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Abstract

The goal of this TFG is to demonstrate in a thorough and datailed way the Solovay’s
Completeness Theorem. To carry it out it will be done a detailed analysis of the
previous theory needed to understand both the theorem and its demonstration, and
finally this same demonstration will be studied rigorously.

Resum

L’objectiu d’aquest TFG és demostrar de manera exhaustiva i detallada el Teorema
de Completesa de Solovay. Per dur-ho a terme es fara una analisi detallada de la
teoria previa necessaria per a entendre tant el teorema com la seva demostracio, i
finalment s’estudiara aquesta mateixa demostracié de manera rigorosa.
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Capitol 1

Introduccio

El Teorema de Completesa de Solovay, demostrat per Robert Solovay I’any 1976, és
un resultat fonamental de la logica matematica i de la teoria de la demostrabilitat.
El teorema tracta la qiiestié de la completesa en el context de l'aritmetica i pro-
porciona una perspectiva de la relacié entre la veritat i la demostrabilitat. Mentre
que el Teorema de Completesa de Godel estableix que si una férmula és vertadera
en tots els models d’una teoria de primer ordre, aleshores aquesta férmula és de-
mostrable en aquesta mateixa teoria, el Teorema de Completesa de Solovay estén
aquesta nocio a I’ambit de I'aritmetica.

Gracies al teorema de Solovay, es va aconseguir una eina molt 1til en 'analisi
de la demostrabilitat aritmetica. Cal remarcar que aquest resultat no té només
implicacions teoriques significatives en 'ambit de la logica matematica, siné que
també és un resultat important amb utilitat en la teoria de la computacié i la
filosofia de les matematiques.

L’objectiu principal d’aquest TFG és realitzar un estudi exhaustiu del Teorema
de Completesa de Solovay. Per aconseguir-ho es fara una analisi detallada de la
teoria previa necessaria per a entendre tant el teorema com la seva demostracié i
seguidament s’estudiara de manera rigorosa aquesta mateixa demostracio.

L’estructura d’aquest treball és la segiient: el primer capitol és una introduccié
i contextualitzacio, per tal de proporcionar una visié general del tema i de la seva
rellevancia; el segon capitol és un desenvolupament teoric per examinar i demostrar
els conceptes i resultats previs, aixo inclou nocions de diferents sistemes de logica
proposicional modal, de I'aritmetica de Peano i de 1'ds de I'operador Bew(x) com a
operador de demostrabilitat juntament amb estructura de la semantica dels models
de Kripke; el tercer capitol és la demostracié del propi teorema, de manera detallada
i fent servir les eines definides i demostrades en 'anterior capitol; i per ultim el
quart capitol son les conclusions i aplicacions, i tracta de discutir les implicacions
del teorema i possibles aplicacions.

Finalment, per abordar aquest estudi ens basarem principalment en el llibre The
logic of provability de George Boolos, el qual realitza un estudi molt més detallat
de la logica de la demostrabilitat en general, pero que en particular estudia també
el teorema en qiiestio.



Capitol 2

Teoria previa a la demostracio

L’objectiu d’aquest capitol és explorar la teoria necessaria per a la demostracié del
Teorema de Completesa de Solovay. Primerament definirem i demostrarem algu-
nes propietats basiques tant del sistema de logica modal GL com de l'aritmetica
de Peano (PA). Seguidament definirem i tractarem amb l'operador Bew(x) com a
connexié entre GL i PA i, finalment, presentarem una semantica per a GL, ano-
menada models de Kripke, que ens permetra construir el model necessari per a la
demostracié del teorema.

2.1 GL i altres sistemes de logica modal

En aquest apartat introduirem diversos sistemes de logica modal, amb 'objectiu
d’estudiar la definicid, estructura i propietats basiques de GL. Definirem certs
conceptes de la logica modal basica, donarem definicions d’alguns tipus d’aques-
ta logica, entre ells GL, i demostrarem algunes propietats basiques ja sigui per
fer-les servir més endavant o simplement per ajudar-nos a veure de manera més
entenedora l'estructura d’aquest sistema de logica modal.

Abans de comengar amb GL, definim alguns conceptes basics previs necessaris
de la logica modal en general.

Definicié 2.1.1. Un enunciat modal o simplement enunciat és una seqiencia
finita dels simbols 1., —, O, (, ), p, q, 1,... onp, q, T,... €s la notacié que farem
servir per a les lletres proposicionals. Per referir-nos a enunciats modals escriurem
A, B,... Definim els enunciats modals de manera inductiva de la segiient forma:

1) L és un enunciat modal.
2) Tota lletra proposicional és un enunciat modal.
3) Si A i B sén enunciats modals, aleshores (A — B) també ho és.

4) Si A és un enunciat modal, aleshores OA també ho és.
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Definicié 2.1.2. Definim un subenunciat de A també de manera inductiva:
1) A és un subenunciat de A.
2) Si B — C és un subenunciat de A, aleshores B i C també ho son.

3) Si OB és un subenunciat de A , aleshores B també ho és.

A partir dels cinc primers simbols que hem fet servir en la definicié d’enunciat
modal podem definir la resta de connectives logiques usuals de la logica modal de
la segiient manera:

1) —p es defineix com (p — L).
2) p A q es defineix com —(p — —q), és a dir, ((p = (¢ — L)) — L).
3) p V q es defineix com (-p — q), és a dir, ((p — L) — q).

4) p <> q es defineix com (p — q) A (q@ — p), és a dir, (((p—q) — ((q—p) —
1)) — 1).

5) T es defineix com 1 — 1.

6) Op es defineix com —=O-p, és a dir, O(p — 1) — L.
on p i q soén lletres proposicionals.

A partir d’ara parlarem i tractarem amb sistemes de logica proposicional
modal, els quals els podem definir com un conjunt d’enunciats, que anomenarem
axiomes del sistema, juntament amb un conjunt de relacions en aquest conjunt
d’enunciats, que anomenarem regles d’inferéncia del sistema.

Definim doncs alguns conceptes sobre els sistemes de logica proposicional modal,
sobre els seus axiomes i sobre les seves regles d’inferencia.

Definicié 2.1.3. Definim una prova en un sistema com una seqiéncia finita d’e-
nunciats, cadascun dels quals és o bé un axioma del sistema o deduible a partir
d’enunciats anteriors de la sequéncia per alguna de les regles d’inferencia del siste-
ma.

Definicié 2.1.4. Una prova A, B,..., Z és una prova de Z, i anomenem a un
enunciat teorema de, o demostrable en, un sistema si hi ha alguna prova d’a-
quell enunciat en el sistema. Escriurem LEA per dir que l'enunciat A és un teorema
del sistema L.

Definicié 2.1.5. Diem que un conjunt d’enunciats és tancat sota una regla
d’inferéncia si conté tots els enunciats deduibles per la regla d’inferencia del con-
junt.

Definicié 2.1.6. Siguin F i A enunciats i p una lletra proposicional. Definim la
instancia de substitucio de F, F,(A), com el resultat de substituir A per p en
F, que podem definir de manera inductiva de la seguent manera:

1) Si F = p, aleshores F,(A) és A.
2) Si F és una lletra proposicional q diferent a p, aleshores F,(A) és q.
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3) Si F = 1, aleshores F,(A) és L.
4) (F — G)p(A) = (Fp(A) = Gy(A))
5) OF,(A) = 0OF,(4)

Definicié 2.1.7. Sigui pq, ..., p, una llista de lletres proposicionals diferents dos
a dos i F Ay, ..., A, una llista d’enunciats modals. Definim la substitucio si-
multania F,, ., (A1, ..., A,) andlogament:

-----

1) Si F =p;, (1 <i<n), aleshores F,, ., (A1,...,A,) €s A;.
2) Si F' és una lletra proposicional q que no pertany a pa, ..., py, aleshores F,, ., (A1, ..., Ap)
és q.

3) Els altres casos son iguals que en la definicio anterior.

Definicié 2.1.8. Definim un axioma de distribucio com un enunciat de la forma
O(A— B)— (0A — OB)

per alguns enunciats A i B.

Finalment, definim les tres regles d’inferencia que utilitzarem el llarg d’aquest
treball per als sistemes de logica proposicional que farem servir:

Definici6 2.1.9. 1) El modus ponens és la relacid que conté les triples <(A—B),
A, B>, és a dir que, en un sistema que tingui aquesta regla d’inferéncia, si els dos
primers elements son vertaders podem deduir-ne que el tercer també ho és.

2) La necessitat és la relacio que conté els parells <A, OA>, és a dir que, en
un sistema que tingui aquesta regla d’inferencia, si un enunciat és vertader alesho-
res al aplicar-li 'operador O sequeir sent vertader.

3) La substitucio és la relacio que conté els parells <F, F,(A)>, és a dir
que, en un sistema que tingui aquesta regla d’inferencia, si un enunciat és vertader
aleshores les seves instancies de substitucio també ho son.

A continuacié passem a definir alguns dels sistemes de logica proposicional modal
més comuns, entre ells el que ens ocupa en aquest treball, GL.

Definicié 2.1.10. Diem que un sistema és normal si el conjunt dels seus teoremes
conté totes les tautologies i tots els axiomes de distribucio i si és tancat sota modus
ponens, necessitat i substitucio.

Els segiients set sistemes de logica proposicional modal que definirem a continua-
ci6 son tots normals. En cada sistema, totes les tautologies i axiomes de distribucio
son axiomes i les seves regles d’inferencia sén modus ponens i necessitat.
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e El sistema K! no té més axiomes que els esmentats.

e Els altres axiomes del sistema K4 sén els enunciats de la forma
OA — O0OA

o Fls altres axiomes del sistema T sén els enunciats de la forma
OA - A

o Fls altres axiomes del sistema S4 sén els enunciats de la forma

OA — AiOA — OOA

e Els altres axiomes del sistema B soén els enunciats de la forma
OA - AiA—- OCA

o Fls altres axiomes del sistema S5 sén els enunciats de la forma
OA = AiCA = OCA

o Fls altres axiomes del sistema GL son els enunciats de la forma
O(0A—A) — DA

A continuacié mostrarem alguns resultats generals per a tots el sistemes modals
i alguns més especifics en el cas de GL.

En aquesta seccié del capitol suposem que L és un sistema de logica proposicional
modal normal. Als segiients vuit resultats els anomenarem normalitat.

Teorema 2.1.11. Suposem que L -A— B. Aleshores L FOA—OB.

Demostracié 2.1.11. Aplicant necessitat a la nostra hipotesi tenim
L FO(A — B), per ser axioma de distribucié
L+ O(A— B) — (DA — OB), i per modus ponens
L+OA— OB 0

Teorema 2.1.12. Suposem que L FA+>B. Aleshores L FOA+OB.

Demostracio 2.1.12. Si suposem que L = A <+ B aleshores tenim L+ A — B i
L+ B — A, pel teorema 2.1.11 sabem doncs que L+ OA — OB i L+ OB — OA,
i en conclusié hem obtingut L - OA « OB U

1 -El sistema K es va anomenar aixi per Saul Kripke, un important logic estatunidenc que va
aportar a la teoria de la logica modal, entre d’altres coses, el sistema semantic anomenat models
de Kripke que veurem més endavant en aquest treball.
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Teorema 2.1.13. L FO(AAB) +» (OA A OB)

Demostracio 2.1.13. Sabem que L+ (AAB) - AiL+F (AAB) — B, per tant
pel teorema 2.1.11
LEFOAAB)— DA, i
L+ O(AA B) — OB, per tant
L+O(AAB)— (DAAOB)
També sabem que L - A — (B — (A A B)), per tant pel teorema 2.1.11 també
L+ O0OA — 0O(B — (AA B)), i per ser un axioma de distribucié
L+O(B— (AAB))— (OB — O(AA B)), és adir
L+ OA — (OB — O(AAB)), o el que és el mateix
L+ (OAAOB) = O(AAB) O

Teorema 2.1.14. L FO(A1A...NA,) < (OAIN...AOA4,)

Demostracio 2.1.14. Ho provem fent induccié sobre n.

Sin = 0, la conjunci6é buida s’identifica amb L i clarament L - O_1.

Sin =1 el teorema és trivial i el teorema 2.1.13 és el cas n = 2.

Sin > 2 i suposem cert per n-1 aleshores
LEOAIANA AN ANA) < OA A (A2 AN A)), pel teorema 2.1.13
LEOAIA(As A ANAY)) < OA AO(Ay A ... A Ay), 1 per hipotesi d’induccié
LFOA AD(A A AA,) < (04 ADAy A .. ADA,) O

Teorema 2.1.15. Suposem que L FAIN...NA,, — B. Aleshores L FOA;N...AOA,
— OB.

Demostracio 2.1.15. Si suposem
LF (A AN...NA,) — B, pel teorema 2.1.11
LFO(A; A...ANA,) — OB, i pel teorema 2.1.14 obtenim que
L+ (ODA; AN...ANDOA4,) — OB O

Teorema 2.1.16. Suposem que L -FA—B. Aleshores L FOA—CB.

Demostracio 2.1.16. Si suposem que L = A — B, aleshores pel contrarreciproc
L+ =B — —A, pel teorema 2.1.11
L+ 0O-B — O-A, i pel contrarreciproc altra vegada
LF-0-4—> —||:\—|B, és a dir
LFOCA— OB U

Teorema 2.1.17. Suposem que L A< B. Aleshores L FOA+CB.

Demostracié 2.1.17. Si suposem que L - A <+ B aleshores tenim L+ A — B i
L+ B — A, pel teorema 2.1.16 sabem doncs que LFCA - CBiLEF OB — OA,
i en conclusié hem obtingut L - CA + OB O

Teorema 2.1.18. LFOCA AN OB — O(A A B)

Demostracio 2.1.18. Per la definici6 de < és suficient veure que L = O=(AAB)A
OB — O=A. Pero aixo és senzill de veure ja que L+ O-(AAB) —» 0O(B — -A) O
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Definicié 2.1.19. Per a qualsevol enunciat modal A, definim [JA com [’enunciat
(ODANA).

Teorema 2.1.20. GL FOA — O0OA

Demostracié 2.1.20. Per logica proposicional podem obtenir
GLFA— (DOAADOA) — (DAA A)), pel tercer teorema de normalitat
GLFA— (O(CAANA) — (DAAA)), pel primer teorema de normalitat
GL+OA — O(O(O0AANA) — (OAA A)).

Per ’'axioma propi de GL sabem que
GLFOMOHA—-HA) - OMA, és adir
GLFODOM@AAA) —» (OAANA)) — O(EAA A), per tant hem obtingut que
GLFOA - ODAAA).

Per altra banda, pel tercer teorema de normalitat altra vegada
GL - O(OAA A) — OOA A OA, en particular
GL FO(ODAA A) — OOA, i, per tant, finalment hem obtingut
GL +FOA — O0A. O

Teorema 2.1.21. GLF O1 + OCp

Demostracio 2.1.21. GL + 1L — Op, per normalitat
GL F OL — Oop.
Per l'altra direccié,
GL F Op — ©T, i per definici6 de <
GLFOT — (0L — 1), per tant
GL F ©Op — (0L — 1), per normalitat
GLFOOp - 0O(0L — 1).
Com que
GLFO(OL — 1) — 01, tenim doncs
GLFOOp —0OL. U

Teorema 2.1.22. a) GL +FO(p +» —Op) <> O(p +» -0OL1)
b) GL-FO(p+ 0)« 0p—T)
¢) GLFO(p«+ O-p)« O(p+ 0OL)
d) GLFO(p < —O0-p) < O(p+ 1)
Demostracio 2.1.22. a) Per logica proposicional tenim
GL F O(p +» —0Op) — d(p — —Op), per la regla d’inferencia de necessitat

GL + O(p — -0Op) — 0O0(p — —Op), per tant obtenim
GL F O(p «+» -Op) — O00(p — —0Op), i per normalitat
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GL F O(p +» -0Op) — O(dp — O-0p).
Pel teorema 2.1.20, tenim
GL - Op — OOp, per definicié de | tenim
GL F OOp A O-0Op — 0L, ja que Op i =Op s6n 'un la negacié de laltre i per
tant impliquen L, després per normalitat només hem afegit O al davant.
Per tant, obtenim
GL F O(p +» —0Op) — O(0p — OL), i com que clarament | — Op, tenim
GL F O(p +» -0Op) — O(Op «» OL), per tant
GL F O(p «+» —-0Op) — O(=0p <+ —O1), i com que
GL F O(p «+» -Op) AO(—=Op «» ~01) — O(p «» —OL), obtenim doncs
GL F O(p «<» —-Op) — O(p «<» —OL).
Per demostrar ’altra direccio, pel teorema 2.1.21 tenim
*GL F O(p +» —0O1) — 00(p <> —~Op), per normalitat
GL F O(p «+» -O01) — O(Op < O-0p).
Tornant a aplicar el teorema 2.1.21 prenent —p com a p tenim
GL F O-0p « O, per tant tenim
GLFO(p + —-0O1) — O(0Op «» O1), i llavors
GLFO(p «» —01) — O(=0L < —=0p), i com que
GLFO(p «+» -0L) AO(=O0L + —0Op) — O(p +» —~Op), obtenim doncs
GLF O(p «+» -01) — O(p «» —Op), demostrant aixi a).

b) Com que a GL F T « OT,
GL F O(p «» Op) — O(Op — p), per 'axioma propi de GL
GL + O(Op — p) — Op, per tant
GL F O(p «» Op) — Op i trivialment
GLFOp — O(p < T), per tant
GLEO(p«+ Op) = 0O(p <« T).
Per l'altra direcci6 tenim clarament
GLFO(p <« T) — Op.
Pel teorema 2.1.18,
GL + Op — OOp, per tant
GL FO(p +» T) — (Op A OOp), per normalitat
GL + (Op A O0p) — O(p A Op), i ademés
GL F O(p AOp) — O(p «» Op), per tant obtenim
GLF O(p +» T) — O(p <> Op), demostrant aixi b).

¢) Si substituim —p per p en a) obtenim
GL F O(=p +» =0-p) <> O(—p <> -0OL1), i simplificant negacions obtenim
GL F O(p «+» O-p) <> O(p <> OL), demostrant aixi c).

d) Substituint —p per p en b) obtenim
GL F O(—p +» O-p) <> O(—p <> T), i movent negacions tenim
GL F O(p «» =0O-p) <> O(p «» L), demostrant aixi d). O
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2.2 Aritmetica de Peano

L’objectiu d’aquesta secci6 del capitol és, primerament definir i estudiar I’ Aritmetica
de Peano (PA) i els seus conceptes basics que, juntament amb el sistema de logica
modal proposicional GL que hem estudiat en ’anterior seccié del capitol, son els
dos pilars del teorema de Solovay. Després parlarem de I'operador Bew(x) de PA,
el definirem i en demostrarem varies propietats que farem servir més endavant.

Definicié 2.2.1. L’Aritmética de Peano (o simplement PA) és una aritmetica
classica de primer ordre amb induccio. Donarem una caracteritzacio parcial de PA,
ja que no especificarem els axiomes logics del sistema. Denotem com vg, vy, ... una
seqiiencia infinita i numerable de variables diferents de PA. Sequidament denotem
els quatre simbols logics de PA: 1, el simbol condicional —, el quantificador uni-
versal ¥ 1 el signe d’identitat =. Finalment denotem els quatre restants simbols no
logics de PA: el zero, el successor, [’addicio i el producte, simbolitzats per 0,
S, + 1 X, respectivament. Si F' és una expressio, denotarem com "F el numeral
pel nombre de Gadel de F, el qual definirem més endavant. Escrivim PA = F
per indicar que F és un teorema de PA. Les regles d’inferéncia de PA son modus
ponens la generalitzacid universal, per la qual donada com a premisa que P(c) és
vertader per tots els elements ¢ del domini podem afirmar que VzP(z) és vertader.

Definim doncs els elements basics de I’ Aritmetica de Peano.

Definicié 2.2.2. e Per a qualssevol objectes a i b definim un objecte <a, b>
que anomenem parell ordenat de a i b. La propietat principal que sequeixen
tots els parells ordenats és que st <a, b> = <c, d> aleshores a = c i b = d.

e Definim la tripla ordenada <a, b, ¢c> de a, b i ¢ com el parell ordenat <a,
<b, ¢c>>. Analogament a la propietat dels parells ordenats, si <a, b, ¢c> =
<d, e, f>, aleshores a = d, b =eic=f

Definicié 2.2.3. Definim una seqiéncia finita com un objecte s amb una longitud
k (on k és un nombre natural) i, per a cada i < k, un objecte s; que és el seu valor en
. St s €s una seqiencia finita de longitud k, aleshores sg €s el seu primer element,
Sk—1 €s l'ultim 1 s; és un element anterior a s; si i < j. La llei de les seqiiencies
finites és: dues seqiiencies finites son identiques si tenen la mateiza longitud k 1 els
mateizos valors per a tot i < k. Escrivim [sg, ..., Sk—1] per una seqiéncia finita s
de longitud k els valors de la qual pels © < k son s;. Normalment no escriurem els
simbols [].

A continuacié donarem dues definicions de terme de PA. La primera de manera
inductiva i la segona d’una manera més explicita a partir de la definicié que acabem
de donar de seqiiéncia finita.

Definicié 2.2.4. Definim un terme de PA de la segiient manera:
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1) Tota variable és un terme.

2) El 0 és un terme.

3) Si t és un terme aleshores St també ho és.

4) Sitit’ son termes, aleshores (t + t’) i (t x t’) també ho sin.

on les expresions es defineizen com St = <S, t>, (t + ') = <+, t, t> 1 (1 X
t’) = <x,t t™>.

Definicié 2.2.5. Un objecte t és un terme de PA si i només si eristeix una
seqiiencia finita tal que el seu ultim valor és t i cada valor de la qual és 0, una
variable, el parell ordenat de s 1 un valor anterior de la seqiéncia, la tripla orde-
nada de + 1 dos elements anteriors de la sequéncia o la tripla ordenada de X i dos
elements anteriors de la sequéencia.

Definicié 2.2.6. Direm que F és una formula atomica si F és el simbol L o si
per alguns termes t 1 t’, F ést =1’

Notacié 1. Escriurem (F — G) en comptes de <—, F, G> i YvF' en comptes de
<V, v, F>.

Definicié 2.2.7. Direm que un objecte F és una formula de PA si i només si
existeix una sequencia finita tal que el seu ultim valor és F i cada valor de la qual és
una formula atomica, la tripla ordenada de — i dos valors anteriors de la sequéncia
o la tripla ordenada de ¥, una variable i un valor anterior de la sequéncia.

Definicié 2.2.8. Siguin F' i G formules de PA i v una variable,

e Diem que G és conseqiiéncia per modus ponens de (F'— G) i F.

e Diem que YuF és conseqiiéncia per generalitzacio de F.

Els axiomes de PA sén els seus axiomes logics, els axiomes recursius pel successor,
I’addici6 i el producte i els axiomes inductius. Donarem la definicié dels dos ultims
grups d’axiomes.

Definicié 2.2.9. Els aziomes no logics de PA son els axiomes recursius pel
successor, l'addicio i el producte, ela quals son les segiients sis formules:

1) 0 # Sz
2)Sx=8Sy—>z=y
3)z+0=z

4) z+ Sy =Sz +vy)
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5)cx0=0
6)xx Sy=(rxy)+zx

i els axiomes inductius, els quals son les formules de PA de la segiient for-
ma:

Ve (x=0—F)ANVyNe (t=y— F) > Vo (v =8y— F)]) = F
on F és qualsevol formula, x és qualsevol variable 1 y és qualsevol variable que no
pertanyi a F i diferent de x.

Seguidament definirem els elements logics de PA.

Definicié 2.2.10. Una prova en PA d’una formula F és una sequéncia finita de
formules, els valors de les quals son o bé un axioma de PA o una conseqiiéncia per
modus ponens o una generalitzacio d’anteriors formules de la seqiiencia i [™iltim
valor de la qual és F. La formula F és demostrable en o teorema de PA si
existeir alguna demostracio de F' en PA.

Definicié 2.2.11. e Diem que un terme és tancat si no conté cap variable.

e Una variable v és lliure en una formula F si existeiz una seetiencia finita
ho, ..., h,, tal que hy és una formula atomica t = t’ i v apareix en t o t’, h, €és
F i per atot i < n, o bé per alguna formula F’ hiyy = (hy — F')V (F' — h;),
o per alguna variable u diferent de v h;y 1 = Yuh,.

e Diem que una formula és un predicat, o tancada, si no conté cap variable
llvure.

Definicié 2.2.12. Anomenem a un predicat de PA vertader si és cert quan les
seves variables varien sobre els nombres naturals i 0, S, +, X, denoten el zero i les
funcions de successor, addicio i producte.

Definici6 2.2.13. Cada terme tancat t denota un unic nombre natural: el 0 denota
el 0, i sttt denoten iii’, aleshores st, t + t 1t X t" denoten i + 1, i + i 11 X
i" respectivament.

Definicié 2.2.14. Definim el numeral i com el terme tancat resultat d’afegir i
instancies del signe successor S a 0 i escrivim | = S...1)...50.

Definicié 2.2.15. Una formula F, juntament amb una seqiéncia xq, ..., x, de va-
riables diferents entre les quals son totes les variables lliures de F, defineix la
relacio n-aria sobre exactament els nombres iy, ..., 1, tals que Fy, (11)z,(92) ...z, (in)
és vertader, on Fy,(i;) és el resultat de substituir en F la variable x; pel terme 1.

Definicié 2.2.16. Definim © < y com la formula 3z(x + Sz =y). « > y és la
formula y < x, € < y és la formula (x < yV z =1y), i *x > y és la formula y < x.
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Passem a definir ara els conceptes de pterme, ¥ férmules, A férmules i els nom-
bres de Godel, que ens permetran estudiar els propis objectes de PA que hem estat
definint fins ara com a formules dins del llenguatge de la propia aritmetica.

Definicié 2.2.17. Anomenem a una formula F(z, y) del llenguatge de PA un pter-
me (respecte a la variable y) si la formula 3lyF(z, y), i.e, la formula

SY(F(s, y) AVa(F(s, 2) = y = 2)
és demostrable en PA (la "p”de pterme és per "pseudo”).

Notacié 2. e Si F(x, y) és un pterme, normalment escrivim f(x) en comptes

de F(z, y).

o Si A(y) és una formula de PA i F(x, y) un pterme, escriurem A(f(z)) per
denotar en PA la formula 3y(F(z, y) N A(y)).

o Lscrivim Jy < zF i Vy < xF per abreviar y(y < v — F) iVy(y < = — F)
respectivament.

Definicié 2.2.18. e Diem que una formula és una 3 formula estricta si és
membre de la menor classe que conté totes les formules de la forma v = v, 0
=u, su=uv,u+v=uw,iconté (FA G), (FV G), JzF iVz < yF quan conté
FiG.

e Diem que una formula és una X formula si és equivalent, en el sentit de
demostrabilitat en PA, a una ¥ formula estricta.

e Un X predicat és simplement una X formula que és un predicat.

Definicié 2.2.19. Diem que una formula A és una A formula si tant A com = A
son ambdues ¥ formules.

Notacié 3. Associem ara a cada simbol primitiv de PA un nombre natural que
anomenarem nombre de Gadel, o codi. Als vuit simbols 1., —, ¥, =, 0, s, + i
X, els assginem els nombres 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13 1 15 respectivament. A la variable
v; Ui assignem el nombre 2i + 17. Sigui (i, j) = 2((i + j)(1 +j) + 1 + 1). Si
els objectes x i y tenen nombres de Godel i i § respectivament, assignem al parell

ordenat <z, y> el nombre de Gadel (i, j). Escrirem "F7 per denotar el nombre
de Godel de F.

Com hem comentat abans passem ara a estudiar algunes de les definicions
basiques de PA que hem estat donant com a féormules en el propi llenguatge de
I’aritmetica de Peano.

Definicié 2.2.20. e Definim Rm(x, d, v) com la formula ((r < d A q(z =
gxd+r1)VvV(d=0N1=2)).
Intuitivament, el resultat de Rm(z, d, r) és el residu de dividir un nombre x
entre d. Si d = 0, denotem el residu com a x. Rm(z, d, r) és un ¥ pterme.
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e Definim Beta(a, b, i, T) com la formula rm(a, 1 + (i + 1) X b) = r. Beta(a,
b, i, ) és un X pterme.

Definicié 2.2.21. e Definim la formula Parell(z, y, z) com la formula
200 +y)lv+y)+x+1) ==z
Parell(z, y, z) es un ¥ pterme i escrivim (z, y) en comptes de parell(z, y).

e Definim Fst(z, w) com la formula
Fy<z(w y) =2V (-3, y< z(x,y)=2ANw=20))
i definim Snd(z, w) com la férmula
Fr<z(r,w =zV (-3, y<z(x,y =zANw=0)).
Fst(z, w) i Snd(z, w) son també ¥ pterms.

e Definim (z, y, z) com la formula (z, (y, z)).

e Definim ft(w) com la formula fst(w), sd(w) com la formula fst(snd(w)) i
td(w) com la formula snd(snd(w)).

Intuitivament, el resultat de Parell(z, y, z) és el parell (z, y), fst(z) i snd(z)
son el primer i el segon element del parell z respectivament, i ft(w), sd(w) i
td(w) son el primer, segon i tercer element de la tripla (x, y, z) respectivament

Definicié 2.2.22. e Definim FinSeq(s) com la formula
Ja<sIb<sIk<s(s={((ab),k)ANVe<sVd<s((c,d) < (a, b) —
Ji < k beta(c, d, i) # beta(a, b, k)))

e Definim lh(s) com la férmula snd(s).
e Definim val(s, i) com la formula beta(fst(fst(s)), snd(fst(s)), i).

Intuitivament, FinSeq(s) representa una seqiencia finita s representada com
s =((a, b), k), on a és el primer element de s, b n’és [iltim i k és la longitud
de s, lh(s) representa aquesta longitud i val(s, i) representa el valor de l'iéssim
valor de s.

Definicié 2.2.23. e Sigui v una variable de PA, definim Variable(v) com la
A formula 3i < v (v =2 x i + 17). La férmula Variable(v) indica que v és
una variable en el llenguatge de PA.

e Sigui t un terme de PA, definim Terme(t) com la férmula
Is[FinSeq(s) N Ih(s) > 0N sips—1 =t AVi < lh(s) (s; =707V Variable(s;)
Vg k<ilfsi=("s",s)Vs ="+",5,s)Vs =(x",s; s:)]) La
formula Terme(t) indica que t és un terme en el llenguatge de PA.

e Sigui T una formula atomica de PA, definim AtFormula(x) com la férmula
(At < x 3" < z [Term(t) N Term(t’) Nz = (=", 1, t"))Vae="1")
AtFormula(z) és una A férmula ja que Term(z) és A. La formula AtFormu-
la(x) indica que z és una formula atomica en el llenguatge de PA.

e Sigui x una formula de PA, definim Formula(x) com la formula
ds [FinSeq(s) N lh(s) > 0 N Sips)-1 = ¢ A Vi < lh(s)(AtFormula(s;) vV 3j, k
<i(s;i = (=7, 55, s;)) VvV 3j<iIv [Variable(v) N s; = (V7 v, s;)])]

La férmula Formula(x) indica que x és una formula en el llenguatge de PA.



2.2. ARITMETICA DE PEANO 14

e Definim ConseqByModPon(z, y, z) i ConseqByGen(x, y) com les A
formules
(Formula(z) N Formula(z) Ny = ("—7, 2z, 2)) i (3v < = (Formula(y) N Va-
riable(v) N x = ("V7, v, y))), respectivament.
La férmula ConseqByModPon(z, vy, z) indica que = i z son formules del llen-
guatge de PA iy = (z—z) i la formula ConseqByGen(zx, y) indica que y és
una formula en el llenguatge de PA i existeix una variable v tal que x = Yuy.

e L’iltima formula autorreferencial que definirem és Pf(x, y), que és la formula
(FinSeq(y) N Yiny—1 = v A Vi < Ih(y) - 1 [Ax(y;) v 35 < i3k < i
ConseqByModPon(y;,y;,yx) V 3j < i ConseqByGen(y;,y;)])
on Az(x) és la formula que afirma que "z és un azxioma de PA”. Intuitiva-
ment, Pf(x, y) representa una seqiiéncia finita y on [iltim element és x i tot
element previ €s o bé un axioma de PA o bé una consegiiencia per modus
ponens o generalitzacio d’anteriors elements de la seqiencia finita.

Com a tltima part de la seccié definirem I'operador Bew(x), que expressa de-
mostrabilitat en PA i sera una part fundamental de la demostracié del Teorema de
Completesa de Solovay, i demostrarem les seves cinc propietats.

Definicié 2.2.24. Definim doncs Bew(x) com la formula Iy Pf(y, x).

Per a les properes proposicions suposarem que S i T son predicats del llenguatge
de PA.

Proposicié 2.2.25. Si PA+ S, aleshores PA + Bew("S™).

Proposicié 2.2.26. PA + Bew(™ (S— T) ") — (Bew("S") — Bew("T7))
Proposicié 2.2.27. PAF Bew(™S") — Bew(" Bew("S")")

Proposicié 2.2.28. Bew("S7) és un ¥ predicat.

Proposicié 2.2.29. Si S és un X predicat, aleshores PA = S — Bew(™S7).

Demostracio 2.2.28. Com que Bew(x) és una ¥ férmula, per a qualsevol predicat
S de PA, Bew("S™) és un X predicat. O

Demostracio 2.2.25. Primerament veiem que si S és un X predicat vertader,
aleshores PA F S.

Pel teorema de completesa de Godel per a la logica de primer ordre, PA - S si i
només si tot model de PA és un model de S. Com que estem suposant que S és un
Y predicat vertader, aleshores S és vertader en el model estandard <N, S, +, X,
0>, i com que tot model de PA conté aquest, S és vertader també en tots aquests
models.

Ara com que S és un predicat i PA F S, aleshores Bew("S7) és un 3 predicat
vertader i, pel que acabem de veure, PA F Bew("S™). O
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Demostracié 2.2.26. Siguin S i T predicats de PA. Per veure que

PAF Bew("(S = t)7) — (Bew("S™") — Bew("7T))

és suficient veure que

PA F Pf(y, "(S — T)7) A Pi(y’, "S7) — Pf(y*y*["T7], "T7),

on a*b indica la concatenacié de a i b.

Intuitivament, ja que modus ponens és una de les regles d’inferencia de PA, la
seqliencia finita els valors de la qual sén els d'una prova de S — T, seguits dels
valors d’una prova de S, seguits del predicat T, és una prova de T. U

Per tal de demostrar les propietats 3) i 5) primerament donarem un resultat
previ. Pero donem abans quatre definicions necessaries per enunciar la proposicio.

Definicié 2.2.30. e Definim Num(z, y) com la formula 3s (FinSeq(s) N lh(s)
=+ 1Nsg="0"AVi<zsy =(s,8)Ns: =y
Clarament Num(z, y) és un 3 pterme.

e Definim var(xz) = 2 x x + 17.

e Definim su(x, y, z) = sub(num(zx), var(y), z), on sub(t, i, x) és la operacio
de substituir el terme que €és el valor de t per totes les ocurrencies lliures de
la variable i-essima en la formula que €s el valor de .

Definicié 2.2.31. Suposem que F és una formula de PA que té exactament m
variables lliures que son vy, , ..., v, amb ky < ... < k,,. Aleshores definim Bew[F]
com la formula Bew(su(vy,,, km,...,5u(Vk,, ko, su(vk,, ki, "F7))...)). Si F no té
variables lliures, és a dir si F és un predicat, aleshores Bew[F] = Bew(" F™).

Proposicié 2.2.32. Per a qualsevol ¥ férmula F de PA, PA + F — Bew[F].

Demostracio 2.2.32. La idea d’aquesta demostracié és veure primer que podem
suposar que F és una Y formula estricta i després veure cas per cas que PA F F
— Bew[F] si F és una férmula que prové per conjuncié, disjuncid, quantificacié
existencial o quantificacié universal acotada de féormules G tals que PA F G —
Bew|[G].

Per tal de veure la demostracié completa es pot consultar el llibre The Logic of
Provability, on es duu a terme de forma rigurosa i detallada. O

Demostracio 2.2.29. Que per tot X predicat S es tingui que PA =S — Bew("S™)
és un cas particular de I'anterior proposicié. U

Demostracio 2.2.27. PAF Bew("S") — Bew("Bew("S™)") és també una con-
seqiiencia de I'anterior proposicio. O
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2.3 Operador Bew(x) i models de Kripke

Aquesta ultima secci6 del capitol la dedicarem ’estudi de la interpretacié dels efectes
d’asumir 'operador O de la logica modal com a l’assercié ”és demostrable que...”,
enunciarem i demostrarem alguns resultats importants que farem servir en la de-
mostracio final i definirem la semantica dels models de Kripke per tractar la logica
modal i algunes de les seves propietats principals.

Definicié 2.3.1. Definim una realitzacié (o interpretacid) com una funcio que
assigna a cada lletra proposicional un predicat del llenguatge de PA. Normalment
farem servir els simbols ”*”0 "#” per a les interpretacions.

Definicié 2.3.2. Definim inductivament la traduccié A* d’un enunciat modal A
sobre la realitzacid * de la segiient manera:

1) L=1.

2) p* = *(p), per a tota lletra proposicional p.

3) (A — B)* = (A* — B¥).

4) O(A)* = Bew[A*] (= Bew(" A*7) si A* és un predicat).

Teorema 2.3.3 (Lema diagonal generalitzat). Suposem que yo, ..., Yn, 21, -, Zm
son variables diferents i que Py (Yo, -, Yns Z)s-- s Pr (Yo, -, Yn, 2) s00 formules del llen-
guatge de PA les variables lliures de les quals estan entre yg, ..., Yn, 2 (on 2z €s una
abreviacid de zi, ..., zy, ). Aleshores existeixen formules Sy (z),...,Sn(z) del llenguatge
de PA les variables lliures de les quals estan entre z, tals que

o PAF So(z) <> Po("So(2)7, ..., " Sn(2) 7, 2),..., i
o PAF S,(2) < Po("So(2)7,...,"Su(2) 7, 2).

Demostracio 2.3.3. Recordem que Su(w,xg,...,T,,y) és el ¥ pterme per a la fun-
ci6 (n+2)-aria subst el valor de la qual en a,by,...,b, és el nombre de Godel del
resultat de substituir els numerals by,...,b,, per les variables zg,...,z,, en la formula
de nombre de Godel a.
Per a cada ¢ < n, sigui k; el nombre de Godel de la féormula

Pi(su(xo, o, ooy Tp)y vy SU(Tpy Ty woey Ty 2)
i sigui S;(z) la férmula

P;(su(ko, koyeeeyKn )y ooy SU(Kpy Koyeooskin )y 2)
Només necessitem veure que PA + su(k;, ko, ..., k,) = 7S;(2)™.
No obstant, el resultat de substituir els numerals ko, ..., k,, per les variables xg, ..., z,,
en la férmula de nombre de Godel k;, és a dir, la formula

Pi(su(o, oy ooy Tp)y oovy SU( Ty Ty vvy Ty 2)
és clarament la férmula S;(z). Per tant, el ¥ predicat

su(k;, ko, ..., kn) = TSi(2)7 és vertader, i per la demostrabilitat dels ¥ predicats
tenim que

PA SU(kZ‘, k()7 ceny kn) = I_Si<2')—|. U
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Corotari. Suposem que Py(Yo, ..oy Yn), - Pu(Yo, -y Yn) s0n formules del llenguatge
de PA les variables lliures de les quals estan entre yi, ...,y,. Aleshores existeizen
predicats Sy, ..., Sn del llenguatge de PA tals que

PAE Sy Py("So™, ..., Sp),..., PAE S, <> Po("So 7, ...,7S, ).

Corolari (Lema diagonal). Suposem que P(y) és una formula del llenguatge de
PA tal que cap variable que no sigui y és lliure. Aleshores existeix un predicat S del
llenguatge de PA tal que

PAE S+ P("ST).

Teorema 2.3.4 (L6b). Sigui S un predicat del llenguatge de PA, si PAF+ Bew("S7) —
S, aleshores PA F S.

Demostracio 2.3.4. Si anomenem Q(x) a (Bew(x) — S), pel lema diagonal sa-
bem que existeix un predicat I tal que
PAFI < Q("I7), és adir
PAF I+ (Bew("I7) — 95).
Per tant tenim,
(1) PAF I < (Bew("I") — S), en particular
(2) PAF I — (Bew("I") — 9), per la propietat 1) de la secci6 anterior
(3) PA+ Bew("™I — (Bew("I7) — S)7)
Per la propietat 2) de la secci6 anterior
(4) PA+ Bew("I — (Bew("I") — S)7) — (Bew("I") = Bew("(Bew(" 1) —
5)7)
Per modus ponens
(5) PA + Bew("I") — Bew("(Bew("I") — S)7)
Altra vegada per la propietat 2)
(6) PA F Bew("(Bew("I7) — S)7) — (Bew("Bew ("I ")) — Bew("ST))
Per (5) i (6)
(7) PA+ Bew("I") — (Bew("Bew("[ ")) — Bew("S"))
Per la propietat 3)
(8) PA F Bew("I") — Bew("Bew("I™)™)
Per (7)1 (8)
(9) PA F Bew("I7) — Bew("S7)
Ara prenem la hipotesi del teorema de

(10) PA F Bew("S7) — S

Per (9) i (10)
(11) PA+ Bew("I") — S
Per (1)1 (11)
(12) PA + I, per la propietat 1)

(13) PA - Bew('—[-')
Finalment, per (11) i (13)
(14) PA - S. 0
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Definicié 2.3.5. Anomenem a un enunciat modal A sempre demostrable si per
a qualsevol realitzacid *, PA - A%

El Teorema de Completesa de Solovay que demostrarem en el proper capitol diu
que un enunciat modal A és teorema de GL si i només si per a qualsevol realitzacié
* PA R A* és adir, si i només si A és sempre demostrable.

A continuacié donem alguns exemples per entendre com l'estudi de GL ens pot
donar informacié sobre la demostrabilitat en PA, a través de l'aritmetitzacié de
certes afirmacions.

Suposem que Si S’ son predicats en el llenguatge de PA, aleshores I'aritmetitzacid
de I'afirmacié que diu que

e S és demostrable (en PA) és el predicat Bew(S].

e S és consistent (amb PA) és el predicat ~Bew[—S].

S és no demostrable és el predicat “Bew([S].

S és refutable és el predicat Bew[—S].

S és decidible és el predicat Bew([S] V Bew[—S].

S ¢és no decidible és el predicat ~Bew[S] V -Bew|[-S].

e S és equivalent a S’ és el predicat Bew[(S < S”)].

S implica S’ és el predicat Bew[(S — S)].

PA és consistent és el predicat “Bew|[L].

PA és inconsistent és el predicat Bew[L].

Passem ara a definir i estudiar la semantica que farem servir per GL.

Definicié 2.3.6. Diem que R és una relacio en un conjunt W si per a quals-
sevol w, x, si wRx aleshores w,x € W.

a) Diem que R és reflexiva en W si per a qualsevol w de W tenim wRw.
b) Diem que R és irreflexiva en W si no existeiz cap w de W tal que wRw.

c) Diem que R és antisimétrica en W si per a qualssevol w, x de W, si wRx i
rRw aleshores w = .

d) Diem que R és simétrica en W si per a qualssevol w, x de W, si wRz
aleshores TRw.
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e) Diem que R és transitiva en W si per a qualssevol w, x, y de W, si wRz i
xRy aleshores wRy.

f) Diem que R és euclidiana en W si per a qualssevol w, x, y de W, si wRz i
wRy aleshores xRy.

g) Diem que R és una relacié d’equivaléncia en W si R és reflexiva, si-
meetrica 1 transitiva en W.

Definicié 2.3.7. Definim un marc com un parell ordenat <W, R> que consisteix
en un conjunt W i una relacio binaria R en W. El marc <W, R> és finit si i
només si W ho és. Anomenem a W com el domini de <W, R>, els elements de
W s’anomemen mons possibles i anomenem a R com la relacio d’accessibilitat
entre aquests mons.

Definicié 2.3.8. Definim una valoracio V en un conjunt W com la relacic entre
els elements de Wi les lletres proposicionals, €s a dir, el conjunt de parells ordenats
entre elements de W i lletres proposicionals.

Definicié 2.3.9. Finalment, definim un model com una tripla <W, R, V> on
<W, R> és un marc i V és una valoracio en W. Diem que el model <W, R, V>
esta basat en el marc <W, R>.

Definicié 2.3.10. Per a cada enunciat modal A, cada model M = <W, R, V> i
cada mon w de W, definim la relacio d’equivaléncia

MuwlE A
de la segiient manera:

1) Si A = p, aleshores M,w |= A si i només si wVp.

2) Si A = L, aleshores M,w |~ A.

3) Si A = (B — C), aleshores M,w = A si M,w = B o bé si Myw = C.

4) Si A = OB, aleshores M,w = A si i només si per a tot z tal que wRx tenim
M,w = B.

Com a consegiiencia d’aquests quatre tenim
5) Si A = =B, aleshores M,w |= A si i només si M,w ~ B.
6) Si A = (BNC), aleshores M,w = A si i només si M,w = B i Myw = C.
7) Si A = (BVC), aleshores M,w = A si i només si M,w = B o Myw = C.

8) Si A = OB, aleshores M,w |= A si i només si per algun z tal que wRx tenim
que M,z = B.
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9) Si A = OB, aleshores M,w = A si i només si per a tot x de W tal que o
bé wRz 0 bé w = x tenim que M,z = B.

Definicié 2.3.11. e Diem que un enunciat A és vertader en un mon w en un
model M si i només si M,w |= A.

e Diem que un enunciat A és valid en un model M = <W, R, V> si i només
si per a tot w de W, A és vertader en w en M.

e Diem que un enunciat A és valid en un marc <W, R> si i només si A és
valid en tots els models basats en <W, R>.

e Diem que un enunciat A és satisfactible en un model M = <W, R, V>
st i momés si per algun w de W, A és vertader en w en M.

e Diem que un enunciat A és satisfactible en un marc <W, R> si i només
si A és satisfactible en algun model basat en <W, R>.

Observacié 2.3.12. e Totes les tautologies i tots els axiomes de distribucio son
vertaders en tots els mons en tots els models i el conjunt d’enunciats vertaders
en un moén en un model és tancat sota el modus ponens.

e Totes les tautologies i tots els axiomes de distribucié sén valids en tots el
models i el conjunt d’enunciats valids en un model és tancat sota el modus
ponens i la necessitat.

Definicié 2.3.13. e Diem que una relacio R és ben fonamentada si per a
tot conjunt no buit X existeix un element w de X tal que per a cap x de X
tenim rRw.

e Diem que una relacio és ben fonamentada conversa si per a tot conjunt
no buit X existeix un element w de X tal que per a cap x de X tenim wRwx.

Teorema 2.3.14. Si GL = A aleshores A és valid en tots els marcs transitius i
ben fonamentats conversos, i A és també valid en tots els marcs finits transitius i
wrreflexius.

Demostracio 2.3.14. Ja hem vist que totes les tautologies i tots els axiomes de
distribuci6 sén valids en tots els mons en tots els model, per tant, en particular ho
son pels transitius i ben fonamentats conversos.

Per tant només falta demostrar-ho per ’axioma particular de GL.

Teorema 2.3.15. O(Op — p) — Op és valid en <W, R> si i només si R és
transitiva 1 ben fonamentada conversa.

Demostracio 2.3.15. Comencem amb la implicacié d’esquerra a dreta. Suposem
que O(dp — p) — Op és valid en <W, R>. Tenim doncs que tots els axiomes, i
per tant tots els teoremes, de GL son valids en aquest marc. Pel teorema 2.1.20
sabem que OA — OOA és teorema de GL, per tant en particular em vist que és
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valid en <W, R>.

Veiem que aixo implica que <W, R> és transitiu. Siguin w,x,y € W tals que
wRx i xRy i prenem V com la valoracié en W tal que, per a tot z € W, zVp si i
només si wRz, on p és una lletra proposicional. Com que per a tot z de W tal que
wRz tenim zVp, i per tant z |= p, aleshores tenim w |= Op. Prenent ara la nostra
hipotesi sabem llavors que w = O0Op, com que wRx tenim x |= Op i com que xRy
tenim y = p. Hem obtingut doncs que w = Op iy | p, per tant wRy i hem vist
que R és transitiva.

Veiem ara que R és ben fonamentada conversa. Suposem que existeix un con-
junt no buit X tal que per a tot w € X existeix x € X tal que wRx. Sigui w € X
i prenem la valoracié V en W tal que per a tot m € W i tota lletra proposicional
p, tenim mVp si i només si m ¢ X. La idea és arribar a contradiccié veient que w
= O(Op — p) i w B~ Op, ja que estem suposant que O(Op — p) — Op és valid en
<W, R> i, per tant, vertader en w.

Com que w € X, per construccio del conjunt X, existeix x € X tal que wRx, i com
que x € X tenim que no xVp, és a dir x B~ p. Per construccié del conjunt X sabem
doncs que existex y € X tal que xRy. Com que y € X aleshores tenim que no yVp
i per tant y B~ p. Com que xRy iy F~ p aleshores x F£ Op i per tant x = Op — p, i
com que wRx aleshores w = O(Op — p).

A més a més ja hem vist que x F£ p, i com que wRx tenim doncs que w [~ Op.

Per a demostrar I'altra implicacié suposem que el marc <W, R> és transitiu i
ben fonamentat convers i que w £ Op, només hem de veure que w |~ O(Op — p) i
tindrem que O(Op — p) — Op és vertader en un moén arbitrari w, i per tant valid
en <W, R>. Sigui X = {x € W: wRx A x £ p}. Com que w = Op aleshores
existeix z tal que wRz i z [ p, per tant z € X i el conjunt X és no buit. Com
que hem suposat que R és ben fonamentada conversa i X és un conjunt no buit,
aleshores existeix x € X tal que per a tot element y de X tenim no xRy. Com que
x € X, tenim wRx i x £ p. Suposem xRy, aleshores y ¢ X, perd com que wRy per
transitivitat de R aleshores y = p, per tant x = Op. En conseqiiencia x = Op — p
i per tant w £ O(Op — p). O

Finalment, si tenim un marc F finit i transitiu, només ens queda demostrar
) )
I’equivalencia entre que F sigui ben fonamentat convers i que F sigui irreflexiu.

Teorema 2.3.16. Suposem que F = <W, R> és finit i transitiu. Aleshores F és
wrreflexiu si © només si F és ben fonamentat convers.

Demostracio 2.3.16. Clarament si F' és ben fonamentat convers aleshores F és
irreflexiu, ja que si existeix w € W tal que wRw aleshores {w} és un conjunt no
buit tal que no conté cap element que no es relacioni per R amb cap element del
conjunt.

Veiem doncs I'altra implicacié. Suposem que F és irreflexiu. Si xq,..., 2z, és una
seqiiencia d’elements de W tals que z;Rx;.1 per a tot i < n aleshores tots els
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x; son diferents, ja que en cas de tenir z; = x; amb i < j (el cas contrari es
analeg) aleshores, per construccio de la seqiiencia i transitivitat, tindriem x;Rx;, que
contradiu ’hipotesi d’irreflexivitat de F. Suposem ara que F no és ben fonamentada
conversa i sigui X un subconjunt no buit de W tal que per a tot w € X existeix
x € X tal que wRx. Aleshores per induccié sobre n és facil veure que existeix
una seqiiencia 1, ..., x,, d’elements de X diferents tals que x;Rx; 1 per a tot i < n.
Tenim doncs que per a cada n hi ha al menys n elements de X, i per tant de W. En
conseqiiencia W és infinit, el que contradiu I’hipotesi del teorema. O

g

Per tal de demostrar la direccié contraria del teorema 2.3.14 cal fer una mica
més de feina previa.

Definicié 2.3.17. Diem que un marc (o un model) és apropiat a GL si i només
st €s transitiu 1 ben fonamentat convers.

El que volem provar és que un enunciat modal A és teorema de GL si A és valid
en tots els marcs finits que sén apropiats a GL.
Suposem doncs que D és un enunciat modal que no és un teorema de GL. Per al
moment anomenarem a un enunciat férmula si és o bé un subenunciat de D o la
negaci6 d’un.

Definicié 2.3.18. Diem que un conjunt de formules X és G L-consistent, o con-
sistent, st GL I/ - N X, on AX és la conjuncio de tots els elements de X.

Definicié 2.3.19. Diem que un conjunt de férmules X és (GL)-consistent ma-
ximal si X és consistent i per a cada subenunciat A de D, o bé A 0o = A és element

de X.

Teorema 2.3.20. Si un enunciat modal A és valid en tots els marces finits apropiats
a GL, aleshores A és teorema de GL.

Demostracio 2.3.20.

Lema 2.3.21. Si A és un subenunciat de D i X és un conjunt consistent mazximal,
aleshores A € X si i només si =A ¢ x.

Demostracié 2.3.21. Ja que si no, en cas de que tant A com —A siguin elements
de X, aleshores tindriem que

GLF (AV—-A), ésadir

GL F =(A A —A), i per tant

GL F = A X, que contradiu el fet que X sigui consistent.
OJ
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Lema 2.3.22. Veiem ara que si X és consistent aleshores X esta inclos en algun
conjunt consistent maximal.

Demostracio 2.3.22. Per calcul proposicional sabem que AX és equivalent a una
disjuncié E; V ...V E, i sabem que almenys un dels E; ha de ser consistent, ja que
en cas contrari tindriem

GL F (=Ey A ... A—E,), per tant

GLF—=(E, V...V E,), ésadir

GL F = A X, que contradiu el fet que X sigui consistent.
El conjunt de les conjuncions dels E; és un conjunt consistent maximal que inclou
a X.
OJ

Com que estem suposant que GL i D, aleshores {=D} és consistent i per tant
inclos en algun conjunt consistent maximal que anomenarem Y.
Sigui ara W el conjunt dels conjunts consistents maximals. Sabem que Y € W i
per tant W no és buit.
Per a cada w de W i cada lletra proposicional p, sigui wVp si i només si p és una
ocurrencia de D i p € w.
Definim també una relacié d’accessibilitat R que compleixi les segiients propietats:
(1) Per a tot subenunciat OB de D i cada w € W, O B € w si i només si per a
tot x tal que wRx, B € x.
(2) <W, R> és apropiat a GL.
Definirem R al final de la demostracié, de moment suposem R definida que compleix
les dues condicions i completem la demostracié. Sigui M = <W, R, V>.

Lema 2.3.23. Per a cada subenunciat A de D i cada w € W, A € w si i només si
Muw = A.

Demostracio 2.3.23. Demostrarem aquest lema mitjancant una induccié sobre
la complexitat del subenunciat A.

Si A= 1, comquelF =1l 1iw és consistent maximal per definici6 de W, ales-
hores A ¢ w i clarament sempre tenim w = L.

Si A = p és una lletra proposicional que apareix en D, aleshores per definici6 de
V tenim que p € w si i només si wVp, és a dir si i només si w = p.

Si A = (B—C) i suposem que el lema és cert per a B i C, com que per logica
proposicional tenim

GLF-A— B,

GLF-A—-=Ci

GLF B — (-C — —A)
sabem que A ¢ w si i només si =A € w, equivalentment si i noméssi B € wi—=C €
w, equivalentment per la consisténcia maximal de w si i només si B € wi C ¢ w,
equivalentment per la hipotesi d’induccié si i només si w = Biw [ C, si i només
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siw £ A,

Finalment, si A = OB i suposem que el lema és cert per a B, per la propietat
(1), A € w siinomés si per a tot x tal que wRx tenim B € x, pero per hipotesi
d’induccié sabem que B € x si i només si x = B. Es a dir que A € w si i només si
per a tot x tal que wRx tenim x |= B siinomés si w = A. O

Tenim que Y € W, Y és consistent maximal i =D € Y. Per tant D ¢ Y i, pel
lema que acabem de demostrar, MY £ D. Tenim doncs que D no és valid en el
marc finit <W, R>, que per la condicié (2) sabem que és apropiat a GL.
Només queda definir la relacié R i veure que compleix les condicions (1) i (2).
Definim R de la segilient manera: siguin w, x de W, wRx si i només si

a) Per a tot OB de w, OB i B s6n elements de x.

b) Per algun OC de x, ~0OC és element de w.

Demostracio. Per veure que aquesta definicié de R compleix la propietat (2) veu-
rem que R és transitiva i irreflexiva i aleshores, pel teorema 2.3.16, R sera transitiva
i ben fonamentada conversa, és a dir, <W, R> és apropiat.

Veiem primer que R és transitiva. Suposem que wRx i xRy. Tenim doncs que si
OB € w aleshores OB € xi OB, B € y. A més a més tenim que, com que wRx, per
algun OC, -0C € w i OC € x, i doncs com que xRy, OC € y. Es a dir hem vist
que wRy.

Veiem també que R és irreflexiva. Suposem que wRw, aleshores per algun OC tenim
que OC € w i -0OC € w, que és una contradiccié perqué w és consistent maximal.

Només ens queda veure que R compleix la propietat (1). Clarament si OB € w
i wRx aleshores B € x. Veiem doncs altra direccié de la doble implicacié. Sigui X
= {-B, OB} U {C, OC: OC € w}, veiem primer que X és consistent. Suposem que
no ho és, aleshores

GLF—=(=BAOBAC;ANOC; A...ANC, ANOC,), és a dir

GL F-Cyv-OC, V...V -C,Vv-0OC,V-0OBV B, per tant

GLF—(CyANOC, A ... ANC, AOC,) V (OB V B), i tenim doncs

GLFCyAOC, A ... NC, ANOC,, — (OB — B), per normalitat

GL + OC; AOOC) A ... AOC, AOOC, — O(0B — B), perd com que GL
FO(OB — B) — 0B i1 GLFOC — 00C tenim que

GLFOC,A...ANDOC, - OB
Si suposem que OB ¢ w aleshores, com que OCY, ..., 0C, sén tots elements de w,
tindriem una contradiccid. Per tant X és consistent i existeix doncs un conjunt
consistent maximal Y tal que X C Y. Com que =B € X aleshores =B € Y i per
tant B ¢ Y. Només ens falta veure que wRY i ja haurem demostrat 'altra direccié
de la propietat (1). Si OC € w aleshores, per construccié del conjunt X, OC i C
pertanyen a X C Y. A més a més, com que OB ¢ w, -0OB € w i ja sabem que OB
€ X C Y. Es a dir wRY. O

g



Capitol 3

El Teorema de Completesa de
Solovay

L’objectiu d’aquest capitol és demostrar el Teorema de Completesa de Solovay per
a GL, el qual diu que un enunicat modal A és demostrable en GL si i només si, per
a tota realitzacio *, la seva traduccié A* és demostrable en PA. Fins ara hem estu-
diat tant el sistema de logica proposicional modal GL, com 'aritmetica de Peano
(PA), com la relaci6 entre els dos que ens proporciona la interpretacié de 'operador
de GL, O, com l'operador de PA, Bew(x), que implica demostrabilitat. Fins i tot
en I'altima seccié de 'anterior capitol hem demostrat un resultat que compara els
teoremes de GL amb la seva validesa en els marcs apropiats a GL.

No obstant, el Teorema de Completesa de Solovay ens proporciona un resultat molt
més fort, demostrarem que els enunciats demostrables en GL sén exactament aquells
tals que la seva traduccié per qualsevol interpretacié és demostrable en PA.

A causa de que la demostracié és for¢ca complexa la separarem en les dues direccions
de les implicacions. Comencem doncs amb la més senzilla.

L’objectiu d’aquesta seccié del capitol és demostrar que si un enunicat modal és
teorema de GL aleshores la seva traduccié per a qualsevol interpretacio és teorema
de PA.

Teorema 3.0.1. Sigui A un enunciat modal, si GL &= A, aleshores per a qualsevol
realitzacio *, PAF A%

Comencem doncs demostrant el mateix resultat peré pel sistema de logica model
K4.
Recordem que K4 és un sistema de logica proposicional modal normal tal que els
seus axiomes son:

e Totes les tautologies.

e Tots els axiomes de distribucid, és a dir els enunciats de la forma O(A —
B) —» (DA — OB).

25
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e Els enunciats de la forma OA — OOA.

i les seves regles d’inferencia son el modus ponens i la necessitat.

Teorema 3.0.2. Sigui A un enunciat modal, si Kj = A, aleshores per a qualsevol
realitzacio *, PAF A%

Demostracio 3.0.2. Primerament demostrarem que aquesta propietat es com-
pleix per a qualsevol axioma de K4 i que respecta les regles d’inferencia. El que
implica que, en conseqiiencia, es compleix per a qualsevol teorema de K4, ja que tot
enunciat demostrable en K4 es pot obtenir a partir dels seus axiomes i d’enunciats
demostrats previament mitjancant les seves regles d’inferencia.

Si A és una combinacié tautologica d’enunciats modals, aleshores A* és també
una combinacié tautologica de predicats en el llenguatge de PA i, per tant, PA - A*.

Per la proposicié 2.2.25 sabem que per a qualsevol parell de predicats S i T del
llenguatge de PA teniem

PAF Bew("(S - T)") — (Bew("S") — Bew("TT)).
Per tant, per a qualsevol interpretacié * i per a qualsevol parell d’enunciats modals
A i B (com que aleshores A* i B* s6n predicats en el llenguatge de PA) tenim que

PA F Bew("™(A* — B*)") — (Bew("A* ") — Bew("B*7)).
Com que Bew("™(A* — B*)7) — (Bew("A*") — Bew("B*")) = (0(A — B) —
(0DA — OB))*, hem demostrat que per a tota interpretacié * i per a tot parell
d’enunciats modals A i B tenim

PA+ (O(A— B) — (DA — OB))*

Per la proposicié 2.2.26 sabem que per a qualsevol predicat S en el llenguatge de
PA tenim
PA F Bew("S™) — Bew("Bew("S™)7").
Per tant, per a qualsevol interpretacié * i per a qualsevol enunciat modal A tenim
PA - Bew("A*7) — Bew(" Bew("A*1)7).
Com que Bew("A*") — Bew("Bew("A* ")) = (DA — OOA)* hem demostrat
que per a tota interpretacié * i tot enunciat modal A tenim
PA F (0A — OOA)*,

Si suposem que PA + (A — B)* i PA + A* aleshores com que (A — B)* = A*
s B*, PA F B*.

Finalment, si suposem que PA F A* aleshores per la proposicié 2.2.24, PA +
Bew("A*7) i, per tant, PA F (O A)*, ja que (O A)* = Bew("A*7). O
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A continuacié definim una nova regla d’inferencia i un altre sistema de logica
modal que deriva de K4 que la utilitza.

Definicié 3.0.3. La regla de Lob és la regla d’inferencia tal que:
de - (0OA — A), podem inferir = A

Definicié 3.0.4. Definim el sistema de logica modal proposicional K4LR com un
sistema de logica modal els axiomes del qual son els mateizos que els de K4 i les
regles d’inferencia del qual son el modus ponens, la necessitat i la regla de Lob.

Teorema 3.0.5. FEl teorema anterior es pot ampliar a K4LR.

Demostracio 3.0.5. Només fa falta veure que es manté amb la regla de Lob.

Sigui A un enunciat modal, si suposem que PA F (OA — A)* és a dir, PA F
Bew("A*7) — A*, aleshores pel teorema de Loéb (2.3.4) demostrat en anterior
capitol, tenim que PA + A*. O

Finalment només ens queda veure que GL i K4LR tenen exactament els mateixos
teoremes i haurem demostrat la primera direccié del Teorema de Completesa de
Solovay.

Teorema 3.0.6. GL+ A < K/LRF A

Demostracio 3.0.6. Veiem primer que tot teorema de K4LR ho és de GL. Pel
teorema 2.1.20 sabem que GL + OA — OOA. Per tant només queda veure que GL
és tancat sota la regla de Lob. Si tenim

GL - OA — A, per necessitat

GL - O(O0A — A)
Pero sabem que a GL tenim

GLFO(OA - A) — DA, per tant

GL F OA, i per modus ponens

GL F A.

Per veure que tot teorema de GL ho és de K4LR només hem de veure que
O(0A — A) — OA és teorema de K4LR. Sigui B = O(0A — A) i C = OA, volem
veure que K4LR F B — C. Sabem que, per ser axiomes de distribucio, tenim

KALR+0O(B — C) —» (OB — 0OC), i

KALR F B — (OC — O).

Com que B comenca amb O, podem aplicar-li 'axioma particular de K4 i K4LR i
tenim que

K4LR = B — OB, per tant per calcul proposicional

KALR F O(B — C) — (B — (), i per la regla de Lob

K4ALR F B — C. 0

Hem demostrat doncs que si un enunciat és demostrable en GL, aleshores per a
qualsevol interpretacié * sabem que la seva traduccié és demostrable en PA.
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En aquesta segona part de la demostracié veurem el contrarreciproc de la impli-
cacié que hem de demostrar, és a dir, demostrarem que, si A és un enunciat modal
i no és demostrable en GL, aleshores existeix una traduccié * tal que A* no és
demostrable en PA.

Teorema 3.0.7 (Teorema de Completesa de Solovay). Sigui A un enunciat
modal, si GLV A, aleshores existeix una realitzacio * tal que PA tf A*.

Comencem aplicant el contrarreciproc del teorema 2.3.20 demostrat en el capitol
anterior. Com que estem suposant que GL I/ A, és a dir, que A no és teorema de
GL, aleshores tenim que existeix un model M = <W, R, V> finit, transitiu i ben
fonamentat convers i un mén w de W tal que M,w £ A.

Per tal de simplificar la notacié d’aquesta demostracid, sense perdua de genera-
litat podem suposar que W = {1, 2, ..., n} és un conjunt finit de nombres naturals,
w = 11 denotem 1Ri si i només si 1 < i < n. Per tant, tenim doncs que M,1 B~ A.

A continuacié ampliarem el nostre model per afegir el 0. Sigui W = W U {0},
R’=R U {<0,i>: 1 <1i<n}i per a tota lletra proposicional p, definim V’ de
la segiient manera:

e Sil<i<n,iV'P siinoméssiiVp.
e OV'p siinomés si 1Vp.

Clarament, pel fet de que W ho era, W’ és finit. Per construccio, R’ segueix sent
transitiva i, com que R’ no relaciona cap element amb si mateix, aleshores R’ és
irreflexiva i, pel teorema 2.3.16, R’ és ben fonamentada conversa.

Hem definit doncs un model M” = <W’, R’, V'> finit, transitiu i ben fonamentat
convers, que sera el que farem servir per a la nostra demostracié. Abans d’explicar
per sobre en que consistira exactament la demostracié donem una definicié.

Definicié 3.0.8. Sigui h una funcié sobre els naturals. Diem que h té limat j si
existeix un m tal que h(m) = j i per a tot m’>m tenim h(m’) = j.

La idea de la demostracio és la segiient: primerament definirem un conjunt de
predicats en el llenguatge de PA, S;, amb 0 < j < n que informalment afirmen que
una determinada funcié té limit j, i en demostrarem algunes propietats; després
demostrarem un lema que diu que, prenent certa realitzacié *, per a tota 1 < i <
n i tot subenunciat B de A, si M,i = B aleshores PA - S; — B*, isi M;i £ B
aleshores PA + S; — —B*; i1 finalment farem servir el lema i les propietats previes
demostrades per arribar a que PA ¥ A*.
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Comencem doncs definint els predicats Sy, ..., .S, mitjangant sis passos:
1) Primerament, sigui Fy, la férmula de PA amb nombre de Godel m.

2) En segon lloc, definim notlim(m, j) com el ¥ pterme per a una funcié el
valor de la qual és el nombre de Godel de la férmula
—3cVa(a > c— (b =jAF,))
és a dir la formula que diu que I'la funcié F,, no té limit j”.

3) En tercer lloc, definim B(y, a, b) com la férmula

Js(FinSeq(s) Alh(s) = a+1Asg = 0A s, = bAVe<aNjgicpls: =1 —

{/]\i]SR/][Pf(x’ notlzm(y,J)) — Sg41 = J] A [{/\j:iR/j _|Pf(.7$', ”075[””(,%]))} — Sg41 =

és a dir que si y és el nombre de Godel d’una formula F que defineix una funcié
f, aleshores B(y, a, b) diu que existeix una seqiiéncia finita s de longitud a+1, el
primer element de la qual és 0, I'altim és b i, per a tot x < a, si s, = i, aleshores
siv1 = j si iR’j 1 x és el nombre de Godel d'una prova de la negacié de I’enunciat
que diu ”el limit de f és j”, i s;;1 = i en cas contrari.

4) En quart lloc, pel lema diagonal generalitzat, és a dir el teorema 2.3.3, sabem

que existeix una férmula H(a, b), les uniques variables lliures de la qual s6n a i b,
tal que PA F H(a, b) «<» B("H(a,b)7, a, b).

5) En cinque lloc, sigui m el nombre de Godel de H(a, b).

6) Finalment, per a cada 0 < j < n definim els predicats S; com les formules
deVa(a > ¢ — 3b(b = jA H(a,b))).

Per tant, tenim que

PA + notlim("H(a,b)™,j) = notlim(m,j) = "—3cVa(a > ¢ — F(b = j A
H(a, b)) ="=5;"

i, per tant,
(*) PA F H(a,b) <» 3s(FinSeq(s) Nlh(s) = a+1ANsy = 0As, = bA

Vi<a /\i:ogign[sx =i— {/\j:iR’j[Pf(x7 "=857) = Seta :j]/\[{/\j:iR’j P f(z,"=5;7)} —
Se+1 = SI]}])
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Observem que H(a, b) és una ¥ férmula, ja que Pf(x, y) és A. La férmula H(a,
b) defineix una funcié h de la manera segiient:

h(a) = b si i només si existeix una seqiiencia finita de longitud a +1, primer
element 0, ultim element b i tal que per a cada x<a, si s, = i, aleshores s,,; = j si
x és el nombre de Godel d’una prova de

—3cVa(a > ¢ — Fb(b=jA H(a,b)))
per algin j tal que iR’j, pero s,.1 =i en cas contrari.

Es a dir, que per a tota j < n, S; és I'afirmacié que el limit de h és j.

A continuacié demostrarem algunes propietats sobre els predicats So,...,Sy:

e Amb les tres primeres proposicions demostrarem que el limit de la funcié h és
Unic i menor que n.

e Amb la quarta proposicié veurem que si iR’j aleshores a PA és demostrable
que (S; = 7.S; és consistent”).

e Amb la cinquena veurem que si i > 1 aleshores a PA és demostrable que (S;
— 7S, és refutable”).

e Finalment, amb I'iltima proposicié demostrarem que si i > 1 aleshores a PA
és demostrable que (S; — ”el limit de h és algun j tal que iR’}”).

Proposicié 3.0.9. PAF —=(S;AS;) st 0 < i< j<n.

Demostracio 3.0.9. Per definici6é sabem que els predicats S; son les afirmacions
que la funcié h té limit j, és a dir, que existeix un nombre natural m tal que h(m)
= jiperatot m’ > m tenim h(m’) = j.

Per tant, prenent i, j tals que 0 <1i < j < n, tenim clarament que PA = =(S; A Sj),
ja que en cas contrari h tindria limit i i limit j, pero aleshores, prenent un nombre
natural m prou gran, tindriem que h(m) = i1i h(m) = j, que contradiu el fet que i
> . O

Proposicié 3.0.10. PAF H(a,i) = (Si V V.ir; Si)

Demostracio 3.0.10. Sabem que el marc <W’, R’> és transitiu i ben fonamentat
convers. Demostrem la proposicié per induccié sobre R’.
Prenem com a hipotesi d’induccié que per a tot j tal que iR’j,

PA = H(a,j) = (S5 V Vymr, Sk)
Per (*), sabem que

PA &+ H(a,i) — Ve(e > a — [H(c,i) V Vg, H(cj)]), ajuntant aquestes dues
afirmacions obtenim

PAF H(a,i) = Ve(e > a — [H(¢,1) V Vi (Si V Vijre Sk)]), per tant

PA = H(a,i) = (Ve(e > a — H(¢,i)) V Vg (S V Vijre k), €s a dir

PA + H(a,i) = (Si V V,ur;j(Si V Vijrr Sk), due com R’ és transitiva és el
mateix que

PA & H(a,i) = (SiV Vi, Si) O
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Proposicié 3.0.11. PAF (SyV ...V Sn)

Demostracio 3.0.11. Aplicant I'anterior proposicié a i = 0 obtenim
PA+ H(a,0) = (So V...V Sy)
Com que sabem que PA + H(0, 0) tenim
PAF (SpV...VS,) O

Proposicié 3.0.12. Si iR’j, aleshores PA = S; — = Bew(™—S5;7).

Demostracio 3.0.12. Primerament veiem que a PA és demostrable que tot teo-
rema de PA té infinites proves, ja que tota prova es pot allargar repetint I'iltima
férmula. Per tant, per a tot S,

PA F Bew("™S™) — VaTJy(y>x A Pf(y,”S7))
Suposem ara que iR’j i que el limit de h és i. Sigui m el menor nombre tal que per
a tot r > m, h(r) = h(m) = i. Com que tot teorema de PA té infinites proves, si
—.5; és un teorema de PA aleshores, per algun k>m, k és el nombre de Godel d'una
prova de —S; i aleshores h(k+1) = j # i, que contradiu el fet que hem suposat que
h té limit i. Per tant, =5; no és un teorema de PA, és a dir

PA F S; — —=Bew(™S;") 0

Proposicié 3.0.13. Si i > 1, aleshores PA + S; — Bew(™S;7).

Demostracio 3.0.13. Suposem que i > 1. Observem que per (*),
PAF H(a,i) = 3xPf(x,"=S;7)
Com que
PA + S; — JaH (a,i), tenim doncs que
PAF S; = JzPf(x,m=S;7), és a dir
PA - S; — Bew("=S;7) O

Proposicié 3.0.14. Sii > 1, aleshores PA = S; — Bew("\/;,p; 55 7).

Demostracio 3.0.14. Per la proposici6 3.0.13 tenim
PA + Sz — Bew('——'Sf)
A més a més sabem que
PAF S; — JaH (a,i)
Com que H(a, b) és ¥ per la proposici6 2.2.28
PA - 3aH (a,i) — Bew("3aH (a,i)™)
Pee la proposicio 3.0.10 sabem que
PA - JaH(a,i) — (SiV Vg Si), i per les proposicions 2.2.24 1 2.2.25
PA + Bew("JaH (a,i)") = Bew("S; V V5 Si )
Tenim doncs que
PA I S; — Bew("=5;") A Bew("S; V'V ;,ip/; S; ), pero
PA F (Bew("™8;") A Bew("S; V'V, Si7) = Bew("V 5 Si7), és a dir
PA+ Si — Bew("V;,p; 57
0
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Passem a definir la realitzacié * que farem servir i el lema mencionat al principi
de la demostracio.

Per a tota lletra proposicional p, sigui p* =\/ S;.

:iV'p

Lema 3.0.15. Per a tot i, 1 < i < n, i tot subenunciat B de A,

e Si M,i |= B aleshores PA+ S; — B*.
e Si M,i |~ B aleshores PA - S; — —~B*

Demostracié 3.0.15. Demostrarem el lema mitjancant induccié sobre la com-
plexitat del subenunciat B.

Suposem que B = p. Aleshores B* = p* = \/i:w,p S;.

Si M,i |= p per a tot i, aleshores iVp, per definicié de V' tenim doncs iV'p per a
tot i, i per tant, PA = S; = \/ iy, Siy s a dir, PA F S; — B*.

Si M,i £ p per algun i, aleshores no iVp, per definicié de V' tenim doncs que no
iV'p. Aleshores cada S; disjunta de p* és diferent de S; i, per la proposicié 3.0.9
tenim PA F S; — =S5}, és a dir que PA - S; — —~B*

Suposem que B = 1. Aleshores B* = L. Per tant, per a tot i, M,i i~ B, i com
que L és sempre vertader tenim que PA F S; — —L, és a dir, PA  S; — —~B*.

Suposem que B = (C—D) i que C, D compleixen la propietat. Aleshores B* =
(C—=D)* = C*=D*.
Si M,i = B aleshores o bé M.i |~ C o bé M.i |= D.
Si M,i p£ C, per hipotesi d'induccié, PA + S; — —C*, és a dir, PA F S; —
(C* — D*), és adir, PA F S; — B*.
Si M,i = D, per hipotesi d’induccié, PA - S; — D* és a dir, PA F §; —
(C* — D*), és adir, PA - S; — B*.
Si M.i £ B aleshores M,i = C 1 M,i £ D. Per hipotesi d'induccié tenim que PA
FSi — C*1PAF S; — =D* és adir, PAF S; —» =(C* — D*), és a dir, PA
+ Sz — nB*.

Suposem que B = OC. Alehsores B* = Bew("C*7).
Si M,i = B, aleshores per a tot j tal que iRj tenim M.,j = C, i per tant per
hipotesi d’induccié, per a tot j tal que iRj,
PAFS; = C*
Com que 1 <i < niiRjaleshores iR’j i, per tant,
PA \/jn.R,j S; — C*, per les proposicions 2.2.24 1 2.2.25
PA = Bew("V/;,p;5;7) — B*, i per la proposicié 3.0.14
PA+S; — B*
Si M,i £ B, aleshores per algun j > 1 tal que iRj, i per tant iR’j, M,j j£ C. Per
hipotesi d’induccid,
PA + S; — —C*, per contrarreciproc
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PA = C* — =S, per les proposicions 2.2.24 i 2.2.25

PA = B* — Bew("—S;™), per contrarreciproc altra vegada
PA + =Bew("=S;") — =B*, per la proposici6 3.0.12 tenim
PA + S; — -B*.

Com que 1 <1 < n, A és subenunciat de A i M,i £ A, podem aplicar el lema
que acabem de demostrar per obtenir

PA - 57 — —A*, per contrarreciproc

PA F A* — =54, per les proposicions 2.2.24 i 2.2.25

PA - Bew("A*7) — Bew("517), per contrarreciproc altra vegada

PA F =Bew("™=5,") — —~Bew("A*")
Per la proposicié 3.0.12 tenim

PA F Sy — = Bew(™S;7), i per tant

PA Sy — - Bew("A*7)

Només queda doncs veure que Sy és vertader. Per la proposicié 3.0.13, si S; és
vertader aleshores també ho és Bew(™—S; ™), i aleshores —S; és teorema de PA, i per
tant vertader. Tenim doncs que sii > 1, .S; no és vertader. Pero per la proposicié
3.0.11 al menys un dels Sy,...,S,, és vertader, per tant obtenim que Sy és vertader i,
en conseqiiencia = Bew (" A*7) tambés ho és.



Capitol 4

Conclusions

En aquest treball hem explorat en profunditat el Teorema de Completesa de Solovay,
comencant amb una revisio dels fonaments teorics necessaris per a la comprensio
del teorema i de la seva demostracié, i seguit d’'una demostracié detallada. L’estudi
previ necessari ha inclos ’analisi dels conceptes de sistemes de logica proposicional
modal, de aritmética de Peano, I'estudi de 'operador Bew(x) com a operador per
a la demostrabilitat i la construccié de semantica sobre els models de Kripke per a
GL. La demostracié del Teorema de Completesa de Solovay ha sigut realitzada pas
a pas i de manera detallada.

El Teorema de Completesa de Solovay té varies implicacions significatives en
diversos camps de les matematiques:

e En el camp de la logica matematica proporciona una comprensié més pro-
funda de la relacié entre veritat i demostrabilitat en sistemes aritmetics i
complementa i estén els resultats classics de Godel, mostrant la completesa
de diversos sistemes sota interpretacions especifiques.

e En el camp de la teoria de computabilitat, els conceptes representats en el
Teorema de Completesa de Solovay proporcionen una millor comprensio sobre
els limits dels algoritmes, en particular ajuden a delimitar la frontera entre
els conceptes que poden o no ser computats dins d’uns marcs formals.

e En el camp de la filosofia de les matematiques aquest teorema contribueix al
debat filosofic sobre la naturalesa de la veritat matematica i la demostrabilitat.

Aquest TFG ha contribuit de diverses maneres a l’enteniment del Teorema de
Completesa de Solovay.
Hem proporcionat una exposicié clara i comprensible dels conceptes i resultats
previs necessaris per a la comprensié del teorema, el que pot facilitar el seu estudi
per a futurs interessats. A més a més s’ha donat una demostracié detallada i
exhaustiva del teorema, el que pot servir com a referéncia per a altres treballs que
necessitin d’aquesta demostracio.

Tot i que en aquest treball hem tractat amb exit el Teorema de Completesa de
Solovay, existeixen algunes limitacions.

34
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En quant a I’abast teoric, el desenvolupament de la teoria s’ha centrat principal-
ment en els aspectes necessaris per a la demostracié del teorema, deixant fora altres
generalitzacions possibles en el camp de la logica matematica i la teoria de demostra-
bilitat. Per altra banda, en quant a I’abast practic, no s’ha estudiat les aplicacions
practiques del teorema en arees com la informatica o la inteligencia artificial.

Sobre les direccions futures en les que podria continuar l'investigacié a partir
d’aquest treball podem trobar les mencionades previament en les limitacions del
mateix treball, com les extensions i generalitzacions del Teorema de Completesa
de Solovay a altres sistemes logics i aritmetics i la seva relacié amb altres resul-
tats de la logica matematica, o les aplicacions practiques en quant als limits de la
computabilitat o les inteligencies artificials. No obstant, també es podrien estudiar
les implicacions teoriques del teorema en altres arees de les matematiques com per
exemple la teoria de conjunts.

El Teorema de Completesa de Solovay representa un pilar significatiu de la logica
matematica, proporcionant una connexié profunda entre la veritat i la demostra-
bilitat en els sistemes aritmetics. Aquest treball ha buscat no només demostrar
aquest teorema sind també contextualitzar la seva importancia i resaltar les seves
implicacions més amplies.



Bibliografia

1]

2]

Boolos, G. S. The logic of provability. Cambridge University Press. 1993.
ISBN: 9780521483254.

Ortiz Morales, S. La ldgica de la demostrabilidad. 2021.
URL: https://idus.us.es/bitstream/handle/11441/142896/GM%200RTIZ%20MOR
ALES%2C%20SAMUEL . pdf ?sequence=1&isAllowed=y

Garson, J. Modal Logic. 2023
URL: https://plato.stanford.edu/entries/logic-modal/

Cook, S. Peano Arithmetic. 2008.
URL: https://www.cs.toronto.edu/~sacook/csc438h/notes/page96.pdf

Shawn. Introduction to Kripke semantics. 2023.
URL: http://therisingsea.org/notes/talk-shawn-kripke.pdf

Sonia, D. Teorema de Completitud de Godel. 2023.
URL: https://www.teoremas.club/teorema-de-completitud-de-godel/

Jumelet, M. On Solovay’s completeness theorem. 1988.

URL: https://eprints.illc.uva.nl/id/eprint/572/1/X-1988-01.text.pdf#:~
:text=Solovay’s%20first%20Completeness’,20Theorem’,20(Solovay,clauses
%200£%20the’,20preceding’20paragraph.

36



