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Abstract

In this undergraduate thesis we will define the concept of the signature for piecewise
class C! paths and we will study and show some of its most important properties, which
indicate that there is a close relationship between the path and its signature, allowing us
to use the latter to describe it. Furthermore, motivated by the aforementioned properties,
we will analyse the role of the signature in the field of machine learning, one of its most
recent and active applications, and we will study how it can be used to build attributes
that are able to show and reveal the geometric properties of the considered data sequences.
In addition, we will put this last part into practice by applying the signature together with
machine learning techniques to the well-known problem of handwritten digit classification.
Finally, we will propose two novel generalisations of the signature, motivated by fractional
calculus, of which we will also study some of their properties and applications, comparing
their results with those of the original signature in the handwritten digit recognition
problem, where significant improvements in accuracy rates are observed.

Resumen

En este trabajo de final de grado se definird el concepto de la signatura para cami-
nos de clase C! a trozos y se estudiardn y demostraran algunas de sus propiedades més
importantes, que nos indican que existe una estrecha relaciéon entre el camino y su sig-
natura, cosa que nos permite utilizar esta ultima para describirlo. También, motivados
por las propiedades comentadas previamente, se analizara el papel de la signatura en el
campo del machine learning, una de sus aplicaciones mas recientes y activas, estudiando
como se puede utilizar para construir atributos que sean capaces de mostrar y exponer las
propiedades geométricas de las secuencias de datos consideradas. Ademds, pondremos en
practica esta ultima parte, aplicando la signatura junto con técnicas de machine learning
al problema clédsico de clasificacién de digitos manuscritos. Finalmente, propondremos
dos nuevas generalizaciones de la signatura, motivadas por el cdlculo fraccionario, de las
que estudiaremos también algunas de sus propiedades y aplicaciones, comparando sus
resultados con los de la signatura original en el problema de reconocimiento de digitos
manuscritos, donde se observan mejoras significativas en las tasas de acierto.
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1. Introduccion

La signatura de un camino es una sucesion de integrales que se aplican iterativamente
a las componentes del camino, que nos permite describirlo de manera precisa y resumir
sus caracteristicas, especialmente geométricas. Este fue un concepto que surgié en los
anos cincuenta y que fue estudiado originalmente por K. T. Chen entre otros autores,
desarrollando la teoria y dando los primeros resultados notables que justificaban el interés
por la signatura.

Posteriormente, la signatura formé parte de la teoria de caminos rugosos de Terry
Lyons, clave en el drea del cdlculo estocéstico y en el estudio de las ecuaciones diferenciales
controladas por caminos rugosos. Gracias al desarrollo de esta teoria, la signatura se
generalizé para aplicarse a ciertos caminos de variacion finita y volvié a tomar cierta
relevancia.

M3s recientemente, también se han encontrado aplicaciones de la signatura en el campo
del machine learning, donde sus propiedades para describir caminos son ttiles para resumir
las secuencias de datos con las que se trabaja en esta disciplina y para exponer sus
propiedades, cosa que facilita el entrenamiento de los modelos que han de tomar decisiones
a partir de los datos.

1.1. Estructura de la Memoria

Respecto a la estructura de la memoria, en las secciones 2, 3, 4 y 5 estudiaremos en
detalle desde un punto de vista tedrico este concepto que es la signatura de un camino,
dando su definicién, analizando sus propiedades y mostrando la estrecha relacion que
existe entre el camino y su signatura.

Posteriormente, en la seccién 6, motivaremos y describiremos también su uso reciente
en machine learning, donde nos permite construir atributos para los modelos que resalten
la estructura geométrica de las secuencias de datos que se introducen. A modo de ejem-
plo de lo anterior, en la seccién 7, incluiremos también una aplicacién practica de estos
métodos para el reconocimiento de digitos manuscritos.

Para acabar, en la seccién 8, propondremos dos generalizaciones de la signatura, inspi-
radas en el cdlculo fraccionario, de las que estudiaremos también algunas de sus propieda-
des y aplicaciones al machine learning, comparando sus resultados con los de la signatura
original en el problema de reconocimiento de digitos manuscritos.



2. Definicién de la signatura

Para dar la definicién formal de la signatura de un camino, antes de nada, necesitamos
introducir diversos conceptos y nociones propias de la geometria diferencial, empezando
por recordar la definicién de un camino.

Definicién 2.1 (Camino). Sea [a,b] C R un intervalo de R y sea también d > 1 € N,
diremos que una aplicacion X : [a,b] — R? es un camino de R? si es continua. Ademds,
en este caso, llamaremos traza del camino X a su recorrido.

Todo y eso, para poder reducirnos a la definiciéon de signatura mas elemental, nos
restringiremos a considerar que todos los caminos con los que trabajamos son de clase C'!
a trozos. Es decir, en todo este proyecto, la nociéon de camino serd la de una aplicacion
continua y de clase C! a trozos entre los espacios indicados. Aparte, por lo que respecta a
la notacién, sea X : [a,b] — R% un camino cualquiera y ¢ € [a, b] arbitrario, denotaremos
la imagen de X en t como X; = {X},..., X} = (X'(t),..., X%t)) € R, y, ademis,
sea A C [a,b] cualquiera, denotaremos también el conjunto imagen de A por X como
X4 = X(A). En particular, con esta notacién, X [a,b] 8 la traza del camino X.

Ejemplo 2.2. Podemos considerar el intervalo [0,1] y la aplicacién X : [0,1] — R?
dada por X; = {t3,t?} Vt € [0,1], que es un camino de clase C' a trozos, porque sus
componentes son funciones polinémicas y, por tanto, infinitamente diferenciables. En este
caso, la traza de X es la indicada en la figura 1la.

Ejemplo 2.3. Sean [0,27] y también Y : [0,27] — R3 la aplicacién descrita de manera
que Y; = {2cost,2sint, 3t} V¢ € [0,27], como las funciones trigonométricas seno y
coseno son infinitamente diferenciables, tenemos por definiciéon que Y es en particular un
camino de clase C! a trozos. De nuevo, mostramos en la figura 1b su traza, Yio,2x]-

X{n 1] \

(a) Traza del camino X (b) Traza del camino Y
Figura 1: Representaciéon grafica de las trazas

Aparte, pasamos también a introducir la nocién de la integral de un camino contra
otro (integral de Riemann-Stieltjes), necesaria para poder considerar la signatura de un
camino.

Definicién 2.4 (Integral de Riemann-Stieltjes). Sea [a,b] C R un intervalo de R y sean
también X, Y : [a,b] — R caminos arbitrarios, definimos la integral de Y contra X, y



la denotamos por f; Y:dX:, como f; YdX; = f;Yt . Xtdt, donde esta segunda integral
denota la integral de Riemann.
Ejemplo 2.5. Sea X : [0,1] — R? el camino considerado en el ejemplo anterior, entonces

Xl =ty X2 =t* WVt €[0,1]. Podemos calcular la integral de cada una de las compo-
nentes de X contra la otra, aplicando la definicién indicada: fol XldX? = fol X XPdt =

Jyti@etdt = 2 [[tdt = %y, también, [} XPdX] = [} XPX}dt = [ 2(3t})dt =
3 [} thdt = 2.

Una vez recordados estos conceptos, podemos pasar a definir formalmente la signa-
tura de un camino. Para ello, consideraremos la familia de todas las palabras formadas

con un alfabeto de un cierto nimero de letras d, {1,...,d}, que denotaremos por W =
{(i1,...,ig)|k > 1, d1,...,9, € {1,...,d}}. También, en este conjunto, tomaremos el or-
den lexicografico, definido de manera que sean I = (i1,...,i), J = (j1,...,751) € W cua-

lesquiera, I < J <= k <lo (k=1y {hlin# jn} # 0 iminfhlinzin} < Imin{hlinin})-
Definicién 2.6 (Signatura de un camino). Sea X : [a,b] — R? un camino arbitrario y
sea también I € W cualquiera, I = (iy,...,ix), podemos definir

S(X)L, = / dX;'dX{? ... dX}*
’ a<ty..<ty<b

como el resultado de aplicar iterativamente las integrales de caminos con las componentes
de X indicadas por el multi-indice. Entonces, definimos la signatura de X como la su-
cesion S(X)ap = {S(X)I }rew, donde por convenio afiadimos 1 como elemento inicial
correspondiente a la palaém de 0 letras.

Notemos, por tanto, que la signatura de un camino es una sucesién indexada a lo
largo del conjunto de palabras W, donde consideramos los elementos de W ordenados
siguiendo el orden lexicografico ya descrito en niveles, segtin la longitud de las palabras.
De hecho, es habitual tomar los elementos de la signatura formados por palabras de una
cierta longitud, los denominados niveles de la signatura.

Definicién 2.7. Sean X : [a,b] — R un camino arbitrario, S(X)ap = {S(X)L,}rew su
signatura y k > 1 € N cualquiera, entonces definimos el nivel k-ésimo de la signatura de
X como la coleccion de sus términos {S(X)é}b}jewk donde Wi, = {(i1, ..., ix)|i1,... i €
{1,...,d}}. Por convenio, definimos también el nivel 0-ésimo de la signatura como el
formado unicamente por el elemento 1 inicial.

Ejemplo 2.8. Sea X : [0,1] — R? el camino dado por X; = {X}, X2} = {t3,#?} Vte
[0,1], a modo de ejemplo calcularemos los dos primeros niveles de su signatura S(X)o 1,
dejando de lado el nivel 0-ésimo trivial. Para el primer nivel, S(X )571 =/, <t<] dX} =

Lytlgy — (lao2g, _ 2 2 _ (Ly2 _ (lopg _

Jo Xidt = [y 3t2dt =1-0=1y S(X)§, = [yope1 dX7 = [y XPdt = [;2tdt =1-0=1.
Respecto al segundo nivel:

)

1
t22tydty =

1 to 1 1
S(X)gy = / dX; dx} = / ( / 3t3dty )3t3dty = / £3362dty = 5
0<t1<ta<1 0 0 0

1 t2 1 9
0<ti<to<1 0 0

1 to 1 3

S(X)gv} :/ dXidthz :/ (/ 2t1dt1)3t§dt2 — tggtgdtQ =z
0<t1<ta<1 0 0

1

2

S— S— S—

1 to
S(X)(Z)ﬁ / dX}dX7 = / (/ 2t1dty)2tadty =
0<t1<ta<1 0 0



3. Propiedades de la signatura

3.1. Propiedades basicas

Una vez dada la definicién de la signatura de un camino, pasamos a comentar breve-
mente sus propiedades, empezando por las més elementales.

Proposicién 3.1 (Invariancia por translaciones). Sea X : [a,b] — R? un camino cual-
quiera y sea también c € RY un vector arbitrario, consideramos el camino X +c: [a,b] —
RY dado por (X +¢); = Xy +c Vt € [a,b] y entonces tenemos que se verifica que
S((X 4 ¢))ap = S(X)ap, es decir, la signatura de X es invariante por translaciones.

Demostracion. Por definicién de la signatura de un camino, para probar el resultado sera
suficiente concluir que la integral de un camino contra otro es invariante por translaciones
del segundo camino. Para demostrarlo, sea Y : [a,b] — R un camino cualquiera y sean
también Z1 : [a,b] — R otro camino y ¢ € R arbitrarios, consideramos Z2 : [a,b] —
R tal que Z? = Z}! + ¢ Vt € [a,b] y, entonces, para empezar, es inmediato ver que
th = th1 Vt € (a,b). En consecuencia, por definicién de la integral de Riemann-Stieltjes,
concluimos que f: Y,dZ} = f: Y, Z dt = f: Y, Z2dt = f: Y,dZ?, que es exactamente lo que
nos faltaba por ver, cosa que completa la prueba. O

También, otra propiedad inmediata de la signatura de un camino es el hecho de que
es invariante por reparametrizaciones de clase C'' del camino.

Definicién 3.2. Sean [a,b], [c,d] C R intervalos de R, entonces definimos una reparame-
trizacion de [c,d] en [a,b] como una aplicacion ¢ : [c,d] — [a,b] continua, no decreciente
y exhaustiva. Ademds, decimos que ¢ es una reparametrizacion de clase C si lo es como
aplicacion.

Proposicién 3.3 (Invariancia de la signatura por reparametrizaciones). Sea X : [a,b] —
RY un camino cualquiera y sea también ¢ : [c,d] — [a,b] una reparametrizacion de clase
C' de [c,d] en [a,b], consideramos el camino X : [c,d] — R? dado por X; := Xt
Vt € [e,d] y entonces tenemos que S(X)ea = S(X)ap, es decir, las signaturas de los dos
caminos coinciden.

Demostracion. Para probar este resultado, por definicién de los términos de la signatura,
sera suficiente ver que la integral de caminos es invariante para estas reparametrizaciones.
En efecto, sean X,Y : [a,b] — R caminos reales cualesquiera y sea ¢ : [¢,d] — [a, D]
una reparametrizaciéon de clase C' de [c,d] en [a,b], consideramos los caminos repara-
metrizados X,Y : [c,d] — R y, para empezar, sea t € [c,d] arbitrario, tenemos que
X, = X¢(t)¢3(t). Entonces, a partir de aqui, podemos aplicar la definicién de la integral
de un camino contra otro y concluir que fcd YidX;: = fcd Y X dt = fcd Y¢(t)X¢,(t)<15tdt =
(por la férmula del cambio de variable de las integrales de Riemann, teniendo presente las

propiedades de ¢) = ff Yy Xydu = ff Y.dX,, de manera que las dos integrales coinciden.
O

3.2. El producto shuffile

Ademsds, otra de las propiedades caracteristicas de la signatura es el hecho de que
cualquier producto de sus elementos se expresa como una suma de otros de sus elementos.



Para enunciar este resultado, antes de nada, tenemos que introducir diversas nociones,
como la de permutacion shuffle y la de producto shuffle de dos multi-indices.

Definicién 3.4 (Permutacién shuffle). Sean k,m > 1 € N arbitrarios y sea también
0 € Sk+m una permutacion de k + m elementos cualquiera, diremos que o es un (k,m)-
shuffle si verifica que o~ 1(1) < ... <o Yk) yo l(k+1) <... <o Y (k+m). Ademds,
podemos extender esta definicion de manera natural al caso en que k =0 o m = 0 no
los dos nulos, de manera que o es un (k,m)-shuffle si 0 = id € Skim. En ambos casos,
denotamos por Shuffles(k,m) C Skim al conjunto de todos los (k, m)-shuffles.

Por tanto, informalmente, podemos observar que las permutaciones (k, m)-shuffle son
aquellas que tienen como imagen ordenada en conjunto de valores (1,...,k) vy (k +
1,...,k 4+ m) superpuestos e intercalados pero apareciendo en orden los elementos de
(1,...,k) entre ellos y también los de (k+1,...,k+ m).

Ejemplo 3.5. Por ejemplo, si tomamos &k = 3 y m = 2, las permutaciones ¢ € S5 que
son (3,2)-shuffles son, por definicién, todas aquellas que verifican que o=1(1) < 071(2) <
o7 1(3) y 071(4) < 071(5). En particular, si definimos ¢ € S5 como la permutacién dada

de manera que:
(1 2 3 4 5
7741 2 5 3

Podemos ver que o es en efecto un (3,2)-shuffle, ya que o=1(1) < 071(2) < 071(3) y
o 1(4) <o71(5) <= 2<3<5y1<4,cosaclaramente cierta.

Definicién 3.6 (Producto shuffle). Sean I = (i1,...,ik), J = (j1,---,Jm) € W multi-
indices cualesquiera de longitudes k > 1 y m > 1 respectivamente, definimos el producto
shuffle de I y J, y lo denotamos por I w J, como I w J = {(ag(1),---,06(k+m))| 0 €
Shuffles(k,m)} de manera que (ai,...,a%, Qkt1y---Qktm) = (U1, oy ikyJ1y- -y Jm). Por
convenio, ademds, podemos extender esta definicion al en caso en que una de las dos
palabras se corresponda con la palabra degenerada de 0 letras de manera natural, utilizando
la definicion de Shuffles(k,m) en el caso en que k =0 o m = 0.

Ejemplo 3.7. Continuando con el ejemplo anterior, donde habiamos considerado la per-
mutacién o € S5 ya definida con notacién matricial y visto que o era un (3, 2)-shuffle,
podemos ahora tomar las palabras pertenecientes a W I = (iy,192,13),J = (j1,j2) de 3 y
2 letras respectivamente. Como o € Shuffles(3,2), entonces recordando su definicién con-
cluimos que (j1,141, 12, j2,13) € I W J. Notemos que el ultimo elemento de (j1, 1, 12, jo, 3)
es i3 y, por tanto, es el ultimo elemento de I. Esto es un hecho general, las palabras de
I w J tienen como tltimo elemento el dltimo de I o el de J, cosa que se obtiene como con-
secuencia directa de las desigualdades que dan lugar a la definicion de las permutaciones

shuffie.

A partir de aqui, podemos observar que la signatura de un camino tiene la propiedad
comentada.

Teorema 3.8 (Identidad del producto shuffle). Sea X : [a,b] — R? un camino arbi-
trario y sea S(X)ap = {S(X)L ,}rew su signatura, consideramos multi-indices I, J € W
cualesquiera y entonces podembs afirmar que se verifica la igualdad entre los términos de
la signatura S(X)é,bS(X)g,b = kenus S(X)f’b.



Demostracion. En efecto, continuando con las notaciones introducidas por el enunciado,
probaremos que se cumple que VI = (i1,...,i),J = (j1,--.,Jm) € W, tenemos que
S(X)a ,S(X)7 b= DKeny S(X)gb y para ello procederemos por induccién en k + m.

Caso inicial (k +m = 1): Para empezar, si Kk + m = 1, entonces como k y m se
corresponden con las longitudes de los multi-indices, necesariamente tenemos que £k =1y
m = 0 o viceversa. Supondremos que estamos en el caso k = 1 y m = 0, el otro se prueba
de manera andloga. Por tanto, sea i € {1,...,d} cualquiera, considerando I = (i) € Wy J
la palabra de 0 letras, tenemos que I W J {(2)}, ya que Shuffles(1,0) C S; contiene solo
por definicién la permutacién identidad. Por tanto, como S(X )a pS (X )a,b =S5(X )a7 1=

S(X)! ) = kenuy S(X)E,, queda probado el resultado en este caso inicial.

Caso sucesor: A partir de aqui, suponemos que el resultado es cierto para valores
mas pequenios que k + m > 2 y pasamos a probarlo para k + m. En efecto, sean I =
(i1, vik)sJ = (j1,-..,jm) € W arbitrarios, queremos concluir que S(X)!,S(X)J, =

Y Kenuy S(X)K Para ello, podemos observar que' S(X)é bS(X)Jb = (férmula de inte-
gramon por partes f S(X)}ds(X)], +ff S(X)],dS(X)L, = f S(X (S(X)it)dt +
f S(X )a7 )dt = (aphcando la deﬁnicién de la s1gnatura y el Teorema Funda-
mental del Céleulo) = fbS(X)éytS(X)jl""’jm‘lijdt+ J2S(X)],S(X)L T Xk dt =

a,t

f S(X)L.S( )]1’ Jm= tdXim 4+ ff S(X)].5(x )Zl’ e YdXE = (aphcando la hipétesis
b m b i
de induccion) = > g ey, gm 1) f S athj + 2 Ke(in,in 1) Ja S(X)éftht’“ =
K,jm K,i
Do Kem(rojme1) 2 (X ok ) T 2k ) ws SX)up* =D kenuy S(X)(If,b-

Notemos que esta ultuna igualdad se debe al hecho de que todos los multi-indices de
I w J, por definicién del producto shuffle y de las permutaciones (k, m)-shuffle, tienen
como ultimo elemento el dltimo de I o el ultimo de J, es decir, i o j,,. Por tanto,
podemos separar las dos clases de multi-indices de la manera indicada por la igualdad
anterior. Queda, en consecuencia, demostrado también el caso sucesor.

Por tanto, en conjunto, por el principio de induccién matematica, queda probado el
resultado. O

Ejemplo 3.9. A modo de ejemplo sencillo de la propiedad anterior, recuperando aquello
ya estudiado en el ejemplo 2.8, sea X : [0,1] — R? el camino ya considerado dado por
X: = {X}, X7} = {t*,1*} ¥t € [0,1], pasamos a estudiar el producto S(X)g,5(X);
usando la identidad anterior. En efecto, como en este caso I = (1) y J = (2), tenemos
que por definicién del producto shuffle I w J = {(ay(1), as(2))| o € Shuffies(1,1)} donde
(a1,a2) = (1,2). Como los (1, 1)-shuffles son claramente las dos permutaciones de S, te-
nemos que I wJ = {(1,2),(2,1)}. En consecuencia, utilizando los valores de los términos
de la signatura de X ya calculados, podemos comprobar que S(X);S(X)§, =1-1 =

1=2+3=5(X ) + (X )OI_ZKGILLIJS(X)gl'

3.3. Identidad de Chen

Otra de las propiedades més sorprendentes que verifica la signatura de un camino es
la conocida como identidad de Chen.

Para introducirla, antes de nada, necesitamos considerar el R-algebra siguiente.

Definicion 3.10. Sean eq,...,eq indeterminadas arbitrarias no conmutativas, conside-
ramos entonces dos monomios €;, . ..e€;,,€j ...€;, cualesquiera y podemos definir su pro-

m



ducto @ como €;, ...e; Dej, ...€j,
la yuxtaposicion de indeterminadas.

=€, ... € €5 ... €}, es decir, el producto dado por

Definicién 3.11 (R-algebra de las series formales). Sean eq,...,eq indeterminadas ar-
bitrarias mo conmutativas, consideramos entonces el conjunto de las expresiones forma-
0o . .
les Y p2g Zil,...,ike{l,...,d} iy, in€ip - - - €, con coeficientes reales. Este conjunto, con las
operaciones naturales de suma y producto por escalar inducidas por las de R y el pro-
y —_— o0 . . . .
ducto ® extendido de manera que, sean x = Y ;- Eil,...,ike{l,...,d} iy ig€iy -+ - €ip €

Y= D520 2oy, sip€{1,.sd} Hitysi €in - - - €y, S€TiES formales cualesquiera:

oo k
TRy = E E E Aityeooyip Wiy 1yesin €1 - - - Ciig

k=0 p=0 Z’l,...,ike{l,.‘.,d}
tiene una estructura de R-dlgebra, que denotamos por R{{ei, ..., eq)).

Ejemplo 3.12. En particular, sean eq,...,eq indeterminadas arbitrarias no conmutati-
vas, tomamos el R-algebra definida previamente, R{(ej,...,eq)), y observamos que sea
T =31 Zil,...,ik.e{l,...,d} iy g€y ---€i, € R((e1,...,eq)), si escogemos = de mane-
ra que 3N € N tal que Vk > N yiy,...,i; € {1,...,d} se verifica que \;; _; = 0,
entonces, ¥ = fozo D it in€{1, .} Nityig€iy - - €5 ¥ €S un polinomio no conmutati-
vo en estas indeterminadas. Por tanto, tenemos que podemos pensar los polinomios no
conmutativos en las indeterminadas ey, ..., eq como elementos de R{{ey,...,eq)). De he-
cho, si denotamos por R{ej,...,eq) el conjunto de los polinomios no conmutativos en
las indeterminadas eq,...,eq con coeficientes reales, hemos visto que se puede pensar
R{eq,...,eq) € R{{e1,...,eq)). Ademas, es ficil ver que R(eq,...,eq) es una subdlgebra
de R{{(e1,...,eq)), mostrando que operando polinomios no conmutativos obtenemos poli-
nomios no conmutativos. No detallamos la prueba porque el estudio de estos polinomios
se escapa de los objetivos del trabajo.

A partir de aqui, aplicado al estudio y descripcién de la signatura de un camino,
sea X : [a,b] — R? un camino cualquiera, podemos utilizar las d indeterminadas para
hacer referencia a las palabras construidas con un alfabeto de d letras, las cuales son
elementos del conjunto W que indexa los términos de la signatura de X. A través de
esta identificacién, podemos pensar la signatura de X como un elemento del dlgebra,
de manera que S(X)ap = 2207025 iveft,.ap S(X)ap " ei, . ei,. En este contexto,
podemos observar que se verifica la identidad de Chen que relaciona las signaturas de dos
caminos y su camino concatenado.

Definicién 3.13 (Concatenacién de caminos). Sean X : [a,b] — R? y Y : [b,c] — RY
caminos cualesquiera, definimos la concatenacion de X y Y como el camino X xY :
[a,c] — R? dado por (X xY )y = Xy sit € [a,b] y (X *Y)y = Xp+ (Vi = Y3) sit € [b,c].

Ejemplo 3.14. Si consideramos los caminos X : [0,1] — R? dado por X; = {t3,#?} Vt €
[0,1] y Y : [1,2] — R? dado por Y; = {cos(t),sin(t)} Vt € [1,2], entonces tenemos por
definicién que X * Y : [0,2] — R? viene descrito por (X xY), = {t3,¢?} sit € [0,1] y
(X*xY), ={1+4cost —cosl,1+sint —sinl} si ¢t € [1,2]. Podemos representar en este
caso la traza de X *Y y compararla con las de X y Y, tal como se muestra en la figura 2.

Teorema 3.15 (Identidad de Chen). Sean X : [a,b] — R? y YV : [b,c] — R? caminos
arbitrarios y X *Y : [a,c] — R? su concatenacion, entonces se verifica que S(X *Y ). =
S(X)ap @ S(Y)pe-
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(a) Trazas de X en verde y Y en rojo (b) Traza del camino X Y

Figura 2: Comparacién de las trazas de los caminos y su concatenacion

Demostracion. Para demostrarlo, si denotamos por comodidad Z = X * Y, probare-
mos primero un resultado previo sobre Z. Afirmamos que, sea W el conjunto de to-

das las palabras construidas con el alfabeto de d letras {1,...,d}, se verifica que VI =
(t1,...,i) € Wy Vh € |a, c} tenemos S(Z ) =517 )“’ ik +S( )“’ ok 'S(Z) k4
S(Z);lh“S(Z);;zl““ + o+ S(Z)“’ ot Pasamos, por tanto, a probar la afirmacién,
procediendo por induccién sobre k.

Caso inicial (k = 1): Por un lado, es evidente que, sea i € {1,...,d} cualquiera y
h € la,c| arbitraria, tenemos que S(2)i . = [¢dZj = [ Zidt = f szt + [ Zidt =

fa dzi + [y dzi = S(Z)., + S(Z); . Esta es la igualdad que tenfamos que mostrar
particularizada a k = 1, cosa que completa este caso de la induccién.

Caso sucesor: A partir de aqui, suponemos por hipétesis de induccién que el resultado
se verifica para k—1 > 1 y pasamos a demostrar que entonces también es cierto para k. En

efecto, sean I = (iy,...,ix) € Wy h € [a, c] arbitrarios, podemos ver que por definicién de
los términos de la signatura de Z, que se obtlenen iterativamente mtegrando los anteriores,
tenemos: S f S 11, ﬂk 1dZik f S 11, l— 1dek + fh 117 l— 1dek

S(Z)lh Sl +fh 11, l— 1+S(Z)ll’ k- 2S(Z)Zk 1+ +S(Z)“’ ir S(Z)MH’ h— 1+
-+ S(Z )“’ e 1)dZ““ =(por la linealidad de la integral y aplicando la definicién) =

S(Z)lh ik —l—S( )11, - 15( );ﬁc+'”+5( )Zl}l ,lrs( )Zr+17 ,Zk —I—S( )11, 7k‘
Esta es exactamente la igualdad que queriamos ver, cosa que completa el caso sucesor.

Por tanto, por el principio de induccién matemd&tica, queda probada esta prime-
ra afirmacién. A partir de aqui, podemos observar que como V¢t € [a,b],Z; = X; y
Vt € [b,c],Zy = Y: + v para algin v € R? constante, podemos deducir de la afirmacién
anterior que, en particular, VI = (i1,...,1;) € W tenemos que S(Z ) = S(X )“’ g

SO SN+ 4 SO SO e SO

Entonces, si pensamos las signaturas de X y Y como elementos de R{{eq,...,eq)), po-
demos ver que S(X) @S (Y)pe = > pp Zz‘l,..like{l,...,d} Cir,....ip€i1 - - - €iy,, donde por defini-
cion del producto ®, recorriendo todas las maneras de obtener e;, ... e;, por yuxtaposicion,
tenemos que ¢i, i, = S(X)5* +8(X) 5" SV )yt -+ (X)o7 S(V >b -

-+ S )“’ . (por lo ya demostrado) = S(Z)iz ™. Esto prueba que S(X %Y )q,



S(Z)ae=5(X)ap @ S(Y)pe, ya que las dos signaturas se expresan de la misma manera
como elementos del dlgebra. (]

Por otro lado, continuando con la idea de la identidad anterior, podemos estudiar la
relacion de la signatura de un camino y la del camino recorrido en sentido contrario,
pasando para empezar a recordar definicion de este ultimo concepto.

Definicién 3.16 (Camino opuesto de un camino). Sea X : [a,b] — R? un camino, defi-
nimos entonces el camino opuesto de X, recorrido en sentido contrario, como el camino
X [a,b] — R? dado por %t = Xgyp—t VtE€la,bl.

Entonces, se verifica, pensando sus signaturas como elementos del algebra anterior, la
siguiente igualdad.

Corolario 3.17. Sea X : [a,b] — R% un camino arbitrario, tomamos entonces su camino
opuesto X [a,b] — R y podemos afirmar que se verifica S(X)ap ® S(y)a,b =1.

Demostracion. En efecto, continuando con las notaciones del enunciado anterior, podemos
considerar entonces el camino Z : [a,b+ (b — a)] — R? definido de manera que Z; =
Xi Vt € [a,0] Yy Zipp—a) = Xt Vt € [a,b]. A partir de aqui, aplicando la identidad
de Chen y teniendo presente el resultado méas general deducido durante su demostracion,
podemos afirmar que S(Z)qpr—a) = S(X)ap @ S(Z)pp4(b—a) = (como el camino Z
coincide en el intervalo [b,b+ (b— a)] con el camino X en el intervalo [a, b], por definicién
de la signatura y propiedades de las integrales) = S(X),p ® S(X)qp. En consecuencia,
para probar el corolario, sera suficiente ver que S(Z)q,. = 1, donde ¢ = b+ (b — a).
Para ello, por definicién de la expresién de la signatura de un camino como elemento
de R{(eq1,...,eq)), serd suficiente deducir que VI = (i1,...,ix) € W un multi-indice,
S(Z )c{c = 0 y, para hacerlo, probaremos una afirmacién mas general: VI = (i1,...,i;) €
Wy h € [a,b], entonces S(Z){L’h = S(Z)é,wa—hv
conseguimos demostrarla, en particular, para h = a, tendremos que S(Z )éc =S(Z )ga =
0, cosa que completa la prueba.

por induccién en k. Notemos que si

Caso inicial (k = 1): Para empezar, sea i € {1,...,d} arbitrario y h € [a,b] tam-
bién cualquiera, queremos ver que S(Z)Zh = Zl -7 = X} - ZL = Z+b7h — 7 =
.Zz_a{rbl—h)Jr(b—a) —Zy = Zy o, — Zg = S(Z)4 eran- Por tanto, esto completa el caso
inicial.

Caso sucesor: Suponemos ahora que el resultado es cierto para multi-indices de longitud
k—1 > 1y pasamos a demostrarlo para los de k. Sea I = (i1,...,i;) € Wy h € [a,b],
S(DNteran = Ju T S(Z)ay A2 = [ SN Az + [ S(Z)0y ) +
Jy T S a1 = S(Z) gt [y S(Z) ey Az T S(2) )
=S(Z)5 5

Para justificar esta ultima igualdad, podemos observar que fchra*h S(Z )ifgiﬁ’igldzt"’“ =
St syt zdt = — [T S(Z2) ke 2, ydt =(aplicando el cambio de
variable ¢ +a —t = u en la integral) = — f}i) S(Z)ﬁi;;"’i’“‘lZdet =— fé’ S(Z)Zf;;"’ik‘leék.
Notemos que en esta prueba hemos utilizado que Vt € (b,c+ a — h) ZZ’“ = (%ik_(b_a)) =
(X;}f,,t) = —X;'Z,t = —Xé’fm_t = —Zéia_t. Esto deja resuelto también el caso sucesor.

Por el principio de induccién matematica, queda demostrado el resultado. U



4. Transformacién logaritmica de la signatura

4.1. Preliminares

Una vez dadas las propiedades de la signatura, es necesario definir y comentar la
transformacion de la signatura a la signatura logaritmica de un camino. Para ello, nos
interesa primero considerar, a modo de herramienta para la seccion, la siguiente cons-
truccién. Sean eq,...,eq indeterminadas no conmutativas arbitrarias y sean también
e}, ..., e, indeterminadas no conmutativas cualesquiera tal que si que conmutan con las
anteriores, es decir, se tiene eie;- = e;-ei Vi,j € {1,...,d}, entonces, podemos conside-
rar el R-algebra, que denotaremos por A, de las series formales de coeficientes reales
en las indeterminadas ei,...,eq4, €], ..., €}, con las operaciones de suma y producto por
escalar inducidas por las de R y el producto ® definido de manera que extiende el
de R{{e1, ..., eq)): sean x = 3517, Zf:o Dlinin€{ld) Aél,...,ikeil - -eizeém € Y =

[ee] k l / / . . _
D k0 210 Dy, ip {1, d} Mir,. i i1 - - - €€, - - - €, cualesquiera, definimos que 2@y =
/ AN /

co k p
222 D Mgy €in e CitCigar - Cipyn iy - €] K
Zlv---vlp’u'Lerlv---ﬂk 1 FU T lpl Mlp4h 41 T Tlp lpthtl T Tk

k
k=0 p=0 1=0 h=01i1,...ix€{1,....d}

bS]

Es cierto que esta es una construccién que se puede generalizar de diversas maneras y
entender en multiples contextos, pero como tnicamente la necesitaremos para dar sentido
a ciertas expresiones que apareceran en la seccién, nos restringiremos a introducir solo
aquello que nos es necesario.

Dicho esto, sea x € R{{ey, ..., eq)) una serie formal cualquiera, de manera que, por tan-
to,x =3 70 Zh,...,ike{l,“.,d} Nit,....ip €1 - - - €, donde los coeficientes son reales cualesquie-
ra, podemos pensar entonces en particular que z € A. De hecho, como se deduce de las de-
finiciones que las operaciones en A se obtienen extendiendo las de R({e1, ..., eq)), se puede
observar que R{{ey, ..., eq)) es una subédlgebra de A. Ademads, podemos hacer explicitas las
indeterminadas de las que depende z, denotando = = x(ey,...,eq), y generalizar esta no-
tacién para incluir z(sie1+s1€], ..., sqeq+s4el) = > 72, Zz‘l,..l,z’ke{l,...,d} Nioonvin (801 €30+
siet )@@ (si e, +5i € )€ Adonde Vi € {1,...,d},s;, s, € R.

11 711 ke "k
Una vez introducido A, observamos que, en esta algebra, podemos definir las nociones
de exponencial y logaritmo formales, dando alguna de sus propiedades.

Definicién 4.1 (Exponencial de una serie). Sea © € A una serie formal con término
independiente nulo cualquiera, entonces definimos su exponencial como la serie dada por
exp(z) = ,50 %x@’”, donde z®" denota la serie obtenida multiplicando n veces x con el
producto ®.

Proposicion 4.2. Sean x,y € A series formales de A arbitrarias conmutativas, es decir
TRy =y Rz, tales que tienen término independiente nulo, se verifica entonces que

exp(z +y) = exp(z) ® exp(y).

Demostracion. En efecto, sean x,y € A series formales de A arbitrarias conmutativas,
podemos observar, aplicando la definicién, que se verifica exp(z +y) = >, < %(ZL‘ +

y)®" = (por la férmula del binomio de Newton, que podemos utilizar porque sabemos
. . n n x®k®y®(n7k) . n x®k®y®(n7k) o
que x e y son conmutativas) = ano Y ko (k) = ano Y heo T =

(observando que estamos sumando para cualquier pareja (k,n — k) con componentes no
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I®T ®y®s

11— = (expresando la suma anterior como

negativas, reindexando la sumacién) >, .~
un producto de series formales) Y . L2%" @ 3 o Ly®* = exp(z) @ exp(y), cosa que
completa la prueba. O

Definicién 4.3 (Logaritmo de una serie). Sea x € A una serie formal cualquiera tal que se

verifica que su término independiente, que podemos denotar por Ao, es positivo, entonces
(=n"! (& —1)®n,

n Ao

definimos su logaritmo como la serie dada por log(x) = log(Ao) +Zn21

Observamos que claramente se sigue de la definiciéon que el logaritmo de un elemento
de R{{e1,...,eq)) serd también un elemento de R((e1, ..., eq)). A partir de aqui, podemos
observar que se verifica el resultado esperado.

Proposicion 4.4. Sea x € A una serie formal cualquiera tal que su término independiente
es 1, entonces podemos afirmar que exp(log(z)) = x.

Sea ahora x € A una serie formal cualquiera tal que su término independiente es nulo,
entonces se verifica que log(exp(x)) = x.

Demostracion. La demostracién de este resultado se basa en el hecho de que las definicio-
nes dadas de la exponencial y el logaritmo de series formales coinciden con los desarrollos
en serie de Taylor de las mismas funciones exponencial y logaritmo reales de variable real
en los dominios correspondientes.

Estas series de Taylor, en su dominio, son absolutamente convergentes y, por tanto, nos
permiten llevar a cabo los mismos desarrollos y manipulaciones que podriamos hacer con
las series formales. Esto, junto con el hecho de que para estas funciones reales exponencial
y logaritmo, es un resultado elemental, por definicién, que son una inversa de la otra, nos
permite concluir que lo mismo es cierto para la exponencial y logaritmo formal.

Por falta de espacio en el trabajo y por no ser su objetivo principal el estudio en
profundidad de las series formales, no daremos esta demostracién con todo su detalle. [

Entonces, haciendo uso de todo lo observado anteriormente, podemos ver que se verifica
la siguiente propiedad.

Proposicion 4.5. Sean x,y € A series formales cualesquiera conmutativas tal que sus
términos independientes son 1, entonces se verifica que log(x ® y) = log(z) + log(y).

Demostracion. En efecto, sean x,y € A arbitrarias verificando las propiedades indicadas,
entonces podemos escribir z = 142’ y también y = 143’ donde 2/, 3’ € A tienen término
independiente nulo y claramente son conmutativas porque x,y lo son.

Podemos observar también que las series log(x), log(y) son conmutativas: log(z) ®

log(y) = log(1 + 2') @ log(1 +3/) = (X5 TL—(2)%") & (Xps1 T (y/)®™) =

Y onm>1 %(w’ )¥" @ (y)®™ =(utilizando la conmutatividad de las series a’

y ¥’ ya comentada) Zn,m21 M(y,)(@m ® (2")®" = (Zle = (y)*m) ®

nm m
(st = @)% = log(y) @ log(a).
En consecuencia, podemos observar que log(z ® y) = log(exp(log(z)) ® exp(log(y))) =
(como z e y son series conmutativas y ya hemos visto, por tanto, que log(z) y log(y)
también lo son) log(exp(log(z) + log(y))) = log(x) + log(y). O
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A partir de aqui, una vez introducidas las nociones de exponencial y logaritmo para
series formales, también a modo de preliminar y con el objetivo de estudiar la signatura
logaritmica de un camino, nos centramos en estudiar el concepto de serie de Lie. Para ello,
sean ey, ...eq indeterminadas no conmutativas arbitrarias, trabajaremos en el R-algebra
R{(e1,...,eq)) ya habitual, donde definiremos las series de Lie como un cierto tipo de
series formales en estas indeterminadas. En efecto, empezamos introduciendo la siguiente
notacion.

Definicién 4.6 (Corchete de Lie). Sean z e y dos elementos cualesquiera del R-dlgebra
R{{e1,...,eq)), entonces podemos definir su corchete de Lie como [z,y] =z Ry —y Q .
También, en el caso de tener solo un elemento, denotaremos [z] = x.

Con esta notacién podemos dar la definicién de serie de Lie en este contexto.

Definicién 4.7 (Serie de Lie). Sean ey, ...,eq indeterminadas no conmutativas y sea
x € R{(e1,...,eq)) un elemento cualquiera, decimos que x es una serie de Lie si se puede
expresar como serie a partir de aplicar el corchete de Lie iterativamente, mds precisamen-
te, v es una serie de Lie si existen niumeros reales \;, .. ;. tal que se tiene:

T = Z Z i oo, €31, [€d2, - - - [eik_ueik] ]

k=11i1,....ix€{1,...,d}

A continuacién, proponemos un ejemplo sencillo para clarificar estos conceptos, aunque
ilustrativo de la dificultad que entrafia probar a mano y a fuerza bruta que una cierta
serie es de Lie.

Ejemplo 4.8. Como ejemplo de serie de Lie, sean e1, es indeterminadas no conmutativas,
podemos tomar z € R((e1, e2)) de manera que x = e1 + ea + %6162 - %6261 + %616162 -
é€162€1 + 1—12616262 + 1—12626161 — %626162 + 1—12626261 y, entonces, x es una serie de Lie. En
efecto, observamos que x = e; + ey + %6162 — %6261 + 1—12616162 — %616261 + %626161 +
%2626261 — %626162 + 11*2616262 =e1+ex+ %(6162 —egeq) + T12(€16162 — 2e1eze1 + ezere; +
egege] — 2exe1e9 + e1eger) = €1 + eg + %[61, ea] + %(61 ® (e1eg — ezeq1) — (e1e2 — ege1) ®
e1+ex® (e2e1 —ere2) — (e2e1 —e1€2) ®ea) = €1 + €2+ 3[e1, ea] + 5 (e1 ® [eq, e2] — [e1, 2] @
e1t+te® [62, 61] — [62, 61] ®eg) =€) + e+ %[61, 62] + %([61, [61, 62“ + [62, [62, 61]]), cosa
que prueba que x es una serie de Lie.

Finalmente, ya tenemos todo lo necesario para poder enunciar el siguiente resultado,
central en el estudio de las series de Lie y que nos ofrece una caracterizacion sobre cuando
una serie es de Lie. Omitiremos su demostracion, que se puede encontrar por ejemplo en
la referencia [20], ya que es un teorema propio de la teoria de Lie, cuyo estudio detallado
no es un objetivo de este trabajo y que llevaria diversas paginas demostrar con detalle.

Teorema 4.9 (Teorema de Friedrichs). Sean eq,...,eq indeterminadas no conmutativas
cualesquiera y sean también €}, ..., el indeterminadas no conmutativas entre ellas tal que
st que conmutan con las anteriores. Consideramos entonces € R{{e1,...,eq)) y podemos
afirmar que se verifica que x es una serie de Lie si, y solo si, x(eq +€},...,eq+€}) =
z(er,...,eq) +x(e], ..., €.

Cabe destacar que la nocién de corchete de Lie, serie de Lie y el teorema anterior se pue-
den generalizar y estudiar en contextos mucho més generales que el dlgebra R{(e1, ..., eq)),
pero no profundizaremos en esta direccion, ya que no forma parte del tema de estudio de
este trabajo.
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4.2. Logaritmo de la signatura de un camino

Sea X : [a,b] — R? un camino cualquiera, entonces ya hemos explicado que la
signatura de X, S(X),, se puede pensar como un elemento del R-dlgebra de las series
formales en las indeterminadas no conmutativas ey, ..., e,, R{{(e1,...,eq)), y, por tanto,
también se puede considerar que S(X ), € A, con lo cual podemos aplicarle el logaritmo
formal. En efecto, aplicindole esta operacién a la signatura de X, obtenemos log S(X ), €
Ay, teniendo presente que por definicion S(X),, € R((e1, ..., eq)), es facil darse cuenta de
que log S(X)qp € R({e1,...,eq)). De hecho, para definir el logaritmo de la signatura de un
camino, podriamos, por tanto, no haber introducido el algebra A y continuar trabajando
unicamente en R{(ej,...,eq)), pero veremos que es mds conveniente poder trabajar en
A. De modo similar a la signatura, log .S(X ), también se puede utilizar para estudiar y
describir las propiedades del camino.

Desarrollando los primeros términos de la signatura logaritmica de X, podemos obser-
var que tenemos, utilizando la nocién del corchete de Lie, log S(X)ap = Z?:l S(X)! ei+
> i<i<i<d %(S(X)Z’,Jb - S(X)fl’fb)[ei, ej] 4+ .... Esto nos lleva a pensar que la signatura lo-
garitmica de un camino es una serie de Lie y, en efecto, este es un resultado cldsico que
podemos enunciar y demostrar, usando los preliminares anteriores.

Teorema 4.10. Sea X : [a,b] — R? un camino cualquiera, entonces si pensamos su
signatura S(X)qp como un elemento de R{(e1,...,eq)), se verifica que log S(X ), es una
serie de Lie.

Demostracion. En efecto, continuando con las notaciones introducidas por el enunciado,
queremos ver que log S(X),p es una serie de Lie. Para ello, podemos empezar simpli-
ficando las notaciones para facilitar la prueba, denotando por S := S(X)ap, ya que no

trabajaremos con otros caminos o intervalos en la demostraciéon. Por el mismo motivo, sea

(i1,...,ik) € W un multi-indice, entonces utilizaremos la notacién S := G(X !

Sean €, ..., €, indeterminadas cualesquiera no conmutativas entre ellas, pero conmuta-
tivas con las anteriores ey, ..., eq, notemos que podemos utilizar todo lo ya estudiado en
el apartado anterior de preliminares, incluyendo las notaciones donde se indican explici-
tamente las indeterminadas.

Dicho esto, podemos observar que se verifica:

S(et,...,eq) ®S(e, ... e =

(Z Z Sil""’ikeil N -eik) ® (Z Z Sil"“’ikeél - 'egk) _

k=0 il,...,ike{l,...,d} k=0 il,...,ikE{l,...,d}

ook
E g g St Slptlthe, .eipeépﬂ ...€} = (por la identidad
k=0 p=0iy,...,ixe{1,....d}

del producto shuffle ya estudiada en la seccién de propiedades)

oo k
= ZZ Z ( Z SK)eil e eipegwl .. .e;k

k=0 p=0i1,....i€{1,.c0.d} KE(i1,rr,ip)(ipi1,e.mrif)

También, por otro lado, podemos afirmar que:

o
Sler+eh,oeate)=> Y (e +e) @ © (e, +6,))
k=041,...ipe{1,...,d}
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Desarrollando el producto de las sumas de las indeterminadas y utilizando sus propie-
dades de conmutatividad y no conmutatividad correspondientes, las cuales nos permiten
colocar primero las variables sin prima seguidas de las con prima, pero nos obligan a
mantener el orden dentro de cada uno de los tipos de variable, cosa que podemos descri-
bir usando permutaciones shuffle cuyas inversas son exactamente las que preservan estos
ordenes, podemos observar que la expresion anterior es igual a:

00 k
01,00 Z Z ) ) ! !
Z Z S Ciyrgyy Gy 61071(“1) ... 61071(’@

k=01i1,...,ire{1,...,d} p=0 o€ Shuffles(p,k-p)

Reordenando los sumatorios, podemos afirmar que lo anterior coincide con:

ook
(ARRIRT ) / /
2.0, X D T YL, SYRSTEL. Y

k=0 p=0 o Shuffles(p,k-p) i1,...,ix €{1,...,d}

Dada o € Shuffles(p,k-p), por ser una permutacién, observamos que sumar sobre

todos los multi-indices (i1,...,4;) o sumar sobre todos los multi-indices permutados
(io(1)s - - -+ ia(k)) NOs da el mismo resultado, concluyendo que la expresién anterior es igual
a:

oo k
ia 7"'7ia' . . / U
Y Y Yoo Srlibe, el L e =

k=0 p=0 ocShuffles(p,k-p) i1,...,ir €{1,...,d}

oo k
ZZ Z ( Z Sloyrtom))e; .. eipegm_l e =

k=0 p=041,...,ir€{1,...,d} o€Shuffles(p,k-p)

oo k
Z Z Z ( Z SK)eil . eipe;pﬂ .. .e;k

k=0 p=0 il,...,ike{l,...,d} KE(il,...,ip)LU(ip+1,...,ik)

Por tanto, poniendo en comun los dos desarrollos anteriores, concluimos que se tiene
la igualdad S(e; +€},...,eq+¢€)) = S(er,...,eq) ® S(e},...,e,;). Ademds, podemos ver
facilmente con ella que S(eq,...,eq) @ S(ef,...,e)) = S(er +e€},...,eq+€)) = S(e] +
el,...,e5+eq) = S(e,....e)) @ S(e1,...,eq), de manera que las series S(ei,...,eq) y
S(el,...,€e);) conmutan, cosa que nos permite aplicar el logaritmo formal a los dos lados
de la igualdad S(eq +€),...,eq+€)) = S(er,...,eq) @ S(e},...,€)) v, por propiedades
ya probadas, afirmar que log S(e1 +€],...,eq+¢€);) =logS(ei,...,eq) +logS(e], ..., €)).

En consecuencia, como hemos visto que log S(e1 +€},...,eq+¢€);) =log S(e1,...,eq)+
log S(e€,...,€,), aplicando el teorema de Friedrichs, podemos afirmar directamente que
log S(X)qp es una serie de Lie, que es lo que querfamos ver, cosa que completa la demos-
tracién. O

Para acabar esta seccién, observamos que el resultado anterior generaliza, al menos en
el R-algebra que es R{{eq,...,eq)), el teorema de Campbell-Baker-Hausdorff. Antes de
enunciarlo, si ¢; es una de las indeterminadas anteriores, no conmutativas, se verifica que

como serie de R{(eq,...,e4)) tiene término independiente nulo, de manera que podemos
considerar su exponencial exp(e;) = > 72, 2 e*, un elemento de R({e1, . . ., e4)). Entonces

se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 4.11 (Teorema de Campbell-Baker-Hausdorff). Sean ey, ..., eq indeterminadas
no conmutativas que dan lugar al R-dlgebra R{{ey, ..., eq)), tomamos i,j € {1,...,d}
cualesquiera y entonces se verifica que log(exp(e;) ® exp(e;)) es una serie de Lie.

Demostracion. Continuando con las notaciones arbitrarias del enunciado, podemos con-
i)

siderar los caminos X : [0,1] — RY dado por X; = {0,...,¢,...,0} Vt € [0,1] y
7)
Y :[1,2] — R? de manera que Y; = {0,..., ¢,...,0}Vt € [1,2].

Entonces, empezando por el camino X, como todas sus componentes salvo la i-ésima
son nulas, recordando la definicion de la signatura de un camino, es inmediato darse cuenta

de que todos los términos de la signatura que involucren indices diferentes de ¢ serdn 0,
k)

de manera que S(X)O,l = 130:0 S(X)B”l’le;g)k = Zzozo %e?k Esta ultima igualdad se da
k)

porque S(X )61 = %, cosa que se puede probar facilmente por induccién y que de hecho

detallaremos mas adelante en el trabajo, en la secciéon que se centra en la interpretacion

geométrica de la signatura. Andlogamente, observamos que S(Y )12 =Y 1, %e?k.

i

Por tanto, hemos conseguido probar que S(X)o1 = exp(e;) y S(Y)1,2 = exp(e;) v, apli-
cando el teorema anterior, tenemos que log(exp(e;) ®exp(e;)) = 1og(S(X)o,1 ®S(Y)1,2) =
(por la identidad de Chen) = log(S(X *Y )g2) es una serie de Lie, que era lo que querfamos
mostrar. (]

Sin entrar en los detalles y justificaciones, a modo de motivacién del teorema anterior,
observamos que, como las indeterminadas e; y e; para i,j € {1,...,d} cualesquiera dife-
rentes no son conmutativas, no es cierto que exp(e;) ® exp(ej) = exp(e; + ej), es decir, no
es cierto que log(exp(e;) ® exp(e;)) = e; + €. Todo y eso, podriamos estar interesados en
estudiar el elemento log(exp(e;) ® exp(e;)) v el teorema anterior afirma que este se puede
expresar como una serie de Lie.
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5. Motivaciéon de la signatura

5.1. Interpretacion geométrica

A partir de aqui, pasamos a dar una intuicién heuristica de a qué corresponde la signa-
tura de un camino y por qué la podemos utilizar para estudiarlos y conocer sus propieda-
des. En efecto, para empezar, sea X : [a,b] — R un camino unidimensional cualquiera,
podemos estudiar cudles son los primeros elementos de su signatura. Llevando a cabo los
célculos, podemos ver que S(X)(lhb = f; dX} = Xy — X, i S(X)Lll”z = f;(ff dX})dX} =
W. De hecho, en general, se puede probar el siguiente resultado.

Proposicién 5.1. Sea X : [a,b] — R un camino unidimensional arbitrario, entonces se

n)
verifica que Vn > 1 € N, S(X)le'b'"l = %

Demostracion. Para demostrar esta afirmacién, continuando con las notaciones intro-
ducidas en el enunciado, procederemos por el método de induccion, observando que
n)
S(X)ypt = Gl oy >,
Caso inicial (n = 1): En efecto, es inmediato ver, tal y como lo hemos hecho previa-
mente, que S(X)(lhb = f; dX} = f; thdt =Xp— Xg = w, cosa que deja resuelto
este caso.

Caso sucesor: Ahora, como hipdtesis de induccién, suponemos que el resultado es

cierto para n > 1 € N cualquiera y pasamos a probar que también se cumple para

n+1)
n + 1. Por definicién, tenemos que 5’(X)Clb"b”’1 = Juctr. <tnir<b dX}dXj,...dX; & =
)

S(X )i”;"ldth = (aplicando la hipdtesis de induccién al camino en el intervalo

fa<t<b XX\ < X, — X, 1 X, — X, )+l
la,t]) = [,cich %Xtdt = (por la regla de Barrow) = (( t(ﬁﬁi;; =b — ( b(:LJr‘l‘))!

Esto es lo que queriamos ver, cosa que completa el caso sucesor.

Por el principio de induccién matematica, se deduce el resultado. U

Notemos que estas expresiones coinciden con el volumen n-dimensional de un simplice
de lado X — X,.

Una vez hecha esta observacion para la signatura de los caminos unidimensionales,
pasamos también a intentar dar una idea de la interpretacién geométrica de los prime-
ros niveles de la signatura para caminos en R?. Para ello, empezamos centrandonos en
los caminos lineales y, como sabemos que la signatura de un camino es invariante para
translaciones y reparametrizaciones de clase C'', consideraremos caminos definidos en el
intervalo [0, 1] y con punto inicial el origen. Empezamos, por tanto, afirmando el siguiente
resultado:

Proposicién 5.2. Sea d > 1 € N, sea X : [0,1] — R? un camino tal que X; =
{XE . X8 = {Ast,..., Agt} VYt € [0,1] para ciertas constantes fijadas Ay, ..., Ag € R
y sea I = (i1,...,1,) € W un multi-indice cualquiera, entonces se verifica que S(X)(IL1 =

k
Ay

J=1""%;
k! :

Demostracion. En efecto, continuando con las notaciones del enunciado, antes de nada,
podemos definir el camino unidimensional Y : [0,1] — R dadoporY; =¢ V¢t € [0, 1]. En-
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tonces, podemos ver que por definicién S(X)&1 = f0<t1...<tk<1 dXtil1 de; . dXZ: = (por
definicién de la integral de Riemann-Stieltjes y la linealidad de la integral de Riemann y del
operador derivada, extrayendo las constantes) = (H§:1 Ai;) f0<t1...<tk<1 dtidty . .. dty

= (aplicando la definicién del camino Y) = (H§:1 Ai;) f0<t1...<tk<1 dY;,dYy, ...dYy, =

(H§:1 Ai;) f0<t1...<tk<1 dY}i dYg . dYt}c = (por definicién de la signatura de un camino)
k)
= (H§:1 Ai;)S (Y)(l):'l'"1 = (por el resultado ya probado para caminos unidimensionales)

—_0)k Hk_ A; . ,
= (H?Zl Ai;) a k?) = 71@1! L que es exactamente lo que queriamos demostrar. O

En particular, podemos considerar un camino lineal en R?, es decir, X : [0, 1] — R? tal
que Xy = {X}, X}?} = {Aqt, Aot} Vt € [0,1] para ciertas constantes fijadas A1, Ay € R
y el resultado anterior nos permite afirmar que S(X )é% = S(X )g} = A12A2. Nuestro
objetivo en lo que resta de la seccion sera intentar dar una interpretacién geométrica del
segundo nivel de la signatura de caminos lineales a trozos y, como podriamos proceder por
induccién, serd suficiente estudiar el caso de un camino a trozos dado por la concatenacién

de dos caminos lineales.

Sean, por tanto, Y : [0,1] — R? dado de manera que Y; = {Ajt, Aot} Vt € [0,1]y
Z :[1,2] — R?tal que Z; = {B1t, Bot} Vt € [1,2], entonces podemos considerar camino
X :[0,2] — R? definido a partir de la concatenacién de los anteriores X =Y x Z.

En este caso, para estudiar los términos del segundo nivel de la signatura de X, obser-
vamos primero que los asociados a (1,1) y (2,2) se pueden pensar, por definicién, como
los elementos del segundo nivel de la signatura de los caminos unidimensionales X' y X?
respectivamente. En consecuencia, tenemos que S(X )(l)é se corresponde con el area del
simplice 2-dimensional de lado X21 - X& = Yll + (Z21 — le) = Ay +2By — By = A1+ By.
Andlogamente, observamos que S(X )(2)3 es el area del simplice 2-dimensional de lado
Ao + Bs.

Por tanto, nos podemos centrar en estudiar los términos de la signatura dados por los
multi-indices (1,2) y (2, 1), haciendo uso primero de la expresion de la signatura como un
elemento del dlgebra R((e1,...,eq)) y de la identidad de Chen ya probada previamente.
En efecto, podemos observar, antes de nada, que S(X)p2 = (por definicién del camino
X) = S(Y % Z)p2 = (por la identidad de Chen) = S(Y)p1 ® S(Z)1,2. Teniendo esto
presente, sabemos que el elemento S(X )(1)3 es el coeficiente acompanado por ejes en la
serie formal del dlgebra que es S(X)o2 ¥, f)or tanto, como las Uinicas maneras de obtener
e1es mediante el producto ® son 1 ® ejes, e1 ® es y e1es ® 1, podemos afirmar que
S(X)éﬁ = S(Y)(l)ﬁ + S(Y)%)JS(Z)%2 + S(Z)%g = (por ser Y y Z caminos lineales y ya
haber hecho un estudio de los valores de su signatura) = A12A2 + A1By+ B 1232, que es lo
que queriamos ver.

De manera completamente andloga, podemos ver también que S(X )3; = % +

)

AsB + 2 1232 y, en resumen, hemos deducido que:

AlA BB
=1 2+AlB2+ 122

S(‘ ( )[1):2

S(X)gy =

)

Esto completa el cédlculo de los elementos del segundo nivel de la signatura. Todo y
eso, como nuestro objetivo era interpretar geométricamente el segundo nivel de la sig-
natura, daremos a continuacién dos ejemplos que ayudaran a dar sentido a los valores
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obtenidos anteriormente en relacion con las trazas de los caminos involucrados X, Y y Z,
especialmente a los dados por los multi-indices (1,2) y (2,1).

Ejemplo 5.3. Para empezar, utilizando las mismas notaciones que en el desarrollo an-
terior, consideremos las constantes A1 = 2, Ay = 3, By = 4, By = 1 y los caminos
correspondientes Y : [0,1] — R? dado de manera que Y; = {2t,3t} Vt € [0,1] y
Z :[1,2] — R? tal que Z; = {4t,t} Vt € [1,2]. Con ellos, considerando su concate-
nacién, podemos obtener el camino X : [0,2] — R? definido a partir de los anteriores
X =Y xZ. Para tener intuicién gréafica sobre estos caminos y entenderlos mejor, podemos
representar graficamente sus trazas, mostradas en la figura 3.

0 1 2 3

(a) Trazas de Y en verde y Z en azul (b) Traza del camino Y x Z

Figura 3: Trazas de los caminos X, Y, Z

A partir de aqui, podemos calcular los términos del segundo nivel de la signatura de
X, utilizando las deducciones hechas previamente, concluyendo que:

1 _ (A + B (2+4) 11 (A2+By)?  (3+1)°
S(X)o2 = 5 =5 = 18 S(X)gq = 5 == 8
Al A BBy 2-3 4.1
S(X)(l)g: ! 2+A132—|— ! 2:74_21_{_7:7
’ 2 2 2 2
A1A BB, 2-3 4.1

Ahora, podemos intentar relacionar los valores dados por los multi-indices (1,2) y (2,1)
con la traza del camino X para obtener su interpretacién geométrica, tal como se muestra
en la figura 4.

Ejemplo 5.4. De nuevo, proponemos otro ejemplo para ayudar a clarificar la interpreta-
cién geométrica de la signatura de un camino. En este caso, consideramos las constantes,
A; =3, Ay =4, By = 2, By = —2 y los caminos correspondientes Y : [0, 1] — R? dado de
manera que Y; = {3t,4t} Vt€[0,1]y Z :[1,2] — R?tal que Z; = {2t, -2t} Vt € [1,2].
A partir de aqui, tomando como en el ejemplo anterior su concatenacién, podemos obte-
ner el camino X : [0,2] — R? definido de manera que X = Y * Z. Siguiendo el mismo
esquema que anteriormente, para dar intuicién grafica de estos caminos, empezamos re-
presentando graficamente sus trazas, mostradas en la figura 5.
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B
4 4 o
BB, S =3+1242=17
A B = 3 —==2
ABy=2 By P) BBy -9 B,
2
3 3
4 i
SX)E=3+242=7
m
. 12 23 X ) X
4 ! ABy =12
My |,
1 1 T =3
A
—4 05. 1. 15. 5. 3. 44 5. 5. 6. 65— Q. 1 15 25. 3. L A 45, L 5 65.
- 1,2 . 2,1
(a) Interpretacién de S(X)y'5 (b) Interpretacién de S(X)g5
: :

Figura 4: Interpretacién geométrica de los términos S(X )(1]3 y S(X )(2)5

)

(a) Trazas de Y en verde y Z en azul (b) Traza del camino Y x Z

Figura 5: Trazas de los caminos X, Y, Z

De nuevo, utilizando los resultados anteriores, pasamos a calcular los elementos del
segundo nivel de la signatura de X, concluyendo que:

A1—|—B12 3+22 A2+B22 4—22
s<X)5;;:( - )" _( 2) ~125 S(X)é:é=( 5 L 2) =2
A, A BB, 3-4 2- (=2
S(X)é%: 2 L ABy+ 2L 2:7+3'(_2)+¥:_2
: 9 2 2 2
A A BiB; 34 2- (=2
S(O% = 52 + e+ B2 =T a2 20

Una vez calculados estos valores, centrandonos en los dados por los multi-indices (1,2) y
(2,1), podemos representarlos graficamente junto con la traza del camino X para intentar
darles una interpretacién geométrica, tal como se muestra en la figura 6.

En conjunto, podemos observar que, en el primer ejemplo, donde el camino era cre-
ciente, si que es facil asociar estos términos de la signatura dados por los multi-indices

19



A By
4 4
" BB,
i i SX)y=6+8-2=12 = e
- B,
g AiBy= -6 o :
B
25 I2 : =-2 25
A
2 2 X
B 4
" Alez = ¥ 15 =
1412 3
‘ : L ABy =8
! S(X)y3=6-6-2=-2
05
0.5 A
1
0 05 1 15 2 25 35 4 45 55
- 1,2 . 2,1
(a) Interpretacién de S(X)y'5 (b) Interpretacién de S(X)g5

)

Figura 6: Interpretacién geométrica de los términos S(X )(1]3 y S(X )(2)5

(1,2) y (2,1) con &dreas sobre y bajo la traza del camino. En cambio, en el segundo, pasa
a ser mas dificil dar una idea intuitiva y geométrica de que representan estos términos,
aunque se observa que estan relacionados con una suma de las areas con signo sobre y
bajo de la traza respectivamente. Esto nos lleva a pensar, heuristicamente, que en general,
especialmente para sus niveles superiores, no se puede dar una interpretacion geométrica
de la signatura de manera relativamente sencilla, aunque pueda estar relacionada con
ciertos volumenes y pueda, por tanto, ayudar a estudiar el camino.

5.2. Relacion de la signatura con la solucién de EDOs controladas

Una vez analizada la interpretacién geométrica de los elementos de la signatura de un
camino, pasamos ahora a dar también otra justificacién de por qué la signatura es capaz de
describir propiedades de un camino, esta vez desde el campo de las ecuaciones diferenciales
controladas. Como nuestro objetivo es solo motivar la signatura, por comodidad, en esta
seccién supondremos que todos los caminos son al menos diferenciables con derivada
continua.

En efecto, antes de nada, recordamos la definicién de la solucién de ciertas ecuaciones
diferenciales controladas, en las que nos centraremos, dadas en un problema de Cauchy y
teniendo presente que para e,d > 1 € N, ]L(Rd, R¢) denota el espacio de las aplicaciones
lineales de R? en R¢. Notemos que podemos identificar este espacio, haciendo un abuso
de notacién habitual, con el de las matrices de e filas y d columnas, tomando las bases
canénicas de R? y R respectivamente.

Definicién 5.5 (Solucién de una ecuacién diferencial controlada). Sean X : [a,b] — RY
y Y : [a,b] — R® caminos arbitrarios, sea también V : R® — L(R?,R®) una funcién
continua y sea y € R, decimos que Y es solucion de la ecuacion diferencial controlada
dY, =V (Y,)dXy, Yo =1y sise verifica que ¥Vt € [a,b], Yi=y+ f; V(Ys)dXs.

A partir de aqui, podemos observar de manera trivial que, por tanto, en particular,

estas ecuaciones diferenciales controladas son EDOs en el sentido mas elemental. En efecto,
pasamos a precisar esta ultima afirmacién.
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Proposicién 5.6. Sean X : [a,b] — R? y Y : [a,b] — R® caminos arbitrarios y
sea también V : R® — L(R? R®) una funcion continua, entonces si consideramos f :
[a,b] x R® — R® la funcidn dada por f(t,z) = V(z)X; V(t,z) € [a,b] x R, tenemos
que Y es solucion de la ecuacion diferencial controlada dYy = V(Y3)dXy, Yo =1y si, y
solo si, Y es solucion del problema de Cauchy & = f(t,z), x(a) =y, es decir, Y, =
f(t,Y:) Vte€[a,b] ytambién Y, =y.

Demostracion. Para probar el resultado, demostraremos las dos implicaciones de la equi-
valencia.

= Suponemos primero que Y es solucién de la ecuacién diferencial controlada y, por
tanto, por definicién, sea t € [a,b] cualquiera, tenemos que YV; = y + f;’ V(Ys)dX, =
Y+ f;’V(YS)XSds y, en particular, podemos entonces ver que Y, = y. Ademads, por el
Teorema Fundamental del Célculo, como X y Y son caminos y, por tanto, funciones
continuas y V también lo es por hipétesis, concluimos que Y; = V(Y})Xt = f(t,Y;), cosa
que completa la implicacién.

< Reciprocamente, suponemos que Y es solucion del problema de Cauchy indicado y,
entonces, podemos observar que, sea te [a,b], Yi—y =Y;—Y, = (por la regla de Barrow)
= fj Yids = fj f(s,Ys)ds = f; V(Ys)Xsds = f(f V(Y5)dX,. Esto completa la prueba. [

Para relacionar la signatura de un camino con estas ecuaciones, nos centraremos en
el caso en que V : R® — L(R?% R®) es una funcién lineal y, entonces, para empezar,
tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 5.7. Sean X : [a,b] — R? un camino y V : R® — L(R? R®) una funcién
lineal cualesquiera, entonces si consideramos f : [a,b] x R® — R® la funcion dada por
ft,y) = V() Xy Y(t,y) € [a,b] x R, tenemos que existe A : [a,b] — L(R®,R¢) una
funcién continua tal que f(t,y) = A(t)y V(t,y) € [a,b] x RE.

Demostracion. En efecto, continuando con las notaciones del enunciado, antes de nada,
como V es lineal, tenemos que:

Py )‘If,ﬂ/k DY) Alf,dyk
V(y): vy:(y177ye)€Re
> k=1 Alg,lyk DY) >‘16€7dyk

para ciertas constantes )\ﬁj eR Vie{l,...,e},je{l,....;d} yke{l,...,e}.

Entonces, teniendo esta expresién presente, sea (t,y) € [a, b] x R¢ arbitrario de manera
que y = (y1,.--,Ye), podemos observar directamente que f(t,y) = V(y)X; = (represen-
tando matricialmente la igualdad anterior) =

2ot /\’f,lyk DY) /\’f,dyk X} Z?ﬂ Dot )‘]f,jkag

) 2211)‘5,1% Zlecl:)‘];,dyk Xtd ) Z?:1ZZ::1>\5J%X£ )
ZZ:lZ?:l)‘lf,ngyk Z?:N\ing Z?=1 f]Xg Y1
S Sk \SLoud s
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Por tanto, tomando A : [a,b] — L(R® R¢) dada por:

d Y] d Yl
Zj:l )‘%,ng e Zj:l f,thj
A(t) = : : Vt € [a, b]
d -7 d Y]
Zj:l )‘i,th] e Zj:l Ag,th]

que claramente es continua porque estamos consideramos caminos con derivada continua,
podemos ver que verifica que f(t,y) = A(t)y V(t,y) € [a,b] x R®, cosa que completa la
prueba. O

Por tanto, combinando los dos resultados anteriores, concluimos que la ecuacién di-
ferencial controlada dada por V se puede ver como una EDO lineal y, en consecuencia,
podemos aplicar una cierta versiéon del teorema de Picard para garantizar que la solu-
ciéon Y : [a,b] — R€ de la ecuacién existe y ademads se puede obtener como limite de la
sucesiéon de los iterados de Picard correspondiente. Antes de explicitarla, recordamos el
enunciado de estos resultados, cuyas demostraciones no daremos por falta de espacio y
porque no son resultados propios de la teoria de la signatura. Se pueden encontrar en la
referencia [22].

Teorema 5.8 (Teorema de Picard). Sea I = [a,b] C R un intervalo cerrado. Sean Q2 =
I X R™ y también f : Q — R™ una funcién continua y Lipschitz respecto de la segunda
variable, es decir, 3K > 0 € R tal queV(t,y1), (t,y2) € Q, || f(t,y2)—f(t,y1)|| < Klly2—u1||
(donde || - || denota aqui la norma usual de R™). Entonces, sea (to,yo) € €2, tenemos que
el problema de Cauchy que determinan f y (to,yo) admite una unica solucion definida en
I y que se puede expresar como limite de los iterados de Picard.

Corolario 5.9. Sea I = [a,b] C R un intervalo cerrado y Q@ = I x R™. Sea también
A I — LR",R") continua, tomamos entonces f : @ — R™ dada por f(t,y) =
A(t)yy VY(t,y) € Q y se verifica que para (to,xo) € K2, el problema de Cauchy definido
por f y (to, zg) tiene solucion unica definida en I obtenida como limite de los iterados de
Picard.

Pasamos ahora a precisar cudl es la sucesion de los iterados de Picard en este contexto y
cémo nos permite observar intuitivamente que la signatura de un camino se puede utilizar
para describirlo.

Sean X : [a,b] — R? un camino y V : R® — L(R? R®) una funcién lineal cuales-
quiera. Sea también y € R arbitrario, entonces podemos construir el camino solucién
de la ecuacién diferencial controlada correspondiente Y : [a,b] — R® como limite de la
siguiente sucesién: tomamos Y, = yVt € [a,b] y, recursivamente, si suponemos que ya
hemos definido Y"~! para n > 1, tenemos que Y;* = y + f; V(Y HdX, Vt € [a,b].

Finalmente, ya estamos preparados para enunciar y demostrar el resultado central de
esta seccién, que relaciona la signatura de un camino con todo lo anterior.

Teorema 5.10. Sean X : [a,b] — R? un camino y V : R® — L(R% R®) una funcién
lineal cualesquiera. Sea también y € R® arbitrario, entonces si Y : [a,b] — R® es solucion
de la ecuacion diferencial controlada dYy = V(Ys)dXs, Y, = y, Vt € [a,b] el valor
Y se puede expresar como una combinacion lineal de los términos hasta el nivel n-
ésimo de la signatura S(X)q+ con coeficientes independientes de t. En particular, Y; estd
completamente determinada por V., S(X)a: € y.
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Demostracion. Para probar este resultado, utilizando las notaciones anteriores, procede-
mos por induccién en n € N.

Caso inicial (n = 0): para empezar, si n = 0, entonces tenemos que sea t € [a,b]
cualquiera, por definicién Y, =y = y - 1, que es lo que querfamos ver, ya que recordamos
que el nivel 0-ésimo de la signatura estd formado por el elemento 1.

Caso sucesor: ahora, suponemos que el resultado es cierto para n — 1 > 0 y pa-
samos a probarlo para n. En efecto, sea t € [a, b] arbitrario, podemos ver que por
hipétesis de 1nduC(21on Vs € [a,b] tenemos que Y" se puede expresar de manera que
yool = Yo isin {1} )\thﬂkS(X)fll; ' para algunos \;, ;, € R°. Entonces,
directamente, Concluimos que:

t t
Y=y + / V(Y HdX, =y + / V(Y"1 X,ds = (por la linealidad de V) =

IS D> / i) Sl K ds =

k=07i1,...;ig€{1,....d
S Y v [ sotax, -
k=0141,....ixe{1,...,d} e

3 Stz *ax]

n—1

k=041,...,tp€{1,...,d} f(j S(X)Zl’:gﬂkdxg
-1 S(X )y
=y+ Z Z V(Aiiin) =
k=0 ’i1,...,ik€{17...,d} S(X);Llli’zk’d

(por ser V(\i, i) € LIRLR®)) = Y7, Dinin€{l,d} ,u“ZkS(X)ZIt”“ para algunos
Wiy ,...ir, € R® independientes de t y pg = y. Esto resuelve el caso sucesor.

En conjunto, por el principio de induccién matematica, queda probado el teorema. [

El hecho de que esto sea cierto independientemente de la eleccién de la funcién V' nos
indica intuitivamente que la signatura es capaz de dar una descripcién muy precisa del
camino y sus propiedades, no siendo necesario conocer el camino para obtener la solucion
de la ecuacién en un cierto punto. De hecho, podriamos probar también un resultado muy
relevante sobre la informacién que la signatura de un camino nos aporta, afirmando por
ejemplo que para un cierto tipo de caminos la signatura caracteriza al camino [3]. Este
resultado y su demostracion queda fuera del alcance de este trabajo.

Finalmente, notemos que es habitual expresar la signatura de un camino y especial-
mente lo que hemos estudiado en esta seccién en el lenguaje de los tensores y del dlgebra
tensorial, pero hemos decidido no hacerlo porque no ha sido necesario y porque no pro-
fundizaremos mas en esta direccion.
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6. Meétodo de la signatura

Una vez estudiada la signatura de un camino desde un punto de vista formal, pasamos
a justificar su interés en el campo de las matematicas aplicadas, mostrando como se puede
hacer uso de ella para construir los atributos en modelos de machine learning. En efecto,
dado un conjunto de n > 2 valores, finito, que podemos denotar como {X;}! ;, para poder
utilizar la signatura y extraer informacién de los datos, primero tendremos construir un
camino con ellos del que podamos calcular su signatura, conociéndose esta transformacion
como un embedding de los datos originales. Hay diferentes maneras de proceder y segiin
el embedding que escojamos, la signatura describird mejor unas ciertas caracteristicas de
la informacién {X;}? ;. Por tanto, centraremos esta seccién del trabajo en el estudio de
los métodos mas habituales para construir caminos a partir de una secuencia de datos
como la indicada, {X;}}" ;, donde supondremos en toda la seccién que n > 2.

6.1. Construccion de caminos por interpolacion lineal

Por un lado, dada {X;}}" ; una secuencia finita de datos, que para empezar considera-
mos unidimensionales, una de las opciones mas sencillas para construir un camino a partir
de ella se basa en el uso de la interpolacién lineal a trozos. En este caso, para aumen-
tar la dimensionalidad del conjunto de datos y asi poder describir mejor sus propiedades
geométricas, ya que ya hemos visto que para caminos unidimensionales la signatura solo
depende de sus puntos inicial y final, es habitual anadir una secuencia de datos auxiliar
de la forma {t;}} ; = {0,1,...,n — 1}, que se puede interpretar como valores de tiempo.

A partir de aqui, utilizando los puntos de R? de la secuencia {t;, X;}? ;, podemos
construir por interpolacién lineal a trozos el camino X : [0,n — 1] — R? dado por
X5 = {ti+(8—i+1)(ti+1—ti),Xi+(8—i+1)(Xi+1—Xi)} Vs € [’i—l,’i], S {1,...,71—
1}. Notemos que, como la signatura de un camino es invariante por reparametrizacion,
realmente podriamos haber utilizado otras maneras de parametrizar el camino anterior
para obtener después el mismo resultado en el estudio de su signatura.

Una vez comentada esta construccion, otra posibilidad sencilla para llevar a cabo el
embedding de una secuencia de datos, viene dada por la interpolacién lineal a trozos a lo
largo de los ejes. En este caso, dada la secuencia {X;}" ;, podemos empezar como en la
construccién anterior, aumentando su dimensionalidad para extraer mejor sus propieda-
des y considerando, por tanto, {t;, X;}? ;. Entonces, para llevar a cabo esta interpolacién,
anadimos puntos auxiliares a la secuencia, de manera que para i € {1,...,n — 1} cual-
quiera, entre los puntos (¢;, X;) v (ti+1, X;+1) anadimos (¢;4+1, X;). Obtenemos entonces
la nueva secuencia de datos {fi,yi}?’:"”l_l construida de esta manera y, a partir de aqui,
tal y como ya lo hemos hecho en el método anterior, podemos interpolarla linealmente a
trozos, construyendo el camino X : [0, 2n — 2] — R? correspondiente.

Para clarificar estas dos construcciones, podemos dar a continuacién un ejemplo.

Ejemplo 6.1. En efecto, podemos considerar la secuencia de datos unidimensionales con-
creta, para n = 5, {X;}>_; = {1,4,3,5,2} y entonces, para aumentar su dimensionalidad
por los motivos explicados, le afiadimos los valores de tiempo {t;}2_; = {0,1,2,3,4}. Por
tanto, por un lado, podemos obtener la secuencia de puntos de R? dada por las anteriores,
{ti, Xi}?:p y, a partir de ella, incluyendo los puntos auxiliares intermedios tal y como se
ha explicado en el segundo método, construimos también {ﬂ-,yi}?:l.

{tia Xi}?:l = {(O’ 1)a (17 4)7 (27 3)’ (3a 5)7 (47 2)}
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{ti, Xiti = {(0,1), (1,1),(1,4),(2,4),(2,3),(3,3), (3,5), (4,5), (4,2)}

Una vez hemos obtenido estas secuencias de puntos del plano, podemos aplicarles
interpolacién lineal a trozos para construir los caminos correspondientes X : [0, 4] — R2
y X : [0,8] — R? ya explicados. Para ganar intuicién de cémo son estos caminos,
consideramos que lo mejor es mostrar mediante una representacion grafica cémo son sus
trazas, que aparecen en la siguiente figura 7.

3.5 (4,5)

2.3) (3.3)

4,2)

(0, 1) 0.1 (1.1

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

(a) Traza del camino X (b) Traza del camino X

Figura 7: Representacion grafica de las trazas de los caminos lineales a trozos.

Finalmente, observamos que estos métodos que hemos introducido generalizan a con-

juntos de datos de mayor dimensionalidad. En general, sea {X;}7, = {X},..., X3}, C
R? una secuencia de datos d-dimensionales, donde, por tanto, X; = (X},...,Xid) €
R? Vi € {1,...,n}, siguiendo el mismo procedimiento de interpolacién lineal a trozos

que en el caso unidimensional, podemos considerar el camino X : [0,n — 1] — R?
dado ahora por X; = ‘{X},..‘.,Xtd} de manera que, para j € {1,...,d} cualquiera,
X) =X]+(t—i+1)(X] - X])Vt € [i—1,i], i € {1,...,n—1}. Ademds, también es po-
sible utilizar la interpolacién lineal a trozos a lo largo de los ejes para secuencias de datos
multidimensionales. En efecto, continuando con la secuencia {Xi}?zl ={X},..., X4,
anterior, para llevar a cabo este embedding, para todo i € {1,. — 1}, anadimos entre
(X} X3 y (XA, XL ,) los d — 1 puntos intermedios (XZ +17X2 XX,
(Xz—i-l’XH-l’ ., X3 X4 y ast sucesivamente hasta (XL, X2, X4 ! Xd) en este

i+1
(d—1)(n—1
orden. Obtenemos asf una nueva secuencia {X; }n+ "1 de datos a la que le podemos

aplicar la interpolacion lineal a trozos ya explicada para obtener el camino deseado.

Notemos que en este caso, para hacerlo con toda generalidad y porque en dimensiones
mayores no es tan necesario para visibilizar la estructura geométrica del camino, no hemos
anadido una secuencia auxiliar dada por el tiempo, aunque esta se podria incluir.

6.2. Transformaciéon Lead-Lag

Una vez introducidos los métodos mas sencillos para llevar a cabo el embedding de una
secuencia de datos, basados en la interpolacion lineal, pasamos a explicar la transformacion
Lead-Lag, otra técnica para construir embeddings habitual y que nos permite hacer visibles
para la signatura del camino obtenido ciertas propiedades del conjunto de datos original.
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Definicién 6.2 (Secuencia Lead). Sea X = {X;}!' | C R una secuencia de datos reales
cualquiera, definimos entonces la secuencia Lead asociada como X1t = {XLe“d}2" !
donde, Vi € {1,...,2n — 1}, se tiene que X} = Xi-}—Tl si i es impar y X}Fead = X%+1 st
1 es par.

Definicién 6.3 (Secuencia Lag). Sea X = {X;}I"; C R una secuencia de datos reales
cualquiera, definimos entonces la secuencia Lag asociada como XLag {Xl'ag}?"1 U donde,
Vie{l,...,2n — 1}, se tiene que Xi X1+1 st 1 es zmparyX Y = XZ si 1 es par.

Definicién 6.4 (Transformacién Lead-Lag). Sea X = {X;}I'; C R una secuencia de
datos reales cualquiera, podemos definir su transformacion Lead-Lag como la secuencia
de datos bidimensionales dada por Xterd-lag = { X Lead XL“9}2” L

Por tanto, dada una secuencia de datos unidimensionales (posteriormente estudiaremos
el caso multidimensional), una posibilidad para construir un camino asociado que nos
permita estudiarla mediante la signatura pasa por obtener primero su transformacién
Lead-Lag y, entonces, aplicarle el método de interpolacién lineal a trozos para obtener el
camino deseado. Para clarificar estas nociones y procedimiento, damos un ejemplo.

Ejemplo 6.5. En efecto, continuando con la secuencia de datos unidimensionales introdu-
cida en el apartado anterior, X = {X;}2_; = {1,4,3, 5,2}, podemos empezar calculando
sus secuencias Lead y Lag asociadas. Para ello, aplicamos las definiciones y de manera
sencilla podemos obtener que:

xlead — (xFeedd | ={1,4,4,3,3,5,5,2,2} X" ={X][*)}) | ={1,1,4,4,3,3,5,5,2}

Combinando estas dos nuevas secuencias, de nuevo aplicando la definicién, podemos ob-
tener entonces que la transformacién Lead-Lag del conjunto de datos indexados original
X es:

Xheadbos — {(1,1), (4,1), (4,4), (3,4),(3,3),(5,3), (5,5), (2,5), (2,2)}

Finalmente, a esta tultima secuencia, le podemos aplicar el método de interpolacién
lineal a trozos, para obtener el camino correspondiente que se puede estudiar mediante
su signatura. Para intuir mejor como es este camino, damos una representacion grafica
de su traza, comparandola con la del camino obtenido por interpolacién lineal a trozos
directamente a partir de X = {X;, X;}2_, = {(1,1), (4,4), (3,3), (5,5),(2,2)}, en la figura
8.

Por tanto, queda claro que aplicando primero la transformacién Lead-Lag, obtenemos
mucha mas informacién sobre el comportamiento de la secuencia de datos, resaltando por
ejemplo el orden en el que aparecen los valores, cosa no pasa si interpolamos directamente
la secuencia de datos pensados en R?, duplicando sus valores. Heurfsticamente, por tanto,
este método nos da una buena alternativa, no necesariamente excluyente, a incluir la
secuencia auxiliar dada por los valores de tiempo a la hora de construir el embedding.

Notemos que, tal y como se puede observar en la figura del ejemplo anterior, la inter-
polacidn lineal a trozos ya se produce a lo largo de los ejes. Esto es de hecho un fenémeno
general, que podemos enunciar y demostrar de manera sencilla como proposicion.

Proposicién 6.6. Sea X = {X;}7, C R una secuencia de datos cualquiera y sea
XlLead-Lag — fxLead XL“g}Q” U su transformacion Lead-Lag, entonces la traza del ca-
mino obtenido aplicando la interpolacion lineal a trozos a la secuencia X %L coincide
con la traza del camino construido mediante la interpolacion lineal a trozos a lo largo de

los ejes.
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(5, 5) (2,5) (5, 5)

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55
(a) Traza del camino interpolado de X (b) Traza del camino interpolado de X Fead-Lag

Figura 8: Trazas de los caminos lineales a trozos correspondientes.

Demostracion. En efecto, continuando con las notaciones arbitrarias del enunciado, dada
la secuencia X Lead-Lag — {XiLead, X,L»L 9 }?21_1, recordemos que para obtener el camino da-
do por interpolacién lineal a trozos a lo largo de los ejes, para todo i € {1,...,2n — 2}
afadfamos a la secuencia, entre (X e, X% y (Xfeqd, Z-Lﬁ’), el punto (Xjed, X 19).
Todo y eso, por definicién de las secuencias Lead y Lag, por ser ¢ y i + 1 indices consecu-
tivos, necesariamente X/ ¢ = xlcad o XZ-L “ = Xijjff , de manera que el punto intermedio
anadido realmente coincide con uno de los dos originales, cosa que provoca que no se
produzcan cambios en la traza del camino dado por interpolacién lineal a trozos, ya que

unicamente se han duplicado algunos puntos. O

Aparte, damos una de las propiedades més destacadas de la transformacién Lead-Lag,
que muestra cémo esta nos permite obtener informacién del conjunto de datos original
combindndola con la signatura logaritmica del camino construido por interpolacién. Antes,
recordamos la nocién de variacién cuadratica de un conjunto de datos.

Definicién 6.7. Sea X = {X;}!' | una secuencia de datos reales cualquiera, definimos la
variacion cuadrdtica de X como el valor QV(X) = Z;:ll (Xit1— X;)2 €R.

Este es un concepto propio de la teoria de procesos estocdsticos y, ademas, se puede
aplicar a conjuntos de datos finitos indexados para ayudar a describirlos, ddndonos un
valor relacionado también con su varianza. No entramos en detalles sobre las propiedades
y aplicaciones de la variacién cuadratica, pero, heuristicamente, se puede observar de su
definicién que estudia como varian los datos comparados con el anterior.

Proposicién 6.8. Sea X = {X;}" ; C R una secuencia de datos cualquiera y sea también
X Lead-Lag — {Xl-Lead,XiLag}?Zl_l su transformacion Lead-Lag, denotamos porY : [0,2n —
2] — R? el camino dado por interpolacién lineal a trozos a partir de esta tiltima secuencia

%(X) es uno de los coeficientes de la serie log S(Y )o 2n—2-

y entonces se verifica que

Demostracion. En efecto, continuando con las notaciones introducidas en el enunciado,

para empezar, observando que Y es un camino bidimensional, afirmamos que el término
. o 1,2 2,1 . .

de la signatura logaritmica dado por %(S(Y)O:Qn_2 — S(Y)OZQH_Q), que ya habfamos visto

previamente que realmente es uno de los primeros coeficientes de esta transformacién de
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la signatura, es el que verifica la propiedad. Por tanto, procedemos por inducciéon en n,
recordando que en toda esta parte del trabajo estabamos suponiendo que n > 2, para
probar que LI = L(S(Y)53, 5 — S(V)35,_0), es decir, que QV(X) = S(Y)3, 5 —

Caso inicial (n = 2): si tenemos que n es igual a 2, entonces notemos que, por de-
finicion, X Lead-lag — fxlesd xLooy3 = — {(X) X1) (Xy, X)), (X2, X2)} y, por tanto,
en vez de considerar el camino Y dado por interpolacién lineal a trozos directamen-
te, podemos construir las secuencias de datos ordenados X! = {(X1,X1), (X2, X1)} vy
X? = {(X2,X1),(X2,X2)} y tomar Y! : [0,1] — R%2y Y2 :[0,1] — R? los cami-
nos obtenidos aplicando interpolacion lineal a trozos respectivamente. Podemos describir
facilmente estos caminos, por tener como traza un segmento entre los dos puntos co-
rrespondientes, de manera que de hecho, V! = {X; + t(Xy — X7), X3} Vt € [0,1] y
Yf = {XQ,X1 + t(XQ — Xl)} YVt € [O, 1].

Entonces, aplicando a Y2 la reparametrizacién habitual de [1,2] a [0, 1] obtenida me-
diante una translacién, restando 1 a todos los valores del intervalo [1, 2], tenemos también
el nuevo camino Y- : [1,2] — R2. Se verifica en esta situacién, teniendo presente las de-
finiciones y el procedimiento de interpolacién lineal a trozos, que Yy =Y! *72 de manera
que aplicando la identidad de Chen podemos concluir que S(Y )0 5=2=5 (Yl) *2S(Y )1 =
S()o1 ® (V3o

Por tanto, aplicando el desarrollo ya estudiado en la seccién sobre la interpretacion
geométrica de la signatura, utilizando su invariancia por translaciones, podemos deducir
directamente que S( )1’2 = M + (X2 — X1)(X2 — X1) + % = (X2 — X;)?
y también S(Y) M +0-0+ & = 0. Esto nos permite afirmar que
QV(X) = (X2 — Xl) = S(Y)(l]é - S(Y)(L2 y dejar asi completo el caso inicial.

Caso sucesor: ahora, suponemos que el resultado es cierto para n —1 > 2 y pasamos a
probarlo para n, aplicando un razonamiento similar al del caso inicial. En efecto, sea X =
{X;}, la secuencia de datos estudiada, podemos considerar entonces las dos secuencias
asociadas X' = {X;}"" 'y X% = {Xi1n2}?2, = {X,_1, X,,}, sus transformaciones Lead-
Lag y los caminos que estas nos dan por interpolacién lineal a trozos, que denotamos
por Y1 :1[0,2n —4] — R? y Y2 : [0,2] — R? respectivamente. Ademas, considerando
la reparametrizaciéon de clase C! de [2n — 4,2n — 2] a [0,2] dada por una translacién,
restando 2n — 4 a los elementos del intervalo [2n — 4, 2n — 2|, podemos obtener el camino

reparametrizado v [2n —4,2n — 2] — R2.
En conjunto, tomando la concatenacién de estos dos caminos y teniendo presente la

definicién de la transformacién Lead-Lag, podemos afirmar que si denotamos por Y :
[0,2n — 2] — R? al camino dado a partir de la transformacién Lead-Lag de X, entonces
se verifica que Y = Y'! « v’ y, por tanto, S(Y)g2n—2 = S(Y)o2n—4 ® S(?2)2n,4,2n,2 =
S(YY020-4® S(Y%)g2

Utilizando razonamientos ya detallados en la seccion de la interpretacién geométrica
de la signatura, centrandonos en sus primeros términos, podemos ver que:

S(Y)(l) gn 9 = (Yl)ézgn—zx + S(Y1)672n_4S(Y2)3,2 + 5<Y2)(1)’§

)

2,1 2,1
S(Y)gan_2= (Yl)o on—a TS )0,2n—45(y2)é,2 + 5(Y2)0,2
de manera que restando estas dos 1gualdades tenemos finalmente que se verifica la expre-
. 1,2 2,1
sién S(Y)g5,_0 — S(Y)gan_2 = (S(Yl)o 2n—4 S(Yl)o ona) T (SOY)g 2, aS(Y )50 —
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SV an-sS(Y2)h) + (S(Y2)g3 — S(Y)).

Aplicando la hipétesis de induccién, el célculo de la signatura de un camino unidi-
mensional ya estudiado y el hecho de que el camino Y1 va de (Xl,Xl) a (Xn—1,Xn-1)
y Y2 vade (X,_1,Xn-1) a (Xp, X,,), podemos concluir que S(Y )0 o9 S(Y)g:;rh2 =
Z?;IQ<XZ-+1—X)2+(Xn 1= X1) (X = Xn1) = (X1 = X1) (X = X)) +(Xn— X 1)? =
E?:_ll(XZH — X;)? = QV(X), que es lo que nos faltaba por ver.

Por el principio de induccién matemaética, queda probado el resultado. O

Finalmente, antes de concluir la secciéon, podemos indicar brevemente como se gene-
raliza habitualmente la transformaciéon Lead-Lag a secuencias de datos de mayor dimen-
sionalidad. En efecto, sea X = {X;}*, = {X},..., X#}", C R? una secuencia de datos
d-dimensionales cualquiera, entonces para cada una de sus componentes {XZJ ., con
j€{l,...,d}, podemos considerar sus secuencias Lead y Lag asociadas, que denotamos
por {X7 Lead el g fx L 2nel Legpectivamente. Combinando en un solo conjunto de
datos mdexados todas las secuencias Lead obtenidas y algunas de las Lag, de aquellas
componentes para las que queramos estudiar la variacion de los datos, construimos la
secuencia X = {X1lewd o xdbead xinkeg | xielagy2nl bara algin 1 < k< dy
J1<...<jr€eA{l,... ,d}. A partir de aqui, podemos interpolar esta nueva secuencia si-
guiendo el método que consideremos pertinente para obtener el camino deseado. Notemos
que, a diferencia de lo que pasaba en el caso unidimensional, en general no es cierto que
aplicando interpolacién lineal a trozos o la interpolacién lineal a trozos a lo largo de los
ejes obtengamos caminos con la misma traza, ya que en esta ocasion si que es posible que
se anadan puntos distintos de los anteriores.

6.3. Sumas parciales de secuencias de datos

A partir de aqui, pasamos a introducir otra de las posibilidades que se pueden utilizar
para construir el embedding de una secuencia de datos, basada en la transformacién Lead-
Lag ya explicada. En efecto, centrandonos tinicamente en el caso unidimensional, dada
una secuencia de datos, podemos empezar definiendo su secuencia de sumas parciales
correspondiente.

Definicién 6.9 (Secuencia de sumas parciales). Sea X = {X;}'; € R una secuen-
cia de valores reales cualquiera, entonces definimos CS(X) como su secuencia de sumas
parciales, dada por CS(X) = {X;}{_, donde para todo i € {0,...,n}, se verifica que
Xi~: 2221 Xj. En particular, notemos que hemos empezado a indexar CS(X) pori =0
Y XO =0.

En este caso, dado un conjunto de datos indexados, X = {X;}? |, podemos considerar
entonces su secuencia de sumas parciales C'S(X) y construir su camino asociado siguien-
do alguno de los métodos explicados en las secciones anteriores. Entre ellos, una opcién
es aplicar la transformacién Lead-Lag a esta nueva secuencia C'S(X), obteniendo poste-
riormente su camino dado por interpolacion lineal a trozos. De esta manera, de nuevo,
construimos un camino cuya signatura y signatura logaritmica tienen términos relevantes
para el estudio del camino usando técnicas estadisticas, tal y como veremos a continua-
cién. Otra posibilidad, una vez obtenida la secuencia C'S(X), podria ser también anadirle
la secuencia auxiliar formada por los valores de tiempo para obtener después el camino
correspondiente por interpolacion. Para clarificar estas nociones, damos un ejemplo.
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Ejemplo 6.10. En efecto, sea X la secuencia de datos reales que ya hemos utilizado en
ejemplos anteriores, X = {X;}>_; = {1,4,3,5,2}, para empezar, aplicando la definicién,
podemos calcular su secuencia de sumas parciales asociada, de manera que:

CS(X)={0,1,1+4,14+4+314+44+3+51+44+3+5+2}={0,1,5,8,13,15}

A partir de aqui, por un lado, podemos considerar también la secuencia auxiliar de valores
de tiempo {t;}?_, = {0,1,2,3,4,5} y, combindndola con la anterior, podemos obtener el
conjunto de datos indexados {t;, X;}2_,, denotando por Y : [0,5] — R? su camino
inducido por interpolacién lineal a trozos (realmente, para estar en la misma situacién
que en secciones anteriores, calculamos el camino dado por interpolacién a partir de
{ti,l,f(i,l}f:l). Por otro lado, podemos también construir la transformacién Lead-Lag
de la secuencia C'S(X), que denotamos por C'S(X) L9 (realmente de {X; 1}9_; si
queremos seguir estrictamente lo introducido en la seccién anterior) y obtener su camino
dado por interpolacién lineal a trozos, Y2 : [0,10] — R2.

En resumen, tenemos secuencias de datos {t;, X;}2_, y C.S(X ) %4-Lag respectivamente:
{(0,0),(1,1),(2,5),(3,8), (4,13), (5,15)}

{(0,0),(1,0),(1,1),(5,1),(5,5),(8,5),(8,8),(13,8),(13,13),(15,13), (15,15) }

y las trazas de los caminos Y' y Y? que inducen por interpolacién lineal a trozos se
muestran en la figura 9.

(5, 15) (15, 15)

14 / 1
(4713) U313 J(15,13)

(3, 8) (8, 8) (13,8)

275) 5,5) 8.5)

(.1 (5.1)
(0,0)(1,0) . 5 8

10, 1 14, 16.

(a) Traza del camino Y'! (b) Traza del camino Y2

Figura 9: Trazas de los caminos lineales a trozos construidos

Una vez ejemplificadas las construcciones anteriores, dado un conjunto de datos in-
dexados, centrandonos en la secuencia obtenida a partir de sus sumas parciales y de la
transformacion Lead-Lag, tal y como ya lo habiamos avanzado, podemos afirmar que se
verifica la siguiente propiedad con respecto a los primeros momentos estadisticos de la
secuencia de datos original.

Proposicién 6.11. Sea X = {X;}I"; C R una secuencia de valores reales cualquiera
y sean entonces CS(X)Led-L9 g transformacion Lead-Lag de su secuencia de sumas
parciales y'Y su camino inducido por interpolacion lineal a trozos, en este caso se pueden
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obtener la media y varianza del conjunto de datos X a partir de los términos de su
stgnatura. Mds precisamente, se tiene que, con las notaciones habituales:

m Var(X) = l(S(Y)(l)gn - S(Y)gén) N L(S(Y)é’Q”)Q

X = 5
n n n

Demostracion. En efecto, continuando con las notaciones introducidas en el enunciado
de la proposicién, directamente, para empezar, podemos observar que el camino Y por
definicién de la secuencia de sumas parciales y de la transformacién Lead-Lag va entre los
puntos (0,0) y (3>, Xi, > iy Xi), cosa que nos permite afirmar, por lo ya estudiado so-

. . . 1 _xw"m =37 4
bre la signatura de los caminos unidimensionales, que S(Y )5, = > ;L Xi—0= 1" | X;,
3 S(Y)(% 2n

que es lo que querfamos ver. Por tanto, queda probado que X = Z":nl X m

A partir de aqui, centrandonos ahora en la otra igualdad, notemos que por definicién
Y es el camino obtenido interpolando la transformacién Lead-Lag de la secuencia de datos
CS(X). Por tanto, podemos aplicar el resultado probado en la seccién anterior sobre la
variaciéon cuadrética y concluir que S(Y)(l):gn - S(Y)Sén =QV(CS(X)) = E?:_ol (X1 —
X;)? = (porser Xiy1 = Xip1 +X; Vi € {0,...,n—1}) = 30 (Xiy1)? = 21, (X;)% En
consecuencia, poniendo en comin todo lo anterior, tenemos que (S (Y)(l):gn -5 (Y)g%n) —
#(S(Y)(lwn)2 = 15" (X;)? — 5(3°7, Xi)? = (por una identidad bien conocida de
estadistica) = Var(X). Esto muestra la segunda afirmacién y completa la prueba. O

6.4. Aplicacion de la signatura en machine learning

Una vez introducidos diversos métodos para, dada una secuencia de datos, obtener
un camino que la represente y que nos permita describir su comportamiento, pasamos a
explicar brevemente el esquema que se sigue para utilizar la signatura en el campo del
machine learning. Evidentemente, daremos solo una posibilidad sencilla de como hacerlo,
pero, a partir de esta, hay infinidad de variantes més elaboradas en las que no entraremos.

Por tanto, para empezar, sea X = {X;}' ; una secuencia de datos que queremos utili-
zar en un modelo de machine learning, podemos, tal y como se ha discutido previamente,
llevar a cabo un embedding del conjunto de datos indexados y obtener Y el camino co-
rrespondiente. Cabe destacar que la técnica que se escoge para construir este camino, de
entre todas las que hemos explicado y posiblemente otras, dependera de cada situacién
concreta y puede ser que se tengan que hacer distintas pruebas para elegir la que nos da
un mejor resultado, cosa que ejemplificaremos en la siguiente seccion.

Entonces, una vez obtenido el camino Y, podemos calcular su signatura o su signatura
logaritmica, segin el caso y lo que queramos estudiar, truncandolas a un cierto nivel.

Finalmente, una vez calculados estos términos, ya podemos usarlos en el modelo de
machine learning de nuestra eleccién, emparejandolos con el valor esperado y utilizandolos
para entrenar o evaluar el modelo. De hecho, en la practica, evidentemente, una sola
secuencia de datos X = {X;}I", no es suficiente para entrenar uno de estos modelos
de machine learning, de manera que realmente se trabaja con una familia de secuencias
de datos {X™}N_, donde X™ = {X™}" , Vm € {1,...,N} y para cada una de ellas
se obtiene el camino correspondiente por interpolacién Y™ y se calculan los primeros
términos de su signatura o de su signatura logaritmica. Posteriormente, se emparejan con
su valor esperado y se incluyen en el modelo.
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7. Aplicacién de la signatura al reconocimiento de digitos
manuscritos

En esta seccion, describiremos una aplicacién préactica de la signatura para ejemplificar
su uso en el campo del machine learning, que ya hemos explicado previamente. Para
ello, consideramos el problema de identificar digitos escritos a mano, donde, dada una
imagen con uno de estos digitos manuscritos, el objetivo es decidir correctamente de qué
digito se trata, entre los posibles digitos del 0 al 9. Este es un problema clasico y muy
conocido en el campo del machine learning que se suele utilizar para probar y comparar
los distintos algoritmos y métodos de clasificacién disponibles. Ademds, es un problema
idoneo para aplicar la signatura, ya que para reconocer un digito es esencial poder describir
adecuadamente su forma geométrica, que es en lo que destaca el método de la signatura.

7.1. Base de datos MNIST

Para llevar a cabo esta aplicacion, antes de nada, tenemos que obtener los datos co-
rrespondientes a las imagenes con los digitos manuscritos y, para ello, recurriremos a la
base de datos MNIST. Esta es una base de datos de dominio ptblico que procede del
NIST (National Institute of Standards and Technology) y que cuenta con 60 000 imagenes
de digitos asociadas a su nimero correspondiente para entrenar el modelo de machine
learning y con otras 10 000 imégenes para poner a prueba el método de clasificaciéon uti-
lizado y calcular su tasa de acierto. Cabe destacar que esta es una base de datos que esta
preparada para que sea facil de usar sin tener que realizar ningin procesamiento previo,
estando ademds equilibrada, cosa que evita que puedan surgir sesgos indeseados durante
el aprendizaje.

Las imégenes de los digitos manuscritos estan formadas por 28 x 28 pixeles en blanco
y negro que toman valores desde 0 (blanco) a 255 (negro) y vienen dadas por la secuencia
de 784 datos de longitud que se obtiene recorriendo la imagen fila a fila de arriba a abajo.
A continuacién, mostramos como ejemplo algunas de estas imagenes.

Figura 10: Muestra de las imagenes de digitos manuscritos

7.2. Implementacién de la aplicacion

Para llevar a cabo este ejemplo de aplicacién de la signatura, hemos seguido el proceso
descrito al final de la seccién anterior, implementdndolo usando el lenguaje de programa-
cién Python. En primer lugar, una vez descargados los datos para entrenar el modelo y
ponerlo después a prueba del paquete Scikit-learn [19], hemos empezado utilizando un
programa de Python para calcular las signaturas de cada una de las secuencias de datos

32



correspondientes a las imagenes.

Mgés precisamente, para cada secuencia X™ = {X Z”}Zi% correspondiente a una imagen,
tanto para los datos de entrenamiento como para los de comprobacién posterior, primero,
con el objetivo de obtener un buen embedding que sea capaz de representar la situacién
geométrica, le hemos anadido al valor de cada pixel su posicién en la imagen. De esta
manera, a partir de la secuencia anterior, hemos construido la nueva Y™ = {y;"}78

1=0?
donde Vi € {0,...,783} se tiene que Y, = (z,y, X]") de forma que ¢ = 28z + y vienen
dados por la divisién entera.

Una vez hecha esta transformacion, a las secuencias de datos tridimensionales Y
las hemos interpolado linealmente a trozos y hemos calculado los primeros niveles de la
signatura de los caminos obtenidos, utilizando el paquete iisignature [21] para ello. Por
tanto, al acabar, de esta manera, hemos conseguido tener una tabla con los valores de
los primeros niveles de la signatura de cada una de las iméagenes junto con el digito real
asociado que representan, esto tanto para los datos de entrenamiento como para los de
comprobacion.

A partir de aqui, para evitar que los valores estén en un rango desproporcionado y sea
mas facil para posteriores modelos de machine learning aprender de los datos con el obje-
tivo de llevar a cabo la clasificacién, hemos estandarizado todas las columnas, restandole a
cada elemento de una columna la media aritmética de la columna y dividiéndolo después
entre la desviacién tipica de su misma columna. Notemos que, en este proceso, hemos
decidido eliminar las columnas en que todos los datos fueran iguales, ya que no aportan
nada a la clasificacién posterior. Es natural que esto suceda con algunas columnas, como
por ejemplo en aquellas que se corresponden con términos de la signatura que involucran
solo a las dos primeras componentes del camino, que siempre son las mismas para todas
las imdgenes y, por tanto, el valor de estos términos de la signatura también. A continua-
cion, para clarificar las ideas, mostramos como ha quedado la tabla definitiva que contiene
por filas los valores estandarizados de la signatura junto con su digito correspondiente.

]

1

2

3

4

5

6

7

8

9 ..

bl

80

81

83

84

8

8

87 Pred

0 0033285 -0.162497 -0.033285 (0.162497 0032216 0170656 0.018242 0.170666 -0.028742 0.032909 0027435 0024337 0024726 0421412 0241865 -0.047420 0024726 0147420 0417958 5
10033285 0574795 -0.033285 (057479% 0032216 -0459495 0018242 0459502 -0.028742 0.032909 0077435 0024337 0024726 0569411 0430022 -0.376593 0024726 0376593 1194145 0
20033285 0770889 -0.033285 -0770889 0.032216 0751843 0018242 -0751825 -0.028742 0.032909 0077435 0024337 0024726 0958535 0870788 1.009237 0024726 -1.000237 0151093 4
30033285 1.007439 -0.033285 -1.03749 0032216 0965537 0.016242 -0.985517 -0.026742 (0.032909 0027435 0024337 0024726 0973295 0804985 0.824920 0024726 -0.624920 -0.36255¢ 1
40033285 (335378 0033285 0335378 0032216 0318844 0018242 -0.318830 -0.028742 0.032909 0027435 0024337 0024726 0341176 0290436 0354395 0024726 -0.354395 0264710 9
59995 (0033285 0036491 -0.033285 -0.036491 0032216 0043490 0018242 -0.043479 -0.028742 0.032909 0027435 0024337 0024726 0162659 0200636 0307264 0024726 -0.307264 0326471 8
59996 0.033285 -0.134780 -0.033285 (0134780 0032216 0156545 0018242 0.156555 -0.028742 0.032909 0027435 -).024337 0024726 0105984 0402412 -0.079119 0024726 0.079119 -0.014561 3
59997 (0033285 0460338 -0.033285 -0460338 0032216 0405409 0018242 -0.405394 -0.028742 0.032909 0077435 0024337 0024726 0519460 0499228 0486115 0024726 -0.4a6115 1743507 5
69998 0.033205 0657132 -0.033285 -0.657132 0032216 0707388 0016242 -0.707371 -0.026742 (0.032909 0027435 -).024337 0024726 0802312 0888163 0.941196 0024726 -0.941196 -0230698 6
69999 0.033265 0600311 -0.033285 -0.600311 0.032216 0587475 0.016242 -0.567459 -0.026742 0.032909 0027435 -).024337 0024726 0795639 0777179 0.896635 0.024726 -0.856635 -0.200221 8

60000 rows x 89 columns

Figura 11: Por filas valores de la signatura estandarizados de cada imagen con su digito
Finalmente, hemos construido un modelo de machine learning con los datos anteriores
ya procesados y lo hemos puesto a prueba para medir su tasa de acierto. Después de hacer
diversas pruebas para elegir el modelo, nos hemos decantado por el algoritmo HistGra-
dientBoostingClassifier del paquete para Python llamado Scikit-learn, de codigo abierto,
que hemos notado que da buenos resultados y nos permite llevar a cabo este ejemplo.
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Cabe recordar que nuestro objetivo es mostrar y dar un ejemplo sencillo de cémo se
puede aplicar la signatura en el campo del machine learning para hacer predicciones, no
entrar a estudiar en detalle con qué modelos y técnicas de este campo se puede combinar
la signatura para obtener mejores resultados, cosa que depende de cada problema concreto
y que queda fuera del alcance del trabajo.

Para acabar, hemos repetido el procedimiento anterior de manera completamente
andloga, pero utilizando la signatura logaritmica en lugar de la signatura, para poder
comparar posteriormente los resultados. También, de nuevo, hemos procedido de forma
similar, pero esta vez, en lugar de hacer el embedding anadiendo las coordenadas de cada
pixel, hemos partido de la secuencia unidimensional asociada a cada imagen y le he-
mos aplicado la transformacién Lead-lag descrita en la seccién anterior para después ya
aplicarle la signatura o la signatura logaritmica.

En total, por tanto, hemos llevado a cabo 4 experimentos distintos y, ahora, pasamos
a comparar los resultados obtenidos.

7.3. Resultados de la aplicacion

A continuacion, mostramos el cuadro 1 donde se comparan las tasas de acierto obteni-
das sobre los datos de comprobacién para cada uno de los 4 experimentos, correspondientes
a usar uno u otro embedding y a utilizar la signatura o la signatura logaritmica.

Método utilizado
Tasas de acierto Signatura Signatura logaritmica
Lead-Lag | Posicién pixel | Lead-Lag | Posicién pixel
4 0,392 0,647 0,386 0,704
Nivel de la signatura o 0,406 0,838 0,410 0,850
6 0,453 0,881 0,442 0,866
7 0,503 0,906 0,493 0,873

Cuadro 1: Tasas de acierto de los modelos de machine learning construidos

Observando las tasas de acierto, llama la atencién como el embedding utilizado es de-
terminante para poder obtener buenos resultados, cosa que deja clara su importancia y
recalca que es esencial estudiar primero el problema para poder elegir una buena transfor-
macion de los datos que sea capaz de describir y mostrar su estructura y propiedades. En
todo caso, notemos también que los resultados contintdan siendo muy mejorables, ya que
hay muchos otros algoritmos que no se basan en la signatura y que han conseguido dar
mejores tasas de acierto cuando se han aplicado a este problema. De hecho, a modo de
ejemplo, el mismo algoritmo de machine learning utilizado en los experimentos anteriores,
pero aplicado directamente a los datos originales, sin utilizar la signatura, da una mayor
tasa de acierto, de 0,981. Todo y eso, recordemos que nuestro objetivo era tinicamente
dar un pequeiio ejemplo de uso de la signatura y no encontrar su configuracién éptima
con la que fuera posible obtener el mejor resultado.

El cédigo de todos los programas utilizados para llevar a cabo los experimentos de esta
seccion se puede encontrar en el anexo de este trabajo o en la carpeta de Google Drive
asociada al enlace:

https://drive.google.com/drive/folders/1F_HAwIAk1jClMwPksnf3YMgpNJIbLvU4I7usp=drive_link
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8. Generalizaciones fraccionarias de la signatura

8.1. Signatura fraccionaria

Una vez desarrollada la aplicacién practica anterior, observamos que los resultados
obtenidos no han sido excepcionalmente buenos, tal y como ya lo hemos comentado en la
seccién previa. Por ello, aunque no era nuestro objetivo encontrar la mejor configuracién
posible, sino dar un pequeno ejemplo, las observaciones anteriores nos motivan a proponer
diversas generalizaciones de la signatura para intentar mejorar estos resultados.

Para ello, empezamos recordando la nocién de la integral de Riemann-Liouville, propia
del célculo fraccionario.

Definicién 8.1 (Integral de Riemann-Liouville). Sea [a,b] C R un intervalo, sea f :
[a,b] — R wuna funcion continua a trozos (es decir, continua salvo en un nimero finito
de puntos donde los limites laterales si que existen aunque no coincidan) cualquiera y sea
también a > 0 € R un pardmetro fijado, definimos la integral de Riemann-Liouville de f
en el intervalo [a,b] de orden o como la funcion IS, f : [a,b] — R dada por

1

@) = e / Y- 0o f(Wdt Ve € [a,b]

donde I' denota la funcion Gamma habitual.

Entonces, teniendo presente lo anterior, proponemos sustituir en la definicién de la
signatura de un camino la integral original por esta de Riemann-Liouville, llamando a la
nueva signatura obtenida signatura fraccionaria.

Definicién 8.2 (Signatura fraccionaria de un camino). Sea X : [a,b] — R? un camino
arbitrario, sea o > 0 € R un pardmetro y sea también I € W cualquiera, I = (i1, ..., i),
podemos definir recursivamente las expresiones SO‘(X)gb de la siguiente manera:

Si k=1, entonces:

1 b ) 1 b .
OCXI = = - a-1 Xllz/ —t Oé—lel
S0 = gy [ =0 = g [
Si k> 1, denotamos J = (i1, ...,ix_1) y entonces tenemos que:
500 = £y /b(b — TSN (X) X = 1/b(b_ 1S (X)), X dt
ab * F(Oé) . a,t t F(Ck) , at<%t

Ademds, con las notaciones anteriores, definimos la signatura fraccionaria de X de
orden o como la sucesion S*(X)qp = {S¥X)L,}rew, donde por convenio ariadimos 1
como elemento inicial correspondiente a la palabra de 0 letras.

Antes de nada, podemos observar que, como I'(1) = 1 y también z'~! = 1Vz > 0 € R,
la signatura fraccionaria de orden 1 de un camino coincide con su signatura, ya sus
términos pasan a ser la secuencia de integrales iteradas de Riemann-Stieltjes indicada por
el multi-indice correspondiente. Por tanto, la signatura fraccionaria es una generalizacién
de la signatura. Para conocer mejor como se comporta esta nueva signatura, empezamos
calculandola explicitamente para caminos lineales.
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Proposicién 8.3 (Signatura fraccionaria de un camino lineal). Sea [a, b] un intervalo real
(a <'b), sea a > 0 un pardmetro cualquiera y sea también X : [a,b] — R un camino
lineal entre los puntos (A, ..., Aq), (Bi,...,Bg) € RY, es decir, X} = 7 (A4;(b—t) +
B;(t — a))Vt € [a,b], entonces para I € W cualquiera, I = (i1,...,1x), se tiene que:

H?:l(Bij - Aij)
F(a)'(1+(k—1)a)

donde B denota la funcion beta.

SUX)ap = (b—a) > VEB((k = 1)a + 1, a)

Demostracion. En efecto, continuando con las notaciones ya introducidas en el enunciado,

antes de nada, observamos que es un resultado bien conocido el hecho de que fB(z,y) =
%Vz y > 0 € R i, por tanto, en particular, 5((k —1)a+1,a) = W En
consecuencia, utilizando esta ultima igualdad, serd suficiente probar que se tiene que:

H?:I(Bij — Aij)( - a)(a—l)k _ H;?:l(Bij _ Aii) (b— a)ka
T(1+ ka) L1+ ka)(b—a)k

S X)ap =

Notemos entonces que, aplicando la definicién de los términos de la signatura fracciona—

ria, podemos afirmar que Sa(X)CIL,b = %)fb (b—t1)* 1S¥(X );lék ok lXdetk F(a) ff(b—
— t —_ b b
te)* gy ot (e — ten)* TSN (X Ve N X b Xty = T Jacty 1<tpn(0 —

) Nt —tp_1)SN(X )Zlik ’Zl'“ 2XZ: iXdetk_ldtk y asf iterativamente concluimos que:

1
v ()

H?—l (Bij - Aij) /
= (b—t) Lty — the1) .. (b — t) Nty .. diy,
F(a)k(b - a)k a<t;<..<tp<b

donde hemos sustituido el valor de las derivadas del camino, que son constantes en todo
punto y, por tanto, no dependen de las variables ¢; correspondientes. En consecuencia,
para probar el resultado, serd suficiente ver por induccién en k > 1 que:

[(a)*
L(1+ ka)

/ (b—te)* ' (e — )X L X Rty =
a<t)<..<tp<b

‘/' (b— 1)t — te 1)1 (1 — 11)° Nty . dty = (b— a)ke
a<t;<..<tp<b

Caso inicial (k = 1): para empezar, es directo ver que fa<t1<b(b —t)* ldt; = fab(b —

-1 _(_—t)*p _ (b=a)* _ I(@)(b—a)* _ T(x)(b—a)*
t1>a dty = (_ al ’a ~ o = T(e)a T T(atl)
observar, cosa que completa el caso inicial.

, que es lo que teniamos que

Caso sucesor: suponemos que el resultado es cierto para £k — 1 > 1 y pasamos a pro-

barlo para k. En efecto, fa<t1<._.<tk<b(b — )t — 1) (e — 1) Nty Ly, =

ff(b—tk)o‘_l(fa<t1<._.<tk71<tk (te—tp—1)*" ... (ta—t1)* Ydty ... dy,_,)dty = (aplicando la
hipétesis de induccion) = [7(b—t3)*~ %(tk a)k—Deagy, = %’1) [Pb—a-

r(1+(k—1 rA+Gk—1a

Ock 1 “Da
<tk—a>>a-1<tk—a><k—1>adtk—%J‘O (b=a=(b=ayu)* ! (b=a)u)* D (b—a)du =
[(a)F~1 a a '« @ i
r i (0 — @) fo (1 “”dU—ﬁﬁ%ja( ) B((k ~ o+ 1,0) =

F(O‘)k ko
T(1+ka) (b—a)
el caso sucesor.

bia = u, cosa que completa

Por el principio de induccién matematica, queda probado el resultado. O
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Ademsds, podemos observar que la signatura fraccionaria, como la signatura, es inva-
riante por translaciones del camino, pero no por reparametrizaciones de clase C, cosa
que recogemos en la siguiente proposicién.

Proposicién 8.4. Sea X : [a,b] — R? un camino cualquiera, sea o > 0 € R un
pardmetro y sea también ¢ € R un vector arbitrario, consideramos el camino X + ¢ :
[a,b] — R? dado por (X +c); = X¢+c YVt € [a,b] y entonces tenemos que se verifica que
S X +¢))ap = S*X)ap, es decir, esta signatura de X es invariante por translaciones.

En cambio, la signatura fraccionaria de un camino de orden o # 1 no es invariante
por reparametrizaciones de clase C1.

Demostracion. En efecto, continuando con las notaciones ya introducidas en el enun-
ciado, observamos que la primera parte de este se puede demostrar de manera analo-
ga al resultado correspondiente que verifica la signatura, basando la prueba en que
Vt € (a,b) ei € {0,...,d}, (X +¢), = X/ y en que en la definicién de la signatura
fraccionaria unicamente aparecen las derivadas de las componentes del camino pero no el

camino directamente. Por tanto, la signatura fraccionaria de X + ¢ es la misma que la de
X.

Respecto a la no invariancia por reparametrizaciones de la signatura fraccionaria para
a # 1, esto se puede deducir facilmente del cdlculo anterior para el caso de caminos
lineales. Dando un contraejemplo sencillo, consideramos X : [0,1] — R el camino dado
por X; =t Vt € [0,1] y tomamos Y : [0,2] — R dado por ¥; = £ Vt € [0,2], una
reparametrizacién de X. Entonces, S“(X)(l)’l = F<11+a) # F(llJra) 201 = S“(Y)(l)’g que
claramente son diferentes, cosa que completa la prueba. O

A partir de aqui, una vez introducida la signatura fraccionaria de un camino, podemos
observar que esta generaliza la propiedad que verificaba la signatura en el contexto de
las ecuaciones diferenciales controladas lineales, siendo cierto ahora un resultado analogo
para las ecuaciones diferenciales fraccionarias de Caputo. En efecto, empezamos recor-
dando la definicion de ecuacién diferencial fraccionaria de Caputo y dando un resultado
que generaliza el teorema de los iterados de Picard para ciertas ecuaciones lineales. Es-
ta definicién, teorema y demostracion posterior se encuentran o se pueden deducir del
contenido de las referencias [1], [15] y [22].

Definicién 8.5 (Solucién de un problema de valor inicial fraccionario de Caputo). Sean
a<h<beR,se [:[a,b xR" — R"™ una funcidn continua, sean 0 < a < 1 un
pardmetro fijado y ug € R™ y sea también u : [a,h] — R™ una funcion, decimos que
u es una solucion del problema de valor inicial fraccionario de Caputo *D%u = f(t,u),
u(a) = ug si se verifica que ¥Vt € [a, h|, u(t) = up + ﬁ fj(t —5)* L f(s,u(s))ds.
Teorema 8.6 (Teorema de Picard para ecuaciones diferenciales lineales fraccionarias de
Caputo). Sea 0 < a < 1 un pardmetro fijado, I = [a,b] un intervalo cerrado real y
Q2 =1xR". Sea también A: 1 — L(R",R"™) continua. Tomamos entonces f : 4 — R"
dada por f(t,x) = A(t)x V(t,z) € Q y se verifica que para (a,up) € 2, el problema de
valor inicial fraccionario de Caputo determinado por f, (a,up) y « tiene solucion unica
definida en I obtenida como limite uniforme de los iterados de Picard {u"}, dados por
ul(t) = ug y u™(t) = up + ﬁ fj(t —8) L f(s,u"Y(s))ds Vt € [a,b] yn>1.

Demostracion. Con las notaciones introducidas por el enunciado, pasamos a probar la
versién indicada del teorema de Picard para estas ecuaciones diferenciales. Para ello,
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antes de nada, notemos que f es continua por serlo A por hipétesis y pasamos a ver que
también es Lipschitz respecto de la segunda variable en €.

En efecto, sean (¢, ), (¢,y) € Q arbitrarios, denotando por || - || la norma euclidiana de
R™, podemos ver que || f(t,z)—f(t,y)|| = ||A(t)z—A(t)y| = ||A(t)(x—y)|| < (considerando
la norma matricial inducida correspondiente) < ||A(t)|| ||z — y|| < (supser [JA®)])|z —
y|| = (por ser I un compacto y ||A(t)|| una funcién continua por serlo A, sabemos que
toda funcién continua definida en un compacto alcanza sus extremos y denotamos L :=
maxier ||A(t)]]) = L|jz — y||. Esto prueba que f tiene la propiedad para la constante
L>0¢eR.

A partir de aqui, consideramos Z = CY(I,R") el espacio de las funciones continuas de
I en R™ con la norma || - || : Z — R dada por ||¢|| = sup,cr [|¢(t)]| V¢ € Z (en esta
definicién, llevamos a cabo un abuso de notacion habitual y denotamos la norma en Z de
la misma manera que la euclidiana de R™). Notemos que esta esta bien definida, ya que
I es un intervalo cerrado y acotado de R y, por tanto, es compacto, de manera que por
resultados de topologia las funciones continuas como ||¢|| definidas en un compacto son
acotadas y alcanzan sus extremos. Ademds, con esta norma, es bien conocido que Z es
un espacio de Banach.

Entonces, definimos el operador T : Z — Z dado por T(¢)(t) = ug + ﬁ f;(t —
8) ¥ 1f(s,0(s))ds YVt € I y ¢ € Z y veamos que estd bien definido. En efecto, sean
¢ € Zyte I, observamos que ﬁ ft t—s5)*"Lf(s,¢(s))ds € R" y podemos evaluar f en
(s,9(s)) Vs e€la,t] CI,yaque ¢(s) € R" porque ¢ € Z y en consecuencia (s, p(s)) € Q.
Ademas, utilizando que f y ¢ son continuas, 0 < a < 1 y que estamos trabajando en I un
intervalo compacto, se puede observar directamente que la expresion anterior es continua

en t, cosa que en conjunto prueba que T'(¢) esté bien definida en I y es continua, es decir,
T(¢) € Z y, por tanto, T esta bien definido.

Ahora, sean ¢1, ¢2 € Z arbitrarios, afirmamos que ||[T"¢1(t) — T"pa(t)| < %(t -

a)"||p1 — ¢2f| VteIyn>1eNy pasamos a probarlo por induccion.

Caso inicial (n = 1): sea t € I cualquiera, directamente podemos ver que ||T'¢;(t) —
Too(t)|| = (por definicién de T') = ||ﬁ fcf(t —8)* Y f(s,01(8)) — f(s,02(5)))ds|| <
ﬁfat(t — 8) Y f(s,01(5)) — f(s,02(5))||ds < (por ser f de Lipschitz respecto de la

segunda variable en su dominio) < ﬁ f(;(t — 5)* Y|g1(s) — p2(s)||ds < (acotando por
el supremo de la norma) < ﬁ”(ﬁl - ¢2H(—(t*;)a |t = F(aL+1 (t —a)¥||é1 — 2], que es lo

que teniamos que concluir.

Caso sucesor: suponemos ahora como hipotesis de induccién que el resultado es cierto
paran—1 > 1y pasamos a probarlo para n. En efecto, tenemos que ||[T"¢1(t)—T"¢2(t)| <
(como en el caso inicial) < F(a) f Y| f(s, T 1¢>1( ) — f(s, T Lga(s))|lds <

(por ser f Lipschitz respecto de la segunda variable) < W f;(t —8)2 YT Ly (s) —

T 1pa(s)||ds < (por hipétesis de induccién) < mn@ — o9 fat(t —a—(s—

a))*~H(s=a)""Dds = e —del fo (t—a—(t—a)u)> L ((t—a)u) "D (e~

a)du = a9 — 9t — @)™ o (L=t = ey o -

dol|(t—a)™B((n—1a+1,a) = m(t - a)”qubl — ¢2]|, que lo que queriamos, donde
f:g =u (hemos supuesto que a < t, en caso contrario es trivial).

Por el principio de induccién matematica, queda completa la prueba por induccién. En
particular, como hemos visto que ||[T"¢1 (t) —T"¢2(t)|| < F(na+1 (t a)"||p1—ga|| VteT
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y n > 1 € N, si denotamos por Il :=b—a € R la longitud de I, tenemos también que
17761 (1) — T 6o (t)]| < $Eed 5l 61 — dall VE€Tyn>1€N.

F na+1)
Entonces, sea {a,} C R dada por a, = % Yn > 1 € N, podemos ver que
, , Li™)™ , Li>)™ ,
lim,, a,, = lim,, % < lim,, (na)”o‘(e_"l\/Zﬂ'na = hmn(L(%)a)"\/ﬁ =0, donde hemos

usado una desigualdad para la funcién I' que se puede encontrar en la referencia [2].

Por tanto, sea k € (0,1) cualquiera fijada, por definicién de limite, 3ng € N tal que en

(L1*)m0
I'(noa+1)

anterior con la afirmacién, tenemos que ||T70¢1(t) — T™0 po(t)|| < k||¢1 — ¢2]| vy, tomando
supremos a los dos lados de la desigualdad, por ser vélida para todo t € I, recordando la
definicién de norma en Z, concluimos que [|[T"0¢; — T™ ¢o|| < k||¢1 — ¢2||. En resumen,
hemos visto que T™° es contractiva y, por tanto, por un corolario del teorema del punto fijo
de Banach, podemos afirmar que 3¢ € Z tal que T(¢) = ¢ <= ¢(t) = up + ﬁ fj(t —
5)¥ Lf(s,¢(s))ds Vt € I y que ¢ es limite uniforme de los iterados de Picard. Esto,
juntamente con la definiciéon de ser solucién del problema de valor inicial fraccionario de
Caputo, completa la prueba. O

particular < k < 1, que es lo que queriamos. En consecuencia, combinando lo

Entonces, podemos observar que se verifica el siguiente resultado que generaliza el de
la signatura en relacién con las ecuaciones diferenciales.

Teorema 8.7. Sean 0 < a < 1, X : [a,b] — R? un camino de clase C*' y V :
R¢ — L(R?% R®) una funcion lineal cualesquiera. Sea también y € R® arbitrario, en-
tonces siY : [a,b] — R® es solucion del problema de valor inicial fraccionario de Caputo
DY =V(Y)X,, Y, =1y, se tiene que Vt € [a,b] el valor del iterado de Picard Y se
puede expresar como una combinacion lineal de los términos hasta el nivel n-ésimo de
la signatura fraccionaria S*(X ). con coeficientes independientes de t. En particular, Yy
estd completamente determinada por V, S*(X)a+ € y.

Demostracion. En efecto, antes de nada, notemos que, si denotamos f : [a,b] x R® —
R¢ la funcién dada por f(t,y) = V(y)X; V(t,y) € [a,b] x R®, tal y como ya hemos
demostrado en una seccién anterior del trabajo, sabemos que existe A : [a, b] — L(R®, R¢)
una funcién continua tal que f(t,y) = A(t)y V(t,y) € [a,b] x R®. Por tanto, el problema
de valor inicial fraccionario de Caputo DY = V(Y)X,, Y, = y se puede reescribir
como ‘DY = f(s,Y), Y, =y, cosa que, por el teorema anterior, justifica que este
problema tiene solucién tnica y realmente los iterados de Picard Y™ convergen a ella de
manera uniforme.

Dicho esto, para probar el resultado, utilizando las notaciones anteriores, procedemos
por induccién en n € N.

Caso inicial (n = 0): para empezar, si n = 0, entonces tenemos que sea t € [a, b
cualquiera, por definicién Y, = y = y - 1, que es lo que querfamos ver, ya que recordamos
que el nivel 0-ésimo de la signatura fraccionaria estd formado por el elemento 1.

Caso sucesor: ahora, suponemos que el resultado es cierto para n — 1 > 0 y pasa-
mos a probarlo para n. En efecto, sea t € [a, b] arbitrario, podemos ver que por hipdte-
sis de induccién Vs € [a,b] tenemos Y~ ! se puede expresar de manera que Y'~! =
D00 2iv i€ {1ond) Aiy oo in S (X )ik = para algunos X;, _;, € R° Entonces, directa-
mente, concluimos que:

I :
Y =y + F(a)/ (t —5)* V(Y1 X,ds = (por la linealidad de V) =
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=yt Z T(a) /a (t—s) 1V(>\i1,...,ik)5 (X)es " Xgds =

k=041,...,ip€{1,...,d}
n—1 1 t X L.
—y+ Vi) [ (6= 50870 Xods =
. I'(a) Jq
k=0 i1,...,ire{1,...,d}
¢ 1 ol VN e
w1 ey Ja(t = 8)° 1S (X K Lds
Y+ Z Z V(X)) : =

k=0i1,...,ixe{1,...,d} ﬁ f;(t _ S)a—ISQ(X)Zl’g..,inglds

Sa(X)ilwwikyl

a,t

n—1
=Y+ Z Z V(Niin) =

k=011,...,ix€{1,...,d} Sa(X)il’""ik’d

a,t

(por ser V(Ai17---7ik) € H‘(RdvRe)) = ZZ:O Zz‘l,.‘.,ike{l,...,d} Nih---,ikSa(X)Zl,;fmﬂk para algu-
nos L, ...i, € R® independientes de t y pg = y. Esto resuelve el caso sucesor.

En conjunto, por el principio de induccién matematica, queda probado el teorema. [

8.2. Signatura fraccionaria discreta

A diferencia del resultado anterior, el autor de este trabajo no ha sido capaz de probar
que la signatura fraccionaria de un camino verifique una propiedad anédloga o que genera-
lice la identidad de Chen, valida para la signatura. Esto dificulta trabajar con la signatura
fraccionaria y aplicarla al machine learning. Como nuestro objetivo con la introduccién de
esta nueva signatura era mejorar los resultados obtenidos en esta aplicaciéon préctica, pe-
ro hemos visto que no es viable utilizar directamente la signatura fraccionaria, buscamos
una solucién para esquivar este problema. Para ello, proponemos una nueva generaliza-
cién de la signatura para caminos lineales a trozos, a medio camino entre la signatura y
la signatura fraccionaria.

Definicién 8.8 (Signatura fraccionaria discreta de un camino lineal a trozos). Sea X :
0,n — 1] — R? un camino lineal a trozos, es decir, existen puntos (A%,...,A;-i) €
R? Vi€ {0,...,n—1} de manera que X] = Al(i+1—t)+ Al ,(t—i) Vie{0,...,n—
2t yt € [i,i+1]. Sea @ > 0 € R un pardmetro, y sea también I € W cualquiera, I =
(i1, ..., ig), podemos definir recursivamente las expresiones ¢S*(X)L, = 4S%(X)i1 "

para 0 <a<b<n—-1€NydeR cond>b dela siguiente manera:

Sib=a+1, entonces:

[T, (4) — AY)  (d—a)°

(@) T+ (k= Do) Y B (k= 1) +1,0)

b—a d—a

dga(X){l,b =

donde B.(x,y) = [5 t* (1 —t)y"'dt para z € (0,1] y z,y > 0 denota la funcidn beta
incompleta y donde notemos que las diferencias b — a de la expresion anterior son 1.

Sib > a+1, entonces tenemos que:
a5 (X )iy = a8 (0™ (0 a8 QO S (X5 a8 ()™
oo a5 (Xhy
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b a+c

donde u = +h y h es el menor natural mayor o igual a

Ademds, con las notaciones anteriores, podemos definir la signatura fraccionaria dis-
creta de X de orden o como la sucesion S(X)on—1 = {n-15%( X)L ,_1}1ew, donde por
convenio anadimos 1 como elemento inicial correspondiente a la palabra de 0 letras.

Notemos que, en este caso, la signatura fraccionaria discreta verifica ya por definicién
un resultado analogo a la identidad de Chen, cosa que era nuestro objetivo y que nos
permitird aplicar esta signatura en el campo del machine learning. En todo lo que sigue,
entenderemos por camino lineal a trozos una aplicacién como la explicitada en la definicién
anterior.

Con esta definicién, podemos probar fiacilmente que para caminos lineales a trozos la
signatura fraccionaria discreta es en efecto una generalizacién de la signatura.

Proposicién 8.9. Sea X : [0,n—1] — R? un camino lineal a trozos arbitrario, entonces
se verifica que Sl( Jom—1 = S(X)on-1, es decir, para todo I € W, I = (iy,..., i),
se tiene que 15" (X )67,171 = S(X)émfl. Por tanto, para caminos lineales a trozos la
stgnatura fraccionaria discreta es una generalizacion de la signatura.

Demostracion. En efecto, continuando con las notaciones arbitrarias ya introducidas en
el enunciado, como X : [0,n — 1] — R? es un camino lineal a trozos, sabemos que existen
puntos (A},..., A) e R? Vi€ {0,...,n—1} de manera que X/ = A](z—i—l t)—i—AH_l(

i) Vie{0,....,.n—2}yt € [i,i+ 1]. Entonces, directamente por definicién, podemos
recordar que los términos de S*(X)o_1 = {n_lgl(X)ém_l}[Ew vienen descritos por la
recurrencia que tiene como caso base:

Si b= a+ 1, entonces:

TTF_ (A — AT) a— Ty — Ad) d—a, (b—a)*
15" (X)ap = 1F(bl<:) (b—a) Pree (k1) = zk—bl)! b—a)kk((d—cz)’f
k i Al
_ HJI(ILZJ' Aa) :S(X)ib

Por tanto, notemos que en el caso base de la recurrencia, cuando b = a + 1, el valor
del término correspondiente de la signatura fraccionaria discreta no depende de d, del
parametro que aparece abajo a la izquierda. En consecuencia, como para calcular un
término de esta signatura al final siempre nos acabamos reduciendo a este caso base,
podemos ignorar en todo momento el parametro que aparece abajo a la izquierda de la
notacién, también cuando planteamos la formula para b > a + 1.

Observamos entonces que la formula para b > a+1 pasa a ser exactamente la identidad
de Chen, en un caso particular, de la signatura original, cosa que junto con el hecho de
que en el caso base los términos de las dos signaturas coinciden, nos permite afirmar que
las dos signaturas tienen todos sus elementos iguales, Sl(X)o,n—1 = S(X)on-1- O

Damos ahora un pequeno ejemplo donde comparamos los primeros niveles de las tres
signaturas para un camino lineal a trozos.

Ejemplo 8.10. En este caso, sea X : [0,4] — R3 el camino lineal a trozos dado por in-
terpolacién lineal a partir de los puntos A% = (0,0,0), A' = (2,7,4), A? = (1,5,2), A3 =
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(4,5,1), A* = (6,1,5), entonces se puede observar que calculando las signaturas indica-
das hasta el nivel 2 y redondeando al primer decimal tenemos el siguiente resultado. De
manera excepcional, separamos los términos de las signaturas por barras verticales y no
por comas para evitar confusiones con la coma decimal.

S(X)oa = (1]6]1]5|18] — 16]18,5(22]0,5(9|11,5| — 412,5]...)

SO9(X)g4 ~ (1/5,6] — 0,1]4,9]13,8] — 22,4[15,1]9,0| — 17,2| — 7,3|5,7| — 17,4[5,4] ...)
S99(X)o.4 = (1/5,6] — 0,1]4,9]17,3| — 15,8|19,0|16,9]5,0|7,4/10,4| — 4,2[14,1]...)
SYH(X )04 = (1]6,4]2,2|5,2]7,9] — 38,5[4,2|1,0] — 80,9 — 38,2| — 2,5| — 49,3| — 18,0]...)
SYH(X)o4 ~ (1]6,4]2,2]5,2|18,6] — 16,2|17,7|27,3| — 4,2(9,7/12,9] — 4,3/10,8] .. .)

Notemos que, en el ejemplo anterior, el primer nivel de la signatura fraccionaria coin-
cide con el de la fraccionaria discreta. Esto es un hecho general, que podemos incluir en
la siguiente proposicién, que nos justifica que hay una cierta similitud entre estas dos
signaturas.

Proposicién 8.11. Sea X : [0,n — 1] — R? un camino lineal a trozos cualquiera y sea
o > 0 un pardmetro fijado, entonces se verifica que ,_15%(X )Omfl = SYX )%,nfl Vj e
{1,...,d}, es decir, el primer nivel de las dos signaturas coincide.

Ademds, sea Y : [0,1] — R un camino lineal cualquiera entre los puntos Ay, Ay €
H?d, es decir, Y} = Aj(1 —t) + Ait Vt € [0,1] ei € {1,...,d}, entonces se tiene que
S*Y)o1 = SY)o,1, las dos signaturas coinciden.

Demostracion. En efecto, continuando con las notaciones ya introducidas en el enunciado,

sea j € {1,...,d} arbitrario y usando que X : [0,n — 1] — R? es un camino lineal a
trozos, es decur existen puntos (Al,..., A e R? Vi € {0,...,n — 1} de manera que
X/ = A](z+1 —t) +Az+1(t—z) Vi € {0,...,n —2}yt € [i,i + 1], pasamos a ver

que, por un lado: ,_15%(X )On 1= (tomando h como el menor natural mayor o igual
a 51)) = 194X )Oh + 154X )gz,n—l = (iterativamente) = > 2, 1 5%(X )ZH_1 =

n (A'L AZ) n— (Az _Af) -\ (v n—1—1 a—
iy F%ai) (n—1-0)" 5&(1704) =Y F%a) (n—1-0)* fy 1 (1-t)*tdt =
n—2 (Al ~A] Ao —0)* T n—2 (Al -A] Ao a
S S =1 U = S S 1= =

i S (AL — AD (=1 =) — (n—2—i)*),

Ademas, por el otro lado, también podemos ver que la 51gnatura fraccionaria verifica
iy +1
que Sa( )On 1= r(l) (;L ( -1 _t)a IX]dt (a) Zz 0 ' ( -1- )a I(AJ

2 1—)* 41 2 j
At = iy S (AL — ADCO=FE Y = ey U (AL, — A0 -1 - )
(n—2—1)%), que es exactamente lo que querfamos observar, cosa que completa la prueba

de esta primera parte del enunciado.

A partir de aqui, respecto a la segunda afirmacién, sea I = (iq,...,i;) € W un multi-

indice arbitrario, serd suficiente probar que 1§O‘(Y)671 = Sa(Y)éyl. Todo y eso, como en

este caso 1 = 1 4 0, para la signatura fraccionaria discreta, 1S“(Y)6 1, hos encontramos
b
en el caso base de la recurrencia, de manera que podemos afirmar directamente que:

vt T (A =AY (1—0)
A TPl +(k—1)a)" 1-0

VBio (k= 1)a+1,0) =
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TT5_, (A7 — Ag)
F(a)'(1+(k—1)a)

B(k—Da+1,a) = 8%(Y)j,

8.3. Aplicacién de la signatura fraccionaria discreta

Una vez introducida esta nueva signatura fraccionaria discreta, podemos aplicarla, en
el contexto del machine learning, al problema de reconocimiento de digitos manuscritos,
que ya hemos detallado en la seccién anterior. En esta ocasién, dada X™ = {X™}783
una secuencia de valores correspondiente a una imagen de un digito, tal y como ya lo
hicimos en la implementacién original, le anadiremos al valor de cada pixel su posicién en
la imagen, obteniendo la nueva secuencia Y™ = {Y;"}783 donde Vi € {0, ..., 783} se tiene
que Y = (z,y, X") de manera que ¢ = 28z +y vienen dados por la divisién entera. Estas
son las secuencias que interpolaremos linealmente a trozos en el intervalo [0, 783] con sus

puntos equidistantes y para las que calcularemos sus signaturas fraccionarias discretas.

A continuacion, se muestran los resultados obtenidos. Por un lado, tomando la sig-
natura fraccionaria discreta hasta el nivel 4, podemos calcular para diversos valores del
parametro « la tasa de acierto alcanzada, resumiendo todos los cédlculos en la gréafica de
la figura 12. Recordemos que, para a = 1, recuperamos la tasa de acierto de la signatura.

Gracias a estas deducciones, vemos que, para este problema con la signatura fracciona-
ria discreta truncada en el cuarto nivel, el valor a = 1,15 es el que da mejores resultados.
Esto nos lleva a calcular, para este valor del parametro, las tasas de acierto correspon-
dientes a los niveles 4, 5, 6 y 7 de la signatura fraccionaria discreta, tal y como ya lo
habiamos hecho para la signatura. Comparamos los resultados obtenidos en el cuadro 2.

0.9

Tasas Signatura utilizada
Signatura | S. f. d. a = 1,15 o osf
41 0,647 0,873
Nivel 5 0,838 0,906 o
6 0,881 0,924
7 0,906 0,935 o7t

Cuadro 2: Comparacién de tasas de acierto  os

(1] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 18 2
Valor del parametro

Figura 12: Pardametro - Tasa de acierto

Podemos ver, en primer lugar, que cuando las truncamos al cuarto nivel, los resultados
obtenidos por la signatura fraccionaria discreta son significativamente mejores que los de
la signatura original. Ademas, la signatura fraccionaria discreta también ha superado con
un cierto margen a la original en niveles mas altos. Esto nos lleva a pensar que quizas lo
mismo sea cierto para otros problemas de machine learning y, por tanto, que la signatura
fraccionaria discreta pueda llegar a ser una buena alternativa para la signatura.

El cédigo que calcula estas signaturas fraccionarias discretas hasta el nivel 7 se puede
encontrar en el anexo del trabajo o en la carpeta de Google Drive asociada al enlace:

https://drive.google.com/drive/folders/1F_HAwIAk1jClMwPksnf3YMgpNJbLvU4I7usp=drive_link
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9. Conclusiones

En este trabajo hemos repasado las principales propiedades de la signatura de caminos,
desde las mas sencillas a otras més elaboradas, dando en cada caso las demostraciones
correspondientes. También hemos mostrado como la signatura de un camino es capaz de
describir de manera precisa sus propiedades y, por tanto, es una herramienta a la que
podemos recurrir para el estudio de los caminos. Con este objetivo, hemos analizado la
relacién entre ciertos valores que aparecen en la signatura de un camino con algunas de
sus areas asociadas y, también, hemos mostrado cémo la signatura aparece de manera
natural al considerar ciertas ecuaciones diferenciales controladas y sus soluciones.

Ademsds, hemos analizado cémo la signatura tiene hoy en dia una aplicacién practica
en el campo del machine learning. Primero, nos hemos centrado, desde un punto de vista
tedrico y demostrando algunos de los resultados comentados, en estudiar las posibles
transformaciones que se aplican a las secuencias de datos para obtener caminos que se
puedan describir mediante su signatura. Después, hemos dado una aplicaciéon concreta
para mostrar en accién lo estudiado en esta segunda parte del trabajo, utilizando la
signatura para tratar el problema de reconocimiento de digitos manuscritos.

En relacién con los resultados obtenidos durante la aplicacién de la signatura al pro-
blema de machine learning, estos nos han permitido ejemplificar con éxito como esta y
también su variante dada por la signatura logaritmica se pueden combinar con modelos
de machine learning para obtener predicciones aceptablemente buenas. Ademads, nos han
permitido resaltar la importancia de elegir un buen embedding para las secuencias de datos
estudiadas, ya que hemos visto que segtn la transformacion escogida, la precision obtenida
en los resultados ha variado significativamente. Por tanto, concluimos que, para aplicar
la signatura a un problema del campo del machine learning, es importante estudiarlo con
detalle previamente para decidir si la signatura serd capaz de dar buenos resultados y
con qué embedding se podran alcanzar. Para ello, es necesario que estas transformaciones
puedan exponer todo lo posible la estructura geométrica de las secuencias datos.

Aparte, también hemos introducido la signatura fraccionaria y la signatura fraccionaria
discreta, observando que la primera generaliza el resultado para las ecuaciones diferencia-
les que verificaba la signatura original y que la segunda puede aplicarse para dar solucién
a problemas de machine learning. Centrandonos en los resultados obtenidos al aplicar
la signatura fraccionaria discreta al problema de reconocimiento de digitos manuscritos,
estos han sido significativamente mejores que los dados por la signatura, muy especial-
mente cuando se toman signaturas truncadas a bajo nivel. Por tanto, concluimos que la
signatura fraccionaria discreta es una buena alternativa que se puede considerar cuando se
estudian problemas de machine learning donde es coherente aplicar la signatura original,
en particular cuando estas se truncan a bajo nivel, posiblemente con el objetivo de reducir
el niimero de atributos del modelo.

Todo y eso, aunque los resultados obtenidos en el mejor de los casos no son malos,
hemos visto y existen en la literatura numerosos modelos alternativos de machine lear-
ning que, aplicados al mismo problema de reconocimiento de digitos manuscritos, han
alcanzado precisiones superiores [14]. Atribuimos este hecho a que este problema ha sido
muy estudiado y a que nuestro objetivo original era simplemente ejemplificar cémo se
pueden aplicar las signaturas al machine learning y, por tanto, no nos hemos centrado en
buscar la configuracién éptima que nos permitiese, utilizando la signatura o la signatura
fraccionaria discreta, obtener los mejores resultados posibles.
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Anexo

Notemos que, tal y como ya lo hemos indicado en el trabajo, también se puede acceder
al codigo de los programas que aparecen en este anexo en la carpeta de Google Drive
asociada al enlace:

https://drive.google.com/drive/folders/1F_HAwIAk1jClMwPksnf3YMgpNJbLvU4I?usp=drive_link

Programa 1. Preparacién de datos usando la transformaciéon Lead-Lag

1 from iisignature import sig, prepare, logsig

2 import numpy as np

3 import pandas as pd

4 from sklearn.datasets import fetch_openml

5

6 # En este caso, empezamos importando las imagenes de los digitos
manuscritos con sus etiquetas correspondientes, que guardamos en la
variable llamada mnist. Entonces, como para este programa no
necesitamos las etiquetas asociadas a las imdgenes, las descartamos y
tomamos solo los datos de las imadgenes que guardamos en data.

¢ mnist = fetch_openml (’mnist_784°’, parser = "pandas")

9 data = mnist.data

10

11 # Una vez importados estos datos, por comodidad, cambiamos el nombre de
las columnas de las tablas que los contienen y los imprimimos por
pantalla, para poder comprobar que no se ha producido ningin error y
que lo mostrado se corresponde con los datos introducidos.

13 lista = []

15 for i in range (784):
16 lista.append(str(i))

18 data.columns = lista
20 print (data)

22 # A partir de aqui, dividimos los datos para separar las secuencias
correspondientes a los de entrenamiento y a los de comprobacién,
obteniendo un total de 2 nuevas variables donde los guardamos.

24 X_train = data[:60000]

25 X_test = data[60000:]

26

27 # Entonces, antes de nada, para construir el embedding con la transformaci
6n Lead-Lag, doblamos el numero de columnas de la tabla de datos
repitiendo los valores, cosa que posteriormente nos permitirad desplazar
cada fila sobre ella misma para obtener la transformacién Lead-Lag.
Notemos que a partir de este punto en el cédigo, tenemos que decidir si
hacemos los cédlculos para los datos de entrenamiento o de comprobaciédn
, sustituyendo en la siguiente linea de c6digo la variable X_train por
X_test o al revés.

20 digitos = pd.DataFrame(np.repeat(X_test.values, 2, axis = 1))

30 print (digitos)

31

32 # Ahora, utilizando un bucle que recorre cada una de las filas de la nueva
tabla de datos, para cada una de ellas, la consideramos dos veces,



desplazando una de las copias y poniéndolas en comin para obtener 1la
transformacién Lead-Lag de la secuencia. Posteriormente, segin si
tenemos la parte 1 o la parte 2 comentadas, le aplicaremos la signatura
o signatura logaritmica y guardaremos el resultado en una lista.

34 lista = []

35 for val in range(len(digitos)):

36 lag = digitos.iloc[vall]

37 lag.drop(lag.index[-1], inplace = True)

38 lead = digitos.iloc([vall

39 lead.drop(lead.index [0], inplace = True)

40 aux = np.c_[lead, lagl]

41 depth = 5

42

F I

44 # Parte 1: Signatura logaritmica

46 # s = prepare (2, depth)
47 # sign = logsig(aux, s)

50 # Parte 2: Signatura

52 sign = sig(aux, depth, 0)

53

R e e e e e e e e e e e e e e e e I e e

56 aux = sign.tolist ()

57 dicc = {str(i): [aux[i]] for i in range(len(aux))}
58 aux = pd.DataFrame (dicc)

60 lista.append (aux)
61 print (val)

63 # Finalmente, ponemos en comuin todas las signaturas calculadas previamente
para construir una nueva tabla de datos, la imprimimos por pantalla
para comprobar que el resultado es el esperado y no se han producido
errores y guardamos el archivo en el directorio en el que estemos
trabajando para utilizarlo posteriormente, dandole el nombre que
queramos .

64

65 digitos = pd.concat(lista)

66 print (digitos)

67 digitos.to_csv(’mnist_X_test_refi_1_5_t.csv’, index = False)
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Programa 2. Preparacion de datos adjuntando a cada pixel su posicién

from iisignature import sig, prepare, logsig
import numpy as np

import pandas as pd

from sklearn.datasets import fetch_openml

#Para empezar, cargamos los datos correspondientes a las imadgenes de los d
igitos manuscritos, que contienen tanto los de entrenamiento como los
de comprobacién, sin etiquetas, y los guardamos en la variable data.

mnist = fetch_openml(’mnist_784’, parser = "pandas")
data = mnist.data

# Posteriormente, renombramos sus columnas para hacer mds cdémoda la
manipulacién de los datos e imprimimos por pantalla el resultado,
mostrando un fragmento de la tabla de valores, de manera que cada una
de sus filas se corresponde con una imagen.

lista = []

for i in range (784):
lista.append(str(i))

data.columns = lista
print (data)

# A continuacidén, separamos las secuencias de datos que se corresponden
con los de entrenamiento y los de comprobacién. Utilizamos para ello un
total de 2 nuevas variables, llamadas X_train y X_test respectivamente

X_train = datal[:60000]
X_test = data[60000:]

# A partir de aqui, preparamos la secuencia 2-dimensional formada por
valores entre O y 27 incluidos que nos indicardn la posicién de cada pi
xel en la imagen, cosa que tiene como objetivo exponer la estructura
geométrica de los datos y que pueda ser aprovechada por la signatura.

lista = []
listal = []
for i in range (28):
for j in range (28):
lista.append(float (i))
listal.append(float(j))

serx = pd.Series(lista)
sery = pd.Series(listal)
lista = []

# Ahora, recorremos todas las filas de la tabla con los datos y, para cada
una de ellas, le adjuntamos a sus pixeles su posicién para obtener una
secuencia de datos tridimensionales a la que le calculamos entonces su
signatura o signatura logaritmica. Notemos que para aplicar esta

transformacidén a los datos de entrenamiento o a los de comprobacién,
tendremos que sustituir en la siguiente linea del cédigo la variable
X_train por X_test o al revés segin convenga.

digitos = X_test



43 for val in range(len(digitos)):

44 sec = digitos.iloc[val]

45 aux = np.c_[serx, sery, sec]
46 depth = 5

47

48 # En este punto, para decidir si utilizar la signatura o la signatura
logaritmica, tenemos que dejar comentada una de las dos partes
indicadas, aquella que no queramos utilizar.

51 # Parte 1, correspondiente a la signatura logaritmica.

53 s = prepare (3, depth)
54 sign = logsig(aux, s)
56 # ——— - mm—— - ——— -

57 # Parte 2, correspondiente a la signatura.

59 # sign = sig(aux, depth, 0)

61 # ——————-———m - —————

62

63 aux = sign.tolist ()

64 dicc = {str(i): [aux[i]] for i in range(len(aux))}
65 aux = pd.DataFrame (dicc)

66 lista.append (aux)

67 print (val)

68

69 # Finalmente, reunimos todas las signaturas calculadas en una tabla de
valores por filas, la mostramos por pantalla para poder observar si el
resultado es el deseado y la guardamos en el directorio en el que
estemos trabajando para poder usarla posteriormente, con el nombre que
queramos .

71 digitos = pd.concat(lista)
72 print (digitos)
73 digitos.to_csv(’mnist_X_test_refi_4_5.csv’, index = False)
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Programa 3. Construccién de los modelos de machine learning y calculo
de su tasa de acierto

import numpy as np

import pandas as pd

from sklearn.ensemble import HistGradientBoostingClassifier
from sklearn.metrics import accuracy_score

from sklearn.datasets import fetch_openml

# En este caso, para empezar, importamos los datos que queremos utilizar
para construir el modelo de machine learning y ponerlo a prueba. Mas
precisamente, de los archivos creados con alguno de los programas
anteriores, elegimos uno en sus dos versiones de entrenamiento y
comprobacidén, que sera para el que se realice la construccidén del
modelo. Ademéas, importamos los datos originales de los que extraeremos
las etiquetas con los digitos reales.

X_train = pd.read_csv(’mnist_X_train_refi_3_7.csv’)
X_test = pd.read_csv(’mnist_X_test_refi_3_7.csv’)

mnist = fetch_openml (’mnist_784’, parser = "pandas")

# Una vez cargados estos datos, extraemos las etiquetas con los digitos
reales y las guardamos en las variables y_train e y_test. Después,
imprimimos por pantalla algunos de los datos que estamos manipulando
para ver que todo funciona adecuadamente.

y_train = mnist.target[:60000]
y_test = mnist.target [60000:]

print (X_train)
print (X_test)

# Ahora, como los datos originales de las signaturas contienen valores muy
grandes y poco convenientes para aplicarles un modelo de machine
learning, pasamos a estandarizar los valores columna a columna. Por
tanto, para cada columna, calculamos su media aritmética y su desviaciod
n tipica y realizamos la estandarizacién. En el caso de que la desviaci
6n tipica sea 0, como todos los valores de la columna serdn iguales, la
eliminaremos porque no aportaria nada a la clasificaciédn.

#Hacemos esto tanto para los datos de entrenamiento como para los de
comprobacidén, observando que las medias y desviaciones tipicas se
calculan solo para los datos de entrenamiento y se aplican a los dos,
ya que en la practica solo tendriamos primero los datos de
entrenamiento y nos tendriamos que guiar por estos para estandarizar
futuros datos.

for col in range(len(X_train.columns)):

val = X_train[str(col)].mean ()
val2 = X_train[str(col)].std()
if val2 !'= 0.0:

aux = X_train[str(col)].map(lambda p: (p-val)/val2)
aux2 = X_test[str(col)].map(lambda p: (p-val)/val2)

X_train[str(col)] = aux
X_test[str(col)] = aux?2
else:
X_train = X_train.drop(str(col), axis = 1)

X_test = X_test.drop(str(col), axis = 1)



38
39
40

42
43

lista = [str(col) for col in range(len(X_train.columns))]
X_train.columns = lista
X_test.columns = lista

# Después de llevar a cabo la estandarizacidén de la manera indicada,
imprimimos por pantalla los nuevos datos transformados para comprobar
que no se ha producido ningin problema y que ahora los datos se
encuentran en un rango de valores mas razonable.

print (X_train)
print (X_test)

# Finalmente, con los datos anteriores, entrenamos un modelo de machine
learning y lo ponemos a prueba, calculando su tasa de acierto con los
datos de comprobaciédn.

model = HistGradientBoostingClassifier(max_iter = 300, random_state = 1,
verbose = 1)
model .fit(X_train, y_train)

predic = model.predict (X_test)
print (accuracy_score (predic, y_test))



Programa 4. Construccién del modelo de machine learning que no usa

la signatura y calculo de su tasa de acierto

import numpy as np

import pandas as pd

from sklearn.ensemble import HistGradientBoostingClassifier
from sklearn.metrics import accuracy_score

from sklearn.datasets import fetch_openml

# En este caso, para empezar, importamos los datos que queremos utilizar

para construir el modelo de machine learning y ponerlo a prueba.
mnist = fetch_openml (’mnist_784’, parser = "pandas")

# Una vez importados estos datos, los dividimos entre datos de
entrenamiento y de comprobacidén, separando también sus etiquetas
correspondientes, generando cuatro nuevas variables tal y como se
muestra. Después, imprimimos por pantalla algunos de los datos que
estamos manipulando para ver que todo funciona adecuadamente.

X_train = mnist.datal[:60000]
X_test = mnist.data[60000:]
y_train = mnist.target[:60000]

; y_test = mnist.target [60000:]

print (X_train)
print (X_test)

# Para acabar, entrenamos el modelo de machine learning y lo ponemos a

prueba, utilizando los datos anteriores y calculando posteriormente su

tasa de acierto.

model = HistGradientBoostingClassifier(max_iter = 300, random_state =
verbose = 1)
model .fit(X_train, y_train)

predic = model.predict (X_test)
print (accuracy_score (predic, y_test))
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12
13
14

16
17
18
19
20

21
22

Programa 5. Calculo de la signatura fraccionaria discreta hasta el nivel
7, extrayendo los datos de un archivo y guardandolos en otro

/ *

para evaluar ciertas funciones matematicas.

Este no es el tdnico programa que hemos

calcular la signatura fraccionaria discreta.

Para que este programa funcione correctamente,
tener instalada la libreria GNU Scientific Library,

entre otros, se necesita
que se utiliza

*/

utilizado para estudiar y
Todo y eso, para que no

quede un anexo excesivamente extenso y porque los otros programas se

pueden obtener variando este de la manera adecuada,
incluir solo este en el anexo del trabajo.

El objetivo de este programa es,
contiene por filas
digito manuscrito,
lineal a trozos de

coordenadas en la
calcular para cada
parametro alfa.
formato
indique,
correspondientes.

imagen,

Posteriormente ,

*/

En el momento de compilar el programa,
y como lo ha hecho el alumno,
aumentar la velocidad de ejecucién,
puede tardar en ejecutarse. */

falta memoria por liberar.
posible solucionar al alumno,
paralelizacién usadas en el programa,

esperable que no deberia ser un problema.

/ *
alfa = 1,
la signatura original,

dado un archivo de tipo
los valores de los 784 pixeles de cada imagen de un
considerar los caminos dados por interpolacién

la secuencia de valores de los pixeles junto con sus
tal y como se ha explicado en el trabajo, y
uno de ellos su signatura fraccionaria discreta de
el programa también guarda en el

.csv adecuado estas signaturas por filas en el archivo que se
para después poder aplicar los modelos de machine learning

hemos decidido

*/

.CSV que

si se usa el compilador gcc tal

se recomienda usar la opcién -02 para
ya que este es un programa que

Observamos que si se ejecuta este programa usando Valgrind para
estudiar posibles problemas de memoria,

puede que se obtenga que atln

Esto no se debe a un error que le sea
sino que se produce por las técnicas de
siendo un hecho bien conocido y

*/

Notemos ademds que aunque este programa permite utilizar el valor de
para el que la signatura fraccionaria discreta coincide con
no es recomendable utilizarlo,

siendo preferible

usar otras funciones y programas para el calculo de la signatura

original,

son negligibles, pero para alfa =

que la signatura original no presenta.

resultados de manera suficientemente significativa,
estandarizamos posteriormente los términos de las signaturas,
afectar a las predicciones y tasas de acierto.

#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<math.h>
#include<gsl/gsl_sf .h>
#include<string.h>
#include<omp.h>

void calcula_sig(int,
*x% , double **xx*x*) ;

int, int, int,

int main(void) {

double *xx,

como los que hemos usado en la parte practica del trabajo.
Esto se debe a que de manera natural e inevitable
os errores numéricos en el calculo que para otros
1 provocan que

se introducen pequeil
valores del parametro
existan dependencias
Estas pueden alterar los
especialmente si
como para

*/

double *x**x, int **, double
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63

char str [50000];

int i, a, d, k, h, j, 1, comp = 3, m, n = 784, num_caminos = 10000, aux
, auxp, lensig = 0, depth = 7;

int **mat;

double alfa = 1.15;

double =**matsig, ***matvec, ***matl, ****sig, ***xauxvec;

FILE *arch;

Para empezar, reservamos memoria para la variable matsig, que
utilizaremos para guardar las signaturas fraccionarias discretas de
cada uno de los caminos que calculemos, para después imprimirlas en el
archivo indicado. Tal y como se vera mas adelante, procedemos de esta
manera porque en este programa usaremos técnicas de paralelizacidén para

llevar a cabo el calculo de las signaturas fraccionarias discretas,
cosa que nos ha llevado a guardar en memoria las signaturas calculadas
antes de imprimirlas para tener un mejor control de en que orden
aparecen impresas en el archivo, que es esencial. */

Notemos que, después de cada reserva memoria dinamica, en el caso de
que se produzca un error, liberamos toda la memoria que hubiéramos
reservado previamente y cerramos todos los archivos con los que estuvié
ramos trabajando. Esto sera un procedimiento habitual a lo largo del
programa y, por tanto, no lo resaltaremos en los comentarios que siguen

*/
matsig = (double #**) malloc(num_caminos*sizeof (double *));
if (matsig == NULL) {
printf ("Error en la reserva de memoria. Ponemos fin a la ejecucion\

n");

return 1;

}
for (i = 1; i <= depth; i++) {
aux = 1;
for (j = 0; j < i; j++) {
aux *= comp;
}
lensig += aux;
}
for (i = 0; i < num_caminos; i++) {

matsig[i] = (double *) malloc(lensig*sizeof (double)) ;

if (matsigli] == NULL) {
printf ("Error en la reserva de memoria. Ponemos fin a la ejecucion\n")
for (j = 0; j < i; j++) {
free(matsig([jl);
}

free(matsig) ;
return 1;

}
}

66 /* A partir de aqui, abrimos el archivo indicado de donde se extraeran las

secuencias de datos correspondientes a cada una de las imadgenes de los



digitos manuscritos. Reservamos también memoria para la variable mat,
que utilizaremos a continuacidén para guardar estas secuencias. */

arch = fopen("datos_test.csv", "r");
if (arch == NULL) {

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
free (matsigl[i]);

}

free (matsig);
printf ("Error al abrir un archivo. Ponemos fin a la ejecucion\n");

return 1;

}
mat = (int **) malloc (num_caminos*sizeof (int *));
if (mat == NULL) {

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {

free(matsig([il);

}

free(matsig) ;

fclose (arch);

printf ("Error en la reserva de memoria. Ponemos fin a la ejecucion\n
")

return 1;
}
for (i = 0; i < num_caminos; i++) {

mat[i] = (int *) malloc(n*sizeof (int));

if (mat[i] == NULL) {

for (k = 0; k < i; k++) {
free(mat [k]);

for (k = 0; k < num_caminos; k++) {
free (matsigl[k]);

free(matsig) ;
free (mat) ;
fclose (arch);

printf ("Error en la reserva de memoria. Ponemos fin a la ejecucion\n")

return 1;
}
}

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {

if (fgets(str, sizeof(str), arch) == NULL) {
printf ("Error en la lectura del archivo. Ponemos fin a la ejecucion\n"

10
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for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
free(mat[i]);
free (matsigl[il);

free (mat) ;
free(matsig) ;
fclose (arch);

return 1;

}

for (j = 0; j < mn; j++) {
sscanf (str, "%d,", &mat[i]l[j]);
if (mat[il[jl1/10 == 0) {
memmove (str, str + 2, strlen(str));
} elseq{
if (mat[i][j]1/100 == 0) {
memmove (str, str + 3, strlen(str));
} elsed{
memmove (str, str + 4, strlen(str));

I~

}

fclose (arch);

/* Una vez leidos los datos necesarios, reservamos memoria para la

variable matvec, que se usarad para guardar cada una de las secuencias
anteriores pero aumentada con las coordenadas de cada uno de los pi
xeles en la imagen correspondiente. Procedemos de esta manera porque
reutilizaremos la variable mat posteriormente y necesitamos, por tanto,
poderla liberar (notemos que, aunque en esta aplicacién no es tan
importante, porque los valores de los pixeles son enteros, matvec es de
tipo double y mat no, cosa que podria ser relevante al aplicar este
programa a otros problemas). */

matvec = (double ***) malloc(num_caminos*sizeof (double *%*));
if (matvec == NULL) {
printf ("Error en la reserva de memoria. Ponemos fin a la ejecucion)\
n");
for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
free(mat[i]) ;

free (matsigl[i]);
}

free(mat) ;
free(matsig) ;

return 1;

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
matvec[i] = (double #**) malloc(compx*sizeof (double *));

11



if (matvec[i] == NULL) {
printf ("Error en la reserva de memoria. Ponemos fin a la ejecucion\n")

for (k = 0; k < i; k++) {
for (a = 0; a < comp; a++) {
free (matvec[k] [a]);
}

free(matvec [k]);

free(matvec) ;
for (k = 0; k¥ < num_caminos; k++) {
free(mat [k]);
free(matsiglk]);
}

free (mat) ;
free(matsig) ;

return 1;

}
for (j = 0; j < comp; j++) {
matvec[i][j] = (double #*) malloc(n*sizeof (double));
if (matvec[i][j] == NULL) {

printf ("Error en la reserva de memoria. Ponemos fin a la ejecucion)
n");

for (k = 0; k < i; k++) {
for (a = 0; a < comp; a++) {
free(matvec[k][al);

}
free(matvec[k]) ;
}
for (a = 0; a < j; a++) {

free(matvec[i] [a]) ;

}

free(matvec[i]);
free(matvec) ;
for (k = 0; k < num_caminos; k++) {
free(mat [k]);
free(matsigl[k]);
}

free(mat) ;
free(matsig) ;

return 1;

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {

12
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for (j = 0; j < n; j++) {

aux = j/28;
matvec[i]1[0]1[j] = (double) aux;
aux = j %28;

(double) aux;
(double) mat[il[j];

matvec[1i][1]1[j]
matvec[i] [2] [j]

}

}

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
free(mat[il]);

}

free(mat) ;

/* Una vez guardadas las secuencias aumentadas utilizando la variable

matvec y liberada la memoria asociada a mat, empezamos a prepararnos
para llevar a cabo los cadlculos de las signaturas fraccionarias
discretas. Para ello, utilizaremos las variables mat y matl para
guardar informacién auxiliar que nos guiarda a lo largo del algoritmo de
cdlculo, indicandonos que calculos tenemos que realizar en cada
momento. Para obtener las signaturas fraccionarias discretas, aunque
podriamos programar el algoritmo dado por su identidad de Chen
generalizada, esto resulta muy lento y no es viable. Por tanto, hemos
optado por un algoritmo no recursivo, que calcule primero las
signaturas fraccionarias discretas de los caminos lineales
correspondientes y que después las utilice para calcular
progresivamente otras signaturas intermedias hasta llegar a la deseada.
Por tanto, necesitaremos los datos auxiliares que guardamos gracias a
mat y matl para guiarnos y saber qué signaturas fraccionarias discretas
tenemos que calcular en cada paso. *x/

m = floor (log(mn)/log(2)) + 2;

mat = (int **) malloc (m*sizeof (int *));

if (mat == NULL) {
printf ("Error en la reserva de memoria. Ponemos fin a la ejecucion\
n");

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
for (j = 0; j < comp; j++) {
free(matvec[i][j1);
}

free(matvec[i]) ;
free (matsigl[il);
}

free (matsig);
free(matvec) ;

return 1;

}
j =2
for (i = 0; i < m; i++) {

mat [i] = (int *) malloc (j*sizeof (int));

13



if (mat[i] == NULL) {

printf ("Error en la reserva de memoria.

for (a = 0; a < i; a++) {
free(mat[a]l);

}

for (a = 0; a < num_caminos; a++) {

for (k = 0; k < comp; k++) {

free(matvec[a] [k]);
}

free(matvec[al);
free(matsiglal);
}

free(matsig) ;
free(matvec) ;

free(mat) ;

return 1;

}
if (4 == 0) {
mat [1i] [0] = O;
mat [i][1] = n-1;
} else {
for (k = 0; k < j; k++) {
if (k%2 == 0) {
mat [i][k] = mat[i-1]1[k/2];
} else {

Ponemos fin a la ejecucion\n")

mat [i] [k] = (mat[i-1][k/2] + mat[i-1]1[k/2 + 1])/2 + (matl[i

-11[k/2] + mat[i-1][k/2 + 1]) %2;

}
3

}

jo= 2%) -1
X
i=2;
matl = (double ***) malloc (m*sizeof (double *x));
if (matl == NULL) {

printf ("Error en la reserva de memoria. Ponemos fin a la ejecucion)\
n");

for (i = 0; i < m; i++) {
free(mat[i]);
}

free(mat) ;

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {

for (1 = 0; 1 < comp; 1++) {
free(matvec [i][1]);

free(matvec[i]) ;

14
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free(matsigl[il);

3

free(matvec) ;
free(matsig) ;

return 1;

}

for (i = 0; i < m; i++) {
matl[i] = (double *#*) malloc(j*sizeof (double *));
if (mat1[i] == NULL) {

printf ("Error en la
ejecucion\n");

1 = 2;
for (a = 0; a < i; a++) {
for (k = 1; k < 1; k++)
free(mati[a]l[k]);
}

1 = 2%1-1;
free(mati[al);

reserva de memoria. Ponemos fin a la

for (i = 0; i < m; i++) {

free(mat[i]);

free (mat) ;
free(matl);

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
for (1 = 0; 1 < comp; 1++) {
free(matvec[i] [1]);

}

free (matvec[i]);
free (matsigl[il);

free(matvec) ;
free(matsig) ;

return 1;

}

for (k = 1; k < j; k++)
matl1[i][k] = (double

if (mat1[i][k] == NULL) {
printf ("Error en
ejecucion\n") ;

for (L = 1; 1 < k; 1++)
free(mat1[i][1]);
}

free(mat1[il]);

{

*) malloc((i+1)*sizeof (double));

la reserva de memoria.

15
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1 = 2;
for (a = 0; a < i; a++) {
for (k = 1; k < 1; k++) {
free(mati[a][k]);

}
1 = 2%x1-1;
free(mati[al);

}

for (i = 0; i < m; i++) {
free(mat[i]);

}

free(mat) ;
free(mat1);

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
for (1 = 0; 1 < comp; 1++) {
free(matvec[i][1]) ;
}

free(matvec[i]) ;
free(matsigl[i]);
}

free(matvec) ;
free (matsig);

return 1;

for (h = 0; h < i; h++) {
mat1[i] [k][h] = mati1[i-1][k/2 + k%2][h];

}
if (i == 0) {
matl [i] [k][i] = n-1;
} else {
if (k%2 == 1) {
matl [i] [k][i] = (mat[i][k] + mat[i][k+1]1)/2.;
if (mat1[i][k][i] == (double) mat[i][k]) {
mat1 [i][k][i] = 0.;
}
} else {
matl1[i][k][i] = O.;
}
}
}
j = 2xj -1

/* Finalmente, para concluir los preparativos para el cdlculo de las
signaturas fraccionarias discretas, reservamos memoria dindmica para la
variable auxvec, que de nuevo utilizaremos para precalcular y guardar
valores que necesitaremos durante el algoritmo. En este caso,
guardaremos los coeficientes por los que tenemos que multiplicar los
diferentes términos de las signaturas fraccionarias discretas de los
caminos lineales para calcularlas. De esta manera, solo se realizan los

16



calculos una vez y se reduce, por tanto, el tiempo total de ejecucién.
Notemos que, si en lugar de utilizar auxvec, que es un apuntador
triple, usdramos 7 (profundidad de la signatura) apuntadores dobles
auxl, ..., aux7, podriamos reducir ligeramente el tiempo de ejecucién.
Todo y esto, esta alternativa es mas farragosa y aumentaria el cédigo
en unas 700 lineas. Aunque disponemos de un programa que si que utiliza

esta idea y realiza los mismos calculos, hemos decido por los motivos
indicados incluir esta versién en el anexo del trabajo. */

auxvec = (double ***) malloc(depth*sizeof (double *x));

if (auxvec == NULL) {
printf ("Error en la reserva de memoria. Ponemos fin a la ejecucion)\
Il");

j=2;
for (i = 0; i < m; i++) {
free(mat [i]) ;
for (k = 1; k < j; k++) {
free(mat1[i] [k]);

j = 2xj -1
free(mat1[il);
}

free(mat) ;
free(matl) ;

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
for (j = 0; j < comp; j++) {
free (matvec[i]1[j]);
}

free(matvec[i]);
free(matsigl[i]);

}

free(matvec) ;
free (matsig);

return 1;

for (i = 0; i < depth; i++) {
auxvec [i] = (double **) malloc((n-1)*sizeof (double *));

if (auxvec[i] == NULL) {
printf ("Error en la reserva de memoria. Ponemos fin a la
ejecucion\n");

for (j = 0; j < i; j++) {
free (auxvec[j]);

}
j=2
for (i = 0; i < m; i++) {

free(mat[i]) ;
for (k = 1; k < j; k++) {
free(mat1[i][k]);

17



j =

2%j -1;
free(mati[i]);

free(mat);
free(matl);

for (i

=0;

i < num_caminos; i++) {

for (j = 0; j < comp; j++) {
free(matvec[i][j1);

}

free(matvec[i]);
free(matsigl[il);

}

free(matsig) ;
free(matvec) ;
free (auxvec) ;

for (1
for

= (double *) malloc ((2*n-1)*sizeof (double));

return 1;

= 0; 1 < depth; 1++) {

(a = 0; a < n-1; a++) {
auxvec[1][al
if (auxvec[1l][al] == NULL) {

printf ("Error en la reserva de memoria.

ejecucion\n");

for

(i =

}

for

}

for

}

0; i <

a; i++) {

free(auxvec[1][i]);

(i =

for (j

0; i < 1; i++) {
= 0; j < n-1; j++) {

free(auxvec[i]l[j]1);

}

(i =

0; i < depth; i++) {

free (auxvec[i]) ;

free (auxvec) ;

j =
for

2;

(i =
free(m
for (k

0; i < m; i++) {
at[i]);
= 1; k < j; k++) {

free(mat1[i] [k]);
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j o= 2%j -1;
free(mat1[i]);
}

free (mat) ;
free(matl) ;

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
for (j = 0; j < comp; j++) {
free(matvec[i]l[j]1);
}

free(matvec[i]);
free(matsig([il);

}

free(matvec) ;
free (matsig);

return 1;

for (d = 2*xa + 2; d < 2*%xn-1; d++) {
auxvec [1] [al[d] = (pow(d/2.-a, alfax*x(l+1))*gsl_sf_beta_inc(lx*

alfa + 1, alfa, 1./(d/2. - a))*xgsl_sf_beta(l*xalfa + 1, alfa))/(
gsl_sf_gamma(alfa)*gsl_sf_gamma(l*xalfa + 1));
}
}
}

/* A partir de aqui, una vez precalculados todos los valores y datos

auxiliares que necesitdbamos, iniciamos una sesién paralela haciendo
uso de la libreria OpenMp. En ella, utilizando la variable sig,
reservaremos memoria dindmica para guardar todas las signaturas
fraccionarias discretas que vayamos calculando a lo largo del algoritmo

Notemos que usamos las variables aux y auxp para controlar si se
produce un error en la reserva de memoria y actuar entonces de la
manera adecuada. */

aux = 0;

#pragma omp parallel num_threads(7) private(sig, i, h, j, k, a, d, 1, auxp

{

)

auxp = 0;

i=2

sig = (double ***x*) malloc(m*sizeof (double **x));
if (sig == NULL) {

#pragma omp critical
{
aux = 1;

}
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auxp = 1;

for (i = 0; i < m && auxp == 0; i++) {
sigl[i] = (double ***) malloc(j*sizeof (double *));

if (sigli] == NULL) {
1 = 2;
for (a = 0; a < i; a++) {

for (k = 1; k < 1; k++) {
for (h = 0; h <= a; h++) {
free(siglal[k][h]);
}
free(siglal[k]);
1 = 2x1-1;
free(siglal);

free(sig);

#pragma omp critical

{
aux = 1;
}
auxp = 1;
}
for (k = 1; k < j && auxp == 0; k++) {

sigl[i]l [k] = (double **) malloc((i+1l)*sizeof (double *));
if (sigl[il[k] == NULL) {

for (1 = 1; 1 < k; 1++) {
for (h = 0; h <= i; h++) {
free(sigl[i]l[1][h]);
}

free(siglil[1]);
¥

free(siglil);

1 = 2;

for (a = 0; a < i; a++) {
for (k = 1; k < 1; k++) {

for (h = 0; h <= a; h++) {
free(sigl[al[k][h]);

free(siglal[k]);

1 = 2%x1-1;
free(siglal);
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for (h

free(sig);

#pragma omp critical

{
aux = 1;
}
auxp = 1;
= 0; h <= i && auxp == 0; h++) {

sig[i] [k] [h] = (double *) malloc(lensig*sizeof (double));

if (siglil[k][h] == NULL) {

for (1 = 0; 1 < h; 1++) {
free(siglil[k][1]1);
}

free(siglil [k]);

for (1 = 1; 1 < k; 1++) {
for (h = 0; h <= i; h++) {
free(sig[il1[1]1[h]);

free(sigl[il[1]);
}

free(sigl[il);

1 = 2;
for (a = 0; a < i; a++) {
for (k = 1; k < 1; k++) {
for (h = 0; h <= a; h++) {
free(siglal[k][h]);
}

free(siglal[k]);
1 = 2*%x1-1;
free(siglal);
}

free(sig);

#pragma omp critical

{
aux = 1;
}
auxp = 1;
}
2%j - 1;
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#pragma omp barrier

if (aux == 0) {
#pragma omp for schedule(static)

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
calcula_sig(n, m, comp, depth, matvec[i], auxvec, mat, matl, sig)

for (j = 0; j < lemsig; j++) {
matsig[i][j] = sigl[0][11[01[j];
}

printf ("%d\n", 1i);

#pragma omp barrier

if (auxp == 0) {
i=2
for (i = 0; i < m; i++) {

for (k = 1; k < j; k++) {
for (h = 0; h <= i; h++) {
free(sig[i] [k] [h]);

}
free(sigli] [k]);
}
j = 2%xj -1;
free(siglil);
}
free(sig);

/* Una vez acabados los calculos de las signaturas fraccionarias discretas
, liberamos toda la memoria que teniamos reservada y escribimos en el
archivo indicado los valores obtenidos, poniendo fin posteriormente a
la ejecucién. */

if (aux != 0) {
printf ("Error en la reserva de memoria. Ponemos fin a la ejecucion)
n");
for (1 = 0; 1 < depth; 1++) {
for (i = 0; i < n-1; i++) {
free (auxvec [1]1[i]);

free (auxvec[1]);

}
free (auxvec) ;

i=2
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for (i = 0; i < m; i++) {
free(mat[i]) ;
for (k = 1; k < j; k++) {
free(mat1[i] [k]);

jo=2%j -4
free(mat1[i]);
}

free(mat) ;
free(matl);

for (i = 0; i < num_caminos;
free(matsigl[il);
}

free(matsig);

for (i = 0; i < num_caminos;

for (j = 0; j < comp; j++) {

free(matvec[i][j1);
}

free(matvec[i]) ;

}
free(matvec) ;

return 1;

for (1 = 0; 1 < depth; 1++) {
for (i = 0; i < n-1; i++) {
free (auxvec [1][i]);

}

free (auxvec[1]);

free (auxvec) ;

3= 25
for (i = 0; i < m; i++) {
free(mat[i]);
for (k = 1; k < j; k++) {
free(mat1[i][k]);
}

o= 2% -1
free(mat1[i]);

free(mat) ;
free(matl) ;

arch = fopen("resultados_test.csv",

if (arch == NULL) {
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printf ("Error al arbrir un archivo. Ponemos fin a la ejecucion\n");

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
free(matsigl[il);

}
free(matsig) ;
for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
for (j = 0; j < comp; j++) {
free(matvec[i]1[j1);
}

free(matvec[il]);

}

free(matvec) ;

return 1;
}
for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
for (j = 0; j < lemsig - 1; j++) {
fprintf (arch, "Yle,", matsiglil[jl);
}
fprintf (arch, "Yle\n", matsigl[il[lensig - 11);
free (matsigl[i]) ;
}

free(matsig) ;
fclose (arch);

for (i = 0; i < num_caminos; i++) {
for (j = 0; j < comp; j++) {
free(matvec[i]l[j1);
¥

free(matvec[i]);

free(matvec) ;

return O;

void calcula_sig (int n, int m, int comp, int depth, double **vec, double
***xauxvec, int **mat, double ***matl, double *x**xsig) {
int i, j, k, h, a, al, d, ii, jj, kk, uu, vv, hh, 11, ind;

/* Utilizamos esta funcidén para calcular las signaturas fraccionarias
discretas de los caminos. Para ello, tal y como lo hemos indicado ya,
no usaremos el algoritmo recursivo que nos sugeriria la definiciédn
basada en una generalizacién de la identidad de Chen por ser demasiado
lento, sino que optamos por un algoritmo altermnativo que calcula
primero las signaturas fraccionarias discretas de los caminos lineales
que forman el original y después las combina de la manera adecuada para
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906
907
908
909
910
911
912
913
914
915
916
917
918
919
920
921
922

923

924
925
926
927

928

929
930
931
932
933
934

935

936
937
938
939
940
941
942
943
944

945
946
947
948
949
950
951
952
953
954
955

956

957

958

obtener al final la signatura fraccionaria discreta deseada. */

j =2

for (i = 0; i < m-1; i++) {
j = 2%xj -1;

}

for (i = m-1; i >= 0; i--) {
for (k = 1; k < j; k++) {
for (h = 0; h <= i; h++) {
if ((mat1[i][k][h] !'= 0.) && (mat[i][k]l-mat[i][k-1]1 != 0)) {
if (mat[i][k-1]1 + 1 == mat[il[k]) {
d = (int) (2*mat1[i][k][h]);
a = mat[i][k-1];
al = mat[i] [k];

for (ii = 0; ii < comp; ii++) {
sig[il[k] [h] [ind] = (vec[ii][al]l - vec[ii][al)=*auxvec
[0l [a]l[d];
ind += 1;
}
for (ii = 0; ii < comp; ii++) {
for (jj = 0; jj < comp; jj++) {
sigl[i] [k] [h] [ind] = (vec[iil[al]l - vec[ii][al) *(
vec[jjll[a1l]l - vec[jjll[al)*auxvec[1][al[d];
ind += 1;
}
}
for (ii = 0; ii < comp; ii++) {
for (jj = 0; jj < comp; jj++) {
for (kk = 0; kk < comp; kk++) {
sig[i] [k] [h] [ind] = (vec[ii][al]l - vec[iil[al)
*(vec[jjllall - vec[jjll[al)*(vecl[kk][al]l - vecl[kk][al)*auxvec[2][a]l[d];
ind += 1;
}
}
}
for (ii = 0; ii < comp; ii++) {
for (jj = 0; jj < comp; jj++) {
for (kk = 0; kk < comp; kk++) {
for (uu = 0; uu < comp; uu++) {
sigl[i]J[k][h] [ind] = (vec[ii][al]l - vecl[ii][a
1)*(vec[jjllall - vec[jjllal)*(veclkk][al]l - vecl[kk][al)*(vec[uul][al] -
vec [uu] [a]l) *auxvec [3] [a] [d];
ind += 1;

}

for (ii = 0; ii < comp; ii++) {
for (jj = 0; jj < comp; jj++) {
for (kk = 0; kk < comp; kk++) {
for (uu = 0; uu < comp; uu++) {
for (vv = 0; vv < comp; vv++) {

sig[i] [k] [h] [ind] = (vec[ii][al]l - vec[ii
J1lal)*(vec[jjl[al]l - vec[jjll[al)*(veclkk][all - vec[kk][al)*(vec[uu]l[al
1 - vecl[uul[al)*(vec[vv][al]l - vecl[vv][al)*auxvec[4][a]l[d];

ind += 1;

}
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959
960
961
962
963
964
965
966
967
968
969

970

971
972
973
974
975
976

977

979
980
981
982
983
984
985

986

987
988
989
990
991
992
993
994
995
996
997
998
999
1000
1001
1002

1003
1004
1005
1006

1007

1008
1009
1010

1011

}

for (ii = 0; ii < comp; ii++) {
for (jj = 0; jj < comp; jj++) {
for (kk = 0; kk < comp; kk++) {
for (uu = 0; uu < comp; uu++) {
for (vv = 0; vv < comp; vv++) {
for (hh = 0; hh < comp; hh++) {

sig[il[k]1[h]l[ind] = (vec[iill[all - vec
[ii]l[al) *(vec[jjl[al]l - vec[jjll[al)*(vecl[kk][al]l] - vecl[kk][a])*(vec[uu
J[a1l]l - vec[uul][al)*(vec[vv][al]l - vec[vv][al)*(vec[hh][al]l - vec[hh][a
1) xauxvec [5] [a] [d];

ind += 1;

}

for (ii = 0; ii < comp; ii++) {
for (jj = 0; jj < comp; jj++) {
for (kk = 0; kk < comp; kk++) {
for (uu 0; uu < comp; uu++) {
for (vv = 0; vv < comp; vv++) {
for (hh = 0; hh < comp; hh++) {
for (11 = 0; 11 < comp; 11++) {

sig[i][k][h][ind] = (vec[iil[al]l -
vec[iil[al)*(vec[jjl[all - vec[jjllal)*(vecl[kk][all - vecl[kk][al)*(vecl
uu] [al] - vec[uu][al])*(vec[vv][al]l - vec[vv][al)*(vec[hh][al] - vecl[hh
J[al)*(vec[1l1l][al]l] - vecl[1l1l][al])*auxvec([6][a]l[d];

ind += 1;

}
}
}
}
}
}
}
} else {

al = 2xk;
a = 2xk - 1;
ind = O0;

for (ii = 0; ii < comp; ii++) {

sig[i][k][h]1[ind] = sigli+1][al[h]l[ind] + sigli+1][al
J[h]l[ind];
ind += 1;
}
for (ii = 0; ii < comp; ii++) {
for (jj = 0; jj < comp; jj++) {
sig[i]l[k]1[h]1[ind] = sigli+1]l[al[h]l[ind] + sigli
+11[al[i+1]1[diil*sigli+11[a1]l[h]1[jj] + sigli+1l[all[h][ind];
ind += 1;
}
}

for (ii = 0; ii < comp; ii++) {
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1012

b

1013

1014

1015
1016
1017
1018
1019
1020
1021
1022

1023

1024
1025
1026
1027
1028
1029
1030
1031
1032
1033
1034

1035

1036
1037
1038
1039
1040
1041
1042
1043
1044
1045
1046
1047
1048

1049

1050
1051

1052

for (jj = 0; jj < comp; jj++) {
for (kk = 0; kk < comp; kk++) {
sig[i][k]1[h][ind] = sigli+1][al[h]l[ind] + sigli
+1][al[i+1] [comp*(ii+1) + jjl*sigli+1][al][h][kk] + sigli+1][al[i+1][ii
I+xsigli+1]1[a1]l[h]l[comp*(jj+1) + kk] + sigli+1]1[a1l[h][ind];
ind += 1;
}
}
}
for (ii = 0; ii < comp; ii++) {
for (jj = 0; jj < comp; jj++) {
for (kk = 0; kk < comp; kk++) {
for (uu = 0; uu < comp; uu++) {
sig[i][k][h][ind] = sigli+1][al[h]l[ind] +
sigli+1][a]l][i+1] [comp*(comp*(ii+1) + (jj+1)) + kkl*sigl[i+1][al1][h][uul
+ sigli+1] [a]l[i+1] [comp*(ii+1) + jjl*sigl[i+1][al][h][compx(kk+1) + uul]
+ sigli+1][a][i+1][iil*sigli+1][al]l[h][comp*(comp*(jj+1) + (kk+1)) + uu
] + sigli+1]1[a1]l[h][ind];
ind += 1;

}

for (ii = 0; ii < comp; ii++) {
for (jj = 0; jj < comp; jj++) {
for (kk = 0; kk < comp; kk++) {
for (uu = 0; uu < comp; uu++) {
for (vv = 0; vv < comp; vv++) {
sigl[il [k][h] [ind] = sigl[i+1][al[h][ind] +
sigli+1] [al[i+1] [comp*(comp*(comp*(ii+1) + (jj+1)) + (kk + 1)) + uulx
sigli+1][a1]l[h][vv] + sigli+1][all[i+1][comp*(comp*(ii+1) + (jj+1)) + kk
Jxsig[i+1][al]l [h] [comp*(uu+l) + vv] + sigli+1][al[i+1][comp*(ii+l) + jj
J*xsig[i+1][al]l [h] [comp*(comp*(kk+1) + (uu+1)) + vv] + sigli+1][al[i+1][
iil*sig[i+1][a1]l[h] [comp*(comp*(comp*(jj+1) + (kk+1)) + (uu+l)) + vv] +
sigli+1] [a1] [h] [ind];
ind += 1;

for (ii = 0; ii < comp; ii++) {
for (jj = 0; jj < comp; jj++) {
for (kk = 0; kk < comp; kk++) {
for (uu = 0; uu < comp; uu++) {
for (vv = 0; vv < comp; vv++) {
for (hh = 0; hh < comp; hh++) {
sigl[il[k][h]l[ind] = sig[i+1][al[h][ind

] + sigl[i+1][al[i+1] [comp*(comp*(comp*(comp*x(ii+1) + (jj+1)) + (kk + 1)
) + (uu+1)) + vvl*sigli+1][a1][h][hh] + sigli+1][a][i+1] [comp*(comp*(
comp*(ii+1) + (jj+1)) + (kk+1)) + uul*sigli+1][al][h][comp*(vv+1) + hh]
+ sigli+1][al[i+1] [comp*(comp*(ii+1) + (jj+1)) + kklxsigl[i+1][al]([h][
comp*(comp*(uu+1) + (vv+1)) + hh] + sigli+1][al[i+1][comp*(ii+1) + jjl=
sigli+1][al] [h] [comp*(comp*(comp*(kk+1) + (uu+1)) + (vv+1)) + hh] + sig
[i+1][al[i+1] [ii]*sig[i+1][al]l[h] [comp*(comp*(comp*(comp*(jj+1) + (kk
+1)) + (uu+1)) + (vv+1)) + hh] + sigli+1][al]l[h][ind];

ind += 1;
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1053
1054
1055
1056
1057

1058

1059 /* Observemos que estamos utilizando expresiones largas para calcular los

1060
1061
1062
1063
1064
1065
1066
1067

1068

1069
1070
1071
1072
1073
1074
1075
1076
1077
1078
1079
1080
1081
1082
1083
1084
1085
1086

1087 }

indices a los que accedemos usando los apuntadores y que estamos
repitiendo muchos calculos. Todo y eso, si se intentan precalcular
estos indices para evitar estas repeticiones, los accesos a memoria
resultan ser mas costosos que los calculos y el tiempo de ejecucidn es
mayor . Por tanto, hemos optado por mantener aqui esta versidén del cé
digo mas farragosa, pero que da mejores resultados. x*/

for (ii = 0; ii < comp; ii++) {
for (jj = 0; jj < comp; jj++) {
for (kk = 0; kk < comp; kk++) {
for (uu = 0; uu < comp; uu++) {
for (vv = 0; vv < comp; vv++) {
for (hh = 0; hh < comp; hh++) {
for (11 = 0; 11 < comp; 11l++) {
sig[il[k][h][ind] = sigli+1][all[h]l[

ind] + sigli+1][al[i+1][comp*(comp*(comp*(comp*(comp*(ii+1) + (jj+1)) +

(kk + 1)) + (uu+1)) + (vv+1)) + hhl*sigl[i+1][al1][h][11] + sigli+1][all
i+1] [comp*(comp*(comp*(comp*(ii+1) + (jj+1)) + (kk+1)) + (uu+l)) + vvl*
sigl[i+1][a1]l [h] [comp*(hh+1) + 11] + sigli+1][al[i+1][comp*(compx* (comp*(
ii+1) + (jj+1)) + (kk+1)) + uul#*sigli+1][al][h][comp*(comp*(vv+1l) + (hh
+1)) + 11] + sigli+1][a]J[i+1] [comp*(comp*(ii+1) + (jj+1)) + kklxsigl[i
+1][a1]l[h] [comp*(comp*(comp*(uu+1) + (vv+1)) + (hh+1)) + 11] + sigli
+1][al[i+1] [comp*(ii+1) + jjl*sigl[i+1][al]l[h][comp*(comp*(comp*(compx*(
kk+1) + (uu+1)) + (vv+1)) + (hh+1)) + 11] + sigli+1][al[i+1][iil*sigli
+1][a1]l[h] [comp*(comp*(comp*(comp*(comp*(jj+1) + (kk+1)) + (uu+1l)) + (
vv+1)) + (hh+1)) + 11] + sigli+1][a1][h][ind];

ind += 1;
}
}
}
}
}
}
}
}

}
}

}

j = (j+1)/2;
}
return;
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