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Abstract

My Grade’s Final Project will deal with some topics such as the Fourier space
analysis, the Quantum Mechanics and the General Relativity in order to introduce
and study the Equation that arose from the fusion of these physic theories and be-
came one of the most unique and beautiful equations in the history of the twentieth
century: the Dirac’s Equation.

Furthermore, it will approach the origin of the Dirac’s Equation to give a rise to
an exhaustive research of the Dirac’s operator and the result that will demonstrate
the existence of the space of solutions for the the Dirac’s Equation.

And, last but not least, it will offer an outstanding application of the Dirac’s
Equation for a material that is currently on point due to its extraordinary proper-
ties in the electric conduction: the modeling of graphene in terms of the Dirac’s
Equation.

Resum

En el meu Treball de Fi de Grau es tractaran temes com l'analisi de I'espai de
Fourier, la Mecanica Quantica i la Relativitat General per donar pas a I’Equacio
que va sorgir de la fusiéo d’aquestes teories fisiques i que va esdevenir una de les
equacions més especials i més boniques de la historia del segle XX: I'Equacié de
Dirac.

Per un costat, s’abordara la deduccié de I'Equacié per donar lloc a un estudi
exhaustiu de 'operador de Dirac i a la consideracié de 'existencia de 'espai de
solucions de 'Equacié de Dirac.

I, per I'altre, es donara una aplicacié rellevant d’aquesta per un material que
actualment es troba en un gran algid degut a les seves extraordinaries propietats
de conduccio electrica: la modelitzacié de grafe a través de I’'Equacioé de Dirac.

2020 Mathematics Subject Classification. 35A22, 35Q41, 35530, 46-11, 81Q05, 81Q99, 81P13,
83C99.
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Capitol 1

Introduccio

Per comencar amb l'estudi de ’'Equacié de Dirac sera clau considerar alguns fona-
ments previs. Amb l'objectiu de justificar els passos més importants dins de I’analisi
de I’Equacid, a continuacid, s’introdueixen certes nocions sobre 1I’Analisi Funcional,
la Transformada de Fourier, els Espais de Sobolev, la Mecanica Quantica i la Rela-
tivitat General.

1.1 Fonaments matematics

Definicié 1.1.1. Un espai de Banach és un espai vectorial complet i normat dins
de la metrica definida per la seva propia norma.

Definicié 1.1.2. Un espai de Hilbert és un espai vectorial amb producte intern real
o complex tal que, a més, és un espai metric complet respecte a la funcio distancia
mduida pel producte intern.

Definicié 1.1.3. Es denotara com Co(R™) a lespai de Banach de les funcions
continues f : R™ — C amb norma:

£ llcomny = 11 flloo := max|f(x)]. (1.1.1)

A més, es denotara per C"(R"™), r € N, l’espai de les funcions continues i dife-
renciables r vegades. També, s’anomenara C.(R™) com el subespai de les funcions
continues © amb suport compacte.

Definicié 1.1.4. Donat p € [1,00), es defineix LP(R™) com [’espai de les funcions
mesurables f : R™ — C tals que la norma:

ey o= ([ 15 (112

és finita.
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En particular, els espais LP(R™) sén espais de Banach i, a més, L*(R™) és un
espai de Hilbert amb el producte escalar:

) = [ S@g)ds (113)

Notacié 1. A partir d’ara, es denotara el producte escalar de l’espai L*(R™) com
<.7 '>L2(R”) — <.’ >

Definicié 1.1.5. L’espai de Schwarz esta definit com:

o o
kl o« . . kn —_— e e .

Teorema 1.1.6. (de la Convergéncia Dominada) Donada una successio de funcions
integrables, { fr}ren, tal que convergeix puntualment a una funcid mesurable f, si
existeiz una funcid g integrable tal que, per a tot k, |fr| < g, llavors la funcid f és
integrable amb [ fdr =lim [ fydz.

S(R") := {f € C*(R™) : Vk,l € N", sup

reR™

<+oo}.

(1.1.4)

Teorema 1.1.7. (de la Convergéncia Monotona) Si es té una successid { fx}ren de
funcions mesurables, fr : R" — C, tals que, per a totk < mix € R", fi(z) < fi(x)
i existeix g una funcié que compleixi que g(x) = limg o frx(x), aleshores g és
mesurable i fgdx = limkﬁooffkdx.

1.1.1 Analisi Funcional

Com a context explicatiu dels conceptes que més endavant s’usaran, sobretot, a la
Mecanica Quantica, cal introduir I’estudi de I'analisi funcional matematic.

Definicié 1.1.8. Un operador lineal és tota aplicacio lineal entre dos espais vecto-
rials. En particular, si V i W son espais vectorials, llavors l'operador A .V — W
compleix que per a tota funcio ¢, € V 1 per a tot a € C:

{ Al +¢) = A(9) + A(p)
Alag) = aA(¢)

Concretament, per ’evolucié del treball sera necessari considerar un operador
lineal, A, tal que A : L?(R") — L*(R"). D’aquesta manera, a més, es tindra que
per convenci6 fisica el producte intern de 'espai de Hilbert, L?(R"), és lineal en el
sentit que per a tota funcié ¢, ¢ € L*(R") i VA € C:

(P, Ap) = Mo, )
{ (Ap, ) = Ao, ) (1.1.5)

Definicié 1.1.9. Es defineiz un operador lineal A : L*(R") — L*(R™) com a acotat
si existeir una constant C tal que ||Ap|| < C|lp]|| per a tot ¢ € L*(R™).
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Tanmateix, quan es tracta de la Mecanica Quantica s’observa que hi ha una
dificultat en concret. Aquesta és que, generalment, els operadors en aquest ambit
no son acotats. Per aquest motiu, cal tractar amb operadors no acotats que poden
no estar definits a tot ’espai de Hilbert només en un subespai rellevant de I'espai
de Hilbert, el qual s’anomena el domini de [’operador.

Definicié 1.1.10. Un operador no acotat A de L*(R") és una aplicacid lineal tal
que A : Dom(A) — L?(R").

Teorema 1.1.11. (de les Transformacions Lineals i Acotades) Sigui U un espai
normat ¢V un espai de Banach. St W és un subespai dens de U i T : W — V és
una aplicacto lineal © acotada, llavors existeix una unica aplicacio lineal 1 acotada

G:U—=YV tal que Glw =T.

Teorema 1.1.12. (de Riesz) Si f : L*(R") — C és un funcional lineal i acotat,
aleshores existeiz una vnica x € L*(R") tal que f(¢) = (X, ), per a tota funcid
o € L*(R").

Definicié 1.1.13. Sigui A un operador no acotat de L*(R™) i es defineix l'adjunt de
loperador A com 'operador A* que compleiz que per un vector ¢ € L*(R™) pertany
a Dom(A*) si el funcional lineal, (¢, Ap), definit per a tot ¢ € Dom(A) és acotal.

A més a més, per ¢ € Dom(A*), existeix per A*¢ un tnic vector x tal que per a
tot ¢ € Dom(A) es té que:
(X, ) = (¢, Ap). (1.1.6)

Observacié 1.1.14. La demostraciéo d’aquest fet es basa en veure que, com que
el funcional lineal és acotat i Dom(A) és dens, pel Teorema de Transformacions
Lineals i Acotades, es té una unica extensio acotada del funcional lineal per a tot
I’espai de Hilbert i que, pel Teorema de Riesz, es garanteix 1’existencia i la unicitat
de y.

Definicié 1.1.15. Un operador no acotat A de L*(R™) és simétric si, per a tot ¢,
¢ € Dom(A):

(0, Ap) = (A, ). (1.1.7)
Definicié 1.1.16. Un operador A és auto-adjunt si Dom(A*) = Dom(A) i A*¢p =
A, per a tot ¢ € Dom(A).

Proposicié 1.1.17. Sigui A un operador simétric en L*(R™), aleshores:

1. Per tot 1» € Dom(A), la quantitat (1, Ap) és un valor real. Més en general,
sip, A, ..., A" 1p € Dom(A), aleshores (1, A™)) també és real.

2. Sigut X\ un valor propi de A, és a dir, X € C tal que Ay = M\ per algun
¥ € Dom(A) no nul. Llavors \ és un valor real.
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Demostracio.

1. Com que A és un operador simetric i ¢ € Dom(A) es té que:

(¢, AY) = (Ay, ) = (¥, Avp).

Per la qual cosa, si un valor és igual al mateix valor pero conjugat, aleshores
el valor és real, com es volia provar.

Ara bé, si es considera 1, Ay, ..., A" 1) € Dom(A) es pot anar iterant el
mateix procediment que I'anterior i es troba que:

(, ATp) = (A", ¢) = (¢, A™p).
2. Si se suposa que A és un valor propi de A, aleshores es compleix que:
Mab,¥) = (0, &) = (Ap, ¥) = M, ¥).

Aix{ mateix, com que ¥ és no nul per hipotesis, llavors A = \. Es a dir, A és
un valor real.

O

Proposicié 1.1.18. Sigui A un operador no acotat, aleshores A és simeétric, si i
nomeés si, A* és una extensio d’A.

Demostracié. Per una banda, si A és simetric, aleshores per a tot ¢ per I’expressio
(1.1.7) i per la desigualtat de Cauchy-Schwarz, s’obté que:

(¢, Ap)| < [|Ad]lll¢ll.

Per tant, es veu que ¢ € Dom(A*). Es a dir, (1.1.7) mostra que I'tinic vector
A*¢ per al qual es compleix (¢, Ap) = (A*p, p) és Ap. La qual cosa implica que
Dom(A) = Dom(A*).

Per 'altra, si A* és una extensié d’A, llavors per a cada ¢ € Dom(A) es té que:

(0, Ap) = (A"9, ) = (Ag, ),

per a tot ¢ € Dom(A), la qual cosa mostra la simetria de A.

O

Definicié 1.1.19. Un operador A és essencialment auto-adjunt si la clausura en
L3(R™) x L*(R") de la grafica de l'operador A és una grdfica d’un operador auto-
adjunt.

Observacié 1.1.20. Cal fer notar que si A és un operador, aleshores la grafica de
A és G(A) = {(p,Ap) : ¢ € Dom(A)}. Llavors, si es considera 'operador B com
la clausura de G(A), de manera que;

Dom(B) = {p € L*(R") : 3(¢x)rez € Dom(A) tal que klim o = 1que Elklim Apr},
—00 —00

(1.1.8)
on limg_,o, Apr = By, 1 B és un operador auto-adjunt, aleshores A és un operador
essencialment auto-adjunt.
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En particular, es pot observar que A és un operador auto-adjunt si A* i A és
el mateix operador en el mateix domini. Es a dir, un operador auto-adjunt o
essencialment auto-adjunt és simetric.

Definicié 1.1.21. Un operador és unitari si és un operador lineal com U : L*(R™) —
L3(R™) tal que se satisfaci U*U = UU* = Id.

Concretament, si un operador és unitari implica que el domini de l'operador és
dens i que aquest preserva el producte escalar del propi espai on esta definit.

1.1.2 La Transformada de Fourier

En el cos del treball, sera basic tenir uns coneixements previs sobre la Transforma-
da de Fourier, ja que la major part de les operacions en l'espai, L*(R™), seran més
senzilles un cop feta aquesta transformada. Es per aixo que seguidament es veuran
les definicions i propietats necessaries per poder seguir detalladament els diferents
passos que es duran a terme durant el treball.

Definicié 1.1.22. Donada una funcié f € L*(R"™) es defineiz la seva Transformada

de Fourier, que es denotara per f, o bé, per Ff, com:

1
(2m)3

fo) = (FNp) = - f(z)e""Pdz, z,p € R™. (1.1.9)

Les propietats que segueixen de la definicié sén les segiients.
Siguin f, g € L*(R"):
1. Linealitat: Per a tot «, g € C;
af +Bg(p) = af(p) + By(p). (1.1.10)

Demostracié. Siguin f, g € L*(R"). Aplicant la definici6 de la Transformada
de Fourier i per la linealitat de les integrals, s’obté el resultat que es vol provar:

S 1 o B
af +Bg9(p) = )3 /n(ozf(x) + Bg(x))e” " Pdr =
- x)e *Pdy g 2)e TPy = af q
= 2ni /nf( Je P + 2 /ng( Je " Pdr = af (p) + 59 (p)-

2. Translacio i modulacio: Per a tot zq, py € R™:

{ FE=20)(p) = e 7 flp) (1.1.11)

~

f@)etros(p) = f(po +p)
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Demostracié. Siguin f, g € L'(R"). Per la primera identitat, s’aplica la

definicié 1 un canvi de variable:
— 1 iz Yy =1 — T
_ _ _ iwp ..
FE= 20w = sy [ fa = rae = { V0
1 —i(y+wo)p —izo-p 1 —iy-p
f(y)e dy =e 208 Ju (y)e VPdy =
= e f(p).

Pel que fa la segona propietat, fent un procediment similar es troba el resultat
(z)e @Poe Py =

1
(277)% Rn

desitjat:

/ (z) =iz (po+p) Jp —
(I

—

f(pO +p) = (27_‘_)%
= f(x)e ™ (p).

3. Diferenciacid i multiplicacid: Per a qualsevol funcié continua f € S(R") amb
(1.1.12)

af

ng € L*(R") per j € {1,...,n}, z = (z1,...., 2n) i p= (D1, -, Pn);
(p) = ip; f(p).

Oa;
Si h(x) = xf(x) és absolutament integrable amb = € R", llavors;
h(p) =i-V()(p). (1.1.13)

Demostracio. Per un costat, se sap per definicié que:
0 4
/ (x)e " Pdx.

af 1
79~ ot
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Llavors, sabent que f € S(R"), aleshores en les cues la funcié f tendeix a
zero. A més, tenint en compte el Teorema de Green!, es fa?:
@)=

1 af , :
= x)e “Pdyr = f " Py.dr —
ot o 9@ [t
=0 —1p, f(z)e ™ Pdy = ipij(p)
Per altra banda, si h(z) = zf(z)
S
V(f)p fRn e~ wPdy
Efectivament, s’observa amb les definicions que
iz 1 iz
TPy = = / zf(x)e”*Pdr = h(p)
(27)2 Jgn
(I

? .
o7 L fia
Lema 1.1.23. (Continuitat) Si f € L'(R"), aleshores Ff és una funcidé continua

n
2

f@)em =P i h(x) =

Demostracié. Per provar la continuitat, suposem que tenim una successio {pk} keN
tal que limy_,. pr = p. La idea es poder aplicar el Teorema de la Convergencia
= f(x)e”P, aleshores;

h(z)|dz = 0.

Dominada i veure que si hy,(z)
lim |h,€( ) —
k—oo

gdx = [oq fovide — [ f 52 99 dy.
— Jon [0z, 9. Aquest fet es pot
CR"™ i C € R), ja que, llavors,

'El Teorema de Green anuncia el segiient: fQ
lg| <1, alebhoreb Jgn Oz, f9 =

2S’ha usat que si f € S(R") i
veure directament a través de la idea de qué B C R™ (on 0Bg =
/ Oz, f9= / favi — / [0,
OBRr Br

pel Teorema de Green;

Ara bé, com que |g| <11 |v;] <1 per ser un vector normal unitari
< sup |f||0Bkg|.
R

‘/ ngj S
0BR

/()] < Culz|~™*Y, on G, €R

< DR =50 0,0n DER

fovi| <
9Bn

Tanmateix, si f € S(R™)

=
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Es a dir, cal veure que, a part de tenir una successio que convergeix puntualment
. )| <

existeix una funcié integrable g tal que s’esta complint |hy(z)| < g. Vegem-ho

()| < 1f ()| [e7 7] = |f(=
Per tant, |hy(z)| < |f(x)|, llavors, com que f € L', es pot aplicar el Teorema
1.1.6.. o
lim [7(p) - Fip)l =
—00
= lim L . f(x) (e_m'p’“ —e p) dx
k—o00 (27r)§ Rn -
TPk e’ix'p)| dr =

; 1 —iz-py
s1m1@mg/n\<ﬂe
|hk( ) — h(z)|dz = 0.

Com a conseqiiencia, F f és continua

Una de les propietats particulars de la transformada de Fourier és I’estreta relacié

O

(1.1.14)

Ydy, © € R™.

que es té amb la convolucié de les funcions
Definicié 1.1.24. Siguin f, g € L*(R"), llavors la seva convolucid f* g es defineix

. f(y)g(x —

(fxg)(x) =

[xg=(2n)5]3.

Teorema 1.1.25. (Propietat de Convolucid) Siguin f, g € L*(R"™). Llavors

(1.1.15)

Demostracié. Siguin f, g € L*(R"). Aplicant la definicié de la Transformada de

Fourier i el Teorema de Fubini es troba que

f@w@y—(@; nﬂ).ﬂﬂm>(@ﬂg
% )5 /n Rnf Ye i@ Py — { z;g:zii
- (27T)” / e ( i y)g(y)dy) d

: / ) g(y)e‘iy'pdy>

}:
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Com a conseqiiencia;

O

Concretament, per la Transformada de Fourier en L?(R™) es veu que compleix
una isometria dins d’aquest espai. No obstant, per comprovar-ho, cal introduir uns
resultats previs.

Lema 1.1.26. Siguin f € L*(R") iy € R, sigui f_, la translacid de f definida
com:

foy(@) = flz—y). (1.1.16)

Llavors, laplicacié de la translacid és continua de R™ a L*(R™).

Demostracié. Sigui € > 0. Com que f € L*(R"), llavors existeix una funcié
continua g : R™ — C amb suport compacte tal que:

If —gl <e

Per la continuitat de g es té que existeix § € R tal que, amb la norma euclidiana,
|u —v|| < ¢ implica que:
g9(u) — g(v)| <e.

La qual cosa condueix a:

(/ l9(y —u) — gy — v)l2dy) Tces l9(y —u) — g(y — v)||L2@n) < €.

Si s’uneix el que se sap, per la desigualtat triangular, s’obté que:
1f(y —u) = fly —v)l2@m <
< F(y = w) = gy = Wll2@n) + 90y =) = g(y = v)[| L2en)+
+llgly —v) = fy = V)l L2@n) < 3e.
Per tant, ja s’ha vist que la translacié és una aplicacié continua.
O

Definicié 1.1.27. Sigui una funcio positiva H tal que tingui una Transformada de
Fourier positiva © que la seva integral sigui facil de integrar:

H(y) = e . (1.1.17)

Es defineiz:
1 .
hy(z) = H(A\y)e"*dy, A > 0. (1.1.18)

|3
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D’aquesta definicié es pot veure que existeix C' € R tal que
ha(z) = C—2 (1.1.19)
/ hy(z)dx = 1. (1.1.20)
(1.1.21)

I, per tant;

~

Proposici6 1.1.28. Si f € LY(R"), llavors
H(xy)f(y)e™ ¥ dy

(f * ha)(z) =
Rn
Per I'aplicacié directa del Teorema de Fubini i per la definicio

H()\Z)eiz'ydz)

Demostracié

ha(x), es té:
e = [ sy (s
R (2m)2 Jgn
1 iz-y _
= @)% S flz —y)e®Ydy - H(\z)dz =
. 1 iz-(z—y) .
(<2W> [ 1w dy) RICSCE
= H()\z) A(z)e”” “dz
RTL
O
Lema 1.1.29. Si f € L*(R") i f és continua en el punt x, llavors
lim(f % hn)(2) = f(z). (1.1.22)

1,
18);

Demostracié. Siguin f € L2(R"), hy € L*(R") ip =2, ¢ = 2 tals que —|—
aleshores (f * hy)(x) esta ben definida per a tot . Llavors, per l’expressm (1. 7.
()" dy <

[ 1 =) fa)h

(f* (@) = F@) <
f(x = 9) = F@) Pl (w)dy =
Sz =y = f@) (2;)3 HOo=va| dy <

Rn\f(x—y)—



1.1. FONAMENTS MATEMATICS 11

Com que g(y) = || f-y — f||%2(Rn) és una funcié continua, acotada i es té que
g(0) = 0, com a resultat, la part dreta de la integral tendeix a 0 quan A — 0 pel
Teorema de la Convergencia Dominada.

~

Lema 1.1.30. Sigu: f € L'(R") i g(x) = f(—x), aleshores g(p) = f(p).

Demostracié. La prova consisteix en una aplicacié directa de les definicions:

ip) = / @i rds =

- 1 /]R f(—x)e " Pdy =

. 1 .

= o7 [ ey - T wrdy.

(277)% Rn

O

Aixi mateix, un cop introduits tots aquests resultats es podra demostrar el Teo-
rema de Plancherel, el qual sera essencial per provar la isometria de la Transformada
de Fourier dins de L*(R"™).

Teorema 1.1.31. (de Plancherel) La Transformada de Fourier definida a L'(R™)N
L?(R™) pot ser estesa tinicament a un operador lineal acotat de L*(R™) tal que per

a tot f, g € L*(R");
(fs @@y = (f, ) r2@n)- (1.1.23)

Demostracié. Siguin f € LY(R") N LA(R™), f(z) = f(—z), es defineix g = f * f,
és a dir;
glx)= | JW)fly—)dy.

Es considera f_, = f(y — x). Llavors, a més, se sap que el producte intern a
L?(R™) és una aplicacié continua i que la funcié f_, és continua de R™ a L?(R").
Es a dir, si s'uneix les dues continuitats, es veu que ¢ és una funcié continua.

Per una banda, per la desigualtat de Cauchy-Schwarz es té que:

l9(x)| = . fw)fly — I)dy‘ <

< flle2@nlf=ell2@s = 1 f 172 @n).
Com a conseqiiéncia, g esta acotada.

Per altra banda, per la Proposicio 1.1.28.:

(g% ha)(0) = . H(Ay)g(y)dy.
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Com que g és continua i acotada, pel Lema 1.1.29.:

lim (g % h)(0) = g(0) = 11172 (8-

A més, pel Lema 1.1.30., g = |]?|2 > 01icom que limy o H(A\y) = 1, el Teorema
de la Convergencia Monotona déna que:

lim [ H(\y)g(y)dy = . |f(y) Pdy.

De manera que, queda demostrat que fe L*(R™) i es compleix que:
1 71|z = 1 fllz2qeey, on f € L}(R™) N LA(R™).
I, equivalentment, per f, g € L*(R"), I'expressié (1.1.23).
O

De fet, aquest teorema diu que la Transformada de Fourier és un operador lineal
dens definit al subconjunt dens L'(R")NL?(R") en L?*(R"). De manera que, existeix
una unica extensié acotada, F, d’aquest operador en tot L*(R™). T a més a més,
també afirma que existeix una isometria entre els espais de les funcions a L*(R") i
les Transformades de Fourier definides a L*(R™) N L?(R"), a través del producte de
L(R™).

Lema 1.1.32. Siguin f, g € L*(R™). Aleshores, es té que J?, g € LY(R™) i:

-~

f(z)g(z)dr = . f(p)g(p)dp. (1.1.24)

R

Demostracié. Primerament, cal veure que si f € L'(R"), llavors fe LYR™). A
través de la definicié de la Transformada de Fourier i la d’un espai L*(R"), es troba
que:

il = | g [ s ras] < | ) [ slemr)ae -
- s | [ 10l

-~

Ara bé, com que f € L'(R"), aleshores [, |f| < +ooi|f(p)] < +o0. Per tant,
Fe LR,
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D’altra banda, pel Teorema de Fubini, ja que f, g € L'(R"):

Fonaie = [ (ke [ e ) gtonte -

R

-/. ((2;)’5 . 9@)6‘”%) [ = | p)r)p

O

Teorema 1.1.33. La Transformada de Fourier és un operador unitari a L*(R").

Demostracio. Com que la Transformada de Fourier és una isometria, el seu
domini és un subespai tancat de L*(R™). Si aquest subespai no és tot L*(R"™),

llavors existeix una funcié g tal que [, fg dz =0, per a tot f € L*(R") i ||g|| # 0.
No obstant, per (1.1.24) es té que per a tot f € L*(R");

fg dr = fg dx.
R Rn

Tanmateix, aixd comporta que g = 0 per quasi tot x, contradient el fet que

lgll # 0.

O

A més, també sera util introduir la definicié de la Inversa de la Transformada de
Fourier per tal de poder passar de ’espai de moments al de posicions.

Teorema 1.1.34. (Férmula Inversa per les Transformades de Fourier de L?(R™))
Sigui f € L*(R™). Llavors, la Férmula Inversa de la Transformada de Fourier és:

(FN)() = (Ff(-a). (1.1.25)

Demostracié. Cal notar que al ser f € L'(R™) N L*(R™) un conjunt dens en
L?(R™). Per veure el que es vol, només cal comprovar la férmula. Sigui f(z) =
ﬁ Jgn f(p)e™Pdp, Navors per a tot g € L'(R™) N L*(R™);

(9, Freeny = /n 9(-76)( ! A(p)e”'f’dp) dr =

= (Fg, Ff)r2mn)-

I, pel Teorema de Plancherel, f = f.

O

En conclusié, es pot afirmar que la Transformada de Fourier definida inicialment
de l'espai de Banach s’estén a L?*(R™) de manera que existeix una isometria en
aquest ultim espai on es preservaran les propietats essencials per tal de trobar les
solucions de I'Equacié de Dirac.
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1.1.3 Espais de Sobolev

Sigui €2 C R™ un conjunt obert tal que €2 # 0 i un cos.

Definicié 1.1.35. Es denota L}

loc

(Q) al conjunt:
L,.(Q)={ f:Q— C mesurables : fijx € L'(K)VK C €, K compacte} .

(1.1.26)
Definicié 1.1.36. Donada u € L}, (Q) tal que:
0
/qu — —/u—(b, Vo € C(Q). (1.1.27)

Aleshores, direm que w €s la derivada feble de u en la direccioz; i la denotem com
Ou
81’j :

Definicié 1.1.37. Es defineix ’espai de Sobolev d’ordre 1 sobre ) com:

w =

HY(Q) = {v € L*(Q): % € L*(Q)i=1, n} : (1.1.28)

L

Teorema 1.1.38. (H*(Q), (-,")1.0) és de Hilbert.

Demostracié. Se sap que (H(Q2), (-,-)1.0) és un espai prehilbertia. Es a dir, és
un espai vectorial sobre un cos, {2, on existeix un producte escalar que compleix:

o Vz,y e (H (Q),(-)1q) tals que (z,y) = (y, z).

o Vae O, Vriye (H (Q),(- )1a), aleshores (ax,y) = alz,y).

o z,y, 2 € (HY(Q), (-, )1.q), lavors (z +y, 2) = (z,2) + (y, 2).

o Vz € (H'Y(Q),(-,")1.0) es té que (x,z) > 0. A més, (zr,z) = 0 si i només si

x = 0.

Aquestes propietats es veuen immediatament aplicant les definicions del producte
escalar de L%().

Queda provar si aquest espai és hilbertia. Sigui {v,,} una successié de Cauchy

v,

5.k 0 per 1 < ¢ < n sén successions
1

de H!(2). Cal veure si les successions {v,,} i
de Cauchy a L?(9).

Com que:
it = [ (w3 (2)) = [ o = hulie
1 — - - I
’ Q — \ Oz Q ’

llavors, s’aplica el producte escalar a les successions:

|vp — vgll10 < €= [|vp — vyllo <€
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Per tant, les dues successions sén de Cauchy. Siguin {

ov, 0Oy,

ov, 0Oy,

<e:>’

1,9 0,9

U — v € L2(Q)
G — 0l € L*(Q)

aleshores cal provar que % = v'. Per veure-ho, es considera %’TTT‘. Se sap que
2 2

v — v a L2(Q). A més, es té que L*(2) és dens a C.(Q2). Com a resultat,

9um _y QU — 4 per tenir un tnic limit.

ox; ox;

1.2 Fonaments fisics

Definicié 1.2.1. Un observable classic és una quantitat fisica que pot ser observada
a través d’una mesura del sistema fisic.

Exemple 1.2.2. Alguns exemples de d’observables classics poden ser la posicio, el
moment o l’energia.

Definicié 1.2.3. S’anomena funcio d’ona a la funcio ¢ si aquesta representa la
descripcio matematica d’un estat quantic d’un sistema quantic aillat.

1.2.1 Mecanica Quantica

Per tal de comprendre les bases teoriques de la Mecanica Quantica, es necessita
anunciar els Postulats de la Mecanica Quantica.

Postulat 1.2.4. (Primer Postulat de la Mecanica Quantica) L’estat del sistema de
particules ve representat per un vector unitari ¢ d’un espai de Hilbert apropiat. St
P11 o son dos vectors unitaris de tals que @o = cpy per alguna constant ¢ € C,
llavors @y 1wy representen el mateix estat fisic.

Tipicament es consideren I'espai de Hilbert L?(R") i una funcié d’ona ¢ : L?*(R") —
C tal que ||| z2@®n).

Postulat 1.2.5. (Segon Postulat de la Mecanica Quantica) Per a cada funcid de
valors reals f dins de l'espai de fase classic, en altres paraules, f és un observable
classic, es té associat un operador auto-adjunt f de l’espai de Hilbert associat a un
sistema quantic donat.

Postulat 1.2.6. (Tercer Postulat de la Mecanica Quantica) Per un sistema quantic
que estigui en un estat el qual és descrit per un vector unitari p € L*(R™), aleshores
la probabilitat per mesurar ['observable f satisfa:

E(f) = <90, fso>' (1.2.1)

Concretament, el valor esperat per mesurar f és:

<f>w = <%fs@>- (1.2.2)
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Un resultat que segueix d’aquest postulat és que si un sistema quantic es troba
en un estat descrit per un vector unitari ¢ € L?(R™) i algun observable f tal que
fio = Ap per A € R, llavors per a tot m € Z,;

E(f™) = <(f)m>¢ =\ (1.2.3)

Postulat 1.2.7. (Quart Postulat de la Mecanica Quantica) Donat un sistema
quantic que es trobi en un estat ¢ si es fa la mesura de l'observable f associat
al sistema, aleshores l'estat passa a ser ¢ i, immediatament, per algun X € R es
compleix que:

fo =\, (1.2.4)

Fins ara, res depenia del temps pero en realitat es té que ¢ = p(x,t). De fet, es
pot pensar lestat com ¢ : R — L*(R™) tal que ¢ — o(t).

A més, en la majoria dels casos, els operadors amb els quals es treballaran sén
no acotats, ja que els observables com la posici6 i el moment lineal no son funcions
acotades. A continuacid, s’introdueixen els operadors més rellevants com sén la
posicio i el moment.

Definicié 1.2.8. Sigui v una funcio d’ona. Es defineix ['operador de posicio, amb
Dom(X) = C>(R"), i l'operador del moment lineal, amb Dom(P) = C*(R™), per
operadors corresponents a la posicid per j € {1,...,n} com:

Xj:l'j

Py = i = hp, (1.2.5)

tals que, aleshores;

X = (21, .0y )

Py = (—zhai —mai> " (1.2.6)

Postulat 1.2.9. (Cinqué Postulat de la Mecanica Quantica) L’evolucid temporal
d’una funcio d’ona ¢ en un sistema quantic ve donada per l’equacio d’Schrondiger:

ih—==He. (1.2.7)

OnH és l’operador corresponent al hamiltonia classic, o ’energia total del sistema.

Definicié 1.2.10. A partir del Cinqué Postulat de la Mecanica Quantica i sabent
que els valors propis de l'equacio de Schrodinger representen [’energia del sistema,
es considera ’operador energia com:

E = ih—. (1.2.8)
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Per veure que existeix alguna solucié de I'equaci6 de Schrodinger, cal veure que
I’expressié e~'% té un sentit raonable. La idea és que D'expressié (1.2.7) es pot
considerar com una equacié diferencial ordinaria en I'espai de Banach L?(R"), ja
que llavors I'’equacié tindria com a solucio:

_itH

p(t)=e "o (1.2.9)

on g equival a la solucié a temps t = 0.

, . A, . _itH
Pel cas més particular, si H és un operador acotat, aleshores ’exponencial e™ =

pot ser definit per una serie de potencies convergent. No obstant, més generalment,
si H és no acotat, la convergencia de ’exponencial no és tan immediata, perque no
es podria definir amb una serie.

Com que l'operador del Hamiltonia podra dependre de la posici6 i/o el moment,
cal observar que ni 'operador posicié ni el de moments no estan definits per a
tot Pespai L?(R"). En altres paraules, pot ser que, per ¢ € L*(R"), no es tingui
z;o € L*(R™). Igualment, pot ser que les derivades parcials no existeixin o que
—ih%g@ no es trobi dins I'espai L*(R™). Es a dir, els operadors de posicié i moment
son operadors no acotats, tal i com s’havia comentat amb anterioritat. Per aquest
motiu, cal introduir quan es té que 1'operador de posicié i 'operador de moments
son auto-adjunts.

Proposicié 1.2.11. Els operadors de posicio i de moment son simétrics. Esa dir,
per a totes les funcions ¢, 1 € CX(R™) es té que:

(0, Xv) = (X¢,¢) (1.2.10)

1 que:

(9, PY) = (P, ). (1.2.11)

Demostracié. D'una banda, per a tot j € {1,...,n}, tenim que z;¢(z), x;¢¥(x) €
C>(R™) C L*(R™). Com que z; € R, aleshores;

[ w@ietis = [ wle)mas

Cal notar que aquestes integrals soén convergents per ser productes de funcions de
L2(R™).

Per altra banda, si es consideren les hipotesis plantejades a I’enunciat, integrant
per parts;

ey

a2
R™ 017]'

Y(x)dx = ih / ai%@z}(a;)dx.

R™ l’j
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Ara bé, com a%jgzﬁ( x) = ai (x), aleshores es troba que:

sin [ G vla)ds = in | aias( ot = [ (—zh—¢( >)¢< ).

j O
O
Com a resultat, els operadors de posicié i moments sén operadors simetrics en

un cert subespai de L*(R"). De fet, en aquest subespai els operadors de posicid i
moments son operadors auto-adjunts. Per veure-ho es fara servir el resultat segiient.

Proposicié 1.2.12. Sigui V : R" — R una funcié mesurable. Es defineiz V(X)
com l’operador no acotat amb domina:

Dom(V (X)) = {¢ € LA(R")|V (z)d(x) € L2(R™)} (1.2.12)

1 tal que:
V(X)¢](x) = V(x)(x). (1.2.13)
Aleshores, Dom(V (X)) és dens en L*(R") i V(X) és auto-adjunt en aquest

domins.

Demostracié. Per una banda, es considera el subconjunt E,, C R™ donat per:
E,={x e R": |V(x)| < m},

tal que R" = U,,E,,. Llavors, per a tot ¢ € L*(R") es té que ¢ - 1g,,, on 1, fa
de indicador, pertany al Dom(V(X)). A més, usant el Teorema de Convergencia

Dominada, s’obté ¢ - 1g,, —m—ee ¥. Com a conseqiiencia, el conjunt Dom(V (X))
és dens en L*(R").

Per l'altra, com que V' es defineix dins els valors reals, és facil observar que V(X)
és simetric en Dom(V (X)). Per aquest motiu, per la Proposici6 1.1.18., V(X)* és
una extensi6 de V(X).

Aix{ mateix, donat ¢ € Dom(V (X)*) es té per definicid;

" H/ W)V (@) d(@)dw, ¥ € Dom(V(X))

és un operador lineal acotat. Llavors, aquest operador té una unica extensié a
L*(R™) i existeix una unica y € L*(R") tal que:

| sV @i~ [ s@i)

En altres paraules;
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per a tot ¢ € Dom(V(X)). Prenent ¢ = (V¢ — x) - 1g,,, es veu que YV — x és
zero a gairebé tot arreu de F,, per a tot m. Per tant, és zero a gairebé tot arreu
de R". A més a més, com que ¥V és igual a x com a element de L*(R"), llavors
¢ € Dom(V(X)). Es a dir, s’ha demostrat que Dom(V (X)*) = Dom(V (X)).

Ja que se sap que V(X)* és una extensié de V(X), aleshores V(X)) és auto-
adjunt en Dom(V(X)).

Corotari 1.2.13. L’operador posicié X; = x; és auto-adjunt en el domini:
Dom(X;) = {¢ € L*(R")|z;1(x) € L*(R™)}. (1.2.14)

Proposicié 1.2.14. Per a cada j = 1,2,...,n, es defineix el domini Dom(P;) C
L*(R™) com:
Dom(P;) = { € IX(R")|p;(p) € LX(R™)}. (1.2.15)

On 1; és la Transformada de Fourier de . Es defineix P; en aquest domini de
manera que:

Py = F ' (hp;i(p)). (1.2.16)

Aleshores, P; és auto-adjunt en Dom(P;).

Aix{ doncs, el Teorema Espectral® diu que si es té H un operador auto-adjunt,
aleshores existeix una base ortonormal ({e;};—1,. ,) de I'operador dins de 'espai de
Hilbert i, com a conseqiiencia, aquesta esta formada pels vectors propis. En el cas
per a F; € R, si ’}-u[ej = Fje;, aleshores 'exponencial estara definida com:

i it

e hej=¢e e (1.2.17)

on e~ & €s unitarl 1, per tant, acotat.
Es per aquest motiu, que en Mecanica Quantica els operadors es volen considerar
com auto-adjunts.

1.2.2 Relativitat General

Com a conceptes pertanyents a ’ambit de la Relativitat General cal destacar alguns
que s’usaran durant I’execucio del treball.

Definicié 1.2.15. L’energia relativista d’un objecte amb massa m 1 velocitat v es
defineix com:
E = ymc*. (1.2.18)

1
_vZ

2
(&
particular, quan v = 0, ’energia passa a ser l’energia en repos.

On c és la velocitat de la llum en el buit i v = és el factor de Lorentz. En

3Veure els capitols 7 i 10 de la referéncia [1].



1.2. FONAMENTS FISICS 20

Definicié 1.2.16. Es defineix la massa relativista com la magnitud que depen del
sistema de referéncia que s’agafi:

m = ymy. (1.2.19)

On myq €s la massa en repos, la qual s’interpreta com la massa que és independent
del moviment del sistema.

La qual cosa implica que el moment lineal d'una particula és equivalent a:

P = mv = ymgyv. (1.2.20)

Aixi doncs, si es considera de manera general un sistema tal que v = 11im = my
i es desenvolupen les expressions (1.2.18) i (1.2.20), s’obté la relaci6 entre 'energia
i el moment relativista:

2 2
v y
E? — |p|*c® = v¥*m?*ct — v*m**? = v*m?ct (1 — —62) = Lm2ct,

és a dir;
E? — p|*c® = m*ch. (1.2.21)

Aquesta relacié la farem servir per definir I’equacié de Dirac.



Capitol 2

Equacié de Dirac

L’Equacié de Dirac descriu com actua un electré o un positré relativista segons
si es mou en un camp lliure de forces, o bé, en un camp amb forces o amb altres
particules.

En aquest capitol, ens centrarem en I’Equacié que estudia el cas per a electrons o
positrons en un camp lliure, sense forces. En aquest context, la seva importancia de-
riva del fet que a temps llargs les particules tendeixen a comportar-se com particules
lliures. Es a dir, com a particules sense tenir en compte les caracteristiques rela-
tivistes. Veurem d’on sorgeix I'Equacié com a tal, estudiarem 'operador que es
defineix a partir de I’Equaci6 i provarem el Teorema que ens assegura l’existencia
de I'espai de solucions de I’Equacié de Dirac.

2.1 Deduccié de ’equacio

Des d'un punt de vista més fisic, per deduir I’Equacié es considera el moviment

relativistic d'una particula a R?® d’spin —% i massa en repos m. De fet, per una

particula lliure es té per la teoria no relativista, (1.2.8) i (1.2.5), que:

E — ih2
{pm_H b (2.1.1)

on h és la constant de Planck. Aixi doncs, si s’aplica el que se sap de la teoria
relativista classica, (1.2.21), es coneix que:

E =/ |p|?> + m2c. (2.1.2)

21
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Aleshores, combinant el que s’ha introduit amb els Postulats de la Mecanica
Quantica, s’obté que s’ha de satisfer la relacio:

ih%zﬁ(t, x) = \/2p2 + m2chp(t, ) = V—c2R2A + m2ch(t, ), (2.1.3)

2 2 2, o\ .« .z
on A = % + % + % és el Laplacia. Aquesta equacié s’anomena Equacio de
1 2 3
Klein-Gordon!.

Dirac va observar que en aquesta equacié no seria possible afegir-hi cap camp
electromagnetic extern, de forma que es mantingués invariant relativisticament.
Per aquest motiu i basant-se amb el fet que a Mecanica Quantica 1’evolucié d’una
equaci6 respecte la variable temporal ha de ser de primer ordre, Dirac va proposar
I’energia de la forma:

3
Ep = cZajpj+Bm02 =ca - p + Bmc?, (2.1.4)

j=1
on a = (ag,a9,a3) i f han de ser tal que I'expressié (2.1.2) es compleix. Es a

dir;
Ep = ca - p + Bmc* = /c2|p|> + m2ct. (2.1.5)

., E2 .
Desenvolupant I'expressié —£, s’aconsegueix que:

B\ 2 3 2
(%) = (e ome) -
j=1

= aip] + adps + aips + BPmPc® + agpraaps + qopaciipr + opaaipa+
+aspsaaps + p1asps + aspsaapr + aipr Sme + agpefmce + agpsBme+
+Bmcaip + Bmeasps + Bmcasps + Fm>c.
I imposant (2.1.2.), es té:
2
@ ) 2 2 2 2
) =pitptpstmic. (2.1.6)

Com a conseqiiencia;

ajop +ogo; =2-1d, j#k, 5,E=1,2,3
ajﬁ+5aj:O, j:1,2,3
o?=1d,  j=123 (2.1.7)
B2 =1d

D’aqui s’observa que « i § sén quantitats anti-commutatives, de manera que els
valors de a, 8 no poden ser nombres complexos. Una eleccié natural és que aq,q,
ag 1 f siguin matrius n-dimensionals amb coeficients a C. A continuacié, es veura
si és possible trobar oy, as, as i f que satisfacin les relacions de (2.1.5).

!Normalment, el fet de posar el Laplacia dins d’una arrel no tindria sentit. Cal fer esment,
pero, sobre la importancia de I’espai de les Transformades de Fourier. A partir de la Transformada
de Fourier es veu que les multiplicacions que es donen a 'operador de moments equivalen a les
derivades a ’espai de Hilbert de les posicions (1.1.12).
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Per una banda, es té per la teoria de la mecanica quantica que cal que les
matrius n-dimensionals « i § siguin matrius auto-adjuntes, en particular, matrius
hermitiques. Per la teoria d’Analisi Funcional, es té que si operador és auto-adjunt,
aleshores aquest és simetric. Per tant, es pot apreciar que perque siguin matrius
simetriques és necessari que se satisfaci el producte escalar de 1’espai de Hilbert tal
que:

<M-u,v>=<u,M-v >, (2.1.8)

on M és una matriu i u, v sén vectors en els complexos. No obstant;

<M-uv>=[(M-uw)!-v=[u - M"-v (2.1.9)
<uM-v>=[u' M -v=[u'-M-v° o
de manera que s’ha de complir:
M* =M. (2.1.10)

Com a resultat, les matrius «, S les matrius que actuen com a operadors han de
ser matrius hermitiques.

Per I'altra, es necessita determinar el valor de n. Per fer-ho, s’utilitzen les rela-

clons: 52
= Ay 2.1.11
{ ajﬁ—l—ﬁozj :O—>Oéj = —BOéjﬁ ’ ( )

les quals s6n conseqiiencia de (2.1.5). Com a resultat, s’obté;
tr(ay) = tr(Ba;) = —tr(Ba; B) = —tr(a;). (2.1.12)

Cal notar que 1"iltima igualtat sorgeix del fet que la inversa de /3 és ella mateixa
(8= B71) 1 que la traga és invariant per canvi de base.

A més, com que també s’ha de complir a?- = Id, és necessari que les matrius o
tinguin com a valors propis —1 o +1. Aquests dos fets impliquen que n ha de ser
un nombre parell. En particular, un exemple molt comu sén les matrius de Pauli:

0 1 0 —1 1 0
0'1—(1 0),0’2—(@. O),O’3—(O _1> (2113)

Cal notar que cadascuna de les matrius formen part d’una base de matrius
hermitiques 2 x 2. Llavors, al ser a i f anti-commutatives i o1, 09 1 03 també

s’escull: "
_ 2 O o O O'j -
6 - ( 0 —IdQ) Qi = <O'] 0) per a ] - ]'7 27 3 (2114)
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Aleshores, amb aquesta eleccié (2.1.4) dona lloc, un cop s’ha fet servir el Cinque
Postulat de la Mecanica Quantica, a I’equacié segiient:

ih%w(t, x) = Hy(t, x), (2.1.15)

on Hy és l'operador diferencial matricial amb a0 = (ay, e, a3) tal que:

(2.1.16)

HO = —tha . V + 5m02 — ( ch . Id2 —tho— . V) .

—ihco -V —mc? - 1d,

L’operador Hy s’anomena operador lliure de Dirac. Llavors, usant la notacié i
o = (01,09,03) 1 escrivint o - V explicitament, tenim:

o-V= 0 + 0 + 0 _
_018131 0281'2 3 N

(D (oo (10 o _
~\1 0/ 9xy v 0 ) Oz 0 —1) 0xs

9 0 0 0 0 _ i
— < g 8_1‘1) + ( 08 Z6$2) + (8233 08 ) — ( 9 a.’bg P 8:)31 8Z8$2) .
5o; U 19e; U 0 —5 901 T 023 g

(2.1.17)
Per tant, 'operador de Dirac té ’expressio:
2 a0 g0 0
mc 0 —zhca—m _tha_;cl — hca_m
0 mc? —ihcs- + heg- iheg2-
Ho = . 30 ) o, o s
—zhca—m _tha_zl — hcz«)_@ —mc 0
—z'hca%l + hca%2 z'hcaixs 0 —mc?
(2.1.18)

Finalment, per Uexpressi6 (2.1.15) es pot afirmar que ¢(t, z) € C* és el vector de
les funcions d’ona de la particula que compleix el Cinque Postulat de la Mecanica
Quantica.

En particular, I'operador de Dirac que descriu els electrons relativistics lliures
de forces és el que té dimensio 2 x 2. Com que es necessiten només tres matrius per
a1, (o 1 [, és suficient considerar les matrius de Pauli. Aixi que:

0 0
HO = —zhc (0-18_$1 + 028_,232> + 0'ng2. (2119)
En altres paraules;
mc? —ihe2 — he2-
= afﬂl 8%2
Ho <_m08% Fhe  —me ) - (2:1.20)

En aquest cas, el vector de les funcions d’ona solucié de I’equacié de Dirac se
situaria a C2.
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2.2 Estudi de operador de Dirac

Normalment, I’analisi de 'operador lliure de Dirac esta fet dins de I’espai de Fourier.
Com que generalment es considera 'operador de Dirac, Hp, com una matriu 4 x 4
com a l'expressié (2.1.16), I'espai de Hilbert a considerar, per I'espai de posici6
x € R3 és:

LA(R*) @ L*(R®) @ LX(R®) @ L2(R%) = (LA(R*))" =: (L*(R* d*z))*.  (2.2.1)

Un cop entesa la isometria que hi ha en aquest espai, pel Teorema 1.1.31., podem
observar que existeix la seglient diagrama:

(L2(R3, d3z))* —L= (L2(R3, d*p))* (2.2.2)

| |

(LR, d°2))* < (L*(R®, d°p))’

De manera que quan s’aplica la Transformada de Fourier a la matriu s’és més
facil poder dur a terme el procés de diagonalitzaciéo de la matriu dins de I'espai
(LQ(]R?’,al?’p))4 gracies a les seves propietats. Per tant, per I'operador de Dirac
s’aconsegueix el resultat:

W)= P )= (M R ) ey

Es a dir, les expressions sabudes, (1.1.13) i (1.1.15), de la Transformada de
Fourier es poden aplicar i per 'operador de Dirac de dimensi6 4 X 4 es té que:

mc? 0 heps hepy — iheps
1 B 0 mc? hepy + theps —heps
(FHF™) (p) = heps hepy — theps —mc? 0
hepyi 4 hepo heps 0 —mc?
(2.2.4)

A través de la Transformada de Fourier, el problema original dins I’espai de
posicions passa a estar dins ’espai de moments com:

~

i 0 (t.p) = (FHF ™) (p)Y(t.p). (2.2.5)

A partir d’aquesta expressié es pot estudiar els valors propis de h(p) segons en
funcié de p. Concretament, es defineix A(p) com l'expressi6 de (2.1.2):

A(p) = v/ |p|? + m3ct. (2.2.6)
Aleshores, els quatre valors propis queden determinats com:

M(p) = Xa(p) = —A3(p) = —\(p) = A(p). (2.2.7)
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I la transformacié unitaria que diagonalitza h(p) en funcié de p té la forma de:

(me® + X(p)) - 1dy + Beoc - p

U = 2.2.8
B = e ) 22
i es compleix:
u(p)h(p)u™(p) = BA(p). (2.2.9)
En efecte;
U _ (mc® + A(p)) - 1ds + feac-p\ (me? - 1dy co-p -
(p)h(p) < NP+ A0) ) ( co-p —mc- 1d2)
(mc® 4+ X(p)) - B+ Idycar - p
— )\ _
i ( VD) + D)) )
(me? + Ap)) - 1dy + ca - p
=\
o ( AP+ D) ) ’
= A(p)u(p)B-
Com a resultat, pel diagrama (2.2.2) i per l'expressié (2.2.3) s’obté que:
(u(FHoF)u™")(p) = BA(p). (2.2.10)

A més, per veure quina forma té la funcié d’ona de la particula només cal tenir
en compte que si ¢ € (L'(R?, d%p))" N (LA(R?,d%p))" tal que o(p) = u(F(¢(x))),
per les propietats de la Transformada de Fourier, s’obté:

1 ipwu -1 3
o) = sy L) ety 22,11

2.3 Existencia de solucions

Per acabar de veure que 'operador de Dirac és un operador auto-adjunt i, per tant,
I’Equacié de Dirac es pot resoldre, és necessari provar el segiient resultat.

Teorema 2.3.1. L’operador de Dirac és un operador essencialment auto-adjunt en
el domini dens (C(R3\{0}))" i auto-adjunt dins Uespai de Sobolev:

Dom(Hy) = (H'(R*))". (2.3.1)



2.3. EXISTENCIA DE SOLUCIONS 27

Demostracié. De I'expressié (2.2.10) es veu que:
Dom(Hp) = F 'u'Dom(BA(p)) = F 'u""Dom(A(p)) = F 'Dom(A(p)), (2.3.2)

1

ja que B és una matriu constant que no depen de p i ©~ és una transformacié

unitaria.
Ara, cal veure a on I'operador de Dirac és autoadjunt. A partir de la Proposicié

1.2.12., per fer-ho és necessari saber, per ¥ (p) € (L*(R?))", quan [o; M(p)?|4(p)|* <
+oo. Aixi doncs, per la definicié de A(p):

/(m264+02|p!2)\f(p)|2dp=/ m204\f(p)|2d3p+/ EpP|f(p)Pd’p =
R3 R3 R3
— 2 2d3 2 2d3 )
me [ 1@Pep e [ pPIfoPe

Ara bé, com que m, ¢ sén constants, llavors la quantitat anterior és finita, si i
només si, [os(1+ |p*)|f(p)]*d®p < +o0.

Per tant, quan m # 0 2, Poperador A(p) és auto-adjunt en:
{fe(@®, ) IWVI+pEf € (PR d*)'}. (2.3.3)

Tanmateix, aquest conjunt coincideix amb la Transformada de Fourier de I'espai
de Sobolev de Hj, definit a 'apartat 1.1.3 del Capitol 1, la qual cosa implica que
I'espectre de Hy equival a l'espectre de l'operador SA(p) donat per \;(p), amb
i=1,2,3,4.

Per provar que l'operador de Dirac és essencialment auto-adjunt, es considera
operador de Dirac dins del conjunt (S(R?))*, on S(R3) és I'espai de les funcions
de Schwarz, definit en el Capitol 1.

Ara bé, es coneix que el conjunt (S(R3))! és invariant respecte de les Transfor-
macions de Fourier per les propietats que s’han vist en 'apartat de la Transformada
de Fourier del Capitol 1, perque, per definicié, ’espai de Schwarz esta contingut
dins de L*(R"):

(FS®))" = (S(R)". (2.3.4)

Sigui }A[B I'operador definit en aquest domini, és a dir;

. Do.m(jt—_\f;) = (S(RS))4 . (2.3.5)
Hyp = —ica- Vb + Bmcp, ¢ € (S(R?))

Llavors, és convenient comprovar que Hj és essencialment auto-adjunt. Per tant,

—~cl
si es considera la clausura Hy , definida a:

Dom (Ergl) = {¢ € (L*(R")": 3(¢)kez € Dom(Hy) tal que lim ¢y = 1 i que
3 lim Hoty}, (23.6)

2Si m = 0, no es tindria cap particula.
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—~cl —_—
com Hy ¢ = limg_,oo Hoty.

Observacié 2.3.2. En tota la demostracié els limits estaran definits dins ’espai
de (L%(R?))*. Per tant;

Tim = Jim (1§ = 4l gy = 0. (23.7)

No obstant, per les transformacions unitaries de I'operador de Dirac, 'expressio

seglient és certa:
Hypy = F~ (\/1 + [pP? k) . (2.3.8)

Aixf doncs, per la isometria entre les funcions de (L2(R?))* donada pel Teorema
de Plancherel 1.1.31., 'expressié (2.3.3) és equivalent a veure quan existeix el limit

en (L2(R%))* de \/1+ [p[®Ys. A més, com que l'espai de Sobolev és un conjunt
—cl

tancat per ser un espai de Hilbert, llavors Dom (HO ) = (H'(R*))*. La qual cosa
—~cl —~

implica que Hy és auto-adjunt i, com a resultat, Hy és essencialment auto-adjunt.

Sigui Hy l'operador de Dirac en el domini (C°(R3\{0}))*. Ara, es vol provar
que la clausura de Hy equival a Hy. Se sap que Dom(Ho) C Dom(Hy) i que per

- —~cl
les clausures es té que Dom <H0 ) C Dom <H0 > = (Hl(R3))4, de manera que és
suficient provar que:

(S(R?’))4 = Dom(H,) C Dom (HOCZ> . (2.3.9)

. . —~c - .
On es considera, de manera similar a Hy , Hy definida a:

Dom <H0d> ={y € (L2(]R3))4 : (Vg )kez € Dom(HO) tal que klggo Y =1 1 que
3 lim Hoy}, (2.3.10)

com HOCZ@D = limy_y00 H0¢k.

Donada 1 € (S(R?))*, cal trobar una successi6 (¢ )rez € (C°(R?))* amb:

. : ~ . 2.3.11
{ limy, o0 Hotpp, = Hotp ( )
Es considera f € (C(R?))" tal que:
fle)=1, |z|<1
f(x)=0, |z|>2 . (2.3.12)
0< f(x) <1, Vx

I també, per a tot ¢ € (S(R3))*, es defineix:

oue) = 1 (o) (1= k) pla). 2813
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Aix{ que, es t¢ que ¢ € (C(R?))*. Per una banda;
: : 1
lim ¢, = lim f (—w) (1— f(kx)) p(x) =
k—o00 k—ro00 k
=lim1-(1-0)-¢=¢.
k—o0

I, per l'altra;

Hopi(x) — Hop(a) = —ica - V() + Smc*py(x) — Hop(z) =
~—ica¥ (7 (7o) (1= f0h)) pla) ) +me (1 (1) (1= Sk (o) )~ Flo(o) -
== (1= f(kx)) p(x)a - Vf (%w) +ickf (%w) p(x)o -V f(ka)—

ief (%x) (1 fka) oV (ofa) + | (%m) (1 — F(ke)) fmco(w) — Hypla) =

= 01— f(km) plw)a -V <%m) n (2.3.14)
tick (%) o(@)a -V f(ka)+ (2.3.15)
+ ( f (%:.:) (1= f(kz)) - 1) Hop(a). (2.3.16)

Per acabar de demostrar 'expressié limg_, o Hogok = 17'-[\;)90 és necessari provar
mitjancant les normes a (L2(]R3))4 que 'expressié calculada queda anul-lada quan

k — 0.
2 3
d%) =

:</R Vf(%w)2d3x>2§
<| (/ 1= f)Pleta) o |7 (1 (=) ) 2d3x>; <

1 1
<op ([ w@iben)” = cplo@)l o

Primerament, per (2.3.15):

=

(1= flim) p(o)a 1 (32

Jun

.12
P = k) Pl ol

per C € R. Ja que, quan k — o0, |1 — f(kx)| =00 110 < f(x) < 1, per a tot
x.
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Per I'expressi6 (2.3.16), usant la definici6 de f (2.3.13) i fent un canvi de variable

kx =y es té:
2 3
R3

< ([ ewlo@r v (,mmzd%)% <

ick f <%w) o(@)a -V f (k)

<sw o ()] 7 ( V(s <y>>|2d3y)§ )

Finalment, per (2.3.17), per la definici6 de la funcié f quan k — oo I'expressio
queda nul-la.

Com a resultat, tot aixo prova les expressions (2.3.12) i, per tant, (2.3.10).
d

Es més, a partir d’aquest Teorema es té que 'operador de Dirac té les propietats
basiques de la Mecanica Quantica i, com a conseqiiencia, sigui possible I'existencia
de solucions per I’Equacio de Dirac.



Capitol 3

Grafe

El grafe és una particula composta per carboni amb nombre atomic Z = 6 i 4
electrons de valencia. A I'any 1987, es va anomenar grafe a ’al-lotrop de carboni
cristal-li d'una sola capa 2-dimensional. Aixi mateix, no va ser fins després del
2004 quan Geim i Novoselov descobriren que el transport electronic del grafe esta
governat per I’Equacio de Dirac. Aquesta és una de les raons per les quals ’'Equacié
de Dirac té una certa rellevancia actualment.

L’objectiu d’aquesta seccioé és trobar el Hamiltonia corresponent al comporta-
ment dels electrons del grafe responsables de la conducci6 electronica entre els atoms
de carboni i veure la relacié amb 1'operador de Dirac.

3.1 Estructura atomica del grafe

Per tal de poder entendre com es comporta el grafée és necessari entendre i calcular
I'estructura de banda del grafe. Es a dir, entendre les bases dels estats electronics.

Primerament, es defineix 'estructura cristal-lina. El grafe és una formacié 2-
dimensional d’atoms de carboni organitzats en una estructura de panell com:

Figura 3.1: Estructura 2- dimensional del grafe.

31
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S’observa que es té una base de dos atoms, és costum anomenar cada atom per
una lletra de 'abecedari. En aquest cas, s’utilitzara els noms de A i B:

Figura 3.2: Estructura 2- dimensional del grafe segons la base A i B.

Cal notar que el conjunt dels atoms A i els de B formen, respectivament, un
enreixat hexagonal.

(a) Estructura 2- dimensional del (b) Estructura 2- dimensional del
grafe dels atoms A. grafe dels atoms B.

Cadascun d’aquests enreixats s’anomena sub-enreixat.

A més, es considera la connexié de 'atom B amb els seus tres veins més propers
corresponents als atoms del tipus A. Aquests son:

Uy :ao((),l)
v =ao (-4 -4) . (3.1.1)
U\, = Ao (‘/757—%
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() ) ° )
() A Uy [} ®
vy
kA
N
() () () )

Figura 3.4: Estructura 2-dimensional del grafe.

Llavors, I'estructura de panell del grafe pot ser interpretada per la unié de dos
sub-enreixats hexagonals. Aixi mateix, es defineix una unitat de cel-la primitiva
com:

Figura 3.5: Unitat de cel-la de I'estructura 2-dimensional del grafe.

En la imatge es pot observar que la figura del rombe és una unitat primitiva de
cel-la perque conté un atom de A i un de B.

Per tal de determinar el Hamiltonia dels electrons en el grafée caldra considerar
només les cel-les veines més propers a una cel-la qualsevol de carboni, per propietats
que es veuran més endavant.

Aixi doncs, com que aquesta estructura esta definida a partir d'un enreixat
hexagonal amb dos atoms com a base, es pot arribar a cada punt de I'enreixat
a partir d’una combinaci6 lineal de dos vectors base, e i e_. Definint a = v/3ao
amb ag ~ 1.42A" com la distancia entre dos atoms de carboni adjacents, aquesta
base es pot veure com els enreixats dels vectors primitius:

_ 1 V3

er=a(34
Ay (3.1.2)

€-=0a{72 7

A més, la longitud a és la constant de I'enreixat pel cas del grafe.

14 és I’Amstrong, una unitat de longitud que equival a 107'° metres.
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Figura 3.6: Estructura 2- dimensional del grafe.

Definicié 3.1.1. Per k =0,1,2,3,4, es defineixen Ry com les cel-les situades a:

R, = (O’ O)

R1 = €4

Ry=e_ . (3.1.3)
R3 = —€4
R4 = —€_

Observacié 3.1.2. En particular, s’identificaran les cel-les amb el seu centre i fent
abus de notacié ens referirem també a la cel-la per Rj.

Rz Rl

R; R,

Figura 3.7: Estructura 2-dimensional del grafe.

Per altra banda, és necessari estudiar el caracter dels orbitals involucrats en la
construccié del bloc d’estats pel transport d’electrons en el grafe, és a dir, cal saber
en quins orbitals estan els electrons responsables de la conduccié electronica.

Principi 3.1.3. (de Pauli) Estableix que dues o més particules idéntiques amb spin
% no poden ocupar, al mateix temps, el mateix estat quantic dins d’'un sistema

quantic.

Definicié 3.1.4. Es defineix la configuracio electronica d’un element quimic com la
distribucio dels electrons d’un atom en un conjunt de funcions d’ona d’un electra,
anomenades orbitals atomics, d’acord amb el Principi de Pauli.
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En particular, les lletres s, p, d i f indiquen el tipus de d’orbital atomic, els
coeficients enters i positius de cada un dels orbitals indiquen la capa que els elec-
trons es troben dins I’atom i els exponents de cada lletra fan referencia al nombre
d’electrons situats en la capa i orbital indicats.

Observacié 3.1.5. Cadascun dels atoms de carboni té la segiient configuracié
electronica:
C : 15*25%2p%. (3.1.4)

Concretament, els electrons de valencia ocupen els estats 2s i 2p, els estats més
allunyats dels electrons dins ’atom. La qual cosa implica que les ones viatgeres
del grafe tenen un caracter s i p. Per aquest motiu, es considera una base s, p
per descriure els blocs d’electrons. De manera que, els electrons poden trobar-se en
els estats s, p;, p, 1 p. en cadascun dels atoms de carboni en una unitat de cel-la
donada. Aixi mateix, en total, hi hauria vuit orbitals per unitat de cel-la en el
model.

s P

Figura 3.8: Probabilitat de trobar els possibles orbitals per la unitat de cel-la per a
cada atom A i B.

3.2 Modelitzacié per I’equacié de Dirac

La modelitzacié del grafe es basa en l'estudi del Hamiltonia pels electrons que
configuren el grafe. Aixi doncs, és essencial veure com es construeix aquest i quines
son les propietats que li aporta el propi material.

En primer lloc, considerem un procediment general per un model amb un sol
atom per unitat de cel-la, per a k € N, r;, € R? és la posicié de 'atom. De manera
que, a partir d’aquest concepte s’introdueixen els aspectes com les funcions d’ona,
el Hamiltonia i el Hamiltonia dins de 1’espai de moments.

Definicié 3.2.1. Per k € N, aleshores s’anomena H(ry) a l'energia de electrd
que viatja des de ro fins a la posicio ry.

Definicié 3.2.2. Siguin o € {s,ps,py,p.} i k € N, es defineiz ¢, (7)) com la funcio
d’ona de l'orbital o i centrada a la posicio ry,.

Notacié 2. En el treball s’usara la notacio anterior per la funcio d’ona, tot i
que implicitament cada funcio d’ona depen de també de la posicio x. FEs a dir,

Uy (rg) =y (& — 7). .
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Ara bé, com que la modelitzaci6 del Hamiltonia d’'un element és un fet fisic,
aquest s’ha de buscar a través de les mesures empiriques d’aspectes mesurables
com és l'energia entre els diferents atoms del material deguda a la interaccié entre
els electrons dels atoms.

Perac,, € C,onk € Nio € {s,p;,py,p.}, se suposa que la funcié d’ona d’una
regi6 del grafé que engloba n posicions té la forma de:

V= Z anmﬁa(ﬁs), on Z Z Cor] = 1. (3.2.1)

o€{8,px,py,p=} k=0 o€{s,pz,py,p=} k=0

Aleshores, abans d’arribar al bloc del Hamiltonia final i a partir de la funcié
d’ona del grafe, es calculen els elements del Hamiltonia dins de la base orbital,

H"’ivaj (rk) on g;,0;5 € {Sapmpwpz}a comi:
HUNJ‘ (rr) = <¢Uz‘("°0)|H("°k)|¢aj (7). (3.2.2)

Notacié 3. Per exemple, si se suposa Yy, (T0) = (Vo;1(70), Vo, 2(T0), Yo, 3(10)) 1

Vo, (Tk) = (Yo, 1(Tk), Yo, 2(Tk), Vo, 3(Tk)), la notacio feta servir en (3.2.2) corres-
pondria al calcul:

waj,l<'rk:
o (P H (1) [, (1)) = (Vo1 (70), B 2(P0), Yo (r0) ) H () Vel

)
)
)
(3.2.3)

Per tal de poder avancar més en la modelitzacié del grafe, caldra considerar
I’espai de moments lineal, és a dir, I'espai de Fourier. De fet, a causa de la pe-
riodicitat d’un cristall, es pot considerar la Transformada de Fourier discreta pel
moment lineal p de 'element H, , (p) del Hamiltonia, segons els orbitals descrits

per 04,05 € {57ngpy7pz}7 com:

H,o (p) =Y P H, , (ry). (3.2.4)
keN

A partir d’aquest fet, es podra veure quina estructura té el Hamiltonia en I'espai
de moments i comprovar les similituds respecte 'operador de Dirac.

Ara bé, com que es té un model amb més d’'un atom per unitat de cel-la i diversos
orbitals, és convenient redefinir els conceptes (3.2.1.) i (3.2.2.) i 'expressié (3.2.1).

Definicié 3.2.3. Per k = 0,1,2,3,4, aleshores s’anomena H(Ry) a Uenergia de
Ielectro en el grafe que passa des de Ry fins a la cel-la Ry.

Definicié 3.2.4. Siguin 0 € {s,ps,py, -}, kK =0,1,2,3,4 i o = A, B, es defineix
VY (Ry) com la funcié d’ona de orbital o i a la cel-la Ry.
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Definicié 3.2.5. Es defineix la funcio d’ona d’una regio del grafe que engloba 4
cel-les com:

- Y Y Yew®ia Y Y Yhalot

a€{A,B} 0€{s,pz,py,p-} k=0 a€{A,B} 0€{s,pz,py,p-} k=0
(3.2.5)

Aixi doncs, es reanomenen els indexs dels estats orbitals pels indexs orbitals i
atomics, per calcular cadascun dels elements del Hamiltonia, o;, 0, € {s, ps, by, P2},
com:

H (Ry) == (05, (Ro)|H(R) |4 (Ry)), on a, B = A, B, (3.2.6)

00

on els super-indexs grecs fan referencia als atoms del sub-enreixat i els sub-
indexs als orbitals de cada atom. De manera que, el Hamiltonia final i la base
orbital queden ordenats en blocs de sub-enreixats com:

HAA(Rk) HAB(Rk)
En conjunt, agrupant cadascun dels blocs sub-enreixats, per a cada o, 5 = A, B
s’acabaria tenint un Hamiltonia de la forma:

H(Ry) HY (Ri) HY (Ry) Haﬁ(Rk)

sz

H35 (Ry) Haﬁ( ) He? (Ry) Hy" (Ry)

H (R, = DS PPz PPy pzpz 3928

)= (r H (R (R Hy () (328)
Hazﬁ (Rk) ngﬁpm (Rk) Hl?z%y (Rk) pzpz (Rk)

Com a conseqiiencia, el Hamiltonia pels electrons del grafe consistira en una
matriu 8 x 8 amb dos sub-enreixats per quatre graus de llibertat d’orbitals.

Seguint el procediment general, caldria generalitzar l’expressié de la Transfor-
mada de Fourier pels elements del Hamiltonia per a un cristall amb una base que
conté dos atoms per computar el bloc del Hamiltonia pel grafe, a, 5 = A, B. Aixi
mateix, sigui 7,(Ry), per k =0,1,2,3,41i a = A, B, la posicié de 'atom « dins de
la cel-la Ry, aleshores aquesta generalitzacio és la definida per:

Z P (78 (Ri)—Ta( Ro))H

0i0;
keN

(Ry,), (3.2.9)

al UJ

de manera que posant-ho tot en comu i analogament a 'estructura definida a
(3.2.7), la matriu completa del Hamiltonia del grafe dins de 1'espai de Fourier té la

forma de:
_ (H*(p) H""(p)
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Ara, la feina estaria en calcular els elements de tots els blocs dels sub-enreixats.
Tanmateix, només caldra centrar-se en els calculs dels elements del Hamiltonia tals
que involucrin els orbitals p., ja que se sap amb procediments empirics® que les
propietats electroniques del grafe venen donades per 1'orbital p,.

Al centrar-se en els orbitals de p., es considera els elements del Hamiltonia entre
els orbitals de p,:

HY (Ry) = (0, (Ro) H(Ry) 05 (Ry). (3:2.11)

PzPz

Observacié 3.2.6. Com que com a cel-la primitiva es té o, 5 = A, B, llavors s’obté
un conjunt de quatre elements corresponents a les diferents combinacions dels sub-
enreixats per a cada vector Ry de l’enreixat.

Figura 3.9: Unitat de cel-la agafa com origen Ry.

Experimentalment, els elements de la matriu que formen 1'expressié (3.2.11) que
corresponen a la mateixa unitat de cel-la Ry tenen la forma de:

H;' (Ro) = ( o (Ro)[H(Ro)|v;. (Ro)

PzPz

12 () = (0 (R ()05 () = Ve o1
HPF (Ro) = (0l (Ro)| H (Ro) v (Ro>>=v . -
HED (o) = (05 (Ro) (R )01 (o)) =

En altres paraules, es tenen quatre elements del Hamiltonia que fan referencia a
les diferents combinacions entre els tipus A i B d’atoms dins de la mateixa unitat
de cel-la. De fet, els elements de la matriu amb el mateix tipus d’atom dins de la
mateixa unitat de cel-la sén simplement ’energia corresponent a un estat orbital
especific. En aquest cas i segons llibres de text fisics, aquesta energia s’anomena
energia de [’electro en 'orbital p del carboni, on €, = 0.0 eV'. D’altra banda, segons
la literatura fisica, els elements del Hamiltonia entre els diferents tipus d’atoms
sén els parametres de la Muntanya russa, "slater coaster parameters”®, en concret,
Vopr = —3.07 eV. Com a resultat, aquests sén tots els elements del Hamiltonia pels
estats p. que corresponen a una mateixa unitat de cel-la.

ZVeure a [13].
3Aquests parametres sén un nombre que es pot trobar dins de la literatura per components
especifiques.



3.2. MODELITZACIO PER L’EQUACIO DE DIRAC 39

Per altra banda, per les cel-les Ry i Ry, a causa del decaiment de la funcié d’ona
pels elements que corresponen a dos atoms llunyans, el Hamiltonia de A de Ry a A
de R, sera practicament zero i, per tant, per B de Ry a Bde Ry i Bde Rya A
de R; també. Aixi que les components de la matriu del Hamiltonia que s’obtenen

o Hp (Ry) = (7, (Ro) | H(R) [0y (B1)) = Vipe
rop. () = [ i (Ro) | H (Ry)[t. (R1)) ~ 0 (3.2.13)
Hyy (Ry) = ( B(Ro)IH(R1)| A(Ry))~0 2.
HyY (Ry) = () (Ro) | H(R) ¥y (Ry)) ~ 0

Figura 3.10: Atoms pels quals la magnitud dels elements de la matriu del Hamiltonia
és la més gran en les unitats de cel-la de la relacié entre Ry i R;.

Observacié 3.2.7. Cal observar que I’element que importa és el que correspon al
tipus A de la unitat de cel-la original (Ry) i al tipus B de la unitat de cel-la veina
(R1).

Com a conseqiiencia, les contribucions d’unitats de cel-la més llunyanes es podran
negligir degut a la naturalesa localitzada de I'orbital atomic, el qual permet confinar
I’analisi a unes poques unitats de cel-la al voltant de la cel-la original.

Amb el mateix procediment, es pot veure que es tindra la mateixa situacié per
les seglients situacions:

R,

R Ry

Figura 3.11: Unitats de cel-la seleccionades per establir la relacié entre Ry i R»,
R;, R,.
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H2P (Ry) = (97 (Ro)|H(Ry) ) (R2)) = Vipr

PzPz

HPS (R3) = (W2 (Ro)|H(Rs)|7: (R3)) = Vipr (3.2.14)
HEA (Ry) = (2 (Ro| H(Ra) |V (R4)) = Vipr

Aixi doncs, seguint amb el procediment esmentat anteriorment, es poden co-
mencar a escriure els elements del Hamiltonia corresponents als estats p, del grafe,

onp= (p17p2)7 coml:

H;ﬁ)z (p) _ Z eip'(Tﬁ(Rk)—Ta(Ro))HaB (sz) (3215)

PzPz
keN

i es desenvolupa el sumatori només sobre les unitats de cel-la veines. Per una
banda, les component pels blocs AA i BB seran exactament el valor de ¢,, ja que
aquests tipus de combinacions entre els atoms és no nul-la només quan es calcula
I'energia entre Ry i Ry. Per l'altra, segons les expressions (3.2.13) i (3.2.14) no nuls
que s’han trobat previament, pels blocs AB i BA es té, respectivament, que:

HAB (p) _ eip-(TB(Ro)fTA(Ro))HAB (RO) 4 6ip'(TB(R1)*TA(R0))HAB (Rl)

Pzpz PzPz

+ eip-(TB(RQ)*TA(RO))HAB (RQ) (3216)

PzPz

pip.(p) = P AT BN LT (Rp) o o (T BV (Ry)

PzPz PzPz

+ e’ip-(TA(R4)*TB(RO))HEZ‘SZ(RA). (3,2.17)

Cal esmentar que els coeficients que multipliquen els factors exponencials sén
equivalents a V), el parametre de la Muntanya russa.

Com que els arguments de les exponencials contenen la diferencia entre els centres
dels orbitals p, associats als atoms de carboni més propers entre les diferents unitats
de cel-la, per tal de poder completar els calculs es té que:

TB(R()) - TA(RO) = =V

(Tﬁ(lfo) - (TIB%(])%O) = vy

B 1) —TA 0) = —V,y
Ta(R3) — 75(Ro) = vy, (3.2.18)

TB(RQ) - TA(RO) = —U\

\ TA(R4) - TB(Ro) = U\,
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Figura 3.12: Estructura 2-dimensional del grafe.

Com a resultat;

HP? (D) = Vopr (€71 + €P0 +P%) =V f(p), (3.2.19)
Hy') (p) = HPS (p) (3.2.20)

i
Hy (p) = H,p (P) = ¢ (3.2.21)

d’on la funci6 f(p), anomenada com factor d’estructura, esta definida de la
segiient manera:

f(p) = Pt 4 PV 4 PN (3.2.22)
Observacié 3.2.8. Cal notar que els Hamiltonians pels blocs AA i BB sén inde-

pendents pel moment p. De fet, totes les dependencies venen donades pel factor
d’estructura.

Aixi mateix, I'objectiu és trobar la descripcié dels estats p. en el grafe. Per
estudiar-ho, es considera el Hamiltonia pels estats p,:

F[AA <p) H’AB (p))
H,,. (p) = < Bl Bl . 3.2.23
pep: (P) H)7) (p) Hy7) (p) ( )
Observacié 3.2.9. Cal notar que el Hamiltonia (3.2.23) és una matriu 2 x 2, ja

que el grafe té una base formada per dos atoms (A i B) i només es té en compte
I'orbital p,.

La base també pot ser apreciada en la definicié de l'estat propi ¢, on la primera
component correspon a l'estat p, de 'atom A i la segona a l'estat p, per 'atom B:

Y(p) = (é (p)> - (3.2.24)

- (P)

A partir d’aquest plantejament, si es combinen les expressions (3.2.19), (3.2.20),
(3.2.21) i (3.2.23), s’obté que:

H(p) = H,, (p) = ( ot “’W) (3.2.25)
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De totes maneres, com que €, = 0, llavors;

H(p) = (W);)VW fp é‘/;””) : (3.2.26)

Per altra banda, sera rellevant treballar amb la zona de Brillouin, ja que ’energia
4

corresponent a alguns del seus punts s’apropen al nivell de 1’energia de Fermi®.
Definicié 3.2.10. Es defineix la zona de Brillouin com la cel-la primitiva d’un
cristall, en particular, del grafe dins de l’espai de moments.

En particular, la importancia de 1’energia de Fermi vindra donada pel fet que
quan el moment lineal se situi a prop d'un que tingui 1’energia de Ferm:, aleshores
la seva funcié d’ona estara equivalentment situada sobre I’energia de valencia i la de
conductivitat, de manera que, aquests electrons situats en aquesta regié serien molt
probablement els responsables de la conductivitat electrica. De fet, si s’aprecia la
zona de Brillouin del grafe i es defineix un conjunt especific dels valors del moment,
s’obté la figura:

K

Figura 3.13: Zona de Brillouin de I'estructura 2-dimensional del grafe.

on els vectors de la cel-la dins de ’espai de moments:

Uy = % (\/§7 1)

ws= 2 (VA1) (3.2.27)

En la figura de la zona de Brillouin, s’especifica uns pocs punts de moment
simetrics. Pel grafe aquests punts son els I, el centre de la zona de Brillouin; els
punts K i K’, equivalents als vertexs de I'hexagon de la zona de Brillouin; i els
punts M, els quals es troben a la vora de I'estructura, sén els punts mitjans entre
els K i K'. En particular, els punts K i K’ dins de I'estructura electronica del grafe
tenen la propietat que l'energia dels estats d’aquests se situa a prop del nivell de
I’energia de Fermi.

4Es aquella que es defineix com E (p) = 0 1 és la responsable de la conductivitat electrica.
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A causa de la simetria dels punts de la zona de Brillouin, escollint un punt dels
K iun dels punts K’ seran suficients per veure si es compleix ’Equacié de Dirac
també per la resta de punts de la zona. En concret, escollim els punts marcats amb
un cercle de la figura 3.13:

T = (0,0)

(u1 + UQ) . (3228)
(’U;l -+ ’LLQ)

QO |00 =

K:
K =—

A més, l'estructura electronica es pot obtenir facilment diagonalitzant el Hamil-
tonia H(p). Fent-ho, s’obtenen dues energies que difereixen només per un signe:

E(p) = £V f(P)]- (3.2.29)

L’energia amb signe positiu és la que correspon a la banda electronica de con-
duccio i 'energia negativa és la banda electronica de valencia. Cal observar, pero,
que la dependencia del moment per a les energies esta donada pel valor absolut del
factor d’estructura f. Aquest factor, concretament, té la caracteristica que s’anul-la
els punts primitius K i K’ de la zona de Brillouin. Com a conseqiiéncia, les bandes
de conduccio i de valencia es creuen en el nivell de Fermi.

De fet, I'energia de banda del grafé® pot ser representada per una funcié de p; i
p2 en el pla del moment.

Figura 3.14: Energia de banda pel grafe, on k, = p; i ky = po.

Observacié 3.2.11. Cal apreciar que hi ha sis punts del moment on les bandes es
creuen. Aquestes corresponen als vertexs de la zona de Brillouin hexagonal. La
figura també mostra com es veuen les bandes pels punts veins a K i K'. A més, es
pot observar que les bandes de conduccio i de valencia tenen una forma de con, els
vertexs dels quals es troben entre ells en el nivell de Ferma.

Aixi mateix, per investigar el comportament dels electrons més a prop del nivell
de Fermi, s’expandeix el Hamiltonia pels punts veins dels punts primitius K i K’.

® Aquesta figura es pot veure a través de la referéncia [14], on es pot anar canviant els parametres
segons com convingui.
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Per aquest motiu, es defineix el vector moment g com el moment relatiu al punt K,
lg| << |K|. La idea és poder expressar arbitrariament el moment p en termes de
g i considerar |g| com una petita quantitat:

p=q+ K. (3.2.30)

Aquest fet garanteix la descripcié dels estats al voltant del punt K. Aixi doncs,
sigui |g| una quantitat petita, es pot expandir el factor d’estructura f. Ara bé, pel
grafe es pot considerar el primer ordre de q en I'expansié. De manera que;

fp) =~ f(K)+V[(K)(qg+ K - K) = V[(K)(q) =

— (UTeiK-UT + v/eiK'U/ —+ U\eiK.v\) (Q:va Qy) =

s , | 1 1.
= iay (\/7_ (—e v 4 BN et — 56”{'”/ - éelK'v\> (4, ay)-

Si se substitueixen els vectors per les expressions de (3.1.1);
V3 (1 N3 1 3 11 3\ 1[ 1 3
~ vafl v3 1 .v3) 11 v3) 1( 1 .v3
f(p) za0<2 2+z2 2—|—22 : +2 2—|—22 5 2—|—z2 (

i (B e Y (e
= 1o 217 4 4 QI’Qy_

1®) = San(-1)a — ia,) (3.231)

Aleshores, el Hamiltonia del grafe pot ser aproximat pel moment al voltant del
punt K com:

3 0 e — i 4
Hi(q) = —5a0Vipn (q tig, e 0 qy) amb Y (q) = (nggg;)' (3.2.32)
z Pz

A més, aquest Hamiltonia també es pot escriure de forma reduida a través de les
matrius de Pauli i el moment relatiu al punt K:

o = (04,0y)

3.2.33
a= (4., (3239

i absorbint el factor (—1) en les amplituds de la base, es troba que:
Hk(q) = hvpo - q, (3.2.34)

on hvg = %ao‘/;)pﬂ.
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Aquesta aproximacio és coneguda com 1'aprozimacio del continu o I’ aproximacio
de llargues longituds d’ona perque descriu electrons amb longituds d’ona molt més
llargues que les distancies atomiques entre els atoms de carboni.

Analogament, pel punt K’ també es tindria que:

p=q+K

f(p) ~ 2ao(qs +iqy) - (3.2.35)

I amb un procediment similar s’obté el Hamiltonia corresponent al punt K:

3 0 q-+iq) (wA/ @D)
Hy = —aoVppr . v Y] amb g = "K'P 3.2.36
(@) = 5ol (qx-—zqy 0 vl =g @) B2
1 el Hamiltonid continu: B
Hy/(q) = hvpo - q, (3.2.37)
amb: B
o = (0,,—0y). (3.2.38)

Ara bé, com que s’ha suposat que hvp = %aovppﬂ, on Ve = 3.07eV= 3.07 -

1.602 x 1071J i A = 6.626 x 1073*J-s, llavors vp ~ 1 x 105m/s. Per tant;
c

~— 3.2.39
300 ( )

Es més, vp és la velocitat de Fermi dels electrons en el grafe.

Aleshores, es pot dir que el Hamiltonia derivat pels electrons del grafe és del
tipus de la matriu 2 x 2 de 'operador de Dirac. Per tant, si el Hamiltonia de Dirac
és:

H(q) = hco - q + mc’o.. (3.2.40)

I si es considera m — 0, ja que la massa dels electrons es pot considerar nul-la,

i aproximant la velocitat de la llum com vp, la velocitat de Fermi, aleshores el
Hamiltonia de Dirac passa a ser el Hamiltonia deduit pel grafe pels estats p.:

H(q) = hvpo - q. (3.2.41)

Com a conclusid, es pot afirmar que els electrons del grafe es comporten com a
particules sense massa on la velocitat de la llum esta normalitzada i és 300 vegades
més petita que la velocitat de la llum en el buit.
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Conclusions

Per finalitzar, cal concloure que en aquest treball s’ha pogut provar les diferents
propietats de la Transformada de Fourier amb les quals s’ha demostrat el Teorema
de Plancherel, el qual ha estat essencial per 'estudi d’Equacié de Dirac, ja que ha
permes treballar a través de la isometria entre I'espai de posicié amb el de moments
lineals.

S’ha estudiat la deduccié de I’Equacié de Dirac, aixi com 'operador de Dirac. En
concret, aquests apartats han permes trobar un plantejament adient de 'operador
de Dirac, el qual ha estat clau per afirmar si ’espai de solucions existeix i a on es
troben les solucions. De fet, a partir del Teorema (2.3.1.), s’ha vist que aquest espai
de solucions existeix.

Per ltim, pero no per aixo menys important, s’ha provat que la modelitzacio
del grafe ve donada per I’Equacié de Dirac, de manera que, el comportament de
la conductivitat electrica del grafe es pot analitzar a través de les solucions de
I’Equacié. Com a conclusid, una conduccio electrica que podria ser altament dificil
d’abordar acaba sent regida per una sola equacié, la qual té el seu propi espai de
solucions.
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