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Resum i paraules clau

Entre el 1924 i el 1927 a través de la mecanica quantica va comencar a entreveure’s la idea de
que alguns sistemes estaven formats pel que avui dia anomenem “particules indistingibles”. Aquesta
nova percepcié de la identitat de les particules, capgiraria la manera de concebre la naturalesa i la
interaccid en els sistemes formats per elements idéntics. Amb el naixement de la mecanica quantica
i els diferents descobriments de la fisica a I'inici del segle XX, I'estadistica de Maxwell-Boltzmann ja
no respon totes les preguntes que planteja la fisica. Al llarg dels diferents capitols veurem com neix
'estadistica quantica de Fermi-Dirac i, amb ella, la percepcié de la idea d’indistingibilitat i també
com evoluciona aquest concepte. Es vol entendre quin és el context cientific amb el que s’arriba
als anys 1924-1927, per tal d’explicar que va portar a Fermi a desenvolupar una nova estadistica
quantica, anomenada actualment estadistica de Fermi-Dirac, diferent a la que havien desenvolupat
Bose i Einstein dos anys abans i amb un meétode totalment diferenciat (tot i que paral-lel en el temps)
al que fara anar Dirac. Estudiarem també els treballs que publica Heisenberg durant aquells anys i
analitzarem quin paper van jugar en el desenvolupament de les estadistiques quantiques. Addicio-
nalment, veurem que el metode de Dirac, per la seva banda, vindra marcat per la formulacid, entre
el 1925 i el 1926, de la nova mecanica quantica o mecanica matricial per part de Born, Heisenberg
i Jordan.

PARAULES CLAU: historia de la fisica, mecanica estadistica, mecanica quantica, mecanica matri-
cial, estadistiques quantiques, particula indistingible, Fermi, Heisenberg, Dirac

Abstract and keywords

Between 1924 and 1927, through quantum mechanics, the idea began to emerge that some sys-
tems were composed of what we now call “indistinguishable particles”. This new conception of the
particles’ identity, would revolutionize the way we conceive nature and the interaction interaction in
systems formed by identical elements. With the birth of Quantum Mechanics and the various disco-
veries in physics at the beginning of the 20th century, Maxwell-Boltzmann statistics no longer answer
all the questions posed by physics. Throughout the different chapters, we will see the birth of quan-
tum statistics of Fermi-Dirac and, with it, the perception of the idea of indistinguishability, as well as
how this concept evolves in the hands of the famous minds of the time. We also aim to understand the
scientific context leading up to the years 1924-1927, in order to explain what led Fermi to develop a
new quantum statistics, now called Fermi-Dirac statistics, different from what Bose and Einstein had
developed two years earlier, with a completely differentiated method (although parallel in time) from
what Dirac would develop. We will also study the works published by Heisenberg during those years
and analyze the role they played in the development of quantum statistics. Additionally, we will see
that Dirac’s method, on the other hand, will be influenced by the formulation of the new quantum
mechanics or matrix mechanics developed between 1925 and 1926 by Born, Heisenberg and Jordan.

KEYWORDS: history of physics, statistical mechanics, quantum mechanics, matrix mechanics,
quantum statistics, indistinguishable particle, Fermi, Heisenberg, Dirac



Proleg

L'objectiu d’aquesta recerca consisteix en assentar les bases per a una descripcié historiografica
rigorosa de 'emergencia de 'estadistica quantica de Fermi-Dirac i del naixement del concepte d’in-
distingibilitat quantica. La manca d’una descripcié acurada i critica d’aquest episodi crucial de la
mecanica estadistica (i de la mecanica quantica) fa que aquesta sigui una historia pendent de ser
escrita. L'enfocament de la tesi és de caire internalista, és a dir, des d'una perspectiva interna al
propi desenvolupament cientific, i dirigida a coneixedors dels fonaments de la mecanica estadistica
quantica. Tot i que incidentalment s’han comentat aspectes externs, shan mirat de deixar en tot
moment en un segon terme.

La metodologia seguida per portar a terme la nostra investigacio ha estat la revisié de les fonts
originals en primer lloc, seguida de la revisi6 de la bibliografia relacionada. De cada un dels autors
estudiats, n’hem revisat tant les publicacions cientifiques com les notes no publicades i quaderns
conservats que hem trobat, aixi com la correspondéncia enviada i rebuda existent que s’ha pogut
localitzar.

En tots els casos, la principal font per a 'obtencié de la documentacié no publicada en revistes o
llibres, ha estat el repositori “Archives for the History of Quantum Physics” (d’ara endavant AHQP)'.
En aquest repositori, es poden trobar digitalitzats tot tipus de documents originals de molts dels fisics
il-lustres del segle XX i també les entrevistes portades a terme als anys 60 per part de Thomas S. Kuhn,
John L. Heilbron, Paul Forman i Leland Allen; arxivades a AHQP dins la col-leccié “Transcripts of oral
history recordings”. També hem fet servir com a font per a 'obtencié de correspondéncia de ’época,
la publicacié de la correspondéncia de Pauli®. Per a obtenir el context historic, la primera analisi de
les publicacions i la recepcié a I'¢poca, aixi com per a 'obtencid de referéncies i impressions previes
d’altres investigadors, hem consultat sobretot els llibres de Jagdish Mehra i Helmut Rechenberg?, de
Anthony Duncan i Michel Janssen*, de Stephen G. Brush® i de José Manuel Séanchez Ron®.

Pel que fa a la bibliografia especificament consultada per a cadascun dels autors estudiats, a
continuacié es llisten les principals fonts utilitzades en cada cas.

Per a I'estudi dels treballs d’Albert Einstein s’han consultat els documents, generalment traduits
a anglés, publicats a “The collected papers of Albert Einstein”’ de la Universitat de Princeton. Per
a les referéncies biografiques de la vida d’Einstein, principalment ens hem basat en la biografia

[AHQR 1967]

2[Hermann et al., 1979]

3[Mehra and Rechenberg, 1982b], [Mehra and Rechenberg, 1982c], [Mehra and Rechenberg, 1984], [Meh-
ra and Rechenberg, 1987]

*[Duncan and Janssen, 2019], [Duncan and Janssen, 2023]

5[Brush, 1976], [Brush, 2003]

[S4nchez Ron, 2001]

’[Kormos Buchwald et al., 2015]



publicada pel reconegut historiador Abraham Pais®. També hem fet servir com a referéncia principal,
les publicacions dels fisics i historiadors Luis Navarro i Enric Pérez’.

Pel que fa a I'analisi dels treballs d’Enrico Fermi, els articles originals s’han extret dels “Collected
papers: Note e memori”'°, on també hi consten comentaris i notes (tant cientifiques com biografi-
ques) de molts fisics contemporanis de Fermi i que ens han servit per donar context a les publicacions
i per saber quina percepcié tenien dels treballs de Fermi els seus col-legues. Per a les referéncies bio-
grafiques, ens hem basat basicament en les biografies de Fermi publicades per Emilio Segré!! i Laura
Fermi'2. Respecte als estudis historiografics existents sobre els treballs de Fermi entre 1923 i 1927,
s’han consultat principalment les publicacions de Fabio Sebastiani amb Francesco Cordella'3 i Alber-
to De Gregori014, les de Carlo Bernardini amb Luisa Bonolis'® i també les dels fisics, contemporanis
de Fermi, Edoardo Amaldi'® i Lanfranco Belloni'”.

Les principals fonts en el cas de Werner Heisenberg han estat els articles originals, en aquest
cas traduits per nosaltres, la majoria publicats a la revista Zeitschrift fiir Physik. Per a les referéncies
biografiques ens hem basat principalment en la biografia de Heisenberg escrita per David Cassidy*®,
on a més dels fets de la vida de Heisenberg proporciona una analisi cientifica (tot i que sense entrar-
hi a fons) del seus treballs. També el llibre autobiografic escrit pel propi Heisenberg!®. Sobre els
treballs previs relacionats amb les publicacions de Heisenberg entre 1925 i 1927, les principals fonts
revisades han estat els treballs de Duncan i Janssen®°.

Per tultim, les biografies que hem consultat en el cas de Paul Adrian Maurice Dirac han estat les
de T'historiador cientific Helge Kragh?! i I'escrita per Abraham Pais amb altres historiadors?2. Els
articles de Dirac s’han llegit també directament de la publicacid original, en anglés, publicats a la
I'estadistica de Dirac, prévies a la nostra, a més dels treballs historiografics ja mencionats, en aquest
cas en ha servit de referéncia la feina feta per B. L. van der Waerden?3, que també hem utilitzat molt
en el cas de Heisenberg tot i no haver-lo mencionat en el paragraf anterior.

Hem de fer una mencio especial als treballs previs de Daniela Monaldi que ofereixen una analisi
brillant del sorgiment de la idea d’indistingibilitat i del canvi de paradigma des de I'estadistica clas-
sica cap a l'estadistica quantica®*. Com a novetat respecte a la feina fet per Monaldi, nosaltres hem
aprofundit en 'analisi de les publicacions de Fermi on es formula I'estadistica quantica i dels seus
treballs previs, que és una etapa de la historia del desenvolupament de les estadistiques quantiques
que estava pendent d’analitzar a fons. Addicionalment, hem volgut estudiar quin era el context his-

8[Pais, 1982]

°[Navarro, 2020], [Navarro and Pérez, 2002], [Pérez and Sauer, 2010]
10 Fermi, 1965]

HSegré, 1970]

12[Fermi, 1995]

13[Sebastiani and Cordella, 1999], [Sebastiani and Cordella, 2000], [Sebastiani and Cordella, 2001]
14IDe Gregorio and Sebastiani, 2010]

15[Bernardini and Bonolis, 2001]

16[ Amaldi, 1987]

17[Belloni, 1999]

18[ Cassidy, 1992]

¥[Heisenberg, 1972]

20[Duncan and Janssen, 2008]

21[Kragh, 1990]

22[Ppais et al., 1998]

23[Van der Waerden, 1967]

24[Monaldi, 2009], [Monaldi, 2013], [Monaldi, 2019]



toric en el moment en el que es va desenvolupar l'estadistica quantica de Fermi-Dirac (marcat per la
fallida de 'antiga teoria quantica i la formulacié de la mecanica matricial i la mecanica ondulatoria)
i hem analitzat en detall les contribucions de Heisenberg i Dirac, connectant els desenvolupaments
portats a terme per ells amb els anteriors de Fermi (i no només amb els de Bose-Einstein, com s’ha-
via fet fins ara) i també posant aquests treballs en relacié amb el concepte de particula indistingible.
Veurem que discrepem amb Monaldi en alguns aspectes, com per exemple amb la seva afirmacié que
Heisenberg vol mantenir la mateixa visié corpuscular que hi havia en I’estadistica classica. Per aca-
bar, hem volgut analitzar com es connecten tots els desenvolupaments estadistico-quantics entre ells
mitjancant el meétode establert per Pauli i analitzar quina va ser la recepci6 i 'impacte immediat dels
treballs de Fermi, Heisenberg i Dirac just després de la seva publicacid, centrant-nos en les primeres
aplicacions i en les discussions en el marc de la Conferéncia de Como de 1927 i del V Congrés Solvay,
celebrat un mes després a Brusel-les.

Per mantenir la coheréncia del text pel que fa a I'idioma, hem optat per escriure els titols de totes
les publicacions en catala, no obstant aix0, en tots els casos hi consta la referéncia a la publicaci6
original on es pot llegir el titol en I'idioma inicial. De la mateixa manera, les cites que s’inclouen
en el text s’han traduit també al catala (només en alguns casos excepcionals en els que és impor-
tant detectar els matisos del propi llenguatge s’ha decidit mantenir la cita en 'idioma original). Les
traduccions sén nostres en tots els casos, excepte si s'indica el contrari. Per altra banda, la notacid
matematica utilitzada per explicar les publicacions analitzades és, a menys que es digui el contrari,
la notacid original.

Es important remarcar que el que a dia d’avui es coneix com mecanica quantica engloba tant
la mecanica matricial de Born-Heisenberg-Jordan com la mecanica ondulatoria d’Schrodinger. No
obstant aix0, a vegades als articles originals de I'eépoca es parla de “mecanica quantica” en referencia
només a una d’aquestes dues branques. En aquesta memoria, per evitar confusions, reservarem la
denominacidé de mecanica quantica només per a la teoria desenvolupada per Dirac i parlarem de me-
canica matricial quan ens referim als desenvolupaments de Born, Heisenberg o Jordan i de mecanica
ondulatoria quan es tracti de la teoria d’Schrodinger.

Per ultim, voldriem destacar que alguns dels resultats presentats en aquesta memoria ja han
estat publicats en un article on es resum la investigacié sobre el desenvolupament de I'estadistica
de Fermi (que correspon a la part II de la memoria)?°. Per altra banda, cal mencionar que Gonzalo
Gimeno i Mercedes Xipell ens han ajudat a entendre els complexos desenvolupaments matematics i
calculs portats a terme en els articles de Heisenberg. Ells han estat estudiant també els treballs de
Heisenberg i en els propers mesos es publicara un article amb el resultat d’aquesta investigaci6 (que
inclou, entre altres coses, els resultats corresponents a la investigacié detallada a la part III de la
memoria)2°.

25[Pérez and Ibafiez, 2022]
26[Gimeno et al., 2024]
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Part 1

Introduccio i antecedents historics



Lobjectiu principal de la nostra investigacid és veure com neix el concepte d’indistingibilitat
en la mecanica quantica i analitzar de quina manera va apareixent el germen d’aquesta propietat
de les particules a I'hora de formular les estadistiques quantiques. A la vegada, volem determinar
quins factors van propiciar el desenvolupament de les estadistiques quantiques, aixi com la influéncia
que les diferents teories existents i cohabitants en I'epoca van tenir sobre els diversos autors de les
dues noves estadistiques, que avui dia coneixem com estadistica de Bose-Einstein i de Fermi-Dirac.
Veurem que els efectes de la indistingibilitat, que és un concepte desconegut en aquell moment, es
presenten de diferents maneres per part de cadascun d’ells.

Hem dividit aquesta memoria de tesi doctoral en quatre parts. La part I, de caracter introducto-
ri, conté un resum dels antecedents historics previs al moment de la historia que nosaltres ens hem
centrat a analitzar (1924-1927) que hem considerat més importants per entendre en quin context
es desenvolupen les formulacions de I’estadistica quantica per part de Fermi, Heisenberg i Dirac. El
capitol 1 ofereix una breu descripcié de les bases de la mecanica estadistica classica i, passant pel
descobriment dels quanta d’energia i el naixement de la fisica quantica, explicarem quina era la situ-
acié de les teories fisiques que imperaven en aquell moment: la teoria quantica antiga i la mecanica
quantica que just estava naixent. Al capitol 2 ens situarem en el moment en que Albert Einstein for-
mula la primera estadistica quantica, anomenada actualment estadistica de Bose-Einstein, a partir
del treballs de Satyendra Nath Bose sobre la llei de Planck. El primer lloc on es fara evident que
les particules indistingibles han de seguir una estadistica diferent a la classica és en el metode de
Bose per al tractament dels quanta de llum. Einstein aplicara aquest tractament a les particules d'un
gas i alla sera on primer cop s’intentara identificar aquesta propietat. Estudiant els treballs de Bose
i Einstein de 1924 i 1925, veurem que aquesta primera identificacié de la indistingibilitat, per part
d’Einstein, s’expressara com una perdua de la independencia estadistica de les particules.

La part II vol mostrar quines sén les contribucions d’Enrico Fermi en la formulacié de I'estadistica
quantica que porta el seu nom i quin paper juga la indistingibilitat en el desenvolupament del seu
meétode. Aquesta part es divideix en dos capitols. El primer (capitol 3), de caracter introductori, on
volem explicar breument quins son els antecedents a la publicacié seminal de Fermi de 1926 on es
formula l'estadistica quantica. Degut a que no hi ha gaires referéncies bibliografiques que analitzen
els treballs de Fermi entre 1923 i 1926, en aquest capitol introductori a la part II hem inclos la
nostra analisi dels treballs de Fermi que hem considerat més importants, tot i que al final no acabin
tenint una relacié directa amb la mecanica estadistica quantica. Al capitol 4 analitzarem a fons la
publicacié de Fermi de 1926 on va crear I'estadistica quantica que porta el seu nom. Aquest capitol
de la historia ha estat poc estudiat, segurament per quedar a mig cami entre la teoria quantica antiga
i la mecanica quantica.

A la part III analitzem el naixement de I'estadistica quantica en el marc de la mecanica quantica
a través dels treballs de Werner Heisenberg i Paul Adrien Maurice Dirac. Aquesta tercera part també
conté un primer capitol introductori (capitol 5) en el que hem explicat quina va ser la trajectoria
prévia tant de Heisenberg com de Dirac. Analitzarem els treballs de Heisenberg que van fundar
la mecanica matricial i els de Dirac on desenvolupa el seu formalisme de la mecanica quantica.
Aquesta petita introduccid, tot i que no conté idees originals ni esta directament relacionada amb
'estadistica, pensem que és important per entendre bé els conceptes i la formulacié matematica
en la que es basen les publicacions de Heisenberg i de Dirac de 1926, on desenvolupen les bases
de la nova estadistica. Al capitol 6 analitzarem les publicacions de Heisenberg relacionades amb
'estadistica quantica, ja que aquesta també és una part de la historia que no ha estat estudiada
préviament en profunditat, i analitzarem també la interpretacié que dona Heisenberg a la propietat
d’indistingibilitat de les particules, que ell identifica com a un tipus de ressonancia. Finalment, al
capitol 7 veurem l'article de Dirac de 1926 on arriba a desenvolupar de manera paral-lela la mateixa



estadistica que Fermi, que avui dia porta el nom de tots dos. Podrem comprovar que el punt de
partida de Fermi és completament diferent al de Heisenberg i Dirac i que el recorregut practicament
no té punts en comu perd que, tot i aixi, els tres autors van arribar al mateix resultat. També es
podra veure que és en aquesta publicacié on s’identifica, per primer cop, la indistingibilitat de les
particules com la causa de 'aparicié de les noves estadistiques.

Per ultim, a la part IV es vol donar la imatge completa de I'aparicid de les estadistiques quanti-
ques i del concepte d’indistingibilitat. En primer lloc, al capitol 8 s’analitza quina va ser la recepci6
inicial dels treballs de Fermi, Heisenberg i Dirac just després de la seva publicacié. Ens hem centrat
en analitzar quines van les primeres aplicacions i en les discussions que es van produir tant a la Con-
ferencia de Como del 1927 i en el V Congres Solvay, cel-lebrat el mateix any. Per acabar, al capitol 9
repassarem quines son totes les conclusions a les que ens ha portat la nostra investigacid i que ens
han permes establir quina és la influéncia que té la propietat d’indistingibilitat en la formulacié de
les estadistiques quantiques.



Capitol 1

Context historic previ a la teoria
quantica

Abans d’entrar a fons en els temes investigats en aquesta tesi, explicarem breument quin era el
context en el moment del sorgiment de les estadistiques quantiques i quins antecedents historics s6n
rellevants. Per a escriure aquest capitol d’introduccié historica, com hem mencionat en el proleg,
hem consultat sobretot 'obra de Mehra i Rechenberg!, de Duncan i Janssen?, de Stephen G. Brush®
i de José Manuel Sdnchez Ron*.

1.1 La indistingibilitat en I’estadistica classica

Ja hem explicat que un dels objectius principals d’aquesta tesi és investigar com neix i evoluciona
el concepte d’'indistingibilitat en la mecanica quantica, a la vegada que analitzem quin paper jugar
aquesta propietat a I'’hora de formular les estadistiques quantiques. Perd per entendre bé com s’entén
la indistingibilitat en quantica, pensem que és important explicar abans quin era el tractament de les
particules identiques en el marc de I'estadistica classica o de Maxwell-Boltzmann.

Com explica Daniela Monaldi®, el terme particules indistingibles es va comencar a utilitzar al vol-
tant de 1930 per referir-se el mecanisme quantic d’intercanvi en els sistemes quantics que contenien
més d’'una particula i, a partir de llavors, s’utilitza en fisica per a distingir les particules que segueixen
Pestadistica de Bose-Einstein o Fermi-Dirac de la de Maxwell-Boltzmann. Es per aixd que és comt
que avui en dia es parli de l'estadistica quantica com l'estadistica de les particules indistingibles.
Llavors un es pot preguntar: i quin era el tractament que es donava a les particules indistingibles
abans de la mecanica quantica?

Tot i que ara ens pugui semblar sorprenent, no existia el concepte de particula indistingible en
el marc de la fisica classica. Incliis quan es tractaven particules identiques (per exemple electrons
o atoms d’'un mateix tipus en un gas), sempre se suposava que les particules eren distingibles: en
principi sempre era possible etiquetar cada particula i seguir-ne la trajectoria individualment, en-
cara que totes les particules fossin identiques pel que fa a les seves propietats fisiques. Es a dir, en

![Mehra and Rechenberg, 1982b], [Mehra and Rechenberg, 1984], [Mehra and Rechenberg, 1987]
2[Duncan and Janssen, 2019], [Duncan and Janssen, 2023]

3[Brush, 1976], [Brush, 2003]

4[Sanchez Ron, 2001]

>[Monaldi, 2019]
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I'estadistica classica o de Maxwell-Boltzmann, les particules es tracten sempre com distingibles, que
significa que cada particula es pot identificar de manera tnica de les altres.

Com explica Raj Kumar Pathria en el seu conegut llibre sobre mecanica estadistica®, en el context
classic la suposicié de particules distingibles permet simplificar el calcul de les propietats termodi-
namiques d’un sistema i es considera que cada particula té el seu propi estat, independentment de
les altres particules. La distribucié de Maxwell-Boltzmann descriu la distribucid de velocitats de les
particules en un gas ideal. Aquesta distribucid es deriva a partir de la suposicié que es pot identificar
cadascuna de les particules i que, a més, aquestes no interactuen entre si (excepte per col-lisions
elastiques breus i poc freqiients). Sota aquestes condicions, es pot demostrar que la probabilitat que
una particula tingui una velocitat en un rang particular depén de la massa de la particula i la tempe-
ratura del gas. Aquest tractament en I’estadistica de Maxwell-Boltzmann es adequat per a descriure
sistemes classics a escales macroscopiques, on els efectes quantics sén despreciables. No obstant,
aquest enfocament fallava al descriure el comportament de les particules a escales atomiques o sub-
atdmiques i amb el naixement de la fisica quantica, la indistingibilitat i les interacciones quantiques
entre particules jugaran un paper crucial que portaran a la formulacid de les noves estadistiques de
la mecanica quantica.

A continuacid, farem un breu resum dels aspectes més rellevants que s’han de tenir en compte
per posar en context la nostra investigacid.

1.1.1 El principi de Boltzmann

Fins al 1924, l'estadistica formulada principalment per Josiah W. Gibbs, Albert Einstein i Ludwig
Boltzmann a finals del segle XIX era 'nica manera d’analitzar I'equilibri térmic fent servir la teoria
cinetica dels gasos per explicar el comportament termodinamic d’un gas partir del moviment de les
seves moleécules. Com expliquen els historiadors M. J. Klein” o S. G. Brush®, Boltzmann va presentar
una solucié del problema que permetia inclds generalitzar la solucié en el cas de processos irrever-
sibles. Va definir la probabilitat d’'un estat del gas com el niimero d’estats microscopics compatibles
amb les variables termodinamiques emprades per a definir 'estat del gas (per exemple: massa, vo-
lum i energia). La novetat introduida per Boltzmann va ser, doncs, que no és necessari que l’estat en
el que es troba el gas sigui un estat d’equilibri. I'estat d’equilibri sera el de major probabilitat. Boltz-
mann troba que 'entropia termodinamica és una mesura de la probabilitat i, després de postular que
el problema termodinamic sempre evoluciona cap a estats d’igual o major probabilitat (hi ha una
tendéncia natural cap a l'equilibri), podra demostrar que sempre es complira el segon principi de la
termodinamica: I'entropia mai podra decréixer. Als capitols segiients, veurem que la formulaci6 de
lestadistica quantica estd basada en gran part en el que es coneix com principi de Boltzmann® que,
a partir del raonament anterior, permet escriure 'entropia d’un estat com

S =klogW 1.1n)

on k és una constant coneguda com a “constant de Boltzmann” i W és la probabilitat de trobar I'estat
en qiiestio.

®[Pathria, 1972], Historical Introduction, p. 1-6

’[Klein, 1973]

8[Brush, 1976]

%Es Einstein qui, en la seva célebre publicacié de 1905 sobre I'efecte fotoeléctric, li assigna aquest nom a
I'expressio (1.1), tot i que ho fa en un to critic. Per a més detall del paper que juga el principi de Boltzmann
en el treball d’Einstein de 1905 vegeu [Navarro and Pérez, 2002].
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Per aix0, donada la importancia d’aquest principi en les estadistiques quantiques, explicarem
breument quins sén els raonaments de Boltzmann per poder arribar a 'expressio anterior.

Des del punt de vista mecanic, 'estat energetic del gas queda definit per 'energia que té cadascu-
na de les seves molécules. L'energia total del gas es pot distribuir de diferents formes entre les seves
molécules. Cadascuna de les distribucions possibles és el que Boltzmann anomena “complexio”.

Cada moléecula només podra tenir una energia cinética que sigui un multiple natural d’'una quan-
titat arbitraria e. Donat un gas format per n molécules, amb energia total E = Ae, cada distribucio
possible quedara caracteritzada per un conjunt de nombre naturals w;, que representen el ntime-
ro de molécules amb energia ke. Per tal de poder determinar una complexid, necessitem coneixer,
doncs, quina energia té cadascuna de les molécules del gas. Perd un estat és compatible amb moltes
complexions diferents. Exactament, el nimero de possibles complexions que caracteritzara I’estat
del gas vindra donat per:

n!

W=—-—"-— (1.2)

wolw!...wp,!

que és el valor que Boltzmann adopta com una mesura de la probabilitat de trobar I'estat.

En l'estat d’equilibri, segons el postulat de Boltzmann, tindrem el valor maxim de W, tenint en
compte les lligadures que el nombre total de particules del gas i ’energia total venen donades per

p
>lw,=n (1.3)
0
p
chope=7LE 1.4
0

Per raons practiques i per poder fer servir 'aproximacié d’Stirling'? (al tenir sempre valors molt
grans per a n i wy en el cas de les molecules d’'un gas), Boltzmann va calcular el maxim de InW.
I al passar al limit € — O per tal de recuperar el limit continu classic de ’energia de les molécules,
va obtenir dos resultats molt importants: per un costat, va trobar la distribucié de Maxwell per a
I'energia cinética de les molecules i, per I'altre, va justificar que el valor de In W en I'equilibri coincidia
amb l'entropia del gas.

Boltzmann va estendre la identificacié de 'entropia amb In W per a estats de no equilibri, per-
metent associar un valor de ’entropia S a qualsevol estat del gas. Aixo0 li va permetre deduir que
I'entropia del gas sempre creixia fins assolir a una valor maxim, el de I’estat en equilibri. A més, va
generalitzar que els resultats que havia obtingut havien de poder-se aplicar també als casos d’un li-
quid o un solid, ja que un gas no representava en principi cap sistema especial. I d’aquesta manera va
formular el que es coneix com la interpretacié probabilistica del segon principi de la termodinamica.

1.1.2 Lentropia: I’equacié de Sackur-Tetrode i la discussié al voltant
de I’N!

Les discussions al voltant de les dificultats per entendre ’entropia i la seva singularitat daten de
finals del segle XIX. Amb I'ajuda de la publicacié de Francisco Pafios i Enric Pérez!!, en aquesta seccié

11’aproximacié d’Stirling diu que per a valors de a grans es pot escriure que loga! ~ aloga — a.
1[Ppafios and Pérez, 2015]
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volem veure de manera molt resumida quins van ser els desenvolupaments de Sackur i Tetrode entre
el 1911 i el 1913 per al calcul de I'entropia absoluta, on introduien la necessitat d’afegir un factor
N! per mantenir-ne I'extensivitat.

Gibbs va ser un dels primers en destacar les complicacions a 'hora d’entendre aquesta quanti-
tat termodinamica en termes purament mecanics. En el seu llibre “Sobre 'equilibri de substancies
heterogenies” del 1876, hi ha una cita coneguda on explica que, sorprenentment, 'expressio per
I'entropia d’'una mescla de gasos diferents no es podia aplicar a una mescla d'un mateix gas. Al
1902 Gibbs va tornar a abordar aquesta qiiestié al final del seu famos llibre “Principis elementals
en Mecanica Estadistica”'2. Alla diu que s’ha d’utilitzar el que anomena fase genérica per a tractar
amb gasos ideals i aix0 implicava un factor de permutacié N! per tal que I'entropia romangués ex-
tensiva. Segons Gibbs, la modificacié de la constant de 'entropia deguda a la introduccié d’aquest
factor és fisicament irrellevant. El mateix havia afirmat Boltzmann al 1877 quan, en un procediment
similar'3, restava del logaritme de la probabilitat d’'una distribucié el terme NInN. En els raona-
ments de Gibbs i Boltzmann, doncs, només eren realment significatives les diferencies d’entropia
i és per aquest motiu que sutilitzava una equacié per a 'entropia del gas ideal amb una constant
indeterminada.

Amb el teorema del calor de Nernst de 1906'* i la formulacié de Planck que proporcionava
una referéncia absoluta per a I'entropia, alguns fisics van pensar que la fisica quantica potser po-
dria proporcionar una expressié analitica per a I'entropia absoluta. Otto Sackur va ser el primer en
intentar-ho al 1911'° i va arribar a una expressié per a la constant de I'entropia a partir de meétodes
estadistics. Sackur va relacionar la constant obtinguda per ell amb la que apareixia en la férmula de
Nernst de la pressié de vapor (i que Nernst havia anomenat com “constant quimica”)® i va imposar-
ne extensivitat. Sackur va concloure que el valor de la regié quantica elemental depenia del nimero
de particules del sistema. El segiient en intentar-ho va ser Hugo Tetrode!”. Tetrode argumentava
que en un sistema format per molécules iguals i intercanviables, el nimero total de microestats havia
de reduir-se a N! i vinculava la propietat d’identitat amb I'extensivitat: un correcte tractament de
la identitat de les particules assegurava ’extensivitat del sistema. Val la pena mencionar que aquest
és un dels arguments més populars per a justificar la introduccié del factor 1/N! en el calcul de
la constant absoluta de I'entropia. En aquest cas, la regié elemental de Tetrode no depenia d’N a
diferéncia de la de Sackur'®. En un primer moment, Sackur va rectificar el seu resultat original i va
recorrer a 'N!, pero va tornar a rectificar novament al 1913'°. En aquest darrer article, dividia el
volum del sistema en petites caixes de volum ]% per al calcul de les integrals de fase i calculava ’en-
tropia total com la suma d’entropies individuals, assegurant aixi I'extensivitat. Tetrode, per la seva

12[Gibbs, 1960]

13[Boltzmann, 1877]

14E] teorema de Nernst, o tercer principi de la termodindmica, estableix que és impossible arribar a una
temperatura de zero absolut mitjancant un numero finit de processos fisics. En altres paraules, com més
s’apropa un sistema al zero absolut, més dificil és reduir-ne la temperatura. Una implicacié important del
teorema de Nernst és que I'entropia d’un sistema perfectament cristal-li (sense defectes en la seva estructura)
tendeix a zero quan la temperatura s’apropa al zero absolut. Aixo, que també es coneix com la llei de Nernst
de la calor, es tradueix en que la capacitat calorifica de tots els cossos tendeix a zero quan la temperatura
s’apropa als OK.

15[sackur, 1911]

16[Desalvo, 1992]

17[Tetrode, 1912]

18[ Grimus, 2013]

19[Sackur, 1913]
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banda, va intentar millorar el seus arguments?° després de la forta critica que va rebre per part de
Lorentz?!, que afirmava que “la forma en la que s’havia fet aquesta aplicacié requeria més explicacié
i justificaci6”. En aquesta segona publicacid, veiem que la justificacié per a la introduccié del factor
N! seguia sent obscura pero, segons ell, la nova “probabilitat termodinamica” aquest cop si que va
satisfer a Lorentz i amb aix0 sembla que ell també es va donar per satisfet.

Einstein també va expressar la seva opinid sobre el tema. En una comunicacié llegida probable-
ment a la Societat Alemanya de Fisica?? al febrer de 1916, va intentar eliminar “tot 'aparell confiis”
al voltant d’aquest tema. La posicié d’Einstein se centrava en que ell no considerava que els models
cinetics classics fossin suficientment valids com per a poder-ne extreure gaires conclusions.

Posteriorment, al 1920, Trkal i Ehrenfest també van criticar la confusié que hi havia al voltant
d’aquest assumpte i van presentar arguments en la linia dels d’Einstein®3. Ells van arribar a qiies-
tionar la fiabilitat del metode de la férmula de la pressié de vapor. Des del seu punt de vista, no
podia ser una coincidencia que sempre fos el mateix punt el que romania obscur: “saber com una
expressi6 del tipus N (Sackur) o N!™! (Tetrode) pot ser forcada en la probabilitat termodinamica
W per a obtenir un valor admissible per a I'entropia”. Ells volien poder deduir la dependéncia amb
N a partir d’'un procés en el que aquesta canviés de manera reversible, per poder aixi comparar les
raons de la probabilitat amb les diferencies en I'entropia. Aquesta publicacié d’Ehrenfest i Trkal va
rebre una resposta de Planck. Planck venia usant la justificacié de Tetrode per a 1'is del factor 1/N!
des del 1916 i al 1921 va perseverar en I'is d’aquella justificacid, aixi com en la definicié absoluta
de 'entropia®*. Erwin Schrédinger també va escriure un article poc després on examinava diferents
maneres d’entendre el principi de Boltzmann. En aquesta publicacié Schrédinger arribava a fins
a quatre definicions diferents de I'entropia i assenyalava les debilitats dels arguments de Tetrode i
Planck, basats basicament en el fet que les particules idéntiques eren intercanviables®.

Al capitol 2 veurem que amb les contribucions de Bose i Einstein al 1924-252° I'escenari canvia
radicalment. Einstein arriba a una nova expressio per a I'’entropia que compleix el teorema de Nernst
mentre manté la condicié d’extensivitat, sense necessitat d’introduir factors ad hoc. A més, al calcular
el limit classic, Einstein mostra que s’arriba a 'equacid de Sackur-Tetrode. Des de llavors, s’entén que
I'equacié de Sackur-Tetrode s’ha de considerar com un cas limit que pot derivar-se partir de principis
més generals. En un sentit estricte, es pot dir que és una aproximacié del comportament dels gasos
ideals quan la temperatura es prou alta o la densitat prou baixa (o ambdues coses a la vegada). La
dependéncia amb N s’ha de discutir, doncs, sota premisses diferents?”.

Es important fer notar que tot i que historicament les aportacions de Sackur i Tetrode sén re-
llevants, les evidéncies experimentals de ’equacié proporcionada per Sackur i per Tetrode no van
permetre concloure que fos correcta. El debat sobre el valor de la constant de I'entropia va continuar,
com veurem abastament sobretot al capitol 3.1, durant els anys segiients a la publicacié dels seus
treballs.

20[Tetrode, 1915]

21[Lorentz, 1917]

22Deutsche Physikalische Gesellschaft.

23[Ehrenfest and Trkal, 1920]

24[Planck, 1922], [Monaldi, 2009]

25[Schrédinger, 1925]

26[Bose, 1924], [Einstein, 1924], [Einstein, 1925a], [Einstein, 1925b]
?7[Seglar and Pérez, 2014]
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1.2 De la teoria quantica antiga a la mecanica quantica

En aquesta seccid explicarem de manera molt resumida com va néixer la teoria quantica per in-
tentar donar resposta a aquells aspectes que la teoria classica no podia explicar i que hem mencionat
en els apartats previs. Basant-nos en la bibliografia i per no entrar directament als temes que relaci-
onats amb la investigacié portada a terme en aquesta tesi, per donar una mica de context historic i
explicar quin era l'estat de la qiiestid abans del 1924, explicarem com neix primer una teoria quan-
tica primitiva, que avui dia sanomena teoria quantica antiga (comunament coneguda com OQT, per
les seves sigles en angles “Old Quantum Theory”), que evolucionara cap a la mecanica quantica.

1.2.1 Lorigen de la teoria quantica: Planck i Einstein

La OQT va sorgir com a resposta a diverses observacions experimentals que desafiaven la fisica
classica, particularment aquelles relacionades amb la radiacié del cos negre.

En primer lloc, el treball innovador de Max Planck el 1900, on va introduir el concepte de nivells
d’energia quantitzats per explicar la distribuci6 espectral de la radiacié del cos negre, va servir com a
pedra angular per a aquest nou marc teoric?®. Com explica Navarro??, Planck va trobar una férmula
per expressar la distribucié espectral de la densitat d’energia de la radiacié térmica emesa per un
cos negre p(v, T) (energia emesa per unitat de volum i per unitat d’interval de freqiiéncia), que en
notacio actual s’expressa com

8nv* h
p(V, T)dV: 7;31) ﬂ—vld’V (1.5)
exrT —

on T és la temperatura, k és la constant de Boltzmann i h una nova constant universal que més
endavant es coneixeria com “constant de Planck”. La justificacié teorica per a aquesta llei de la
radiacié del cos negre es basava en la determinacié de I'entropia mitjana per ressonador S(v, E) per

a un conjunt de ressonador monocromatics de freqiiéncia v i energia total E i la introduccié de la
1 _ 35(»,E)

T = 9E(»T)"
mitjana S(v, E), pero Planck no va ser capacg de trobar manera convincent de calcular-la. Mitjancant

79

el que més tard va anomenar “un acte de desesperacié” va acabar aplicant els métodes estadistics de
Boltzmann al problema de la radiacié i aquella justificacié®>® conduia a una restriccié: els ressonadors
planckians de freqiiéncia v no podien absorbir i emetre qualsevol quantitat d’energia, siné només
quantitats multiples d’una unitat elemental (que es coneix com a quantum d’energia3!) de valor
¢ = hv. La proposta de Planck que I’energia s’'emet o s’absorbeix en paquets discrets (quanta), va
posar en dubte el concepte de transferencia d’energia continua, assumit fins llavors per la fisica
classica. Aquesta proposta implicava que els nivells d’energia no sén continus, siné que existeixen
estats energetics discrets i quantitzats i que els intercanvis d’energia ocorren en unitats discretes, que
posseeixen una quantitat d’energia especifica determinada per la constant de Planck.
Posteriorment, al 1905, Einstein va publicar a la revista Annalen der Physik un article que portava

per titol “Sobre un punt de vista heuristic referent a la produccié i transformacié de la llum”>2, Anem

temperatura a través de la relacio Calia doncs trobar una forma de calcular ’entropia

28[planck, 1900a]

29[Navarro, 2020], p. 93-94

30Que implicava dotar les lleis de la termodinamica d’un cert caracter estadistic, a Planck no li va agradar
gens degut a la seva adhesié al principi del caracter absolut de les lleis de la fisica.

31E] terme original utilitzat per Planck va ser “quantum, terme en alemany d’origen llati”. Aquest terme
aviat es va introduir a altres llengiies sense ser traduit especialment després del congrés Solvay de 1911.

32[Einstein, 1905]
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a veure de manera resumida quins son els resultats que presenta Einstein en aquesta publicacié (per
a més detall es pot consultar, per exemple, [Navarro, 2020], p. 96-107).

En la introduccié d’aquest article, Einstein diu que li sembla que les observacions de la “radiacié
negra” es poden entendre millor si se suposa que 'energia de la llum esta discontinuament distribuida
en I'espai (al contrari del que es desprén de la teoria de Maxwell, que considera que I'energia és una
funcié espacial continua per a tots els fendmens purament electromagnetics i, per tant, també per a

la llum). D’acord amb aquesta hipotesi®?:

Quan un raig de llum emergeix des d'un punt, '’energia no esta continuament distribuida
sobre un espai cada cop més gran, siné que consisteix en un nimero finit de quanta
d’energia que estan localitzats en punt de I'espai, es mouen sense dividir-se i inicament
poden ser absorbits o produits com un tot.

Al contrari de Planck®*, Einstein considera revolucionaria aquests idea de la possible discontinu-
itat tant de la distribucid espacial de I'energia com de l'intercanvi energetic entre materia i radiacid.
A partir d'un tractament invers al que era habitual: parteix de les relacions macroscopiques per ob-
tenir el corresponent valor de la probabilitat en lloc de partir d'una descripcié probabilistica de la
radiacid per a obtenir-les. Einstein comenca, doncs, partint de la llei de Wien

v

P, = avie BT

on a i 3 s6n constants. Abans de seguir aclareix que les observacions existents per a la radiacié6 del
cos negre mostren que aquesta llei no és valida, pero que si que esta confirmat experimentalment que
sigui valida per a alts valors de v/ T i que, tenint en compte aixo, els resultats que ell presenta només
sén valids dins de certs limits. Es si més no sorprenent que no parteixi de la recent publicada llei de
Planck i que ni tan sols justifiqui perqué no la utilitza. La llei experimental de Wien per a la radiacio
del cos negre correspon a una situacio fisica en la que es compleix que Z—; >> 11 aquest fet és el
que va permetre que Einstein arribés a un resultat correcte sense tenir en compte la no distingibilitat
dels quanta de llum, tot i que va ser el que faria aflorar el caracter discret de la radiacié que, com
veurem d’aqui uns moments, sera la principal troballa d’Einstein en aquest treball de 1905. Com
explica el fisic i historiador Luis Navarro®®, pot sorprendre descobrir que si Einstein hagués utilitzat
la llei de Planck enlloc de la de Wien, no hagués arribat a “descobrir” el quantum de llum: la llei
de Planck, l'estadistica de Boltzmann i la quantitzacidé de I'energia de la radiaci6 sén incompatibles.
Un dels resultats més rellevants als que arriba Einstein sén el calcul de la variacié de I'entropia de la
radiacié monocromatica de freqiiéncia v quan es produeix un canvi en el volum de la cavitat (que
passa de V a V) a energia constant E, com:

E 1%
S—Soz—log(—) (1.6)
y
a partir de la introduccié de la terminologia “principi de Boltzmann” per referir-se a la relaci6

entre I'entropia termodinamica S i la probabilitat relativa W de I’estat macroscopic corresponent
donada per I'expressié

33[Einstein, 19057, p. 133

34Que introdueix la discontinuitat com una hipotesi merament formal, per poder arribar al resultat que
buscava (vegeu [Navarro, 2020] (p. 98, nota 1) on es reprodueix un fragment de la carta amb data 7/10/1931
que va enviar Planck al seu amic fisic R. W. Wood, on expressa aquesta idea).

35[Navarro, 2020], p. 320-321.
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S=]%logW 1.7)

on R és la constant de Rydberg i N el numero d’Avogadro. En el cas particular de la radiacié mono-
cromatica, de freqiiéncia v i energia E, tancada en una cavitat de volum Vj,, amb parets totalment
reflectants, la probabilitat W de que tota I'energia de la radiacié estigui continguda en una part de
volum V, dins de V{;, en un instant determinat, Einstein escriu que vindria donada per

W= (K) . (1.8)

A continuacid, considera el cas d'un gas ideal d’'n molecules en un volum Vj i es pregunta pel
valor de la probabilitat W de que les molécules es troben en un instant determinat en un volum V
dins de V;). A aquesta probabilitat, que Einstein denomina “probabilitat estadistica” li assigna el valor
“evident” (en alemany original “offenbar”)

V n
W= (_) (1.9)

Vo

Es la comparacié entre aquestes dues expressions (1.8) i (1.9) el que porta a Einstein a enunciar
el resultat més important del seu treball: dins del rang de validesa de la llei de radiacié de Wien,
la radiacié monocromatica de baixa densitat es comporta termodinamicament com si estés formada
per quanta d’energia mutuament independents i que tenen magnitud hv*°. Torna a ser sorprenent
que Einstein en cap moment compara conceptualment els seus quanta d’energia amb els que havia
introduit Planck cinc anys abans.

La comunitat cientifica va trigar al voltant de 20 anys a considerar indubtablement valida la
hipotesi dels quanta d’Einstein. El mateix Einstein es referia a ella en els segiients termes®”:

Insisteixo en el caracter provisional d’aquesta idea auxiliar [la hipotesi quantica], que
no sembla compatible amb les conclusions de la teoria ondulatoria experimentalment
contrastades.

En canvi, les idees quantiques de Planck van ser més ben acceptades. L'opinié de Pais al respecte
és que el motiu de que una hipotesi fos acceptada i I'altra no, es devia a que una era de caracter teoric
i I'altra relacionada amb els resultats experimentals®®. En canvi, Navarro opina que hi havia una
tercera rad relacionada amb el rebuig de la idea d’Einstein: la hipotesi quantica d’Einstein suggeria
revisar les equacions de Maxwell per al camp de radiacid, en canvi, la hipotesi quantica de Planck
no semblava alterar (en principi) la teoria electromagnetica de Maxwell. Aixo, lligat al prestigi de
Planck, que ocupava una catedra a la Universitat de Berlin des de 1892, hauria contribuit a que no
es rebutgés la seva idea quantica com si que es va rebutjar obertament la d’Einstein®’.

El prestigi d’Einstein va comencar a créixer de manera significativa després de la seva participa-
cié al primer congrés Solvay I'any 1911. L'objectiu principal d’aquest congrés va ser discutir sobre la
qiiestié dels quanta d’energia que havia proposat Planck per primera vegada i que s’havia aplicat i

36En I'original Einstein escriu la magnitud dels quanta com %, pero a partir del treball de Planck ja se sap
que RB/N és una constant universal identificada com h (que més tard s’anomenaria constant de Planck), de
manera que posteriorment s’estableix la notacié tipica del valor dels quanta de llum com hv.

37Intervencié d’Einstein al primer congrés Solvay de 1911 que reprodueix [Navarro, 2020] a la pagina 127.

38[Pais, 1982], p. 389

39[Navarro, 2020], p. 128
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utilitzat posteriorment per Einstein i altres fisics ja al 1911. Els dos temes centrals que es van tractar
a Brussel-les van ser la radiacié del cos negre i la calor especifica dels solids. Degut a que, com
hem dit, en alguns aspectes la hipotesi dels elements d’energia contradeia teories vigents i contras-
tades experimentalment, la comunitat cientifica considerava necessari discutir sobre la naturalesa
d’aquest quantum i sobre la manera d’incorporar-los a la fisica, aixi com veure possibles aplicacions.
Al finalitzar el congrés, es podria dir que la major part dels assistents estaven convencuts que les dis-
continuitats s’acabarien instal-lant definitivament en la fisica, tot i que encara hi havia certa confusio
general sobre quina era la manera més adequada de procedir a partir d’aquell moment*.

L'evolucié de la teoria quantica va continuar amb la proposta del model de 'atom de Bohr de
1913, que va expandir les idees de Planck proposant un nou model per a 'atom. El model de Bohr
postulava que els electrons orbiten el nucli atomic en orbites quantitzades especifiques, o nivells
d’energia, en lloc de fer-ho per tot un continu d’energia com suggereix la fisica classica. Aquestes
orbites permeses corresponen a nivells d’energia discrets i els electrons es troben fent transicions
entre ells, absorbint o emetent quanta d’energia. El model de Bohr va explicar amb éxit la naturalesa
discreta dels espectres atomics observats en experiments d’espectroscopia, proporcionant evidéncia
contundent de la quantitzacié de 'energia*!.

La generalitzacié del procediment de quantitzacié (que havia resultat molt exitds per al cas de
I'atom d’hidrogen), es va portar a terme per part de Bohr en la segona part de la seva famosa trilogia
de 1913*2. Bohr assumia que els electrons en I'estat fonamental ocupaven un anell coaxial i estaven
situats a intervals regulars, girant tots en el mateix sentit al voltant del nucli. En aquest nou model
atdmic, s'incorporava la idea de quantitzacié del moment angular i la teoria dels nivells d’energia
quantitzats en els atoms, establint les bases per a la comprensié de I'estructura atdmica. Aquests ar-
ticles contenen una série de postulats que sovint es coneixen amb el nom de “postulats de Bohr” i que
van jugar un paper fonamental en la OQT, especialment en la configuracié de la nostra comprensié
de l'estructura atomica i el comportament dels electrons dins dels atoms. Aquestes assumpcions en
les que es basava el model de Bohr eren les segiients:

(1) La radiacid no s’emet (o absorbeix) de manera continua com se suposava en I'electrodinamica
classica, sind només en la transicio entre estats “estacionaris”.

(2) Lequilibri dinamic dels sistemes en els estats estacionaris esta governat per les lleis classiques
de la mecanica, mentre que aquestes lleis no son valides en la transicio entre dos d’aquests estats.

(3) La radiacié emesa (o absorbida) durant la transicié entre dos estats estacionaris és homoge-
nia*? i la relaci6 entre la freqiiéncia » d’aquesta radiacié i I'energia total E ve donada per E = hv, on
h és la constant de Planck.

(4) Els diferents estats estacionaris d’'un sistema simple que consisteixi en un electré rotant al
voltant d’un nucli positiu estan determinats per la condicié que la relacié entre I'energia total i la
freqliencia de revoluci6 de Ielectré ha de ser un multiple enter de h/2. Assumint que I'orbita de
'electrd és circular, aixo és equivalent a dir que el moment angular de I'electr6 al voltant del nucli
ha de ser un muiltiple enter de h/27.

(5) Lestat “permanent” d’un sistema atomic (’estat en el que I'energia emesa és maxima) esta
determinat per la condicié que el moment angular de cada electr¢ al voltant del centre de la seva
orbita ha de ser igual a h/2.

40[Navarro, 2020], p. 197; [Duncan and Janssen, 2019], p. 8-16

#IVegeu 'apendix B per a més detall sobre I'atom de Bohr i la construccié del model i també [Duncan and
Janssen, 2019] (p. 10-151ip. 177-201)

42[Bohr, 1913]

43Quan parla de radiacié homogénia, Bohr vol dir monocromatica.
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Aquestes assumpcions implicaven que els electrons només poden fer transicions entre orbites
quantitzades absorbint o emetent quantitats discretes d’energia, que corresponen a la diferéncia d’e-
nergia entre les orbites inicials i finals. Aquest concepte va proporcionar una explicacié qualitativa
de les linies espectrals discretes observades en els espectres d’emissié i absorcié atomica, com ara
la serie de Balmer en 1’hidrogen44. Les assumpcions (2) i (5), perd, eren incompatibles amb atoms
multielectronics amb més d’un anell d’electrons orbitant al voltant del nucli. Veiem doncs que, tot
i que el nou model atdmic proposat per Bohr va millorar la teoria, la OQT va continuar presentant
algunes inconsisténcies com aquesta que mai es podrien resoldre.

Les regles de quantitzacié d’Arnold Sommerfeld formulades al 1916, per la seva banda, també
van tenir un paper significatiu en la OQT, especialment en el perfeccionament del model de I'atom de
Bohr i en I'extensié de la seva aplicabilitat a sistemes atdmics més complexos. Mitjangant I'ampliacié
del model de Bohr per incloure orbites el-liptiques i nombres quantics addicionals i amb la incorpo-
racié d’efectes relativistes, les contribucions de Sommerfeld van obrir el cami per a una comprensié
més profunda de l’estructura i la dinamica atomiques, preparant el terreny per al desenvolupament
de la mecanica quantica moderna.

Aquestes regles estableixen que cadascuna de les accions integrals del sistema, que corresponen
a les variables de moviment periodic, ha de ser igual a un multiple enter de la constant de Planck.
Matematicament, s’escriu com

J =§pnqn = nh, (1.10)

on J és l'accid integral per a la coordenada g, amb moment conjugat p,,, n és un nombre quantic
enter i h és la constant de Planck. Aquest principi permet quantitzar les orbites dels electrons en
I'atom.

L'ampliacié del model de Bohr va ajudar a descriure millor el comportament dels electrons a I'in-
terior dels atoms, tot i que tampoc se’n va acabar de sortir i continuaven havent-hi certs aspectes que
no es podien explicar. Sommerfeld també va introduir nimeros quantics addicionals més enlla del
nombre quantic principal (n) proposat per Bohr. Aquests nombres quantics addicionals, com ara el
nombre quantic azimutal (m;) i el nombre quantic magnetic (m,), van proporcionar una descripcié
més completa del moviment de I'electré dins de I'atom, incloent-ne I'orientacié i el moment angular.
Amb aixo, les regles de quantitzacié de Sommerfeld van explicar amb éxit I'estructura fina observada
en els espectres atomics, especialment la divisié de les linies espectrals en multiples components en
certes condicions.

La OQT va sobreviure només al voltant d’'una déecada. Per una banda, sense 'espin (que no
s’havia descobert encara) amb el seu moment magnétic associat, es feia complicat explicar algunes
linies espectrals complexes o la divisi6 de linies sota la influéncia d'un camp magneétic extern (efecte
Zeeman) sense considerar-lo. Per altra banda, hi havia la imatge dels electrons en orbites donant
voltes al voltant del nucli, que posteriorment es va veure que no era correcta.

1.2.2 La mecanica matricial

La formulacié de la mecanica quantica durant la segona meitat de 1925 i inicis de 1926, va
permetre trobar resposta a alguns dels problemes que la teoria quantica de Bohr-Sommerfeld no

4Vegeu l'apéndix B per a més detall.
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aconseguien resoldre, ni amb I'is del principi de correspondéncia ni afeblint les regles quantiques.
La mecanica quantica es divideix en dues vessants, la mecanica matricial per una banda i la mecanica
ondulatoria de Schrédinger per l'altra (ambdues complementades amb la formulacié de Dirac), que
el propi Schrodinger mostra que eren equivalents en un article publicat al maig de 1926%.

La idees de la mecanica matricial rapidament es van estendre per Europa, en detriment de la OQT.
A més, els articles fonamentals de la nova teoria es van publicar tots en un breu periode de temps.
El primer article de Heisenberg®® es va enviar al juliol de 1925 a la revista Zeitschrift fiir Physik
i es va publicar al setembre. Larticle de Born i Jordan on s’introdueix la formulacié matricial*’
i al que remet aquest de Heisenberg que acabem de mencionar, va enviar-se a finals de setembre
a la mateixa revista i es va publicar al novembre. El primer treball de Dirac sobre les equacions
fonamentals de la mecanica quantica*® va ser enviat per Fowler al mes de novembre del mateix any
i es va publicar al mes de febrer de 1926. Per tltim, I'article de Dirac sobre la mecanica quantica
que hem considerat seminal® per a la fundacié de I'estadistica quantica que avui dia coneixem com
estadistica de Fermi-Dirac es va enviar només nou dies abans que Born, Heisenberg i Jordan enviessin
la coneguda publicacié “Das Dreimdnnerarbeit” a Zeitschrift fiir Physik>°, amb la seva formulacié de la
mecanica quantica. Veurem amb més detall quin era el contingut d’aquestes publicacions als capitols
6i7.

El que va passar a continuacié va ser una explosié de treballs (entre ells el de Pauli®!, que va
aconseguir resoldre 'espectre de 'atom d’hidrogen utilitzant la teoria desenvolupada al Dreimdnne-
rarbeit i que comentarem al capitol final) que va culminar en una nova teoria quantica.

A part de tots aquests treballs és molt rellevant tota la informaci6é que es van intercanviar per
correspondéncia la major part dels fisics rellevants en aquella €época. Com mencionen Mehra i Rec-
henberg®2, n’és un exemple excepcional totes les cartes intercanviades entre Pauli i Heisenberg de-
gut a la seva estreta relacié. A través d’aquestes cartes, Pauli va poder coneixer de primera ma tot el
desenvolupament que Heisenberg estava portant a terme. Heisenberg també va visitar-lo a Hamburg
entre mitjans d’octubre de 1925 i principis de novembre, just quan havia acabat els seus calculs de
I'atom d’hidrogen fent servir la mecanica matricial. A partir d’aquest contacte, Pauli va poder escriu-
re el seu article sobre I'espectre de I'atom d’hidrogen de maig de 1926 amb els calculs dels estats
energetics de 'hidrogen, tot i que no es va publicar fins mesos més tard perque es va voler esperar a
poder incloure-hi les correccions relativistes.

En general, la comunitat cientifica va rebre la mecanica quantica amb una actitud positiva®>. La
propagacio es va portar a terme a través de més desenvolupaments teorics que es van fer a posteriori
i els principals llocs que van liderar aquesta propagaci6 van ser els mateixos que fins aquell moment
havien estat el bressol de la nova teoria quantica. Born, Heisenberg i Jordan a Gottingen van treballar
en estendre els meétodes inventats per ells per poder-los aplicar a un ampli ventall de fenomens. Pauli
a Hamburg es va esforcar per aplicar el formalisme matricial i calcular les intensitats de les linies

45[Schrédinger, 1926f]

46[Heisenberg, 1925b]

47[Born and Jordan, 1925]

*8[Dirac, 1925]

4[Dirac, 1926a]

0[Born et al., 1926]

S1[Pauli, 1926]

52[Mehra and Rechenberg, 19871, p. 235
53[Mehra and Rechenberg, 1984], p. 241
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de Balmer de I'espectre de 'hidrogen, a més de fer molta difusié de la mecanica quantica i intentar
involucrar a més cientifics amb la nova teoria. A Cambridge, Dirac va treballar en la generalitzacio
dels métodes dels g-numbers. Per ultim, tot i que Bohr a Copenhaguen no va publicar cap treball que
contribuis a la creacid de la mecanica matricial, el seu col-laborador Kramers va aprendre rapidament
els metodes de la mecanica matricial i va desenvolupar el seu treball sobre la teoria de dispersio.
Val la pena mencionar perd, que no tothom va abracar la nova teoria sense recances. Com
descriu Sanchez-Ron en el seu llibre sobre la historia de la fisica quantica®*, es podria dir de manera
resumida que es van formar dos grups: els moderns, encapcalats per Born, Bohr y Pauli que la van
acceptar, i els antics, que la rebutjaven. El problema dels que no I'acceptaven basicament eren les
matematiques. Al 1925-1926 molt pocs fisics estaven familiaritzats amb el calcul matricial i menys
encara si aquest involucrava matrius infinites (que ni tan sols Heisenberg coneixia, només Jordan i
Born i perqué aquest tltim havia estat treballant a Gottingen com ajudant de David Hilbert, un dels
matematics més importants en aquella época). En el grup dels que rebutjaven la nova teoria estava,
paradoxalment, Einstein, un dels pares dels quanta i, per tant, de la teoria quantica.

1.2.3 La teoria ondulatoria de Schrodinger

La teoria ondulatoria de Schrodinger, sovint anomenada mecanica ondulatoria, és un dels pilars
fonamentals de la mecanica quantica®. La va formular Erwin Schrédinger en una trilogia d’articles
publicats al marc del 1926°° i se centra en la descripci6 dels sistemes fisics a nivell quantic mitjancant
I'is de funcions d’ona a partir de les idees préviament formulades per Louis de Broglie®” .

En la teoria de Schrodinger, cada particula o sistema quantic es descriu mitjancant una funcié
d’ona, representada per la lletra grega W. Aquesta funcidé és una descripcié matematica de I’estat
quantic d’un sistema i inclou informacié sobre totes les propietats mesurables (la posicid, el moment,
I'energia...) de les particules.

L'evolucié temporal de la funcié d’ona esta determinada per I'equacié de Schrodinger. Aquesta
és una equacié diferencial parcial que estableix com canvia la funcié d’ona amb el temps. Existeixen
dues formes principals de 'equacié de Schrédinger: la forma dependent del temps, que descriu com
evolucionen els sistemes quantics en el temps; i la forma independent del temps, que s’usa per a
trobar els estats estacionaris (és a dir, els estats amb energia fixada). Els estats estacionaris formen
la base per a estudiar les propietats i comportaments de sistemes quantics en equilibri.

L'equacié de Schrodinger, en la seva forma dependent del temps per a un sistema no relativista,
s’escriu com

ih%\l/(?, t)=HU(7,t) (1.11)

on i és la unitat imaginaria, & és la constant de Planck reduida (h = %), W(7, t) és la funcioé d’ona
del sistema, que depén de la posicié 7 i el temps ¢, i H és 'operador Hamiltonid, que descriu I'energia
total (cinética més potencial) del sistema.

Per a sistemes en els que ’energia es conserva i no depen explicitament del temps, se sol utilitzar
la forma independent del temps de 'equacié de Schrédinger, que té la forma:

>4[Sanchez Ron, 2001]

>>Recordem, com ja hem comentat, que el que avui en dia es coneix com a mecanica quantica inclou tant
la mecanica matricial formulada per Born-Heisenberg-Jordan com la mecanica ondulatoria de Schrdodinger,
ambdues complementades amb el formalisme desenvolupat per Dirac.

S6[Schrodinger, 1926¢], [Schrédinger, 1926d], [Schrodinger, 1926b]

>7[Kragh, 1990], p. 30



22 CAPITOL 1. CONTEXT HISTORIC PREVI A LA TEORIA QUANTICA

AY(?) = E¥(?) (1.12)

on ¥(7) és la funcié d’ona espacial del sistema, que ara depén de la posicié 7 per6 no del temps, E
representa els nivells d’energia del sistema i H és, novament, I'operador Hamiltonia.

Segons la interpretacié de la teoria de Schrédinger introduida per Max Born®®, la magnitud al
quadrat de la funcié d’ona, |¥|?, en un punt donat de I'espai, ens déna la densitat de probabilitat de
trobar la particula en aquest punt.

Per altra banda, és de gran rellevancia la caracteristica de superposicié de les funcions d’ona:
les solucions a I'equacié de Schrodinger poden superposar-se. Aixo significa que si ¥; i ¥, so6n
solucions, qualsevol combinaci6 lineal d’elles també sera una solucié valida. Aquest principi és la
base de fenomens quantics com la interferéncia o I'entrellacament quantic.

Per ultim, la teoria de Schrodinger també defensa la nocié de que els sistemes a nivell quantic
exhibeixen tant propietats de particules com d’ones.

1.3 Dificultats de la OQT: el problema de ’heli

Com hem comentat, un dels problemes que la teoria quantica no era capac d’explicar era I'espectre
de l'heli. A continuacié, amb ajuda de les explicacions que hi ha al llibre de Duncan i Janssen sobre el
problema de I'heli en la teoria quantica antiga®, intentarem explicar amb més detall el descobriment
de I'heli i les dificultats a I’hora d’explicar-ne el seu espectre.

Quan s’observava I'heli a principis del segle XX, els espectrografs detectaven dos conjunts de
termes, entre els quals no es produien transicions radiatives. En un primer moment, es va pensar
que es tractaria de dos elements diferents, heli i paraheli (reanomenats com ortoheli i paraheli més
endavant), pero tots els intents per separar-los quimicament fallaven. Sense l'espin, s’intentava
explicar aquest fenomen a través de les diferents orientacions espectrals de I'orbita dels electrons.
Alguns calculs van aconseguir millorar els resultats que es tenien fins llavors per a 'energia de I'estat
fonamental. Tot i aix0, un examen detallat dels termes de I'energia dels estats excitats del paraheli,
fet per part de Born i Heisenberg ’any 1923, també va acabar en fallida.

El 20 d’octubre de 1868, Norman Lockyer va observar a través del seu espectroscopi, que apun-
tava al disc solar, tres linies d’emissié en vermell, blau i groc. Les dues primeres coincidien amb
les conegudes linies Balmer de I’hidrogen, pero la tercera estava prop de la linia D de Fraunhofer
(doblet del sodi), tot i que no acabava de situar-la. Per diferenciar-la de les linies D, i D, del sodi,
la van anomenar linia D3. Al 1870, Lockyer va comencar a anomenar a I'element que havia de ser
el responsable d’aquesta linia com “helium” (del mot grec helios, referit al sol) i el nom heli es va
comencar a usar de manera informal.

Un quart de segle més tard, al 1895 a Londres, William Ramsay va observar el gas emés pel
mineral cleveita (sobretot fet d’oxid d’urani) quan s’escalfava. Es pensava que el gas era nitrogen,
pero quan va observar-ne I'espectre, va veure una linia groga propera pero diferent a les linies D del
sodi. Al explicar-li al seu col-lega William Crookes aquest resultat, aquest li va dir que la linia groga
corresponia a la linia D3 de I'heli, descoberta tres decades abans per Lockyer.

Just després de descobriment de Ramsay, Carl Runge y Friedrich Paschen, a Hannover, van co-
mencar a analitzar de manera sistematica el gas de cleveita. Els seus resultats mostraven que l'es-
pectre de I'heli es podia separar en diferents conjunts de series de linies espectrals i que no hi havien

58[Born, 1926]
>°[Duncan and Janssen, 2019], p. 361-382
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transicions entre els diferents conjunts. Els conjunts s’assemblaven a les tres series dels metalls al-
calins, com el liti, pero en un cas les linies eren en tots els casos singlets i en I’altre, doblets. Aquest
fenomen de conjunts de seéries mai s’havia vist abans en I'espectre d’un element pur, de manera que
la hipotesi que més rellevancia va prendre en aquell moment va ser que es tractava d'una mescla
de dos elements: un presentava la linia groga (que era un doblet), i havia de ser I'heli de Lockyer,
i les altres séries (singlets) s’associaven a un nou element que s’'anomenaria parheli en un primer
moment.

Tots els intents per separar, quimicament o per difusid, els components del parheli (més tard
anomenat paraheli) de I'heli (més tard anomenat ortoheli), van ser infructuosos. Aquest fet sumat a
que es van anar trobant altres elements amb un nombre d’electrons de valéncia senars que presenta-
ven un espectre format per séries de termes que no es comunicaven entre si (series singlet i triplet)
va portar a que al final del segle XIX, els cientifics ja van comencar a assumir que es trobaven davant
d’un sol element perd amb un espectre més complex.

La semblanca entre els termes espectrals de I'heli amb el dels metalls alcalins, suggeria que es
podia tractar aplicant alguna mena de concepte d’apantallament en els seus electrons. Per aixo,
al 1916 Sommerfeld va adoptar un model en el que un electrd orbitava al voltant del nucli i el
segon (I’electré de valéncia) ho feia en una zona més allunyada. Els nivells energetics de I'electrd
exterior es podien calcular amb la quantitzacié estandard de Bohr-Sommerfeld, pero fent servir un
potencial electroestatic que consistia en la suma d’un terme degut a l'atraccié nuclear —zrizz iun
altre de repulsié que sentia I'electré extern provinent de l'electrd intern. En un primer moment,
Sommerfeld va considerar configuracions on els dos electrons tenien orbites coplanars, pero al 1918
va introduir la opcié que les orbites no fossin coplanars. En aquest model de Sommerfeld, I'electré
extern circulava en una Orbita de radi r i electré intern en una orbita de radi a (amb a = %), de
manera que r >> d.

Lany 1920, Landé va estendre els calculs de Sommerfeld calculant pertorbativament 'efecte de
la polaritzacié de I'electré extern sobre l'intern. La condicié de quantitzacié s’aplicava primer a les
orbites no pertorbades i el canvi d’energia de les orbites no pertorbades cap a les reals es computava
en termes d’'un procés adiabatic en el que I'electrd intern es portava adiabaticament des de la seva
posicié propera al nucli i 'extern des de I'infinit. Per a orbites coplanars es trobava que hi havia
un acord qualitatiu amb els termes espectrals de 'ortoheli (amb el millor acord per als casos de les
orbites tipus P (n > 2) i tipus D (n = 3). També hi havia cert acord per als nivells P del parheli, tot i
que per al nivell S (n = 1) el model de Sommerfeld-Landé no s’ajustava gens. Al ampliar els calculs
a orbites no coplanars, els resultats van millorar una mica per al cas del paraheli. El resum seria
que la conclusi6 que se’n va extreure dels calculs de Landé de 1920 era que els nivells del paraheli
corresponien a electrons orbitant en orbites amb cert angle d’inclinacié entre elles, mentre que els
nivells de I'ortoheli corresponien a orbites coplanars amb dos electrons girant en el mateix sentit.

Al final, al 1920 Bohr va concloure que en I'estat fonamental es tenia una configuraci6 on els
dos electrons no estaven en oOrbites coplanars. Se sabia ja llavors que I'estat fonamental havia de
correspondre al paraheli. Per a Bohr, els arguments del principi de correspondeéncia requerien que les
transicions dins de les linies espectrals de cada tipus (para- o orto-) havien de preservar la geometria
orbital al menys de manera qualitativa. Encara romania per resoldre la qiiesti si els dos electrons
ocuparien orbites similars en I'estat fonamental o hi havia encara un electrd intern i un extern, amb
orbites de diferents dimensions.

Tota aquesta modelitzacié acabaria en fallida definitivament quan, al 1923, Born i Heisenberg
van aplicar el mecanisme de la teoria de pertorbacié de Hamilton-Jacobi®® i en van treure unes

%0Vegeu I'apéndix E per a més detall sobre aquesta teoria.
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conclusions molt negatives®!:
No es pot arribar a l'explicacié de I'espectre de I'heli amb I'aplicacié consistent de les
regles quantiques conegudes.

Addicionalment a tota aquesta dificultat per explicar les linies espectrals de I'heli, la teoria quan-
tica antiga ni tan sols se’n sortia a ’hora de calcular-ne I'energia d’ionitzacié. Com hem vist, 'heli, el
cas més simple d’atom format per més d’un electrd, es representa en el model de Bohr de la segiient
manera: dos electrons amb carrega e girant en una orbita circular de radi a i velocitat v, al voltant
d’un nucli de carrega +2e. Donat aix0, la segona la Segona Llei de Newton s’escriu:

mv?:  —2e? e?

= + —
a a? 4q2

En l'expressid anterior, el primer terme ve donat per I'atraccid electroestatica del nucli i el segon
terme per la repulsid electroestatica dels dos electrons entre ells. Amb la condicié de quantitzacid
mva = h i tenint en compte que a, equival a una energia de 13.6€V, s’obté que

7e? 42 4
=—, a= = —aO
4h 7me2 7
2 2 2
Eem?—3 ¢ 8¢ | g33ev (1.13)
a 2a 8 2qg

Pel model de Bohr, I'energia d’un electrd en l'estat fonamental del i6 He™ és, a la seva vega-
da, 54.4eV (=4 x 13.6eV), de manera que I'energia d’ionitzacié (és a dir, 'energia necessaria per
arrencar-li un electrd) d’'una moléecula d’heli, hauria de ser la diferencia entre les dues energies an-
teriors: 83.3-54.4 = 28.9eV. Aquesta energia que s’obtenia amb el model de Bohr és tan alta que
correspon a linies espectrals en el camp de I'ultravioleta llunya (experimentalment inaccessibles en
aquell moment). L'any 1918, James Franck i Gustav Hertz havien portat a terme experiments on van
trobar que I'energia d’ionitzacié de l'heli s’havia de situar al voltant de 20.5€V, lluny de la que aca-
bem de veure que s’obtenia teoricament, de manera que quedava clar que el model de Bohr fallava
a I'hora de predir aquesta energia en el cas de I'heli.

Addicionalment, 'any 1915, Debye va fer uns calculs de dispersi6 optica del gas hidrogen, usant
el model de Bohr per a la molécula H,. Els calculs de dispersi6 optica abans del model de Bohr, es
basaven en la teoria de Drude-Lorentz, que considerava que els dos electrons estaven harmonica-
ment acoblats oscil-lant per accié d’'una ona electromagneética incident procedent 'un camp eléctric
extern i utilitzava el moment dipol per tal de calcular la polaritzacié dels electrons. Els resultats de
dispersié de Debye, mostraven que per a 'atom d’hidrogen s’obtenien uns resultats que eren bastant
coincidents amb les dades experimentals pero, en canvi, per a I’heli no donaven bons resultats.

A més, hi havia el problema d’un diamagnetisme observat a 'heli, mentre que 'existéncia d’'un
moment magnetic permanent en el model de Bohr, degut a la rotacié dels dos electrons en el mateix
sentit al voltant del nucli, suggeria que I'heli hauria de presentar paramagnetisme.

En els anys posteriors, fins a I'aparicié de la mecanica quantica el 1925, van haver-hi molts intents
i es van dedicar grans esforcos per intentar calcular I'estructura atomica de T’heli en la OQT, tots ells
sense &xit.

1[Born, 1923], p. 229



Capitol 2

La primera estadistica quantica de Bose i
Einstein

2.1 Laidea genial de Bose

Satyendra Nath Bose va ser un fisic nascut a Calcuta 1’1 de gener de 1894. Es va doctorar a la
Universitat de Calcuta i va comencar a treballar-hi com a professor. Va ser en aquella época quan
Bose va realitzar les seves contribucions més significatives a la fisica.

Durant 1924, Bose va escriure un treball on deduia el factor de la llei de Planck mitjancant la
teoria quantica. Després de que li'n rebutgessin la publicacid, va fer-li arribar I'article a Einstein
demanant-li si podia traduir-lo a 'alemany i recomanar-lo per a que es publiqués a la prestigiosa
revista alemanya Zeitschrift fiir Physik. El jove Bose se n’havia encarregat de la traduccié a I'angles
d’alguns dels articles d’Einstein sobre relativitat (i se'n va publicar un llibre) i aquest era el motiu
pel qual es va atrevir a contactar-hi’. Einstein copsa la rellevancia del treball desenvolupat per Bose
des del primer moment i en tramita la seva publicacié. Com explica Navarro en el seu llibre sobre
Einstein que acabem de citar, aix0 quedaria corroborat per una nota a peu de pagina que es pot trobar
a la traduccié original de Particle escrita per Einstein, on anticipa les seves futures publicacions?:

Nota del traductor: La deducci6 de Bose de la férmula de Planck representa, segons la
meva opinioé, un aven¢ important. El metode utilitzat subministra també una base per
a la teoria quantica dels gasos ideals, com exposaré en una altra ocasio.

Malgrat les seves contribucions significatives a la fisica, Bose va passar la major part de la seva
carrera a la India, ensenyant en varies institucions (com la Universitat de Daca o la Universitat de
Calcuta). Al llarg de la seva vida Bose va rebre alguns honors i premis abans de morir a Calcuta el 4
de febrer de 1974, inclosa la Fellow Medal de la Royal Society de Londres, amb la que va ser conde-
corat 'any 1958. Com a llegat seu, I'estadistica de Bose-Einstein segueix sent una eina fonamental
en la fisica moderna.

Com hem explicat, durant el juliol de 1924 Satyendra Nath Bose va publicar un article anomenat
“La llei de Planck i la hipotesis dels quanta de llum” a la revista alemanya de fisica Zeitschrift fiir

![Navarro, 2020], p. 307-309
2[Bose, 1924], p. 181
3[Bose, 1924]
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Physik.

L'objectiu de I'article de Bose es poder deduir la llei de Planck (1.5) (que hem vist en el la seccié
1.2.1 del capitol introductori) a partir de la teoria quantica sense haver de recérrer al suport de la
teoria classica. Ja hem dit que al 1900 Planck havia publicat la seva llei de radiacié de I'energia
del cos negre*, que va ser el punt de partida per a la teoria quantica. El factor de la llei de Planck,
conegut com a factor de Planck, s’escriu com

8m1?

3 2.1
(on ¢ és la velocitat de la llum) es deduia a partir de I'electromagnetisme de Maxwell, la qual cosa
suposava per a Bose una greu incoheréncia si es volia obtenir a partir d’hipotesis quantiques. Des del
seu punt de vista, la hipotesi dels quanta de llum per si sola hauria de ser suficient per poder deduir
la llei de Planck, independentment de qualsevol suposicid classica. I aixo és el que pretenia mostrar
amb el seu métode®.

Bose exposa aquest nou metode de la segiient forma: tanquem la radiacié del cos negre en un
volum conegut V i assumim que té energia E. Podem permetre que hi hagi diferents tipus de quanta,
cadascun d’ells determinat pel nombre N*® i energia shv (on s va des de O fins a ©0). Donat aixo,
I'energia total del sistema ve definida per

E=Z=NshvS=VJpvdv (2.2)
S

La solucié del problema requeria calcular els nombres N° que determinen les densitats de pro-
babilitat p,. Bose se’'n va adonar que si es podia establir la probabilitat per a qualsevol distribucié
caracteritzada per un conjunt arbitrari de N°*, llavors la solucié estaria determinada pel requeriment
que la probabilitat és maxima quan es satisfa la condicié auxiliar que l'energia ha d’estar fixada.
Aquesta és la probabilitat a determinar i I'objectiu del meétode construit per Bose.

El quantum de llum té moment de magnitud %, en la direccié del moviment. L'estat instantani
del quantum es determina a partir de les seves coordenades x,y,z i els seus moments associats
Px>Py,P- Aquestes 6 coordenades es poden entendre com un espai de 6 dimensions on es satisfa la

relacio:
pi+p§ +p2=h*»*/c? (2.3)

D’acord amb aix0, el domini de freqiiencies d v, esta associat amb el domini de I'espai de fases.
h 2 d h3 2
fdxdydzdpxdpydpZ =V4rc(?v) th =4n(c—:)Vdv 2.4)

Si subdividim el volum total de I'espai de fases en celles de volum h>, el nombre de celles en
aquest domini serd 47V v?>d v/c3. El nombre de cel-les es pot entendre com el niimero de possibles
llocs a ocupar per part dels quanta en un volum donat. Per a tenir en compte la polaritzacid, hem
de multiplicar el factor anterior per un factor 2, de manera que el nombre de cel'les disponibles és

A =8nVidv/c® (2.5)

4[Planck, 1900b]
>[Navarro, 2020], p. 310
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A partir d’aqui, es pot calcular la probabilitat termodinamica d’'un estat macroscopic definit. Si N*
és el nombre de quanta que pertanyen al domini de freqiiéncies d v,, per a saber de quantes formes
es poden distribuir aquests quanta per les diferents cel-les es pot pensar de la segiient manera:

1. Pensem en p; com en numero de cel-les buides, pj el numero de cel-les amb 1 quantum, p3 el
numero de celles amb 2 quanta, etc.
2. El nombre de distribucions possibles sera
. A
WBose - W (26)

D’aquesta manera, el nimero de quanta pertanyents a l'interval d v, ve donat per
N*® =0py + 1p] +2p5 + ... 2.7

3. La probabilitat de I'estat és la que ve definida per totes aquestes p, és a dir

A’
Whose = l_[ SIS | (2.8)
PPy

En aquest punt, tal i com ha estat discutit i analitzat ampliament per altres autors®, sembla que
sense adonar-se'n ben bé o, al menys, sense fer-ne mencid, Bose tracta els fotons com a particules
indistingibles (tal i com les anomenem i identifiquem avui dia): estableix que no podrem distingir
una configuracié en que la particula 1 es trobi en la cel-la 1 i la particula 2 en la cella 2, d’'una altra
configuracié on la particula 1 es trobi en la cel-la 2 i la particula 2 es trobi en la cel-la 1, ja que en
ambdés casos el resultat observat sera el mateix, perqué no podem distingir la particula 1 de la 2.
Es a dir, Bose tracta la distingibilitat de les celles, enlloc de la distingibilitat de les molécules. Pel
que fa als fotons, només importa el nombre que n’hi ha a cada una de les cel-les i aix0 fa que se’ls
hi pugui donar un tractament d’indistingibles, tot i que a la publicacié aixo no es digui directament.
Amb el tractament de Bose, els fotons es compten de manera diferent que les molecules distingibles
amb l'estadistica de Maxwell-Boltzmann.

En estadistica classica, si tenim un gas format per N molecules i les distribuim en cel-les o sub-
divisions de 'espai de fases de manera que hi ha n; molécules a la cel-la 1, n, a la cel-la 2, etcétera-,
la probabilitat de trobar aquesta configuracié segons Boltzmann seria

N!
WBoltzmann = (29)

nylnyl...

L'expressié anterior porta implicita la distingibilitat de les molecules. Al canviar la configuraci6 i
la distribucid de les molécules entre les cel-les canvia 'estat final i, per tant, la probabilitat de trobar-
lo. Comparant les expressions (2.6) amb (2.9) veiem la diferéncia subtil entre el tractament de Bose
i el tractament estadistic classic: en el tractament de Bose el nombre de fotons mai apareix com en
el tractament classic, només importa el nombre de celles i la seva ocupacié.

A partir d’aquesta nova manera de comptar, Bose és el primer en fer aflorar que alguns sistemes
de particules tenen una propietat, la indistingibilitat de les particules que el formen, i que aquesta
propietat fa que no es puguin tractar estadisticament com s’havia fet fins aleshores.

4. Com que es pot entendre p; com un numero gran, es pot aplicar l'aproximaci6 d’Stirling i escriure
(2.6) com

Veure els treballs previs de D. Monaldi [Monaldi, 2009], [Monaldi, 2013], [Monaldi, 2019], S. Bergia
[Bergia, 1987] o M. Delbriick [Delbriick, 1980].
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In Wi = ZAS InA’— Zpi Inp; (2.10)

S e S
on A’ aqui representa ), p’.
5. L'expressié anterior sera maxima quan es satisfacin les segiients condicions auxiliars:

E=> Nhv NS =>"rpt 2.11)
S r
6. Amb el calcul variacional, Bose arriba a 'expressio:
1
Z6psr(1+lnpsr+l$)+—Zhstrﬁpizo (2.12)
s,r ﬁ s r
que ens porta a
_rh’
p,=Be P (2.13)

_hr
on B* =A5(1—e B
8. Substituint 'expressi6 anterior en la férmula definida per a N®, obtenim la relacié

we
e

l1—e 5
9. Combinant les expressions trobades, podem escriure 'energia com

srhvidv e 'F
i e
E=>. SV (2.15)
s 1—e 7

I arribar a la férmula per a 'entropia

S:k[%—zs:Asln(l—e%)] (2.16)

d’on es pot escriure que 3 = kT, d’acord amb la condicié g—g = % Finalment, substituint 8 per kT

en l'expressio (2.15)

8nhv® w7
E=) nc3 v(e’i—r—1) dr (2.17)

que com diu Bose “és equivalent a la formula de Planck”, referint-se a que hi trobem el factor de
Planck que es buscava. D’aquesta manera, Bose va establir un nou metode, innovador, que permetia
derivar la llei de Planck sense necessitat de recorrer a la teoria classica.

Com hem comentat, a I'article no hi ha res que faci pensar que Bose tingués consciéncia d’haver
creat una nova estadistica. A més, les paraules que va dir-li el mateix Bose a Pais’ aixi semblen
confirmar-ho:

7[Pais, 1982], p. 426
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No tenia ni idea de que el que havia fet era realment innovador... No era jo estadistic
fins al punt de saber realment que el que feia era verdaderament diferent al que havia
fet Boltzmann, quelcom diferent a I'estadistica de Boltzmann. En lloc d’imaginar un
quantum com una particula, jo parlava d’aquells estats. En certa manera, aquesta era
la mateixa pregunta que em fa ver Einstein quan ens vam trobar (octubre o novembre
de 1925): com havia arribat jo a aquell metode per deduir la férmula de Planck?

En les seccions segiients veurem que, tal i com ell mateix anticipava en la nota a peu de pagina
de la traduccié del treball de Bose, sera Einstein qui portara el metode Bose una mica més enlla i
traslladara el métode creat pensat per a un “gas de fotons” a un gas ideal monoatomic.

2.2 El paper clau d’Einstein

Albert Einstein® va néixer el 14 de marc de 1879 a Ulm, Alemanya. Va estudiar a 'Escola Poli-
técnica de Zurich, on va obtenir el seu titol en fisica i matematiques 'any 1900.

Després d’obtenir el seu doctorat a la Universitat de Zurich, el 1902 Einstein va comencar a tre-
ballar com a examinador de patents a ’Oficina Federal de Patents de Berna. Malgrat aquesta feina a
temps complet, Einstein va continuar treballant en la seva propia investigacié en fisica teorica, pu-
blicant diversos articles que abordaven qiiestions rellevants com ara la teoria quantica de la llum i el
fenomen de I'efecte fotoeléctric, publicat el 1905. De fet, 'any 1905 es coneix com “annus mirabillis”
o any miraculds d’Einstein, durant el qual va publicar quatre articles revolucionaris: el treball sobre
I'efecte fotoeléctric que hem mencionat, un treball sobre el moviment brownia on demostrava de
manera elegant la relacié entre la difusio i les propietats microscopiques de les particules, la teoria
especial de la relativitat i la publicacié on anuncia la célebre equivaléncia massa-energia E = mc?2.

Posteriorment a aix0, al 1909, Einstein ja va trobar feina com a professor a la Universitat de Zurich
i va poder deixar I'oficina de patents i, finalment, al 1914 es va instal-lar a Berlin com a membre de
la prestigiosa Académia Prussiana de Ciéncies i amb un un carrec a I'Institut d’Estudis Avancats de
Berlin. Estant alla va poder profunditzar en els seus estudis sobre la gravetat que culminarien amb
la seva teoria general de la relativitat, publicada el 1915. Aixo0 el va consagrar com un dels cientifics
més prominents del mén. Einstein va rebre el Premi Nobel de Fisica ’'any 1921 pels seus serveis a la
fisica teorica i, en especial, pel descobriment de la llei de I'efecte fotoeléctric.

A mesura que el clima politic a Alemanya es tornava cada cop més hostil degut a 'auge del na-
zisme, Einstein va abandonar Alemanya I'any 1933 i es va traslladar als Estats Units, on va acceptar
un carrec a la Universitat de Princeton, Nova Jersey. Alla, Einstein va continuar amb les seves inves-
tigacions en el camp de la relativitat general i la teoria quantica. Va centrar els seus esforcos en la
possibilitat d’unificar les forces fonamentals de la natura en un marc tedric coherent, tot i que no ho
va aconseguir. També va explorar el camp de la cosmologia, estudiant les implicacions de la relati-
vitat general en l'estructura i evolucié de I'univers, ajudant a assentar les bases per a la comprensié
moderna d’un cosmos en expansié. A més de treballar en la fisica teorica, Einstein es va involucrar
activament en qiiestions socials i politiques, especialment en la promoci6 del pacifisme i els drets
civils. Einstein es va quedar a Princeton fins al moment de la seva mort, el 18 d’abril de 1955.

8Es extensa la bibliografia on es poden trobar els detalls de la vida i obra d’Albert Einstein. Per escriure el
breu resum que oferim aqui nosaltres ens hem basat principalment en les obres de Pais (vegeu [Pais, 1982]) i
Luis Navarro (vegeu [Navarro, 2020])
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2.2.1 El cami cap a I’estadistica de Bose-Einstein

Després de la lectura i traduccié de I'article de Bose sobre la deducci6 de la llei de Planck entre
finals de 1924 i inicis de 1925, Einstein va publicar una série de tres articles que, finalment, condui-
rien a la nova estadistica quantica, actualment anomenada estadistica de Bose-Einstein. En aquesta
seccié veurem quines van ser les contribucions d’Einstein a la teoria del gas ideal i ens centrarem
en les implicacions que tenen en I'estadistica quantica, que és el tema principal que ens ocupa en
aquesta tesi’.

Primer article: Teoria quantica del gas monoatomic ideal (Einstein, 1924)

El primer article de la serie es va presentar al juliol de 1924 i es va publicar al mes de setem-
bre, a la revista on es publicaven els informes de les reunions de la Real Academia de Ciencies de
Prissia'®. Larticle portava per titol “Teoria quantica del gas ideal monoatomic”!!. En aquest article,
Einstein vol fer palesa la rellevancia de la publicacié de Bose i resoldre el problema del gas ideal
monoatomic aplicant la nova teoria quantica en el cas d’un gas d’aquest tipus. La clau consisteix en
dividir I'espai de fases d'una estructura elemental (en el cas que ell contempla, una molecula mo-
noatdmica) en cel-les, cadascuna de volum h3, seguint el métode desenvolupat per Bose. Si tenim
varies d’aquestes cel-les, la probabilitat de tenir un estat macroscopic definit vindra donada pel nom-
bre de possibles configuracions dels estats microscopics a través de les quals es pot realitzar I'estat
macroscopic. Lentropia d’aquest estat macroscopic i, a partir d’aqui, el comportament termodinamic
i estadistic del sistema, vindra determinat pel principi de Boltzmann S = klogW, on W és el niimero
de distribucions dels estats microscopics que donen com a resultat I'estat macroscopic definit.

Einstein defineix les cel-les en les que s’ha de dividir cadascuna de les molécules de gas monoato-
mic ideal de la segiient manera: el volum de I'espai de fases, ¢, s’expressa a partir de les coordenades
Xx,¥,% i els seus moments associats. Conegut el volum V disponible per a la molecula, el volum de
fases de tots aquells estats amb energia E, sera menor que

¢ = V%n(ZmE)(ZmE)l/Z = vgn(sz)3/2 (2.18)

Extrapolant el metode seguit per Bose, Einstein troba que el nombre As de cel-les que pertanyen
a un certa regi6 E + AE sera

As = %g—‘gAE = 2n%(2m)3/2E1/2AE (2.19)
de manera que sempre es pot escollir un volum V suficientment gran per a que As sigui un numero
gran.

Si comparem l'equaci6 (2.19) amb la (2.1), que seria la seva analoga en la publicacié de Bose,
veiem algunes diferéncies pel fet d’estar considerant aqui particules amb massa enlloc de fotons
(particules sense massa i amb polaritzacio):

A'SBose X E ASEinstein & m3/2E1/2

%Es pot llegir una analisi detallada dels articles a [Navarro, 2020], p. 321-358.
19En I'alemany original: Kénigliche Preussische Akademie der Wissenschaften. Sitzungsberichte.
1l Einstein, 1924]
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ja que l'energia de cada particula en el cas de la radiacié vindria donada per € = pc (on p és la
quantitat de moviment i ¢ és la velocitat de la llum) i en el cas de les molécules del gas ve donada

per € = % (on aqui p és també a quantitat de moviment i m és la massa de la particula del gas).
Lobjectiu d’Einstein es definir I'estat macroscopic del gas. Per aconseguir aix0o procedira com

Bose pel que fa a la quantitzacié de I'espai de fases pero a continuacié Einstein fixara el nombre total

de molecules, cosa que no feia Bose amb els fotons. A més, mirard quina és la probabilitat de que

les particules es distribueixin de diferent manera entre totes les cel-les disponibles (algunes cel-les

buides, algunes amb 1 molecula, algunes amb 2 molécules,...). Tal i com explica al seu article,

Einstein procedeix de la segiient manera: considera n molécules de massa m contingudes en el

volum V i una quantitat An d’elles tenen una energia situada entre E i E + AE. Les n molécules es

distribueixen al llarg de As cel-les de la segiient manera:

DoAs representa el nombre de cel-les que no contenen cap molecula

p14s representa el nombre de cel-les que contenen 1 molécula

D2 As representa el nombre de cel'les que contenen 2 molécules

Denota p; la probabilitat que una cel-la qualsevol de la subdivisié representada per s i que esta
associada a un determinat rang d’energia d’'una sola molecula, estigui ocupada per r molecules, de
manera que es compleix sempre que ), p’ = 1. Donat el conjunt de p?, per a un rang s determinat,
Einstein escriu de la segiient manera el nimero de maneres possibles de distribuir An molécules
entre les corresponents As cel-les:

s _ (As)!
Einstein l_[r:O(psrAs)!

que és la probabilitat (en el sentit de Planck) de I'estat macroscopic del gas, definit per les pro-
babilitats p}. Lexpressi6 anterior no és més que I'expressié donada per Bose a (2.6) adaptada per
al gas de molecules (enlloc del gas de fotons). Igual que alla, aquesta expressio té en compte la
distingibilitat de les cel-les, de manera que és indiferent a les particules (per tant, porta implicita la
seva indistingibilitat!2.

Si ara estenem el producte sobre tots els valors de r i s, aplicant el principi de Boltzmann i
I'aproximacié d’Stirling, 'entropia del gas en I’estat macroscopic determinat pel conjunt de tots els
(p,)* queda definida com®®

(2.20)

§=—klog > ,((p,) log(p,)"). (2:21)

Entropia i equacié d’estat

Seguint el métode de Bose, Einstein vol trobar el maxim de la probabilitat de distribucié de
les particules entre les cel'les de volum h® en les que ha dividit 'espai de fases. Ha de tenir en
compte només quantes molécules hi ha en cada cel-la, sense importar quina molécula ocupa cada
lloc, considerant també un lligam nou que no era necessari en el cas dels quanta de llum: el nombre
total de particules ha d’estar fixat. Aixo €és aixi ja que, en equilibri termodinamic és ben conegut que
I'entropia S ha de ser maxima i s’han de complir unes condiciones sobre n i E.

12[Navarro, 20207, p. 325
13A Tarticle original d’Einstein hi ha un error tipografic i apareix erroniament un logaritme davant del
sumatori.
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Les condicions que imposa Einstein sobre el nombre de molécules n i sobre el valor fixat per a

I'energia total son:
nZeri EZZESrpSr
rs rs

onn’ =Y. rp, és el nimero de particules amb energia E° i E® és energia de la s-éssima cel'la, que
a partir de I'expressié (2.18) que calcula el volum del sistema considerat, sabem que ve donada per
cs3/2 amb ¢ = 2~ (%nV)_Z/S.

El problema queda plantejat en la col-lectivitat microcandnica (no com en el cas de Bose, on
ja hem mencionat que no es fixava el nombre total de particules). Aplicant la teoria variacional i
escollint les constants oportunes f3°, Ai B que compleixen la relaci6

s _ ps,—a’r
p, =P

amb o = A+ Be?/® i f* = 1 —e™*, obtenim que el nombre mitja de molécules per cella vindra
donat per n® = eok;—l i les expressions per al calcul del nombre total de particules n i energia total E
esdevenen

2/3

":Zea51—1 E:cze;_l (2.22)

Amb tot aixo, Einstein obté una férmula per a 'entropia que té la segiient forma:

S=—k {Z log(1—e™®)—An— %E} (2.23)

A partir de l'entropia, es pot procedir a calcular la temperatura del sistema d’acord amb 'equa-
cié dE = TdS. El resultat és que la temperatura també es pot expressar indirectament a partir de
I'energia i de les altres quantitats donades. També és facil calcular I'energia lliure de Helmholtz
F i la pressié del gas P. Veiem doncs com s’arriba satisfactoriament al resultat remarcable que la
relacié entre I'energia cinética i la pressié del gas és exactament la mateixa que la que s’obté amb

L . . . 2E . .
la teoria classica (obtinguda a partir del Teorema del Virial): P = — i aquest resultat és presentat

per Einstein com una prova que la teoria quantica aplicada sobre el gas ideal monoatomic és correcta.

Fins ara Einstein s’ha limitat a intentar deduir les propietats del gas ideal a partir de la teoria
quantica. El que ha fet és basicament tractar el sistema com ho havia fet Bose introduint només dues
diferéncies: ara el sistema (gas) estd format per particules i no per fotons, de manera que la seva
massa no és zero i, a més, el nombre de particules és fixat i conegut.

Quan analitzem els treballs posteriors de Fermi sobre estadistica, a la seccié 4.1, veurem que
Fermi no segueix fins al final el mateix esquema que Einstein. Fermi fara anar el mateix metode
que Einstein al principi, calculara volum de I'espai fasic i el dividira per h® per obtenir el niimero
de cel'les que el formen. A partir d’aqui, procedira a calcular la probabilitat de trobar les particules
distribuides d’una certa manera (configuracié o “complexi6”) entre totes les cel-les i calculara, igual
que Einstein, la probabilitat de trobar una certa distribucié de les particules entre les cel-les en les
que queda dividit I'espai de fase. Pero el métode de Fermi canvia respecte al métode d’Einstein a
partir d’aqui, ja que Fermi no vol utilitzar el principi de Boltzmann per a calcular I'entropia. Enlloc
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d’aix0, veurem que Fermi calcula el valor de la temperatura en el cas de distancies al nucli grans, on
no hi ha degeneracio i es pot obtenir la temperatura fent servir la teoria classica. Com que el gas es
troba en equilibri, la temperatura trobada sera la mateixa en zones properes al nucli (r petites) on
degut a la degeneracié no es podia fer servir la teoria classica.

La teoria classica com a cas limit

En el quart apartat de l'article, Einstein vol mostrar la teoria classica com un cas limit de la
teoria quantica, que tindria un caracter més general. Per a fer-ho, Einstein es situa en el cas en que
% %(27‘5ka)3/ 2>>1, ésadir que e® sigui molt més gran que 1, per tal de poder negligir I'1 enfront
ale® iescriure

e A _E
n=e * =e " +e kT, (2.24)

Tenint en compte aquesta condicio i aplicant-la a les equacions obtingudes anteriorment, arriba

a la segiient expressié per a I'entropia

1%
S = leog[eS/Z—ankTB/Z] (2.25)
h3n

En I'equaci6 anterior, v representa el nombre de mols continguts en el volum V i R la constant
universal dels gasos de ’equaci6 d’estat del gas ideal. Arribats a aquest punt, Einstein remarca que
aquests resultats no permeten l'aplicacié directa per a temperatures extremadament baixes (degut a
la condici6 aplicada en la derivacio feta, en la que assumim que la variacié de les probabilitats p; és
infinitesimalment petita quan s canvia en 1) pero es percep facilment que I'entropia sera O en T =0,
ja que en aquest cas totes les molecules estaran assignades a la primera cel-la i per a aquesta cel-la
nomeés pot haver-hi una tnica distribucié possible. Precisament d’aqui es desprén I'exactitud de la
suposicidé que fa per al zero absolut.

A continuacid, voldra mostrar com es compleix la llei de distribucié de Maxwell. Per a fer-ho,
procedeix a reformular els resultats obtinguts al llarg de l'article (tenint en compte I'aproximacio
(2.24) que ha fet per al cas classic) de la segiient manera:

1. L'equacid d’estat del gas esta continguda en les segiients equacions:

1
n=> — (2.26)
v
_ 3 52/3
E=>pV = 2.27
2P eZ e —1 (2:27)
2/3
o =A+ C;T (2.28)
ES h2 4 —2/3

2. Tenint en compte els resultats en el cas limit, estableix que A = e™ és un nombre molt més

petit que 1. Aquest parametre A es una mesura de la “degeneracié”'* del gas.

14En aquest context, quan es parla de la degeneracié del gas significa que el gas no es comporta idealment.
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3. Com que una A molt petita porta al cas classic, Einstein reescriura les equacions obtingudes
anteriorment com a desenvolupaments en serie de poténcies de A, de manera que els termes suc-
cessius aniran proporcionant correccions addicionals als resultats classics. Integrant per a totes les s

obté la relacio:
3 ZT T_S /2 AT

T2 Y s

5. L'energia mitjana de la molécula de gas a la temperatura i pressié6 donades sempre sera més
petita que la obtinguda en el cas classic, degut a les aproximacions fetes. D’aqui que, a més petit
sigui el factor que expressa aquesta reduccid, major sera la degeneraci6 del gas.

6. Si A es prou petit com per a que A2 pugui ser negligible enfront 1, obté!®:

(2.30)

S|

E 3
— =ZkT [1 —0.1768h3£(2nka)_3/2} (2.31)
n 2 1%

7. Tenint en compte aquest resultat, es pot desenvolupar 'equacié per a n donada a 'apartat 2
de l'article de la segiient forma, de manera que els termes entre parentesis expressen la influencia
dels quanta sobre la llei de distribucié de Maxwell:

n® = const - e T (1 e FT 4 ) (2.32)

A partir d’aquest resultat, és facil veure que les molecules lentes sén mes freqiients que les rapi-
des, resultat que esta d’acord amb la llei de distribucié de Maxwell.

La paradoxa d’Einstein

Classicament 'energia del gas es calcula com E = %nkT pero, veiem a 2.30, que en el tractament
quantic 'energia no depén del nombre total de molécules del gas n, siné que depen de la densitat de
gas 7. Aquesta dependéncia amb la densitat fa que la teoria quantica, que havia aconseguit emplenar
molts dels buits existents en la teoria classica i en el model de Bohr, porti a una nova paradoxa. En
el paragraf final de Iarticle, Einstein vol explicar quina és aquesta paradoxa que ell no ha estat capag
de resoldre.

Per acabar voldria assenyalar una paradoxa per a la que no tinc solucié'®. No hi ha cap
dificultat per aplicar també el métode aqui indicat al cas d’'una mescla de dos gasos di-
ferents. En aquest cas, cada classe de molécules té les seves “cel-les” particulars. D’aqui
segueix l'additivitat de I’entropia de les components de la mescla. Aixi, cada component
es comporta, respecte a 'energia de les molecules, a la pressié i a la distribucié esta-
distica, com si ella fos "inica present. Una mescla de n; i n, molecules, en la que les
molécules de la primera classe i les de la segona difereixin entre si arbitrariament poc
(en particular respecte a les masses moleculars m, i m,), presenta a una temperatura
donada, una pressi6 i una distribucié d’estats diferents a les del gas tnic de n; + n,
molecules, practicament d’igual massa molecular i del mateix volum. Aix0, no obstant,
em sembla tant correcte com impossible.

15Hem corregit el factor 0.0318 que apareix a I'article original d’Einstein i I’'hem substituit pel factor correcte
0.1768. Einstein va corregir-se a ell mateix en I'dltim paragraf de la segona publicacié -que analitzarem a la
seglient seccid- tot i que sense assenyalar-ne alla la correcci6.

16Veurem que ell mateix torna sobre aquest tema en el segiient article i dona una possible explicacié de per
que ell creu que passa aixo.
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La independéncia entre les cel-les associades a una component del gas i a I'altra, implica 'ad-
ditivitat de l'entropia de la mescla. En la segiient publicacié veurem que aquesta propietat queda
garantida pel principi de Boltzmann i I'aplicacié del nou métode estadistic desenvolupat per Bose i
Einstein. Per il-lustrar millor quina és la paradoxa que veu Einstein, a [Navarro, 2020]'7 es fan els
calculs per mostrar que degut a que (n;)?+(n,)? és diferent a (n; +n,)?, energia total de la mescla
E no coincideix amb la suma de les energies individuals de cadascuna de les components E; + E,.
Per tant, s’arriba a la conclusié que la pressio p és també diferent de p; + p, i aquest és el resultat
que Einstein considera paradoxal, per diferir del classic i del que indica la intuici6 (ja que la pressio
en el cas dels gasos ve donada per I'equacié d’estat i només depen de la V ide T).

Segon article: Teoria quantica del gas monoatomic ideal (Einstein, 1925)

Einstein signa al desembre de 1924 el segon article que tracta sobre I'aplicacid de la teoria quanti-
ca en el gas ideal monoatomic i el presenta el 8 de gener de 1925 a la reuni6 de ’Académia Prussiana
de fisica. Lanomena “Teoria quantica del gas ideal monoatomic. Segona part”!® i el presenta com
una extensid del primer.

Des de la publicacio del primer article, havia tingut temps de reflexionar i comentar amb col-legues
alguns dels aspectes que no quedaven del tot ben resolts en el treball previ, de manera que aquesta
segona part presenta més analisis i detall de les conseqiiéncies implicites en la nova teoria que ha
desenvolupat en el treball previ. En aquest segon article, Einstein remarca que un dels punts interes-
sants de la seva nova teoria és que esta basada en un relacié formal de gran abast entre radiacié i
gas. Segons el seu punt de vista, el gas degenerat es desvia del gas de la mecanica classica d’'una
manera analoga a com ho fa la radiacié d’acord amb la llei de Planck de la radiacié d’acord amb la
llei de Wien. Si prenem seriosament la derivacid de la llei de Planck obtinguda per Bose, podem en-
tendre la radiacié com un gas quantic, de manera que 'analogia entre gas quantic i gas molecular és
completa. Veurem que aquesta nova relacié entre les particules del gas 'expressara com una perdua
de la independéncia estadistica entre elles.

Gas ideal saturat: la condensacid a baixes temperatures

En el primer apartat d’aquest segon treball (que ve numerat com apartat 6, al presentat-se I'article
com una extensioé de I'anterior), Einstein introdueix una implicacié de la teoria quantica sobre el
gas ideal, que no té una analogia en el tractament classic del gas: la condensacié del gas a baixes
temperatures. En el tractament quantic veiem que en el cas d’'una compressié isotermica, per sota
d’una certa temperatura per a un volum i nombre de molécules donat, s’anirien acumulant molécules
en el 1r estat quantic (estat sense energia cinética) mentre que el restant nombre de molecules es
distribuirien d’acord amb el parametre A = 1: una part “condensa” i la resta roman com una “gas
ideal saturat”. En paraules actuals, diriem que les molécules s’acumulen en I'estat fonamental i aixo
es descriu en els textos de mecanica quantica com a formalisme canonicoquantic d’un gas material
de bosons lliures. Obté el segiient teorema:

D’acord amb I'equacié d’estat del gas ideal, hi ha una densitat maxima de molecules
que estan agitades a qualsevol temperatura. Sobrepassant aquesta densitat, 'excés de
molécules cauen immobils (“condensen” sense forces atractives). El fet remarcable és
que el “gas ideal saturat” no només representa l'estat de densitat maxima possible per

7p. 333-334
18[Einstein, 1925a]
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a un gas de molécules en moviment, siné que representa la densitat a la que el gas es
troba en equilibri termodinamic amb el “condensat”. No existeix, doncs, res analeg al
“vapor supersaturat” per al gas ideal.

Perdua de la independéncia estadistica

Aquesta part del segon treball d’Einstein és la més rellevant per a la nostra investigacié. En aques-
ta seccié Einstein mostra que si es tracten els quanta com a particules estadisticament independents
unes de les altres en les seves posicions, s’arriba a obtenir la llei de Wien. Pel mateix motiu, si es
tracten les molécules de gas de forma analoga, s’arriba a ’equacié d’estat classica dels gasos ideals,
inclus si es procedeix d’acord amb el metode exposat per ell a I'article previ.

Per fer-ho, Einstein compara els resultats d’aplicar un o altre métode. Del seu treball anterior
sabem que el nombre de cel'les z que pertanyen a una regio infinitesimal d’energia molecular AE,
ve donat per

%
2, = 2nﬁ(2m)3/2E1/2AE. (2.33)

El gas estara definit (macroscopicament) per la indicacié de quantes molecules n hi ha en ca-
dascuna d’aquestes regions infinitesimals. L'objectiu sera determinar el nombre W de possibilitats
realitzables d’aquest estat macroscopicament definit.

a) D’acord amb el métode de Bose:

Un estat es defineix microscopicament indicant quantes molécules poden haver-hi dins de cada cel-la
(complexi6). El nimero de complexions per a la regié infinitesimal v-eéssima es

(2.34)

Calculant el productori al llarg de totes les regions infinitesimals, obtenim el nombre total de
complexions d’un estat i, a partir d’aqui amb el principi de Boltzmann i aplicant Stirling, 'entropia

gBose — kZ(nv +zv)10g(flv +Zv) —n, lognv—zv —zvlogz,, (2.35)
v

Amb aquesta aproximacio, la distribucié de molécules al llarg de les cel-les no es tracten com
estadisticament independents. Les diferents complexions no es poden considerar amb la mateixa
probabilitat, d’acord amb la hipotesi d’una distribucié independent de les molécules al llarg de les
cel-les. Per a molecules realment independents, diu Einstein, comptar aquestes complexions de pro-
babilitats diferents pot no portar al valor correcte per a 'entropia. En conseqiiéncia, la formula
obtinguda expressa una certa hipotesis sobre 'existéncia d’'una influéncia de les molécules entre
elles, que determina la mateixa probabilitat estadistica de cada complexio.

b) D’acord amb la hipotesi de molecules estadisticament independents:
Ara Einstein procedira a fer els calculs segons 'estadistica classica de Maxwell-Boltzmann.
En aquest cas, un estat esta definit microscopicament pel fet que per a cada moléecula un indica en
quina cel-la es troba. Quantes complexions pertanyen a un estat macroscopicament definit en aquest
cas?
Podem distribuir n molécules de z,” maneres per les z, celles de la regié elemental v-éssima. Si a
cada regié elemental s’assignen les molecules de manera definida, en conjunt tenim

[ [ (2.36)
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distribucions diferents de molécules per a totes les cel-les. Per tal d’obtenir el nombre de complexions
definides com s’han definit anteriorment, aquesta quantitat ha de ser multiplicada pel total de formes
possibles de distribuir les n molecules, de manera que a cada domini de cel-les z,, hi vagin exactament
n, molécules. Aquest total ve donat per l_[n_riv!’ aixi que s’obtindra

_ n, 0!
wM=E = (z,)™- o (2.37)

D’acord amb el principi de Boltzmann i aplicant Stirling, aixd ens porta a la segiient expressio
per a I'entropia:

SM—B = k{nlogn+Z(Tlv1082v—nvlognv)} (2.38)

En l'expressio anterior, el primer terme no depén de la distribucié macroscopica, només del
numero total de molécules. Per tant, quan comparem els valors de ’entropia per a diferents estats
macroscopics aquest terme es pot obviar. Llavors tindriem

Seimplif. = kZ n,(logz,—logn,) (2.39)
v

Per ambdds casos exposats, 'objectiu és trobar el maxim de ’entropia amb les condicions de
contorn E = constant i n = constant.

En el cas a) obtenim
ZV

Bose __
= (2.40)
Per al cas b), en canvi, s’obté
n]q‘f[_B = zve_a_ﬁE (2.41)

on en ambdos casos s’ha considerat f = 1/kT.

Facilment, es pot veure que en el cas b) s’arriba a la llei de distribucié de Maxwell. L'estructura
quantica no té un efecte rellevant. No obstant, el cas b) és irreconciliable amb el teorema de Nernst
(que ens diu que I'entropia del sistema a temperatura zero €s una constant ben definida): a T =0,
totes les molécules han d’estar en el primer estat quantic, per la qual cosa:

n, =0 per a tot v # 1 (només s’ocupa la primera cel‘la),
n; = n (totes les cel-les tenen contenen 1 molécula),
z; = 1 (només hi ha una cel‘la, que correspon a I'energia minima),

de manera que S = —nlogn # 0. Com a conseqiiéncia, amb I'aproximaci6 b) arribem a una contra-
diccié amb el resultat previst pel teorema de Nernst. L'aproximacid a), en canvi, esta d’acord amb
el teorema de Nernst, ja que a T = 0 només existira una complexié (W = 1). Amb aquests resultats
Einstein determina que 'aproximaci6 correcta és la a), que coincideix amb I'aproximacié estadistica
feta per Bose en la seva publicacié de 1924. Tal i com explica Navarro!®, si es calcula S¥~2 amb la
férmula (2.38) enlloc de Si‘{’;lﬁi f. amb la férmula simplificada (2.39), si que s’obtindria un valor nul
per a 'entropia, pero a costa d’utilitzar una férmula no extensiva per a 'entropia. Tenim doncs que

¥[Navarro, 20207, p. 343
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usant (2.38) es verifica el teorema de Nernst perd 'entropia no és extensiva; i usant (2.39) I'entropia
resulta extensiva pero no es compleix el teorema de Nernst. Per tant, sigui quina sigui I’eleccid, amb
el metode b) l'entropia resultant no s’ajusta a les caracteristiques de I'entropia termodinamica, que
ha de complir ambdés requisits.

En la discussié que fa Einstein sobre la pérdua d’independéncia estadistica de les molécules,
menciona al seu col-lega Paul Ehrenfest:

El senyor Ehrenfest i altres col-legues han expressat la critica de que en la teoria de
Bose de la radiacié i en la meva teoria analoga per al gas ideal, els quanta o molécules
no son tractats com a entitats estadisticament independents, sense mencionar aquest
fet en els nostres respectius treballs. Aixo és completament correcte. Si els quanta sén
tractats com a estadisticament independents en relacié a la seva localitzacid, s’obté la
llei de radiacié de Wien; si un tracta les molécules del gas de manera analoga, s’arriba
a l'equacié d’estat dels gasos ideals classica, inclis si un procedeix exactament de la
mateixa manera que Bose i jo hem fet.?°

Veiem doncs que ara Einstein deixa ben clara la perdua de la independéncia estadistica en el
marc de la seva nova teoria, tot i que no acalara quina dependeéncia hi ha entre les molécules. A
més, Einstein assenyala que en la nova teoria es resol un dels problemes que existia en la mecanica
classica, que és que s’havia de triar entre o bé satisfer el teorema de Nernst o bé mantenir I'additivitat
de les entropies. Ara es satisfan totes dues coses a la vegada i aix0 és per a ell un argument a favor
a l'analogia entre la teoria de la radiacié i del gas:

Per aquestes raons, crec que s’ha de preferir el calcul segons el métode estadistic de
Bose, malgrat admetre que no es pot justificar a priori aquesta preferéncia sobre altres.
Aquest resultat serveix, a més, per a reforcar la idea d’'una profunda analogia entre la
radiacio i el gas, en el sentit que les mateixes consideracions estadistiques que porten
a la féormula de Planck, condueixen a un acord entre la teoria del gas i el teorema de
Nernst quan s’apliquen als gasos ideals.?!

Propietats de fluctuacié del Gas Ideal

Per entendre el que fa Einstein en aquest apartat ens hem de situar en el context dels seus treballs
previs de I'any 190922, Com expliquen Navarro®® o Duncan i Janssen?4, durant aquell any Einstein
va presentar una série de conferéncies a la Universitat de Salzburg, on va desenvolupar més a fons
les seves idees sobre la quantitzacié de I'energia. Aquestes contribucions de 1909 sén importants
perque van servir per a estendre la idea que la llum no es podia entendre només com una ona, siné
que també s’havia de pensar que estava formada per particules discretes. Einstein hi discuteix les
fluctuacions de 'energia associades a la radiacié d’'un cos negre i com aquestes fluctuacions donaven
suport a la idea de la dualitat ona-particula de la llum. En aquest sentit, argumentava que la radiacio
electromagneética havia de tenir propietats tant d’ona com de particula per tal de poder explicar
completament els fenomens observats.

20[Einstein, 1925a], p. 5

21[Einstein, 1925a], p. 7. Cita reproduida a [Navarro, 2020], p. 344
22[Einstein, 1909a], [Einstein, 1909b]

2[Navarro, 2020], p. 155-166

24[Duncan and Janssen, 2019], p. 117-126
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Einstein va arribar a una expressio per a la fluctuacié quadratica mitjana de 'energia donada per

— dE
AE2 =kT?Cy =kT*—
v dT
Aplicat al cos negre: E(, vy = p(v, T)VAv, on p(»,T) és la distribucié espectral de la radiacio.
Per al cas de la distribucié que segueixi la llei de Rayleigh-Jeans obté:

c 3 E? (v,V)Rayleigh-Jeans

AE? ieh-Teans =
(v,V)Rayleigh-Jeans 8772 VAY

on veiem que aqui AE?2(, ) és proporcional al quadrat de I'energia mitjana.
En el cas que p(v, T) segueixi la llei de Wien:

AEz(v,V)Wien =h VE( y,V)Wien*

on trobem que AE2(, ) és directament proporcional sobre a I'energia mitjana.
Finalment, usant la llei de Planck, Einstein troba

C3 Ez(v,V)Plaan

8mv2  VAvy

AEz(v,V)Planck = +h VE( v,V)Planck-

de manera que en el cas de la llei de Planck, AE iv conté un terme ondulatori i un terme corpuscular.
Sorprenentment, doncs, Einstein és capac de mostrar que la llei de Planck per a la radiacié del cos
negre implica el que avui en dia anomenem “dualitat ona-particula” de la llum. Tot i que no hi
entrarem ara aqui, va arribar a una expressié similar per a les fluctuacions quadratiques mitjanes del
moment. Einstein va acabar la conferéncia donada a Salzburg amb la segiient observacié:

[N]o s’ha de concedir cap importancia a tal imatge mentre no condueixi a una teoria
exacta. LUnic que volia és indicar breument amb la seva ajuda que les dues propie-
tats estructurals ('estructura ondulatoria i 'estructura quantica) que la radiacié mostra
simultaniament segons la formula de Planck no han de considerar-se mutuament in-
compatibles.?®

Sabut aix0, veiem que a l'article del 1925 que ens ocupa, Einstein proposa la segiient situacid:
imaginem un gas tancat en un volum V que comunica amb un altre gas del mateix tipus en un volum
infinitament més gran. Hem de suposar que no hi ha intercanvi d’energia entre molecules i que,
per tant, no es poden donar fluctuacions en el nombre de molécules amb energia AE. Agafant el
resultat de 'entropia obtingut amb 'aproximaci6 a) de 'apartat anterior, Einstein arriba als segiients
resultats:

(2.42)
D’acord amb el principi de Boltzmann, s’obté una distribucié gaussiana per al calcul de la proba-
bilitat de les possibles configuracions donada per:

2

122
dW = const -e5/"dA, =™ 3" dA, (2.43)

25(Cita reproduida a [Duncan and Janssen, 20197, p. 125.
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D’aqui, s’arriba a un resultat que és completament analeg a I'obtingut per Planck per a la radiacié6

quasi-monocromatica:
AN 11
(—v) =—+— (2.44)

ny y, 2y

L'expressié anterior la interpreta Einstein de la segiient manera:

La fluctuacié quadratica mitjana relativa a les molécules del tipus descrit esta composta
per dos termes. El primer terme apareixeria sol si les molécules fossin independents
unes de les altres, en la férmula anterior. A aquest se li afegeix una part de la fluctuacié
quadratica mitjana que és completament independent de la densitat molecular mitjana
i es determina només mitjangant la regié elemental AE i el volum. Correspon a les
fluctuacions d’interferéncia de la radiacié. Es pot interpretar de la mateixa manera
en el cas d’'un gas, assignant-li adequadament al gas un procés de radiacié i calculant
les seves fluctuacions d’interferéncia. He de profunditzar més en aquesta interpretacié
perqué crec que implica més que una mera analogia.

Einstein explica que la manera d’associar un camp d’ones (radiacié) a una particula o sistema
de particules ja va ser proposada per Louis De Broglie en la seva tesi i que procedint de la mateixa
manera s’arriba al resultat que mostra que z% és el quadrat mitja de la fluctuacié del camp d’ona,
corresponent a la regié d’energia AE examinada en el nostre cas. Amb aquest resultat, Einstein
intenta respondre la paradoxa exposada al final del seu primer article explicant que aquell compor-
tament del gas descrit es deuria a la dualitat ona-particula de les particules del gas. Per a tenir dos
trens d’ones que puguin interferir de manera notable, aquests han de ser coincidents pel que fa a la
freqiiéncia i la velocitat de fase. Es necessari, doncs, que la velocitat de fase i la massa coincideixin
en el cas dels dos gasos. Amb la teoria presentada en aquest article i d’acord amb la teoria classica,
I'energia de la mescla es comporta additivament com una sola per als dos components de la mescla.

En les seccions finals de I'article, que podriem tenen un caracter més aviat especulatiu, Einstein
suggereix dos efectes de la seva teoria que poden ser verificats experimentalment. El primer és el
decaiment de la viscositat dels gasos a baixes temperatures, degut al fenomen de la difracci6 dels
electrons des del punt de vista de la teoria quantica. Seguint amb I’analogia amb la llum, de la
mateixa manera que es difracta un raig de llum, un feix de particules de gas passant a través d’una
escletxa haurien d’experimentar una difraccid, sempre que A = % fos comparable amb la mida de
I'escletxa. Troba que en el cas de I'heli i 'hidrogen a temperatures baixes, A és aproximadament de
la mida de la particula, de manera que sembla que la influéncia que esperem trobar segons la teoria
es manifesta a través del coeficient de friccié. Es produeix un efecte de difraccié de Fraunhofer
que és el mateix que el produit per una escletxa de la mateixa mida. També apareixen angles de
dispersio majors quan A és de 'ordre de la mida de la particula o major. Addicionalment, troba que
a prop d’aquestes temperatures es produeix una caiguda sobtada de la viscositat a mesura que la
temperatura baixa. Einstein també vol aplicar I'estadistica del cas saturat al problema de la baixa
contribuci6 electronica a la calor especifica en el cas dels metalls. En aquest cas, pero, admet que
les dificultats s6n grans i que no pot considerar aquest exemple com una prova de la seva teoria. Al
capitol 3.1 veurem que sera Sommerfeld qui primer aplicara 'estadistica quantica (en aquest cas, la
derivada per Fermi) per poder explicar aquest comportament caracteristic dels metalls.

26[Einstein, 1925a], p. 9
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2.2.2 Arguments no estadistics per una nova estadistica

Al marg del 1925 es publica el tercer article d’Einstein sobre la teoria quantica aplicada al gas
ideal, anomenat “Sobre la teoria quantica del gas ideal”?’.

En la introduccié d’aquest article, Einstein explica que la formulacié de la nova teoria ha estat
estimulada per la derivacié de la llei de Planck obtinguda per Bose. Segons Einstein, aquesta teoria
se sosté per ella sola si assumim que un quantum de llum difereix d'una molécula monoatomica
essencialment en que la massa quantica en repos d’aquesta molecula és infinitesimalment petita. No
obstant, exposa que aquesta analogia no és acceptada per tots els investigadors i també que el métode
estadistic usat per Bose i ell mateix no esta fora de dubtes, siné que només sembla justificat pel seu
éxit en el cas de la radiacié. D’alguna manera, en aquest treball Einstein intentara trobar arguments
no estadistics que donin suport a la seva nova teoria. Des del nostre punt de vista és curids que,
igual que veurem que fara Fermi rebutjant la necessitat d’usar hipotesis de tipus estadistic, Einstein
tingui la necessitat d’assentar la seva teoria en arguments que facin que no sigui una teoria purament
estadistica®®. Finalment, acaba la introduccié dient que I'objectiu és establir consideracions en el cas
de la teoria dels gasos a través d’'un metode i amb resultats analegs als de la teoria de la radiacid.

Einstein busca una equacio del tipus

Vdp,dp,dps

dn=p(L,kT,V,m) 3

(2.45)
on L és I’energia cinética de la molecula 1/ [2m(pf + p% + p% ], p denota la funcié desconeguda de les
quatre variables indicades i dn denota el nimero de molecules que les seves components ortogonals
de moment, py, p,, p3 cauen dins dels limits delimitats per dp;,dp,, dps. Es a dir, el que esta cercant
és una llei estadistica de distribuci6 de velocitats que sigui analoga a la llei de distribucié de Maxwell.

Si es coneix la funcié densitat denotada per p sera també coneguda 'equacié d’estat, ja que no
hi ha dubte que els calculs mecanics de les col-lisions de molecules amb la paret vénen definides per
la pressié del gas. Tot i aix0, remarca Einstein, s’ha de tenir en compte que no es pot assegurar que
les col-lisions de les particules entre elles segueixin les regles de la mecanica, d’'una altra manera,
arribariem segur a la llei de distribucié de Maxwell i a 'equacié d’estat del gas ideal. També sabem
que a partir del treball de Planck, un interpreta la magnitud W del principi de Boltzmann S = klog W
com un nombre enter que indica en quantes configuracions es pot obtenir I'entropia S buscada.

Einstein exposa que en molts casos no es pot calcular W tedricament sense arbitrarietats. Per
la manera en que esta concebuda, ’entropia S no conté una constant arbitraria en la seva definicio,
sin6 que esta completament determinada en la teoria quantica i sempre és positiva. Amb aquesta
interpretaci6 d’acord amb Planck, el teorema de Nernst esdevé una necessitat: al zero absolut, només
una configuracio és possible (W = 1) per la qual cosa és valid el teorema de Nernst (com ja hem dit,
S=0aT=0).

D’acord amb I'equacid d’estat classica del gas ideal, 'entropia d'un mol de matéria conté el terme
RlogV, que expressa la dependéncia amb el volum a temperatura constant. Aquest terme es pot fer
negatiu reduint V suficientment fins que la S sigui negativa. En gasos reals, aquests valors de V
queden lluny de 'anomenat volum critic. No obstant, d’acord amb I’equacié d’estat classica, valors
d’entropia negatius serien estats possibles d’obtenir i aquest és el motiu pel que es rebutja I'equacié

27[Einstein, 1925b]

28Recordem que Planck ja havia qualificat com “un acte de desesperacié” el fet d’haver d’aplicar els metodes
estadistics de Boltzmann al problema de la radiacié ja que, des del seu punt de vista, implicava dotar les lleis
de la termodinamica d’un cert caracter estadistic i aixo no li agradava gens per la seva adhesi6 al principi del
caracter absolut de les lleis de la fisica.
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classica i s’assumeix com a cas limit.

Donat que p és adimensional, si assumim que p no conté més constants dimensionals que la
constant de Planck h, obtenim que

v\2/3
L m(%
ool 1o oo

on ¥ és una funcié universal desconeguda de dues variables adimensionals. Aquesta funcié esta
subjecta a

1%
= jﬁ pd$N, (2.47)

on la densitat d’estats esta determinada per

L+dL
dp = J dp,dp,dp; = 2m(2m)>/4LV2d L. (2.48)
L

Aix0 és tot el que es pot concloure a partir de consideracions dimensionals, segons Einstein.

Si ¥ és una funcié de dues variables, pot estar definida de manera que només quedi indetermi-
nada una funcié d’una sola variable. Aix0 es pot aconseguir de dues maneres independents:
1. Lentropia del gas no canvia en compressions adiabatiques infinitament lentes.
2. En un gas ideal hi ha un estat estacionari en el que la distribucié de velocitats preval inclos
en presencia d’'un camp de forca extern conservatiu i estatic.
Tots dos casos han de ser certs, negligint els efectes de les col-lisions entre molecules, i porten al
mateix resultat (en el cas limit porten a la llei de distribucié de Maxwell).

Per il-lustar el primer suposit, Einstein ens proposa el segiient experiment: imaginem que tenim el
nostre gas tancat en un recipient paral-lelepipede (de costats [, 5, [3) de manera que la distribuci6 de
velocitats és isotropica pero arbitraria. Les col-lisions de les molecules amb les parets s6n elastiques,
per lo que la distribuci6 d’estats no canvia en el temps. Aquesta distribucié d’estats esta donada per

v

dn=h3

pdy (2.49)
on p és la funcié arbitraria de L. Si desplacem les parets del recipient de manera adiabatica
infinitesimalment lenta, llavors tindrem

0=Adn=A(Vpdy)—=Ap=0 (2.50)

Al analitzar I'entropia, veurem que esta composta additivament per les parts corresponents a
regions d’energia dL. Per a obtenir 'analogia amb la radiacié, Einstein introdueix parets semiper-
meables per a molecules de diferents regions de velocitats. D’acord amb aix0, podem atribuir a un
gas les molécules del qual es distribueixen isotropicament i pertanyen a una regié dy, de manera
que 'entropia sera

s v
— = —s(p,L)d 2.51
= mases L), (2.51)
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on s és una funcid de dues variables inicialment desconeguda. En cas de compressi6 adiabatica, s’ha
de complir g—z = 0 i veiem que s és només funcié de p.

Tenint en compte que per a un gas en equilibri 'entropia ha de ser maxima, s’obté p = W(A-L+B),
on ¥ és una funcié desconeguda. Es pot trobar que A = 1/kT aplicant el principi d’entropia a un
escalfament infinitesimal isopicnic del gas (escalfament que no altera la densitat de molécules). Per
tant, s’arriba a

L
p=y (kT +B) (2.52)

En el cas del segon suposit, ara Einstein proposa que ens imaginem que tenim el gas en equilibri
dinamic sota influencia d’'un camp de forces conservatives. L'energia potencial IT d'una molecula és
una funcié de la seva posicid. p és la densitat molecular per a I'espai de fases de sis dimensions.
Negligim les col-lisions entre molecules i assumim que el moviment d’una molecula individual actua
sota la influéncia del camp de forces d’acord amb la mecanica classica. La condicié que implica que
el moviment sigui estacionari és:

%} d
Z (3_xl~(pxi) + a—pi(PPi)) =0 (2.53)

Si s’apliquen les equacions del moviment de les molécules a 'equacid anterior i considerant que
p és constant al llarg de la corba de la trajectoria, degut a la isotropia de la distribucié d’equilibri, p
només conté p;’s en L, de manera que p ha de ser representable de la forma

o =L +1I) (2.54)

Com que la distribucié d’equilibri preval en tots els llocs del gas, que corresponen als diferents
valors de V a la mateixa temperatura, 'expressio anterior per a la funcié ¥ expressa la dependeéncia
de la densitat de fases p amb el volum V, en quant IT és funcié de V.

Conclusions sobre ’equacié d’estat del gas ideal

El resultat de les analisis fetes a les dues seccions anteriors centrant-se en el problema de 'equacié
d’estat és que amb les equacions (2.52) i (2.54) podem escriure

—\I/(h m i+B)
p_ > ’kT

p =V¥*(h,m,kT,L +1I)

on A, B iIl sén encara funcions universals desconegudes de h,m, kT, V. En aquesta notaciéo ¥ i ¥*
son funcions universals adimensionals. Cadascun d’aquests resultats mostra que la primera equa-
cio, obtinguda a partir de consideracions dimensionals, pot ser més ben determinada de la segiient
manera:

v \2/3
L m(~ kT

Aqui ¥ i y sén també dues funcions universals, cadascuna d’'una variable adimensional. Ambdues
funcions estan connectades a través de la relaci6 (2.47), de manera que en realitat el resultat només
contindra una funcié desconeguda ¥. Unint les relacions, s’obté
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= NK3
Wix + ) 2dx = —— 2.56
f Gt )X = a2y (2:56)

x=0

Si la funcié W ens és donada, la part dreta de ’equacié es pot calcular per a qualsevol valor de y.
Per inversid, un pot obtenir y com a funcié de la part dreta de 'equacié (2.56). D’aquesta manera,
el problema queda reduit a conéixer la funcié y.

Einstein també vol examinar el cas en el que la constant h cau fora de la llei de distribuci6. Per
a fer-ho més curt, estableix que

h®N L

U= ————""—, V= —.
(mkT)3/2v kT
De les expressions (2.45) i (2.55), es pot veure que h surt de I'expressié dn només si — és
u

independent de u. En aquests casos anomenarem aquesta funcié com (). Llavors amb una tria
adequada de la funcié ¢, es troba una equacié de la forma:

Y(v+ ¢ W) = uyp(v) (2.57)

Si es prenen logaritmes d’aquesta equaci6 i es deriva dos cops, tant per u com per v, s'arriba a
una funcié logy que és lineal i, facilment, a que v és en realitat la funcié exponencial distribucio
de velocitats de Maxwell. Per a la teoria classica:

Yp(v)=e7, (2.58)
mentre que per a la teoria estadistica desenvolupada per Einstein es troba que
Y(v) = : (2.59)
- ev _ 1 . .

Amb aix0 Einstein mostra que la funcié de Planck ocupa el lloc de la funcié exponencial amb
exponent negatiu i que, a diferencia de (2.58), I'expressié (2.59) si que satisfa el teorema de Nernst.
Per acabar, conclou que s’han pogut satisfer dos objectius amb aquesta publicacié: en primer lloc,
s’ha obtingut una condicié general que satisfa qualsevol teoria del gas ideal (equacié (2.55)). En
segon lloc, és evident que I'equacié d’estat del gas derivada per ell no esta pertorbada, ni per la
compressié adiabatica ni per cap camp de forces conservatiu.

2.3 Recepcio de I’estadistica de Bose-Einstein

En aquest capitol hem vist com Bose va introduir al 1924 un nou metode per comptar les pos-
sibles configuracions en les que es troben repartits els quanta entre els diferents estats energetics
disponibles. Aquest nou métode consistia en dividir I'espai de fases en cel-les de volum h® i mirar
quines d’aquestes cel-les es troben ocupades per una particula, dues particules, tres... Ja no es posa
el focus sobre les particules per determinar quin és I'estat que ocupa cada particula, sin6 que el que
ara interessa és veure quins d’aquests estats es troben ocupats. Amb aixd s’aconsegueixen dues coses
innovadores: la primera és que es pot trobar el factor de Planck sense haver de recérrer a la llei
de Maxwell, que s’emmarca en al teoria classica, i la segona és que s’'introdueix una nova manera
de comptar les particules que té implicacions importants. Al treure el focus de les particules, se’ls
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hi atorga implicitament la propietat d’“indistingibilitat”. Donat que dels fotons només és rellevant
el nimero que hi ha a cada cel-la per6 no quina és la seva posicié en cada una, la indistingibilitat
dels mateixos és un fet. En la publicacié de Bose no es menciona res que ens faci pensar que ell és
conscient de que esta construint una nova estadistica a partir de la seva nova manera de comptar
i alguns autors defensen la idea, amb la que nosaltres estem d’acord, que el naixement de I'esta-
distica quantica es va produir pel que en anglés s’anomena serendipity, que és un concepte utilitzat
per a descriure el descobriment d’alguna cosa bona de forma inesperada mentre es busca quelcom
completament diferent?.

A continuacid, hem analitzat com Einstein adapta el metode de Bose, que havia estat creat ex-
pressament per a la radiacié, a les particules d’un gas ideal monoatomic. Es en el segon article
d’Einstein sobre la teoria del gas ideal monoatomic, publicat al gener de 1925, quan per primera
vegada i, a diferéncia al que havia fet en el seu primer article i també al que havia fet Bose al 1924,
Einstein reconeix que ja no esta tractant les molécules com a particules estadisticament independents
i examina les conseqiiéncies d’aquest nou tractament. Com hem explicat, Paul Ehrenfest (expert en
fisica estadistica i amic d’Einstein) se n’hauria adonat de que hi havia certa peculiaritat en el tracta-
ment que necessiten les particules, tant a I'article de Bose de 1924 com en el primer treball d’Einstein
sobre el gas ideal: les particules s’estaven tractant deixant de banda la independéncia estadistica,
perd no s’estava alertant d’aquest fet ni explicant-ne el motiu. Com a conseqiiéncia d’aquestes cri-
tiques rebudes, en el segon article Einstein ja reconeix explicitament que, procedint amb el metode
de Bose, les particules estan perdent la seva independencia estadistica. Diu que “la férmula expressa
indirectament un certa hipotesi d’influéncia mutua entre molécules, en 'actualitat bastant misterio-
sa[...]”%°. Es veura després que Einstein es trobava davant la consegiiéncia de que els quanta de llum
son particules indistingibles i és per aixo que es perdia la independéncia que tenien les particules en
el tractament estadistic de Boltzmann, on les particules es tracten com a entitats distingibles entre
elles.

Malgrat aquest reconeixement, tot apunta a que la causa no estava gens clara per a Einstein
al 1925. Com explica Navarro®!, tot i que alguns aspectes de les consideracions que fa a I’article
no resulten del tot clares, si que podem afirmar que Einstein intueix per primera vegada quin és el
tipus de correlacié que tenen tots el sistemes formats per molécules indistingibles quan es tracten
de manera quantica. Es trigaria encara un temps a saber quina era aquesta correlacié i que es pot
representar mitjancant un “potencial estadistic”. Per a Einstein al 1925, pero, I'existéncia d'una
misteriosa influencia de les particules entre elles es posava de manifest sense gaire explicacio.

Aquest és el resultat més rellevant de cara a la nostra investigacié: podem afirmar que en el me-
tode de Bose per a la radiacid i 'extensié d’aquest métode per a les particules del gas portada a terme
per Einstein, ens trobem per primer cop davant del tractament estadistic de particules indistingibles.

També hem narrat com al final del primer article publicat el juliol de 1924, Einstein explica el
que per a ell és una paradoxa: amb el tractament quantic d’'una mescla de gasos, la suma total de les
energies dels dos gasos no coincideix amb I’energia total si es considera tota la mescla com un sol
gas. Aquesta aparent paradoxa quedaria resolta en el seu segon article sobre la teoria quantica del
gas ideal monoatomic, publicat el gener de 1925, a través de la propietat de dualitat ona-particula

2986n diversos els autors que defensen aquesta hipotesi de que la indistingibilitat és una conseqiiéncia no
buscada en el métode de Bose i que, en el moment d’escriure la publicacié, Bose no és conscient de que esta
assumint que els fotons segueixen una llei estadistica diferent a la de Maxwell-Boltzmann (vegeu per exemple
[Pérez and Sauer, 2010], [Navarro, 2020] o [Monaldi, 2009], [Monaldi, 2013], [Monaldi, 2019]).

30[Einstein, 1925a], p. 6

31[Navarro, 2020]



46 CAPITOL 2. LA PRIMERA ESTADISTICA QUANTICA DE BOSE I EINSTEIN

de les molécules del gas.

Hem vist que una altra de les conseqiiencies de la nova estadistica fundada per Bose i Einstein
son les “condensacions”. En el primer article de 1925, Einstein parla de I'heli, 'hidrogen i d’'un gas
d’electrons com els millors candidats per tal de poder observar aquest fenomen. Segons Abraham
Pais®2, fins ’'any 1928 la condensacié de Bose-Einstein es veia com un fenomen purament imaginari.
Tal com explicar Sanchez Ron al seu llibre®?, no va ser fins que Willem Hendrik Keesom el 1928 va
descobrir la transicié He I - He II quan es va comencar a acceptar el fenomen com a fenomen real.
Finalment, I'any 1938, Fritz London va proposar la transicié de I'heli descoberta per Keesom com
una condensacid de Bose-Einstein.

Per ultim, en el tercer article, Einstein segueix un métode que no es basa només en considera-
cions estadistiques, sind que és proper a la termodinamica: intenta trobar les condicions generals
que hauria de satisfer qualsevol teoria per al gas ideal. Algunes fonts citen que aquest tercer article
d’Einstein podria ser una conseqiiéncia a les objeccions expressades per Ehrenfest en contra del fe-

nomen de condensaci63?.

En el segiient capitol veurem com s’arriba a la formulacié de la segona estadistica que s’ha d’a-
plicar als sistemes formats per particules indistingibles en el marc quantic. Aquest segon tractament,
desenvolupat per Fermi, presentara dues diferéncies importants respecte al metode de Bose-Einstein:
Fermi tindra en compte el principi d’exclusié de Pauli i, per tant, no estara permes que dues parti-
cules idéntiques ocupin a la vegada el mateix estat energetic (per entendre bé el que fa Fermi, a la
seccid 3.2 analitzarem en que consisteix el principi d’exclusié formulat per Pauli el 1925). A més, el
meétode seguit per Fermi diferira del d’Einstein en que Fermi mirara d’evitar el principi de Boltzmann
per al calcul de I'entropia del gas.

32[Ppais, 1982]
33[S4nchez Ron, 2001]
34[Pérez and Sauer, 2010]



Part 11

El naixement de I’estadistica quantica en
la teoria quantica antiga: els treballs de
Fermi



Capitol 3

Introduccio

En aquest capitol, que és una introduccié a la part IT del nostre treball, veurem quina va ser la
trajectoria que va portar a Fermi a desenvolupar una estadistica per a sistemes formats per particules
idéntiques, diferent de la que havia desenvolupat Einstein només dos anys abans. Per altra banda,
degut a que els treballs de Fermi han estat poc estudiats per autors de fora d’Italia, volem reflectir
el resultat de la nostra analisi de totes les publicacions de Fermi que nosaltres hem estudiat, prévies
a l'article seminal de 1926, per tal de construir una imatge completa de quin va ser el cami que va
seguir el fisic italia.

3.1 La trajectoria de Fermi

Enrico Fermi va néixer a Roma el 29 de setembre de 1901. Segre explica, en la seva biografia
sobre Fermil, que aquest era una persona extraordinariament intel-ligent i autodidacta. Ja des de
la seva joventut es va dedicar a estudiar, pel seu compte, fisica i matematica avancada. El 1918 es
va matricular a I'Scuola Normale Superiore de Pisa per a cursar estudis de fisica i va ser alla on es
va doctorar al 1922. Durant els anys a I'Scuola, va fer pinya amb el seu company d’estudis Franco
Rasetti, que es convertiria en un gran amic i col-laborador seu.

Després d’aconseguir el doctorat, Fermi fa dues estades a ’estranger que creiem transcendentals
per al desenvolupament dels seus treballs en estadistica quantica. La primera, de vuit mesos, és
a Gottingen (des del gener de fins I'agost del 1923) amb Max Born. La segona estada, després de
passar gairebé un any a Roma exercint com a professor de matematiques, és a Leiden (des del setem-
bre fins al desembre del 1924). En aquesta segona estada fora, que dura quatre mesos, col-labora
amb Paul Ehrenfest. A la tornada de Leiden, Fermi s’estableix a Floréncia com a professor lector
de mecanica teorica i electromagnetisme, amb una placa anual i és al final d’aquest periode quan
publica el seu article on deriva la nova estadistica quantica. Al 1927 va ser nomenat professor de la
Universitat de Roma, on va desenvolupar una fructuosa carrera cientifica, aconseguint situar Roma
en l'actualitat de la fisica moderna. Fermi també acabaria contribuint a convertir aquesta ciutat en
un centre d’'investigacié important a nivell mundial.

A continuaci6 farem una analisi de la trajectoria de Fermi entre els anys 1923 i 1926 per tal de
veure com les estades a diferents centres universitaris per Europa i el contacte amb diferents cientifics
de I'época van poder influenciar en la construccid de 'estadistica quantica que porta el seu nom.

1[Segré, 1970]
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3.1.1 DLestada a Gottingen (Gener 1923 - Agost 1923)

Al gener de 1923 Fermi es trasllada a la ciutat alemanya de Gottingen per a fer-hi una estada de
vuit mesos col-laborant amb Max Born, a través d’una beca concedida pel ministeri d’educacio italia.
Alguns autors, sobretot Segre, defensen que 'estada a Gottingen no va ser gaire fructifera per a Fermi.
Algunes de les fonts consultades defineixen a Fermi, durant els mesos que va passar alla, com un noi
taciturn i distant que no va arribar a integrar-se en la comunitat cientifica i universitaria. Werner
Heisenberg en una entrevista concedida a Khun el 19632, diu sobre Fermi que havia mantingut
algunes discussions amb ell perd que li va semblar una persona que no estava passant per un bon
moment de la seva vida. Afirma que li va semblar una persona timida i solitaria pero que, tot i
aixo, li va agradar perque el veia com un tipus diferent de fisic. Sebastiani i Cordella defensen que
el que li va passar a Fermi en aquella época va ser que, acostumat a destacar a Italia, durant la
seva estada a Gottingen es va veure saturat per la quantitat de cientifics d’alt nivell que I'envoltaven
alla®. Una altra de les teories que defensen és que Fermi no estava satisfet amb el tipus de fisica
que s’estava desenvolupant a Gottingen. Werner Heisenberg, Max Born, Wolfgang Pauli i la resta
de fisics alla (Paul Ehrenfest, James Franck, Rudolf Ladenburg, Alfred Landé, Arnold Sommerfeld,
John Hasbrouck van Vleck, Pascual Jordan i William Hunt, entre d’altres) estaven treballant en la
nova fisica. Heisenberg recorda aquesta eépoca com “un periode ple de discussions constants, amb
dubtes que quedaven sempre irresolts. [...] Hi havia moments de completa desesperacié”*. Fermi,
a qui sembla que no li agradaven les subtileses matematiques, deia que per a ell allo no era fisica.
Heisenberg, en la citada entrevista concedida a Kuhn al febrer del 1963, afirma que després d’assistir
junts al seminari concedit per Born, Fermi en va sortir expressant “Aixd no és fisica!, referint-se
a la técnica que Born havia exposat per desenvolupar la mecanica quantica (plena de “subtileses
matematiques que ell odiava”, segons les paraules del mateix Heisenberg).

En les notes biografiques que Segre escriu als Collected Papers de Fermi®, afirma que

No és facil entendre el perque, pero és possible que el seu amor pels problemes concrets
i la seva timidesa a ’hora d’abordar qiiestions generals que en aquell moment eren va-
gues, i encara pitjor, mesclades amb filosofia, el van descoratjar de cara a I'especulacid,
que al cap i a la fi era el que dirigia la mecanica quantica.

i afegeix que

Es possible que a Gottingen els fisics de la seva edat, que eren, per tant, molt joves
- com Heisenberg, Pauli, Jordan, etc. - tots excepcionalment intel-ligents, i que tam-
bé ja havien format el seu grup de col-legues, no reconeguessin els meérits de Fermi i
involuntariament el deixessin de costat.

Altres historiadors que, abans que nosaltres, han analitzat ’estada de Fermi a Alemanya, prenen
com a prova de la decepcid que va suposar per a ell aquell viatge el fet que en la correspondencia
entre Fermi i Enrico Persico, qui era un bon amic seu, no queda constancia que Fermi mostrés gran
interes en descriure 'activitat cientifica a Gottingen. A través d’aquestes cartes es podria arribar a

2AHQP Entrevista a Heisenberg amb data 15/11/1963, p. 14
3[Sebastiani and Cordella, 1999], p. 75

*[Sebastiani and Cordella, 2000], p. 13

>AHQP Entrevista a Heisenberg amb data 15/11/1963, p. 6
6[Fermi, 1965], p. XXVI
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la conclusié que Fermi treballa en mecanica analitica com hagués pogut fer des de Roma i que no
aprofita 'ambient de Gottingen’.

Heisenberg menciona en una entrevista® que ningti sabia el que Fermi estava fent quan estava a
Gottingen. Diu d’ell que era un noi més aviat timid, que tenia poc contacte amb la resta. Heisenberg
opina que potser és que tenia dificultats amb l'idioma. La dona de Fermi, Laura Fermi, en la biografia
escrita per ella mateixa, assegura que la causa d’aquesta actitud de desinteres de Fermi no era tant
la dificultat amb I'idioma, siné la falta d’estimul per part del professor Born®. Altres autors, com
Segre, asseguren que aquesta actitud de Fermi era un simptoma de la incomprensié que va sofrir per
part dels seus col-legues fisics durant 'estada alemanya (per a fer aquesta afirmacié es basa en que
cap dels fisics presents a Gottingen durant I'estada de Fermi alla, parlen del seu treball ni de la seva
contribucié). Cordella i Sebastiani també afirmen que Uhlenbeck va declarar que la primera vegada
que es va trobar amb Fermi, a la tardor de 1923, el jove fisic tot just acabava d’arribar d’Alemanya i
ell el va veure completament descoratjat'®.

Malgrat aix0, nosaltres pensem que €és possible que els mesos a Gottingen tinguessin una gran
influéncia en Fermi pel que fa a I'elaboracié del seu treball sobre 'estadistica quantica que ens ocupa.
En realitat, 'estada a Gottingen és productiva per a Fermi pel que fa a la publicaci6 d’articles. Durant
el mes de febrer, tot just arribar a Gottingen, Fermi publica a la revista italiana Nuovo Cimento el seu
article titulat “El principi adiabatic i els sistemes que no admeten coordenades angulars”'!. Segons
les investigacions de Sebastiani i Cordella'?, aquest article sembla que va poder ser escrit després
que Fermi llegis la traduccié de 'alemany de la publicacié del principi adiabatic d’Ehrenfest. En el
seu article, Fermi defineix els limits de validesa del principi adiabatic d’Ehrenfest i exposa alguns
casos per als quals I'aplicacié del principi adiabatic falla. En particular, Fermi troba que si s’ensopega
amb un estat intermedi que no permet la separaci6 de variables durant el procés de transformacié
adiabatica, el principi adiabatic perd la seva base. Aquest punt de vista s’aplica també a la teoria
dels quanta: si en els estats intermedis de la transformacio el nostre sistema no es pot quantitzar
rigorosament, aquesta imprecisié també es transmet a I’estat final.

Dos mesos després, publica a la revista alemanya Zeitschrift fiir Physik un segon article titulat
“Prova que un sistema mecanic normal és quasi-ergodic”’®. En aquest article, que va ser avaluat
i molt ben valorat per Ehrenfest'* (qui, juntament amb Einstein, era un dels més grans experts
en mecanica estadistica), Fermi es dedica a generalitzar un teorema de Poincaré que s’entén com
una premissa per poder demostrar que els sistemes normals sén, en general, quasi-ergodics. Podria
ser que Poincaré fos objecte d’estudi per part de Born (i de Heisenberg) durant el temps en el que
Fermi va ser a Gottingen, remarquen Cordella i Sebastiani, i que, per tant, la influencia de 'ambient
alemany sobre el jove Fermi podria no ser tant negligible. Altres historiadors també expliquen que
Ehrenfest va quedar impressionat per aquest segon article de Fermi i que li va remetre a Uhlenbeck
una carta dirigida a Fermi amb algunes preguntes'®. A partir d’aquesta interaccié Uhlenbeck i Fermi

7[Sebastiani and Cordella, 1999], p. 78

8 AHQP Entrevista a Heisenberg amb data 15/11/1963, p. 12

Sobre aixo, en una entrevista feta per Kuhn a Heisenberg el 15 de febrer de 1963 (AHQP Entrevista a
Heisenberg amb data 15/11/1963, p. 10), Heisenberg menciona que Born no veia massa als estudiants joves i
que ell mateix havia tingut poques discussions amb Born en aquella época.

10[Sebastiani and Cordella, 2001], p. 75, nota 12

[ Fermi, 1923b]

12[Sebastiani and Cordella, 2000], p. 16

13[Fermi, 1923a]

4[Bernardini and Bonolis, 20017, p. 322

15Vegeu [Bernardini and Bonolis, 2001] p. 322 i [Segré, 1970].
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van esdevenir grans amics'® i aixd hauria pogut motivar la voluntat de Fermi de traslladar-se una

temporada a Leiden durant 'any segiient!”.

En una carta escrita a Giovanni Persico el 31 de mar¢ de 1923, Fermi li diu que esta treballant en
una generalitzacié del principi adiabatic per a sistemes mecanics qualssevol. Aquest treball al que es
referix Fermi es publicara poc després a la revista Nuovo Cimento amb el titol “Alguns teoremes de
la mecanica analitica importants per a la teoria dels quanta”'®. En aquest treball, que es I'iltim que
escriu durant I'estada a Gottingen, Fermi presenta el principi adiabatic com el possible cami per a
resoldre el vell problema de 'atom d’heli (problema en el que estaven treballant Born i Heisenberg
en aquell moment). També en una missiva dirigida a Persico a I'abril d’aquell any'?, Fermi li parla de
tres treballs importants (que Fermi hauria estat escrivint a la vegada durant els mesos a Alemanya)2°.

Cal destacar que les fonts citades expliquen que, durant 'estada de Fermi a Goéttingen, Born va
publicar un treball molt extens sobre les propietats dels solids?!. Al capitol 35 d’aquesta publicacid,
s'explica i s’analitza el métode d’Stern?2. Es sabut pels historiadors que a Born li agradava compar-
tir els seus treballs amb els alumnes i col-laboradors, de manera que hi detectessin errors o fessin
suggeriments. En aquella época, Born també hauria estat revisant un treball de Brody de 192123,
que tenia com a objectiu la determinacié teorica de la constant quimica dels gasos monoatomics>*.
Per altra banda, a Gottingen, Sven Gustaf Enskog i Lars Onsager Nordheim estaven treballant en el
problema de I'addicid de les entropies, que veurem que també sera rellevant en els treballs posteriors

de Fermi.

Tenint en compte tot aix0, pensem que I'estada de Fermi a Gottingen va tenir molta més influencia
en la construccié de la seva publicaci6 seminal de 1926 de la que altres historiadors li atorguen, ja
que, com veurem més endavant, Fermi publica pocs mesos després de la seva tornada a Italia dos
treballs relacionats amb investigacions que s’haurien estat portant a terme a Gottingen durant la
seva estada: un primer treball millorant el metode de Stern per al calcul de la constant absoluta de
I'entropia i un segon treball proposant una manera de quantitzar el sistemes formats per particules
idéntiques que té la seva fonamentacié en el mencionat treball de Brody de 1921. En aquesta ultima
publicacid, Fermi també utilitza el principi d’addicié de les entropies en el cas de mescles formades
per dos elements diferents, que estaria relacionat amb els mencionats treballs d’Enskog i Nordheim
a Gottingen.

16Cal mencionar que hi ha certa confusié en relacié a quan es van coneixer Uhlenbeck i Fermi. Segré explica
que Fermi i Uhlenbeck es van conéixer a la tardor de 1924, pero Sebastiani i Cordella afirmen que, en realitat,
es van coneixer un any abans, com es pot deduir d'una carta d’'Uhlenbeck que diu que es va trobar amb Fermi
i uns bons amics al 1923. Sembla ser que l'origen de l'error de Segre en aquest assumpte seria la biografia de
Fermi escrita per la seva dona.

7[Bernardini and Bonolis, 2001], p. 322

18[Fermi, 1965], vol. 1, 92-101

19[Sebastiani and Cordella, 1999]

20Aquests tres treballs sén segurament els treballs 11, 12 i 13 dels Collected Papers. Vegeu [Fermi, 1965], p.
79-101.

21[Born, 1923]

22Vegeu les pagines 701-709 de la cita anterior.

23[Brody, 1921]

24Aquest treball s'emmarcaria en el context dels esforcos per aplicar enfocaments quantics als gasos ideals,
seguint els treballs anteriors de Sackur i Tetrode, entre d’altres. Com hem mencionat al capitol sobre la
introduccié historica, en aquella época les bases de la quantitzacié per a sistemes amb diversos graus de
llibertat eren encara incertes. Brody es basa en aquests fonaments per a explorar les propietats quimiques i
fisiques fonamentals dels gasos monoatomics des d'una perspectiva teorica.
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3.1.2 Tornada a Roma (Setembre 1923 - Agost 1924)

Pocs mesos després de la seva tornada d’Alemanya, Fermi publica dos articles d’arguments
termodinamico-estadistics, que seran preparatoris per a la nova estadistica. Sén “Sobre la teoria
d’Stern de la constant absoluta de I'entropia en un gas ideal monoatomic”?® i “Consideracions so-
bre la quantitzacié de sistemes que contenen elements idéntics”?. Els analitzem a continuacié en
aquesta seccio.

Segons alguns dels autors com De Gregorio, Sebastiani o Cordella, i també tal com pensem nos-
altres, aquest és un punt a favor de la teoria que 'estada a Gottingen no va ser tan buida de contingut
com defensen altres autors com Segre o Laura Fermi, ja que va ser durant I'estada a Gottingen quan
Fermi va reflexionar sobre els temes que el portaren a publicar aquests dos treballs i el posterior
article sobre I'estadistica quantica.

A la seva tornada a Roma, Fermi va trobar feina a través del seu amic Orso Corbino?’ i es va
establir com a professor de matematiques dels estudiants de quimica durant el curs 1923-1924. A
la tardor del 1923, es va trobar amb Uhlenbeck, que s’hauria quedat sorprés pel desencant amb el
que Fermi havia tornat de Gottingen?® tot i que Cordella i Sebastiani defensen que podria ser que la
visié d’'Uhlenbeck hagués estat distorsionada o que el descoratjament de Fermi vingués donat per la
crisi que estava sofrint la fisica alemanya en aquell moment (degut a que no trobaven resposta a les
dificultats que anaven sorgint) i que ell n’hagués tornat impregnat. Semblaria que uns anys després
Fermi recordava aquell periode amb una certa amargura: els professors de Gottingen es consideraven
a ells mateixos omniscients, en opinié de Fermi, i no van tenir gens en compte encoratjar-10%°. A
I'octubre del 1923, li van concedir una segona beca a Fermi i al setembre de 1924 Fermi va marxar
de Roma cap a Leiden amb aquesta beca pagada per la fundacié Rockefeller.

Durant la seva estada com a docent a Roma, Fermi va produir un tercer article anomenat “Sobre
la probabilitat dels estat quantics”°, que alguns historiadors consideren que és el seu primer article
sobre els quanta®!. Aquest treball es va publicar al desembre de 1923 a la revista italiana Rendiconti
Lincei i, més tard, Fermi en va publicar una versié en alemany a la revista Zeitschrift fiir Physik, que
va ser citada per Planck al juny de 1924. A la versi6 en alemany Fermi afegeix un agraiment a Born
per la correcci6 sobre una imprecisié que hi havia a la versid en italia, cosa que prova que existia
correspondéncia i relacié entre Born i Fermi en aquella epoca.

Per tltim, en aquesta época podem trobar un quart article de Fermi en referéncia a la teoria
quantica. Larticle, publicat a Nuovo Cimento que porta per titol “Sobre I'equilibri térmic de ionit-
zacions”32, té com a objectiu el calcul de I'equilibri d’ionitzacié tenint en compte tots els nivells
d’energia.

A continuacié analitzem aquests articles citats, que hem considerat que sén els articles de Fermi
més rellevants durant aquest periode en relacio a la nostra investigacio.

25[Fermi, 1923c]

26[Fermi, 1924a]

27[Sebastiani and Cordella, 20017, p. 78
28[Goudsmit, 1972], p. 4
2[Pontecorvo, 1993], p. 26-27
30[Fermi, 1924b]

31[Sebastiani and Cordella, 20017, p. 79
32[Fermi, 1924c]
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3.1.2.1 Els treballs sobre el gas ideal monoatomic

El primer article analitzat porta per titol “Sobre la teoria d’Stern de la constant absoluta de
entropia d’'un gas ideal monoatomic” i es va publicar durant el mes de setembre de 192333,

Fermi comenca exposant com, per primera vegada, Sackur i Tetrode van derivar la constant
absoluta de I'entropia d’'un gas ideal monoatomic a partir d’'un metode estadistic. Aquest metode
partia del fet que I'entropia és proporcional al logaritme de la probabilitat, segons el principi de
Boltzmann. Per a fer aixo, van calcular el valor absolut de la probabilitat dividint el volum de l'espai
de fases en n cel-les de mida que fos el cub de la constant h de Planck. D’aquesta manera van arribar
a la formula per a 'entropia

3.1

5 9 3/21.5/2,45/2
S=Nk[§10gT—logp+log( mm) 3 ¢

on N és el nombre d’atoms, k la constant de Boltzmann, T la temperatura absoluta, p la pressié i m
la massa dels atoms.

Fermi explica que, tot i que la constatacid experimental del resultat (3.1) no era satisfactoria per
a molts, es podia dir que aquest resultat estava demostrat degut al gran nombre de treballs teorics
posteriors que s’havien portat a terme intentant trobar una manera millor d’obtenir (3.1). L'opinié
que expressa és que de tots els intents que s’havien fet el millor era el de Stern*, que estava ba-
sat en el segiient principi: si considerem el gas com un vapor d’'un cos solid, podem calcular-ne la
pressié maxima de dues maneres: (1) amb la teoria cinetica dels gasos, d’aquesta manera n’obte-
nim un resultat completament determinat, sense constants arbitraries; o (2) amb la termodinamica,
considerant com a constant arbitraria la constant absoluta de I'entropia del gas (la del cos solid es
pot obtenir a partir del teorema de Nernst). Confrontant les dues expressions, Stern aconsegueix
determinar la constant absoluta i el seu métode, des del punt de vista de Fermi, té 'avantatge que no
fa cap hipotesi il-legitima com les que si que han necessitat d’altres autors que perseguien el mateix
objectiu. No obstant, encara hi ha un aspecte que, segons la seva opinid, la teoria de Stern no acaba
de deixar del tot clar. Es el que s’exposa a continuacié.

Stern troba, a través de la via cinética, la segiient expressio per a la densitat del gas:

_ (2nm)*/%8
- (kT)3/2

e

e

3.2)

on v és la mitjana geometrica de la freqiiéncia elastica fonamental del cos solid i w I'energia neces-
saria per fer evaporar un atom del cos solid al zero absolut. A través de la termodinamica, en canvi,
troba la segiient expressio:

. (2mm)3/2953 _er 3

kTP 3.3)

sent v la mitjana aritmeética de I'esmentada freqiiencia.
La diferéncia en els exponents de les dues expressions s’explica amb la denominada hipotesi
de I'energia al zero absolut (Nullpunktsenergie). Segons aquesta hipotesi, inclis en el zero absolut,

. . . . hv
I'energia mitjana d’'un oscil-lador no pot ser zero, sindé que sempre sera com a minim -

33[Fermi, 1923c]
34[Stern, 1913]
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En el seu treball, Fermi pretén demostrar que aquesta és una hipotesi absurda i que en realitat no
és necessaria per explicar la diferéncia entre la via cinética i la termodinamica, siné que n’hi ha prou
amb modificar lleugerament la deduccié cinetica de la pressio, tenint en compte que les moléecules
del cos solid “poden moure’s només sobre orbites quantiques”>>.

Tal com explica Belloni®, Stern havia procedit de la segiient manera: vol calcular el calor de
vaporitzacié L a temperatura T. Imagina que la vaporitzacid ocorre de dues maneres diferents: o bé
vaporitzant un mol del solid al zero absolut i després portant-lo a temperatura T a pressio constant;
o bé escalfant el solid a temperatura T i després vaporitzant-lo. Com que la mateixa quantitat de
calor ha de ser necessaria en ambdds casos, s’ha de complir que

L+ [, CdT =L+ [, C,dT +RT

on L és la calor de vaporitzacid al zero absolut i C, és la calor especifica del gas a volum constant.
A partir d’aqui, Stern fa el raonament que el seu sistema es construeix de manera que hi ha P punts
en l'espai que atreuen els atoms amb una forca proporcional a la distancia. La for¢a actua només
fins a una certa distancia maxima S, de manera que la calor de vaporitzacié té un valor finit. Els
punts P estan rodejats per esferes atractives i dins de les esferes els atoms vibren com oscil-ladors
monocromatics. Fora d’elles es mouen com en I'espai lliure i no estan subjectes a cap forca. Si ng i
¢, soén el namero i I'energia dels atoms fora de les esferes i n, i ¢, sén el nimero i 'energia dels
atoms a distancia r de la posicié d’equilibri:

nr : no — e_¢r/kT : e_¢0/kT

Per tal d’obtenir el valor absolut de n, i ny, a més de la rad anterior, és necessaria alguna as-
sumpcié més. I és en aquest moment quan Stern suposa que en mitjana hi ha una molécula en cada
esfera, de manera que es té

f(f nr4ﬂ:r2dr = f(;s noe¢0/kTe_¢r/kT4nr2dr =1.

Per arribar cinéticament a la densitat del gas saturat és necessari calcular la probabilitat d’'un
estat en el que tenim fixat el volum V, el nombre d’atoms N, del gas i el nombre d’atoms N, que
pertanyen al cos solid, de manera que N = N, + N, sén el nombre total d’atoms que formen part del
sistema. Fermi aplica aqui una novetat envers Stern, fent una distincio en el tractament del atoms
del solid i els del gas: els atoms del solid sén distingibles perqué sén facilment identificables segons
la seva posicid, a diferencia dels del gas. Tenint en compte aquesta diferencia entre atoms del solid i
del gas, segons els principis de la mecanica estadistica, a partir de la funcié de particié canonica per
a una energia fixada, es pot escriure la probabilitat d’un estat amb N, atoms i N, atoms del gas com

N w NI w
pP= N!|e kTdw=— | e kTdw (3.4
N, N,!

on dw és I'element de volum de I'espai de fases, per a les coordenades i els moments x;, p; (i =
1,2,...,N,) de les molécules del gas i les coordenades i moments xj, p; (j = 1,2,...,N;) de les mole-
cules del solid; i W és I'energia corresponent a l’estat d w.

35Veurem que es refereix a que només poden descriure orbites “estatiques” (estacionaries), caracteritzades
per I'energia corresponent a la freqiiencia elastica.
36[Belloni, 1999]
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Pel que fa a les molecules del gas, no hi hauria res més a afegir. En canvi, al considerar les molecu-
les del solid s’observa que només poden descriure Orbites caracteritzades per ’energia corresponent
a la freqliencia elastica. Aquesta energia ha de ser n;hv; on n; €s un enter i v; la freqliencia corres-
ponent. D’acord amb I'estadistica quantica, atribuim a cadascun d’aquests moviments elementals el
“pes” h (entes com el volum minim d’aquests microestats):

3N,

de manera que dw = h3 l_[ dx;dp;.
1

2
Lenergia W es calcula com la suma de I'energia cinética de les molécules del gas > %, I'energia
del cos solid > n;hv; ilenergia potencial el gas wN,, on w és just I'energia de vaporitzacié d’'una
moleécula al zero absolut. A partir de (3.4), integrant respecte dx;, dp;, sobté:

3N,
NI _@Ng 3N, 0o p’ “3N, (o0 _njh”j
i —0Q j= 1=

Tenint en compte que cada molecula té un volum disponible V (si considerem que la molécula 1
ocupa les coordenades x;, x5, X3), per a la totalitat del gas format per les N, molecules, tindrem

nfdxiZVNg.

Integrant cadascun dels termes de I'equacid (3.6) i aplicant el métode d’Stirling, podem escriure
la probabilitat per a temperatures T molt grans com

N, N,w
_ g g 3/2
logP =logN!—N, log? — 7 TN log [ V(2nmkT)%/?]

1o 1og KT, 3NGhT
og — .
108 T T kT

Com que a l'estat d’equilibri la probabilitat P ha de ser maxima, la derivada de I'expressi6 anterior
ha de ser zero i podem extreure que la densitat del gas es

w+3hy/2
]& B (27rm)3/2713 _T/
v o kTPR2 ¢

que coincideix exactament amb I’'equacié (3.3).

D’aquesta manera Fermi aconsegueix trobar 'expressié per a la densitat del gas saturat, a la
que Stern havia arribat a través de la via termodinamica, sense necessitat d’introduir cap hipotesis
forgosa.

Es important remarcar que Fermi s’atura quan obté la densitat a 'equilibri i no calcula I'entropia
en la seva publicacié. Segons el principi de Boltzmann, un cop trobada la probabilitat es podria
calcular el valor de I'entropia. Pero Fermi no pot fer-ho perque el seu metode no esta tan lliure de
punts débils com podria semblar. La introduccié de factorials en 'expressio (3.4), que s’introduiran
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una vegada més per garantir I'extensivitat de I'entropia®’, porta implicita una clara distincié entre
I'entropia del gas i la del solid. Aquesta distincié li impedeix obtenir un valor absolut per a I'entropia,
tant en el cas del gas com en del solid, i és probablement per aixd que, tot i el titol de I'article, Fermi
no acaba calculant el valor de la constant de I'entropia.

Veurem que en la seva publicacié seminal de 1926, Fermi fa referéncia a un regla encara
desconeguda que pugui explicar el comportament de les particules idéntiques que obeeixen els re-
queriments de la mecanica quantica de Bohr-Sommerfeld i, més especificament, que pugui explicar
perqué l'entropia esdevé nul-la en el zero absolut®®. En aquesta segona publicacié de la série que
analitzem és on Fermi per primer cop exposa la seva voluntat de trobar la mencionada regla descone-
guda. La publicacié porta per titol “Consideracions sobre la quantitzacid dels sistemes que contenen
elements idéntics”>® i es va publicar el mes de desembre de 1924.

A T'inici de 'article, Fermi comenca explicant que les regles donades per Sommerfeld per a la
determinacid de les orbites quantiques dels sistemes que admeten separaci6 de variables es redueixen
a imposar que per aquestes orbites la integral de les fases 3§ pdq ha de ser un enter multiple de h. Com
hem explicat, shavia demostrat que aquestes regles estaven completament d’acord amb I'experiéncia
per a I'atom d’hidrogen, pero s’havien intentat estendre a elements més complexos i tots els intents
havien resultat fallits. Aquesta falta d’éxit s’havia atribuit al fet que tals sistemes més complexos no
admeten una separacid de variables i que el metode de les pertorbacions, que és I'escollit per poder
generalitzar les regles de Sommerfeld, no es podia aplicar.

Fermi vol demostrar que el motiu del fracas és la insuficiencia de les regles de Sommerfeld per
a calcular les orbites estacionaries d’aquells sistemes que, independentment que admetin o no se-
paracid de variables, contenen algun element identic (com en el cas de 'heli, per exemple, que té
dos electrons impossibles de diferenciar I'un de l'altre). Posa el segiient exemple: considerem un
anell que conté tres electrons situats en els vertex d’un triangle equilater. Degut a que els atoms no
son distingibles entre si, és clar que al girar I'anell i portar-lo de nou fins a la situaci6 inicial no sera
necessari fer-lo rotar 27, siné que sera suficient en fer-lo rotar 27t/3. Veiem, en canvi, que si els
electrons fossin distingibles, per a que el moviment de rotacié de 'anell fos periodic hauria de girar
27. Si p és la quantitat de moviment de I'anell en la primera hipotesis, 2tp ha de ser un multiple
de h, mentre que en el segon cas amb elements indistingibles és la quantitat 27tp/3 la que ha de ser
un multiple enter de h. Aix0 vol dir que el valor minim de p en el segon cas, ha de ser tres cops més
gran que en el primer cas.

A continuacié Fermi vol mostrar un exemple de sistema de variables separades, per al qual es
fa evident la insuficiencia de les condicions de Sommerfeld per a calcular les orbites estacionaries.
Considera un gas ideal, constituit per n molecules puntuals, contingudes en un volum v. Intentara
calcular el valor absolut de I'entropia d’aquest gas plantejant diverses hipotesis sobre la manera de
quantitzar-lo, ja que:

Per obtenir un valor finit de ’entropia d’un gas ideal és necessari quantitzar-lo d’'una
manera o altra, ja que el tractament classic ens portaria sempre a un valor infinit.*®

En totes aquestes hipotesis es reduira sempre el sistema a sistemes amb variables separades, que
es quantitzarem amb les regles de Sommerfeld. No obstant, Fermi trobara que d’aquestes hipotesis,

37Vegeu el capitol I per a més detalls sobre la problematica entorn I'N!.
38[Fermi, 1926b], p. 187

39[Fermi, 1924a]

40[Fermi, 1924a], p. 125
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"inica que porta a un valor de la constant de 'entropia d’acord amb el valor experimental és aquella
en que el sistema fonamental al que es reduira el nostre gas conté només un sol atom. Per al trac-
tament d’un sistema que contingui més d'un atom, encara que es redueixin a sistemes de variables
separades, sempre troba que hi ha divergéncies majors o menors amb els valors experimentals.

El criteri que segueix en el tractament del problema és el segiient: dividirem abans que res el
volum v en cel-les parale-leipipedes rectangulars, de manera que, per exemple, obtindrem n cel-les
amb una particula a I'interior de cadascuna; o podriem dividir el volum en n/2 cel-les, posant 2 mo-
lécules en cadascuna; o, finalment, podria donar-li al volum v la forma d’una cel-la que contingués
ella sola les n molecules. Al tractar-se d’un gas ideal, s’han de negligir les interacciones de les mo-
lécules entre elles. Segons 'experiéncia, el valor de la constant de 'entropia només es pot calcular
dividint tot el volum en n parale-lelipipedes més petits i posant una sola moléecula en cadascun d’ells.
La idea de quantitzar el gas d’aquesta manera Fermi la treu de la mencionada publicacié de Brody
de 1921*, com ell mateix diu en una nota a peu de pagina. Procedint d’aquesta manera, Fermi
afirma que el resultat esta d’acord amb les dades experimentals. En canvi, si quantitzem sistemes
que contenen dues (o més) molecules identiques, aquesta manera de procedir no funcionara i els
resultats en aquest cas no coincideixen amb les dades experimentals.

Suposem que els costats dels nostres paral-lelipipedes tenen mides a, b, c. Fermi diu que si es fa
el calcul seguint el treball de Brody citat anteriorment, aixod portara a escriure que I'energia quanti-
cament possible per al moviment d’una particula que sigui paral-lel al costat de mida a és

n%h?
w =
" 8a’m

3.7)

on n és un nombre enter, m la massa de la molécula i h la constant de Planck.
La contribucié d’aquest grau de llibertat a I'entropia es calcula amb la férmula

Wi

+ klog Ze_ﬁ

o*=

~N| &

que es pot deduir a partir d’'un calcul directe i en la qual @ representa I'’energia mitjana d'un grau de
llibertat, en aquest cas igual a kT /2. Substituint, a més, el sumatori per una integral a I'expressié
anterior i calculant per als tres graus de llibertat de la molécula (suposant que el gas és monoatomic)
es troba que la contribucié de cada molécula a I'entropia total és

(2nmke)3/2vc

3k
> log T + klog 3

on v, és el volum de la cel'la. Per a 'entropia total de les n molecules del gas contingudes en la cel-la
de volum v, tenint en compte que pV = nkT:

(3.8)

5 2 3/2k5/2 3/2
S*zkn[ilogT—logp-Hog( mm) ¢ e

h3 y

Per passar d’aquest valor a I'entropia efectiva del gas, s’ha de tenir en compte que en els calculs
de Fermi s’havia suposat que en totes les cel-les (que tenen el mateix volum totes elles), hi havia el
mateix nombre de molecules.

“1[Brody, 1921]



58 CAPITOL 3. INTRODUCCIO

Siindiquem com a P la probabilitat que aixo passi, per passar de I'equacié (3.8) a I'entropia real
del gas, necessariament i d’acord amb el principi de Boltzmann, s’ha de restar de 'equacio (3.8) el
valor del logaritme de P multiplicat per k. Llavors Fermi troba que I'entropia del gas és

S=S*"—klogP, (3.9

suposant que hem dividit el volum v en n cel-les totes elles iguals.

La probabilitat P que en una cel-la hi hagi només una molécula es calcula com a relaci6 entre
el numero de modes en els quals és possible repartir les molécules de manera que cada cella en
contingui una (que és n!) amb el nimero total de modes en el qual es pot distribuir una molécula
entre totes les cel-les (que és n™). Aplicant Stirling, es troba

| n
p= el
nn nn

Substituint el resultat anterior a la féormula (3.9) s’arriba finalment a

(Zﬂm)3/2k5/263/2
h3

S=kn[glogT—logp+log (3.10)
que és idéntica a la férmula de Sackur-Tetrode i que esta d’acord amb els resultats experimentals.
En I'dltima secci6 de I'article, Fermi (tot i que sense dir-ne el nom) tracta la paradoxa de Gibbs:
podem concloure que en el cas que es divideixi I'espai en cel-les, de manera que cadascuna d’elles
contingui un sol atom, s’arriba a un valor exacte per a la constant absoluta de I'entropia. En canvi,
les coses funcionen diferent si cada cel-la conté més d’un atom. Suposem per exemple que dividim el
volum v en n/2 cel'les totes elles iguals i, conseqiientment, que cadascuna d’elles conté 2 atoms. Per
calcular en aquest cas la probabilitat P, el nombre de maneres en que podem disposar els n objectes

entre les n/2 cel-les per a que en cadascuna hi hagi només 2 molécules és o2 ; i el nombre total

n
de totes les disposicions possibles és a la seva vegada (g) . La probabilitat P, calculada aplicant

(%)
S on/2(n/2)n \ e

que substituint-ho a 'equacié (3.9) ens déna

Stirling, és en aquest cas

(27m)3/2k5/2¢5/2
K3

S=kn[§logT—logp+log +log\/§]. (3.11)

I'equacié anterior es diferencia de 'equacié (3.10) i de I'experiéncia pel factor log v/2. Trobarem
també diferéncia si dividim el volum total en n/3,n/4, ... cel-les posant en cadascuna d’elles 3,4, ...
molécules respectivament. Fermi també posa I'exemple que si no es divideix el volum en cel-les més
petites perd és quantitza el moviment de les molécules totes contingudes en el paral-lelipipede (en
aquest cas es té, evidentment, P = 1), s’'obté S = S* i es veu facilment que aquest resultat ni tan sols
té les dimensions de I'entropia de Sackur-Tetrode.

Per tal de mostrar que la rad de la divergencia observada en els casos en que cada cel-la conté més
d’una moleécula, consisteix precisament en la manera com es realitza la quantitzacié del moviment
amb les regles de Sommerfeld, Fermi fa la segiient consideracié: Suposem que tenim una mescla
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de dos gasos i que de cadascun d’ells tenim n/2 molécules en el volum v. Suposem, per simplicitat,
que les dues substancies, tot i ser diferents, tenen la mateixa massa. Fem ara el calcul dividint el
volum en n/2 cel-les iguals i posant en cadascuna d’elles una particula d’un tipus i una de l'altra.
Si la nostra suposicid que la causa de la divergencia és la preséncia de dos elements idéntics, en
aquest cas hauriem d’esperar un resultat exacte, perqué les dues molécules presents en cada cel‘la
son diferents entre elles. Per a calcular la probabilitat P en aquest cas podem usar la férmula (3.9),
on aqui P representa la probabilitat de que en cadascuna de les n/2 cel-les hi hagi una molécula de
cada especie. Ara els casos totals possibles sén (n/2)" i, aquells favorables, [(n/2)!]", de manera
que aplicant la férmula d’Stirling trobem

po /2P

(n/2)
A partir d’aqui, trobem que I'entropia d’aquesta mescla és

3/21.5/2
MlogZ} (3.12)

5
S = kn[ilogT—logp + log
i recordant que I'entropia d’'una mescla de dos gasos ideals és igual a la suma de les entropies de
cadascun dels components, com si cadascun d’ells ocupés tot el volum disponible, veiem que I'equa-
cié (3.12) coincideix amb el valor predit per la termodinamica.

D’aquesta manera Fermi refa els calculs de Brody sense necessitat d’introduir en el metode hipo-
tesis addicionals que es poden considerar absurdes i, a més, mostra com les regles de quantitzacid
de Sommerfeld sén insuficients per a quantitzar el moviment de les particules en un sistema que
contingui elements idéntics. Sebastiani i Cordella*? generalitzen el procediment de Fermi de la se-
glient manera: si tenim un volum V que dividim en cel-les més petites de costats a, b,c de manera
que tenen volum V, = abc, podem considerar moltes possibilitats: que el volum V esta constituit per
N cel‘les iguals amb 1 molécula, N/2 amb 2 molecules, etc. La qliesti6 és que, de manera general,

. N . : .
tenim N /x cel-les amb x = —< moleécules en cada cel-la. Assumint, com també va fer Brody, que

les parets de les cel-les sén paral-leles a les coordenades cartesianes tenim un sistema de variables
separables. D’aquesta manera, referint-se als resultats de Brody, Sebastiani i Cordella arriben al se-
giient resultat per a ’entropia total d’'un sistema format per N molecules on el volum V s’ha dividit
en N /x cel'les iguals, cadascuna d’elles contenint x molécules

(27tm)3/2k5/2¢5/2 x
h3 e |}’

S=kn{§lnT—1nP+ln|: (3.13)

Fins aqui les consideracions de Fermi serien identiques a les de Brody. Pero ara, Fermi considera
que hi ha en realitat una sola cel-la contenint les N molécules (de manera que en la forma genera-
litzada de Sebastiani i Cordella x = N). Introduint la discutida divisié per N!, s’arriba a la férmula
de Sackur-Tetrode. Pero Fermi no vol introduir de manera més o menys forcada aquest factor N! i
fa el raonament que I'entropia real del gas ha de tenir en compte una distribucié particular de les
molécules dins de cada cel-la. Si P, és la probabilitat d’escollir una o altra configuracid, I'entropia
real del gas hauria de tenir en compte el terme afegit —kInP,. Aquesta assumpcié que Fermi no
justifica massa, segons Sebastiani i Cordella*® és en realitat és de vital importancia ja que introdueix

42[Sebastiani and Cordella, 20017, p. 80-91
43[Sebastiani and Cordella, 2001], p. 91
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una nova definicié termodinamica de la probabilitat donada per S = In Pﬂ, on P, és la probabilitat
de tenir la distribucié de particules escollida. Si introduim aquesta contribucié a ’expressié anterior
(3.13), obtenim

5 9 3/21,5/2,5/2
S:kn{EInT—lnP+ln[( ”m)hs ¢ |+InxDF (3.14)

i amb aquesta expressid es veu clarament que només s’arriba a la férmula de 'entropia de Sackur-
Tetrode en el cas que x = 1.

Tot i la connexid evident entre aquesta publicacid i I'anterior treball de Fermi sobre el métode
d’Stern per al calcul de ’entropia (que és, de fet, el que fa aqui), no la cita. Com hem ja argumentat,
en l'anterior publicacié havia estat capag de calcular la densitat del gas a través de I'equilibri solid-
vapor, pero no podia arribar al valor absolut de la constant de ’entropia, com si que ha fet aqui. Tot
i aix0, I'is que fa dels factorials en les dues publicacions estan en desacord: en la primera publicaci6
de 1924, el gas es diferenciava del solid pel que fa a la permutabilitat de les seves particules mentre
que, en canvi, en el segiient treball que acabem d’analitzar, les particules del gas es tracten, d’alguna
manera, com a nodes d’'un solid. L'expressio que fa servir per a la definicié de I'entropia en I'equacio
(3.9) és il-lustrativa de les seves intencions. Més enlla dels calculs estandards, li cal un factor relaci-
onat amb les permutacions. Aquest pas, com veurem més endavant a I'apartat 4.1, és el que evitara
fer en la publicacié de 1926, ja que en aquesta publicacié posterior I'objectiu de Fermi sera evitar fer
cap assumpcié sobre la probabilitat d’un estat.

3.1.2.2 Altres antecedents

En aquesta seccié farem una analisi de dos articles de Fermi on aplica la teoria quantica sobre
sistemes diferents al gas ideal monoatdmic. Tot i que no sén tant rellevants per a la nostra investigacio
com els dos articles previs que hem analitzat, per completesa pensem que €s bona idea reflectir aqui
’analisi que n’hem fet, ja que sén articles que no hem trobat que hagin estat estudiats per autors de
fora d’Italia.

En primer lloc, analitzarem l'article que porta per titol “Sobre la probabilitat dels estats quan-
tics”**, publicat en italid per primer cop al mes de desembre de 1923. Com hem dit, els autors
Sebastiani i Cordella consideren que aquesta publicacié és el seu primer article dels quanta®, tot i
que hem vist que Fermi ja havia publicat un treball previ tractant els quanta*®. Fermi comenca expli-
cant que donat un atom, el qual pot estar en diferents estats quantics, el problema de determinar al
probabilitat de trobar-lo en un estat quantic determinat es resol admetent que la probabilitat a priori
de tots els seus estats possibles és la mateixa. D’aquesta admissid, segueix que (aplicant els metodes
ordinaris de I'estadistica) la probabilitat buscada ha de ser proporcional a

Wi
e kT (3.15)

essent w; I'energia de I'estat considerat.

No obstant, hi ha alguns casos per als que aquestes consideracions s’han de modificar. Per exem-
ple, cita el cas d’'un atom (més concretament diu que pensem en el cas d’'un atom d’hidrogen) que té
una energia del seu i-essim estat quantic

44[Fermi, 1924b]
45[Sebastiani and Cordella, 20007, p. 79
46[Fermi, 1924a]
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A

wi=—5 (3.16)

de manera que, seguint les consideracions anteriors, la probabilitat de trobar-lo en el seu estat d’e-
nergia i-€ssim hauria de ser

A
p;=—Ce kTi? (3.17)

(o]

on C és una constant que es determina a partir de la condicié E p; = 1. Pero l'expressio
1

o A
Eze_kTﬂ
1

és divergent, per la qual cosa necessariament C = 0. Aquesta dificultat s’elimina admetent que en
una gas a una certa pressio, no sén possibles aquells estats de 'atom per als quals el radi de 'atom
és major que la distancia entre els atoms, de manera que la suma donada a I'expressio (3.18), enlloc
d’anar des de 1 fins a 0o, ha d’estar acotada a un nombre finit de termes. Lobjectiu de Fermi en
aquest treball és eliminar la divergéncia d'una manera més concreta. Vol fer el calcul termodinamic
de 'equilibri entre diversos estats quantics, tenint en compte el volum de les moléecules per aconseguir
que aquesta consideracié ens porti a una expressié quantitativa del fet, “qualitativament evident”
(segons les paraules del propi Fermi), que els atoms de major mida sén més dificils de formar perque
estan més pertorbats pels xocs amb els altres atoms.

Per a fer aixd, considerem l'equilibri quimic entre diversos estats quantics d’un mateix atom
i suposem que les energies d’aquests estats s6n wi, w,, Ws, ..., w, i els volums atomics respecti-
vament vy, V,, V3, ..., V,. Llavors, els numeros ny,n,,...,n, son els numeros dels atoms dels estats
1,2,...,n-essim i n; + ny, +ns3 +... + n,. = n, on n representa el nombre total d’atoms. Suposem que
aquests atoms estan tancats en un contenidor de volum unitari. Per calcular I'equilibri quimic, abans
que res s’ha de calcular I'energia alliberada per la nostra barreja d’estats quantics; i ’estat d’equilibri
es trobarad més facilment cercant el valor de ny, n,, ..., n, per al qual I'energia alliberada és minima. Si
F és aquesta energia alliberada, U és I'energia total, T la temperatura absoluta i S I'entropia, tenim
la relacid

F=U-TS. (3.18)

En aquest cas concret, I'energia és la suma de I’energia cinética dels atoms i de la seva energia
de formacid, de manera Fermi escriu

3
U= EnkT—l—Zwini. (3.19)

El calcul de I'entropia és una mica més complicat. S’ha de tenir en compte que la contribucié
a lentropia total, per part de cada tipus d’atom, ha de ser igual a I'entropia que tindrien els matei-
x0s atoms si només ocupessin un volum igual al del recipient donat. Per0o aquest recipient hauria
disminuit el volum segons les molecules presents que, per exemple, podem prendre (com en el cas
de I'equaci6 de van der Waals) igual a quatre vegades el volum total de les molécules presents. Tal
volum és, per tant, 1 —4 Y. n;v; i, d’aqui, Fermi escriu que I'entropia ve donada per
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3 n;
S = k{=logT —log ——— +A¢}. 3.20
>, {2 8T —log 5 } (3.20)

Com ja s’ha dit, la condicié d’equilibri s’obtindra buscant el valor del conjunt de n; per al qual 'energia
alliberada és minima, complint la condici6 que la suma de totes les n; des de i =1 fins a r ha de ser
n. Amb aix0 s’arriba a que

Wi
n; = Ce kT e (3.21)

essent C una constant (que es determina amb la condicié citada > n; = n). Si comparem aquesta
tltima férmula amb la (3.15), veiem que la diferéncia entre les dues consisteix en el factor e~ *™i
que trobem a I'equacid (3.21) i no a la (3.15), que pot interpretar-se com una probabilitat a priori
de 'estat quantic i-essim (la qual decreix quan decreix la pressio i el volum de 'atom).

A Tarticle que porta per titol “Sobre I'equilibri térmic de ionitzacié”, publicat a Il Nuovo Cimento
al desembre de 1924*7, Fermi té com a objectiu el calcul de I'equilibri d’ionitzacié tenint en compte
tots els nivells d’energia. Ho vol fer a partir de la nova hipodtesi que no tots els estat quantics tenen
el mateix pes estadistic, siné que aixo només és cert en el limit de pressions infinitament petites i
que no ho és per a pressions finites. Segons aquesta hipotesi, el pes estadistic dels diferents estats
quantics és molt més petit quan més gran és el volum de 'atom.

Fermi parteix de la teoria de ionitzacié del gas ideal per efecte de la temperatura, publicada per
Megh Nad Saha al 1921%8, en la qual el proces de transformacié d’un atom neutre en un i6 positiu
i un i6 negatiu es pot considerar una reaccié quimica de dissociacié. El métode de Saha permet
calcular alhora el grau d’ionitzacié com a funcié de la temperatura i la pressié quan es coneix la
constant quimica del component de la reaccié (que es pot obtenir de la formula de Sackur-Tetrode)
i és d’important aplicacié en el camp de l'astrofisica, ja que permet calcular la temperatura d’una
estrella. En el seu treball, Saha conclou que la termodinamica en aquell moment era insuficient
per al calcul de 'equilibri quimic entre tots els nivells d’energia i que s’havien d’excloure del calcul
els que “en teoria” no intervenien en la reaccié (aquells amb un nivell d’energia inferior al minim
necessari per a produir una dissociacié térmica). Es basa en que, d’acord amb I’estadistica ordinaria
dels quanta, s’havien de prendre els pesos estadistics de tots els estat quantics iguals entre ells, de
manera que la suma de tots aquests pesos era divergent i que portava al resultat absurd que no hi
havia ionitzacié per a temperatures molt elevades.

Fermi aplica en aquest calcul que el pes estadistic d’un estat quantic de volum v; és p; = e *™i,
on n és el nombre total de molécules presents en la unitat de volum. Amb aix0 arriba a una férmula
per al calcul de la concentracié total de particules que té la segiient forma

h3 C€2 i _4ny,
Co= Zci = Cru) 2 (kT2 ZekT (3.22)

on ¢y representa la concentracié dels atoms neutres, ¢, la concentracié d’electrons, u la massa dels
electrons, k la constant de Boltzmann, T la temperatura, h la constant de Planck i w I'energia ne-
cessaria per a ionitzar un atom neutre. La férmula anterior substituira a la de Saha, que tenia la
forma

3
Co h 1 w/kT

Ce B (2mu)3/2 (kT)3/2 ¢ (3.23)

47[Fermi, 1924c]
48[Saha, 1921]
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La diferéncia entre les dues és el terme e~ En el cas de la férmula de Saha tenim una suma

divergent si prenem un pes estadistic igual a 1. En canvi, en la forma proposada per Fermi, el terme
e~ ]a fa convergent. Fermi remarca que la diferéncia entre les dues serd menor per a cossos amb
major potencial de ressonancia (grup zero) i major per a cossos amb baix potencial de ressonancia
(metalls alcalins). De la mateixa manera, els resultats sén bastant similars en ambdds casos fins
que la temperatura és tal que kT és de l'ordre del potencial de ressonancia. Aixo significa que per
a T molt altes, la diferéncia és significativa en el cas de metalls alcalins. Tenint en compte que a
aquestes temperatures tan elevades els metalls alcalins estan quasi completament ionitzats, es fa
practicament impossible la comparacié amb dades espectroscopiques d’estrelles molt calentes. En
canvi, per a temperatures més baixes (com per exemple la del Sol), diu Fermi, la diferéncia entre la
férmula de Saha i la seva és més aviat petita.

3.1.3 DLestada a Leiden (Setembre 1924 - Desembre 1924)

Al 1924, la fundacié Rockefeller li va concedir una beca a Fermi que li va permetre marxar de
Roma cap a Leiden durant tres mesos. Pel que fa a les relacions humanes i a les interaccions amb els
col-legues, alguns autors defensen que aquest segon periode d’estada a I’estranger va ser molt més
profitosa per a Fermi que I'anterior estada a Géttingen*”. En una carta del 24 d’octubre dirigida a la
seva germana Maria®®, Fermi es mostra molt satisfet amb la seva experiéncia alla i amb el tracte amb
els companys. En aquesta carta diu que se sent molt respectat i que esta fent molts descobriments.
Fins i tot diu que Albert Einstein va estar mantenint amb ell una conversa molt simpatica:

Pel que fa a mi, sempre em trobo bé i, de mitjana, faig un descobriment cada vint
dies; en conseqiiéncia, tothom em té un profund respecte i em sento molt honorat que
confiin en mi. Einstein va marxar la setmana passada, fent declaracions entusiastes de
simpatia; en el col-loqui, en el meu honor, es parla alemany, ja que encara trobo molt
dificil entendre el neerlandes...

També parla del professor Ehrenfest i el deixa en molt bon lloc com a professor:

El professor Ehrenfest és una persona molt amable, encara que no semblaria gens fora
de lloc en una botiga de roba de segona ma al gueto; es preocupa per I’escola i els seus
alumnes, i té una habilitat especial per identificar el talent des de les primeres etapes i
preveure bons resultats per al futur.

Fermi va coneixer a Ehrenfest a Leiden i, a través d’ell, a Hendrik Lorentz. Aquests eren dos
personatges molt influents i considerades les dues persones més importants a Leiden. Veiem que a la
carta Fermi explica que va poder coneixer a Albert Einstein a través d’Ehrenfest i, segons Bonolis®?,
també va fer amistat amb joves fisics com Friedrich Ficke, Samuel Goudsmit, Ralph Kronig i Jan
Tinbergen i va coneixer a Willem Hendrik Keesom. Els historiadors expliquen que la relacié entre els
professors i els alumnes a Leiden era horitzontal, mentre que a Géttingen era més vertical. Aquest

49[Sebastiani and Cordella, 20017, p. 81

>0Carta d’Enrico Fermi a Maria Fermi, Leiden, 27 d’octubre de 1924. Archivo Enrico Fermi, Universita di
Pisa. No publicada, disponible a 'apendix A.

51Bonolis a [Bernardini and Bonolis, 2001] afirma que Einstein va arribar dir que era “fan de Fermi” (p.
323).
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fet, juntament amb la gran capacitat mentora d’Ehrenfest, també va contribuir a que I'estada a Leiden
suposés una gran experiéncia per a Fermi, tant en el terreny academic com en el personal. Més enlla
del seu gran amic Enrico Persico, a Italia no hi havia fisics amb els qui discutir sobre la seva recerca
en fisica quantica i la teoria de la relativitat (tot i que si que hi havia grans matematics com Tullio
Levi-Civita -un expert en relativitat-, Federigo Enriques, Guido Castelnuovo o Vito Volterra; que de
seguida se’n van adonar de la genialitat de Fermi i van estar en contacte amb ell). En aquest periode
a Holanda, Fermi no va publicar cap article (presumiblement preferia utilitzar el temps que passava
alla fent altres coses per aprofitar al maxim la seva estada). Un dels avantatges que va trobar Fermi
a Leiden enfront Gottingen era que alla "'ambient era més fisic i no tan matematic com a Alemanya,
en part degut a la propia naturalesa d’Ehrenfest. Ell també era un professor molt més apassionat
en I'ensenyament i que gaudia ensenyant als seus estudiants, mentre que Born no es preocupava
tant dels seus alumnes. Com es pot deduir d’una carta d’Ehrenfest del novembre de 1924, dirigida a
Abram Joffé, de seguida se’n va adonar del talent de Fermi i van treballar junts analitzant el treball de
Frenkel sobre I'electroconduccié de metalls®2. Com apunten Sebastiani i Cordella, seria interessant
saber que va descobrir o qué va discutir Fermi amb Ehrenfest sobre els treballs de Bose-Einstein i
durant la seva estada a Leiden, pero en la investigaci6 portada a terme en aquesta tesi no hem pogut

trobar ni cap document ni cap carta que ens permetés descobrir res nou al respecte®>.

3.1.4 Establiment a Floréncia (Gener 1925 - Desembre 1925)

Just després de la seva estada a Leiden, al desembre del 1924, Fermi va tornar cap a Florencia
com a professor de mecanica teorica i electromagnetisme a I'Institut de Fisica de Florencia, amb placa
per a un any>*. Havia comencat a preparar les seves classes i llicons dos mesos abans, durant la seva
estada a Leiden. Rasetti, que era un dels millors amics de Fermi, era professor també de I'Institut de
Fisica de Floréncia (en una entrevista a Kuhn®®, Rasetti diu que practicament era com si visquessin
junts). Durant el periode a Florencia, Fermi va portar a terme treballs experimentals amb Rasetti.
Gracies a aquesta influencia del seu amic, Fermi va coneixer els treballs de Robert Wood, Alexander
Ellet i Wilhelm Hanle sobre els efectes febles del camp magnetic en la polaritzaci6 de la radiacié de
ressonancia del mercuri®®.

En aquesta época, continuava mantenint contacte amb els fisics que havia conegut a Holanda i es
pot dir que Kronig era el seu enlla¢ amb la resta de fisics europeus. Kronig, que era un fisic alemany
format a Gottingen i que estava involucrat sobretot amb la recerca en el camp de la fisica atdmica®”,
informava a Fermi de I’evolucid de la fisica a Berlin, Copenhaguen, Goéttingen, Leiden i Munich. En
aquella epoca hi havia una gran amistat entre els dos i a I'estiu de 1925, Fermi va passar les vacances

amb Kronig, al poble de San Vito di Cadore. Amaldi va ser testimoni de la trobada amb Kronig>®:

Fermi era molt jove, tenia uns 23 o 24 anys. Un amic seu havia vingut al mateix lloc.

52[Sebastiani and Cordella, 20017, p. 81

>3 A més de la bibliografia mencionada, hem buscat en els quaderns i correspondeéncia d’Ehrenfest disponibles
a AHQB pero no hem trobat res al respecte. Vegeu [Pérez and Ibafiez, 2022].

54[Segré, 1970]

SSAHQP Entrevista a Rasetti amb data 8/IV/1963

S6[Fermi, 1965], notes biografiques

>7En aquells moments, al 1925, centrava part de la seva carrera en intentar trobar una explicacié de I'efecte
Zeeman anomal i aix0, com és conegut, el portaria a expressar per primer cop la idea de 'espin de les particules
([Duncan and Janssen, 2023], p. 126-130).

58Vegeu a AHQP la transcripcié de I'entrevista a Edoardo Amaldi gravada per Charles Weiner el 9/IV/1969,

p- 1.
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Aquest era R. de L. Kronig [...] Kronig era un gran amic de Fermi. Ells es van coneixer
a Holanda treballant amb Ehrenfest. [...]

Com a resultat de la investigacié portada a terme, podem suposar que és en aquest periode quan
Fermi construeix la seva idea sobre la nova estadistica que publica al gener del 1926, després de la
publicacié del principi d’exclusié per part de Pauli i que aquest principi era la regla que Fermi havia
estat buscant per a poder completar les regles de quantitzacié de Sommerfeld.

3.2 El principi d’exclusid

Anem a veure en que consisteix el principi d’exclusié formulat per Wolfgang Pauli a ’any 1925,
de manera que a la secci6 4.2.2 podrem analitzar quin paper juga en la formulacié de l'estadistica
quantica de Fermi. A més de la font original, per escriure aquest resum hem consultat el llibre de

Michaela Massimi publicat al 2005°° i el de Duncan i Janssen®.

El principi d’exclusié va ser presentat per Pauli en el seu treball publicat al febrer de 1925
a la revista Zeitschrift fiir Physik. Aquest principi va ser formulat com una resposta a la necessitat
de comprendre el comportament dels electrons dins dels atoms i estableix que mai dos electrons en
un atom poden tenir els mateixos quatre nombres quantics. La regla de Pauli determina que si hi
ha un electrd a 'atom per al que els seus nombres quantics adopten certs valors, aixo significa que
el nivell energétic corresponent esta ocupat. Aquesta restriccié assegura que no hi hagi duplicacié
completa d’estats quantics per part dels electrons en un atom. Pauli arriba a aquesta conclusi6 al
analitzar els espectres atomics i observar I'estructura periodica dels elements, junt amb anomalies
especifiques que no podien explicar-se amb la teoria quantica existent. Al estudiar I'efecte Zeeman
anomal i els patrons de doblets espectrals, Pauli reconeix que hi ha d’haver alguna regla addicional
que restringeixi 'ocupacié dels estats quantics per part dels electrons en un atom. Aquesta obser-
vacio el porta a formular el principi d’exclusid, proporcionant aixi una explicacié fonamental per a
I'estructura electronica i 'estabilitat dels atoms.

En la seva publicacid, Pauli discuteix la permanéncia dels nombres quantics en relacié a ’estruc-
tura complexa de I'espectre. Critica la visié convencional que suggereix que les capes electroniques
internes, tancades, estan significativament involucrades en I’estructura complexa dels espectres op-
tics i en les anomalies de I'efecte Zeeman. Pauli proposa, en canvi, que l'estructura doblet dels
espectres dels alcalins i 'efecte Zeeman anomal siguin deguts a la indeterminacié quantica de les
propietats de I'electré emissor (el de valéncia), sense afectar a la resta de atom que té configuracio
de gas noble. Per a abordar aquestes anomalies suggereix assignar quatre nombres quantics a l’e-
lectré emissor, la qual cosa permet una nova classificacié que podria explicar 'estructura espectral
dels atoms més enlla dels alcalins, mantenint la idea de la permanéncia dels nombres quantics en
diversos contextos. Aquest enfocament explica els efectes mencionats sense contradir les observa-
cions experimentals, proporcionant una base tedrica més solida per a la comprensi6 de l'estructura
atomica i els espectres. Els nombres quantics que defineixen I'estat de I'electrd, segons Pauli, s6n
aquests quatre: el nombre quantic principal n, el moment angular orbital azimutal k; (que deter-
mina que l'electré ocupa un orbital S quan k; = 1, P quan k; = 2, D quan k; = 3,...), el nombre
quantic intern k,, que havia estat interpretat anteriorment per Landé®! com j + 1/2 (on j és el mo-

59[Massimi, 2005]
80[Duncan and Janssen, 2023]
®1Vegeu [Duncan and Janssen, 2023], p. 14
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ment angular total de 'atom) i, finalment, el nombre quantic magnétic m; = —j,—j+1,...,j—1,],
que va entrar en joc quan els nivells es van dividir magneticament (ja que és un reflex de la compo-
nent quantitzada del moment angular total en la direccié del camp magneétic). Per a classificar els
estats electronics permesos, especificats per aquest conjunt de nombres (n, ky, ky, m;), com ja hem
dit, Pauli va agregar la segiient restriccié: quedava prohibida la doble ocupacié de qualsevol estat
especificat per un valor tnic d’aquests quatre nombres quantics. Aquesta prohibicid, que aviat rebria
el nom de “principi d’exclusié de Pauli” (en I'alemany original “Paulisches Ausschliessungsprinzip”, o
simplement el “Pauli-Prinzip” o “Pauli-Verbot”), portava exactament a la mateixa distribucié de capes
electroniques en subnivells que havia proposat Edmund Stoner poc temps abans®?. Pauli va asse-
nyalar la importancia del nombre quantic principal n, aclarint que poden existir diversos electrons
amb els nombres quantics secundaris (k;, ky, m;) coincidents, sempre que tinguin diferent el nom-
bre quantic principal n. Aix0 permet una comprensié més profunda de la configuracié electronica
de l'atom i explica com els electrons poden ocupar el mateix subnivell d’energia o orbital, sempre i
quan estiguin en diferents nivells d’energia principal. Per exemple, els 8 electrons de valencia de la
capa L per al nombre quantic principal n = 2, es dividiran en 3 subnivells que conten dos electrons
28 (amb k; =1, ko =11im; = +£1/2), dos electrons 2P (amb k; =2, ko = 11im; = +1/2) i quatre
electrons 2P (amb k; =2, k, =2im; =+3/2,+1/2,—1/2,—3/2), respectivament. Aixo és diferent
a 'esquema que havia proposat Bohr, que és limitava simplement a repartir els electrons en capes
completes de manera igual entre els diferents valores de k; (és a dir, 4 electrons tant a 2 com a 2P).

En la seva publicacié, Pauli considera el cas particular de que coexisteixin en un atom multiples
electrons equivalents, és a dir, electrons que en termes dels valors dels seus nombres quantics i les se-
ves energies d’enllac siguin completament indistingibles. Explica que aquesta coexisténcia és només
possible sota certes condicions que estan estretament relacionades amb les lleis que regeixen I’es-
tructura complicada dels espectres. Per exemple, en el cas dels metalls alcalinoterris I'estat normal
en el que els electrons de valéncia sén equivalents correspon a un terme de singlet S, mentre que els
estats que pertanyen al sistema triplet impliquen electrons de valéncia que mai estan equivalentment
vinculats. A més, Pauli s’estén sobre com aquests principis s’apliquen als espectres més complexos,
com el del ned, indicant com els diferents estats dels espectres i les corresponents energies d’enllag
dels electrons influeixen en l'estructura de I'espectre observat. Aquesta analisi es relaciona profun-
dament amb el problema del tancament de grups electronics en 'atom (proces pel qual es completen
les capes o subcapes electroniques en un atom) i la determinacié de la longitud dels seus periodes en
el sistema periodic dels elements. Aquests dos aspectes estan relacionats amb com els electrons es
distribueixen en diferents capes o nivells d’energia al voltant del nucli de 'atom i aquesta distribucié
defineix I'estructura quimica i fisica, a més de la seva ubicacio a la taula periodica

Tot i que en aquesta publicacid Pauli resol algunes de les giiestions importants, també assenyala
les limitacions del seu treball i suggereix algunes arees per a futures investigacions. Al final de la
seva discussio assenyala que mentre quedi sense resoldre el problema fonamental de com interpretar
fisicament el tipus de moviment de I’electré emissor exigit pel principi de correspondéncia, indepen-
dentment de la seva descripcié cinematica prévia, la interpretacié proposada per ell per a I'estructura
complexa dels espectres i I'efecte Zeeman anomal no pot considerar-se una base fisica completament
adequada per a explicar aquests fenomens. Admet que, en alguns aspectes, la interpretacié convenci-
onal podria includs representar millor aquestes observacions. Per altra banda, assenyala el mencionat
treball de Stoner sobre I'ordenacié dels espectres del plom i estany, que s’havia presentat en una
sessid a Gottingen poc abans de que Pauli escrigués el seu article, com un exemple d’investigacio en

62La publicaci6 [Stoner, 1924], que Pauli cita, sembla que és crucial en la construccié de Pauli per arribar a
la formulacié del principi d’exclusi6. Per a més detall vegeu [Duncan and Janssen, 2023], p.10-13.
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curs que podria proporcionar llum sobre les seves propostes. Destaca també que la regla general que
proposa per a la coexisténcia d’electrons equivalents ha demostrat ser compatible amb els resultats
experimentals en casos senzills.

El principi d’exclusié de Pauli va ser rapidament acceptat per la comunitat cientifica. El motiu
és que Pauli hi presentava moltes evidencies experimentals. A més, el fet que Bohr i els cientifics de
la corrent de Copenhaguen I'abracaren de seguida, deia molt a favor seu i va moure a la comunitat
cientifica cap a la seva acceptacié®®. Com veurem, Heisenberg aplica el principi d’exclusié de Pauli
pocs mesos després en la seva publicacié de 1926, igual que ho fara Fermi.

%3[Mehra and Rechenberg, 1982a], p. 682



Capitol 4

L’estadistica quantica de Fermi

El 24 de mar¢ de 1926 Fermi publica a la revista alemanya Zeitschrift fiir Physik 'article “Sobre
la quantitzacié del gas ideal monoatomic”!, article en el que es disposa a explicar la quantitzacié
del gas ideal monoatomic en el marc de la nova teoria quantica i partir del qual avui dia podem dir
que es va establir el descobriment d’una nova estadistica en el marc de la mecanica quantica, que es
coneixerd com “estadistica de Fermi”. Préviament, al gener, n’havia publicat una versié més curta en
italia a la revista Rendiconti Lincei, amb el mateix titol en versié italiana®. Presumiblement, Fermi fa
aquesta primera versié rapidament, no tant elaborada com la versié en alemany perque té interés en
publicar rapid el seu “descobriment” sobre el nou metode de quantitzacié del gas ideal. En paral-lel,
Dirac treballa en una publicacié on arribara als mateixos resultats que Fermi pero seguint un cami
totalment diferent®. No obstant aixd, malgrat que la publicacié de Dirac és posterior a la de Fermi (i
que tot apunta a que Dirac la coneixia a 'agost de 1926 quan va publicar el seu treball, en parlarem
més endavant) veurem que Dirac no cita aquesta publicacié de Fermi que ens ocupa ara.

A continuacio, farem una analisi detallada d’aquest treball per tal d’estudiar-ne les seves impli-
cacions i 'impacte que va tenir en I'evolucid de I'estadistica quantica.

4.1 La quantitzaci6 del gas ideal monoatomic

En aquest article, Fermi explica el seu nou metode que permet arribar a I'equaci6 del gas ideal
quantitzat. Tal i com explica en el resum inicial, la motivacid del treball és clara: si el teorema de
Nernst ha de continuar sent valid per a gasos ideals a baixes temperatures, 'equacio classica de gas
ideal no pot ser certa en aquest rang i la rad per a la degeneracid del gas ha de ser la quantitzacié
del moviment de les molécules. A més, aquest moviment s’ha de poder quantitzar sense necessitat
d’assumir hipotesis inversemblants o partint de consideracions classiques. Fermi diu que només
utilitza ’'assumpcio feta per Pauli i basada en nombroses evidencies espectroscopiques que ell formula
de la segiient manera*:

...en un sistema no hi poden haver dos elements equivalents els nombres quantics dels
quals coincideixin.

![Fermi, 1926b]
2[Fermi, 1926a]
3[Dirac, 1926a]
4[Fermi, 1926b], pag. 186
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Fermi comenca explicant que en termodinamica classica la calor molecular a volum constant d'un
gas ideal s’expressa com

c= 2k 4.1)

No obstant, si ara aplica el Teorema de Nernst al gas, ha de considerar que I'expressié (4.1) és
una aproximacio a altes temperatures, ja que ¢ ha de ser zero a T = 0. Tenint en compte aixo, un
esta obligat a considerar que el moviment de les molécules en un gas ideal és quantitzat. Aquesta
quantitzacié es manifesta per si sola per a baixes temperatures a través del fenomen de degeneracio
(entesa com un fenomen que provoca que el gas no compleixi 'equacié dels gasos ideals classica),
de manera que la calor especifica i 'equacié d’estat s’aparten dels seus homolegs classics®.

A continuacié, diu que

L'objectiu de I'article és presentar un nou métode de quantitzacié del gas ideal que sigui
tan independent, com sigui possible, d’assumpcions arbitraries sobre I'estadistica de les
molecules del gas.

Tal com explica, diversos autors han intentat fer aquest exercici per a determinar ’equacié d’estat
d’un gas ideal i cita els treballs d’Einstein® i de Planck’. Fermi explica, en una nota a peu de pagina®,
la relacid entre el present treball i els desenvolupaments fets per Einstein de la segiient manera:

El nostre métode és similar al d’Einstein en tant en quant s’assumeix que s’abandona la
independéncia estadistica de les particules en ambdds métodes; tot i que la dependéncia
és una mica diferent en el nostre cas respecte al d’Einstein, i el resultat final per a les
desviacions respecte a 'equacié d’estat classica sén inclus oposades.

Aquesta nota a peu de pagina és rellevant ja que amb aixo, Fermi explicitament estableix que en
el seu metode se suposa que hi ha algun tipus de dependencia estadistica entre les particules, dife-
renciant el seu metode del que havia presentat Einstein 'any anterior justament en relacié a aquesta
dependéncia. Aquesta afirmaci6 és contradictoria amb les seves propies paraules en el resum de
I'article, on diu que vol establir un metode per al que sigui irrellevant quina és la dependencia esta-
distica de les particules. També és rellevant remarcar que en la versié en italia de I'article publicada
préviament, Fermi no menciona la connexié amb els treballs d’Einstein del 1925. A més, les férmules
obtingudes per Planck, Einstein i Fermi son diferents pero, segons aquest tltim, no és possible distin-
gir experimentalment entre elles. Més endavant ho exposarem amb més detall, perd avancem aqui
que aquestes consideracions ens fan pensar que la identitat de les particules (és a dir, si aquestes s6n
“indistingibles” o no) no era un dels aspectes més rellevants a tenir en compte per part de Fermi.

SEn la versi6 prévia i més resumida d’aquest article que es publica en italid (vegeu [Fermi, 1926a]), Fermi
explica que: “recentment s’han fet diversos intents per obtenir 'equaci6 d’estat dels gasos ideals. Tots aquests
intents donen resultats similars que només difereixen del que fa ell en el treball que estem analitzant en els
casos extrems de baixes temperatures o densitats elevades. En aquestes condicions, que es quan es fan paleses
les diferéncies entre els gasos reals i els gasos ideals, és quan és més important tenir una equacié d’estat
valida”.

®[Einstein, 1924], [Einstein, 1925a], [Einstein, 1925b]

7[Planck, 1925]

8[Fermi, 1926b], pag. 187, nota 1
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Al capitol 2 s’ha analitzat en detall qué va fer Einstein, fem ara un incis per veure que és el que
fa Planck en el seu treball del 1925 i aixi poder-ho comparar també amb el present treball de Fermi.

Al citat article del 1925, Planck vol introduir una correccié al seu tractament quantic previ del
gas ideal’ (que havia estat giiestionat per Paul Scherrer i Imre Brody), en el que la quantitzacié es
limitava a la divisio de I’espai de fases en cel‘les, sense afectar al moviment de les particules. Planck
veu necessari modificar drasticament el seu plantejament després del descobriment fet per Otto Stern
i Walther Gerlach, que mostra que només alguns moviments estan permesos quan se sotmet el feix
de particules a un camp magnetic no uniforme.

Planck comenca amb un tractament estandard del gas ideal en col‘lectivitat canonica, pero con-
siderant que I'energia esta quantitzada. Obté que el nombre total d’estats del gas s’escriu com

1 (e)N N(4n)N 3N
z=—|(—) VN[=] (2mu)®N/? (4.2)
h3N \N 3 ( )
on u és l'energia d’'una particula. Planck procedeix igualant aquesta quantitat z al nombre total
d’estats d’'una particula n elevats a N, de manera que ’energia d'una particula estara quantitzada de

la segiient manera:

h (3N P s
u, = 2— n
m \ 4meV

Amb aix0, Planck determina que en la regi6 delimitada per les successives n’s, el valor permes
vindra determinat per un parametre a que pot prendre valors entre 0 i 1:

2 2/3
W=t ( 3N ) (e

om \ 4meV

Per a a = 0 trobarem el valor maxim per al punt d’energia nul-la i per a @ = 1 no hi haura
Nullpunktsenergie. Com a tultim pas, només li queda sumar (o integrar) per a tots els valors tenint
en compte aquest parametre i Planck obté I'expressié nova per al calcul de la pressio:

_NkT ([ (a=N
Y (2mkT)3/2eV |~

p 4.3)

Planck també mostra en la seva publicacié que amb aquest tractament s’obté una entropia que
satisfa el principi de Nernst. Finalment, Planck discuteix la proposta presentada per Einstein que,
com hem vist, per a ell consisteix en eliminar la dependencia estadistica de les molécules i que
implica una “modificaci6é fonamental de les idees habituals sobre la naturalesa i el mode d’accié de
les molécules”!?. Acaba T'article tot comparant els seus resultats amb els d’Einstein en el cas del
calcul de I'energia per a cada particula. En aquest punt, és important dir que la férmula que utilitza
Planck per als calculs fent servir la teoria d’Einstein conté un error que també podem trobar en la
publicacié original d’Einstein!!.

Si comparem aix0 amb el que fa Fermi, veiem que Planck no diu haver fet cap suposicié sobre
'estadistica de les particules. Pel que fa al tipic argument emprat per justificar la divisi6 pel factor
N!, que normalment s’atribueix a Planck!?, ell el menciona un altre cop en aquesta publicacié del

[Planck, 1916]

19[Planck, 1925], p. 592

UFactor que hem corregit en I'equacié (2.31).
12[Klein, 1959], p. 389
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1925, tot i que amb el nou tractament no necessita aplicar-lo: les particules ocupen un volum V/N,
de manera que les quantitats -com ara I’energia lliure- esdevenen extensives sense necessitat de fer
cap tipus de correccid. Planck, doncs, s’oposa a la idea d’Einstein tant pel que fa a les suposicions
estadistiques com a les seves implicacions conceptuals. A diferéncia de Fermi, en aquest cas el con-
trast és apropiat, ja que Planck opera amb les estadistiques habituals, que inclouen la independencia
estadistica perd que incorporen un parametre numeric que fixa la posicié dels moviments permesos
dins les cel-les de I’espai de fases.

Tornant a I'analisi de la publicacié de Fermi del 1926, veiem que un cop ben assentades les
bases sobre les que treballar i establerts els antecedents, adreca la quantitzaci6 del gas propiament
dita. Explica que per aplicar les regles quantiques al moviment de les particules es pot procedir de
diverses formes, obtenint sempre el mateix resultat al final. Ell opta per considerar les moléecules
com si es trobessin tancades dins d’un paral-lelipipede. D’aquesta manera, es pot considerar que el
moviment de les particules anant i tornant de les parets (les quals les reflecteixen amb xocs elastics) és
condicionalment periodic i es pot considerar quantitzat. De manera més general, podem considerar
que les particules es troben sota I'accié d’un camp de forga extern. ’assumpcidé que el gas és un gas
ideal, ens permet negligir la interacci6 entre les molecules. Amb aix0 s’estd assumint la completa
independéncia de les molecules unes de les altres. Tot i aquesta independéncia, la quantitzacié del
moviment molecular no és suficient per retre compte de la degeneracié ni tampoc no justifica que es
compleixin ni 'equacié d’estat classica ni 'estadistica de Maxwell-Boltzmann.

Si ara considerem que les parets del contenidor es poden moure, veurem que a mesura que el
volum del contenidor augmenta, els nivells energetics dels estats quantics de cada molécula sén més
i més propers (ja que la distancia entre els nivells energetics dels estats quantics disminueix a mesura
que augmenta el volum amb un factor 2/3), de manera que per a un recipient de dimensions ma-
croscopiques totes les influencies de la discontinuitat de 'energia desapareixeran perque els nivells
energétics seran molt propers entre ells. Llavors, Fermi posa emfasi en una idea en la que ja havia
presentat en una publicacié previa:

Només obtindrem degeneraci6 de la magnitud esperada quan triem un contenidor que
sigui tan petit que només contingui una molécula.

Com hem vist, aquesta idea ja havia estat exposada en el treball previ de 1924'2 que hem analit-
zat. En aquell treball, per tal d’obtenir la constant de I'entropia, Fermi imposa que ha d’haver-hi una
distribucié espacial homogenia, tot col-locant cada particula del gas dins d'un volum ]% Sembla evi-
dent que, en la publicacié de 1926, Fermi intenta connectar ambdds treballs. En particular, sembla
que la imposici6 feta al 1924 és el punt de connexid entre el present treball i la hipotesi d’exclusid
de Pauli. Aqui és interessant destacar que, en la versid en italia, la referencia al treball de 1924 és

diferent*:

Sembla necessari admetre que es necessita afegir algun complement a les regles de
quantitzacié de Sommerfeld per al calcul de sistemes que contenen elements que no es
poden diferenciar uns dels altres.!®

13[Fermi, 1924a]

4[Fermi, 1926a], p. 182

15Com que és important per a la nostra investigacié veure quines paraules utilitza Fermi per parlar de
la identitat i indistingibilitat de les particules, a mode d’exemple reproduim aqui la cita en italia tal com
Fermi l'escriu a l'original “Appare dunque necessario ammettre che occorra qualche complemento alle regole di
Sommerfeld, per il calculo di sistemi che, como il nostro, contengono degli elementi non ditinguibili tra di loro.”
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A la versié en italia Fermi no menciona la connexi6 amb la publicacié de 1924. Tal i com explica
alla, ha de ser possible aplicar les regles de Sommerfeld al moviment de les particules del gas. Hi ha
diverses formes de fer-ho i, en concret, ell aplica la hipotesi que el gas ideal ens permet negligir les
forces que actuen entre les particules (per tant, que el moviment mecanic de cadascuna de les parti-
cules es desenvolupa com si no n’hi hagués present cap altra). Tot i aix0, remarca que se n’adona que
la quantitzacid simple del moviment de les particules considerades com completament independents
les unes de les altres, amb les regles de Sommerfeld, no és suficient per obtenir resultats correctes:
inclds en el cas que la calor especifica tendeixi a zero a temperatura zero, trobem que el seu valor no
depen només de la temperatura i de la densitat del gas, sin6 que també depen de la quantitat total
del gas i va al limit 3k/2 quan, mantenint la densitat constant, la quantitat total de gas tendeix a
infinit. En aquest punt, Fermi hipotetitza que és necessari afegir algun complement a les regles de
quantitzacié de Sommerfeld en el cas de sistemes com el que ell detalla, en els quals els elements no
son distingibles entre ells.

La versi6 en alemany, llavors, ens porta a confusié'®, ja que suggereix que la publicacié de 1924
podem trobar el complement que li falta a les regles de quantitzacié de Sommerfeld i aixo no és aixi
segons el nostre punt de vista. Com hem pogut veure a I'analisi de I'article de 1924 que hem fet a
la seccid anterior, la conclusid a la que arriba Fermi en el treball de 1924 és, precisament, que li cal
introduir un factor N! que esta relacionat amb les permutacions entre les particules.

Amb tot aix0, el que queda clar és que Fermi reafirma que la quantitzacié del gas ideal requereix
d’una “condicié addicional” a les regles de quantitzacié de Sommerfeld quan es tracta de sistemes
que contenen particules que no es poden distingir les unes de les altres, tal i com si que a havia
argumentat a 'any 1924. Com explica a continuacid, recentment Pauli havia proposat una regla
que deia que si un electré dins de I'atom té nombres quantics amb valors definits, llavors no pot
existir cap altre electr6 en I'orbita de 'atom caracteritzat pels mateixos nombres quantics. En altres
paraules, “un estat quantic (en un camp magneétic extern) es troba complet quan esta ocupat per un
sol electrd”. Explica que aquesta regla, coneguda com principi d’exclusié de Pauli, ha donat resultats
fructifers en el camp de I'espectroscopia i que per aixo es disposa a utilitzar-la, per tal de veure si
resulta també til en el problema de la quantitzacié6 del gas ideal. Podriem dir que Fermi vol mostrar
en aquest article que I'aplicacié del principi de Pauli permet presentar una teoria completament
consistent per a la degeneracié d’'un gas ideal. En la versié en alemany de l'article, Fermi no dona
gaire més detall de en queé consisteix aquest principi d’exclusid. A la versio en italia, en canvi, 'explica
de la segiient manera: a les parts més interiors de I'atom les forces que actuen entre els diferents
electrons s6n molt petites en comparacié de les forces exercides pel nucli. Per aix0, segons les regles
Sommerfeld, es prediu que en l'estat normal de ’atom trobariem un nombre elevat d’electrons en
una orbita de quanta total igual a 1. A la realitat, pero, explica Fermi que el que s’observa és que
I'anell K el trobem ple quan aquest conté dos electrons. El mateix passa amb l'anell L, que esta
ple quant conté vuit electrons, etcetera. Fermi explica el principi d’exclusié de la segiient manera:
es pot caracteritzar una orbita electronica per un atom complex amb 4 nombres quantics; n, k, j, m
que tenen respectivament el significat de nombre quantic total, nombre quantic azimutal, nombre
quantic intern i nombre quantic magnetic. Donades les desigualtats que aquests nombres quantics
han de complir, trobem que per al cas n = 1, només existeixen dos triplets de valors k, j, m; per a
n = 2, existeixen vuit triplets de valors k, j,m;... Per adonar-se’n d’aquest fet és suficient assumir
que en 'atom no hi poden haver dos electrons amb I'drbita descrita pels mateixos nombres quantics
0, en altres paraules, s’ha d’admetre que I'orbita electronica es troba “ocupada” quan aquesta conté
només un electro.

16[Fermi, 1926b], p. 187
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Abans de seguir, també és important remarcar que en la versié en italia, Fermi assumia que l'a-
traccié nuclear dels electrons atomics és major que la interaccio entre ells, sent aix0 la inspiracid
per aquesta condicid addicional necessaria en els sistemes que contenien “elementi identici” (és a dir,
atoms amb més d’un electrd.) Aixi és com Fermi introdueix per primer cop el principi de Pauli al
seu metode. A la versié en alemany, en canvi, no trobem cap justificacié per descartar la interaccid
coulombiana entre els electrons. També cal remarcar que quan parla d’elements identics o no dis-
tingibles al referir-se als electrons dels atoms multielectronics, després de la investigacié portada a
terme estem segurs que la indistingibilitat de les particules en aquest context té el mateix significat
que en l'estadistica classica, ja que es refereix a les particules fent s tant de la paraula “identici” com
de I'expressié “non distinguibili tra di loro” sense distincio.

El plantejament de Fermi del problema és el segiient (un cop més, la versié en italia de I'article,
que no inclou tant detall dels calculs matematics i és mes descriptiva, explica una mica millor com i
perqué Fermi escull la configuracié del seu sistema): admetem que en el gas hi ha com a molt una
molécula el moviment de la qual es caracteritza per certs nombre quantics. Sha de demostrar que
aquesta hipotesi ens porta a una teoria consistent per a la quantitzacié del gas i que, en particular,
és produeix 'esperat decaiment de la calor especifica a baixes temperatures i, a més, anem al valor
exacte de la constant de I’entropia del gas ideal. Per fer aix0, cal assentar les condicions sota les
quals el moviment de les molécules del gas estara quantitzat i, com ja hem dit, aixo es pot fer de
varies formes. L'escenari que Fermi escull és fixar que existeix una forca atractiva cap a un punt fix
O que actua sobre les molécules, amb una forca proporcional a la distancia r entre la molecula i el
punt O. D’aquesta manera, cada particula esdevé un oscil-lador harmonic amb freqiiéncia v. L'orbita
de la molecula es caracteritza per 3 nombres quantics sy, s, i s3, que estan relacionats amb I'energia

a través de la relacié w = hv(s; + s, +53) = shv. Estableix doncs que la forca és del tipus 472 v*mr.

La densitat del gas decreix al decréixer la distancia a O i desapareix a l'infinit. Si v és la freqiién-
cia d’oscil-lacid, la forca exercida sobre les molécules sera 412 v?mr, on m és la massa de la molécula
i r la distancia a O. L'energia potencial d’aquesta forca atractiva és, llavors u = 2n2v?mr2. Com
va escriure Rasetti en el prefaci dels articles 30-31 dels Collected Papers de Fermi'”, posant les par-
ticules sota I'accié d’un potencial harmonic enlloc de considerar-les tancades en una caixa (com era
el tractament habitual), Fermi aconseguia d’aquesta manera una simetria esférica, monotonament
decreixent amb la densitat del gas (per a radis grans la densitat era sempre suficientment baixa per
assegurar la validesa del limit classic de Boltzmann i, per tant, per a definir la temperatura de tot
el gas). Al contrari del que pensem nosaltres, De Gregorio i Sebastiani'® defensen Fermi introdueix
aquest potencial harmonic perque li permet utilitzar el principi adiabatic d’Ehrenfest, que estableix
que el nombre quantic s d’un oscil-lador harmonic d’energia E = sh» no canvia sota una variacio
adiabatica de la seva constant elastica d’acord amb aquest principi.

A partir d’aqui, si ens limitem a tenir molécules monoatomiques, totes en l’estat fonamental,
i considerem les nostres particules com masses puntuals, segons el principi de Pauli en tot el gas
només tindrem una sola molécula caracteritzada pels nombres quantics sq,s,,s3. Lenergia total de
la molecula, shv, es pot obtenir de diferents maneres. Si calculem el nombre total de possibilitats

d’obtenir un s total (on s = s; + 55 +53) a partir dels tres nombres quantics, si pensem en que estem
- s . s+3—1)! . o

parlant de combinacions amb repeticid, obtindrem CR3, = ﬂ = Q,, és a dir, hi ha Q,

’ sI(3—=1)!

particules amb nombre quantic total s i energia total hvs. Simplificant ’'expressi6 anterior Q, és

17[Fermi, 1965]
18[De Gregorio and Sebastiani, 2010]
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_(+1)(s+2)
B 2

Veiem, doncs, que ’energia O es pot obtenir d'una manera, I’energia h v de tres maneres, 'energia
2hv de 6 maneres, etc.

El segiient pas que fa Fermi és considerar el cas extrem on la temperatura absoluta del gas és
zero. El gas, per tant, es troba en el seu estat energétic més baix. N és el nombre de molecules totals.
Si no hi ha cap restriccié en el nombre de molécules que poden ocupar cada estat energétic, llavors
totes les molécules es trobaran en I'estat d’energia zero (s; = s5 = s3 = 0). Pero d’acord amb el que
s’ha dit, només una molécula podria tenir energia zero; llavors si N = 1 la molécula tindra energia
zero; pero si N = 4, només una de les molécules es trobara en 'estat d’energia zero i les altres tres
ocuparan les tres places disponibles amb energia hv. De la mateixa manera, si N = 10, una molecula
ocupara l'estat d’energia zero, 3 molécules ocuparan els llocs amb energia hv i les altres 6 els llocs
amb energia 2hv. Al punt del zero absolut, llavors, el gas de molécules es distribueix a si mateix en
una mena d’estructura de closques (schalenférmigen Aufbau, 'anomena en alemany original), que té
una certa analogia amb l'arranjament d’electrons en un atom multielectronic.

El segiient punt és calcular com es distribueix per totes les molecules una certa quantitat d’energia

Qs “4.4)

W = Ehvy

on E és un enter.

Si N; és el nombre de molécules amb energia shv, d’acord amb les nostres assumpcions anteriors,
podem establir que N; < Q,. A més, tenim els lligams establerts del nombre total de particules i
d’energia total:

>IN, =N (4.5)
D> Ny =E (4.6)

S’ha de calcular el nombre total P d’arranjaments de les N molecules, tenint en compte la confi-
guracio explicada: N, es troben en llocs d’energia zero, Ny en llocs d’energia hv, N, en llocs d’energia
2hv, etc. Es important destacar que Fermi aquf imposa que dos arranjaments que difereixen entre
ells per una permutacid entre particules s’han de considerar idéntics, de manera que el nombre total
de possibilitat de distribuir N; moléecules al llarg de Q, llocs d’energia shv és donat per

AU
(Ns) = NIQ ! @7

Per a calcular les P possibilitats totals, calculem el productori de la probabilitat de trobar per

cada s-energia:
_(Qo)(Q1\[(Q2) _ Qs
= (No)(Nl)(Nz)'“ =11 (N) (“-8)

Aplicant el teorema d’Stirling

log P :_ZI:NS lOgQ ]ESN +Q, log%} 4.9

podem trobar el valor més probable de N, calculant el maxim de P amb els lligams establerts a
(4.5) 1 (4.6):
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ae_ﬁs(Qs —N,)=N,> Qsae_ﬂs =N,[1+ ael*]

on a i 3 s6n constants. Amb aquests calculs, Fermi obté que el nombre de molecules amb nombre
quantic total s és:

ae Ps

N, =Q,—————.
= Qs 1+aehs

Els valors de a i de 3 els trobem de les equacions (4.5) i (4.6) o podem considerar a i § com
a valors donats, de manera que a partir de I'expressié anterior es pot expressar el nombre total de
particules i 'energia total com:

oo ae ﬁs
Z S1+aePs (4.10)
—PBs
ae
_: :Z QT — (4.11)

A partir d’aqui, Fermi ha d’introduir la temperatura per tal de trobar 'equaci6 d’estat del gas. La
temperatura absoluta del gas és funcié de N i de E, o també de a i . Fins aqui, Fermi hauria fet
més o menys (més endavant comentarem les diferéncies amb més detall) el mateix que Einstein. Ara
Fermi podria calcular el valor de I'entropia a partir de 'expressié S = klog P, d’acord amb el principi

. . . dw X o
de Boltzmann, i després calcular la temperatura amb la férmula T = ———. Perd no segueix més el

meétode d’Einstein i opta per un cami diferent perque diu que no vol usar el principi de Boltzmann
ja que aquest es basa en una assumpcié arbitraria sobre la probabilitat d’un estat'®.

Sense poder fer servir el principi de Boltzmann, procedeix de la segiient manera: la densitat del
gas és una funcié de la distancia, de manera que esdevé zero a distancia infinita. Per a r infinitament
gran, el fenomen de degeneracié també desapareix i I'estadistica del nostre gas esdevé estadistica
classica (distribucié de Maxwell-Boltzmann). D’aquesta manera, podrem determinar la temperatura
en aquesta regio i, com que el gas es troba en equilibri termodinamic, sabem que la temperatura és
la mateixa per a tot el gas (també per a regions situades r petites).

En particular, per a r = 00, ens trobarem en el régim classic: I'energia cinética mitjana de la

molécula ha de ser EkT i la velocitat de distribucio és la maxwelliana sera

3
EkT =<mv?/2>

/= 1| 3kT
Ve = T = Vrms

Partint de 'expressié anterior podem obtenir la temperatura a partir de la distribuci6 de velocitats
ala regi6 de densitats infinitesimals i, com que el gas sencer es troba tot ell a la mateixa temperatura,
sabrem també la temperatura de la zona més densa del gas, on ja no serveix la teoria classica. Alguns
autors, com De Gregorio i Sebastiani?°, defensen que amb aquest raonament Fermi el que fa és aplicar
d’una manera original del principi de correspondéncia de Bohr. El principi de correspondeéncia de

¥[Fermi, 1926b], p. 191
20[De Gregorio and Sebastiani, 20107, p. 91
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Bohr estableix que les lleis de la fisica quantica han de coincidir amb les de la fisica classica quan
s’apliquen a sistemes molt més grans o quan s’observen fenomens a escales molt superiors. En aquest
cas, es podria pensar que Fermi esta aplicant precisament la suposicié que per marxar a una zona
llunyana on r — o0, esta observant el fenomen a una escala molt superior a la que té lloc. Pero des
del nostre punt de vista aix0 esta una mica agafat amb pinces i seria un intent d’atribuir-li a Fermi
més merits dels que caldria.

Fermi calcula la densitat de molécules amb energia cinética entre L i L + dL a la distancia r.
D’acord amb (4.1) i a partir del calcul del hamiltonia H = L + 272v?*mr?, I'energia total de les
molecules ha d’estar entre

L+2m?v?*mr?i L+ +21%v*mr? +dL
L'energia total d'una molécula, com ja hem dit, és shv, per tant,

L 4 2m2v?mr? d dL
= — —_— § = —
hv h hv
Si ara es considera una moléecula caracteritzada pels nombres quantics sy, 4,53, de manera que

s =51 + 559+ 53, les seves coordenades x, y,z estan donades per

S 4.12)

x = 4/Hsycos(2mvt — a;) (4.13)
on a; son constants de fase i H ve donat per

h

= — 4.14
272ym ( )

I de manera similar per a y i z. Amb tot aix0, la probabilitat que x, y, z estiguin entre x i x +dx, y
iy+dyiziz+dzés:

dxdydz
n3 \/(H51 —x2)(Hsy — y2)(Hs3 —22)

Per arribar a la férmula anterior, s’ha de calcular dx/dt, dy/dt idz/dt a partir de les expressions
donades per 4.13. Si a partir d’aqui s’escriu dt /T per a una oscil-lacié tenint en compte que v=1/T,
i entenent que en un periode complet d’oscil-lacid la particula passara dos cops per cada posici6 de
la coordenada degut a que el moviment és sinusoidal (per la qual cosa hem d’afegir un factor 2
implicit).

ﬂ _ dx2 _ dx
T /Hs;—x22m Hs;—x2m

No es coneixen els valors individuals de s, s i 53, pero si el total s, de manera que la probabilitat
total estara donada per

1 dxdydz 1
Q : 4.15
Q Z \/(Hsl—xz)(Hs2—y2)(H53_zz) ( )

Al multiplicar la probabilitat donada per (4.15) amb el niumero N, de les s-molecules, s’obté el
numero de s-molécules que hi ha en I'element de volum dxdydz. D’acord amb (4.10), la densitat
de s-molécules a la posicié x, y,z esta donada per
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_aeP1 5 1
L+ ae P m = /(Hsy —x2)(Hs; — y)(Hss =)

S

Tot i que no ens n’hem sortit al intentar reproduir el calcul, Fermi diu que per s suficientment
grans es pot substituir la suma per una doble integral. Llavors ell després d’integrar obté

N = 2 ae Ps
ST m2H2 1 + aeBs

vVHs—r2.

A partir de (4.12) i (4.14) es pot trobar la densitat de molécules amb energia entre L i L + dL a
la posicié x, y,z:

—2n?ympr?  —pL
2n(2m)3/2 ae” F ey
——+VLdL R

h3 —2n2vympr2  —pL
1+ ae R e

N(L)dL = N,ds = (4.16)

El segiient pas que fa Fermi és comparar aquesta férmula amb I'expressid classica per a la distri-
bucié de Maxwell, que te la forma

N*(L)dL = KvLdLe t/kt (4.17)

Segons Fermi, en el limit r — 00, I'equacio (4.16) esdevé (4.17) només establint que

__hv

B=1r (4.18)

En aquest punt ens giiestionem si 'argument utilitzat per Fermi per arribar al limit classic és del
tot adient. Segons Amaldi?! “Fermi calcula el nombre de molécules amb energia cinética entre L i
L+dL iimposa que per a r — 00, on la densitat del gas és infinitesimalment petita, la seva expressio
esdevé idéntica a la de Maxwell”. El nostre raonament és que en el moment en que r — 0O estem
tan lluny del camp de forca extern que no tindrem oscil-lacié. Si ens disposem a calcular el limit
quan r — o0 en el cas de 'equacié (4.16) trobarem

1 _
a?e% a-0
lim N(L)dL =KvVLdL—&%—— =K+vIdL———— =0. (4.19)
00 1 -p 1+a-0
1+a—e™n>
eOO

Amb aquesta suposici6 s’elimina I'equacid, per la qual cosa interpretem que el que Fermi vol dir
és el el cas limit de r molt grans, ja no hi ha oscil-lacié i es pot suposar que la dependéncia amb la r
ja no intervé: en el cas que fem el limit quan L — O (és a dir, per a energies cinétiques molt petites
tindrem que la velocitat practicament nul-la i aixd implica que estem a r molt grans) ens quedara
una dependéncia amb r que formara part de la constant. Pel que fa a r2 que és 'energia potencial
de la molla, a valors de r molt elevats la molla no oscil-lara, per la qual cosa I'equacié no dependra
dels valors de r?, sin6 que sera constant.

Per al cas de r petites:

21(2m)3/2 JIdL ae BL/MY

h3 1+ qeBL/hy

lim N(L)dL =

21[Amaldi, 1987]
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I com que e PL/HY

és molt més petit que 1, obtenim
KvVLdLe PL/Y (4.20)

on veiem que I'equaci6 4.20 coincideix amb I'equacié de distribucié de Maxwell si establim 4.18.

A partir de les reflexions anteriors, la densitat total de molecules a distancia r esdevé

(2mmkT)3/2

5 F@A) (4.21)

N =f N(L)dL =
0

i I'energia cinetica mitjana de les molécules a distancia r sera

=17 _ 3,6
L_NL LN(L)dL—szF(A) (4.22)
on
_ 2 C>OA\/Ye_"dx
F(A) = ﬁL Y= (4.23)
0 3/2 ,—x
G(a) = 2 AxTTe Tdx (4.24)

3V J, 1+Ae—x

A partir de 'equacié (4.22), podem obtenir 'equacié d’estat aplicant el Teorema del Virial i, per
a temperatures altes (és a dir, degeneracid petita), Fermi obté

= 2n1 = nikr SW
p=3NL —NkTF(A) (4.25)

En el limit de baixes degeneracions (T gran i N petita) 'expressié a la que arriba Fermi és major
que la predita per ’equacié d’estat classica p = NkT:

1 h®n

En el limit d’altes degeneracions:

1 (6)%h2N5/3 243 . mNY3K>T?
+ +

p= % E m 35/2 T h2 (427)
376 2 h2N2/3  9l/3 K273
I=—(2 82 (4.28)
40\ 1 m 32/3 h2N2/3 77 '

on veiem que la degeneracid porta a un punt de pressid zero i a un punt d’energia zero.
A més, també pot calcular la calor especifica a baixes temperatures. Fermi troba I'expressio

dL _ 2%3g83 mi?T

C, = E = 32/3  p2N2/3 +...

(4.29)

on es pot veure que la calor especifica desapareix al zero absolut i que és proporcional a la tempera-
tura absoluta per baixes temperatures.
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Fermi aplica els resultats obtinguts al cas concret d’'un gas del pes atomic de Theli, a T =5 i
pressié de 10 atm, i mostra que la diferéencia amb els resultats classics és del 15%.

Finalment, Fermi demostra que la seva teoria condueix al valor de I’entropia absoluta del gas
donat per Stern i Tetrode. D’entrada es troba 'expressio

T 7 (€] /
Sznj d—L=§nkJ M (4.30)
o T 2 ), ©
que li dona
5GA
S = nk[aﬁ —logA] (4.31)

En lexpressi6 anterior es pot prendre el valor de A de (4.21) i, per a altes temperatures, es poden
utilitzar les propietats de les funcions F(A) i G(A)

nh® G(A)
A= —— - = .32
(2mmkT)?/3° F(A) (4.32)
que, aplicades a (4.31), donen
2nmkT)*? 5 3 omrm)3/2k3/25/2
S =nk [log% + 5] =nk [ElogT —logn +log (2mm) e ¢ (4.33)

que coincideix amb el valor de I'entropia donat per Stern i Tetrode.

4.1.1 Aspectes destacats del metode de Fermi

Hi ha alguns punts que seria important destacar i en els quals cal aprofundir una mica més un
cop finalitzada I'analisi de I'article.

Fermi utilitza un potencial harmonic, de manera que el sistema sobre el que ell vol quantitzar el
moviment és un sistema d’oscil-ladors i no un sistema de particules lliures. Tot i que aquesta manera
de procedir no afecta al resultat final, no estem d’acord amb el plantejament fet pels historiadors De
Gregorio i Sebastiani, que suggereixen que Fermi utilitza un potencial harmonic per poder fer ds de
la hipotesi adiabatica??, ja que aquesta no s’aplica en la publicacié de Fermi de 1926. Pensem com
Parisi?® i Rasetti2* que el motiu pel qual Fermi utilitzaria aquest potencial harmonic es només per
poder aplicar el limit classic d'una manera més simple, ja que lluny de I'equilibri la densitat és baixa
i s’han de recuperar els resultats classics. En canvi, és remarcable apuntar que els treballs previs
d’Einstein ja mostraven com arribar al limit classic sense necessitat d’utilitzar un potencial. Es si més
no curiods que Fermi, que cita els treballs d’Einstein i sembla coneixedor dels desenvolupaments fets
per aquest en el mateix sentit que el que ell vol fer, no utilitzi el procediment d’Einstein per arribar al
limit classic i vulgui seguir treballant amb la introduccié d’un potencial, que trenca 'homogeneitat i
fa adoptar certes assumpcions que poden posar en dubte el desenvolupament de la nova teoria que
esta intentant establir. Sigui com sigui, pensem que I'objectiu d’introduir un camp extern com el que

22[De Gregorio and Sebastiani, 2010], p. 8
Z[Bernardini and Bonolis, 2001], p. 72, nota al peu n. 8
24[Fermi, 1965], p. 180
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Fermi planteja és el de poder treballar amb quantitats d’energia quantitzades (com ell explicitament
admet). Aixo també allunya el desenvolupament de Fermi del que havia fet Einstein previament, ja
que com hem vist a la seccid 2.2, Einstein utilitza la quantitzacié de I'espai de fases, d’acord amb el
meétode proposat per Bose, i la quantitzacié de I'energia no apareix en cap moment en els treballs
d’Einstein. A la secci6 4.2.3 analitzarem amb més detalls les similituds i diferéncies entre el métode
presentat per Fermi en aquesta publicacio i els treballs previs d’Einstein.

Una altra peculiaritat del métode de Fermi és que el volum no apareix enlloc. El gas, doncs,
no estaria confinat. Aparentment, al no haver-hi cap expressié amb el factor V", aix0 solucionaria
el problema de I'extensivitat de les expressions obtingudes d’acord amb el faméds terme N! o algun
altre terme del tipus N"e?". En canvi, com ja passava en el cas de I'estadistica de Bose-Einstein, el
que evita el problema que porta a la paradoxa de Gibbs és el fet de canviar el focus del problema
combinatori, passant de les particules als estats monoparticulars. Recordem que, com hem vist a
la seccié en la que hem parlat de I'estada de Fermi a Goéttingen, Fermi és ben coneixedor del pro-
blema de I'N!, ja que havia estat treballant en el gas ideal i en el problema de 'N! i I'extensivitat
de I'entropia alguns anys abans. Respecte a aquest punt, estem completament d’acord amb Belloni
(i, conseqlientment, en desacord amb Segreé) quan afirma que la motivacié darrera la publicacié de
Fermi és I'estadistica dels sistema varies particules i no la teoria dels metalls?®, en part, degut a la
influéncia que I'estada a Gottingen va tenir sobre el jove Fermi tenint en compte que, com ja hem
comentat, alla Born i alguns dels seus col-laboradors estaven treballant en el problema dels gasos.

Un altre aspecte destacable del metode de Fermi és que connecta el gas ideal i els atoms multi-
electronics a través de I'espectroscopia utilitzant el principi d’exclusié de Pauli. Per tal de poder fer
aix0, ha d’ignorar la interaccié coulombiana entre els electrons, com explicitament menciona en la
versid en italia de l'article. Tot i que ho justifica dient que la interaccié amb el nucli és molt més
gran que la influéncia que poden exercir uns electrons sobre els altres, en el cas dels electrons més
interns de I'atom, aix0 no sembla suficient per justificar el tractament dels electrons a l'interior de
I'atom com a particules lliures.

L'is que fa Fermi del teorema del Virial també ens crida I'atenci6. Al final de l'article, Fermi
utilitza el teorema del Virial per obtenir 'equacié d’estat, fet que ens mostra que ell encara manté la
interpretaci6 corpuscular de la pressié. El teorema ens diu que

SN
r= _EZ Firi (4.34)

on les barres sobre cada factor denoten les mitjanes temporals, T és I'energia cinetica, F; sén les
forces que actuen sobre les particules i 7; sén les posicions de les particules.

Aquesta expressid es pot utilitzar per a trobar I'equacié d’estat, en el cas del gas ideal, tenint
en compte que I'inica forca que existeix és la que exerceix el contenidor sobre les molécules de gas
que conté. Fermi, no obstant, utilitza aquesta expressié per a trobar ’equacié d’estat del seu gas tot
i que, com hem dit, no esta confinat. A més, no comenta quina influéncia podria tenir el camp de
forces extern sobre el Virial del sistema que ell esta considerant. En el cas d'un potencial harmonic
tridimensional com el que ell proposa, les mitjanes temporals de 'equacié (4.34) serien zero sobre
cada un dels eixos, per aix0 el Virial només pot tenir en compte les forces exercides per les parets

25[Belloni, 1999]
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del contenidor.

Arribats a aquest punt, també voldriem parlar sobre el lligam que Fermi intenta fer entre la seva
publicacié seminal de 1926 i el seu treball anterior de 1924 sobre sistemes que contenen particules
idéntiques. Com hem vist, a I'inici de la publicacié Fermi intenta connectar ambdues publicacions.
No obstant aix0, un cop analitzats ambdos articles podem veure que I'inica connexi6 que hi ha entre
els dos és que en els dos casos es veu la necessitat d’afegir alguna condicié addicional a les condicions
de Sommerfeld per a la quantitzacié en aquells casos en els que es tracti amb sistemes formats per
particules identiques. La nostra opinid és que en cap cas podem considerar I'article de 1924 com
un precedent de la publicacidé de 1926, que es refereix a estats monoparticulars i no fa referéncia a
cel'les espacials imaginaries. Si que podem, pero, extreure una llicé sobre la manera que té Fermi
de veure les coses: el gas ideal és un sistema sobre el que podem testejar métodes per al tractament
dels atoms multielectronics.

4.1.2 La identitat de les particules

Si ens centrem en l'aspecte de la identitat de les particules, que és I'objectiu principal d’aquesta
tesi, les consideracions de Fermi en aquest aspecte sén, en certa manera, desconcertants. Primer,
com hem vist, en el resum inicial de la publicacié relaciona I’estadistica i les hipotesis quantiques
a través del principi d’exclusié de Pauli. Per altra banda, també és remarcable I'afirmacié que fa
sobre que en el cas de dues configuracions que es diferenciin una de I’altra només pel que fa a una
permutacié de dues particules, no s’han de considerar com a dues configuracions diferents, ja que
degut a que les particules s6n idéntiques les unes a les altres, no hi ha manera de poder distingir
una configuracié de l'altra. Escollint aquesta manera de comptar es deixa molt clar el tractament
de les particules com a entitats identiques i podriem entendre que aquesta seria la manera que té
Fermi d’interpretar la indistingibilitat en el seu meétode. No obstant aix0, a la vegada, Fermi diu que
el fet de considerar les configuracions com a dues diferents, aixo no alteraria el resultat final. Aquest
apunt és molt sorprenent, ja que com sabem avui dia (i com es pot comprovar si es fa servir el metode
desenvolupat per Einstein, que es presenta de manera molt més rigorosa que el de Fermi pel que fa
als calculs estadistics), el fet de considerar una permutacié com a una modificacié de la configuraci6
de particules, si que altera el resultat final. Tenint en compte aquesta segona afirmacid, no ens queda
gens clar que Fermi vulgui tractar expressament les particules com a entitats indistingibles entre elles
o si simplement ho fa per casualitat. Ni tan sols podem afirmar que consideri la “indistingibilitat” com
un propietat a tenir en compte i que marca realment la diferéncia pel que fa als calculs estadistics.

4.2 Intencionalitat de Fermi i influéncies

Ens preguntem quina era la intencié de Fermi en la seva publicacié de 1926 a I'hora de desen-
volupar el seu metode de la manera que ho fa, tant diferent al que havia fet Einstein un any abans.
Aquesta pregunta no té una resposta simple. Per aix0, en el marc de la investigacié que s’ha portant a
terme en aquest treball, en els segiients apartats mirarem de donar resposta a les qiliestions segiients:

* Quin paper van tenir les influéncies externes en el desenvolupament de la nova estadistica de
Fermi? Quina influéncia van tenir sobre ell les estades a I'estranger?

* Fins a quin punt Fermi és coneixedor dels treballs previs d’Einstein? Que el porta a desenvolu-
par un metode diferent al que havia desenvolupat Einstein? Per que no introdueix el principi
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d’exclusio de Pauli directament al métode d’Einstein?

* Sabia Fermi el que estava fent quan desenvolupava el seu treball creant una nova I'estadistica
quantica el 1926? Hi arriba de manera intencionada?

* Quin paper juga el principi d’exclusié de Pauli en el metode de Fermi i en quin punt de la seva
investigacio el coneix i 'introdueix?

4.2.1 Influencia de les estades a ’estranger

Per analitzar quines van ser les influéncies que va rebre Fermi per arribar a desenvolupar el seu
meétode per a la quantitzacié del gas ideal, que esdevindria una nova estadistica quantica, en pri-
mer lloc veurem quin paper van tenir les estades a Alemanya i a Holanda. Ens interessara veure
com va poder influenciar en Fermi el contacte amb els cientifics que hi havia alla durant la seva
estada i també, si conéixer de primera ma alguns dels avencos que es produien en el tractament
del gas ideal i el calcul de la constant absoluta de I'entropia van tenir alguna cosa a veure amb els
desenvolupaments posteriors del aleshores jove cientific. Pel que fa a altres publicacions de cien-
tifics contemporanis, també ens interessara analitzar quina influéncia van poder tenir sobre Fermi,
especialment les d’Einstein.

Com ja hem explicat, uns anys abans de la publicacié de la seva estadistica, Fermi va passar 9
mesos a Gottingen amb Born. S’hi va estar entre el gener i 'agost de 1923. Hem vist que alguns dels
amics i col-legues de Fermi (Rasetti i Persico) i també alguns dels autors estudiats per nosaltres (com
Emilio Segre o Laura Fermi), defensen que I'estada a Gottingen no va ser gaire profitosa per Fermi. A
Gottingen, Fermi s’hauria sentit menysvalorat pel seu mentor Born i els seus col-legues (Heisenberg,
Jordan, Pauli,...) i també va sofrir una falta d’estimulacié. A més, li desagradava el tipus de fisica
que es feia a Alemanya en aquell moment (mecanica matricial), en el seu parer massa centrada en
I'aspecte matematic i plena de subterfugis matematics. Tot i aix0, com hem vist al llarg d’aquest
treball, durant la seva estada a Alemanya, Fermi va publicar tres articles importants:

* El principi adiabatic i els sistemes que no admeten coordenades angulars (Febrer 1923)
* Prova que un sistema mecanic normal és quasi-ergodic (Abril 1923)

* Alguns teoremes de mecanica analitica importants per a la teoria quantica (Abril 1923)

Quina va ser la influéncia alemanya sobre aquests tres treballs? En el segon article, Fermi repassa
la teoria de Poincaré®® i el principi d’ergodicitat per acabar demostrant que tots els sistemes mecanics
normals sén quasi-ergddics. Recordem que com ja hem dit?’, segons els historiadors Cordella i
Sebastiani, Poincaré també havia sigut objecte d’estudi de Born (i Heisenberg) mentre Fermi estava
amb ell a Gottingen.

Addicionalment, quan va tornar a Roma provinent d’Alemanya, sabem que va publicar tres ar-
ticles més que son l'avancament o els precursors del treball de 1926. Tots tres estan relacionats
directament amb la seva estada a Gottingen:

26Com hem explicat a la seccié sobre I'estada de Fermi a Géttingen, Fermi es va dedicar a generalitzar el
teorema de Poincaré que serveix de premissa per poder demostrar que els sistemes normals sén en general
quasi-ergodics.

27Vegeu la seccié anterior del capitol introductori a la part II sobre I'estada de Fermi a Gottingen.
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* Sobre la teoria d’Stern per a la constant absoluta de I'entropia d'un gas ideal monoatomic
(Desembre 1923).

* Sobre la probabilitat dels estats quantics (Desembre 1923).

* Consideracions sobre la quantitzacid dels sistemes que contenen particules idéntiques (Gener
1924).

Ja hem vist que en el primer d’aquests articles, Fermi millora el métode d’Stern per al calcul de la
constant absoluta de I'entropia en el cas de gasos ideals monoatomics. Hem explicat que, durant el
temps en el que Fermi va estar a Gottingen, Born estava treballant en una extensa publicaci6 sobre
les propietats dels solids [Born, 1923]. No és d’estranyar doncs que Fermi agafés interes pel metode
d’Stern a partir dels treballs de Born sobre aquest tema. Com hem dit, també sabem que pel que fa
a l'estudi de les entropies, Enskog i Nordheim estaven treballant en el problema de I'additivitat de
les entorpies a Gottingen just en el moment en el que van coincidir alla amb Fermi.

Respecte al tractament quantic de sistemes que contenen particules idéntiques, hem pogut veu-
re que Fermi es basa en els desenvolupament de Brody de 1921 i ja s’ha explicat que durant els
anys previs Born havia estat treballant i profunditzant precisament en aquests desenvolupaments de
Brody.

Tot aix0 ens fa concloure que I'estada de Fermi a Gottingen va tenir molta més influéncia que la
que molts autors com Segre o Sebastiani i Cordella, entre d’altres, defensen. La investigaci6 portada
a terme permet afirmar que I'estada a Goéttingen va tenir una forta influéncia en Fermi i en la seva
publicacié seminal de 1926. Les referéncies al métode de Brody ens permeten afirmar que, sense
cap mena de dubte, Fermi va ser coneixedor de primera ma del problema de la constant absoluta de
I'entropia, ja que I'article de Brody conté una bona mostra del molts del treballs rellevants en aquest
aspecte i dels quals Fermi va poder aprendre. A partir de la seva estada a Alemanya també va poder
ser coneixedor del problema existent amb el factor N! i 'extensivitat de 'entropia.

Sobre I'estada a Leiden, es pot concloure que el contacte amb el grup de recerca d’Ehrenfest li
va permetre a Fermi estar al dia sobre els treballs i discussions referents a la constant de ’entropia.
Podria ser inclds que, durant la seva estada alla, Fermi fos testimoni dels primers esbossos de la teoria
quantica del gas ideal d’Einstein. Tot i aix0, la investigacié portada a terme només ens permet afirmar
que, com a minim, la seva publicacié de 1926 estava alineada amb el treball que s’estava fent a Leiden
i en la linia de la recerca que els cientifics estaven portant a terme alla. Res del que hem trobat en la
nostra investigacié permet afirmar que Fermi havia previst alguna cosa similar al que va esdevenir
el principi d’exclusié (formulat per Pauli). Per altra banda, sabem que aquest periode a fora d’Italia
no va ser tant productiu com l'anterior. Fermi no va publicar res mentre es trobava a Leiden amb
Ehrenfest. Tot i aix0, és notori que I'estada holandesa va ser molt més profitosa que 'alemanya en
'area personal. A Holanda Fermi va mantenir una bona relacié amb els seus joves col-legues i també
amb el seu mentor Ehrenfest. Es remarcable la bona amistat que es va establir en aquell curt periode
entre Fermi i Kronig, que queda ben reflectida en la correspondéncia intercanviada entre els dos.
Alguns autors defensen (i nosaltres estem d’acord amb ells) que aquesta amistat amb Kronig, que al
seu temps també era intimament amic de Pauli, va poder tenir alguna influéncia en el moment de
coneéixer el principi d’exclusié (crucial en el treball de Fermi de 1926): potser Fermi n’era coneixedor
molt abans de la seva publicacio.
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4.2.2 El principi d’exclusid en I’estadistica de Fermi

Després de la investigacié portada a terme podem afirmar rotundament que el principi d’exclu-
si6 era la peca que li faltava a Fermi per poder acabar de construir la seva teoria per al gas ideal
monoatomic. Recordem que al 1924, Fermi ja havia publicat un treball on demostrava que les re-
gles de quantitzacié de Sommerfeld eren insuficients per poder quantitzar sistemes constituits per
elements idéntics?®. Alguns dels autors, com Cordella i Sebastiani?® o Bonolis®°, defensen que, en
el citat treball de 1924, Fermi havia estat a punt de formular el principi d’exclusié o que, almenys,
s’hi havia quedat a les portes. Segons Cordella i Sebastiani, quan Fermi divideix ’espai de fases en
celles de volum h® i demostra que el resultat només coincidira amb la férmula de Sackur-Tetrode per
a la constant absoluta de 'entropia en el cas en que només hi hagi una particula ocupant cadascuna
de les celles, implicitament tenia al cap una mena de principi d’exclusié. Segons aquests autors,
aquesta manera de distribuir les particules entre les cel-les podria arribar a ser equivalent a dir que
només un electrd pot ocupar cadascun dels estats quantics. En el llibre citat Bonolis afirma que, dos
anys abans d’escriure el seu famos treball sobre I'estadistica del gas ideal, Fermi estava inconscient-
ment anticipant el principi d’exclusié (tot i que per a molecules generiques) quan va afirmar en la

conclusié del seu article que®!:

El fracas de les regles de quantitzacié de Sommerfeld per a calcular el valor absolut de
I'entropia del gas s’evita quantitzant el moviment de les molecules idéntiques només
en els casos en els que cada cella conté només una particula, mentre que si el gas és
una mescla de dos tipus de molécules i es quantitza al tancar les molécules en cel-les, de
manera que cada cel-la contingui dues molécules, una de cada tipus, el resultat correcte
s’obté de nou.

Segons Bonolis, Fermi sabia on estava el problema (en les condicions de quantitzacio) i va ser
molt a prop del resultat correcte (una particula per cel-la). En la publicacié citada, també defensa la
hipdtesis que tan bon punt va veure la publicacié del principi d’exclusié de Pauli, Fermi va entendre
que aquella era la peca clau que li faltava per poder completar la seva nova teoria sobre la quantit-
zaci6 del gas ideal i poder completar la seva estadistica. També assegura que Fermi va quedar tan a
prop del principi d’exclusié que Pontecorvo, en la seva biografia, diu que®?:

Ell [Fermi] estava molt descontent pel fet de no haver estat capag de formular ell mateix
el principi de Pauli.

Malgrat aquestes reflexions, nosaltres no estem d’acord amb aquest argument. Pensem que el
recurs emprat per Fermi de dividir 'espai de fases en cel-les més petites, posant una sola particula en
cadascuna de les cel-les, és un recurs matematico-estadistic que va utilitzar i que no esta relacionat
amb els estats permesos de les particules. La divisié del volum total en cel-les de volum més petit
era una meétode ja emprat per Brody a 'any 1921, tal i com Fermi explica en la seva publicaci6. De
la mateixa manera, creiem que en el moment d’establir aquesta hipotesis no va pensar que pogués
tenir implicacions fisiques, sind que només tenia un impacte sobre les matematiques i que el conduia
al resultat buscat (la férmula de 'entropia de Sackur-Tetrode que l'experiéncia ja havia demostrat

28[Fermi, 1924a]

29[Sebastiani and Cordella, 2000], [Sebastiani and Cordella, 2001]
30[Bernardini and Bonolis, 20017, p. 323

31[Bernardini and Bonolis, 2001], p. 329

32[Bernardini and Bonolis, 2001], p.330
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que era correcta). De fet, aquesta va ser la manera com Fermi va poder el-ludir hipotesis absurdes
i evitar forcar la divisié per N! que havia utilitzar Brody al 1921. I’assumpcié que la manera cor-
recta de repartir les particules entre les diferents cel-les es posar-ne només una a cada cel-la la fa,
simplement, pel fet que qualsevol altra manera de distribuir-les porta a resultats incorrectes, com
demostra en el seu article. Per altra banda, com hem vist a la secci6é 3.1.2.1, en la derivacié de la
constant absoluta de ’entropia, Stern ja fa un raonament similar a I’hora de distribuir les particules
en l'espai. Si considerem valid 'argument de Sebastiani, Cordella i altres autors que afirma que Fer-
mi podria haver quedat prop de formular el principi d’exclusié degut a la seva decisié de distribuir
les molécules posant-ne només una a cada cel‘la, també podriem considerar que implicitament Stern
esta considerant una mena de principi d’exclusid, en una versié més primitiva si es vol, quan veu
necessaria 'assumpcié de distribuir els seus atoms de manera que només n’hi hagi un en cada esfera
(com s’ha vist a la seccié 3.1.2.1 quan hem explicat quin era el métode plantejat per Stern). Des
del nostre punt de vista, aquesta mena d’arguments que potser a posteriori es veu que tenen unes
implicacions fisiques més o menys rellevants, en el moment de ser formulats pels seus autors sén
recursos per tal de fer encaixar els resultats obtinguts amb el resultats esperats. No es pot deduir
que estava pensant 'autor a 'hora de formular-ho, si no ho ha dit explicitament, o extrapolar-ho a
I'anticipacié d’un descobriment que no es formulara de manera consistent i argumentada fins a un
temps més tard.

Per altra banda, no esta del tot clar quan va ser que Fermi va entrar en contacte per primer cop
amb el principi d’exclusié de Pauli. Sebastiani i Cordella defensen que va ser poc després de la lectura
del treball de Pauli®3, quan Fermi va presentar la versi6 italiana d’aquest treball sobre el nou metode
de quantitzacié del gas ideal. Sebastiani i Cordella exposen que és com si el principi d’exclusi6 de
Pauli fos la peca clau que Fermi havia estat esperant per poder elaborar el seu nou meétode i ens vénen
a dir que la seva opinié és que Fermi ja tenia el principi d’exclusié d’alguna manera formulat en la
seva ment i en el seu metode de treball, perd que per excés de cautela no es va atrevir a formular-lo.
Aquesta conjectura també la fan altres autors italians com Rasetti o Segrée en les seves publicacions
sobre Fermi, citades al llarg del nostre treball.

Per altra banda, val a destacar el comentari de Rasetti en la introduccio dels articles 30 i 31 dels
Collected Papers de Fermi>*, on diu que un temps després de la publicaci6 de la seva estadistica, Fermi
li va dir a Segreé que la divisié de l'espai de fases en cel-les de volum més petit era un tema que li
havia estat ocupant molt intensament els seus pensaments i que

...si Pauli no hagués descobert el principi d’exclusid, ell hagués pogut arribat-hi d’'una
altra manera a través de la constant de I’entropia.

Cal reconeixer que aquesta nota de Rasetti és un dels punts on recolzar la hipotesi que defensen
alguns autors afirmant que Fermi va quedar molt prop de descobrir per la seva banda el principi
d’exclusid, independentment dels treballs de Pauli. Rasetti, com alguns dels altres autors, també
afirma que tan aviat com va llegir el treball de Pauli sobre el principi d’exclusid, Fermi se’n va adonar
que ja posseia tots els elements que necessitava per a una teoria del gas ideal completa que satisfés el
principi de Nernst en el cas del zero absolut i pogués donar la férmula de Sackur-Tetrode correcta per
a 'entropia absoluta en el limit de baixes densitats i altes temperatures. Rasetti en aquesta revisio
també afirma que no sembla que Fermi estigués gaire influenciat per la teoria d’Einstein sobre la

33Sebastiani i Cordella conjecturen que la lectura de I'article de Pauli va ser al voltant de setembre de 1925.
Vegeu la seva argumentacié a [Sebastiani and Cordella, 2001] (p. 93)
34[Fermi, 1965]
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quantitzacié basada en el treball de Bose, tot i que ell mateix n’assenyala I'analogia entre totes dues.
D’aix0d, que va en la linia del que nosaltres pensem, en parlarem a la seccié 4.2.3.

Una afirmacié similar la fa Pontecorvo qui, segons podem trobar en el treball de Parisi “Fermi’s
Statistics” publicat dins el llibre sobre Fermi de Bernardini i Bonolis, va afirmar que®®:

Fermi havia estat elaborant la idea del seu treball durant un llarg periode de temps:
potser el que li faltava era el principi d’exclusié de Pauli. Tan aviat com el principi va
ser formulat, va enviar el seu article a publicar. Un podria dir en aquest sentit que Fermi
estava més aviat disgustat pel fet de no haver estat capac de formular el principi de Pauli
ell mateix, tot i que - com es pot veure pel seu treball - s’hi havia quedat ben a prop.

El nostre punt de vista, no obstant, és diferent. Com s’ha explicat anteriorment, sabem que Fermi
durant la seva estada a Leiden va estar en contacte amb Einstein, qui tenia una molt bona relacié
amb Pauli. També, com hem dit, va passar les vacances d’estiu de 1925 amb Kronig. Durant aquestes
vacances podria ser que Fermi hagués estat discutint amb Kronig sobre la idea de Pauli del seu prin-
cipi d’exclusié (ja hem explicat que Kronig i Pauli tenien un contacte proper durant aquella época,
com es veuria corroborat a través de I'analisi de la correspondéncia de Pauli®®). En la publicacié
que conté el recopil-latori de cartes de Pauli®’, s’explica com després d’una curta estada a Munich
a finals de 1924, on probablement Pauli es va reunir amb Heisenberg i Sommerfeld i hauria pogut
haver discutit amb ells la seva idea del principi d’exclusié, Pauli va anar a fer una visita Tiibingen
durant el gener de 1925. Al mateix temps, Kronig, que llavors era un jove estudiant de la Universitat
de Columbia, també va viatjar a Tiibingen. Alla es va produir un debat entre Pauli i Kronig sobre “la
importancia del tipus d’ambigiiitat classica no identificable de les propietats teoriques quantiques de
'electré emissor de llum”. També s’explica que la carta enviada per Pauli a Landé, on fa el primer
relat del principi d’exclusid, va portar a que el mateix dia Kronig descrigués les caracteristiques de
I'electré emissor de llum, tan curosament descrit per Pauli. Amb aix0, es pot afirmar que Kronig
era un bon coneixedor de la feina que estava fent Pauli, ja mesos abans de la publicacié del principi
d’exclusi6. Aquest coneixement previ per part de Kronig junt amb la seva amistat intima amb Fermi
podrien explicar perque Fermi va publicar I'article tant aviat després del moment en que suposada-
ment va llegir la publicaci6 sobre el principi d’exclusié. La hipotesi seria: ell ja en coneixia la seva
formulacié preliminar i era un principi sobre el que havia pogut estar reflexionant. A 'espera de
la seva maduracid, podia haver pensat en totes les implicacions que tindria el principi d’exclusié si
Pauli podia acabar mostrant que allo era cert i també com aix0 encaixaria en el seu nou metode de
quantitzacié del gas ideal. Addicionalment, analitzant la correspondeéncia de Pauli d’aquella época
trobem una carta a Goudsmit escrita el 13 de gener de 19258, on Landé explicava com al mati
segiient de l'arribada de Pauli a Tiibingen, aquest va continuar parlant-li sobre el seu principi d’ex-
clusié®®. Aquesta missiva mostra com Pauli havia madurat i comentat amb els seus col-legues la idea

35[Bernardini and Bonolis, 2001], p. 67-74

36La bona relacié entre Pauli i Kronig de la que parlen els autors Sebastiani i Cordella, també hem vist que
es veuria verificada en les cartes intercanviades entre els dos durant el mes de maig de 1925 i a través de
comentaris que Kronig fa a Heisenberg en algunes cartes (com la del setembre de 1925) on cita converses
amb Kronig en les que tots dos intercanvien idees sobre la seva feina. Heisenberg també mostra en aquestes
cartes que ell a la vegada també manté contacte amb Kronig per la seva banda.

37[Hermann et al., 1979]

38Disponible a AHQR

39 Anys més tard, en una carta del 14 de desembre de 1962 a la senyora de Pauli, Franca Pauli, Landé explica
que se’n recordava molt de quan Pauli va arribar a Tiibingen i que van estar analitzant imatges de les linies
espectrals des del punt de vista del seu principi d’exclusié.
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del principi d’exclusié abans que aquest veiés la llum en forma de publicacid.

Per acabar, voldriem destacar que desafortunadament no se sap més del que nosaltres hem relatat
sobre les circumstancies que van portar a Fermi a fer un dels seus descobriments més importants en la
fisica teorica. En canvi, hi ha bona constancia dels seus descobriments experimentals. Segurament,
com apunta Rasetti en la mencionada nota als Collected papers de Fermi, la rad de que coneguem bé
els resultats experimentals de Fermi és que els seus col-laboradors els anaven seguint dia a dia; en
canvi, com a teoric Fermi era molt autosuficient i poques vegades explicava les seves idees i el que li
passava pel cap fins que no tenia ben formada una teoria.

4.2.3 Diferencies amb els treballs previs d’Einstein

Hi ha bastantes diferéncies entre la teoria desenvolupada per Fermi i el métode d’Einstein. Al
capitol 2 s’ha explicat amb detall i precisié com una carta de Bose va desbloquejar el cami que va
portar a Einstein a formular la teoria del gas ideal quantic*°. Tot i que Einstein no era el primer cop
que es preocupava pels problemes existents en els intents de quantitzacié del gas ideal i en 'obtencid
de la constant absoluta de ’entropia, siné que hi havia tornat de manera recurrent, veurem que no
sembla que Fermi fes s del cami que Einstein havia obert. Hem vist que Fermi parteix d’alguns dels
aspectes descoberts pel seu predecessor, i aix0 ens obliga un cop més a subratllar la rellevancia que
va tenir per a Fermi la visita a Leiden, que es va produir just quan Einstein estava acabant la seva
teoria.

La principal diferéncia entre ambdés meétodes radica en la clara intencié de Fermi de separar la
seva contribucié de qualsevol hipotesi estadistica. Les afirmacions de Fermi en aquest sentit no sén
gaire clares i sembla més aviat que volia apartar les peculiars qiiestions estadistiques de les noves
particules. Es probable que Ehrenfest assenyalés aquestes peculiaritats a Einstein just quan Fermi era
a Leiden. Quan va explicar els pros i els contres de les estadistiques classiques i quantiques als seus
articles, Einstein va argumentar magistralment que de la mateixa manera que en la teoria classica ca-
lia triar entre obtenir magnituds extensives i el principi de Nernst, en les noves estadistiques aquests
dos requisits es satisfan alhora. Fermi, al rebutjar com a irrellevant 'addicié d’un factor N1*!, va
demostrar que no era conscient d’aquestes reflexions o no volia entrar en aquestes consideracions.
Va preferir fer el limit de baixes densitats i identificar la temperatura amb I’ajuda de la distribuci6 de
velocitat de Maxwell-Boltzmann. Va argumentar que en el cas d’utilitzar el principi de Boltzmann
calia fer hipotesis sobre la probabilitat dels estats i que ell, per tant, no seguiria aquest cami.

El métode que va utilitzar en el seu treball anterior sobre “elements idéntics” probablement ens
pugui donar una pista per interpretar aquesta estratégia. En aquell treball, va corregir 'entropia
mitjancant un factor combinatori (3.9) relacionat amb la permutabilitat de les molecules. En canvi,
en la publicacié seminal de 1926, Fermi va evitar explicitament aquest procediment. Cal dir que si
hagués seguit el cami marcat per Einstein (i Bose) hauria obtingut el mateix resultat, pero no hauria
pogut afirmar que afegir un factorial de N no canviaria res. Es important aturar-nos un moment
en aquest punt crucial. Einstein utilitza el principi de Boltzmann perd no utilitza I’Anordnungen de
Fermi, siné el que ell anomena Verteilungen. Com hem vist a la seccié 2.2, el que fa Einstein inspirat
per Bose és dir que la probabilitat d'un esdeveniment ve donada per la distribucié de les particules
entre els diferents estats i, a més, considerar com a equivalents aquells estats on el nombre de cel-les

40[Pais, 1982], p. 423
#lRecordem que en la publicacié va dir que el resultat no canviava tant si es tenia en compte aquest factor
com si no.
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amb energia €, (amb degeneracid g,) i k elements és el mateix. D’aquesta manera un estat queda
totalment determinat amb el conjunt de nombres s;, que indica la quantitat de cel-les amb energia
€, que contenen k particules. Seguint el raonament de Bose, Einstein argumenta com es pot obtenir
la permutabilitat d’un estat*?:

8s!
_— (4.35)
sS1sS1sS

olsilsd ..

De manera que amb els lligams habituals sobre I'energia i el nimero de particules i, a més,
tenint en compte que sti = g, s'arriba a una expressio per a si que maximitza (4.35). Tot seguit,
Einstein calcula el nombre d’ocupacié mitjana obtenint un nimero n, = stks k que és una mitjana

.7 Y . / 7
d’ocupaci6 de totes les cél-lules amb energia €, (sent s,’ el valor més probable).

Fermi, en canvi, obté directament el numero d’ocupacié més probable sense haver de considerar
com equiprobables dos estats amb la mateixa energia i mateix nombre de particules. Com ja s’ha
comentat, pensem que no ha utilitzat el “descobriment” que introdueix la contribucié de Bose, com
si que va fer Einstein.

Si Fermi hagués procedit amb el metode d’Einstein, 'expressié que hagés hagut de maximitzar
seria:

8!
AN
Splsy!

(4.36)

on hi ha només dos termes al denominador enlloc de termes infinits com en (4.35).
Per altra banda, si Einstein hagués seguit el métode de Fermi, I'expressié que hagués hagut de
maximitzar hauria estat

g!

ns!(gs _ns)! (4:37)

ja que en el problema plantejat per Fermi s’havien de distribuir n, particules entre g, estats d’energia
€:

(gs +n;,— 1)!
(gs - 1)!“5! .

La diferencia entre els dos métodes es deu basicament a que Einstein considera estats equipro-
bables i Fermi no. Es remarcable el fet que Einstein utilitza la férmula (4.38) en la seva segona
publicacié sobre el gas ideal, precisament per aclarir la divergéncia de les noves estadistiques amb
la de Boltzmann*3,

En resum, podem dir que Einstein utilitza les férmules (4.37) i (4.38) per a mostrar les diferén-
cies de la seva nova estadistica amb la que té el punt de vista corpuscular. A partir de les explicacions
i desenvolupaments fets per Einstein, queda clar que afegir un factor N! a la férmula (4.38), com va
proposar Fermi, canviaria el resultat obtingut si calculem ’entropia a partir d’aquesta expressio. I el
mateix passa amb I'expressio (4.37). Des del nostre punt de vista, aix0 demostra una vegada més que
Fermi o bé no coneixia aquests treballs molt bé, o simplement no volia seguir el métode d’Einstein
per algun motiu que desconeixem i que no explica. En la mateixa linia, recordem que Einstein, sens
dubte gracies a les observacions d’Ehrenfest i els seus propis esforcos en els anys (décades) anteriors,

(4.38)

42Fs remarcable notar que no estem fent servir la notacié original que fa servir Einstein en la seva publicacié.
43[Einstein, 1925b], p. 6



4.2. INTENCIONALITAT DE FERMI I INFLUENCIES 89

tenia un coneixement profund de les implicacions de la nova teoria i va intentar relacionar-la amb la
seva ara famosa proposta de la doble naturalesa de la matéria i la radiacié de 1909, de la que n’hem
fet un petit esbés al capitol 244, Fermi sembla ignorar tot aixo o, al menys, no ho té en compte en
els seus treballs.

En aquest sentit, és revelador comparar el paper del teorema del Virial en ambdues contribuci-
ons. Aquest teorema va ser formulat per Rudolf Clausius per establir una analogia entre sistemes
mecanics i termics i la seva aplicacié als gasos ideals implica una interpretacié cinética de la pressio.
Einstein només va afirmar i subratllar que el resultat obtingut coincidia amb el que es podia deduir
del teorema. Fermi, en canvi, hem vist que el va utilitzar per obtenir I'equacié d’estat. Einstein va
obtenir I'entropia i a partir d’aqui va obtenir les propietats termodinamiques; Fermi, en canvi, una
vegada havia calculat I’energia cinetica va utilitzar el teorema del Virial per obtenir I'equacié d’estat i
va calcular 'entropia a partir de la seva definicié termodinamica (4.30). Cal assenyalar que, a partir
d’aquest resultat, hauria pogut obtenir la pressié sense recérrer al teorema del Virial, com havia fet
Einstein. En recdrrer al teorema del Virial, pero, Fermi manté la concepcid classica del gas (tot i que
el gas de Fermi presenta una pressio tan gran que, en cap cas, podria estar justificada pels impactes
contra les parets del contenidor).

Per acabar, cal mencionar 'eleccié d’un potencial harmonic per part de Fermi. Aquesta és sens
dubte la caracteristica més desconcertant i el que més contrasta entre els plantejaments de Fermi i
d’Einstein. Fermi deixa molt clar que la rad per la qual va fer is d’aquest potencial és perquée vol
poder justificar la quantitzacidé basada en les regles de quantitzacié de Sommerfeld i poder convertir
el gas en un sistema amb moviments quasi-periodics. Aix0 posa de manifest el seu interes en els
atoms multielectronics per davant dels gasos ideals. Per la seva banda, els anys que Einstein havia
estat investigant els quanta d’energia i, especialment, I'efecte que va tenir sobre ell la brillant idea de
Bose, li van permetre no haver de justificar la quantitzacié del gas ideal amb la periodicitat o quasi-
periodicitat dels seus moviments. Sens dubte, Einstein era conscient que al 1924 estava clar que les
regles de quantitzacié deixaven molt que desitjar, per no dir que s’havien demostrat invalides*.

En resum, es pot concloure que la contribucié de Fermi no pot comparar-se amb la d’Einstein.
Fermi va evitar tots els aspectes problematics i intrigants de les noves estadistiques i gairebé no va
desenvolupar cap comentari sobre les propietats desconcertants del gas quantic.

4.2.4 Quins eren els objectius de Fermi?

Després d’haver analitzat les possibles influencies que havia rebut Fermi i els seus coneixements
previs, ens fem la mateixa pregunta que ja shan plantejat altres autors: en qué estava pensant
Fermi quan fa que les seves particules del gas es comportin com electrons? En realitat, els gasos
degenerats no es troben a la naturalesa. De vegades un gas, abans d’esdevenir liquid, pot suposar-se
degenerat*®. Lamentablement, I'estat liquid s’assoleix massa rapid i el régim degenerat no s’observa.
També ens preguntem, que pretenia trobar Fermi quan desenvolupa el metode que el porta a la
seva nova estadistica? En aquell moment, després dels treballs de Bose i Einstein, el metode per a
la quantitzacié d’un gas ideal estava resolt. Res apunta a que Fermi volgués fer una cosa diferent

4Més detall a [Duncan and Janssen, 2019], p. 117
4[Duncan and Janssen, 2019], p. 300
46Un cop més, degenerat aqui significa que té un comportament que s’allunya del que presenta un gas ideal.
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a la que ja havia fet Einstein el 1924 a partir del treball de Bose (com el mateix Fermi remarca
en la introduccié de la versié alemanya del seu propi article del 1926). Avui dia es que considera
l'estadistica de Bose-Einstein i la de Fermi-Dirac no sén la mateixa i, de fet, gracies a la feina de Dirac,
les particules es classificaran posteriorment en fermions si compleixen I'estadistica de Fermi-Dirac i
en bosons si compleixen I'estadistica de Bose-Einstein; perd aixo no era conegut per Fermi al 1926.
Per tant, ens preguntem per qué Fermi va dedicar temps i esforcos en resoldre un problema, que ja
estava resolt, per una via diferent a la ja existent? Després d’haver aprofundit en el treball i la vida
de Fermi, pensem que la seva motivaci6 segurament va ser la voluntat de resoldre el problema de
I'atom d’heli.

La segona pregunta que volem respondre ara és: volia Fermi crear una estadistica quantica espe-
cifica per al tractament de particules indistingibles? Era aquesta la seva intencié amb el seu treball
de 1926? La resposta a la que arribem després de la investigacié duta a terme és que no. La hipotesi
que defensarem a continuacid és que Fermi no era conscient que estava creant una nova estadistica
per a particules indistingibles. Els arguments a favor d’aquesta hipotesi sén els segiients:

1. Fermi fa un us indiscriminat de les paraules “identiques” i “no distingibles”. Ell utilitza aques-
tes paraules com a sinonimes, sense tindre en compte els matisos que avui dia sabem que
infereix la fisica quantica al terme “indistingibles”. Podriem dir que Fermi parla de particules
indistingibles no en el sentit quantic, sind en el sentit classic del terme.

2. En el resum inicial de la versié en alemany de la publicacié de 1926, Fermi remarca la im-
portancia de trobar un metode per a la quantitzacié del gas ideal que sigui tan independent
de I'estadistica del gas com sigui possible. Estableix que aquest és el punt central del treball
i Fermi no menciona la indistingibilitat de les particules en aquest resum inicial. Al cos de la
publicacid, també es refereix a particules idéntiques i indistingibles de manera indiscriminada.

3. En la nota al peu del mateix article en alemany de 1926, Fermi es referix al treball d’Einstein
de 1925 sobre la teoria quantica del gas ideal. L’afirmacié a la nota al peu és completament
contradictoria respecte a la reflexié que fa al resum inicial de I'article i que hem vist en el punt
anterior: al resum inicial Fermi defensa que el seu objectiu principal és trobar un métode per
a la quantitzacié del gas ideal, que no tingui en compte 'estadistica del gas. En canvi, a la
nota a peu de pagina, defensa que esta procedint de la mateixa manera que ho va fer Einstein,
en el sentit que es considera que les particules no sén estadisticament independents. Es a dir,
en aquesta nota al peu ens esta dient que el metode té en compte quina es I'estadistica del gas
i, per tant, no és independent d’ella com s’havia dit en el resum de la mateixa publicacié.

4. Com hem vist, a la cinquena pagina de la versié en alemany de I'article de 1926, discutint
sobre el nombre W de possibles configuracions per a les N molecules, Fermi literalment ens
diu: “Dues d’aquestes configuracions s’han de considerar idéntiques si els llocs ocupats per les
molecules sén els mateixos; per tant, dues configuracions que difereixen Uinicament en una
permutacid entre les molecules en les seves posicions, han de ser considerades com una tinica
configuracié. Si consideréssim que aquestes dues configuracions son diferents, hauriem de
multiplicar W per la constant N!; tot i que podem veure facilment que aixd no tindria cap
influéncia en el resultat final. Aquest punt el considerem la confirmaci6 final de la hipotesi
sobre la no intencionalitat de Fermi a 'hora de construir una estadistica quantica especifica per
a les particules indistingibles: com ja hem mencionat, a Fermi no li importa si les particules sén
indistingibles o no, perque tant en un cas com en l’altre, siguin les particules indistingibles o
no, I'dnica diferéncia és la necessitat d’afegir un factor N! que acaba desapareixent i el resultat
final dels calculs, tal com els fa ell, sera el mateix.
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El naixement de I’estadistica quantica en
la mecanica quantica: els treballs de
Heisenberg i Dirac



Capitol 5

Introduccio

Per tal de poder entendre bé el contingut i les implicacions de les publicacions de Heisenberg i
Dirac que ens interessen en la nostra investigacid, que sén aquelles en les que tracten el sistemes
de particules idéntiques i que juguen algun paper en el naixement i formulacié de les estadistiques
quantiques', en aquest capitol que és una introduccié a la part III de la nostra investigacié, escrivim
un breu resum de quina va ser la trajectoria que van seguir Heisenberg i Dirac. Les seccions d’aquest
capitol introductori a la part III sén ttils per entendre la notacié que faran servir tant Heisenberg
com Dirac, aixi com per tenir coneixement de quin és el context que envolta la construcci6 dels nous
formalismes que van desenvolupar al 1926.

5.1 La trajectoria de Heisenberg

Werner Heisenberg? va ser un destacat fisic alemany conegut, entre altres coses, per les seves
contribucions fonamentals a la mecanica quantica 'any 1925 i per formular el principi d’incertesa
al 1927. Va néixer el 5 de desembre de 1901 a Wiirzburg, Alemanya, en una familia académica.
Durant els seus anys formatius, Heisenberg va mostrar un gran interes i talent en matematiques i
ciencies. Aix0 el va portar a estudiar fisica a la Universitat de Munich, on va finalitzar els seus estudis
de doctorat sota la supervisié d’Arnold Sommerfeld a ’'any 1923, amb una tesi sobre la teoria de la
turbuléncia en els fluids.

Heisenberg va visitar Gottingen per primera vegada a I'estiu de 1922 per assistir a la conferéncia
de Bohr coneguda com “Bohr-Festspiele”® i durant I'hivern 1922-1923 va fer una estada alla per
col-laborar amb Born. A l'estiu de 1923 va tornar a Munich per acabar d’escriure la seva tesi i va ser
a l'octubre d’aquell any quan va comencar a treballar com assistent de Born a Géttingen, substituint
a Pauli. Al 1926, finalment, va ocupar una placa a l'Institut Bohr de Copenhaguen per substituir
a Kramers (que havia estat col-laborant estretament amb de Bohr des del 1916)* quan aquest va
marxar per ocupar una placa de professor en fisica a la Universitat d’'Utretch. D’aquesta manera,
Heisenberg va portar cap a Copenhaguen part dels metodes dels fisics teorics de Gottingen. En el
seu nou rol, va haver d’assumir moltes de les tasques que portava a terme Kramers i una d’elles va ser

![Heisenberg, 1926a] i [Dirac, 1926a].

2Els detalls biografics de la vida Heisenberg els hem extret de la biografia escrita per David Cassidy [Cassidy,
1992] i del llibre autobiografic escrit per Heisenberg [Heisenberg, 1972].

3[Van der Waerden, 1967], p. 19

*[Cassidy, 1992], p. 217
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impartir classes i conferencies a joves fisics que visitaven I'Institut. D’aquesta manera, Copenhaguen
va esdevenir un dels llocs on es va portar a terme la recerca més activa en el camp de la mecanica
matricial. Al 1927, Heisenberg va tornar a Alemanya com a professor de fisica teorica a la Universitat
de Leipzig. Durant aquest periode, va continuar desenvolupant i refinant la seva formulacié de
la mecanica quantica, aixi com el seu treball en teoria matricial, contribuint significativament al
creixement i desenvolupament de la fisica teorica a Alemanya. Després de la primera formulacié
rigorosa de la mecanica quantica, per la qual cosa va rebre el premi Nobel al 1933°, Heisenberg va
formular el seu famés principi d’incertesa al febrer de 1927°. Aquest famés principi estableix que és
impossible coneixer simultaniament amb precisié la posicié i el moment d’una particula subatomica,
la qual cosa marcaria un canvi radical en la comprensio de la fisica fonamental.

A pesar de les moltes contribucions de Heisenberg a la fisica, en aquesta investigacio ens volem
centrar en aquelles relacionades amb les estadistiques quantiques. Al 1925 i 1926 hi ha una serie
de treballs previs que considerem que estan directament relacionades amb els posterior treballs de
Heisenberg de 1926 i 1927. Aquestes publicacions que hem considerat antecedents son el treball
de Max Born i Pasqual Jordan del 19257 i la publicacié dels dos autors amb Heisenberg del mateix
anys, on s’assenten les bases de la mecanica matricial. A més, veiem també com un antecedent
directe l'article de Heisenberg de 1925 on reinterpreta les relacions cinematiques i mecaniques en
el marc de la teoria quantica i desenvolupa la primera formulacié de la mecanica quantica’; aixi
com el d’ell amb Jordan del 1926 sobre I'efecte Zeeman'?, on s’integra per primer cop el principi
d’exclusi6 en el nou context de la mecanica matricial. Els analitzem tots quatre a les seccions que
venen a continuacio.

5.1.1 La reinterpretacié quantica de Heisenberg

Després d’una estada a Heligoland a principis d’estiu del 1925, Heisenberg va escriure un
article que s’inclou entre els articles fundacionals de la mecanica quantica. L'article, que rebé el titol
“Reinterpretacié teoricoquantica de les relacions cinematiques i mecaniques”!? es va publicar a la
revista Zeitschrift fiir Physik al juliol del 1925. Per comoditat i per abreujar ens referirem a aquest
article com Umdeutung (pel seu titol en alemany), ja que també és conegut aixi en la literatura.

Pensem que és excel-lent la descripcié que fa David Cassidy sobre aquesta publicacid, tenint en
compte que es tracta de la primera formulacié de la mecanica quantica i la gran transcendencia que
ha tingut en la historia de la fisica del segle XX:

In the September 1925 [...] Heisenberg published a 15-page paper with the harmless-
sounding title, ‘On the Quantum-theoretical Reinterpretation of Kinematic and Mechanical
Relations’. The paper was far from harmless.'3

>[Cassidy, 1992], p. 220
®[Heisenberg, 1927b]
7[Born and Jordan, 1925]
8[Born et al., 1926]
°[Heisenberg, 1925b]

10[Heisenberg and Jordan, 1926]

En aquell moment, Heligoland era el lloc on Sommerfeld organitzava un seminari en fisica tedrica i sembla
que Heisenberg va marxar alla uns dies per recuperar-se d’una forta febrada (vegeu [Van der Waerden, 1967],
p- 25).

12[Heisenberg, 1925b]

13[Cassidy, 1992], p. 134
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En aquest article, Heisenberg intenta “establir una mecanica quantica tedrica, analoga a la me-
canica classica, pero en la qual només es produeixin relacions entre quantitats observables”. Després
d’establir algunes d’aquestes relacions noves voldra aplicar-les al tractament dels problemes, puntu-
alitzant que es limitara a tractar problemes que impliquen només un sol grau de llibertat. L'objectiu
principal de la publicaci6 és, doncs, construir una teoria que estigui basada completament en quanti-
tats observables, com les freqiiéncies i amplituds de la radiacié emesa i absorbida i la clau estaria en
que se n'adona que les freqiieéncies observades es podien expressar en termes de la suma d’amplituds
i freqiiencies d’oscil-ladors virtuals imaginaris. La motivacié per fer aixo I'explica Heisenberg en la

introduccié a l'article, quan diu que'*:

La condici6 de freqiiencia d’Einstein-Bohr (que és valida en tots els casos) ja representa
una desviacié completa de la mecanica classica, o més bé (des del punt de vista de
la teoria ondulatoria) de la cinematica subjacent a aquesta mecanica, que inclis per
als problemes més simples de la teoria quantica la validesa de la mecanica no es pot
sostenir.

En aquest paragraf, la frase “des del punt de vista de la teoria ondulatoria” segons Heisenberg es
referia a la teoria ondulatoria de la llum o a les ones de De Broglie!®:

He volgut dir amb certesa la teoria ondulatoria de la llum i expressar que aquestes
ones de llum han de ser generades per una font de radiacié que tingui la freqiiéncia
correcta i no, per exemple, la freqiiencia dels electrons en les orbites de Bohr de I'atom.
Aquest punt ja m’havia agitat durant molt de temps (vegeu la meva conversa amb Bohr
al Festival de Bohr de 1922 a Gottingen) i havia confiat en la teoria ondulatoria de la
llum al menys fins al punt de que em vaig dir a mi mateix: llavors, quelcom en I'atom
té a veure amb aquest freqiiéncia correcta d’oscil-lacid i aixo ha de significar que un ha
d’introduir alguna cinematica estranya per a I'electrd, que produeix aquesta freqiiéncia
mitjancant la combinacié de dos estat estacionaris.

Per fer un avancament a un dels resultats de la nostra investigacid, veurem que aquesta idea sobre
una “freqiiéncia d’oscil-lacié correcta” sera important en la construccié de la nova teoria mecanica
de Heisenberg per a I'atom i que el portara a construir el comportament del sistemes formats per
particules idéntiques al voltant d’una ressonancia. Aquesta ressonancia, des del punt de vista de
Heisenberg, explica la degeneracio6 energética deguda a que el sistema macroscopic resulta invariant
sota una permutacié de les particules en aquests casos. Segons van der Waerden'®, aquesta idea sera
també el motiu pel que a partir d’aquell moment, per a tractar un problema d’aquest tipus sempre es
substituia I’atom per un conjunt d*“oscil-ladors virtuals” (per exemple, Bohr, Kramers, Slater o Born
entre d’altres.)

Heisenberg és critic amb les regles de la teoria quantica per calcular quantitats observables en el
rang atomic (com per exemple I'energia en I'atom d’hidrogen), ja que utilitzen relacions entre quan-
titats que no sén, en principi, observables (com ara la posicié i el periode revolucié de 'electrd). Per
a Heisenberg, i d’acord amb els fisics teorics de les escoles de Gottinguen i Copenhaguen!”, aquestes

14[Heisenberg, 1925b], p. 880

15[Van der Waerden, 1967], p. 28, citant una carta que Heisenberg li va enviar a ell mateix a 'octubre de
1963.

16[Van der Waerden, 19671, p. 29

17[Van der Waerden, 19671, p. 28
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regles no tenen una fonamentacio fisica evident i, a més, ni tan sols sén internament consistents ni
aplicables a una amplia gamma de problemes de la teoria quantica sind que només han servit per a
tractar 'atom d’hidrogen i I'efecte Stark. Aquestes regles formals no serveixen per tractar els proble-
mes de camps eléctrics i magnetics “creuats” o la reaccié dels atoms sotmesos a camps que varien
periodicament i fallen completament al intentar estendre-les per tractar quanticament els atoms que
contenen més d’un electrd. En paraules de Heisenberg:

...inclas en el cas dels problemes més simples de la teoria quantica, no es pot considerar
que la mecanica classica sigui valida.

En la primera seccié de la publicacid es tracten els aspectes relacionats amb la cinematica. Hei-
senberg assumeix que 'equacié del moviment d’un electrd

i+ f(x)=0 (5.1)

seguira sent valida en el marc de la nova mecanica, tot i que s’ha de rebutjar la idea d’'una quantitat
x com la representacio de la posicié de I'electrd en funcié del temps. Llavors la qiiestio principal
és: quin tipus de quantitats han de substituir la x en el marc de la teoria quantica. El moviment
de T’electr6 és pot donar en classica mitjancant una expansié de Fourier i és molt facil calcular les
aproximacions d’ordre superior i s’espera que passi el mateix en el cas de la quantica. La pregunta
que es fa Heisenberg és: si enlloc de la quantitat classica x(t) tenim una quantitat teoricoquantica,
queé apareixera en el lloc de x(t)??

Si considerem ara la quantitat x(t) = ZSOOO $1,e'% en teoria classica i volem representar-la en
termes del coeficient 4l i la freqiiencia, que depenen ara del nombre quantic n, els coeficients de la
series de Fourier s’escriurien com

ua(n)eiw(n)at

Perd Heisenberg substitueix aquests termes de la série de Fourier per un nou tipus de termes que
corresponen a les transicions dena n—a:

il(n, n— a)eiw(n,n—at

sent w(n,n — a) igual a 27 vegades la freqiiencia de la llum emesa en la transicié (n — n—a), de
manera que'®

x(n,t) = Zua(n)ei“’(”)“t (5.2)

Tenint en compte tot aixo, la quantitat x(t)?, en la teoria classica seria:

=)
x(£) = By(n)elemPt (5.3)
—00
on
)
%ﬁ(n)eiw(n)ﬂt — Z ﬂauﬁ_aeiw(n)(a+[3’—a)t (5.4)
—0o0

18Heisenberg mostra que totes les expressions que es poden escriure com una suma o una integral depenent
si el moviment és periodic o no. Per simplificar, reproduim aqui només les expressions amb el sumatori.
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En quantica, Heisenberg substitueix (5.4) per
. m .
B(n,n— pel =Pl = Z U(n, n—a)ih(n—a,n— B)elemn=Pr (5.5)
—00

i aquestes expressions haurien de ser suficient per a expressar la interaccié dels electrons en un atom
en termes de les amplituds caracteristiques dels electrons. Amb paraules de Heisenberg, aquest tipus
de combinacié és una conseqiiencia “quasi necessaria” de les regles de combinacié de freqiiencies
que veurem a continuacio.

Malgrat que en la teoria quantica no es pot assignar a l’electré una posicié com a funcié del
temps, mitjancant quantitats observables si que se li pot atribuir 'emissié de radiacié. Per tal de
caracteritzar aquesta radiacio es necessari identificar les freqiiéncies. En la teoria classica, tenint en
compte les variables accié-angle (J = nh on J és una de les constants canoniques)'?, les freqiiéncies
s’escriuen de la forma

1dw

v(n,a)=av(n) = aﬁﬁ

i en teoria quantica aquestes funcions Heisenberg les escriu com

v(in,n—a)= %W(n) —W(n—a).

A partir d’aixo, les relacions de combinacié que escriu Heisenberg sén les segiients?:

Classica:
v(n,a)+ v(n,B)=v(n,a+p)
Teoricoquantica:
vinon—a)+v(n—a,n—a—p)=v(n,n—a—p)
o bé

vin—pB,n—a—pB)+v(n,n—p)=v(n,n—a—p)

Per tal de caracteritzar la radiacid, a més de les freqiiencies també es necessiten les amplituds,
que es poden tractar com a vectors complexos dels quals ens interessa la part real:

Classica:
Re[4,(n)el@mat]
Teoricoquantica:
Re[$(n, n — a)el@n—a)t]

Semblaria que la fase en I de I'expressié anterior esta desproveida de significat fisic, ja que en
general les freqiiéncies no sén commensurables amb els seus harmonics. No obstant, en la teoria
quantica la fase té un significat i és el mateix que el que té en la teoria classica.

Per altra banda, sera important veure en el cas que es consideren dues quantitats diferents
x(t), y(t) que passa amb el producte x(t)y(t). Si x(t) esta caracteritzada per 4 i y(t) per B,
aquest producte s’expressara de la segiient manera:

19Més informaci6 sobre aquestes variables a I'annex E.
20Veurem al capitol 7 que sén les que fa servir Dirac al seu article de I'octubre de 1926 [Dirac, 1926a].
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Classica:
Tp(n) = 22700 Ua(W)Bg_o(n)
Teoricoquantica:
T(Tl,n_ﬁ) = Zioooﬂ(,n,n—a)%(n—a,n—ﬁ)

D’aqui es veu que mentre que en classica sempre s’obté el mateix resultat al calcular x(t)y(t)
que al calcular y(t)x(t), aix0 no és aixi al operar amb quantitats quantiques. De la mateixa manera,
si estem interessats en productes de la forma v(t)v(t), en quantica el producte vv s’ha de substituir
per %(w +vv). Aquesta pérdua de la propietat commutativa del producte de dues funcions, veurem
que té implicacions importants en la interpretacio fisica de la teoria.

A continuacié, Heisenberg tracta les qiiestions relacionades amb la dinamica. Voldra resoldre el
problema dinamic per determinar 4, v, W a partir de les forces del sistema.

En classica aquest problema es resolia amb dos passos, el primer pas consistia en la integracié
de I'equacié del moviment (5.1) i el segon pas en la determinacié de les constants del moviment
periodic, a través de resoldre

épdq = jg mxdx = J(= nh) (5.6)

En quantica es podria pensar que només cal agafar 'expressié (5.1) i substituir-ne les quantitats
que hi apareixen pels seus equivalents teoricoquantics, pero hem vist que en la teoria quantica no és
possible definir una quantitat directament analoga a x(n, t). Llavors, tal i com apunta Heisenberg,
només podrem obtenir una solucié quantica de 'equacié del moviment en els casos de problemes
simples.

Al substituir x per la nova expressié que s’ha obtingut, I'equacio (5.6) esdevé

oo
§ mxdx = % mx2dt = ZHmZIaa(n)lzazwn. (5.7)

—0Q

De les regles de quantitzacié de Sommerfeld, en la teoria antiga s’obtindria que aquesta integral
de fase hauria de ser igual a nh, perd aquesta regla no es pot introduir de manera natural en els
calculs dinamics. Per a Heisenberg, té més sentit derivar-ho a partir de les variables acci6-angle, ja
que llavors com que J ha de ser un mdiltiple de h, es té que

i(nh) _4 mx?dt - h= 2nmi i(om) la,|?) (5.8)
dn ~dn a Hdn .

que determina la a només dins d’'una constant i a la practica aquesta indeterminacié ha donat lloc a
dificultats a causa de I'aparicié de nombres quantics semi-integrals. Heisenberg substitueix aquesta
férmula per una altra i que és coneguda com condicié quantica de Heisenberg?!:

h=4nmm Z[Ia(n, n+a)lfw(n,n+a)—|a(n,n—a)Pwln,n—a)l. (5.9)
0

Degut a que l'electr6 en 'estat fonamental (n = ng) no hauria d’emetre radiacid, tindriem que
a(ng,ng— a) = 0 per a tots els casos en que a > 0. Amb aix0 podem esperar que la qiiestié de la

21[Van der Waerden, 1967], p. 35
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quantificacié semientera o entera no aparegui en aquesta mecanica matricial basada inicament en
relacions entre quantitats observables.

La primera conclusié que extreu Heisenberg en aquest treball és que amb les equacions (5.1) i
(5.8), si son solubles, es poden obtenir tant els valors de I'energia i les freqiiéncies com les proba-
bilitats quantiques de transici6. No obstant aix0, les solucions matematiques d’aquestes equacions
només es poden calcular per als casos més simples. L'opinié de Heisenberg és que les equacions (5.1)
i (5.8) serien una solucié satisfactoria del problema dinamic si es pogués demostrar que aquesta so-
lucié esta d’acord amb les relacions quantiques que es coneixen fins aquell moment (per exemple,
s’hauria de poder establir que la introduccié de pertorbacions petites porta a termes addicionals de
I'energia del tipus dels que van trobar Kramers i Born, perd no del tipus dels que preveu la teoria
classica).

Heisenberg és conscient que la investigacié que ha portat a terme, encara no dona la solucié a
tots els problemes, faltaria investigar:

...si 'equacié (5.1) de la forma teoricoquantica actual donaria lloc, en general, a una
integral per a I'energia %m)'cz + U(x) =const., i si 'energia derivada d’aquesta forma

satisfa la condicié6 AW = hv en analogia amb la condicid classica v = aa—VJV.

Segons Heisenberg, la resposta general a aquestes qiiestions podria elucidar les connexions in-
trinseques amb les investigacions previes i construir el cami cap a una teoria quantica solida basada
només en quantitats observables. En aquell moment, no obstant, només es poden respondre en casos
molt especials excepte pel que fa a la connexid general entre la formula de dispersié de Kramers i
les equacions (5.1) i (5.8). A continuacid, per acabar la seccié, Heisenberg mostra quina és aquesta
connexid general de les equacions que ha trobat amb la férmula de dispersié de Kramers.

El segiient pas de la investigacio és I'aplicacié del metode descrit a les seccions 1 i 2 al cas concret
d’un oscil-lador anharmonic. A la seccid 3, per a un oscil-lador del tipus ¥ + w%x + Ax2 = 0, troba
la solucié escrita en termes quantics. No reproduim aqui els calculs fets per Heisenberg a I’article ja
que son molt laboriosos i no aporten valor a la investigacidé que estem portant a terme en aquesta
tesi.

Només remarcarem que el resultat al que arriba per a ’energia W, és coincident amb el que
obté aplicant el métode de Kramers i Born per a una pertorbacié del tipus %mkx“ sobre l'oscil-lador
harmonic:

wln,n—1)= %[W(n)—W(n—l)] (5.10)

Aquest resultat és la prova suficient per a Heisenberg de que la formulacié quantica que esta
exposant en aquesta publicacid és correcta i dona per demostrada la validesa de la seva teoria.

Per acabar l'article, es fixara ara en el cas d'un rotor, posant atencié a les expressions donades
per (5.5) en el cas de les formules per a les intensitats de 'efecte Zeeman. Senyala que I'energia que
obté torna a satisfer la condicié de Kramers i Born (5.10). El rotor el representa un electrd que gira
al voltant d’un nucli a una distancia a d’aquest. Tant en el cas classic com en el quantic, la solucié
de I'equaci6 del moviment dona com a resultat que l'electré descriu un pla girant amb velocitat w.
La condicié quantica, trobada a partir de (5.6) i (5.8) sera

h= i(27‘cma2a>) (5.11)
dn
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h(n + const
d’on w(n,n—1) = M i com que la radiaci6 ha de ser 0 a I’estat fonamental
2mma2
h
wnn—1)= —1 _ (5.12)
2mma2
Lenergia W = %mv2 a partir de (5.5) ara és
m ,w*(n,n—1)+w?(n+1,n) h? 9 1
W=—a = (n“+n+-=) (5.13)
2 2 8m2ma?2 2

que apunta que torna a satisfer la condicié de Kramers i Born (5.10). També menciona que si s’a-
pliquen les consideracions anteriors al cas de la férmula per a la intensitat del multiplet, el resultat
concorda amb les equacions (5.5) i (5.8). Per a Heisenberg aix0 es pot considerar una prova de la
validesa de I'equacio cinematica (5.5).

A I'iltim paragraf de I'article Heisenberg deixa clar que aquest article només és la primera part
d’una investigacié que ha de ser més extensa??:

Si un meétode per determinar dades tedriques quantiques mitjancant relacions entre
quantitats observables, com el proposat aqui, pot ser considerat satisfactori en principi,
o si aquest metode, després de tot, representa un enfocament massa rudimentari pel
problema fisic de construir una mecanica quantica teodrica, un problema evidentment
molt complex en aquest moment, només es pot decidir mitjancant una investigacié ma-
tematica més intensiva del métode que ha estat emprat de manera molt superficial aqui.

5.1.2 Els treballs amb Born i Jordan

Després de la publicacié on establia els mecanismes matematics que havien de regir la nova
teoria quantica, Heisenberg va seguir treballant en la formulacié de la nova teoria quantica. La
culminacié d’aquesta recerca I'assolira amb la publicacié conjunta amb Born i Jordan?® i un article
posterior amb Jordan on comproven que la mecanica matricial explica 'efecte Zeeman anomal?*,
pero abans d’arribar aqui convé que parlem del treball previ en aquest camp que Born i Jordan ja
havien iniciat®®, com veurem a continuacio.

Durant I'abséncia de Heisenberg (que havia marxat a Anglaterra per donar una conferéncia a
Cambridge i, posteriorment, fer una estada d’'uns mesos a Copenhaguen), a Gottingen Born i el seu
assistent Jordan van publicar un treball conjunt que rebé per titol “Sobre la mecanica quantica”. Es
va enviar a la revista Zeitschrift fiir Physik el 27 de setembre de 1925 i va veure la llum un mes més
tard, el 28 de novembre. Duncan i Janssen®® resumeixen de la segiient manera aquesta contribucié
de Born i Jordan: el treball consistia en reiterar, sense alterar-ne el contingut fisic ni una mica, els
principis ja expressats per Heisenberg a 'Umdeutung perd ara amb llenguatge matricial, de la seglient
manera:

1) La coordenada i moment d’'una particula que es mou en una dimensid, expressats com una
funcio real del temps en la teoria classica, s’han de representar en la mecanica quantica com una
matriu, sent els elements d’aquesta matriu funcions complexes del temps. A més, 'equacié classica

22[Heisenberg, 1925b], p. 893
23[Born et al., 1926]

24[Heisenberg and Jordan, 1926]
25[Born and Jordan, 1925]
26[Duncan and Janssen, 2023], p. 44
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del moviment de la particula (i aquesta és l'essencia principal de 'Umdeutung), que dona la taxa
de canvi del moment com una funcid de la coordenada (a través de I’energia potencial), romandra
formalment valida si es substitueix en les funcions de la coordenada i del moment per les seves
formes matricials.

2) La teoria introdueix el quantum d’accié de Planck exigint que la diferéncia entre les matrius
de coordenada i moment, multiplicades en ordre oposat (el “commutador”), sigui igual a h/27i la
matriu identitat (que té el niimero 1 als elements diagonals i O a la resta)?”.

En la introduccid de I'article, Born i Jordan escriuen que Heisenberg recentment ha publicat una
teoria que sembla assentar el formalisme d’una nova mecanica i una nova cinematica d’acord amb
els requeriments basics de la teoria quantica. Afegeixen que®®

sembla que té una considerable importancia potencial [...] Els raonaments fisics que
han portat a Heisenberg a aquests desenvolupaments estan tan ben descrits per ell que
qualsevol comentari addicional seria superflu. Perd, com ell mateix diu, pel que fa a
'aspecte formal, els aspectes matematics de la seva aproximacio esta en I'estat inicial.
[...] ara nosaltres voldrem (després que les seves investigacions hagin acabat) clarificar
matematicament el contingut formal de la seva aproximacid i presentar alguns resultats
aqui.

Abans de marxar cap a Anglaterra, Heisenberg havia entregat el manuscrit de 'Umdeutung a
Born en algun moment de la tercera setmana de juliol, abans de marxar cap a Leiden, dient-li que
Ienviaria a publicar si 'opinié de Born era favorable?®. Segons van der Waerden®°, Born hauria llegit
la publicacié de Heisenberg al voltant del 15 de juliol i s’hauria quedat fascinat per la formulacié pro-
posada per Heisenberg. Born sembla que estava tan convencut que formular la teoria de Heisenberg
amb el formalisme matricial faria avancar significativament la teoria atomica, que no podien esperar
a que Heisenberg acabés el seu periode vacacional. I a principis d’agost li va escriure una carta a
Heisenberg on li informava sobre la seva col-laboracié amb Jordan, com menciona Heisenberg en la
carta que envia a Jordan el 20 d’agost de 1925. En aquesta carta, Heisenberg li demana a Jordan si
el pot mantenir informat dels progressos que vagin fent3!.

La notacié que van fer servir Born i Jordan era lleugerament diferent que la que s’havia fet servir
fins llavors per a l'algebra amb matrius. Representaven les matrius infinites amb lletra negreta per
diferenciar-la de la resta de quantitats i denominaven els elements de matriu con a(nm), on els
index n i m indiquen la fila i la columna de la matriu, respectivament. També van substituir les
dobles barres per parentesis rodons, en principi per tal d’indicar la seva relacié amb les amplituds de
transicié de Heisenberg i també per poder afegir-hi subindex i superindex en cas que fos necessari.

A més, la reformulacié de les equacions de la mecanica al llenguatge matricial requeria de dues
eines que no estaven definides encara: la diferenciacié d’'una variable dinamica expressada com una
matriu respecte el temps i la diferenciacié d’'una funcié matriu respecte a una de les seves variables
que sigui també una matriu. Amb la nova notaci6 establerta, Born i Jordan defineixen la suma
de dues matrius com l'addici6 dels coeficients corresponents a la mateixa posicié en ambdues ¢ =

27 Aquesta seria la transcripcié formal de Born i Jordan de I'ds que va fer Heisenberg de la regla de suma de
Thomas-Kuhn per a introduir la quantitzacié a la teoria.

28[Born and Jordan, 19257, p. 858

2[Duncan and Janssen, 2023], p. 255

30[Van der Waerden, 1967], p. 36-37

31[Mehra and Rechenberg, 1982c], p. 62
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a+ b — c(nm) = a(nm) + b(nm) i la multiplicacié per un parametre com Aa — (Aa(nm)). Tot i
que aquestes operacions si que satisfan les lleis de I'aritmeética habitual, la multiplicacié de matrius
no és commutativa (com ja havia trobat Heisenberg en la seva publicacié Umdeutung), mentre que
si que manté la propietat distributiva i I'associativa. Els autors escriuen el producte de dues matrius
infinites a i b com

ab=c = (c(nm)), nm=0,1,2,...
on
c(nm) = Z a(nk)b(km). (5.149)
k=0

Pel que fa a la variable temps, van assumir que tenia el mateix rol que en la teoria classica i
que les derivades respecte el temps d’una matriu, correspondrien a derivades respecte el temps de
variables classiques. Van definir la derivada temporal d’'una matriu a com

d t+7)—al(t
da _, _ jim A D) —al®) (5.15)
dt -0 T
on T representa un moment temporal molt proper a t.
D’acord amb la definicié del producte matricial, llavors
d . -
E(ab) =ab + ab. (5.16)

Amb aix0, la derivada temporal d'una matriu quedava ben definida.

Pel que fa a la derivada d’una matriu respecte d’una altra matriu, la cosa no va ser tan simple.
Born i Jordan van introduir la “diferenciacié simbolica”, ja que segons les seves propies paraules
“només en alguns pocs aspectes aquest procés mostra similituds amb I'analisi ordinari de la diferen-
ciacié. Per exemple, les regles de diferenciacié d’un producte o una funcié d’una funcié no s’apliquen
aqui en general.”

Born i Jordan van definir també el concepte de “suma diagonal”, que és la suma dels elements
diagonals de la matriu

D(y)= Y y(nn) (5.17)
n=0

on y(nn) denota els elements diagonals de la matriu y, i van utilitzar aquest concepte per definir la
derivacid de les matrius: I'element de matriu de la fila m i columna n de la derivada aa—;'k sera identic
a la derivada de D(y) respecte a x;(nm) en la fila n i la columna m de la matriu x;:

dy _ 9D(y)

= =0,1,.. 5.18
axk axk(nm)’ n,m s 4> ( )

Aquesta notacié i definicié de la suma diagonal els hi va permetre, a més de compactar i simplifi-
car les expressions per a les derivades de les matrius, formular el principi variacional de la mecanica
classica de manera simple i compacta en el marc de la nova mecanica matricial.

Una propietat important que van ressaltar també és que
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Tota equaci6 de matrius que impliquen matrius x, x,, ..., X, romandra valida si en totes
les matrius x; es porta a terme una i la mateixa permutacié de totes les files i columnes.

Un cop afegides aquestes definicions i conceptes matematics, miren les expressions de 'Umdeutung
de Heisenberg i les generalitzen en llenguatge matricial. Descobreixen que enlloc d’usar les equa-
cions del moviment de Newton con havia fet Heisenberg, poden partir de 'esquema Hamiltonia i
mostren que les lleis de la dinamica quantica tenen el seu origen en el principi variacional. Per a les
coordenades de posicié escriuen

q=(g(nm)e>="m) (5.19)
i per al moment conjugat
p = (p(nm)e*™ (") (5.20)

que seran matrius hermitiques.

Per al cas de I'inic sistema fisica examinat per Born i Jordan, que té un Hamiltonia del tipus
H(p,q) = p?/2m + V(q) (una particula de massa m movent-se en una dimensié en un potencial
V(q)), les equacions del moviment tenen la mateixa estructura que en dinamica classica:

. JH 1
4=>-=—p (5.21)
p m
) JH ap
=——=-22 5.22
p 7q 2q (5.22)

Troben, a més, que la llei de conservacié de I'energia també es compleix en mecanica quanti-
ca i que la condicié quantica sobre les freqiiéncies sorgeix automaticament de 'esquema matricial
hv(nm) = W, —W,,, on W, i W,,, denoten l'energia dels estats n i m, respectivament. En la tercera
seccié de l'article, Born i Jordan agafen com exemple un oscil-lador anharmonic per il-lustrar com
el métode matricial funciona. Procedeixen en dos passos: primer troben la seqiiencia d’estats ener-
getics de l'oscil-lador harmonic i després apliquen la teoria de pertorbacions per obtenir els estats
d’energia de l'oscil-lador anharmonic. Per acabar porten el métode desenvolupat més enlla, ja que
pensen que es pot aplicar a casos i problemes que no s’han tractar fins llavors i apliquen 'esquema
matricial a la teoria de la radiacié. Obtenen que la interpretacié de Heisenberg de les g(nm) com a
amplituds de transicio seria correcta. Els resultats que obtenen també donen les bases per formular
la teoria de dispersi6é en mecanica matricial.

Com ja hem comentat, Heisenberg estava assabentat més o menys dels progressos que anaven
fent Born i Jordan i en les cartes que envia a Jordan a finals d’agost i principis de setembre de 1925 li
demana varies vegades que li enviin a Copenhaguen (on ell es dirigeix) el material amb els progressos
que van obtenint®>?. En una carta que data del 13 de setembre, Heisenberg li diu a Jordan que ha
estat capag de formular una derivacié simple de la teoria de dispersié de Kramers. Només uns dies
després, el 18 de setembre, en una carta a Pauli escriu en detall els calculs que ha fet en aquesta
formulacié de la dispersié i també la teoria de pertorbacié per a sistemes amb un grau de llibertat.
També li presenta a Pauli una reformulacidé de 'esquema de pertorbacié classic per a sistemes multi-
periodics, en el que consistia un treball de Born amb Pauli publicat el 1922. Finalment, el dia 21 de
setembre, en una carta a Jordan, trobem la culminacié d’aquesta recerca per part de Heisenberg en

32[Duncan and Janssen, 2023], p. 293
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relacié a la formulacié matricial. En aquesta carta, Heisenberg li vol mostrar a Jordan com ha anat
més enlla en 'esquema matricial: escriu les equacions quantiques per a un sistema amb diversos
graus de llibertat descrits per py i g, com

i perak=1

27l

5.23
0 perak #1 ( )

Pxq1 —qiPkx = {

Es a dir, que ha trobat que la multiplicacié de dos matrius quantiques de variables conjugades déna
un resultat diferent si es multiplica de dreta a esquerra que si es fa d’esquerra a dreta i, a més, la
diferencia esta determinada per la constant de Planck h. En el treball de Born i Jordan, es mostraria
com sorgeixen de manera natural la conservaci6 de I’energia, la condicié de Bohr per a la freqiiencia
i les equacions del moviment a partir d’aquesta condicié quantica, expressada per ells com

pq—qp = L.I (5.24)
271
on I és la matriu unitat.

Com a curiositat, cal mencionar que en una entrevista a Kuhn3? Heisenberg li va explicar que
en aquell moment ell no tenia coneixement en matrius i que la no-commutabilitat li semblava un
problema al principi, perqué no se n’havia adonat qué implicava en relacié al commutador de p
i g (que com veurem sera fonamental en els seus treballs posteriors i també en la formulacié de
I'estadistica quantica per part de Dirac):

He de mencionar que en el meu primer article sobre mecanica quantica el fet que xy
no fos igual que yx va ser molt desagradable per a mi. Vaig sentir que era 1'inic punt
de dificultat en I'esquema global, d’altra manera m’hagués sentit perfectament felic.
Per6 aquesta dificultat d’alguna manera em va preocupar, i no podia resoldre-la [...]
Havia escrit, com la regla de quantitzacié de la suma de Thomas-Kuhn, perd no havia
reconegut que era simplement pq menys gp.

La reformulacié de les idees de 'Umdeutung en llenguatge de matrius va resultar un éxit, tant des
del punt de vista conceptual com practic, ja que va reduir la complexitat dels calculs que préviament
havia presentat Heisenberg. Es pot resumir el contingut de l'article dient que usant la formulacié
matricial Born i Jordan van poder provar en l'espai de poques pagines que®*: la condicié de quan-
titzacio (5.24) és preserva degut a la dinamica de la teoria un cop s’ha imposat a t = 0, hi ha una
correspondéncia entre la teoria classica i la quantica que es pot formular simplement substituint les
derivades classiques d'una quantitat mecanica per commutadors d’aquesta quantitat multiplicats per
2mi/h, la variaci6 en el temps de qualsevol quantitat mecanica es pot obtenir si es multiplica per
2mi/h el commutador de la quantitat amb I’energia, la matriu energia és automaticament indepen-
dent del temps i diagonal i, per dltim, s’obté la condicié de Bohr per a la freqiiencia si es considera el
commutador de la matriu energia i de la coordenada (o moment) i d’aquesta manera s’assegura que
els elements diagonals de la matriu energia s’interpreten com les energies dels estats estacionaris
permesos. Ja hem mencionat que, a més, Born i Jordan també van comprovar els resultats que havia
obtingut Heisenberg amb la teoria de pertorbacions i van ampliar-los calculant el segon ordre per a
I'energia en el cas de 'oscil-lador cubic.

33AHQR Entrevista a Heisenberg del 15/11/1963, p. 11-12
34Per a més detall vegeu [Duncan and Janssen, 2023], p. 255-276
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A la tardor de 1925, finalment Born se n’assabenta dels progressos que fa Heisenberg en la
formulacié matricial i se n’alegra®®, de manera que expressa el seu interés en trobar-se amb ell i
Jordan i mirar d’escriure un nou article entre els tres. En una carta a Bohr del 10 d’octubre de 1925,
li demana ajuda per tal de concertar aquesta cita a tres a Gottingen.

Tant dominava Heisenberg el formalisme matricial en aquell moment que, durant la tardor de
1925, David Hilbert li va demanar que donés una serie de conferéncies dirigides als matematics de
la facultat. El resum d’aquestes conferencies va donar lloc a un article amb nom “Sobre cinematica
i mecanica mecanicoquantiques™®, que es va enviar a publicar a finals de desembre de 1925. Es
paradoxal que Heisenberg que s’havia queixat a Pauli, en una carta enviada a mitjans de novembre
de 1925, que la mecanica quantica estava convertint-se en una teoria massa matematica a causa de
Born i Jordan®’, es prengués tantes molesties en presentar la teoria a la comunitat matematica, perd
si ho va fer va ser, en gran part, per la seva admiracié cap a Hilbert. En la mateixa carta a Pau-
li, Heisenberg també 1i va expressar que no li agradava gens que la mecanica quantica s’anomenés
“fisica matricial”. Inclis va suggerir treure la paraula matriu de tota teoria i substituir-la per “mag-
nitud teoricoquantica” (quantentheoretische Grof3e). En part ho va fer en la seva publicacié dirigida
als matematics, on va utilitzar la paraula matriu molt poques vegades. De fet, fins molts anys des-
prés Heisenberg va mantenir la seva critica sobre el caracter massa matematic de la nova mecanica
quantica. Com es pot llegir en I'entrevista que li va fer Kuhn el 15 de febrer de 196338 diu:

Born em va semblar, quan vaig anar a Géttingen, un matematic extremadament bo que
estava interessar en els métodes matematics de la fisica, perd que no en sabia gaires
detalls. Ell no tenia massa “sensacions” de com eren les coses en la fisica atomica.

Born, Heisenberg i Jordan acabarien escrivint aquest treball conjunt amb la formulacié millorada
de la mecanica matricial. Aquesta publicacié de Born, Heisenberg i Jordan del 1926 avui dia es co-
neix popularment com Die Dreimdnnerarbeit (que significa en alemany: “El treball dels tres homes”)
i I'analitzarem a continuacio.

El mateix mes en el que sortia publicat el treball de Born i Jordan, es va enviar a la revista
Zeitschrift fiir Physik®® un llarg treball que portava per titol “Sobre la mecanica quantica II"*° on
hi constaven els autors Born, Heisenberg i Jordan. En aquest extens document es presentava una
formulacié explicita i completa dels principis de la mecanica matricial a més de l'aplicacié d’aquests
principis a molts dels problemes que presentaven dificultats per ser solucionats amb la OQT. Heisen-
berg, que com déiem estava realitzant una estada a I'Institut Bohr en aquella época, va ser alliberat
de les seves obligacions a Copenhaguen una mica abans del que estava previst (a peticié de Born) i va
retornar a Géttingen a finals d’octubre, just a temps per ajudar en la preparacié final del manuscrit*!.

Abans d’entrar a analitzar la publicacid, val la pena comentar que en un primer moment hi havia
algunes discrepancies entre Heisenberg i Born sobre com havia de ser el principi variacional en la
mecanica quantica i com se n’havien de derivar les equacions del moviment*?. En el seu article, Born
i Jordan havien proposat una definicié per a la derivada parcial de la funcié matricial y respecte a una

35[Mehra and Rechenberg, 1982c], p.95

36[Heisenberg, 1925a]

37 AHQP Carta de Heisenberg a Pauli, 16/XI/1925

38 AHQP Entrevista a Heisenberg amb data 15/1I/1963, p. 6.

39Data de recepci6 del treball: 16 de novembre de 1925.

40[Born et al., 1926]

#![Duncan and Janssen, 2023], p. 49

42Sembla que és a causa d’aquestes desavinences que Born li escrigué a Bohr demanat-li que deixés tornar a
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de les variables x;. Ells havien argumentat a favor d’aquesta definicid perqué el quocient diferencial

2 . . . . .
a—;; podia ser reformulat en termes de la suma diagonal D(y) i aquesta definici6 alternativa semblava

molt més simple. Heisenberg, perd, en una carta enviada a Born el 5 d’octubre de 1925 li escriu®®

He pensat en més detall sobre la giiestié de la definicié de % i g—{j, respectivament, i ara
estic convencut que la vostra definicié no és correcta [...] 'objeccié definitiva contra la
vostra definici6 és que amb ella (h/27) = pg — gp = PQ — QP no pot representar una
transformacié canonica en general. En el cas d’aquesta transformacid, el Hamiltonia
hauria de passar, en general, per fer una transformacié complicada de les variables de
posicié i moment p i g, que també conté a més termes creuats p-q i, llavors, les equacions
del moviment no es satisfan.

La definicié proposada per Heisenberg venia donada, per al cas d’'una funcié F que és funcié de
Pk 1 qx, de manera que les equacions del moviment eren:

. JH 2mi
Gy = m— = ——(Hqx —q;H) (5.25)
6pk h
. JH 2mi 27
Pr=—5— = ——(Hpx = pxH) = ——(Wpi — pW) (5.26)
EIY h

on W és la matriu diagonal dels valors propis del sistema i WH —HW = 0, de manera que porta a
la conservaci6 de I'energia.

En la mateixa carta Heisenberg li diu a Born que, tot i que aquesta nova formulacié li sembla la
ideal, potser n’hi hauria prou en que reformulessin el principi variacional per tal d’introduir la nova
definicié d/8p’. Malgrat aix0, pel seu comentari a la postdata sembla evident que ell preferia que
el descartessin®*:

Es el principi valid d’alguna manera? Suposem que faig una transformacié arbitraria de
D,q, cap a P,Q, de manera que PQ —QP = pq —qp, llavors les equacions del moviment
no s’aguanten amb la seva definicié de dH/Jp. Aixo significaria que aquest principi no
és valid en aquestes coordenades (per exemple, en P i Q). Pero si aix0 és aixi, llavors
que significa?

Aix0 va significar que els primers moments de treballar junts fossin durs. Born recorda que quan
Heisenberg va arribar a Gottingen, estava una mica agitat*>. No obstant, el treball en comu es va
veure simplificat rapidament pel fet que Jordan ja havia preparat un manuscrit que va servir com a
base per a la discussi6. Jordan ja havia inclos a 'esborrany fins i tot la contribucié més important de
Heisenberg, les regles de commutacié per a diversos graus de llibertat*®. A partir d’aquesta primera
versio, els tres autors van discutir sobre les dues definicions de derivacié matricial (la primera de
Born-Jordan i la proposada per Heisenberg) i al final, després de veure que les dues portaven al
mateix resultat, van decidir quedar-se amb la primera.

Heisenberg cap a Copenhaguen abans que finalitzés el periode inicialment previst, especialment perque Born
se n’havia d’anar a Estats Units per donar una série de conferéncies al MIT (Massachusetts) cap a principis de
novembre. Vegeu [Duncan and Janssen, 2023], p. 296

43Cita reproduida a [Mehra and Rechenberg, 1982c], p. 97

44(Cita reproduida a [Mehra and Rechenberg, 1982c], p. 99

45[Mehra and Rechenberg, 1982c], p. 100

46[Van der Waerden, 1967] (p- 29). Carta de Jordan a van der Waerden del 8 d’octubre de 1964.
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Com expliquen Duncan i Jansen*’, la publicacié consta d’una introduccié i quatre capitols, els
tres primers dels quals amplifiquen i aprofundeixen en el marc formal construit per Born i Jordan
en la seva publicacié anterior implementant les idees fisiques de I'Umdeutung de Heisenberg, mentre
que I'tltim capitol es dedica a descriure les possibles aplicacions de la teoria. Les contribucions prin-
cipals als tres primers capitols van ser: 'extensié del formalisme a sistemes amb diversos graus de
llibertat, la introduccié d’'un analeg quantic de les transformacions canoniques, ’aplicacié d’aquestes
transformacions al desenvolupament d’una teoria de pertorbacions quantica i la connexié del for-
malisme amb la teoria de formes quadratiques d’infinites variables*®, que permetia un tractament
unificat dels espectres tant discrets com continus.

Si ens centrem ara en el contingut de la publicacid, veiem que en primer lloc s’estableixen quines
son les regles de derivacié i a partir d’aqui es dedueix, com hem dit, la llei de conservacio de I'energia
(H = 0) ila condicié per a les freqiiéncies a partir de les equacions canoniques. També es defineixen
les transformacions canoniques, regides per la relacié de commutacié

h

[fc,ﬁ]=ih>—>pq—qp=2—m- (5.27)

Els autors generalitzen la teoria de pertorbacions. Per a fer-ho, apliquen la teoria de pertorbaci-
ons sobre un Hamiltonia del tipus H = Hy(pq) + AH,(pq) + A2H,(pq) + ... sobre les condicions que
han de satisfer H, p,q amb la funcié S. Mostren que p i g sén funcions hermitiques

¢ =q", p=p
i arriben a la férmula de dispersié de Kramers.

En I'estudi de les components del moment angular, la conclusié a la que arriben Born, Heisenberg
i Jordan és que, per a cada salt quantic, M,,, canvia o bé 0 o bé £h/2m. La llum emesa en el primer
cas és linealment polaritzada en paral-lel a I'eix z i en el segon cas és circularment polaritzada. Si
hi ha estats per als que el seu moment angular no quadra amb aixo, significa que no han d’existir
aquests estats ni aquestes transicions. Fan les mateixes reflexions en relacié al moment lineal, p. El
teorema del centre de masses és com en el cas classic i a partir de les relacions de commutacié troben
que el teorema de conservacié del moment angular és manté invariable per al menys un eix (siné
en tots), com passa en la teoria classica. Llavors, per a un sistema on el teorema de conservaci6 de
moment angular aplica per a les tres components, el sistema és necessariament degenerat.

Al tornar a considerar el sistema que venia donat pel Hamiltonia H = Hy + AH; + ... per al cas
A =0, poden afirmar que necessariament els tres teoremes de conservacié per al moment angular es
mantenen i A # 0 és un sistema no degenerat per al que M, és constant. Amb aquests resultats els
autors afirmen que els salts del tipus j — j + 1 donen les mateixes intensitats i que els salts Aj =0
només ocorren en la direccid ;. Si es considera el moviment d’un sol electré al voltant d’'un nucli, z
desapareix, per la qual cosa els salts Aj = 0 no tindran mai lloc.

La part més interessant de I'article és la tercera seccid, en la que estudien també que passa en el
cas d’un sistema format per dos oscil-ladors harmonics acoblats. Ens centrarem en analitzar aquesta
part de la publicacié ja que és la que té una relacié directa amb la nostra investigacio i els desen-
volupaments posteriors de Heisenberg que veurem al capitol 6. Aquesta seccid va ser concebuda i
escrita completament per part de Jordan (com ell mateix diria diverses vegades en el futur i com els
altres coautors van corroborar varies vegades) 49

En aquest cas, el Hamiltonia del sistema sera

4[Duncan and Janssen, 2023], p. 296
“Formulada principalment per David Hilbert i Ernst Hellinger.
“[Duncan and Janssen, 2023], p. 52



5.1. LA TRAJECTORIA DE HEISENBERG 107

2
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H==- kyy

L'equacié anterior representa un sistema d’oscil-ladors harmonics acoblats que es pot transfor-
mar en un sistema d’oscil-ladors harmonics desacoblats, igual que en la teoria classica. L'oscil-lador
harmonic representa el problema més simple que es pot tractar amb el meétode desenvolupat en
aquest article. Per un banda, segons els resultats obtinguts per Heisenberg a 'Umdeutung se sap que
I'energia de la vibracié propia ha de ser un multiple enter de hv. Per altra banda, expliquen que
Debye havia intentat fer una forma d’estadistica, comencant des d’una distribucié de quanta de llum
individuals al llarg de les vibracions propies de la cavitat. Aquest mixt de teoria d’ones i quanta de
llum sembla que no es pot ajustar de cap manera en la realitat. Born, Heisenberg i Jordan opinen
que s’hauria de separar 'aspecte ondulatori del puntual. Apunten que I'estadistica dels corpuscles
de llum és la de Bose-Einstein tot i que 'assumpcié dels corpuscles estadisticament independents no
casa correctament. Amb tot aix0, el tractament de la radiacié en una cavitat amb la teoria quantica
portava a la llei de radiaci6 de Planck pero no donava un valor correcte per a la desviacié quadratica
mitjana de I'energia (|E|?> — E2). En aquest treball, els autors arriben a un valor correcte per a la
desviacié quadratica mitjana de 'energia i també a la férmula de Planck. Per a ells, aix0 és prova
suficient que el seu metode és correcte. No obstant aixo, Born, Heisenberg i Jordan reconeixen que
aquesta teoria no sera completa ja que no incorpora les forces externes que en la teoria classica estan
associades a la resisténcia a la radiacid.

Procedeixen de la segiient manera: els estats del sistema d’oscil-ladors es caracteritzen pels nom-
bres quantics ny, n,, ns, ... dels oscil-ladors individuals, de manera que obtenen que, exceptuant una
constant, les energies dels estats individuals (és a dir, 'energia térmica per a cada estat) vindran
donades per

E,=h> vy (5.28)
k
i la constant sera I'energia del punt zero valdra

C= Ehz V. (5.29)

Per altra banda, el pes estadistic de cada un dels estats del sistema ha de ser el mateix i que les
ones es propaguen a velocitat v per una part de ’espai s-dimensional isotropica V = [°. A més, les
vibracions propies en un rang de freqiiencies d v és igual al nombre de cel-les de mida h* (en el sentit
de Bose-Einstein) en el volum V = [° (i aix0 és valid per a qualsevol valor de s).

Si no es té en compte la polaritzacid, el nombre de vibracions propies en el rang d v equival a la
solucié del problema de determinar el nimero de maneres en que podem seleccionar un conjunts
d’enters positius (my, ..., my) és:

21
— 2 2 2
—v V—\/m1+m2+...+ms,

de manera que s’obté que el nombre de vibracions propies de freqiiéncia menor que v sera
v
—K(v), (5.30)
vS

on K;(a) és el volum d’una esfera s-dimensional de radi a. En aquest cas el nombre de cel'les sera

h
%zw/p%+...+psz.
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De la férmula que havien obtingut per a I'energia térmica (5.28), es dedueix que el nombre
quantic d’un oscil-lador ha de ser igual al nombre de quanta continguts en la cel-la equivalent. Aixo
porta al postulat basics de I'estadistica de Bose-Einstein, ja que les complexions equiprobables es
defineixen a partir del nimero de quanta continguts en cada cel-la. Expliquen que en I'estadistica
desenvolupada per Debye, s’arriba a una llei de Planck que només és valida per a r > 0 i déna
oscil-ladors que no contenen cap quantum. Substituint aquesta estadistica per la de Bose, els autors
obtenen una formula de Planck amb forma

Zooo - (1 _ ehv/kT) o—T(hv/KT) _
r=

1
ehv/kT 1

Per tltim, voldran calcular la desviacié quadratica mitjana de I’energia.

1) D’acord amb Einstein A2 = (E—E)2 es pot obtenir a partir de la inversié del principi de
Boltzmann.

Z,hvy

E= on 1

(5.31)
on z,d v és el nombre cel-les disponibles (que ells anomenen vibracions propies en el rang d v per
unitat de volum). S’obté llavors que

- _ EZ
A2=hvE +

v

(5.32)

2) D’acord amb la teoria classica:
Expliquen que si es calcula a partir de les interferéncies en el camp d’ones, la teoria classica porta
nomeés al segon termes de 'equacié (5.32) (tal i com va mostrar Lorentz en el seu treball de 1916°9).

Segons Ehrenfest, la diferéncia entre el resultat obtingut per la teoria classica i el que obté Ein-
stein ve donada perque en el cas d’Einstein s’assumeix una additivitat de les entropies i volums V
grans. Pero d’acord amb la teoria classica 'additivitat de les entropies és només valida en la regié de
validesa de la llei de Rayleigh-Jeans. Segons Born, Heisenberg i Jordan, precisament la perdua de
la independeéncia estadistica en els elements de volum és un resultat tan antinatural de la teoria de
la radiacid del cos negre que obliga a concloure que la teoria no val ni tan sols per al cas tan simple
d’un oscil-lador harmonic.

3) D’acord amb la mecanica quantica: Per a calcular A2 a partir de la mecanica quantica, els
autors parteixen del cas més simple possible: una corda vibrant agafada pels dos extrems.
Per a una corda de longitud [, el seu desplacament lateral s’escriura com

o0
u(x,t)= qu(t)sin k%x.
k=1

Per a longituds I de la corda grans i freqiiéncies de vibracié (w; = 7) molt properes entre si, per

a un volum v = a gran troben que ¢2 = w?q2 i

A2=— 5.33
7y ( )

S0Citen el treball de H. A. Lorentz titulat en frances Les Théories Statistiques en Thermodynamique (Leipzig,
1926), p. 59
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Si f és el nombre de vibracions propies, la matriu q;(nm) és 2f-dimensional. Aquesta matriu
tindra tots els components 0 excepte en aquells casos en que j = k:

n—m.=0 for j#k
qk(nm){ 7o s (5.34)
nk—mk = :l:].
i arriben a
R E*Z
2 2 _
AT+ A= >

on E* ja no és ’energia termica sind que és la suma de ’energia termica més I'energia del punt zero.

A partir de les férmules elementals de 'oscil-lador, I'energia del punt zero s’escriu com E* = hvV +E
2

i A2+ A2 =3(hv)*+hVE + f—v

De manera que aplicant les regles de commutacié arriben a la férmula (5.32) obtinguda per
Einstein, que no inclou cap principi mecanic. Els autors remarquen que la qiiestié que s’ha considerat
aqui esta una mica allunyada dels problemes que van conduir al desenvolupament de la mecanica
quantica. No obstant, el resultat que han obtingut i que reprodueix (5.32) consideren que es pot
considerar prou alentador com per a continuar desenvolupant la teoria.

Veiem doncs que els resultats del calcul de Jordan sobre les fluctuacions de I'energia de la ra-
diaci6 van ser impressionants. Va aconseguir reproduir la famosa férmula d’Einstein de 1909 que
mostrava que les fluctuacions quadratiques mitjanes de I'energia de la radiacié d’'un cos negre en un
subvolum d’una cavitat es donen per una combinacié additiva de dos termes que coincideixen exac-
tament (en forma) amb les fluctuacions que s’esperarien si el camp fos una ona classica o si 'energia
del camp estigués distribuida en particules discretes®!. Lestranya dualitat ona-particula detectada
per Einstein 16 anys enrere, ara sorgia dels desenvolupaments de Jordan a partir d’un tinic marc di-
namic unificat®®. Només calia reinterpretar matricialment les components de Fourier de 'ona igual
que es feia amb les coordenades d’un oscil-lador de Planck i els resultats d’Einstein reapareixien com
per art de magia®3.

L'extensio de la mecanica matricial a un sistema Hamiltonia amb un ndmero infinit de graus de
llibertat portada a terme per Born, Heisenberg i Jordan en aquest treball mira doncs tant cap enrere,
cap al teorema de fluctuacions de I'energia d’Einstein, com cap endavant, cap al desenvolupament
gradual de la moderna teoria de camps relativista que desenvoluparan posteriorment Jordan, Di-
rac, Heisenberg o Pauli, entre d’altres. Per a nosaltres un dels aspectes més rellevants d’aquesta
publicaci6 és la manera com els autors descriuen la mecanica matricial: “un sistema de relacions
teoricoquantiques entre quantitats observables” que no es poden interpretar directament d'una ma-
nera “geometricament visualitzable” perqué en aquest nou marc el moviment dels electrons no es
pot “descriure en termes dels conceptes habituals d’espai i temps™*. A partir d’aquestes idees Hei-
senberg construira el seu métode, considerant que un dels aspectes més importants de la nova teoria
quantica és que “estd basada en una concepcié corpuscular de la matéria”>. Per acabar, al final de

S1[Einstein, 1909a], [Einstein, 1909b]. Vegeu seccié 2.2.1.

>2[Duncan and Janssen, 2023], p. 53

>3Per a més detalls sobre la construccié de la férmula de fluctuacions d’Einstein per part de Jordan vegeu
[Duncan and Janssen, 2008] i [Bacciagaluppi et al., 2017].

54[Born et al., 1926], p. 558

>5[Heisenberg, 1926a], p. 412
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la publicaci6 els autors diuen que si la mecanica matricial proposada resultés ser correcta, es podria
considerar que I'aven¢ més important d’aquest teoria respecte a la teoria anterior (referint-se a la
OQT) és que en la seva, la cinematica i la mecanica han tornat a ser posades en practica en una
relacid tan estreta com la que preval en el marc classic i que els nous punts de vista fonamentals
troben I'expressié adequada tant en la cinematica com en la mecanica i en la connexié entre totes
dues.

Per finalitzar aquesta analisi sobre el Dreimdnnerarbeit, volem explicar una mica com es va portar
a terme la difusié d’aquesta nova teoria. Alfred Landé, que era conegut per les seves contribucions
en la teoria atomica, va esdevenir I'interpret de les idees de Bohr, Heisenberg i Jordan i els seus méto-
des matematics poc habituals®®. En un article que va anomenar “Nous camins en la teoria quantica”,
publicat al maig de 1926 a Naturwissenschaften, discuteix 'exemple de l'oscil-lador anharmonic i
remarca els principals passos del tractament d’aquest problema mitjancant els métodes matricials,
mostrant també la connexid entre la teoria semiclassica de Bohr-Sommerfeld amb la mecanica quan-
tica, interpretant les noves equacions algebraiques en termes de les imatges classiques que s’havien
usat en la teoria de la radiacié de Bohr, Kramers i Slater.

Durant I'estada de Heisenberg a Copenhaguen després d’escriure aquest article, ell i Bohr van
arribar a un opinié comu sobre la nova mecanica matricial. Bohr acceptava els resultats obtinguts
per Born, Heisenberg i Jordan com un “pas de probablement una importancia fonamental” i respecte
a l'aparell sencer de la nova teoria la seva opinid és que era “una formulacio precisa de les tendéncies
implicites en el principi de correspondéncia”’. Heisenberg estava d’acord amb ell que el Dreimdn-
nerarbeit suposava la culminaci6 final del principi de correspondéncia, tal i com ell mateix escriu en
la part final de I’article.

Uns mesos després que el Dreimdnnerarbeit sortis publicat, el 16 de mar¢ de 1926 Heisenberg
i Jordan van enviar un article a la revista Zeitschrift fiir Physik amb titol “Aplicacié de la mecanica
quantica al problema de l'efecte Zeeman anomal” i que va sortir publicat a la revista al mes d’abril.
En aquest article, els autors diuen que George Uhlenbeck i Samuel Goudsmit han invocat la hipotesis
d’Arthur Compton de l’electrd rotant per tal d’intentar explicar 'efecte Zeeman anomal i que ells,
en aquesta publicacid, volen examinar quin és el comportament quantic del model atomic que es
caracteritza amb aquesta hipotesis. L'objectiu principal de Heisenberg i Jordan es pot dir que és,
doncs, aplicar la mecanica matricial a la hipotesis d’'Uhlenbeck i Goudsmit sobre I'electré rotant, per

tal d’explicar 'efecte Zeeman anomal®®. El resultat que obtenen és°7:

...I'efecte Zeeman i l'estructura fina del doble espectre, es pot explicar completament
amb la hipotesis mencionada.

El procediment fet servir per Heisenberg i Jordan implica calculs molt detallats i desenvolupa-
ments matematics extensos, considerant varies assumpcions sobre els moments magnetics de I'electré
i 'impuls angular.

Els principals resultats indiquen que tant I'efecte Zeeman com l’estructura fina del doblet es
poden explicar completament a partir de la hipotesi de I'espin i la nova teoria quantica, resolent aixi
les contradiccions amb els experiments que s’havien obtingut aplicant les regles quantiques antigues.
Examinen també quin és el comportament quantic dels models atdmics caracteritzats per un moment

6[Mehra and Rechenberg, 1984], p. 247.

57[Mehra and Rechenberg, 1982c], p. 102

8’efecte Zeeman descriu la divisié de les linies espectrals en preséncia d’un camp magnétic.
>9[Heisenberg and Jordan, 1926], p. 263
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magneétic i un moment angular, derivant equacions que permeten calcular els nivells energetics i les
intensitats en presencia d’'un camp magnetic extern.

Al final de T’article els autors comparen els resultats obtinguts mitjancant el marc matematic
desenvolupat en aquest treball amb les dades experimentals de les observacions de I'efecte Zeeman,
demostrant que la teoria és capag de predir de manera acurada els fenomens observats. Heisenberg
i Jordan van presentar, doncs, un tractament matematic rigords que serveix com a base fonamental
per a entendre i explicar 'efecte Zeeman anomal a través de la mecanica matricial.

5.2 La trajectoria de Dirac

Paul Adrien Maurice Dirac va néixer el 8 d’agost de 1902 a Bristol, Anglaterra. Com explica
Helge Kragh en la biografia que en va fer®®, des de ben petit va mostrar un talent excepcional en
matematiques i podriem dir que va acabar investigant en el camp de la fisica per casualitat. Tal com el
mateix Dirac li explica a Kuhn en una de les entrevistes que es poden trobar als AHQP®!, Paul Dirac
va estudiar enginyeria eléctrica a la Universitat de Bristol. Un cop acabada la carrera no trobava
feina, de manera que un dels seus professors, David Robertson, el va convéncer per fer un curs de
matematiques i dedicar-se a la recerca. Va ser a partir d’aqui quan Dirac es va comencar a interessar
per les matematiques, de manera que va passar dos anys estudiant un curs de matematiques a la
Universitat de Bristol amb el professor Charles Fraser i després, es va traslladar a Cambridge com a
estudiant de doctorat. Dirac va intentar treballar en 'area de la relativitat amb Edward Cunningham,
perd no el van acceptar al programa®?. Per aixo Dirac va acabar treballant amb el fisic i astronom
Ralph Fowler, que era un dels pocs fisics britanics interessats en la nova teoria quantica que s’estava
desenvolupant i, a més, era el punt de contacte amb els fisics experimentals de Cavendish. Com
veurem, Fowler va acabar tenint un paper molt important en el desenvolupament de la carrera de
Dirac, per comengar empenyent-lo a investigar en la vessant teorica de la fisica quantica i la fisica
estadistica. La tesi doctoral de Dirac es va titular “Els principis de la mecanica quantica”, on va
presentar un nou formalisme per representar els estats quantics i els observables®.

Dirac va realitzar contribucions significatives en diversos camps de la fisica, especialment en la
mecanica quantica i la teoria quantica de camps. Els primers anys de la seva carrera estan marcats per
I'aplicacié de metodes matematics avancats per a resoldre problemes fonamentals de la fisica. Un dels
seus treballs més destacats va ser la seva investigacio per integrar els principis de la relativitat amb
la mecanica quantica el 1928, que inclou la formulacié de I'equacié de Dirac (equaci6 que descriu el
comportament relativista de les particules subatomiques d’espin 1/2, com els electrons). Una altra
de les contribucions importants en els primers anys de la seva carrera va ser el desenvolupament
de la teoria quantica del camp electromagnetic. Amb aquesta teoria va introduir el concepte d’anti-
particules, postulant I'existéncia de particules amb carregues oposades a les conegudes, resultat que
seria confirmat experimentalment anys més tard. En la nostra investigacio, posarem el focus en la
feina de Dirac centrada a entendre i desenvolupar la teoria quantica emergent i en el seu paper en
la formulacié de les estadistiques quantiques.

80[Kragh, 1990]

81Entrevista a Dirac amb data 1/IV/1963.

62Segons explica Kragh, tot i que va ser un dels pioners en el camp de la relativitat a Anglaterra, Cunningham
trobava dificil entendre la nova fisica i no volia acceptar nous estudiants (vegeu [Kragh, 1990] p. 7).

%3Com ja hem dit en la introduccié, recordem aqui que Dirac de vegades anomena mecanica quantica a
la mecanica matricial, tot i que avui en dia s’entén que sota el nom de mecanica quantica s’engloba tant la
mecanica matricial de Born-Heisenberg-Jordan com la mecanica ondulatoria de Schrédinger.
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Pel que fa a la seva carrera professional, durant la major part de la decada de 1930, Dirac va tre-
ballar com a professor a la Universitat de Cambridge, compaginant aquesta feina amb col-laboracions
i estades a I'Institut d’Estudis Avancats de Princeton. Abans de 1930, va treballar principalment com
a investigador i académic en varies institucions del Regne Unit. Entre setembre de 1926 i fins I'estiu
de 1927 va passar un periode investigant a Copenhaguen, on va interactuar amb Bohr i Heisenberg
entre d’altres, la qual cosa segurament va influenciar en el seu pensament i enfocament cientific. Alla
va publicar els dos primers articles que fonamenten I'electrodinamica quantica, tot i que la seqiiela
es va escriure a Gottingen, cap on va continuar el seu viatge®*.

P A. M. Dirac va rebre el Premi Nobel de Fisica al 1933, premi que va ser compartit amb el
fisic austriac Erwin Schrodinger. El prestigios reconeixement se li va atorgar “pel descobriment de
noves formes productives de la teoria atomica”, de manera que les seves contribucions fonamentals
en la formulacié de la mecanica quantica i 'equacid relativista per a I'electr6é van ser aspectes cru-
cials en la concessié d’aquest guardd. Després de passar la major part de la seva carrera associat
a la Universitat de Cambridge, finalment, a la década de 1970 es va traslladar a Florida. Alla va
unir-se al departament de fisica de la Universitat Estatal de Florida, on va continuar impartint do-
céncia i investigant fins que es va retirar. A Florida va ser també on va morir el 20 de octubre de 1984.

A continuacid, volem analitzar a trajectoria de Dirac cap a I'estadistica quantica que porta el seu
nom. Volem veure que va portar a Dirac a interessar-se per la mecanica quantica i, en concret, per
les estadistiques quantiques i veure si el cami que va seguir va ser analeg al de Fermi o completament
diferent.

Com hem comentat, abans d’esdevenir estudiant de Fowler al 1923 Dirac gairebé no tenia co-
neixements sobre la fisica atomica, la teoria Hamilton o la teoria general de transformacions. Pero
després d’estar un any a Cambridge ja dominava plenament tan la fisica quantica com la mecanica
estadistica. Tant era aixi que a 'estiu del 1925, Paul Dirac ja havia publicat prou treballs com per
ser reconegut com un fisic talentds que tenia gran habilitat per resoldre problemes teorics i per a I'iis
dels métodes matematics; i shavia guanyat un nom com a “fisic tedric prometedor a Cambridge”®®.

La trajectoria de Dirac que a nosaltres ens interessa comenca el 28 de juliol de 1925, quan
Heisenberg va donar una conferencia al club Kapitza de Cambridge titulada “Termzoologie und Ze-
emanbotanik”. En aquesta conferencia, Heisenberg va parlar de I'espectroscopia en el marc de la
OQT de Bohr i Sommerfeld i encara no va presentar els nous resultats que acabava de descobrir (el
treball sobre la reinterpretacié cinematica i dinamica encara no s’havia publicat). Tot i que no esta
clar si Dirac va assistir a la conferéncia de Heisenberg®®, Fowler si que va assistir a la conferéncia
i sembla que Heisenberg va mantenir xerrades informa’ls en les que Fowler va participar i aixi va
assabentar-se que el jove fisic havia formulat noves lleis espectroscopiques®”. A I’agost, Fowler va
rebre les proves d’impremta de Iarticle Umdeutung de Heisenberg i li va fer arribar a Dirac®® amb
una nota dalt de tot de la primera pagina que deia: “What do you think of this? I shall be glad to
hear”®. Cap a finals d’agost sembla que Dirac ja havia entes les novedoses idees del fisic alemany

4[Pais et al., 19987, p. 7

5[Kragh, 1990], p. 8-11

56Segons explica Kragh a [Kragh, 1990] (p. 14 i nota a peu de pagina nimero 1), Dirac ha donat varies
versions contradictories sobre aquest episodi. En alguna ocasié va assegurar que no havia assistit a la lecture
de Heisenberg, pero en una altra ocasi6 sembla que va dir que si que havia assistit perd que no recordava si
Heisenberg va parlar alla sobre la nova teoria.

7[Van der Waerden, 1967], p. 41

%8[Kragh, 1990], p. 14

%9[Kragh, 1990], p. 318
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i va desenvolupar la teoria portant-la més enlla del que ho havia fet Heisenberg, al adonar-se’n de
les implicacions que podia tenir que les relacions de Heisenberg fossin molt similars als paréntesis
de Poisson’®. D’aquesta manera, el 7 de novembre es va rebre a la revista Proceedings of the Royal
Society un article de Dirac titulat “Sobre la teoria de la mecanica quantica” (el tercer article sobre la
mecanica quantica en ordre cronologic i que és crucial en la nostra investigacié) només 9 dies abans
que Heisenberg, junt a Born i Jordan, enviessin a publicar la formulacié millorada de la mecanica
matricial.

En les segiients seccions, analitzarem breument les publicacions prévies a aquest article per veure
quin és el cami que va seguir Dirac cap a la construccié de la teoria de la mecanica quantica. En
contrast amb els articles de Heisenberg que hem analitzat al capitol anterior, els treballs de Dirac s6n
clars, directes, concisos i facils de seguir, tot i la dificultat dels conceptes que desenvolupen’?!.

5.2.1 Les equacions fonamentals de Dirac

En aquest apartat analitzem la publicacié de Dirac de desembre de 1925, on tracta per primera
vegada temes relacionats directament amb la mecanica quantica. El treball porta per titol “Les equa-
cions fonamentals de la mecanica quantica”’?2. Com que en aquell moment Dirac era un estudiant
de del Saint John’s College a Cambridge, 'article va ser comunicat per Fowler a The Proceedings of the
Royal Society of London.

Com ja hem dit, sembla que tan aviat com va llegir 'article de Heisenberg on reinterpretava les
equacions de cinematiques i mecaniques en el marc de la teoria quantica’® se’n va adonar de les im-
plicacions que podia tenir i va construir una teoria quantica de manera paral-lela a Born i Jordan’* a
partir de 'Umdeutung de Heisenberg. En una carta que li va enviar a van der Waerden el 26 de juny
de 1961, Dirac digué que primer no va copsar la rellevancia del treball de Heisenberg, pero que dues
setmanes després d’estudiar-lo, va veure que donava la clau per resoldre el problema de la mecanica
quantica’®. Sembla també que Dirac trobava la formulacié de Heisenberg complicada i va pensar
que seria possible reformular-la utilitzant 'esquema de la teoria de Hamilton que, a més, es podria
casar amb la teoria de la relativitat’®.

Amb la teoria de Bohr com a punt de partida, que implica les assumpcions especials que existei-
Xen estats estacionaris en els quals ’atom no radia i que existeixen unes certes regles (anomenades
condicions quantiques) que fixen aquests estats estacionaris i la freqiiéncia de radiaci6 emesa en les
transicions, Dirac explica que la idea general que sosté la teoria classica és que les lleis classiques sén
bones per a la descripcid dels estats estacionaris, tot i que fallen en el moment de les transicions. A
més, hi ha el principi de correspondéncia, que diu que la teoria classica ddéna el resultat correcte en
el cas limit en el que I'acci6 és gran en comparacié amb la constant de Planck h. A partir d’aquestes
consideracions, al llarg del segiient apartat de l'article Dirac construeix una ‘Algebra Quantica”:

7O Cassidy, 1992], p. 206

71 Aixi mateix ho corroboraria Bohr segons la reconstruccié de les seves paraules feta per Heisenberg a
[Heisenberg, 1972] (p. 87) que afirmava que Dirac es disgustava molt quan se li proposava alguna correccié
ja que el seu métode de treball consistia en pensar molt bé tot el que volia explicar i com havia de fer-ho abans
de redactar.

72[Dirac, 1925]

73[Heisenberg, 1925b]

74[Born and Jordan, 1925]

75[Van der Waerden, 1967], p. 41

78[Kragh, 1990], p. 16
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Suposa que partim d’un sistema dinamic multiple periodic i no-degenerat, amb u graus de lliber-
tat, definit per equacions que connecten les seves coordenades i els seus coeficients diferencials de
temps. Podrem resoldre el problema en la teoria classica a partir d’assumir que les seves coordenades
x poden ser expandides com a série de Fourier en el temps ¢, de manera que x(t) =Y., x, i@ §j
es substitueix aquest valor de x en les equacions dels moviment i s’equiparen els coeficients a banda i
banda de cada terme harmonic, les equacions obtingudes d’aquesta manera (anomenades equacions
A) poden determinar cadascuna de les amplituds x, i les freqiiéncies (aw). La solucié obtinguda no
és Unica, hi ha un feix u d’infinites solucions, que poden ser etiquetades agafant les amplituds i les
freqliencies com a funcions de u constants k;...k,. Cada amplitud x, i freqliencia (aw) és funcié de
dos conjunts de numeros, els a’s i les k’s i poden ser escrites com x;, (@w);. En la solucié quantica
del problema, d’acord amb els resultats obtinguts per Heisenberg, encara s’assumeix que cada coor-
denada pot ser representada per les components harmoniques, amb amplitud i freqiiéncia depenent
cadascuna de dos conjunts de nimeros n;...n, i my...m,,, en aquest cas tot enters i que s’escriuen com
x(nm), w(nm). Les solucions quantiques estan totes entrellagcades i s’han de considerar com un tot.
Lefecte matematic d’aixo és que, mentre que en el cas classic cadascuna de les equacions A és una
relacié entre amplituds i freqiiencies donat un particular conjunt de k’s, les amplituds i freqiiencies
en una equacié quantica A no tenen un conjunt particular de n’s, o per a qualsevol funci6 de les
n’s i les m’s, sind que tenen les seves n’s i m’s relacionades d’una forma especial, que es veura més
endavant.

Seguint Heisenberg, en la teoria quantica la relacié entre les freqiiéncies de dues transicions
s’escriura com

w(nm) + w(mk) = w(nk) (5.35)
i w(nm) és de la forma Q(n) — Q(m), on Qs sén els nivells de freqiiencia.

Dirac mostra a continuacié que en la teoria classica podem multiplicar els components de dos
harmonics relacionats amb el mateix conjunt de k’s:

aakei(aw)kt bﬂkei(ﬁw)kt — (ab)a+ﬁ’kei(a+[3,w)kt (5.36)

on (ab)yipk = Aaxbpk-
En la teoria quantica, de manera corresponent, podem multiplicar una component (nm) i una
component (mk) de la segiient forma

a(nm)e!®mt . p(mk)e' @Mt = gp(nk)el @kt (5.37)

on ab(nk) = a(nm) - b(mk), de manera que el producte de dues components d’amplitud a(nm) i
a(mk) equival a una amplitud a(nk). Aixo, junt amb la regla que només les amplituds relacionades
amb el mateix parell de conjunts de nombres poden océrrer a la vegada en una equacio A, reemplaca
la regla classica que totes les amplituds que trobem en una equacid A tenen el mateix conjunt de k’s.

En aquest punt, Dirac exposa que ja es poden realitzar les operacions algebraiques ordinaries
amb variables quantiques. D’aquesta manera, la suma de x i y ve determinada per

(x + y)(nm) = x(nm) + y(nm)

i el producte per
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xy(nm)= Zx(nk)y(km) (5.38)
k

similar al producte classic, que escriu com (xy)g = 2. X« Ya—rk- Hi una diferéncia important entre
els dues algebres, ja que en general

xy(nm) # yx(nm) (5.39)

per tant, el producte quantic no és commutatiu (tot i que si que és associatiu i distributiu). A la
quantitat amb components x y (nm) definida per (5.38), Dirac 'anomena producte de Heisenberg de
x iy, ilescriu simplement com xy.

Un cop establert tot aix0, ja som capacos de fer-nos carrec de les equacions del moviment en el
marc de la teoria quantica, decidint 'ordre correcte de les quantitats que intervenen en cadascun
dels productes (ja que al ser el producte no commutatiu en la teoria quantica, 'ordre de les quan-
titats fara variar el resultat final). Malgrat aix0, les equacions del moviment no seran suficients per
a solucionar el problema quantic. En la teoria classica, les equacions del moviment no determinen
les x 4%, Wy com a funcions de les k’s fins que no s’assumeix algun aspecte de les k’s que ajudi a

definir-les. Podriem, si volguéssim, completar la solucié triant les k’s que fan que % " on onkE és
s
-
I'energia que fa la k, igual a la variable d’accié J,. Explica Dirac que han d’existir, doncs, equacions

equivalents en la teoria quantica i que aquestes equacions constitueixen les condicions quantiques.

A partir de tot el que hem vist, la segiient pregunta que es formula Dirac és: com es deriva en la
teoria quantica? En l'apartat 3, analitza la derivacié quantica més enlla de les variacions respecte el
temps t. Vol determinar la forma més general de I'operacié quantica dd—v que satisfaci les lleis

d d d
—dv(x+y)— _dvx+_dvy (5.40)
i
d d d
—dv(xy)—(—dvx)y+x(—dvy). (5.41)

La primera de les lleis anteriors donada per (5.40), requereix que les amplituds dels component
de % siguin funcions lineals de x:

E(nm) = Za(nm; n’'m")x(n'm’) (5.42)

nm

que es redueix a
Z—j(nm) = Zk: x(nk)a(km) — a(nk)x(km).

Per tant, Dirac escriu que 'operacié més general que es pot realitzar sobre una variable quantica i
que compleix les lleis (5.40) i (5.41) és la de prendre la diferéncia dels seus productes de Heisenberg
amb alguna altra variable quantica:

d_x =xa—ax. (5.43)
dv
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En el segiient apartat de la publicacié, vol estudiar quines sén les condicions quantiques. Co-
menca preguntant-se a que correspon I'expressio (xy — yx) en la teoria classica. Per a fer-ho, suposa
que x(n,n—a) = x4 varia lentament amb les n (és a dir, n representa un nombre gran enfront a a).
Per ala y tindrem que la variacid és fa en funcié de 3, de manera que y(n,n—f3) = ygy. Podem dir
que k, = n.h és practicament equivalent a (n, + a,)h. Podem escriure I'expressié xy — yx en termes
d’aquestes n, a i f3:

x(n,n—a)y(n—a,n—a—p)—ymn,n—PR)x(n—pF,n—a—p)=

9x, y
_hZ{[jr Ky — ar—akﬁkxak}- (5.44)

De les variables accié-angle’”, sabem que

a
27 ] t=
nifypexpi(fw) o,

on w, son les variables d’angle, igual a w,t = 27. Llavors (xy — yx) correspon a

ih {8x dy 0Oy ax}

2144\ 0k, 0w, 0k, dw,

En aquest punt Dirac veu que si igualem les k. amb les variables d’accié J,, 'expressié anterior

esdevé 21’;1 cops el paréntesi de Poisson (que és una notacid classica inventada un segle abans per

Siméon Poisson):
dx 0 dy 9dx dx 0 Jdy 9x
[X,y]_z{ _y__y_}zz{__y__y_}
dw,dJ, Jw,dJ — (dq, dp, 94, 9p:
on les p’siles g’s son

[qr:qs]:O [pr’ps]zoa
[qr:ps] = 5rs =0 (r # s) (5.45)
=1 (r=s)

on &, és la delta de Kronecker que val 1 quan r =5 i 0 en cas contrari.
Els paréntesis de Poisson, a més, han de satisfer les lleis de la derivacié quantica (5.40) i (5.41),
que ara poden ser reescrites com

[x,2]+[y,z]=[x+y,2] (5.40)'

[xy,z]=[x,2]y +x[y,z2] (5.41)

Llavors, I'expressid [x, y] té un significat en la teoria quantica quan x i y sén variables quanti-
ques si prenem l'expressio elemental donada per (5.45). S’ha de fer 'assumpcid fonamental que les

diferencies entre els productes de Heisenberg de dos quantitats quantiques és igual a % vegades el
seu paréntesi de Poisson. Matematicament, aixo s’expressa:

77Per a més detall sobre el formalisme de Hamilton-Jacobi i les variables accié-angle, vegeu 'apéndix E.
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ih
xy—yx=—[x,y] (5.46)
21

Com hem vist, sabem que aquesta expressid €és equivalent en el cas limit de la teoria classica a
agafar les quantitats arbitraries k’s que etiqueten una soluci6 igual que J,, per la qual cosa sembla
raonable prendre (5.46) com l'expressi6 de les condicions quantiques generals. Aquesta expressio
sera molt important en el desenvolupament de la teoria quantica que fa Dirac en els segiients dos
articles, on assenta les bases de la nova estadistica quantica i que analitzarem més endavant.

No és obvi que la informaci6é donada per I'expressié (5.46) sigui consistent. A causa de que les
quantitats en ambdds costats de (5.46) han de satisfer les lleis (5.40) i (5.41) o, equivalentment
(5.40)’ i (5.41)’, Dirac acaba exposant que les tiniques condicions independents que ens déna l'ex-
pressié (5.46) son aquelles en les que x iy sén piq:

h
pq—aqp =5 _-[p.q] (5.47)
Tl
qr9s — 459, = 0
PrDPs — DPsPr = 0 (548)

qrPs — Psqr = 6r3ih/277

Per a raonar si les condicions quantiques anteriors son consistents entre elles i amb les equacions
del moviment, ens explica que hem de pensar que la correspondéncia entre la teoria quantica i la
teoria classica no es troba tant en el limit de h — 0 com en el fet que les operacions matematiques
en les dues teories obeeixen en molts casos les mateixes lleis. Son les operacions classiques i les
quantiques les que no sén iguals.

Com hem vist, Born i Jordan havien derivat poc abans la mateixa relaci6 (5.47), tot i que tant
ells com Dirac no eren conscients que havien publicat la mateixa relacié practicament a la vegada’®.
Ells també havien deduit la llei de conservaci6 de I'energia pero no van arribar a veure la connexio
amb els parentesis de Poisson. Sembla que també el fisic america John Slater va arribar als mateixos
resultats que Dirac quan va llegir la publicacié de Born i Jordan mesos més tard (degut al temps
que tardaven a arribar a Ameérica les noves publicacions)79. Pel que fa a la identitat (5.48), Kramers
també hauria copsat la relacié entre el parentesis de Poisson i els commutadors quantics, tot i aixo,
no li va semblar que aix0 tingués cap implicacié i només li va servir per confirmar la seva creenca
que els problemes en la mecanica quantica tenien sempre un equivalent classic®. Van der Waerden
explica que li va preguntar a Dirac com havia arribat a la férmula (5.46), si ho havia fet seguint el
cami indicat a I'article i si primer havia arribat a la férmula (5.46) i després als casos especials (5.48)
o a la inversa. Dirac li va respondre®!:

Vaig obtenir la férmula per al paréntesi de Poisson abans que els casos especials. Vaig
obtenir la féormula general seguint la linia indicada a l'article, treballant amb el cas
de nombres quantics grans. En aquell moment, jo estava esperant trobar algun tipus
de connexi6 entre la nova mecanica i la dinamica de Hamilton (ja que la dinamica
de Hamilton s’utilitzava molt amb el desenvolupament de Sommerfeld de la teoria de
Bohr) i em va semblar que aquesta connexi6 es podia demostrar millor amb nombres
quantics grans.

78[Pais et al., 1998], p. 5

7?[Kragh, 1990], p. 21

80[Kragh, 1990], p. 22

81Fragment de la carta de Dirac a Van der Waerden del 21 d’agost de 1961, reproduit a [Van der Waerden,
19671, p. 42
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Les condicions quantiques de I'expressio (5.48) resolen, en la major part dels casos, les dificul-
tats derivades de I'ordre de les quantitats que intervenen en les equacions del moviment: I'ordre no
importa, a no ser que p, i g, siguin multiplicades entre elles, i aix0 mai passa en un sistema que
pugui ser descrit per una funcié potencial que depengui només de les ¢’s i una energia cinetica que
sigui funcié només de les p’s. Dirac conclou que cap expressié classica que es troba en la teoria de
Kramers i Heisenberg sobre la dispersi6 dels atoms té components que siguin de la forma que em
vist en (5.43), amb k, = J, interpretada en la teoria quantica tal i com es fa en aquest article. Dit
aixo, cap quantitat classica que involucri coeficients diferencials pot ser interpretada en termes de la
teoria quantica si no es pot posar en aquesta forma.

Es important veure quines propietats tenen els paréntesis de Poisson quantics i Dirac es disposa
a fer-ho en l'apartat 5 de la publicacidé, on vol deduir alguns resultats que sén independents de
I'assumpcio de les condicions quantiques (5.46) i (5.48).

Comenca explicant que els paréntesis de Poisson, satisfan la identitat classica

[x,y,2] =[x,y ] 2]+ [[y,2], x]+[[z,x],y] =0 (5.49)

i, en el marc de la teoria quantica, 'expressi6 anterior és certa quan x, y i z s6n p’s o g’s.
Si H és el Hamiltonia del sistema, les equacions del moviment classicament s’escriuen com:

pr:[pr,H] qr:[an]
Dirac mostra que de les lleis (5.40)’ i (5.41)’ en la teoria quantica tenim que:
% =[x,H] (5.50)

per a qualsevol x. I que si A és una integral de les equacions del moviments en la teoria quantica,
llavors [A, H] = 0 iles variables d’acci6 J, han de satisfer també aquesta condicié. A més, les variables
P. iQ, han de ser canoniques:

[Q,,Q]=0, [P,P]=0 (5.51)
[Q,, P ] =0y (5.52)

i aquestes condicions també s’han de prendre en la teoria quantica com les condicions que fan que
les variables P, i Q, siguin canoniques.

Finalment Dirac analitza el cas dels estats estacionaris, és a dir, estats que no varien amb el temps.
En el cas de tenir una quantitat C que no varia amb el temps, aquesta té totes les seves components
(nm) igual a zero excepte aquelles que compleixen n = m. Cadascun d’aquestes components C(nn),
diu Dirac, pertany a un estat de la mateixa manera que una energia pertany a una configuracié en la
teoria classica. Els components d'una quantitat quantica variable estan tan entrellagats, perd, que és
impossible associar la suma d’alguns amb un estat determinat. En el cas de tenir totes les quantitats
constants, la relacié entre aquestes quantitats quantiques es pot reduir a una relacié entre C(nn)’s
que pertanyen a un estat definit n, que és estacionari. Aquesta relacié sera la mateixa que en el
marc de la teoria classica, ja que Dirac recorda que les lleis classiques continuen sent valides per a
la descripcié d’estats estacionaris. En particular, 'energia sera la mateixa funcié de les J’s que en el
cas classic. Segons Dirac, aquesta és la justificacié de perque Bohr assumeix la naturalesa mecanica
dels estats estacionaris. No obstant, és important remarcar que les variables quantiques associades
a un estat estacionari de Bohr, que son les amplituds i freqiiéncies del moviment orbital, no tenen
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significat fisic i, per tant, no tenen importancia matematica. Establert aix0, Dirac aplica I'expressié
(5.50) al'equacio6 (5.46) i arriba a

H(nn)—H(mm) = %w(nm). (5.53)

que és justament la relacié de Bohr que connecta les freqiiencies amb la diferéncia energetica entre
dos estats. Com que aquesta relacid tenia l’estatus de postulat en la OQT, Dirac es va sentir molt
satisfet d’haver pogut arribar-hi mitjancant la seva teoria.

Per acabar, Dirac remarca que tot i que només s’han considerat sistemes periodics multiples, no
sembla que hi hagi cap rad per pensar que les equacions fonamentals (5.46) i (5.48) no apliquen en
el cas de sistemes no-periodics.

Es important remarcar que les relacions de commutacié es van obtenir per diversos fisics a la
vegada. A part de Heisenberg i Dirac, Wolfgang Pauli i Hermann Weyl també havien proposat les
noves relacions de commutacié (tot i que no es va arribar a publicar)®2.

5.2.2 La investigacid preliminar de ’atom d’hidrogen

Malgrat el rapid desenvolupament de la nova teoria quantica, gran part de la comunitat cientifica
tenia una actitud més aviat escéptica envers ella. Molts dels fisics de 'época esperaven veure si
empiricament també donava tant bons resultats com semblava que s’obtenien teoricament. El fisic

estatunidenc John H. Van Vleck va expressar-ho de la segiient manera®3:

Vaig esperar amb ganes a veure si algi mostrava que 'atom d’hidrogen sortia amb els
mateixos nivells d’energia que en la teoria original de Bohr, en cas contrari, la nova
teoria seria una il-lusid.

Rapidament després de la publicacié de I'article anterior de Dirac, al gener de 1926 va apareéi-
xer un segon article on tractava l'algebra de la nova mecanica quantica i abordava directament el
problema plantejat per Van Vleck. Aquest article, titulat “Mecanica quantica i una investigacio preli-
minar de 'atom d’hidrogen”®*, també va ser comunicat per Fowler a la revista de la Royal Society. La
publicacié comenca parlant de les lleis algebraiques que governen les variables dinamiques. Dirac
explica que la teoria electrodinamica classica serveix per explicar amb éxit molts aspectes atomics,
pero que falla en alguns aspectes fonamentals i habitualment s’havia pensat que aquesta dificultat
residia en que alguna assumpcié de la teoria classica era falsa. Com ja feia en la publicacié anterior
de desembre de 1925, remarca que en una publicacié recent de Heisenberg®® es déna la clau sobre la
qliestio: si x i y sén funcions de les coordenades i moments del sistema, en general tindrem que xy
no és igual a yx. Enlloc de satisfer la llei commutativa de la multiplicacio, les variables canoniques
q,,p, (r =1,...,u) d'un sistema amb u graus de llibertat satisfan les condicions quantiques (donades

per 'expressi6 (5.48) analitzada en I'apartat anterior). Dirac afirma que®°:

El fet que les variables usades per a descriure el sistema dinamic no satisfaguin les lleis
de commutacio, significa, per suposat, que no sén numeros en el sentit de la paraula
préviament usat en matematiques.

82[Kragh, 1990], p. 20; [Duncan and Janssen, 2023], p. 454
83Reproduit a [Kragh, 1990], p. 22

84[Dirac, 1926b]

85[Heisenberg, 1925b]

86[Dirac, 1926b], p. 562
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Es per aix0 que Dirac diu que hi ha, doncs, dues classes de ntimeros: els “g-numbers”, que seran les
variables quantiques i els nimeros de les matematiques classiques que satisfan la lleis de commutacid,
els “c-numbers”. Els g-numbers diu que soén dificils de descriure. Per exemple, afirma, un no pot dir
que un g-number sigui més gran que un altre. Sabem, pero, que satisfan les lleis de I'algebra, excepte
la llei commutativa de la multiplicacié. Com a conseqiiéncia, una funcié f(z) d'un g-number z no es
pot definir de manera analoga a com es feia en el cas de funcions de variables c-number reals, sind
que només se’n pot definir la relacié algebraica que relaciona f(z) amb z. Per a poder comparar
els resultats d’'una teoria que inclou g-numbers amb els resultats experimentals, afirma que hi ha
d’haver alguna manera de representar els g-numbers mitjancant c-numbers. Es a dir, un ha de poder
calcular els nombres classics que representen x + y, xy i ¥x quan se li donen dos nombres classics
que representen x i y.

A la seccid 2, Dirac defineix el paréntesis de Poisson per a dos nombres quantics x i y com

xy —yx =1ih[x,y]. (5.54)

i en dona totes les seves propietats (que no enumerem aqui perqué no aporten valor a la nostra
investigacid).

Mitjancant els paréntesis de Poisson, Dirac escriu que les equacions classiques del moviment d’un
sistema determinat en la teoria classica per un Hamiltonia H que és funci6 de les p’si les ¢’s com:

x=[x,H]. (5.55)

Dirac afirma que en la teoria quantica, el Hamiltonia sera un gq-number i, en el cas d’un sistema
multiperodic, per tal de poder representar els g-numbers mitjancant c-numbers la x s’ha de represen-
tar per les component harmoniques x(nm)e®™,

Partint d’'un conjunt de variables g,, p, que satisfan les relacions de commutacié de Heisenberg,
Dirac estableix que el conjunt de variables Q,, P, seran canoniques si es poden escriure amb elles les
expressions (5.51) i (5.52) i que les relacions entre les variables originals i les canoniques s’han de
poder escriure de la forma:

Q, = bq, b7, P.=bp, b (5.56)

de manera que Dirac hauria redescobert la formula de Born per a les transformacions canoniques,
tot i que no sembla que li atorgui un paper massa rellevant.

Dirac també s’endinsa en les diferencies fonamentals entre I'algebra de la mecanica classica i la
de la mecanica quantica, centrant-se particularment en la naturalesa no commutativa de les varia-
bles quantiques que ha anomenat g-numbers. La discussid de Dirac es tant profunda com técnica,
emfatitzant el punt de partida des de I'algebra classica degut a la no commutativitat dels operadors
mecanicoquantics. Dirac explora les implicacions d’aquesta algebra no commutativa per a definir
funcions de g-numbers i la diferenciacié i 'expansio de funcions en termes dels g-numbers, assentant
aixi les bases per a la descripcié quantica dels sistemes dinamics. La secci6 és crucial per entendre
I'estructura algebraica que sustenta la mecanica quantica, destacant els aspectes nous i no intuitius
de la teoria que es desvien de la fisica classica. Tot i aix0, nosaltres no entrarem en detall aqui, ja
que el contingut de la seccié no aporta valor a la nostra investigacié sobre la indistingibilitat de les
particules i l'origen de I'estadistica quantica.

A continuaci6 s’analitza el cas d’'un sistema multiperiodic en la teoria quantica. En aquesta sec-
ci6, Dirac estableix les propietats fonamentals que defineixen un sistema dinamic com a periodic
multiple dins del marc de la teoria quantica, destacant-ne les propietats clau. En primer lloc, els sis-
temes periodics muiltiples es caracteritzen per un conjunt de variables uniformitzant J,., que sén les
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variables accié-angle®’, les quals sén considerades variables canoniques. Aixd significa que satisfan
relacions especifiques de commutacio, indicatives de I'estructura quantica subjacent al sistema. Per
exemple, els parentesis de Poisson entre aquestes variables tenen valors especifics; com [J,,J;] =0,
que demostra la naturalesa quantica d’aquestes relacions. En segon lloc, es destaca que el Hamiltonia
H, que descriu I'energia total del sistema, és una funcié exclusiva de les variables J. Aixo implica que
la dinamica del sistema pot descriure’s completament en termes d’aquestes variables uniformitzants,
la qual cosa és crucial per a la quantificacié del sistema. A més, les variables originals del sistema,
com les coordenades i els moments, son funcions periodiques de les noves variables. Aixo vol dir
que poden ser expressades en series de Fourier, amb components que depenen de les variables J i
exhibeixen periodicitat amb un periode de 27t. Com es veu, doncs, les variables no sén simplement
numeros sind operadors que satisfan relacions de commutacié complexes.

Mostra, doncs, que per a un sistema multiperddic els g-numbers es poden representar per matrius
de tal manera que el producte xy es representa pel producte de matrius. En la nostra terminologia
actual, els sistemes multiperodics son sistemes que tenen un espectre energetic purament discret i,
estrictament parlant, la representacié matricial es pot aplicar només a aquest cas. Lenfocament més
general de Dirac presenta 'avantatge que també té significat quan un espectre o una part d’ell es
continu. Dirac se’n va adonar aixo clarament tal com mostra al final de la seccié 18 quan diu®’:

[...] un g-number es pot representar per c-numbers d’aquesta manera quan té les propi-
etats periodiques necessaries. Un g-number encara té un significat i es pot utilitzar per a
I'analisi quan el sistema no es multiperodic, encara que no hi ha manera de representar-
lo mitjancant c-numbers.

Dirac utilitza totes aquestes propietats per desenvolupar un marc per a I'analisi quantica de sis-
temes dinamics que sén periodics en el temps. La seccid 4 és essencial per comprendre com Dirac
generalitza conceptes de la mecanica classica a la mecanica quantica, introduint un formalisme ma-
tematic que permet descriure de manera efectiva sistemes quantics complexos. Aquest enfocament
és fonamental per a la descripcié de sistemes quantics, especialment en el context de 'atom d’hi-
drogen que Dirac resol a les seccions 5-7 de la publicacid, on aquestes idees ajuden a explicar les
propietats espectrals observades experimentalment. Dirac mostra que les freqiiéncies de transicié
per a 'atom d’hidrogen sén

_mmet [ 1 1
h \P2 (p+y

(5.57)

on n és un enter. Dirac se'n va adonar que, quan la quantitat P és un enter multiple de h/2m, el
resultat (5.57) coincideix amb els que havia obtingut Bohr experimentalment al 1913, pero no va
ser capac¢ de demostrar que P havia de ser sempre un enter multiple de h/27 i, per tant, no es pot
dir la derivacié de Dirac de I'espectre de 'hidrogen sigui completa.

Kragh explica®® que Dirac sabia que Pauli ja havia obtingut una derivacié de I'espectre de I'hi-
drogen (Heisenberg ’havia informat a través d’una carta amb data 20 de novembre de 1925) i havia
llegit part de la publicacié de Pauli abans de la seva publicaci6. Malgrat que Pauli hauria resolt
I'espectre de I'hidrogen abans que Dirac, el treball de Dirac va aparéixer publicat abans. Aixd va

87Vegeu I'apéndix E per a més detall sobre aquestes variables.
88[Van der Waerden, 1967], p. 59

89[Dirac, 1926b], p. 563

P[Kragh, 1990], p. 23
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ser resultat en part de la rapida impressié per part de la revista Proceedings of the Royal Society i
també a un cert retard que va sofrir la publicacié del treball de Pauli. No obstant aixo, la derivacio
de Dirac és completament diferent i molt més general, ja que el seu metode incloia un tractament
de les variables accié-angle que Pauli encara no havia arribat a desenvolupar.



Capitol 6

L’estadistica quantica en les publicacions
de Heisenberg

Després de la investigacié portada a terme, creiem que Heisenberg estableix les bases de la nova
estadistica quantica incorporada a la teoria matricial a través de quatre publicacions.

La primera d’aquestes publicacions és l'article “El problema de molts cossos i la ressonancia en
la mecanica quantica”®, on Heisenberg aborda les interaccions entre particules en un sistema amb
multiples cossos. Aquest és I'article més rellevant en el marc de la nostra investigaci6 ja que és on
Heisenberg introdueix el concepte de ressonancia que, com veurem més endavant, és la manera com
ell incorpora els efectes de la indistingibilitat de les particules. L'analitzem a la secci6é 6.1 d’aquest
capitol.

Les altres tres publicacions, que hem considerat complementaries per tal de poder obtenir la
imatge completa de la visié estadistico-quantica de Heisenberg son: “Sobre els espectres de sistemes
atdomics amb dos electrons”?, que veurem a la seccié 6.2.1, publicacié en la que Heisenberg analitza
I'espectre d'un sistema atomic amb dos electrons com a cas especial del problema d’un sistema format
per moltes particules en la mecanica quantica; I'article que porta per titol “Fluctuacions i mecanica
quantica”, que Heisenberg publica també a la revista Zeitschrift fur Physik 'any 1926 i que veurem
ala secci6 6.2.2, on reafirma el caracter discontinu de I'energia i advoca a favor de visié corpuscular
de la materia, com una reaccid en contra de la teoria ondulatoria; i, per ultim, la publicacié titulada
“E]l problema de molts cossos i la ressonancia en la mecanica quantica II”#, que és una recopil-lacié
i correccié de la feina feta en les publicacions anteriors® en la que busca generalitzar el seu model
per al cas d’n cossos, analitza casos concrets i posa exemples numerics de la teoria desenvolupada
per Heisenberg per a tractar el sistema format per més d’'un cos idéntic. El resum inicial de I'article
diu aixi®:

Les lleis de la mecanica quantica s’apliquen a atoms amb multiples electrons. En parti-
cular, s’'investiga la qiiestio de com es relaciona el fenomen de la ressonancia mecanica

![Heisenberg, 1926a]

2[Heisenberg, 1926c¢]

3[Heisenberg, 1926b]

*[Heisenberg, 1927a]

SEn aquest treball Heisenberg ja identifica correctament les estadistiques de Bose-Einstein i de Fermi i les
cita correctament.

®[Heisenberg, 1926a], p. 411
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quantica amb l'estructura multiplet dels sistemes complicats d’atoms. El mateix feno-
men de ressonancia s’estudia en la teoria de les molecules i els seus espectres de bandes
i hi condueix a una interpretacié6 de la coneguda anomalia d’intensitat en determinades
bandes de rotacid.

No dedicarem una seccié a comentar aquesta publicacié com fem amb la resta, ja que no n’hem
fet una analisi extensa perqué hem vist que no aporta valor a la nostra investigacio.

6.1 El problema de molts cossos en la mecanica quantica

Amb la hipotesi de 'espin de I’electré que havien proposat George Uhlenbeck i Samuel Goudsmit
a la tardor del 19257, molts fisics van comencar a tenir 'esperanca de poder trobar una solucié per
al problema de I’heli i una explicacié per a la regla d’exclusié de Pauli®. En aquesta tessitura situem
la primera de les publicacions de Heisenberg de la série de quatre treballs que hem considerat semi-
nals pel que fa a la fundacid de les estadistiques quantiques en el context de la mecanica matricial.
Consisteix en un article de 15 pagines, rebut en alemany a la revista Zeitschrift fur Physik I'11 de
juny del 1926 i publicat el 24 d’agost del 1926 i que porta per titol “El problema de molts cossos i la
ressonancia en la mecanica quantica”.

Aquesta publicaci6 (i les altres dos de Heisenberg que analitzarem a la seccid segiient) ha estat
analitzada préviament per alguns autors tot i que, costa trobar analisi en profunditat de I'article com
la que nosaltres volem portar a terme. En la nostra investigacié hem consultat sobretot la feina feta
per Duncan i Janssen al 2023'° i Monaldi a 'any 2013!!, que ens han servit com a referéncia. Previ a
aquests treballs, hi ha un llibre escrit per George Birtwistle!? a 'any 1928, en el que es dedica a ana-
litzar els darrers desenvolupaments de la mecanica quantica existents en aquell moment, entre ells
larticle de Heisenberg que ens ocupa. No obstant, com diu Jaume Navarro'?, el llibre de Birtwistle
és decebedor des del punt de vista pedagogic. Al contrari del que nosaltres pretenem fer, Birtwistle
no entra al fons dels desenvolupaments fets per Heisenberg i es dedica només a fer un simple re-
lat, llistant quines sén les idees més noves i els ultims desenvolupaments que s’havien publicat fins
aleshores en el marc de la mecanica quantica. En paraules de Fowler!4, “[Birtwistle va donar] una
reproduccié convenient i fidel pero acritica de gran part del treball previ a la teoria”.

En aquest article Heisenberg vol proporcionar un fonament pel tractament quantic del problema
de molts cossos i el “caracteristic fenomen de ressonancia” que es detecta en un sistema d’aquest
tipus. Segons ell mateix diu en el resum inicial, també s’establira una relacié entre el resultat obtingut
i el comptatge de Bose-Einstein i el principi d’exclusié de Pauli. Veiem doncs que aquest treball esta
directament relacionat amb el sorgiment de I'estadistica quantica, que és el nostre tema d’interes. Per
una banda, veurem quin és el comptatge que obté Heisenberg a partir del seu metode i també com
aquest és relaciona amb el metode desenvolupat per Bose i Einstein. També podrem analitzar quin
paper juga el principi d’exclusié de Pauli en 'estadistica quantica dins del marc de la nova mecanica

7[Uhlenbeck and Goudsmit, 1925]

8[Pauli, 1925]

°[Heisenberg, 1926a]

19TDuncan and Janssen, 2023], p. 71-79, 532-545
H[Monaldi, 2013], p. 129

12[Birtwistle, 1928]

13[Navarro, 2013], p. 243

14Reproduides a [Navarro, 2013], p. 244



6.1. EL PROBLEMA DE MOLTS COSSOS EN LA MECANICA QUANTICA 125

quantica, ja que el métode de Fermi (on el principi d’exclusié ja s’ha tingut en compte, a difereéncia del
meétode de Bose-Einstein que és anterior a la publicacié de Pauli on el formula) s’emmarca encara dins
la teoria quantica antiga. Per altra banda, analitzarem que és el que Heisenberg anomena fenomen
de ressonancia i quina relacié té aquest fenomen amb la propietat d’indistingibilitat de les particules.

Larticle comenca explicant que fins aquell moment la mecanica quantica només s’havia aplicat
a sistemes consistents en una massa en moviment, degut a les dificultat matematiques, i que no és
fins els treballs recents de Schrodinger'® que s’han comencat a produir avencos. Explica que Schro-
dinger, partint de la teoria ondulatoria de De Broglie'®, ha descobert una via matematica que porta
de manera més comode cap a la regi6 de la mecanica quantica. Segons la teoria desenvolupada
per Schrodinger hi ha una similitud formal molt estreta entre '0ptica ondulatoria en ’espai multidi-
mensional i la mecanica ondulatoria, de la mateixa manera que la hi ha entre la mecanica classica
i 'optica geometrica en I'espai multidimensional de Hamilton. Per un sistema amb f graus de lli-
bertat, Schrodinger substitueix el problema mecanicoquantic per un problema de valors propis en
un espai amb f dimensions: les energies dels estats estacionaris son els valors propis del sistema i
els elements de matriu apareixen com a coeficients d’'un desenvolupament de funcions propies, de
manera que si es troben les funcions propies es poden determinar els elements d’amplitud mitjan-
cant una quadratura pura. Heisenberg remarca que hi ha, pero, una diferencia important entre el
seu punt de vista i el de Schrodinger pel que fa a la interpretacié del formalisme matematic: en la
mecanica matricial les equacions es basen en les observacions fisiques i per aixo no s’ha d’intentar
estendre les imatges visuals. Per il-lustrar-ho, Heisenberg se centra en 'exemple de l'electr6 rotant.
Explica que tal i com ell ho veu, el metode de Schrodinger no presenta una teoria ondulatoria de la
materia en el sentit de De Broglie. La transicié d’'un espai d’f dimensions i el calcul de la velocitat
d’ona a partir de les energies potencials reciproques de les particules, implica un préstec de les idees
de la teoria corpuscular i si es pogués desenvolupar una teoria ondulatoria de la materia en l'espai
ordinari tridimensional conseqiient, corresponent al marc donat per De Broglie i Einstein, s’hauria
donat una descripci6 gairebé exhaustiva dels processos atomistics en termes de les idees ordinaries
espai-temporals que es tenien aleshores. Remarca que tenint en compte la cada cop més estreta ana-
logia entre la llum i la materia, es podria pensar que una teoria ondulatoria de la matéria permetria
una descripci6 de les experiéncies atomistiques, de la mateixa materia que una teoria ondulatoria
de la llum explicava les experiéncies optiques. Aquest fet, segons ell, posa encara més émfasi en
que la mecanica matricial estigui basada en la idea corpuscular de la matéria. Heisenberg també
remarca que les dificultats fisiques no s’han de discutir en aquest treball ja que, tenint en compte
l'estat de la qliestio, es dona per satisfet en haver pogut comprovar que el metode de Schrodinger i la
mecanica matricial es complementen entre si. En definitiva Heisenberg fa una critica a les funcions
d’ona de Schrodinger i remarca que ell té clar que per al problema de molts cossos és més util la
seva metodologia que la de Schrédinger. Per tot aixo, ell se centrara en la versié corpuscular de la
mateéria.

Ja hem dit que l'objectiu de la investigacid és el tractament de sistemes compostos per diversos
punts massics. En aquest context s’identificaven en aquella época un série de dificultats, com la
manca d’analegs de la teoria de De Broglie i la prohibicié de Pauli en la mecanica quantica, aixi
com problemes en la interpretacié dels espectres d’alcalinoterris i de I'heli (que es poden resumir
en una distancia entre els sistemes singlet i triplet massa gran com per ser interpretada com una
diferéncia en l'intercanvi energétic magneétic dels dos electrons en rotacié). En aquella epoca no
s’entenia el motiu pel que semblava que I'heli presentava dues linies espectrals superposades i, com

15[Schrédinger, 1926f]
16[De Broglie, 1925]
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avancament del que veurem en aquesta seccid, Heisenberg resoldra aix0 a partir del desdoblament
de les funcions d’ona en dos, una simetrica i una antisimetrica, degut a la introduccié de I’espin i
del principi d’exclusié de Pauli. La investigacié segiient, segons ell mateix explica, pretén analitzar
de manera precisa les conclusions derivades d’aplicar la mecanica quantica al problema de muiltiples
electrons. Avanga que com a resultat d’aix0, aquesta analisi resol les dificultats esmentades i estableix
una connexié amb el comptatge de Bose-Einstein!”.

A la primera seccié es planteja el problema de molts cossos més senzill que es pot plantejar: el
d’un sistema de dos oscil-ladors acoblats. Com és sabut, un sistema d’aquest tipus sempre es pot
descompondre en dos oscil-ladors desacoblats si 'energia d’intercanvi és una funcié quadratica de
les coordenades. Segons Heisenberg, aquest exemple ofereix 'avantatge que no presenta diferéncies
en el tractament a partir de la teoria classica, la teoria quantica vigent fins aquell moment (OQT) i
la nova mecanica quantica (tot i que deixa clar que haurem de renunciar a 'analeg mecanico-classic
quan es tracten sistemes més generals).

En el cas d’'un sistema atomic que té totes les seves parts iguals (els electrons) i que estan sotmesos
a forces també iguals (és a dir, un sistema formats per dos electrons que oscil-len amb la mateixa
freqliencia), Heisenberg escriu que el hamiltonia que el caracteritza és el segiient:

H= %prr%wzq%+$p§+%wzq§+mkqlq2; (6.1)
on les masses i freqiiencies dels dos oscil-ladors que es consideren acoblats sén iguals. En aquesta
equacio, q;,g» son les coordenades i p;, p, els moments, m la massa dels cossos (electrons), w la
freqiiéncia dels oscil-ladors i A la constant d’intercanvi. Liltim terme de I'equacié anterior repre-
senta, doncs, la interacci6 entre els dos electrons mentre aquests encara estan acoblats. Aplicant la
transformacio coneguda

/ 1 , 1
q; = E(ql +q2), q,= E(ql —q5), (6.2)

on ¢ i g5 sén els modes propis de vibracié de les dues particules quan s’han desacoblat (q] és el
moviment del centre de masses i g, representa la distancia entre les dues particules), els oscil-ladors
queden sense interaccio entre ells i el Hamiltonia no tindra el terme d’interaccié A, de manera que
I'equacié (6.1) es transforma en:

H=—pl+—w?qt+—pl+—w 6.3
D1 qq D3 d5 (6.3)

1 =a)2+kiw/22:co2—7t.

A més, el Hamiltonia H es descompon en dues energies d’oscil-lacié que corresponen a les dues
“freqiiencies principals”. Si només esta excitada la primera g}, les dues particules vibren en fase en
el mateix sentit i si només esta excitada la q;, vibren alhora en sentits oposats (amb una diferencia
de fase m) com es mostra a la figura 6.1.

Les energies dels estats estacionaris del sistema global queden representades per la igualtat:

/ /
w-h 1 woh 1
_ 1 /- 2 /-
Hy =2 (145 )+ 52 (m+3) 6.4
17Cita l’article de Bose [Bose, 1924] i en una nota a peu de pagina diu que I'aplicacié de I'estadistica de Bose

a particules materials, que té a veure amb el que ell fara a continuacid, esta donada a la publicacié d’Einstein
[Einstein, 1924] i [Einstein, 1925a].

/
on w2
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7 %

Fig. 1.
Figura 6.1: Figura 1 de l'article [Heisenberg, 1926a] (p. 415)

on n’ i n; sén nombres sencers.

A partir d’aquesta igualtat Heisenberg designa cada terme amb dos subindexs nf,n; i obté la
figura 6.2. Val la pena remarcar que en aquest punt del treball Heisenberg apunta que encara no ens
hem de fixar en la diferéncia entre els punts (-) i creus (+) en aquesta figura.
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Figura 6.2: Figura 2 de l'article [Heisenberg, 1926a] (p. 415)

La publicacié continua amb I'analisi de les possibles transicions. Per tenir una analogia amb els
sistemes atomics, Heisenberg planteja el cas en que els dos oscil-ladors sén dues particules carrega-
des. Donat que les particules podran oscil-lar o bé en el mateix sentit o bé en oposicid, el moment
dipolar eléctric ve essencialment donat per Q; + Q,. Com es veu facilment a partir de la figura 6.1,
només el primer mode propi té un moment dipolar eléctric. Al tractar-se d'una funcié sinusoidal,
pel principi de correspondeéncia de Bohr, aix0 implica que només tenen lloc transicions de n} = 1, o
sigui, en la figura 6.2 només hi haura transicions en direcci6 vertical.

A causa de la simetria en Q; i Q,, al calcular el quadrat o el cub de Q}, no s’obté cap diferéncia
en el resultat si s’'intercanvien les particules 1 ila 2. En canvi, en el cas de Q’z, que és larestade Qq i
Q,, veiem que si que hi ha una diferéncia significativa si s'intercanvien les particules degut al signe
menys. El quadrat i el cub de Q;, s’escriuen com:

Q2 =Q%—2Q,Q,+Q2
QP =Q3-3Q%Q, +3Q:Q2 - Q3

En el cas de Q;, doncs, no podem tenir poteéncies d’ordre senar perque, a causa dels termes amb
signe negatiu, el sistema no és invariant sota una permutacio entre les dues particules. Simplificant:



128  CAPITOL 6. L’ESTADISTICA QUANTICA EN LES PUBLICACIONS DE HEISENBERG

n;, només pot tenir variacions de valor parell ja que, si no és aixi, surt una diferéncia Q;Q, diferent
de I'obtinguda en les expressions anteriors. En canvi, n} no té cap restriccié en la manera en la que
pot variar. Veiem llavors que mentre n} canvia d’'una unitat en una unitat, n;, només pot variar de dos
unitats en dos unitats. Amb aixo s’introdueix la limitacié que els termes representats per - (parells)
sempre transicionen cap a un altre estat - mentre que els representats per + (senars), ho fan sempre
cap a un altre estat tipus +. Es per aixo que en la figura 6.2 només es poden produir transicions en
la direccié vertical, sempre sobre la mateixa columna. Heisenberg també afirma que'®:

Lesquema de termes de la figura 6.2 també es pot descompondre en dos sistemes (+ i

-), fins al punt que només sén possibles combinacions internes al sistema +, o respec-

tivament -, i mai sén possibles combinacions entre ells. I’abseéncia d’intercombinacions

esta assegurada per la identitat original dels oscil-ladors acoblats.

Afegiriem: i també per la condicié que hem vist sobre les n en el cas de variacions senars sobre
elles: un punt (-) mai pot passar a ser una creu (+), perqué per passar de la série dels punts a la
seérie de les creus, n’2 hauria de variar en un nimero senar.

Hem vist com Heisenberg assimila una “propietat” que presenten els sistemes formats per parti-
cules carregades identiques, com una “simetria” entre Q; i Q,. Aquesta simetria li permet identificar
quines transicions estaran prohibides i quines podra realitzar la particula en el sistema.

En aquest punt Heisenberg es planteja la segiient qiiestid: si per un moment tenim en compte la
identitat original dels oscil-ladors, en el tractament quantic apareix un problema d’indeterminacio
caracteristica degut a aquesta falta d’intercombinacions. Es pregunta'®: “Es realitzen a la natura els
dos sistemes + i -, 0 només els sistemes -, 0 només els +?” La resposta que dona és que tant els
sistemes de - com els de + sén una solucié del problema plantejat amb I'equacié (6.1), igual que la
combinacié de tots dos sistemes. Heisenberg remarca que:

Aquesta indeterminaci6 de la solucié mecanicoquantica és el resultat més essencial de
la investigacié.

Aquesta “doble solucid” sera la clau per entendre finalment I'espectre de I'heli i de I'id liti i perme-
tra explicar tots els aspectes que no tenien rad de ser en el marc de I'antiga teoria quantica. Avancem
que la doble funcié d’ona solucid del problema és la causa de la doble série de linies espectrals que
s’observa en I'espectre dels elements d’aquest tipus: la funcié d’ona espacial simetrica dona lloc, tipi-
cament, als estats singlet (que es caracteritzen per tenir espins antiparal-lels), mentre que la funcié
d’ona antisimeétrica dona lloc als estats triplet (caracteritzats per espins paral-lels).

Tornant a 'article, 'afirmacié que fa Heisenberg a continuacié ens fa pensar que en aquell mo-
ment encara no tenia clara la diferéncia entre I'estadistica quantica plantejada per Bose-Einstein i
una estadistica que acceptés les implicacions del principi d’exclusié de Pauli:

[La indeterminacié de la solucié] déna la llibertat de que es puguin adaptar les condi-
cions del comptatge de Bose-Einstein i la prohibicié de Pauli de les orbites equivalents
sense restriccié sobre el tipus de sistema mecanicoquantic. De la investigacié més pre-
cisa d’aquests fets m’agradaria mostrar que els sistemes acoblats sempre es comporten
de manera similar que en ’exemple amb que ho hem il-lustrat.

18[Heisenberg, 1926a], p. 415
Y[Heisenberg, 1926a], p. 416
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També sembla clar que Heisenberg vol demostrar que, amb un canvi de les regles, simposa la
superioritat explicativa del punt de vista corpuscular per sobre de 'ondulatori. Amb paraules del
propi Heisenberg:

I també, si un es restringeix a la qiiestio de ’experiéncia, crec que es dona el cas en qué
la imatgeria ondulatoria esta forcada a recdrrer a la il-lustracié amb el moviment de
corpuscles en l'espai, en els quals no és valida la cinematica classica. Un recorda, per
exemple, la imatge d’un electrd girant.

A continuacié Heisenberg vol fer el mateix que ha fet amb oscil-ladors pero amb els dos elec-
trons de 'atom d’heli. Ara, la A que representa la interaccié entre els dos elements sera la interaccié
Coulombiana entre els electrons. Comenca explicant que en la teoria classica dos sistemes que expe-
rimenten oscil-lacions periodiques només poden entrar propiament en ressonancia si les freqliencies
dels sistemes individuals sén independents de la energia i aproximadament igual en els dos sistemes
i que, en aquest cas, només es pot parlar de ressonancia en el cas de tenir oscil-ladors harmonics.
En canvi, en la mecanica quantica tindrem que dos sistemes atdmics sempre entren en ressonancia
-d’acord amb la majoria d’experiéncies, remarca Heisenberg- si la freqiiéncia d’absorcié d’un dels
sistemes coincideix amb la freqiiéncia d’emissié de l'altre o a l'inrevés. Segons aixo0, es pot deduir
que?°:

La ressonancia en la mecanica quantica és un fenomen molt més general que en la teoria
classica.

Es planteja el cas de dos sistemes (electrons) completament identics a i b, cadascun amb f graus
de llibertat i acoblat segons un terme d’intercanvi d’energia AH!, de manera que els sistemes indi-
viduals a i b no poden ser degenerats i que les energies dels seus estats estacionaris venen donades
per Hy in;, respectivament.

Lenergia conjunta dels estats estacionaris n i m, sense considerar la interaccié entre els dos
sistemes s’escriu com

Hyn=H'+H? (6.5)

Degut a que els electrons son perfectament idéntics, el sistema global presenta una degeneracio
ja que:

H,,=H,, (6.6)

nm
Es a dir, que cada valor propi el trobem dos cops excepte els casos en que n = m. Aquesta
degeneraci6, que ell anomena “degeneracié de ressonancia”, s'interpreta com que?!:

Hi ha ressonancia sempre que els dos sistemes originalment no estiguin en el mateix
estat; aleshores l'intercanvi dels dos sistemes produeix la mateixa energia; només per
estats equivalents de les parts del sistema la ressonancia (o la degeneracié) no s’aplica.

20[Heisenberg, 1926a], p. 416
2l[Heisenberg, 1926a], p. 417
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Veiem com Heisenberg parla de ressonancia en aquells casos en que es troben dos configuracions
per a les que es produeix el mateix intercanvi d’energia (emesa o absorbida). Es a dir, sempre que es
tinguin dos electrons completament identics situats en estats energetics diferents, una permutacié
entre ells donara lloc a una degeneracié (o ressonancia, segons Heisenberg). Per donar una imatge
més visual d’aixo Heisenberg fa referéncia a la figura 6.3, que es presenta com un exemple dels ter-
mes espectrals obtinguts d’aquesta forma. En la figura 6.3 veiem s’ha desdoblat cada serie de punts
(+) en dues, considerant es tenen “dos cops” cadascun dels nivells d’energia, un per al cas en que sigui
'electré 1 qui canvia de nivell respecte l'estat anterior i 'altre considerant el cas que sigui 'electré 2
qui ha canviat de nivell.
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Figura 6.3: Figura 3 de l'article [Heisenberg, 1926a] (p. 417)

Heisenberg ara ens diu que en el sistema pertorbat per I'intercanvi d’accid, la degeneraci6 des-
apareix, ja que té lloc una desviaci6 que fa que I'energia oscil-li d’aqui cap alla entre les dues parts
del sistema. Es a dir, en el cas del sistema pertorbat, ens hem d’imaginar que la interaccié entre les
dues particules fa que hi hagi una pulsacié d’energia entre ambdues parts del sistema. Com en el
cas de l'oscil-lador harmonic, hi haura una oscil-lacié de I'energia i, per tant, es podra produir un
fenomen de ressonancia en aquesta oscil-lacié. Tornarem sobre aquesta reflexié més endavant ja
que és crucial en la nostra investigacid, perqué pensem que €s a través d’aquesta ressonancia com
Heisenberg interpreta els efectes de la indistingibilitat en els sistemes de particules idéntiques.

Heisenberg escriu la relacié formal de la segiient manera: 'energia total W' del sistema pertorbat
ve donada, en primera aproximacié, pel valor mig temporal de H! sobre el moviment sense pertorbar
i aquest valor mitja contindra, en general, els termes corresponents a les transicions en les que els
sistemes a i b s’intercanvien els llocs.

Per tal de fer W! una matriu diagonal caldra dur a terme una transformacié canonica del segiient
tipus2:

w! =s'H's 6.7)

22Heisenberg indica que el calcul es pot trobar al treball d’ell, Born i Jordan [Born et al., 1926], es refereix
al calcul de la transformaci6 canonica d’'una matriu.
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qd=5"1qS (6.8)

on S és una matriu només té termes diagonals i termes que corresponen a transicions entre estats
de la mateixa energia, i que per als estats no degenerats els termes diagonals tenen valor 1. Cal
solucionar les dues equacions lineals segiients amb les dues S,,,,,, S,,,, N0 conegudes:

wW1s,,, —H'(nm,nm)S,,, — H'(nm,mn)S,,, =0
(6.9
—H(mn,nm)S,,, + W!S,,, — H'(mn,mn)S,,, =0

Tenint en compte la simetria de H! en els sistemes a i b (és a dir, tenint en compte que I'energia
del sistema no canvia si intercanviem les dues particules), s’obté

H'(nm,nm) = H'(mn, mn), HY(nm,mn) = H'(mn, nm) (6.10)
ja que els elements diagonals hem vist que sén iguals segons (6.6).

Es pot consultar 'apéndix C per entendre la notacié que fa servir Heisenberg, ja que en la pu-
blicacié hi ha una mica de desgavell i de falta de coheréncia pel que fa als index i subindexs que
identifiquen els elements de matriu en les diferents expressions.

Un cop hem identificat amb I'expressi6 (6.9) el sistema d’equacions que caracteritza el problema,
s’enumeren les solucions que s’obtenen dels zeros dels determinants d’aquestes equacions, mitjan¢ant
nm imn. Aquests nimeros corresponen als nombres quantics n” dels modes propis mencionats abans
i que no caracteritzen els estats individuals de cada part del sistema. Tenint en compte que en cada
estat les dues parts efectuen els mateixos moviments (tot i que amb diferent fase), les solucions de
(6.9) aplicant (6.10) so6n:

( Wl =H'(nm,nm)+ H'(nm, mn),

_ 1 _ 1
Snm,nm - E:Smn,mn - ﬁ

\ (6.11)
Wnlm = H'(nm,nm) — H'(nm, mn),

_ 1 _ 1
Snm,mn - E,Smn,nm - _E'

Pel que fa a la notacié, els subindexs desapareguts dels elements de la matriu S i W a I'expressié
(6.9), veiem que els recupera quan escriu la solucié del sistema d’equacions (6.11).

Un cop solucionat el sistema d’equacions es veu que I'efecte que té 'acoblament és que no trobem
dos valors iguals de 'energia. Aixd Heisenberg ho il-lustra mitjancant la figura 6.4, que mostra el
que és el resultat decisiu del treball des del seu punt de vista?3:

Els termes espectrals es poden dividir en dues séries, que no es poden mesclar entre
elles.

Z[Heisenberg, 1926a], p. 418
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Figura 6.4: Figura 4 de l'article [Heisenberg, 1926a] (p. 418)

Aquestes dues series s’il'lustren en la imatge 6.4 de manera que una serie ve representada per
les creus (+) i l'altra pels punts (). Amb aix0, segons Heisenberg es pot tornar a expressar I’emissié
en termes de p i q i el seu valor no varia degut als intercanvis entre dues parts del sistema. Per
a expressar les transicions entre els elements del sistema, defineix ara la funcié f que representa
I'amplitud de la probabilitat de transicid. Es podra escriure de manera que els seus elements de
matriu de la transformacié canonica (6.7) vinguin donats per la segiient expressio

f =s7fs (6.12)

on aquesta f’ representa I'amplitud de la probabilitat de transicié en la nova base. Els elements
d’aquesta matriu f s’escriuen com

f =( fnlm,nzm fmnl,mn2 )

fnlm,mnz fmnl,nzm

I per causa de la simetria de f, els elements de matriu de f s6n de dos tipus:

1) Si no hi ha dues particules (2 electrons) en el mateix estat, és a dir, si es compleix que n; #
m,ny # m)n# ml;n#mz:

1
fnllm;nzm =3 (fnlm;nzm + fmnl;mnz + fnlm;mnz + fmnl;nzm) = fnlm;nzm + fnlm;mnz
/ 1 —
fnml;nmz -3 (fnml;nmz + fmln;mzn + fnml;mzn + fmln;nmz) - fnml;nmz + fnml;nzm
(6.13)

1
f,:lm;nzm =3 (fnlm;nzm _fmnl;mnz +fmnl;nzm _fnlm;mnz) =0

1
fr:ml;mzn =3 (fmln;mzn _fnml;nmz +fm1n;nm2 _fnml;mzn) =0

2) Per combinacions d’estats en els quals les parts del sistema estan en “estats equivalents” (seria
aquells en que m = ny,):
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fnllm;mm = % (fnlm;mm +fmn1;mm) = \/zfrilm;mm
1 (6.14)
fr1/1m1;mm = 2 (fmlm;mm _fmml;mm) =0

A partir de 'expressio anterior veiem que les intercombinacions entre - i + desapareixen i que
només s’obté un resultat diferent de zero en els cas dels termes simetrics (tot i que Heisenberg no
els anomena d’aquesta manera, sin6 que parla dels termes corresponents a transicions “entre aquells
estats que corresponen a estats equivalents de les parts a i b del sistema”?%).

Si ens parem un moment a analitzar el significat dels subindex en les expressions anteriors, en el
cas de les f’ a (6.13) els subindexs nm ja no signifiquen el mateix que significaven abans d’executar
la transformacié canonica sobre la funcid f. A partir de 'equacié (6.9), on es descriu el que sén Wnlm
i Wnlm, es podria dir que l'estat representat per nm és simetric i ’estat mn és antisimeétric. Llavors,
a l'expressié (6.13) les f es pot entendre que representen les transicions d’un estat simeétric a un
antisimétric (dues primeres equacions) i d'un estat antisimétric a un simetric (equacions tercera i
quarta) per a la particula 1 i 2, en cada cas. Els estats nm simeétrics sén els representats pels punts
(-) ala figura 6.4 i els antisimetric mn els representats per les creus (+).

A partir d’aquests resultats Heisenberg pot determinar que les intensitats de les linies dins de
cada una de les séries espectrals seran iguals (en primera aproximacid). Per altra banda, que les
amplituds del tipus f, m;mn, SON negligibles i que en aquells casos en els que es combinen estats
equivalents, segons (6.14), la intensitat d’'un dels termes sera el doble de la que teniem en el sistema
original i els altres termes de la serie no contindran cap altre estat d’aquest tipus. A més, la solucio
té el grau d’indeterminacié que ja s’havia comentat: tant el sistema de creus (+) com el de punts (),
aixi com les combinacions dels dos, proporcionen solucions completes del problema.

Al final de la seccid 2, Heisenberg tracta el problema de la ressonancia descrit mitjancant el me-
tode de Schrodinger. Obté que si les parts originals del sistema tenen assignades les funcions propies
de Schrédinger normalitzades ¢, @51 corresponents als estats d’energia H;, iHr’;, respectivament, al
agrupar els dos sistemes en un I'energia H, , = Hy + H rl; correspondra a la funcié propia (pﬁ(pf;, de
manera que

1 1 s
aW,_ i correspon la funci6 propia
1 a, b a, b
75 enen+ enen) 6.15)
ia Wnlm li correspon la funcié propia

1 a
-5 (Phen—enen)- (6.16)

Acaba dient que es pot deduir facilment d’aqui la falta d’intercombinacions entre les dues parts
de sistema, ja que la integral sobre una funcié simétrica en a o b o sobre un operador simeétric f
canvia l'aspecte si s'intercanvien els sistemes a o b, per0o que en tots els casos valdra zero degut a
que son sempre funcions ortonormals.

A la secci6 3, Heisenberg aplica de manera qualitativa tot el que ha desenvolupat a les seccions
anteriors al cas de 'atom d’heli:

24[Heisenberg, 1926a], p. 419
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- En primer lloc, suposa que els electrons sén masses carregades puntuals, sense moment mag-
nétic ni angular. Tenim llavors 'esquema que es mostra a la figura 6.3 si no hi ha interaccid i el de la
figura 6.4 si si que n’hi ha. Els dos termes en que es disgrega I'espectre, en aquest cas, corresponen
a l'ortoheli i al paraheli i no hi pot haver, com ja s’havia dit, intercombinacions entre les dues series.
Heisenberg explica la diferéncia d’energies entre 'ortoheli i el paraheli amb la interferéncia de res-
sonancia provocada per la repulsié de Coulomb entre els electrons (que és, doncs, del mateix ordre
de la disminucié causada per 'apantallament en el cas de 'atom d’hidrogen). De la figura (6.4),
Heisenberg dedueix que només un dels dos termes espectrals tindra terme 1S i aquest sistema és el
que té, en general, els valors d’energia més grans. A més, pel que fa a les probabilitats de transicio
internes en els sistemes de l'orto i el paraheli, en primera aproximacid, seran les mateixes que les
correlatives en el cas de 'hidrogen i només en el cas dels termes 1S serien el doble de freqgiients.
Per il-lustrar-ho amb una imatge, Heisenberg ens diu que ens hem d’imaginar una cosa similar a
dos electrons intercanviant la seva posicié periodicament i de manera continuada, tal que el periode
de les oscil-lacions ve donat per la distancia entre els termes de I'ortoheli respecte els termes del
paraheli. Com hem dit abans, aquesta imatge que Heisenberg fa de la “degeneraci6 de ressonancia”
pensem que és molt rellevant, ja que queda pal-lés que des del punt de vista de Heisenberg les par-
ticules idéntiques tenen alguna propietat o dependéncia mutua, que ell no sap ben bé explicar que
és, pero que l'obliga a imaginar-se que té lloc aquest intercanvi de posicions periodic i continu. Per
altra banda, també és rellevant perque tot i la insisténcia de Heisenberg a deixar de recdrrer a les
imatges visuals per entendre i explicar els fenomens fisics, ell no deixa de recorre-hi continuament.

- En segon lloc, diu que segons la hipotesi de Compton-Uhlenbeck-Goudsmit®® els electrons sén
com “petites baldufes magnetiques a les quals podem adscriure certes direccions axials diferents” i
que aixo fara que els dos electrons ja no siguin equivalents. Aquesta segona opcio pot resultar una
mica confosa tal i com Heisenberg la redacta a l'article. Pero a la carta que li va enviar a Bohr el
26 de maig de 19262°, déna una explicacié més clara: quan s’ha de considerar I'efecte de I'espin,
aquest pot entrar en joc de dues formes diferents. Una opcid és que a cada electr6 se li assigni un
espin (“magnet arbitrari”) amb una direcci6 fixada (aquesta és 'opci6 de la que esta parlant ara).
L’altra opcid és que s’assigni un espin als electrons sense fixar-ne la direccié en cada cas (aquesta
és 'opcié que considera en el tercer suposit que veurem en el paragraf segiient). El fet d’assignar
un espin amb direccié coneguda a cada electrd fa que els electrons ja no siguin equivalents, perque
podem identificar quin electré és quin en tot moment ja que sabem quina és la direccié de I'espin
que li hem assignat. Tal i com ho veiem avui dia: amb aquesta segona opci6 els electrons han perdut
la propietat d’indistingibilitat perque ja no son particules idéntiques degut a que una de les seves
caracteristiques, I’espin, es diferent entre ells.

- En el tercer suposit que considera Heisenberg, com hem avancat, deixa que les direccions dels
espins siguin arbitraries. Ara els electrons tornen a ser equivalents, ja no tenim manera de diferenciar
quin electrd estem veient en cada cas. Al considerar I'espin, s’obté que cada terme es desdobla en
quatre termes i, a més, que el pes estadistic del magnet es descompon en dues parts separades (a
I'apendix B es pot trobar més detall de com la introduccié de ’espin provoca aquest desdoblament de
la funcié d’ona). No obstant aix0, la separacid entre els termes ara és diferent a la que s’obtenia abans,
com es mostra en la figura 6.5: un sistema representa 'espectre del triplet per a 'ortoheli i singlet per
al paraheliil’altre, a la inversa. Heisenberg diu que es podran trobar intercombinacions entre el para
i Portoheli igual que en el segon cas que s’ha il-lustrat en aquest treball, a causa de la intensitat de la

% Cita un treball de Compton de 1924 ([Compton, 1924]) i el conegut article de Uhlenbeck i Goudsmit on
hipotetitzen 'existéncia de 'espin ([Uhlenbeck and Goudsmit, 1925]).
26AHQP Carta de Heisenberg a Bohr amb data 26/V/1926, p. 4
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interaccid entre I'0rbita i 'espin. En canvi, igual que abans, no es podran trobar intercombinacions
entre sistemes + i sistemes -. Heisenberg ho resumeix amb les segiients paraules?”:

Entre els dos electrons hi ha d’entrada una ressonancia eléctrica gran; aquesta €és per-
torbada pel magnet i aleshores tenen lloc les transicions entre I'orto i el paraheli. Perd
també per consideracié del magnet els electrons posseeixen una ressonancia més fina,
que ve donada pel desdoblament en les caracteristiques series de termes abans esmen-
tades. Com el calcul porta al resultat aqui descrit sera mostrat en un proper treball?®.

4
LR %

Fig. 5.

Figura 6.5: Figura 5 de l'article [Heisenberg, 1926a] (p. 422)

Per acabar 'article, Heisenberg inclou una quarta seccid on explica que és un fet empiric que a la
natura només trobem un dels sistemes, el sistema de punts (-) (perque a I’estat fonamental tenim un
estat singlet i no un triplet com representa el sistema de creus (+)). Per a ell aquest fet representa
“lauténtica connexié” entre la subratllada indeterminacié (Unbestimmtheit, en I'alemany original)
quantica d’una banda i la regla de Pauli i el comptatge de Bose-Einstein per I'altra®:

Sinomés té lloc un dels dos sistemes () en la natura, aixo porta, d'una banda, a la reduc-
ci6 del pes estadistic en el mateix sentit del que Bose ha presentat®’; d’altra, si s’escull
el sistema adientment, es satisfara la prohibicié de Pauli de les orbites equivalents.

El segiient pas, és la generalitzacio d’aquestes reflexions per a sistemes formats per n parts iguals

(gleichen en I'alemany original), enlloc de només dues>!:

?’[Heisenberg, 1926a], p. 422

28Es refereix a [Heisenberg, 1926¢] que analitzem a la secci6 6.2.1

29[Heisenberg, 1926a], p. 423

30Com veiem, posa émfasi en 'esmentat error conceptual pel que fa a l'estadistica associada als electrons.
En parlarem en més detall una mica més endavant.

31[Heisenberg, 1926a], p. 424
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Els n! intercanvis corresponents dels n sistemes donen, en general, n! valors propis
iguals sense cap interaccid. La degeneraci6 sera eliminada mitjancant la interaccio, i
els sistemes de termes es descomponen per la ressonancia en n! sistemes de termes.
Entre aquests hi ha un sistema que no conté orbites equivalents i no es pot combinar
amb els altres sistemes. Aquest sistema té lloc a la natura tot sol i representa la solucié
auténtica. Al mateix temps, la reduccid estadistica que correspon al comptatge de Bose-
Einstein és de n!.

Heisenberg comet dos errors en les seves conclusions. En primer lloc, com argumenta Monaldi®?,
el pes estadistic assignat per I'estadistica classica a un estat macroscopic d’'un sistema com el descrit

no era n!, sind la permutabilitat de Boltzmann . Heisenberg assumeix que cada valor d’energia

ni'n,!

del sistema de n particules no pertorbat era n! clops2 degenerat, tot i que segons les imatges 6.3 i 6.4
clarament no és aixi. El factor de degeneracid, en aquest cas, hagués hagut de ser I'esmentada
permutabilitat de Boltzmann i no el nimero de permutacions de particules n!. Aquesta substitucié
de la permutabilitat per les permutacions era una aproximacié estandard que es feia sovint en els
calculs estadistics, ja que habitualment es podia afirmar que la freqiiencia de casos de particules
amb energies iguals era negligible. No obstant, aquest no és el cas en el sistema que esta considerant
Heisenberg i, en el cas d'un sistema atomic, no es pot negligir el nombre de casos amb energia igual.
Tot i que aix0 no va tenir cap efecte en quant els objectius de Heisenberg, si que van provocar que
no s’apreciés la diferéncia entre la nova estadistica i la classica, ja que una simple reduccié dels
pesos estadistics per un factor comu, com implicava el plantejament de Heisenberg, hagués deixat la
distribucié estadistica dels macroestats sense canvis. A més, Heisenberg va continuar afirmant que
una ressonancia quantica causava una divisié dels termes en exactament n! conjunts d’estats que no
es combinaven entre ells. Perd mai va poder demostrar-ho i, pocs mesos després, Eugene Wigner va
provar lerror. A través de 'analisi d’'un sistema format per tres particules que interactuaven entre
elles, Wigner va demostrar que la separacié en conjunts que no es combinaven entre si era només
de tres i que en un sistema d’n particules no era n!3.

Monaldi defensa, en contra del que opinem nosaltres, que “el formalisme de Heisenberg impli-
cava el mateix model corpuscular que les estadistiques de Maxwell-Boltzmann”34. La justificacié de
Monaldi per a la seva afirmacié és que Heisenberg volia connectar la seva mecanica quantica de mul-
tiples particules amb la recent estadistica de Bose-Einstein. Nosaltres defensem que, malgrat defensa
la visié corpuscular de la naturalesa, Heisenberg vol abandonar el concepte de particula individual
que és caracteristic del model corpuscular classic (en aquest sentit, fem notar que ell mateix adver-
teix que encara que continuem etiquetant els nous estats nm i mn, els index ja no es referixen als
estats de les particules individuals, siné que fan referéncia al sistema global. Es a dir, ja no s’ha de
considerar cada particula individualment, siné que s’ha de contemplar el sistema com un tot.). Per
altra banda, degut al seu error al associar-li el comptatge de Bose-Einstein al sistema aqui presentat,
conclou que l'estadistica de Bose-Einstein porta implicit el principi d’exclusié formulat per Pauli i no
menciona que ambdés sén incompatibles®:

Pero la formulacié que hem presentat aqui d’aquest comptatge va més enlla de Bose-
Einstein, doncs estipula 'eleccié d’un dels sistemes determinats de les n! factorial so-
lucions, a saber, d’aquells sistemes que no tenen parts del sistema equivalents i que

32[Monaldi, 20137, p. 128
33[Wigner, 1927a], [Wigner, 1927b]
34[Monaldi, 2013], p. 132
35[Heisenberg, 1926a], p. 425
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coincideixen amb la prohibicié de Pauli. Un fonament precisament pel fet que només
tenen lloc aquests sistemes entre totes les possibles solucions mecanicoquantiques cal-
culades, no pot ser donat per un calcul mecanicoquantic senzill. Em sembla un resultat
molt important el fet que la prohibicié de Pauli i 'estadistica d’Einstein tinguin el mateix
origen, i que no contradiguin la mecanica quantica.

En la citada carta que li envia a Bohr, explica aquestes conclusions d'una manera lleugerament
diferent, deixant encara més clar que per a ell no hi ha cap diferencia en I’estadistica quantica que
ha de seguir el sistema segons si és té compte el principi de Pauli o no (i com ja sabem, al tenir en
compte el principi d’exclusié de Pauli obtenim el comptatge de Fermi i no el de Bose-Einstein)3°:

Fins aqui tot s’ha calculat sense aplicar cap hipotesi, pero ara aqui ve la hipotesi: el sis-
tema - dona l'espectre de I'heli i la série de 4+ no apareix. Primer que res un veu: podem
fer aquesta hipotesis sense afectar els calculs mecanicoquantics de cap manera, ja que
les propietats de transicid, etc. de l'altre sistema desapareixen, I'espectre és “complet”
en aquest sentit. Es més: Pexclusié d’un dels sistemes esta d’acord amb I’estadistica de
Bose, que redueix els pesos estadistics a la meitat i déna la prohibicié de Pauli per ella
mateixa. Si els dos electrons s6n d’alguna manera diferents, un no pot excloure un dels
sistemes, perque llavors les transicions d’aquest sistema no desapareixeran. Aixo també
esta d’acord amb Bose-Einstein. Crec que és aqui on la connexié més profunda entre la
mecanica quantica i Bose surt a la llum.

Tot i lerror esmentat, si que 'encerta al suposar, com ja feia Einstein, que haurem de decidir si
apliquem l’estadistica classica o la quantica en funcié de les caracteristiques del nostre sistema: en
el cas de sistemes formats per més d’una particula idéntica haurem de comptar els possibles estats
tenint en compte I'estadistica quantica; en aquells casos en els que tinguem sistemes formats per
particules diferents i identificables, podrem aplicar la ben coneguda estadistica classica. En la seccid
6.1.1 discutirem sobre aixd de manera més detallada, perd sembla que Heisenberg assumeix que en
els sistemes de particules idéntiques hi ha algun tipus d’interacci6 entre les particules que el formen
i que aquesta interaccio fa que s’hagi de comptar diferent el nombre de possibles microestats. A més,
de les seves paraules podem inferir que pensa que la mida de les particules també tindra un paper
determinant a 'hora de decidir quina és I'estadistica que en regeix el comportament®”:

També la paradoxa expressada més d’'un cop per Einstein®® té analeg en les nostres
consideracions: si els subsistemes a acoblar sén diferents I'un de l'altre, per a ells val
I'estadistica classica; en principi, fins a petites diferéncies finites. Ara bé, el comptatge
per a subsistemes iguals és completament diferent. Per a sistemes diferents, segons els
calculs realitzats aqui, sempre ha de prevaldre el comptatge classic, ja que les transi-
cions entre ens n! subsistemes estan prohibits; per tant, no se'n pot excloure cap. No
obstant, les transicions seran cada cop menys freqiients en disminuir les diferéncies
entre particules. Siles amplituds corresponents a les transicions sén menors que una
determinada magnitud definida a partir de la nitidesa de I’estat corresponent, hi ha la
possibilitat logica d’excloure completament aquestes transicions i canviar el comptatge.
Que consti també que segons les reflexions exposades aqui és necessari suposar una

36 AHQP Carta de Heisenberg a Bohr del 26/V/1925, p. 5
37[Heisenberg, 1926a], p. 423
38Es refereix a la paradoxa que exposa Einstein en el seu article de 1925 i que hem explicat a la seccié 2.2.1.
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interacci6 finita dels subsistemes per a la modificacié del comptatge. Si els periodes de
les divisions d’energia corresponents a I'efecte de ressonancia sén més grans que la vida
mitjana, els calculs fets anteriorment perden el sentit completament.

A la carta a Bohr, afirma que si es considera el cas general d’n electrons iguals, cada terme es
dividira en n!, corresponents a les n possibles permutacions entre els electrons i que I'espectre es des-
compondra en n! subsistemes, que no combinen entre si i dels quals un sera el seleccionat. “Quin sera
el seleccionat i per qué? Encara no ho sé i és quelcom que probablement no és tan simple”>°. D’acord
amb la seva interpretacié de la degeneracid, veiem que ell considerava que aquesta s’eliminava en
el sistema pertorbat degut a la interaccid. La reduccid dels pesos estadistics estava causada, doncs,
per la “tria de la solucié mecanica quantica de entre moltes possibles™°. Aquestes consideracions el
porten a concloure que la matriu que representa la radiacié emesa pel sistema havia de ser simetrica
sota un intercanvi de particules, degut a la igualtat dels electrons, i aquest requisit implicava que els
nivells d’energia es dividien en dos conjunts (recordem: etiquetats com + i -, vegeu les figures 6.3 i
6.4) entre els que no hi podia haver intercanvi. Des del seu punt de vista I'efecte de la ressonancia
és, doncs, una indeterminacié sobre quina és la soluci6 correcta del sistema, ja que qualsevol dels
dos conjunts de termes constitueixen una solucié completa sense que la teoria pugui predir quina és
la bona. Després de llegir aquestes frases el que si que es pot afirmar, des del nostre punt de vista,
és que Heisenberg veu clara la necessitat d’establir un comptatge diferent a 'existent fins aleshores
en el cas de sistemes formats per particules identiques. Veiem com, degut a 'encara desconeguda
indistingibilitat dels electrons, Heisenberg detecta que els sistemes formats per particules identiques
no tenen el mateix comportament que la resta de sistemes i que no se’ls hi poden aplicar les mateixes
regles estadistiques. En aquest sentit, aquest treball de Heisenberg ajudara a establir (tot i que es
fara una mica més endavant en el temps) com és aquesta propietat, sense cap mena de dubte, la que
permet definir quin tipus de particula tenim al davant i quines son les regles estadistiques que hem
d’aplicar per poder determinar-ne el seu comportament.

Tornant al punt anterior on comentava que es pot trobar la solucié de tots els sistemes de ter-
mes d’'una manera determinada, val la pena mencionar que Heisenberg remarca que aquesta solucio
comporta algunes limitacions molt caracteristiques:

- No té cap sentit parlar de moviment o moviments d’un sol electré.

- Una matriu no simetrica contindra en general els termes corresponents a les transicions d’un siste-
ma de termes a un altre i, per tant, a termes de sistemes que no es donen. Aix0 implica, que a les
relaciones d’intercanvi en general no se’ls hi pot atribuir cap sentit fisic, en canvi, si a les formes si-
metritzades d’aquestes. Per tant, la conclusio a la que s’arriba és que totes les magnituds observables
principals es troben a les funcions simétriques dels electrons.

Heisenberg fa notar que no s’ha fet la generalitzacié del tractament matematic que correspon a
les n parts iguals del sistema i que vol afegir un apendix breu explicant com s’hauria de fer aixo. No
exposem aqui els detalls dels desenvolupaments matematics que porta a terme ja que sén complexos
i no aporten valor pel que fa a la nostra investigacié. La soluci6 a la que arriba ve donada per la
funcié propia de Schrodinger:

¢ = —= DD (s ()i ) (6.17)

39AHQP Carta de Heisenberg a Bohr del 26/V/1925, p. 6
40[Heisenberg, 1926a], p. 425
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on aqui §; representa un cop més el nombre de transposicions que sén necessaries per transformar
my,...,M, en m’;,...,m’;. Aquesta funcié ¢ de Schrodinger té la propietat que si s’intercanvien dues
parts del sistema (dos nombres quantics) se n’intercanvia el signe, de manera que no es poden
combinar sistemes de termes en que dues o més parts del sistema estiguin en estats equivalents.
Per a sistemes formats per n cossos, Heisenberg troba que la funcié d’ona és sempre antisimetrica
(tot i que ell no 'anomena d’aquesta manera). La funcié propia 1 d’un d’aquests estats, doncs, ha
de ser invariant respecte al canvi de dues parts equivalents del sistema. Si escrivim la funcié f que
representi la radicacié (per tant, simeétrica de les coordenades de les parts del sistema), tindrem la

integral:

Jfl/)(pdﬂzo (6.18)

que en l'intercanvi de dues parts del sistema equivalent, ha de canviar de signe sense variar el seu
valor.

Heisenberg utilitza el metode d’induccié per passar de n a n+ 1 i diu que, tot i que encara no
ha pogut provar-ho rigorosament, ha pogut veure que els termes del tipus que ha trobat a (6.17)
constitueixen un sistema tancat (no es combina amb cap altre terme) i és I'inic que no té estats dels
sistemes de particules equivalents. Aclarit aixd, Heisenberg diu que 'equaci6 (6.17) representa la
construccid definitiva de les solucions dels sistemes amb diversos termes.

Respecte al contingut fisic de la investigacid, per acabar el seu treball Heisenberg diu que la
relacio entre I'estadistica de Bose-Einstein de particules idéntiques (a I'original, Heisenberg utilitza
la paraula gleicher en alemany) i la mecanica quantica, consisteix doncs en I'eleccié d’'una certa
solucié quantica d’entre les moltes possibles. Des del seu punt de vista, aquesta eleccid significa
una relacié de fase entre els sistemes de particules i potser es podrien obtenir aquestes relacions
de fase mitjancant una investigacié més profunda a través d’interpretar-les com una analogia de les
interferéncies de les ones de De Broglie. Tot i aix0, remarca, de la investigacié portada a termes fins
aquell moment es dedueix que no cal superar aquestes tltimes dificultats per a calcular els espectres
dels atoms multielectronics, siné que aquests espectres es poden determinar mitjancant la mecanica
quantica. Volem posar émfasi en el fet que, de la mateixa manera que havia hipotetitzat Einstein,
Heisenberg veu possible establir una analogia entre les interferéncies de les ones de De Broglie amb
la interaccidé que s’observa entre les particules dels sistemes de molts cossos ideéntics.

6.1.1 Indistingibilitat i ressonancia

En aquesta seccié analitzem que és el que Heisenberg identifica com a ressonancia i quin és el
motiu per a que ho identifiqui d’aquesta manera. Degut a que aquest concepte és clau per entendre
quina és la interpretacié que fa Heisenberg de la propietat d’indistingibilitat, que és el tema que ens
ocupa en aquest treball, volem parlar-ne abans de seguir amb la revisié dels segiients articles.

En la publicacié que hem analitzat en aquesta seccid el fenomen que Heisenberg identifica com
a ressonancia és molt important. De fet, esta fins i tot inclos en el titol de la publicacié. Com hem
vist, el fenomen de ressonancia que per a Heisenberg és un fenomen “caracteristic de la mecanica
quantica de molts cossos” (és a dir, que apareix en aquells sistemes formats per particules idéntiques),
es descriu de la seglient manera: ’energia del sistema format per la particula a que es troba en I’estat
nila particula b que es troba en I'estat m ve donada per H,,, = H;+H TI;. D’aquesta manera el sistema
conjunt té degeneracid caracteristica de la ressonancia ja que: H,,, = H,,,- Aix0 el que vol dir no
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és res més que 'energia del sistema sera la mateixa tant si la particula a esta en 'estat nila b en
Pestat m, com si és la particula b la que es troba en l'estat d’energia n i la a en I'm. Es a dir, donats
dos estats, és igual quina és la particula que hi ha en cada estat. I, a més, una permutacié de les
particules entre elles no canvia I'energia global del sistema.

Aquesta degeneraci6 la trobem doncs, si i només si, les particules del sistema sén identiques
entre elles i no tenim manera d’identificar quina particula es troba en cada estat. Només d’aquesta
manera un intercanvi de les particules passa desapercebut i deixa d’'importar quina particula és la que
ocupa cada estat. Només interessa saber quins son els estats energetics que estan ocupats. Aquesta
degeneracié anomenada “degeneracié de ressonancia” per Heisenberg, és la manera que té ell de
caracteritzar els sistemes de particules indistingibles i d’introduir al seu sistema I’efecte provocat per
aquesta indistingibilitat. Aquesta degeneracié de ressonancia és per a Heisenberg, doncs, la caracte-
ristica diferencial dels sistemes formats per particules indistingibles, enfront a sistemes formats per
particules que siguin diferenciables entre elles.

Per remarcar la diferéncia amb la teoria classica, explica que en classica dos sistemes només po-
den entrar propiament en ressonancia si les freqiiencies dels sistemes individuals s6n independents
de l'energia i aproximadament igual en els dos sistemes i que, per tant, només es pot parlar de res-
sonancia en el cas de tenir oscil-ladors harmonics. En canvi, en la mecanica quantica dos sistemes
atomics sempre entren en ressonancia si la freqiiencia d’absorcié d’un dels sistemes coincideix amb la
freqiiéncia d’emissi6 de I'altre o a I'inrevés. Per causa del caracter lineal de les equacions quantiques
estableix, doncs, que la ressonancia en la mecanica quantica és un fenomen molt més general que
en la teoria classica.

Un cop aix0 esta clar, ens preguntem pero, per que Heisenberg decideix identificar aquesta ca-
racteristica dels sistemes de particules idéntiques com una ressonancia? En mecanica classica, la
ressonancia és un fenomen que es produeix quan un sistema mecanic o oscil-lant respon a una forca
externa amb una freqiiencia especifica que és proxima o igual a la seva propia freqiiéncia natural
de vibraci6. Aquesta resposta s’expressa mitjancant un augment significatiu en 'amplitud de les
oscil-lacions del sistema, és a dir, el sistema oscil-la amb una major intensitat. Per entendre-ho mi-
llor, imaginem una oscil-lacié en un péndol. Si apliquem una forca externa que coincideixi amb la
freqiiéncia natural del péndol, aquest comencara a oscil-lar amb una amplitud cada vegada major i
aquesta amplificacié de 'amplitud és el que es coneix com a ressonancia.

Heisenberg també ha explicat que en el sistema pertorbat per 'intercanvi d’accid la degeneracié
desapareix, ja que llavors I'energia oscil-la d’aqui cap alla entre les dues parts del sistema. La interac-
ci6 entre les particules fa que hi hagi una pulsacié d’energia que no es dona en el cas dels sistema no
pertorbat i aquesta pulsacio seria I'analeg classic a l'oscil-lacié que “ressona”. Podem pensar doncs
que el motiu pel qual Heisenberg identifica aquesta degeneraci6é deguda a H,,,, = H,,,, com una res-
sonancia és perqué en ambdos estats (nm i mn), les freqiiéncies d’emissié i absorcié de les particules
seran la mateixa. Una particula fa la transicié de n cap m amb un intercanvia d’energia E,—E,, ode m
cap an amb un intercanvi d’energia E,,—E,, de manera que |E,,—E,,| = |E,,—E,| = v(n,m) = v(m, n).
Analogament, en el cas de dos oscil-ladors desacoblats com els del sistema que planteja Heisenberg,
aquest intercanvi d’energia es pot interpretar com una “pulsacié”, de manera que l'energia es trans-
fereix d’'un a I'altre provocant aixi una pulsacio de ressonancia. Recordem que a l'article Umdeutung,
Heisenberg ja mencionava que des del seu punt de vista alguna cosa havia de “vibrar amb la fre-
qiliencia correcta” en I'atom i que aquesta va ser la motivacié principal per a formular un nou tipus
de cinematica o, més ben dit, de mecanica*!.

“IVegeu a [Van der Waerden, 1967] (p. 28) la reproduccié d’'un fragment de la carta de Heisenberg a van
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En la nostra recerca bibliografica només hem pogut trobar dos treball que es dediquin a analitzar
que és aquesta ressonancia per a Heisenberg. El primer és el segon volum del treball de Duncan
i Janssen, publicat a I'agost de 2023, en el que s’estudia el naixement de la mecanica quantica.
Tal i com ho expliquen alla Duncan i Janssen*?, quanticament aquest fenomen de pulsacié esta
associat a la dependencia temporal dels estats formats com a combinacions lineals d’estats propis
(que tinguin energia lleugerament diferent entre ells), com ja havia mostrat Schrédinger®®. Segons
aquests autors, Heisenberg usa el terme “ressonancia” simplement en aquest sentit, per a mostrar que
els estats d’interés quantic sén versions fusionades d’estats que estan sota un procés d’interconversio
continua, degut a alguna pertorbacié. En el cas concret de ’atom d’heli, diuen, aquesta pertorbacio
(que és gran) és la repulsio electroestatica entre els dos electrons.

El segon treball on s’analitza el possible significat de la ressonancia de Heisenberg és el de Cathryn
Carson on estudia quin és el paper de les forces d’intercanvi en la mecanica quantica**. Carson es
pregunta que vol dir Heisenberg quan parla d’oscil-lacions en I’energia al dir que els dos electrons
s’intercanvien les posicions periodicament de manera continuada, en analogia amb les vibracions (o
oscil-lacions) de l'energia [Energieschwebungen en I'alemany original ] que havia establert en 'exem-
ple de l'oscil-lador. En aquest exemple que desenvolupa a la publicacid, estableix que els estats que
diagonalitzen la matriu d’energia del sistema corresponen als modes normals. Llavors, Carson es
pregunta: si no hi ha intercanvi entre els estats estacionaris mn i nm, per que Heisenberg es centra
en aquesta pulsacié de l’energia i no en els modes normals que corresponen a estats fisics “realit-
zats”? Considera que la pregunta esta relacionada amb la manera en qué Heisenberg interpreta els
elements de matriu. D’acord amb el treball de Born i Jordan®, els elements representaven les transi-
cions entre estats i, per tant, al estar considerant elements de matriu entre els estats mn i nm, des del
punt de vista de Carson, Heisenberg assumeix que en realitat s’estaven produint transicions entre mn
i nm. Segons Carson, aquesta assumpcio quedaria provada per 'afirmacié que fa Heisenberg sobre
que I'energia de pertorbaci6 “contindra en general termes corresponents a transicions en les que els
sistemes a i b intercanvien posicions”*.

Des del nostre punt de vista, es podria dir que a Heisenberg li va passar alguna cosa similar al
que li passava a Einstein quan va escriure els seus treballs de 1925. Salvant les distancies pel que fa
als meétodes seguits per un i per I'altre, els dos perceben que hi ha alguna cosa que els esta passant
a les particules del seus sistemes i que “aquesta cosa” introdueix algun tipus de dependéncia entre
les particules. Tot i que cap dels dos sap identificar ben bé aquesta dependencia, ambdds intenten
modelitzar els efectes que té sobre la teoria que estan desenvolupant. En el cas de les particules
d’un gas, Einstein parla en la seva publicacié de la “pérdua de la independéncia estadistica de les
particules”. Per al cas dels electrons de 'atom multielectronic, Heisenberg, en canvi, parla d'un
“efecte de ressonancia”. Aquesta ressonancia, que ha de significar, doncs, alguna mena d’interacci6
entre les particules, per a Heisenberg es pot traduir en un intercanvi d’energia entre els dos electrons,
com hem explicat, una mena de pulsacid energética que oscil-la d’'un estat energétic ocupat per un
electr6 cap a un altre estat energetic ocupat per l'altre electr6. Com que s’esta considerant sempre
I'energia deguda a les transicions entre estats energetics (que porten associada I'emissio o absorcio
de llum, que s’associa habitualment a una ona electromagnética malgrat la dualitat ona-particula
ja introduida i defensada per Einstein) i degut a la possibilitat que menciona Heisenberg que la

der Waerden enviada a 'octubre de 1963.
*2[Duncan and Janssen, 2023], p. 550-552
*3[Schrodinger, 1926e]
44[Carson, 1996], p. 27-31
4[Born and Jordan, 1925]
46[Heisenberg, 1926a], p. 421
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interaccid entre les particules pugui tenir alguna analogia amb les interferéncies de les ones de De
Broglie, pensem que existeix també la possibilitat que, malgrat la seva visié corpuscular, Heisenberg
estigués interpretant aquesta dependéncia en relacié a 'ona que pugui tenir associada la particula i
aixo fos el que el porta a assimilar-la a una ressonancia (fenomen caracteristic de les ones). Podria ser
doncs que, un cop més, com li passa quan invoca imatges dels electrons intercanviant-se la posicio,
s’estigués posant de manifest la diferéncia entre la visié que ell defensa que ha de ser la correcta i la
seva manera d’“imaginar” els processos fisics, que li jugava a Heisenberg una mala passada un altre
cop.

6.2 Les publicacions complementaries

6.2.1 Laplicacié al problema de I’heli

El segon article de la série que estem analitzant, porta per titol “Sobre els espectres de sistemes
atdomics amb dos electrons™ i es va publicar el 26 d’octubre de 1926 (data de recepcié: 24 de juliol
de 1926) a la revista Zeitschrift fiir Physik. En aquest segon article, el principal objectiu de Heisen-
berg és investigar els atoms de dos electrons i el seu espectre com un cas especial de la mecanica
quantica dels sistemes de molts cossos, el tractament dels quals es basa en I'estudi del “caracteristic
efecte de ressonancia”. Utilitzant les seves propies paraules, “en aquest treball s’'obté una represen-

tacié satisfactoria de les propietats principals d’aquest espectre”.

Comenca explicant que 'atom d’heli (igual que els seus ions analegs com el del liti o el del beril-1i)
han estat objecte d’estudi varies vegades en el marc de la teoria quantica més antiga, com nosaltres
ja hem vist al capitol 1, pero que aquests problemes encara no han estat tractats utilitzant la nova
mecanica quantica. Estableix que la base per aquest nou tractament és el coneixement d’'un efecte
de ressonancia que és caracteristic del problema de sistemes formats per molts cossos com ell mateix
ja ha descrit en un article anterior (aqui cita el seu article Mehrkorper I que hem analitzat a la seccié
6.1). Els calculs que portara a terme en la present publicacié pretenen il-lustrar els moviments*® dels
electrons en 'atom d’heli i derivar els espectres tant de I'heli com de I'i6 Li* qualitativament, a partir
de les lleis de la mecanica quantica, i també que el procediment que ha fet servir pot ser descrit com
una aplicacié d’un tipus simple de teoria de pertorbacions.

Es important remarcar el que ve a continuacié: Heisenberg avisa que les séries pertorbades que
s'obtenen convergiran només en el cas dels estats atomics excitats (D, d, E f....)*°, per als casos (B
p) els termes de la primera aproximaci6 de la serie sén molt poc acurats i per als termes (S, s),
corresponents a I'estat fonamental, el resultat obtingut no és valid. La causa de que el metode falli
en els estats més propers al nucli és 'aproximacié feta sobre la interaccié de Coulomb. Considerant
un atom amb dos electrons, un que sempre esta en I'estat fonamental i 'altre en un estat excitat,
Heisenberg considera que es pot negligir la interaccié coulombiana entre les dues particules. Aquesta
aproximacio és valida per a estats de I’electré 2 molt excitats, ja que en aquests casos els dos electrons

47[Heisenberg, 1926c]

“8Heisenberg parla de moviment perd remarca que “en la mesura que el moviment pot existir en mecanica
quantica”, ja que recordem que ell mateix ha dit en la publicacié anterior que no podem parlar de trajectories
en el marc de la nova teoria quantica.

“9Pel que fa a la notacid, trobem una nota a peu de pagina del traductor que diu: “Heisenberg, in common
with many authors of this period, uses uppercase letters (S, B...) to denote singlet terms and lower-case letters (s,
D,...) to denote triplet terms”. Vegeu [Van der Waerden, 1967], p. 242
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es troben a suficient distancia un de I'altre com per a considerar que la repulsié coulombiana és
feble. Es a dir, per a estats molt excitats les desviacions respecte al comportament hidrogenoide
seran menors. En canvi, si 'electrd 2 es troba en una capa S o P, esta a una distancia de l'electr6 1
suficientment petita per a que la interaccié de Coulomb entre els dos sigui prou potent per fer que
I'aproximacié feta per Heisenberg sobre aquesta interaccié no sigui valida.

Per altra banda, Heisenberg també apunta que per a obtenir uns resultats quantitatius precisos de
I'espectre, els métodes refinats necessitaran utilitzar series que convergeixin rapidament, pero que
ell en aquest treball només derivara els resultats que s’obtenen a partir d’'una aplicacié sistematica
de la teoria de pertorbacions ordinaria.

Calcul de I’espectre negligint les propietats magnetiques de I’electré

En primer lloc, basant-se en el seu treball previ, Heisenberg se centra en veure com es comporta
I'atom no pertorbat: els dos electrons estan sotmesos a I'accié de la carrega del nucli Z pero no es té
en compte la interacci6 dels electrons entre ells, de manera que en els estats excitats I'electrd situat
en una posicié més interna i propera al nucli, sempre estara subjecte a la carrega nuclear Z i l'altre,
en una posicié més externa, estara sotmeés a una carrega Z — 1 degut a 'apantallament causat per
I'electrd intern. Tornant a la seva idea de que no podem parlar de trajectories ni imatges en el marc
de la mecanica quantica, Heisenberg fa el segiient aclariment>°:

En el marc de la teoria classica diriem que hi ha un atom sobre el que actua una carrega
nuclear Z i un altre electré sobre el actua una carrega Z —1; perd en mecanica quantica
no es pot fer aquesta aproximacio, ja que els dos electrons s’intercanvien les posicions
periodicament i algunes vegades sera un electré el que esta sotmes a la carrega Z —1 i
en altres ocasions sera l'altre.

Val la pena aturar-nos un moment aqui per veure les implicacions d’aquesta afirmacié. Aquest
“intercanvi” de posicions entre els dos electrons és el que Heisenberg identifica com a “ressonancia”
i sobre el que hem reflexionat a la seccié 6.1.1. Actualment s’interpreta de la manera segiient: no
podem identificar quin és l'electrd intern i quin és el que es troba una posicié més externa, per la
qual cosa no sabem quin electr6é veu una carrega nuclear Z i quin una carrega Z — 1. La manera de
resoldre-ho per part de Heisenberg (i, segons la nostra hipotesi, d’introduir la indistingibilitat de les
particules en el seu sistema) és suposar que els dos electrons s’intercanvien la posicié periodicament,
de manera que cada electro es troba el mateix temps en la posicié més interna i I'altra meitat en la
posicié més externa.

Es planteja un sistema amb la seglient configuracié: una closca esferica carregada (amb carrega
total e i radi ry) situada al voltant del nucli. Llavors, per a 'atom no pertorbat, I'energia potencial
d’un electrd és:

2
—eZ _ 2 —0f _
. +f(r) onf(r)=e“/rpdesder=0finsar=r, (6.19)

=e?/r desder=rqfinsar =00

on el radi ry que apareix aqui s’ha de determinar posteriorment per a que la série de la teoria de
pertorbacions convergeixi de la millor manera possible. D’aquesta manera Heisenberg aconsegueix

0[Heisenberg, 1926c¢], p. 500
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representar I'energia potencial de 'atom com una funcié continua, tot i que és diferent per a cada
un dels dos electrons.

Per tal de poder calcular quantitativament el valor dels termes, s’han de trobar els valors de
I'energia de les funcions propies de Schrodinger d’un sistema definit per 'energia potencial donada
a (6.19). Com que es tracta d’'un atom de tipus hidrogenoide, aix0 en principi no implica cap dificultat
matematica. La solucio, a més, és la mateixa per al sistema mecanic definit per la carrega nuclear
Z que per al que ve definit per Z — 1, depenent només de la posicié de r relativa al “radi d’orbita”.
Establert aix0, Heisenberg se centra en el cas d’'una orbita P. Segons la teoria classica, diu referint-se
a la teoria de 'atom de Bohr que s’'emmarca en la OQT, la solucié de 'equacié (6.19) sera idéntica
que la d’un sistema Z —1 si es compleix que r esta acotat per un valor minim relacionat amb el radi
de Bohr.

En les solucions per a les quals el radi d’orbita és considerablement més petit que ry, és facil veure
que 'energia difereix només en e?/r, de 'energia del sistema amb carrega nuclear Z. Per simplificar
el calcul, Heisenberg assumeix addicionalment que en el sistema sense pertorbacions la projeccidé
del moment angular total sobre una direcci6 externa donada i el moment angular total mateix estan
“quantitzats” i s6n, doncs, matrius diagonals. A més, s'imagina camps addicionals que eliminen la
degeneracié de j i m fins i tot en el sistema sense pertorbacions. Segons ell aix0 esta justificat, ja que
la quantitzacié de j es produira per I'energia de pertorbacio i la de m per causa d’'un camp extern,
per petit que sigui. En el sistema sense pertorbacions, diu perd, que tenim encara en general una
triple degeneraci6: la del moment angular dels electrons (k; i ky) juntament amb la degeneracid
de ressonancia. Aquesta degeneracié de ressonancia és deguda, com hem comentat anteriorment,
a que no es pot saber quin és I'electré que esta ocupant la posicié interna i quin I'eterna en cada
moment i tenim dos estats “iguals” amb la mateixa energia®.

En el cas concret en el que trobem un dels electrons en I’estat fonamental (n = 1, és a dir, en 1’0r-
bita 1S), la degeneracié d’ambdés moments angulars desapareix i només ens queda la degeneracié
de ressonancia. Entenem que la degeneracié dels dos moments angulars desapareix en aquests casos
ja que al fixar el valor d’'un dels dos moments (k; = O perque un electré es troba sempre en l'estat
fonamental), el moment angular total J, que ve donat per la combinacié dels moments individuals
(J = +|k; — ks, ..., +|k; + ky|), ja no sera degenerat perqueé sempre sera igual a k.

Si excloem tots aquells casos en els que 'altre electrd es troba també en una orbita S (perque ja
s’ha comentat que el metode aqui descrit no és valid per aquests casos), la r, sempre es pot escollir
de manera que sigui molt més gran que el radi de 'orbita 1S. Lenergia de l'electrd en primera
aproximacio és:

—RhZ? €?
L& (6.20)
12 o
i en la segiient aproximacio
_RhZ2 2 2
/2 Lty f(r)—e— (6.21)
12 L) o

on la barra denota la mitjana respecte del temps sobre 1'0rbita no pertorbada amb n =1 i carrega Z.
De manera similar, 'energia de I'altre electrd, en el sistema no pertorbat, sera:
—Rh(Z —1)? 2
—RR(Z =1} [

; f-= (6:22)
n r

51Recordem que en el context de les publicacions de Heisenberg es parla de degeneracié quan hi ha més
d’un electré amb la mateixa energia.
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on aqui la ry és considerablement menor que el radi de I'd0rbita. La mitjana calculada en la férmula
anterior és sobre una oOrbita descrita per electré que tingui un nombre quantic principal n, un moment
angular fixat amb valor k i estigui sotmeés a I’acci6 d’una carrega Z—1. Si s’intercanvia un electr6 per
I’altre, el resultat obtingut per a 'energia total és el mateix. I recordem que el valor total de I'energia
és invariant sota permutacions dels electrons.

Lenergia del sistema pertorbat s’obté a partir de la repulsié de Coulomb entre els dos electrons,
com ja s’havia anticipat en la publicacié anterior, restant la diferencia entre el potencia donat per
(6.19) i el del nucli de carrega Z:

2
Hl=2 — f(r)—f(ry) (6.23)
12

on aqui r;5 denota la distancia entre els dos electrons i r;, r, denoten la distancia entre el nucli i els
electrons 1 i 2, respectivament. L'expressié (6.23) es correspon amb el que Heisenberg va anomenar
“terme de degeneracié” de l'article anterior, que d’ara endavant anomenarem Mehrkorper I.

En la segiient seccié Heisenberg considera un cas especial d’atom no pertorbat, descrit pel mo-
ment angular total j i la seva projeccié m sobre un eix fixat, amb un dels electrons situat en una
orbita n; = 1 i l'altre en una orbita n, = n > 2. Com ja hem dit, el moment angular de I'drbita
d’aquest segon electrd sera igual al moment total de ’atom: k = j (ja que el primer electré es troba
en un orbita S i té, per tant, k; = 0). El sistema descrit és degenerat®, per tant pot ser tractat
com s’ha descrit en el Mehrkorper I. Si es denota com v I'estat que ve descrit pels nombres quantics
n=1,k=0,m=0iconwelquetén=n,k=k,m=miconsiderem les equacions (6.9) i (6.11)
del Mehrkorper I, el calcul dels moviments seculars es pot dur a terme mitjancant els termes

H'(vw;vw) 1 HY(vw;wy) (6.24)

Com que no hi ha camp extern, no hi ha cap direcci6 privilegiada i aquests termes no depenen
de m. Heisenberg assenyala que cadascun d’ells es dividira en dos; només aquells que pertanyien
al sistema no pertorbat romandran tnics quan els electrons pertanyin a orbites equivalents. Els dos
sistemes de termes obtinguts s’anomenen sistema O(rtho) i sistema P(ara) i sera aquest ultim el que
conté electrons en Orbites equivalents. Al calcular les quantitats (6.24) es mostra que els valors del
sistema P sén majors que les del sistema O. També es veu que la distancia entre tots dos correspon
aproximadament amb la que s’observa experimentalment entre els termes orto i para de l'heli o I'id
liti. I tal i com s’ha mostrat al Mehrkérper I, les dues series de termes no es barregen entre si.

Heisenberg cita els tres treballs seminals de la teoria ondulatoria de Schrédinger del 1926°3 i
diu que el calcul dels termes (6.24) és molt més facil que mitjancant el metode de funcions propies
publicat per Schrodinger: per a un atom hidrogenoide de carrega Z, la funcié propia de Schrodinger
1 que correspon als nombre quantics n, k, m es pot representar com el producte de tres funcions on
cadascuna només depén d’una de les tres variables r, 6, ¢:

wnkm :Xnk(r)Ykm(Q)Zm(¢) (6.25)

Denomina com s i t dos estats estacionaris (valors propis) de manera que amb la normalitzacié
adequada de 1) tenim la relacié d’ortogonalitat f Y. dQ =0y, que sera igual a 1 en aquells casos
en que s = t i 0 en la resta de casos. Dels treballs previs de Schrédinger i utilitzant el metode

52Una permutacié entre els dos electrons ens donara la mateixa energia.
S3[Schrédinger, 1926¢], [Schrédinger, 1926d], [Schrédinger, 1926b]
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desenvolupat a l'article previ, Heisenberg obté les expressions per a X,;(r), Yim(0) i Z,,(¢) i arriba
a que les expressions (6.24) es poden calcular com

(a) Hl(VW:VW):J---JlevZ(rlaQlad)l)ww,Z—l(rZ) 92: ¢2)

x Evz(’”l, 61, ¢1)EW,Z—1(r27 0,5, $2)d02,dQy  (6.26)

() H'(vw,wv) = f J H',;(r1, 61, 1), z-1(r2, 02, $)
X P, 7-1(r1, 01, @1V, £ (12, 05, p2)d2 AR, (6.27)

on H! correspon a I'energia del sistema pertorbat donada a (6.23) i assumint que les funcions propies
del problema (6.19) no sén gaire diferents de les d’un atom d’hidrogen. El primer terme H'!(vw, vw),
que avui dia rep el nom de terme directe, indica la distancia mitjana entre els termes orto i para
respecte al valor del terme del sistema no pertorbat. El segon terme H'(vw, wv), actualment conegut
com terme d’intercanvi, dona la meitat de la distancia entre els termes orto i para en el sistema
pertorbat®*. Heisenberg fa referéncia a la discussié portada a terme al Mehrkorper I, en la que deia
que la probabilitat de transicié entre el para i 'ortoheli eren en primera aproximacio igual que en el
cas de I'hidrogen, excepte en el cas de les transicions cap a 1S en el paraheli, que eren el doble de
freqiients.

Els dos termes es poden expressar en funcié de les energies dels sistemes simetric i antisimétric
donades a I'expressi6 (6.11) de 'article anterior. Per a simplificar la lectura, a partir d’ara adoptarem
la notacié del Mehrkorper I en totes les expressions matematiques d’aquesta publicacié, de manera
que el terme directe i el terme d’intercanvi es poden escriure com®>:

W ..+W,
H'(vw,yw) = H'(nm,nm) = 22— = J

w. . —W
H'(vw,wv) = H'(nm,mn) = % =K

Per a concretar una mica més la relacié entre ambdues formulacions (la del Mehrkorper I ila de
la publicacié que s’analitza en aquesta seccid), cal senyalar que el nivell energetic, que en el primer
article s’identificava amb n i m, ara s’identifica com 1in o com v i w. Aquests subindexs representen
els tres nombres quantics de I’estat en que es troba I'electré (que Heisenberg escriu com n, k, m).

Ara Heisenberg explica que per tal d’obtenir 'energia de pertorbacid total del sistema és con-
venient sumar a la distancia representada pel terme H'(nm,nm), I'energia de ’Atom no pertorbat
donada a (6.21) i (6.22) i el valor

RhZ? Rh(Z-1)?
12 n2

(6.28)

54Vegeu amb més detall com es pot arribar a aquestes expressions matematiques per al terme directe
H'(vw,vw) i el terme d’intercanvi H'(vw, wv), vegeu I'apéndix B.

%5 Al Mehrkérper I Heisenberg havia escrit que considerava el seu problema com un fenomen de ressonancia
“en termes de la formulaci6 de Schrédinger”. Les funcions que aqui escriu com v, (ry) i v,,(r3), sén ¢ i ¢ rl;l
de l'article anterior, i aquestes sén les funcions que permeten calcular els elements de la matriu W a la que
fa referéncia la funcio (6.7).
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que és I'energia de 'atom d’hidrogen escrita per a dos electrons, un que veu un nucli amb carrega Z
i I'altre amb carrega Z — 1. Aixo li permet arribar a 'expressié segiient:

62 62
Hll(nm, nm) = f ...J (r_ - r_) |Tl)iz(r1, 91, ¢1)| X |¢r2n,z_1(r2, 92, ¢2)|d91d92 (629)
12 2

on dQ = drr2dfsinfd¢. Veiem que en I'expressié (6.29) a la que arriba per al calcul del terme
directe H'(nm,nm), r, ja no apareix. El métode pertorbatiu aplicat per Heisenberg ha fet desapa-
réixer convenientment el terme ry que havia introduit ell mateix “artificialment” d'una manera que

sembla més o menys rigorosa. Recordem que H' representa una mitjana temporal. Resulta doncs
coherent que les mitjanes temporals es refereixin a cadascun dels seus elements de matriu, ja que
el seu caracter de mitjana temporal és el resultat d’un calcul mitja realitzat amb les funcions d’ona
corresponents. Aquest calcul mitja és el d’'un terme d’interaccié H! que Heisenberg ha definint a
Iinici del Mehrkérper I i que, en el cas concret de I'heli, es refereix a un conjunt de potencials de
pertorbacié. Les funcions d’ona actuen com a “pes estadistic” i la mitjana la fa simplement integrant.
Degut a que imposa la invariancia sota permutacions, de la matriu H' només necessitara calcular
dos dels seus elements i no tots quatre, ja que els altres dos seran ideéntics. Es per aixd que calcula
només les integrals corresponents als dos elements de la primera fila i obté les expressions (6.26) i
(6.27).

Si ens tornem a fixar en el que Heisenberg fa a la publicacid, trobem que ara afirma que degut a
que l'expressio (6.29) no depen de ry, el canvi en 'energia en el sistema pertorbat (de primer ordre)
és independent de la tria del radi ry. No obstant aix0, la férmula (6.29) dona una distancia que
no pot ser correcta ni tan sols aproximadament, ja que degut a la simetria d'una orbita del tipus
15°6 ha de ser practicament zero. Addicionalment, els termes quadratics en el segon ordre de la
pertorbacié (que corresponen a 'efecte de la polaritzacid) tenen una contribucié a I'expressié (6.29)
que és superior a la distancia en si mateixa. En canvi, 'expressié (6.27) si que coincideix en primera
aproximacié amb la distancia entre el sistema orto i el sistema para.

Al fer el calcul de les integrals que corresponen per al terme directe i per al terme d’intercanvi,
primer sobre els angles i després sobre el radi en les expressions que ha trobat per a les components
Xoi(r), Vi (0) i Z,,(¢), arriba a la segiient expressio

2 2
H' (nm,nm) = J J drlrlzdrzrgXlzo;Z(rl)Xik;Z_l(rz) X ( © _ e—) (6.30)

a2 T2

on r(j p) valdra ry quan r; > ry i ry quan r, > r;. En aquest punt, Heisenberg fa el segiient aclari-
ment°’:

En els calculs segiients, els valors mitjans desitjats no es calcularan exactament per a
tots els n i k, ja que es pot demostrar facilment que els valors mitjans desitjats sempre
donen lloc (aproximadament) a férmules d’energia del tipus Rydberg-Ritz. Per tant, és
suficient, per a qualsevol valor donat de k, calcular el valor mitja per als dos valors més
petits de n (k+ 1 i k + 2) i extrapolar els valors mitjans restants mitjancant la férmula
de Rydberg-Ritz.

S6Recordem que una orbita d’aquest tipus és esférica.
>7[Heisenberg, 1926¢], p. 505
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i continua desenvolupant la férmula que havia trobat per a X fins que arriba a dues expressions per

7 . . \ . . / 7 4
a X, que dependran només de k: X1 i i Xj42 k. Aix0 li permet escriure el terme H " també només
en termes de k i de la carrega del nucli Z°8,

Els valors numérics que dona Heisenberg per a H' (nm, nm)/Rh sén els de la taula 6.1%.

k=1 k=2
7o N= k+1 —0.0020 —6.7x107°
n=k+2 —0.00070 -
73 M= k+1 —0.0098 —5.5x107°

n=k+2 —0.0032 -

Taula 6.1: Calcul dels valors de ;{—: per a una Z i k donades.

També calcula els valors en el cas d’afegir un terme de correccié de Rydberg &, de la segilient
manera:

_Rh22 _ Rh(Z - 1)?

E =
12 (n+06)2

En aquest cas, els valors que troba sén els de la taula 6.2

k=1 k=2
—0.0080 —9x107°
—0.0095 -
—0.0098 —1.9x107°
—0.0108 -

=T ===
I |l
wWNwWwN

Taula 6.2: Calcul dels valors de % per a una Z i k donades tenint en compte la correccid 6
de Rydberg.

A continuacié, Heisenberg vol calcular el terme d’intercanvi H'(nm, mn). Com ha fet en el cas
del terme directe, fent servir polinomis de Legendre, aconsegueix expressar H'(nm, mn) només en
termes del nombre quantic k i la carrega Z®'. Troba que H'(nm,mn) és sempre positiu, la qual
cosa indica (tenint en compte la discussio ja feta al Mehrkérper I) que al sistema P li correspondran
sempre els valors més elevats.

Els valors que troba els trobem a la taula 6.3%%. Es veu rapidament que, d’acord amb el que ha
dit a l'inici de la publicacié, la diferéncia entre I'orto i el para és 2H'(nm, mn).

Si com abans, es vol trobar la diferéncia de la correccid de Rydberg-Ritz per als termes orto i
para, es pot calcular a partir de la férmula

58per expressar aquesta dependéncia amb la carrega, utilitza la variable e que defineix com e = Z2.

>Taula 9.1 de I'article [Heisenberg, 1926c]. "
%0Taula 9.2 de I'article [Heisenberg, 1926c].

61 Aqui fa servir també la variable € per expressar la dependéncia amb la carrega, que es definia com € =
%2Taula 9.3 de l'article [Heisenberg, 1926c].

Z—1
Zn *
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k=1 k=2 k=3
7—9 N= k+1 0.00765 0.0000257 5.25x107®
n=k+2 0.00246 0.0000150 4.31x10°®
7—3 = k+1 0.0307 0.000189 6.95x1077

n=k+2 0.00935 0.000108 5.72x1077

Taula 6.3: Calcul dels valors de % per a una Z i k donades tenint en compte la correccié &
de Rydberg.

AS = n®  HY(nm,mn)

Z-12 Rh

i comparar amb els resultats empirics que es recullen a la taula 6.4% i que ell diu que obté de les

mesures fetes per Stefan Werner®*.

A6 for
2p—2P 3p—3P 3d—3D 4d—4D 4f—4F 5f—5F
cale.  0.061 0.067 0.00069 0.00096 3.4x10° 5.4x10°°
meas. 0.075 0.079 0.00044 0.00063 — —
Lit cale.  0.061 0.063 0.0013 0.0017 1.1x10™> 1.8x107°
meas. 0.067  0.069 0.0010 0.0014 — —

Taula 6.4: Comparativa entre els valors calculats i mesurats de la correccié de Rydberg-Ritz
de la diferencia entre els termes orto i para de I'heli i I'i6 liti donats per Werner.

En l'apartat final d’aquesta primera seccié de l'article, Heisenberg vol calcular tant la posicio
absoluta dels termes en els sistemes orto i para, com la posicié relativa entre ells dos. Explica que
per fer aix0 ultim, caldra anar fins al segon ordre d’aproximaci6 de la teoria de pertorbacions i que,
com que aixo és una mica laborids, fara algunes aproximacions per estimar els termes de segon ordre.
Per a valors de k grans diu que és intuitivament facil veure que la major part de la contribucié vindra
de part de la polaritzacié de l'interior de 'atom. A més d’aquest efecte de polaritzacid, hi ha altres
efectes a tenir en compte que corresponen a dipols, quadrupols,... induits i que afecten a la posicié
relativa entre els termes dels sistemes O i P. El dipol induit, pero, no afecta a la posicio relativa dels
dos sistemes de termes. Es per aixd que el terme de polaritzacié després d’haver-li afegit el terme
de primer ordre calculat a les taules 6.1 i 6.2 donara aproximadament la distancia de la mitjana dels
termes del sistema O i P respecte al terme d’hidrogen corresponent.

Per comprovar si els seus resultats son correctes, en aquest cas fa servir els nimeros experimentals
obtinguts per Ivar Waller que estan publicats a un article que ha citat abans. En canvi, per a valors de
k petits, puntualitza que els valors calculats no serien valids perque Waller hauria calculat I'efecte de
polaritzacié d’'un camp uniforme a I'interior de 'atom. Quan I'electré es troba lluny del nucli, la forca
que fa a l'interior de I'atom es pot considerar que és un camp electric uniforme. En canvi, pero, si la
distancia fins al nucli és del mateix ordre que la de I’electré intern aquesta aproximacié cap a un camp

%3Taula 9.4 de I'article [Heisenberg, 1926c].
54Diu que Werner li ha deixat disposar dels resultats dels seus experiments abans de publicar-los.
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uniforme esdevindria incorrecte i el dipol induit és considerablement més petit que el que s’obté a
causa de 'efecte de la forca d’un camp electric uniforme. Si s’examina més de prop aquest decaiment
de la polaritzacié a mesura que disminueix la k (utilitzant els termes de segon ordre), el que es troba
és que els valors obtinguts per Waller sén una bona aproximacié per als termes de tipus d, D, f, F,
etc. pero no per als termes tipus P, que tenen un valor que és aproximadament un ter¢ del que dona
Waller. Heisenberg no explica aqui quins son els calculs que fa per arribar a aquests resultats, pero diu
que els valors tedrics obtinguts en aquest cas per als termes P sén considerablement menys exactes
que el que haurien de ser per considerar que la teoria esta d’acord amb els resultats experimentals.

Malgrat tot aix0, sembla que Heisenberg se sent satisfet dels resultats proporcionat pel seu mo-
del®®:

Els calculs anteriors han proporcionat una idea general de la posici6é dels termes en
I'espectre requerit. En aquestes estimacions, ha estat necessari excloure els termes S i
aquells que corresponen als estats excitats dels dos electrons. Els calculs anteriors de
probabilitats de transicié mostren que, pel model de I'atom tractat aqui (Part I), que
consisteix en carregues puntuals, no es produeixen combinacions entre els sistemes O i
P. Les probabilitats de transici6 dins de cada sistema, excepte per a transicions al terme
1S, no difereixen de les del hidrogen en una fraccié major de la que les energies dels
estats estacionaris corresponents difereixen en el cas de 'hidrogen. Per tant, el nostre
tractament de I'atom format per carregues puntuals ha arribat a una conclusié temporal,
i ara passem a discutir el model format per electrons magnetics i 'estructura fina.

De manera que segueix ja cap a la segona part de I'article, on passa a tractar ’espectre tenint en
compte els espins dels electrons (elektronenmagnete).

Calcul de I’espectre tenint en compte I’espin de ’electr6

En la primera secci6 d’aquesta segona part de la publicacié, planteja el segiient problema: tenim
un sistema format per dos electrons amb el centre de massa fixat, perd amb la direccié del moment
angular dels electrons s;, s, (nombres quantics s; = sy = %) indeterminada. Es permet que hi
hagi, entre cadascun dels dos espins i qualsevol forca externa fixada K, una interacci6 descrita pel
Hamiltonia H, (k, s) i que la interaccié entre els dos espins sigui donada per H, (s, s5).

La solucié d’aquest problema en I’antiga teoria quantica seria la segiient: els dos magnets elec-
tronics es troben en una posicié o bé paral-lela o bé antiparal-lela, independentment de I'ordre de
magnitud relatiu entre H; i H,, ja que la forca externa té el mateix efecte sobre tots dos. Com que
Is1] =lso] = %%, l'orientacid de tot el sistema en el camp extern K déna lloc a un “triplet” i a un “sin-
glet”. Segons Heisenberg, el tractament amb la nova mecanica quantica ens portara cap a un resultat
similar. Les projeccions de s; i s, en la direccié del camp creat per la forca externa es denoten per
m; i my, de manera que m; + m, = m, que és a priori una matriu diagonal. Llavors podem dir que
per al sistema no pertorbat tenim 4 estats, que Heisenberg anomena a, b, c,d. Tot aixd Heisenberg
ho representa de la segiient manera:

Es molt important el segiient paragraf per entendre quin és el paper que juga la indistingibilitat
dels electrons en el model aqui plantejat per Heisenberg®®:

%5[Heisenberg, 1926¢], p. 511
%6[Heisenberg, 1926c], p. 512
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m, m, m
1 1
bl
J T L
d—i _21 -1
2 2

Els estats a i d estan evidentment definits fins i tot en el sistema no pertorbat, a causa
de la quantitzaci6 de la m, i tenen energies H;(aa) + Hy(aa) i H;(dd) + H,(dd) res-
pectivament, amb H,(aa) = H,(dd). No obstant aix0, entre els estats b i ¢ hi ha una
degeneracio de ressonancia, com ja s’ha descrit anteriorment. Des d’aquest punt de vis-
ta, a i d sén estats amb subsistemes equivalents. Per tant, es combinen només amb una
de les dues solucions del problema de ressonancia bc, i la particié dels quatre estats en
dos sistemes d’un i tres estats aqui apareix com una analogia a la partici6 en sistemes
O i P de la Part I. L'energia dels estats “b, c” del sistema pertorbat és novament, com a
equacié (12)%7 de larticle anterior.

Que significa aix0? Significa que degut a que no podem identificar quin és ’electrd 1 i quin es
'electrd 2, no es pot diferenciar si el sistema es troba en I'estat b o en el ¢, ni tan sols si canvia de I’estat
b cap al ¢ o viceversa. Com haviem vist al Mehrkérper I, aquest fet fa aparéixer una degeneracio, ja
que hi ha en realitat dos estats que tenen la mateixa energia. Aquesta degeneracié que Heisenberg
anomena, tant aqui com a I’article previ, degeneracié de ressonancia, no apareix en el cas de sistemes
formats per dues particules diferents entre elles. Es doncs caracteristica dels sistemes formats per
particules idéntiques i com hem discutit a la secci6 6.1.1, el nostre punt de vista és que aquesta és
la manera com Heisenberg identifica la nova dependéncia quantica entre les particules en aquells
sistemes en el que les particules sén igual entre si.

L'equivalent a 'equaci6 (6.11) de I'article Mehrkérper I, per al cas d’un sistema degenerat com el
que s’acaba de descriure, s’escriura com:

“b>  H,(bb)+ Hy(bb) + Hy(bc)
(6.31)
“c” Hl(bb)+H2(bb)—H2(bC)

ja que Hy(bc) =0.

Remarca que el fet que s = % en el cas dels electrons és essencial per aconseguir la concordanca
entre la particié de ressonancia i la particié “multiplet” (singlet-triplet). Aixo0 és aixi perque és la
component de I'espin la que ens dona les 4 possibles configuracions®®.

Si ara intentem imaginar les funcions propies de Schrodinger per a aquest problema escrites
com a l’equacio (6.15) i (6.16) del Mehrkérper I, trobarem que les funcions propies que pertanyen
als estats “triplet” a, b, d seran simétriques en les coordenades dels espins, mentre que la funcié pro-

pia de I'estat “singlet” ¢ canviara de signe quan els electrons s’intercanviin, és a dir, sera antisimetrica.

Heisenberg vol analitzar el cas concret de I'heli, ara si, tenint en compte els espins dels electrons.
Tot i que les energies d'interaccié donades per H,, sén molt més petites que les energies i diferéncies

%7Per a nosaltres és I'equacié (6.11) del Mehrkérper I.
%8Recordem que a 'apéndix B hi ha el detall matematic de com es desdobla la funcié d’ona al tenir en compte
I’espin.
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d’energia tractades en el model de la Part I del treball, el calcul fet alla es pot considerar com la
solucié de I'equacié de moviments seculars pel sistema pertorbat, considerant com a sistema no
pertorbat qualsevol estat del model. Lorientacié dels vectors (paral-lels o antiparal-lels) s; i s, en
aquest cas no esta determinada per una forca externa K, sind per la composicié de moment angular
amb el moment angular del model (Part I) segons la regla usual. La rad per la qual els vectors s; i
s, estan situats de manera paral-lela o antiparal-lela no es deu a una interacci6 entre ells, sin6 al fet
que exactament la mateixa forca actua sobre tots dos imants (els dos electrons en el model descrit a
la Part I realitzen exactament els mateixos moviments (encara que en fases diferents) en el transcurs
del temps).

Establert tot aix0, la divisi6 dels termes del sistema en els dos subsistemes que no combinen entre
ells s’obté facilment. La funcié propia de Schrodinger d’un estat de tot 'atom és igual al producte
de les funcions propies. Com que les funcions propies del sistema O sén antisimetriques i les del
sistema P simeétriques, les funcions de tot 'atom seran:

simetriques per als triplets del sistema P i els singlets del sistema O,
antisimétriques pels singlets del sistema P i els triplets del sistema O.

Aix0 el que provoca és la divisio del sistema en termes que no combinen entre ells. En particular,
si es tria el subsistema que no conté orbites equivalents, els termes Para seran singlets i els termes
Orto seran triplets. Per acabar la seccid, un cop més Heisenberg es mostra satisfet amb ’adequacio

del model respecte al que s'observa en la naturalesa®:

Aquest comportament és molt similar al d'un atom que no presenti ressonancia pero amb
una interaccié entre els espins de I'ordre de magnitud de la distancia singlet-triplet, i
és completament raonable que la major part de les propietats caracteristiques de I'es-
tructura s’hagin explicat sobre la base d’aquest ultim model. D’altra banda, el model de
dos electrons aqui discutit també reprodueix cada detall de I'estructura, per exemple,
en els espectres dels alcalinoterris. Per als triplets, la coneguda “Ilei del cosinus”’? sera
valida sempre que la interaccié magnetica entre el nucli i els electrons sigui major que
I'accié mutua dels dos imants d’electrons. En un camp magneétic extern, els triplets es
comportaran com en els models discutits per a la derivacid dels efectes Zeeman.

En la segiient seccid es pregunta perqueé I'He i el Li* difereixen de la resta dels elements alca-
linoterris i la seva estructura fina no mostra el triplet esperat. Aixo ho creu aixi perque en aquella
época experimentalment encara no eren capagos de veure el triplet i veien només un doblet. No
reproduim aqui aquesta part del treball, ja que no és rellevant per a la nostra investigacié i no aporta
valor a aquesta tesi doctoral.

Per acabar l'article, Heisenberg diu que l'objectiu dels calculs anteriors és”!:

...demostrar que la mecanica quantica proporciona una descripcié qualitativa inclds dels
detalls fins de I'espectre dels atoms de dos electrons, i que permet determinar de manera
aproximada el comportament dels termes amb nombres quantics variables.

%9[Heisenberg, 1926¢], p. 513

70Amb llei del cosinus es refereix a una llei formulada per Landé al 1919 en el seu estudi sobre I'atom de
I'heli (vegeu [Duncan and Janssen, 2023] (p. 361) per a més detalls).

"I[Heisenberg, 1926¢], p. 517
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Afegeix, per0, que aquests arguments necessiten un aclariment urgent en dos aspectes. Per una
banda, encara no hi ha una justificacid clara per triar un sistema de termes que no contingui estats
amb orbites equivalents dels electrons’? i que pot ser que més endavant es descobreixin relacions
més profundes per intentar eliminar aquesta mancanga del model. Per altra banda, explica que a
la solucié proporcionada li manca precisid: “Els valors teorics dels termes s’han de poder calcular
amb tanta precisié que coincideixin amb les observacions experimentals fins a 1'dltim decimal”. Per
tant, la seva opinio és que els métodes de la teoria de pertorbacions de la mecanica quantica han de
refinar-se gradualment per arribar a métodes que permetin una determinacié realment quantitativa
de les constants requerides sense calculs massa laboriosos. Es pot concloure, doncs, que Heisenberg
es mostra satisfet amb el seu metode i pensa que dona una descripcié qualitativa suficient per a
I'atom de dos electrons. No obstant aixo, és conscient de les mancances i veu que per tal d’obtenir
una descripcié quantitativa suficientment bona encara s’ha de refinar el métode una mica més. Per
a finalitzar I'analisi de la publicacié volem remarcar que, tot i que pensem que tant el Mehrkérper I
com aquest treball sén claus per a la comprensié i desenvolupament de les estadistiques quantiques,
estrictament Heisenberg no esta fent mecanica estadistica quan esta aplicant el seu métode al cas
d’un atom multielectronic. A diferencia del que fara Dirac, com veurem en el segiient capitol, Hei-
senberg no utilitza la temperatura en les publicacions analitzades i no sembla que tingui interes en
calcular les variables termodinamiques del sistema.

Al treball de Heisenberg sobre I'heli del 1926, aviat el van seguir altres on es feien calculs pertor-
batius cada cop més precisos, dels que destaca el que va publicar al 1927 l'astrofisic alemany Albrecht
Unsold”? i després d’altres que feien calculs variacionals, precursors dels esquemes de Hartree-Fock
que s'utilitzen avui dia per a realitzar calculs espectrals molt precisos. Els estudis d’aquest tipus, que
podien tractar amb un alt nivell d’exactitud comparable a la precisié espectroscopia disponible en
aquella epoca, els sistemes de tres cossos com I'heli, que presentaven una dificultat insalvable quan
es tractaven amb la mecanica classica, van ser crucials per convencer als fisics més conservadors
sobre la validesa de les noves idees i teories introduides per la mecanica quantica.

6.2.2 Fluctuacions i mecanica quantica

Aquest article escrit per Heisenberg a Copenhaguen i que porta per titol “Fluctuacions i mecanica
quantica”’4, va ser publicat el 20 de desembre de 1926 (data de recepcié: 6 de novembre de 1926) a
la revista Zeitschrift fiir Physik. El principal objectiu de I'article és mostrar com la mecanica quantica
esta d’acord amb les fluctuacions formals necessaries per parlar d’una teoria discontinua de l’ener-
gia. L'hem considerat el tercer de la série seminal d’articles de Heisenberg que assenta les bases de
'estadistica quantica. Al capitol 7 també veurem que Dirac cita aquest article de Heisenberg en la

seva publicacié sobre I'estadistica quantica’.

En el resum inicial de a publicacié, Heisenberg comenca dient que les fluctuacions tenen una
gran importancia en la fisica ja que, des del seu punt de vista, sén el resultat més clar i immediat de
les discontinuitats que existeixen en processos que ocorren tant en espais petits com en temps molt
curts. Posa com a exemple a Einstein: el moviment Brownia es pot entendre com una conseqiiéncia

72Es a dir, que satisfaci el principi d’exclusié de Pauli.

73[Unséld, 1925]. Vegeu més detall sobre els treballs d’'Unséld a [Duncan and Janssen, 2023], p. 547
74[Heisenberg, 1926b]

7>[Dirac, 1926a]
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directa de l'estructura atomistica de la materia, les fluctuacions d’energia i moment en la radiacié a
I'interior d’una cavitat porten directament al concepte de quantum de llum d’Einstein i les fluctuaci-
ons d’energia en els vertexs d’un cristall que estan directament relacionades amb l'existencia d’estats
estacionaris discrets del sistema mecanic. La seva opinié és que com que la mecanica quantica s’ha
establert com a valida per al tractament quantitatiu dels sistemes mecanics, ha d’existir una connexi6
estreta entre la mecanica quantica i el fenomen de fluctuacions, ja que li sembla que una investigacio
més profunda sobre les relacions trobades pot resultar util degut a els dubtes que recentment s’han
expressat sobre I'existéncia d’aquestes discontinuitats.

Ala seccid 1, abans que res, avisa que la part matematica utilitzada en aquest treball és la que el
propi autor ha desenvolupat a l’article previ sobre la ressonancia en la mecanica quantica’®. Es plan-
teja el problema de la segiient forma: tenim dos atoms a i b del mateix tipus, que es troben inicial-
ment (negligint les forces de tot tipus de radiacié) en el estats n i m de manera que W® = E,, W? = E,,
i que estan acoblats a través d’una interaccié molt feble. Hi haura un efecte de ressonancia entre els
dos atoms i aquesta ressonancia es pot descriure de dues maneres diferents:

I. Tindran llocs salts d’energia amb una certa freqiiéncia, de manera que W canvia d’energia de
manera discontinua passant de E, a E,, i W? ho fa de E,, a E,,, o viceversa, al mateix temps.
També es podria dir que amb el pas del temps “el quantum de llum’” (E, —E,,) passa de 'atom
a a l'atom b i torna, al cap d’'un cert temps”. D’aquesta manera, el quantum estara de mitjana
la meitat del temps en 'atom a i 'altra meitat en el b, per simetria.

II. La ressonancia s’ha de considerar com un analeg corresponent a la interaccié classica entre dos
oscil-ladors. Per tant, 'energia “pulsara” (oscil-lara) d’'un costat a I'altre entre els atoms a i b
amb una freqiiencia lenta. L'energia de I'atom, llavors, és una funcié harmonica i periddica del
temps.

La descripcié I dona una imatge discontinua de I'energia: les dues particules ressonen (intercan-
vien la seva posici6 entre una i I'altra continuadament) de manera que tant es pot trobar 'electré 1
a l'estat n com a I'estat m, trobar-lo en un estat o en I’altre només depén del moment en el que s’ob-
servi. I igual passa amb la particula 2. La descripci6 II, per la seva banda, contradiu completament
la I. No obstant aixo, Heisenberg indica que la mecanica quantica modifica significativament aquesta
descripcid i la fa accessible a un tractament matematic: no té sentit parlar de 'energia de 'atom
com una funcié del temps en un estat determinat del sistema global; per a un estat donat només
tindria sentit parlar de mitjanes temporals. En el cas concret que s’esta considerant aqui, 'energia
d’un atom es pot representar formalment per una matriu que correspon a una funcié harmonica del
temps. Els termes harmonics d’aquesta matriu s’assignen a dos dels estats del sistema global i mentre
no es tinguin en compte transicions del sistema global, en principi, només es podran observar els
valors temporals mitjans mencionats.

S’ha de demostrar que la descripci6 II és equivalent a la I per a tots els efectes observables. La
primera pregunta que es fa Heisenberg, doncs, €és si sera possible trobar els valors de I'energia que
estiguin entre E, i E,, (per exemple, mitjancant processos de col-lisié6 amb un dels dos atoms). La
resposta és que no en el cas de totes dues descripcions. En el cas II, només cal aplicar les definicions
basiques de la mecanica quantica al sistema global per a veure que en els processos de col-lisié només
es poden transferir quantitats d’energia (E,, — E,,,), com en el cas de que no hi hagi interacci6. Per a

7SEs refereix al Mehrkorper I.
77En una nota a peu de pagina Heisenberg puntualitza que potser en aquest cas seria més apropiat parlar
de “quantum de so”, ja que en s’esta parlant d’estats vibracionals.
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il-lustar-ho, calcula la matriu per a I'energia d’un dels dos atoms (per exemple, I'a): totes les matrius
del sistema amb interaccié vénen d’aquelles del sistema no pertorbat a través d’'una transformacio

canodnica’® amb la matriu S7° donada per:
Summ = =5 Summn = =5 S = =5 S = — (6.32)
nm,nm ﬁ: nm,mn \/E, mn,nm ‘/z) mn,mn 1/§ .
Si W? i WP denota I'energia de 'attom a i b, respectivament, en un sistema no pertorbat, llavors
we=s"1wes, (6.33)
que d’acord amb (6.32) tindra els elements de matriu segiients:
a — 1 . a J— 1 .
an,nm - E(En + Em)’ an,mn - E(En _Em)’
(6.34)
a _l(E —E ) a _l(E +E )
n m’> n mJ’s

mn,nm 2 mn,mn 2

Les quantitats observables d’un estat determinat (per exemple, nm del sistema global) s6n, en
principi, aquestes: la mitjana temporal de W¢, la fluctuacié quadratica mitjana de ’energia i qualse-
vol valor mitja de la fluctuacidé. En general, totes aquestes fluctuacions es poden atribuir a mitjanes
temporals d’alguna funcié de W: f(W).

Si es calcula la mitjana temporal de qualsevol funcié f (fent servir (6.12)), es troba que

Frmm = 5 B+ £ (E)
Frmmn = 50 )+ F(E)

Segons Heisenberg, és facil veure que aquests resultats sén els mateixos que s’obtindrien a partir
del punt de vista descrit per I. Llavors, la pregunta que s’ha de fer és: hi ha alguna funcié E(t) per
al que la seva mitjana temporal satisfaci I'expressi6 segiient?

FEO) = 5 (B0 + F (E) (639)

on E, és el maxim que pot tenir 'energia del sistema i E,,, n’és el valor minim. Només troba funcions
del tipus que es mostren en la figura 6.6 que satisfacin aquesta condicid, és a dir, que tenen la
propietat que la longitud total de les parts superior de la corba (quan l’energia és igual a 'energia
maxima E,) és igual en mitjana a la longitud total de les parts de la linia inferior (quan 'energia del
sistema és el minim E,,).

La interpretacié de Heisenberg és que la mecanica quantica, en el cas plantejat aqui, porta als
mateixos resultats pel que fa a totes les quantitats de fluctuacié que el concepte de discontinuitat.

Aclareix®°;

...en altres paraules, es revel-la el fet que de la discontinuitat s’incorpora de manera
natural al sistema de la mecanica quantica. Sembla que la mecanica quantica permet
parlar sobre els processos discontinus tant com és realment comprovable. Ni el moment
de les transicions ni les mateixes transicions apareixen en aquest esquema. Per tant,
opinem que en la figura 6.6 només la longitud total de les seccions superior i inferior
de la corba té un significat fisic.

78Equacions (6.7) del Mehrkérper I.
7PEquacié (6.11) del Mehrkdrper I.
80[Heisenberg, 1926b], p. 504
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Figura 6.6: Figura 1 de l'article [Heisenberg, 1926b], p. 504

Per acabar la seccié, Heisenberg apunta que ha fet una aproximacio6 a ’hora de fer tots els cal-
culs: no ha considerat la contribucié de I'energia d’interaccié entre els dos atoms (per ser molt petita).

La publicacié inclou una segona seccid en la que Heisenberg comenca dient que la rad matemati-
ca que fa que els valors mitjans de la fluctuacié de la mecanica quantica i els de la teoria discontinua
concordin, és la forma que té la transformacié canonica a (6.7) i (6.12). Aquesta forma és am-
pliament acceptada en la mecanica quantica, de manera que les consideracions sobre fluctuacions
que ha exposat anteriorment, es poden estendre als casos més comuns. En primer lloc, enumera,
la suposicio feta a la seccié 1 de que a i b sén dos atoms, no és necessaria. En realitat, poden ser
dos sistemes mecanics qualssevol (sempre que siguin tots dos del mateix tipus). A més, totes les
consideracions continuaran sent correctes, inclis si es té en compte la interaccié entre els diversos
d’aquests sistemes similars. En posa un exemple: considerem un cas en el que es denota per a tots
els estats de qualsevol sistema mecanic pertorbat i per 3 tots els estats del sistema no pertorbat. En
aquest cas, si el sistema pertorbat es troba en l'estat a, |S s |2 és 1a probabilitat que el sistema es trobi
en l'estat 8 per a cada funcié tal com W', d’acord amb I'expressi6 (6.12):

FaWO) = ISap P (W) (6.36)
B

on Wg és el valor W® que el sistema a pren quan es troba en l'estat 3. D’acord amb els principis
generals, s’ha de complir que Y. ﬂ|sa,3 ?=1.

Per anar més enlla, es pregunta que passa si ni tan sols considerem que els dos sistemes mecanics
son el mateix. En realitat, diu, només cal considerar que la diferéncia d’energia (E,—E,,) és la mateixa
en tots els sistemes, ja que sind no tindriem el fenomen de ressonancia. Aixo es pot dir en paraules

del concepte de discontinuitat de la segiient manera8!:

El quantum de llum E,, —E,, hauria de poder trobar un lloc per a ell en tots els sistemes.
En aquest cas, els calculs poden traslladar-se des de la seccié 1 sense problemes.

I fins i tot vol anar més enlla considerant que no importa quina és la naturalesa de la quantitat

que els dos sistemes s’intercanvien®2:

Les consideracions anteriors no canvien si en lloc de 'energia del subsistema, es conside-
ra qualsevol altra quantitat que pugui representar-se mitjancant una matriu no diagonal
en el cas no pertorbat. Aquestes quantitats inclouen, per exemple, el moment angular

81[Heisenberg, 1926b], p. 505
82Vegeu la cita anterior.
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total, el moment angular al voltant d’un eix fixat, etc. D’acord amb els calculs de la me-
canica quantica exposat a la seccié 1, el valor mitja de les fluctuacions de totes aquestes
quantitats corresponen als valors mitjans de les fluctuacions que resulten del concepte
de discontinuitat.

Tenint en compte aix0d, en mecanica quantica només es podran considerar funcions que siguin
del tipus mostrat a la figura 6.6 i, incidentalment, diu, les mateixes quantitats |Sa/3|2 s'utilitzaran
sempre com a coeficients de probabilitat. Per dltim, també afirma que les consideracions exposades
ala seccid 1 seran valides inclus en el cas de moviments aperiodics, ja que la transformacié canonica
donada a (6.7) i (6.12) té validesa general.

Com a exemple final, es pot veure com s’inclouen els calculs fets per ell amb Born i Jordan sobre
una xarxa cristal-lina en les consideracions exposades en aquesta publicaci6. A partir de les conside-
racions donades a la seccio 1, preveu que el calcul de la fluctuacié quadratica mitjana i tots els valors
superiors de la fluctuacié han de donar el mateix resultat que les estadistiques de Bose-Einstein per
alallum i que en el cas de I'energia, el calcul es va fer explicitament en el Dreimdnnerarbeit®3.

La primera reaccié de Heisenberg davant la publicaci6 de la teoria ondulatoria de Schrodinger,
a mitjans del 1926, va ser més aviat positiva donant la benvinguda a la connexié formal dels dos
esquemes teorics i amb I'esperanca que pogués ajudar a la comprensié fisica de la mecanica quanti-
ca®*. Com que des del punt de vista de Heisenberg la mecanica quantica suposa un enderrocament
de la representaci6 classica del moviment en 'espai i en el temps, sempre li havia preocupat com
podria entendre’s aquesta nova cinematica®>. Malgrat aixo, aviat va desenvolupar una hostilitat cap
a la interpretacid fisica que Schrodinger proposava ja que implicava un retorn a la fisica dels proces-
sos continus. Una mica abans de la publicacié de I'Umdeutung, Heisenberg li va enviar una carta a
Pauli on deia: “El gran triomf de la teoria de Schrédinger és el calcul dels elements de matriu; [...]
Com més reflexiono sobre la part fisica de la teoria de Schrodinger, més horrible em sembla”®®. En
aquesta linia, 'ultim paragraf de I’article que ens ocupa és de gran rellevancia des del nostre punt
de vista, ja que il-lustra que la intencié final de Heisenberg a través d’aquesta publicacié és donar
arguments en contra de la teoria ondulatoria®’: considera que clarament els calculs que ha fet en
aquest treball sén per a ell un argument a favor de dir que la interpretacié continua del formalisme
ondulatori de De Broglie i Schrédinger no es corresponen amb la naturalesa de les relacions formals
conegudes. En canvi, “les discontinuitats estan harmoniosament incloses en 'esquema matematic
de la mecanica quantica”®8.

Com argumenta Mara Beller®, el principal problema és que la construccié logica que fa servir
Heisenberg en aquesta publicacio és erronia: que les discontinuitats portin a les fluctuacions i que la
mecanica matricial també porti correctament a les fluctuacions no implica que la mecanica matricial
hagi de portar si o si a les discontinuitats. Heisenberg només podria demostrar aixo tultim en el

83Com hem vist a la seccié 5.1.2, en aquesta publicacié, Born, Heisenberg i Jordan citen els treballs de Bose
i Einstein sobre l'estadistica quantica i en I'dltima part de I'article, aplicant la mecanica matricial al cos negre,
obtenen els mateixos resultats que Bose-Einstein.

84 AHQP Carta de Heisenberg a Dirac del 26/V/1926.

85Vegeu [Camilleri, 2009].

86Cita reproduida a [Monaldi, 2013] (p. 130).

87En una carta del 29 d’octubre de 1926 dirigida a Jordan, publicada a AHQR Heisenberg diu que esta
convencut que el fenomen de fluctuacions s’ha de tractar amb la mecanica matricial i no amb el mecanica
ondulatoria de Schrodinger.

88[Heisenberg, 1926b], p. 596

89[Beller, 1999], p. 76-78
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cas que pogués provar que totes les possibles descripcions “continuistes” porten a resultats que no
coincideixin amb els experimentals. Perd donat que aquesta tasca és impossible, I'exercici que vol
fer Heisenberg en aquesta publicacié no es pot portar a terme. De fet, com també explica Beller,
Schrodinger va reaccionar de seguida a aquest treball de Heisenberg i va publicar una resposta® on
mostrava que si tractava el problema en els mateixos termes que Heisenberg i sense assumir nivells
d’energia discrets, mostrava que la interaccid es podia descriure satisfactoriament com un intercanvi
continu en les amplituds de les quatre vibracions caracteristiques del sistema.

Segons Cassidy, Heisenberg va argumentar que “no es podien reemplacar els salts i els estats
quantics amb ones i modes de vibracié”!, de manera que s’entendria aquest article com una re-
accié a la teoria ondulatoria de Schrédinger que establia relacions entre quantitats que en principi
no eren observables (com ara la posicié o el periode de revolucié de I'electré). Com també explica
Cassidy, Schrodinger afirmaria el contrari que Heisenberg: “Tot i aix0 [la filosofia de Heisenberg]
sobre I'“observabilitat del principi” només passa per alt la nostra incapacitat d’endevinar les imat-
ges correctes. [...] El futur desenvolupament de la fisica quantica seria millor servit, practica i
intel-lectualment, mitjancant 'adhesié a la mecanica d’ones visualitzables, en lloc de considerar-nos
obligats a suprimir la intuicié i operar en la dinamica atomica només amb els conceptes abstractes
com probabilitats de transicié, nivells d’energia i similars”2.

A tota aquesta discrepancia se li ha d’afegir, com explica Kristian Camilleri en el seu llibre on
exposa quina és la interpretacié que, des del seu punt de vista, dona Heisenberg a la mecanica
quantica, que a més Heisenberg esta en contra de que les funcions d’ona de Schrédinger puguin
representar una “ona de materia real”, sind que més bé descriurien sistemes de particules, sense
perdre de vista que el concepte de particula individual hauria desaparegut en la mecanica quantica®.

Malgrat tot aix0, aquesta batalla sobre la validesa d’una o altra interpretacié va tenir una curta
durada perque, com ja s’ha comentat, el mateix Schrodinger va mostrar que la mecanica matricial i la
formulacié de la mecanica ondulatoria eren equivalents i ambdues van conduir al desenvolupament
de la mecanica quantica tal i com la coneixem actualment®?,

Com a curiositat i per que quedi més o menys provat que, des del nostre punt de vista, aquest
article de Heisenberg va ser més una reaccio contra la teoria ondulatoria que una altra cosa (mostra
del seu viratge cap a 'enfocament corpuscular), val la pena mencionar que en una carta a Pauli®®,
reconeixia que havia publicat un article que “no contenia res nou” i que 'objectiu de la publicacié
era purament pedagogic “dirigit contra aquells que estaven a favor de I'enfocament continu”.

6.3 Quins eren els objectius de Heisenberg?

Analitzant les publicacions de Heisenberg entre el 1925 i el 1927, és evident que els seus objec-
tius estaven principalment centrats en el desenvolupament i 'establiment de la mecanica quantica.
Com ja hem mencionat, de la seva correspondéncia amb els seus col-legues (sobretot en relacié a la
col-laboracié amb Born i Jordan en la construccié del formalisme matematic de la mecanica quan-
tica) en podem extreure que Heisenberg no estava tan interessat en la formulacié matematica de la

O[Schrodinger, 1928], p. 137-146

[ Cassidy, 1992], p. 150

92Cita reproduida a [Cassidy, 1992] (p. 151).
%3[Camilleri, 2009], p. 43

94[Schrédinger, 1926f]

°>AHQR Carta de Heisenberg a Pauli amb data 4/XI/1926.
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mecanica matricial com en les aplicacions de la nova teoria per resoldre problemes reals.

El treball més significatiu de Heisenberg durant aquest periode va ser la primera formulacid de la
mecanica matricial, amb I'objectiu d’abordar i resoldre les limitacions de la fisica classica en explicar
el comportament de les particules atomiques i subatomiques. Volia fer-ho només a partir d’'operadors
que fossin observables, ja que volia construir una teoria basada només en quantitats observables i
per aixo descarta qualsevol operador que no tingui un significat fisic a la natura.

Heisenberg volia també reinterpretar els fenomens atomics des d'una perspectiva quantica. Un
dels objectius del seu treball era desenvolupar un marc teoric que pogués predir amb precisio els
resultats dels experiments que involucraven particules atdbmiques i subatdmiques, proporcionant aixi
una comprensié més profunda del mén atomic. En concret, mostra un especial interés en resoldre els
problemes relacionats amb l'espectre de I'heli, que era una qiiestid significativa en la fisica atomica de
I'época. Com hem explicat en la introduccid, 'atom d’heli, sent un dels atoms multielectronics més
senzills, presentava un desafiament considerable per a la teoria quantica inicial. L'espectre de 'atom
d’heli era particularment important perque no podia ser explicat adequadament per la fisica classica
o la teoria quantica antiga. Un testimoni d’aquest interés de Heisenberg per 'atom d’heli va ser el
fisic David Dennison, que va coincidir amb Heisenberg a Copenhaguen al 1923. En una entrevista
feta per Kuhn”®, Dennison explica que va visitar Copenhaguen just després del descobriment de la
nova teoria quantica i que va poder coneixer a Heisenberg durant aquella estada:

Durant la primera part del temps que vaig passar alla, Heisenberg estava més ocupat
amb altres, d’alguna manera, problemes menys importants... eren problemes espectros-
copics d’un o altre tipus, i estava buscant la manera de lidiar amb ells...

Degut a les seves investigacions prévies relacionades amb I’espectroscopia i en concret en I'estudi
de I'atom d’heli, pensem que no és d’estranyar que tan bon punt va finalitzar el desenvolupament
del formalisme de la mecanica matricial, Heisenberg volgués aplicar-lo per mirar de resoldre un dels
problemes sobre el que anys abans havia estat investigant. Efectivament, la mecanica matricial de
Heisenberg, juntament amb els desenvolupaments posteriors d’altres fisics, finalment va permetre
una comprensi6é més precisa i completa de I'espectre de 'heli i va permetre explicar I'estructura fina
de les linies espectrals.

Per altra banda, tal i com ell mateix menciona en el resum inicial del seu article Mehrkorper I,
un dels seus objectius principals era explicar quina relacié hi ha entre el fenomen que ell anomena
de ressonancia amb I'estadistica de Bose-Einstein i amb el principi d’exclusié de Pauli. Pensem que
assoleix aquest objectiu ja que, per una banda, identifica que és per a ell el fenomen de ressonancia i
el relaciona amb la identitat de les particules, identificant que és un fenomen que només es dona en el
sistemes que estan formats per particules identiques. Per I'altra banda, tot i que en un primer moment
associa malament I'estadistica desenvolupada per Bose i Einstein amb el principi d’exclusid de Pauli,
aquest error queda resolt en el quart dels articles de la série seminal (el Mehrkorper II)°7, on ja associa
correctament el principi d’exclusié de Pauli amb I'estadistica de Fermi i no amb la de Bose-Einstein.
Heisenberg veu una relacié directa entre el fenomen de ressonancia que caracteritza els sistemes
formats per particules idéntiques amb la nova estadistica quantica. En les seves publicacions queda
pal-lés que els sistemes formats per particules idéntiques (i que posteriorment s’identificaran com
indistingibles) no es poden tractar correctament amb 'estadistica classica i que és la nova estadistica

96 AHQP Entrevista a Dennison, segona sessio, p. 20.
7[Heisenberg, 1927a]
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la que resol molts dels problemes que hi havia identificats fins aleshores. Cal mencionar que toti que
Heisenberg és coneixedor dels treballs fets per Fermi®®, no els menciona i només parla de I'estadistica

de Bose-Einstein.

Un altre aspecte rellevant és el fet que, per a recuperar I'estadistica de Bose-Einstein, Heisenberg
ha de fer la suposicid que en el cas d’'un sistema d’n cossos, la ressonancia causa la divisi6 dels termes
en n! séries que no combinen entre elles i aix0 es va provar, per part de Wigner, poc temps després,
que era incorrecte. N’hi hagués hagut prou amb assumir que tots els possibles estats monoparticulars
pertorbats tenien el mateix pes estadistic, com veurem més endavant que va fer Dirac®®. En canvi,
Heisenberg va considerar que cada valor energetic del sistema de particules era degenerat, perque
potencialment es podia obtenir de multiples formes a través de l'intercanvi de particules iguals i li
va assignar un pes n!. Aixo li va funcionar per a un sistema de dos particules com el de 'atom d’heli,
pero Wigner va demostrar que s’havia equivocat al assumir que aquesta concordanca es mantindria
per a qualsevol nimero de particules, oblidant-se de 'anomalia presentada per les particules d’i-
gual energia. Estem d’acord amb l'analisi fet per Monaldi quan diu I’efecte de la ressonancia per
a Heisenberg era una indeterminaci6 en la solucié correcta i que elimina la degeneraci6 efectuant
una reduccid dels pesos estadistics justament per tal de poder triar la solucié correcta d’entre moltes
possibles. Malgrat aixo, no estem d’acord en 'afirmacié que el formalisme de Heisenberg implicava
el mateix model corpuscular que les estadistiques de Maxwell-Boltzmann'®®. Precisament perqué
vol connectar la seva nova teoria quantica amb la recent nova estadistica de Bose-Einstein, pensem
que Heisenberg vol allunyar-se de I'estadistica classica que contempla el concepte de particula indi-
vidual. Heisenberg rebutja aquest concepte diverses vegades al llarg de les publicacions i, en aquest
sentit precisament, Bohr es referira a la conferéncia de Como a la ressonancia de Heisenberg com
una peérdua de la individualitat dels electrons segons la complementarietat!°?.

Cal afegir que a partir del 1926 Heisenberg té un especial interés en demostrar que és la visié
corpuscular de la matéria la que és valida. Insisteix diversos cops al llarg de les publicacions en que
jano ens hem de fer la imatge de les trajectories de les particules i que ni tan sols hem de considerar
ja el concepte de particules individuals. En aquest sentit, i pensem que en gran part com a reaccio
a la publicacié de la teoria ondulatoria de Schrédinger, Heisenberg té la voluntat de convencer que
la mecanica quantica ens mostra que és la discontinuitat el que regeix el sistemes naturals. Tant la
radiacio emesa per les particules en forma de paquets d’energia com les fluctuacions de les quantitats
observables sén incompatibles, des del seu punt de vista, amb una interpretaci6 continua com la del
formalisme ondulatori de De Broglie o de Schrodinger. Malgrat la demostracié que el formalisme
de la mecanica matricial i el de la mecanica ondulatoria eren equivalents'®?, la interpretacié fisica
d’ambdues teories per part de Heisenberg i de Schrodinger és completament oposada'®®. Des del
punt de vista de la interpretacié corpuscular, Heisenberg explica que les energies pertorbades con-

%8 AHQP Entrevista de Kuhn a Heisenberg del 15/1I/1963 (sessié V). En aquesta entrevista, Heisenberg
afirma que havia visitat a Fermi a Italia durant el mes d’abril del 1926 i que havien estat comentant que Fermi
havia aplicat el principi de Pauli a I'estadistica de Bose i que havia obtingut un resultat que no era ben bé
I'estadistica de Bose, sind quelcom diferent. Una “mena de complement” és com ho hauria qualificat Fermi en
paraules de Heisenberg.

°[Monaldi, 20137, p. 136

100 Monaldi, 2013], p. 132

0lvegeu [Zanichelli, 1928], p. 582-588
102[Schrodinger, 1926f]

103[ Camilleri, 20091, p. 36-59
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tenen termes que corresponen a “transicions en les que els electrons intercanviaven els llocs”!%* i

que en cada estat pertorbat els electrons tenien “el mateix moviment (en diferents fases)”'%. I ja
hem vist que, des del seu punt de vista, aquest efecte era 'analeg a la ressonancia classica entre
oscil-ladors acoblats. Volem tornar a ressaltar que €s si més no curids que, tot i haver escrit també
que no tenia “sentit fisic” parlar del moviment individual dels electrons, demanés que s’havien d’ima-
ginar els electrons com si aquests estiguessin “intercanviant-se la posicié periodicament de manera
continuada”!%®.

Per ultim, volem destacar que tot i que els treballs de Heisenberg tenen implicacions estadisti-
ques evidents i que les seves contribucions sén crucials en el desenvolupament de les estadistiques
quantiques, no sembla que pretengui calcular quantitats termodinamiques com si que hem vist que
feien Einstein o Fermi i, per tant, podem afirmar que no sembla que Heisenberg tingui com a objectiu
desenvolupar una teoria que faci evolucionar en el marc de la mecanica estadistica.

104 Heisenberg, 1926a], p. 417
195[Heisenberg, 1926a], p. 418
198[Heisenberg, 1926a], p. 423



Capitol 7
L’estadistica quantica de Dirac

En la introduccié a la part III hem vist com Dirac va veure en el formalisme de la mecanica
matricial del Dreimdnnerarbeit i en particular a I'article Umdeutung de Heisenberg, la clau per cons-
truir el formalisme de la nova teoria quantica. Després de I'aparicié també de les publicacions de
Schrodinger sobre la mecanica ondulatoria, a les que Dirac sembla que va reaccionar primer amb
hostilitat i després amb entusiasme!, va voler aplicar la nova teoria als sistemes formats per moltes
particules?. De tots els articles publicats per Dirac en aquella &época, és aquest I'article que centra la
nostra investigacid. Porta per titol “Sobre la teoria de la mecanica quantica” i es va publicar 1’1 d’oc-
tubre de 1926 als Proceedings of the Royal Society of London (data de recepcié: 26 d’agost de 1926)
i I'analitzarem a continuacié. Recordem que, al mateix temps, Heisenberg també s’havia sentit atret
pel mateix problema i el seu enfocament principal en sistemes de moltes particules el va portar a
la seva teoria de 'atom d’heli® arribant a resultats similars als que va trobar Dirac i que, com hem
comentat, ja havia trobat Fermi d’'una manera completament diferent en el marc de la OQT*.

7.1 Sobre la teoria de la mecanica quantica

Com estavem comentant, és un fet que Dirac inicia el desenvolupament de la seva teoria a partir dels
treballs previs de Heisenberg. Es destacable que en la primera frase de la introduccié de l'article,
Dirac ja menciona a Heisenberg®:

La nova mecanica de I’atom introduida per Heisenberg®, pot estar basada en 'assumpcié
que les variables que descriuen els sistemes dinamics no obeeixen les lleis commutatives
de la multiplicacié pero satisfan, en canvi, certes condicions quantiques.

A continuacid, remarca que es pot construir una teoria sense saber res de les variables dinamiques
i només coneixent les regles algebraiques que les governen i que aquestes es poden representar per

![Pais et al., 1998], p. 6

2[Dirac, 1926a]

3[Heisenberg, 1926c¢]

4[Fermi, 1926b]

>[Dirac, 1926a], p. 661

®En una nota a peu de pagina, aclareix que es refereix a totes les publicacions fetes per Born, Heisenberg i
Jordan a partir de la publicacié de 'Umdeutung.
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matrius quan “existeix un conjunt de variables d’uniformitzacié™ per al sistema dinamic, perd que
no existeix un conjunt de variables d'uniformitzacié per a un sistema que contingui més d’un electro,
per la qual cosa la teoria no pot avancar molt en aquesta linia”®, citant la seva publicacié prévia de
1925°.

També fa referéncia a la teoria ondulatoria presentada per Schrodinger!®. Pot resultar sorpre-
nent que si deiem que el treball de Dirac es basava principalment en la mecanica matricial, també
faci referéncia a la teoria ondulatoria. Kragh explica!! que Dirac hauria conegut la teoria de Schro-
dinger a mitjans del mes de marg del 1926, a partir de la visita de Sommerfeld a Cambridge. Pero
sembla que estava tant absort en el desenvolupament de la seva nova teoria que, en un principi,
no va considerar gaire la teoria de Schrédinger. A mitjans d’abril hauria rebut també una carta de
Heisenberg on aquest li preguntava si el seu tractament de 'atom d’hidrogen es basava en aquesta
teoria de Schrodinger, pero Dirac li va respondre que era una mica hostil envers aquella nova teo-
ria. Malgrat aix0, I'actitud de Dirac cap a la teoria d’ondulatoria va canviar poc temps després i, en
part, va ser degut d’una carta també de Heisenberg on aquest li mostrava la demostracié que havia
fet Pauli (no publicada) de 'equivalencia matematica entre la teoria ondulatoria i la matricial. Al
saber que les dues teories eren equivalents, la seva hostilitat va desapareixer i se'n va adonar que
la mecanica ondulatoria era preferible en molts casos a 'hora de fer calculs (la interpretaci6 fisica
associada a la teoria de Schrodinger sembla que a Dirac no li importava gaire, perque ell creia que
les giiestions d’interpretacié havien de considerar-se només després que s’acabés de desenvolupar
un esquema formal general de la manera més abstracta possible!2). A partir d’aqui, va comencar a
estudiar-la en profunditat i se'n va adonar que podia ser-li molt ttil per als seus proposits'>.

En la seva publicacid, Dirac explica que Schrodinger obté una equaci6 diferencial que ha de sa-
tisfer la funcié d’ona ) partint de la idea de que un sistema no es pot representar amb una trajectoria
(un punt movent-se per I’espai de coordenades), sind que s’ha de representar per una ona en I'espai.
Aquesta equacio diferencial (equacié d’ones per a ) esta relacionada amb el Hamiltonia del sistema
H de la segiient manera:

{H (qr,ihi)—w}xp =0, (7.1)
2q;,

on q,, p, son les variables canoniques i W un parametre (que correspondra a I’energia del sistema)

per al que v és continua, univaluada i acotada a I'espai que determinen els nivells energétics del

sistema. Per deixar palesa I'equivaléncia entre les teories ondulatoria i matricial, Dirac afegeix que

quan 'equacié (7.1) té solucid, q, i p, sempre es poden representar per matrius que compleixen les

regles de la mecanica matricial de Heisenberg.

Dirac anticipa que a la secci6 3 es considera el cas d'un sistema que contingui més d’una particula
idéntica, com un atom que contingui més d’un electrd. En aquest cas, I'estat de 'atom és invariant
sota permutacions dels electrons: “si les posicions dels dos electrons s’intercanvien, el nou estat de
Patom és fisicament indistingible de 'original”!#. També anticipa que s’espera que només les funcions

"Recordem que el que Dirac anomena variables d’uniformitzacié o variables uniformitzadores sén les vari-
ables accié-angle.

8[Dirac, 1926a], p. 661

°[Dirac, 1925]

10Gita totes les publicacions de Schrodinger a partir de [Schrédinger, 1926¢]

U[Kragh, 1990], p. 31

2[Darrigol, 1992], p. 337

13[Kragh, 1990], p. 31-32

4[Dirac, 1926a], p. 662
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simétriques de les coordenades de tots els electrons siguin capaces de ser representades per matrius
i que ha descobert que aix0 permet trobar dues solucions al problema sense que la teoria sigui capac

de dilucidar quina solucié és la bona®®:

Una de les solucions porta al principi d’exclusié de Pauli, que estableix que no pot haver-
hi més d’un electré en una orbita donada, i I’altra, quan s’aplica al problema analeg del
gas ideal, condueix a la mecanica estadistica d’Einstein-Bose.

Veurem que aquest paragraf conté la clau de volta sota la que se sosté tota I'estructura de les
estadistiques quantiques. L’altre resultat que anticipa Dirac, és que podra obtenir una generalitzacio
dels coeficients d’absorcid i emissié espontania d’Einstein mitjancant 'aplicacié d'una pertorbacié en
la seva teoria en un sistema atomic.

En la publicacid Dirac parteix de la base que a partir de la teoria de Schrodinger (que presenta
d’'una manera generalitzada, on t i el seu moment conjugat —W es tracten des del principi igual que
la resta de variables) es coneix la naturalesa de les variables dinamiques que descriuen un sistema
atomic i tractara les g i les t com a variables matematiques ordinaries (ja que commuten entre elles)
iles pi W com a operadors diferencials definits per

pr = —ihaiqr, —W = —ih% (7.2)
de manera que qualsevol funci6 de p,q, W i t és pot reduir a una funcié de g i t.

Degut a aquesta naturalesa de les variables, en general, no es podra multiplicar les equacions per
un factor a la dreta. Es a dir, donada una equacié a = b, en general es podra inferir que Xa = Xb
perd no aX = bX. No obstant, Dirac ens diu que hi ha algunes equacions per a les que si que és cert
aixo ultim i donat a = b — aX = bX. Aquestes equacions les anomena “identitats”. Aquest és el cas
de les condicions quantiques donades per (5.48) i de les mateixes relacions per a t i —W. En el cas
de les identitats, Dirac dedueix que si aX = bX i Xa = Xb és cert que aX —Xa = bX —Xb, que es
pot escriure com [a,X] = [b,X] i que, per tant, una identitat quantica sera analoga a una identitat
classica.

Assumeix que 'equaci6 (5.54), que recordem que s’escrivia xy — yx = ih[x, y ], és una identitat,
igual que les equacions del moviment ‘51—)5‘ =[x, F], on x és qualsevol funcié definida per les variables
dinamiques i s una variable que depeén de la definicié de la funci6 F (definida com F(q,,p,,t,W) =
0). En el cas que la definici6é de F és pugui escriure com H(q,,p,,t) —W = 0, la variable s sera el
temps t. Per a construir la seva teoria, Dirac ha considerat I'equacio

Fy =0, (7.3)

que és una equacid diferencial ordinaria si ¢ és només funcié de q i t. Aquesta equaci6 (7.3) és
lineal amb 1, de manera que tindra com a solucid general, una funcié6 de la forma

=D catb, (7.4)

on c, sén constants arbitraries i1, sén el conjunt de funcions propies del sistema'®. Dirac interpreta

|c,|?> com el nombre d’atoms que es troben en I'estat n-éssim'’.

5Vegeu la cita anterior.

5Dirac menciona que en lloc del conjunt discret de funcions propies 1),,, també es pot considerar el conjunt
continu 1 (a) de manera que ) vingui donat per f c,Y(a)da,ique inclis els dos conjunts es poden considerar
a la vegada; pero que ell només escriura explicitament la seva teoria per al cas del conjunt discret de funcions
propies.

7[Kragh, 1990], p. 33
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Per obtenir les matrius que obté Heisenberg originalment, s’han d’escollir les ¢, d’'una manera
determinada. Si s’agafa un Hamiltonia F que no depén del temps explicitament, W és una constant
del sistema i coincideix amb I'energia, es pot escollir les 1) de manera que la matriu que representa
W sigui una matriu diagonal i es pugui escriure

an = anm (75)

on W, és una constant numeérica (W és un g-number i W,, un c-number). D’acord amb la teoria de
Dirac, ¢, representa I'estat en el que W té el valor numeéric W,,.

Si x és funcié de les variables dindmiques i tampoc inclou el temps explicitament Xy, = Y. X
i les x,,, seran funcions només del temps de la forma

Xy = Ay W™ Wadt/H (7.6)

amb a,,, constants com en el cas de la teoria de Heisenberg.

Tot i que no es trivial provar-ho de manera general, Dirac mostra que la matriu que representa
W és hermitica i que els coeficients W,, son reals. De (7.5), s’estableix que les funcions 1, han de
ser de la forma v, = u,e”"»"/" i, en aquesta expressié, W, no pot tenir part imaginaria si volem
que la funcié vy, sigui finita a temps infinit.

Ja hem dit que Dirac es centra en el cas concret de sistemes formats per particules idéntiques.
Considera un sistema que sigui un atom amb dos electrons, on l'estat (mn) és aquell en el que un
electré esta situat en ’orbita etiquetada com m i I'altre a I'orbita etiquetada com n. Recordant que la
mecanica matricial de Heisenberg assumeix que els elements de matriu que representen les variables
dinamiques determinen les freqiiéncies i intensitats dels components de la radiacié emesa i que la
teoria només calcula quantitats observables, la pregunta que es fa ara Dirac és si dos estats (mn) i
(nm), que sén fisicament indistingibles ja que només difereixen entre ells per I'intercanvi dels dos
electrons, s’han de considerar com dos estats diferents o no. En principi, Dirac hagués pogut recorrer
a l'estadistica classica per a respondre aquesta pregunta i, en aquest cas la resposta hagués estat que
els dos estats eren diferents excepte en el cas que m = n. Hem vist que Heisenberg havia triat aquesta
opcid en el tractament de 'atom de I'heli i simplement havia aplicat consideracions de simetria
als valors dels elements de matriu que representaven la radiacié emesa i absorbida pel sistema de
particules interactuants, deduint aixi la impossibilitat de que es produissin transicions entre les dues
series de termes'®. Dirac, en canvi, opta per ignorar les prescripcions de les estadistiques “antigues”
i es pregunta: “[Els dos estats (mn) i (nm)] Donen lloc a dos files i columnes en les matrius o
només a una?”'”. Si la resposta és que sén dues, la teoria ha de permetre calcular separadament
les intensitats de les dues transicions (mn) — (m’n’) i (mn) — (n’'m’). Pero les dues transicions sén
fisicament indistingibles, com hem dit, de manera que només es pot determinar experimentalment
la suma de les intensitats de les dues juntes. El raonament de Dirac és que, com que hem dit que una
de les caracteristiques essencials de la teoria és que només permet calcular quantitats observables,
s’ha d’escollir I’altra opcié i considerar (mn) i (nm) com un tnic estat.

Aquesta opcié implica, pero, la dificultat que degut a la simetria entre els dos electrons, 'ampli-
tud associada amb la transicié (mn) — (m’n’) de x; (coordenada de l'electré 1) ha de ser igual a
Pamplitud associada a la transicié (nm) — (n’'m’) de x, (que correspon a l'electré 2):

x1(mn;m'n") = x,(nm;n’'m’). (7.7)

18Vegeu les figures 6.3 i 6.4 del Mehrkérper I.
[Dirac, 1926a], p. 667
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Si (mn) i (nm) defineixen la mateixa fila i columna de la matriu (i de manera similar per a (m’n’)
i (n'm’)), cada element de matriu x; ha de ser igual a 'element de matriu x, i s'obtindria 'equacié
matricial

X1 = Xo. (78)

Aquesta relacid és impossible, entre altres coses, perqué és inconsistent amb les condicions quan-
20,

tiques que s’han mostrat en la seva teoria. D’aqui, Dirac infereix que=":
Funcions no simétriques per a les coordenades (i els moments) dels dos electrons no
poden ser representades per matrius. Funcions simétriques, com la polaritzacio total de
I'atom, es poden representar per matrius sense cap inconsisténcia, i aquestes matrius
son suficients per a determinar les propietats fisiques del sistema.

Dirac raona que una conseqiiencia d’aixo és que la teoria de variables d’uniformitzacié que ell
mateix havia introduit no es pot aplicar. Continuant amb el raonament per mirar de respondre la
pregunta sobre si es tindran dues files i dues columnes en la matriu o només una, continua: si
es negligeix la interaccié entre els dos electrons, es poden obtenir les funcions propies de 'atom
multiplicant les funcions propies d’'un electré si aquest estes sol a I’atom per les funcions propies de
l’altre electrd. Llavors, si y,(x, y,2,t) és la funcié propia d’'un electré en ’orbita n, la funcié propia
per a 'atom en l'estat (mn) vindra donada per

1/)m(X1: Y1:215 t)’{/)n(xza Y2522, t)= Kbm(l)"ﬂ.bn(Z)

que correspon al mateix estat que v,,,(2)y,(1) si (mn) i (nm) s6n estats idéntics. Pero 1,,(1)y,(2)
i Y,(2)y,(1) sén dues funcions propies independents, donaran lloc a dues files i columnes en la
matriu. Si volem que només hi hagi una fila i una columna en la matriu per identificar tant a (mn)
com a (nm), s’ha de trobar un conjunt de funcions propies tals que

Yimn = Q¥ (1Y (2) + by (2)3P (1) (7.9)

on a,,, i b, son constants. El conjunt conté només un ¢),,, corresponent tant a (mn) com a (nm)
i ha de ser suficient per a obtenir una matriu que representi qualsevol funcié simeétrica A dels dos
electrons:

Awmn = Z lpm’n’Am’n’;mn (7-10)

m’n’

on A,y/p/.m, SO0 constants o només funci6 del temps. Per aconseguir aixo hi ha dues maneres. Podem
escollir a,,,, = b,,, que fa de cada v, una funcié simetrica dels dos electrons, de manera que la
part esquerra de I'equacié (7.10) sigui simétrica (V,,,(1,2) = ,,n(2, 1)) i només es pugui expandir
a través de funcions propies simetriques o a,,, = —b,,, que fa de cada v,,, sigui antisimeétrica
(P mn(1,2) = = (2, 1)). D’aquesta manera?!

Les funcions propies simétriques soles o les antisimetriques soles ens donaran una so-
lucié completa del problema.

i afegeix

2O[Dirac, 1926a], p. 667-668
21[Dirac, 1926a], p. 669
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La teoria en aquests moments no és capag de decidir quina solucié és la correcta.

Veiem com Dirac ha trobat la justificacié del motiu pel qual Heisenberg obtenia dues solucions al
problema. Tot es deu a la construccié de la funcié solucid, que al tractar-se d’una combinaci6 lineal
de les funcions propies dels dos estats equivalents (mn) i (nm), es pot construir o bé amb la suma
o bé amb la resta d’aquestes dues funcions propies. Dirac mostra que aix0 es pot generalitzar per
qualsevol nombre n d’electrons i que, en el cas de considerar interaccié entre els electrons, també
s’obtindra una solucié simeétrica i una antisimeétrica, tot i que en aquest cas no es podra escriure la
funcié de manera tan simple com s’ha fet.

Laltim paragraf de la seccidé 3 posa el colof6 final a la construccid de la solucié del problema del
tractament de I'atom multielectronic, que tants anys es portava perseguint. Dirac arriba a la segiient

conclusi6é??:

La solucié del problema construida a partir de funcions propies antisimetriques esde-
vindria zero en el cas de considerar dos electrons en la mateixa orbita. Aixo significa
que no hi pot haver estats estacionaris amb dos o més electrons amb la mateixa orbita,
d’acord amb el principi d’exclusié de Pauli2. La solucié amb funcions propies simétri-
ques, per altra banda, permet qualsevol nombre d’electrons situats en la mateixa Orbita,
de manera que aquesta solucié no pot ser la correcta per al problema dels electrons en
un atom.

La soluci6 al problema de 'atom de dos electrons, ha de venir donada per:

Y (D)Y,(2) =Y (2)1 (1) (7.11)

de manera que si els dos electrons es troben en el mateix estat (m = n), llavors 1 = 0, ja que no pot
existir aquest estat segons el principi d’exclusié. En una nota a peu de pagina menciona que Born
li ha indicat que Heisenberg ha arribat a resultats similars de manera independent i cita I'article de
Heisenberg Mehrkorper I2*. Dirac, pero, ja sabia que Heisenberg havia aplicat la mecanica quantica
a 'atom d’heli a partir d’'una carta que aquest li havia enviat el 9 d’abril?°:

Des que estic a Copenhaguen, he intentat tractar el problema de I'heli sobre la base
de la mecanica quantica. Hi havia una dificultat essencial per a ’explicaci6 de la gran
distancia entre el sistema singlet i el triplet, perqué aquesta distancia no s’explicava
només per la interaccié de dos imants. Pero ara crec que en I'heli hem de fer front a
un efecte de ressonancia d'una caracteristica tipica en la mecanica quantica. Realment
s’obté d’aquesta manera una explicacié qualitativa de I'espectre en referéncia tant a les
freqiiéncies com a les intensitats.

Per altra banda, a la seccié 4 Dirac es dedica a aplicar el seu metode al cas del gas ideal. La solucié
a la que arriba ja havia estat obtinguda per Fermi a la primavera del 19262, tot i que Dirac no diu
que arriba al mateix resultat que Fermi ni tampoc cita l'article del fisic italia. Al ser preguntat sobre
aquesta qiiestid al cap del temps, el motiu que va donar en un primer moment és que no recordava

22[Dirac, 1926a], p. 669-670
23Remet a l'article [Pauli, 1925].
24[Heisenberg, 1926a]
25Reproduida a [Kragh, 1990], p. 35
26[Fermi, 1926b]
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haver llegit el treball de Fermi abans de publicar el seu article. Més endavant, perd, va reconéixer
que si que havia llegit la publicacié de Fermi pero que se n’havia oblidat completament ja que no li
va semblar en cap cas que estigués relacionat amb la seva feina, perque encara s’emmarcava en la
OQT?. Se suposa que Dirac va llegir I'article de Fermi entre maig i agost de 192628, Al coneixer la
publicacié de Dirac i veure que no es mencionava el seu treball previ, Fermi va escriure una carta a
Dirac des de Roma a l'octubre de 1926, preguntant-li a Dirac si era coneixedor de la seva publicaci6
sobre la quantitzacié del gas ideal monoatomic i, en cas que fos aixi, perqueé no I’havia citat?. Belloni
explica®® que Emilio Segre li va explicar a ell mateix que Fermi no volia enviar aquesta carta i molt
menys iniciar una disputa amb Dirac, pero que el seu amic Giovanni Corbino va instigar la missiva.
La carta de Fermi a Dirac deia®!:

En el seu interessant article [...] heu establert una teoria del gas ideal basada en el
principi d’exclusié de Pauli. Una teoria del gas ideal que és practicament idéntica a la
vostra va ser publicada per mi a comencaments de 1926 (Zs.f.Phys. 36. p. 902; Lincei
Rend., February 1926). Com que suposo que no heu vist el meu article, us demano que
dirigiu la vostra atencié cap a ell.

Segons Kragh, rebre aquesta missiva li va fer vergonya a Dirac, que es va afanyar a respondre a
Fermi.

Sigui com sigui, com ja hem dit, el treball de Heisenberg que contenia les mateixes reflexions so-
bre les funcions propies simetriques i antisimetriques, incloent la connexié amb el principi d’exclusio
de Pauli, s’havia publicat unes setmanes abans®? i Dirac el coneixia perqué el menciona. Amb tot
aix0, quan aplica la seva teoria al gas ideal Dirac parteix ja del fet que tindra dues possibles solucions
al problema, una construida amb funcions d’ona simetriques i 'altra amb funcions antisimétriques.
En aquest punt és quan comenca a fer consideracions estadistiques i implicitament suposa que els
nous estats, representats per funcions d’ona simeétriques i antisimetriques, representen les distribuci-
ons d’energia (macroestats) de I’estadistica. A continuacio, assumeix que els estats estacionaris s6n
equiprobables®? i arriba a un resultat que mostra que si s’adopta la solucié del problema que implica
considerar les funcions propies simétriques, s’arriba a la mecanica estadistica de Bose-Einstein®*. Per
altra banda, si es consideren les funcions propies antisimetriques, s’obté una estadistica diferent a
I'obtinguda per Bose i Einstein, ja que hem de tenir o bé 0 o bé 1 molécules associades a cada ona.
La solucié amb funcions propies simétriques ha de ser la bona en el cas dels quanta de llum, ja que
Einstein i Bose han mostrat que porta correctament a la llei de radiacié del cos negre de Planck. En
canvi, per a ell, la soluci6 antisimetrica ha de ser la correcta tant per al cas dels electrons en un atom
com per la cas d’'un gas de molécules, ja que un s’espera que les molécules del gas es comportin de
manera similar als electrons més que no pas als quanta de llum.

27 AHQP Entrevista a Dirac amb data 7/V/1963

Z8Vegeu els treballs citats anteriorment al capitol 3.1 de De Gregorio, Sebastiani i Cordella, publicats entre
19991 2001.

29 Aquesta carta esta publicada en la biografia de Dirac [Kragh, 1990] (p. 36).

30[Belloni, 1999], p. 107

31Carta de Fermi a Dirac amb data 26 d’octubre de 1926, reproduida a [Kragh, 1990] (p. 36).

32[Heisenberg, 1926a]

33[Monaldi, 2013], p. 140

34Volem fer notar que Dirac la nombra mecanica estadistica d’Einstein-Bose, posant a Einstein al davant,
i que cita la publicacié de Bose de 1924 ([Bose, 1924]) i els articles d’Einstein de final de 1924 ([Einstein,
19241)) i principis de 1925 ([Einstein, 1925a]).
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Llegint aquest paragraf i després de la investigacié portada a terme, podem dir que Dirac és el
primer en veure que hi ha dos tipus d’estadistiques quantiques que es poden aplicar en el cas del
tractament dels “sistemes fisics indistingibles”. I que aplicar una estadistica o altra depén de si les
particules han de complir el principi d’exclusié de Pauli o no. Pero no se sabria fins uns anys més
tard la rad per la que uns sistemes havien de respectar el principi d’exclusi6 i quins no. Va ser al
1940 quan Pauli va publicar un article on demostrava que és I'espin el que determina quina de les
dues estadistiques segueix una particula®®: les particules amb espin enter seguiran l'estadistica de
Bose-Einstein i les particules amb espin semi-enter, la de Fermi-Dirac.

Per ultim, Dirac es disposara a trobar I'equacié d’estat del gas ideal assumint que la solucié
correcta és la construida amb les funcions propies antisimetriques. En les seves paraules, aixo implica
que “no pot haver-hi més d’una particula associada a cada ona”3®. Divideix les ones en un nombre de
conjunts tals que les ones de cada conjunt estan associades amb molécules de la mateixa energia. Si
A, és el nombre d’ones en el conjunt s-essim i E, és 'energia cinética d'una molécula, la probabilitat
d’una distribucid en el que N, molécules estan associades a on del conjunt s-essim, sera segons Dirac

—]_[N'(A T (7.12)

de manera que l’entropia, fent ds del principi de Boltzmann, és:

§ =k » A (logA,—1) — N,(log N, — 1) — (4, — N,)[log(A, —N,) — 11. (7.13)

Al maximitzar 'expressié (7.13), fixats tant el nombre total de molecules N = Zs N; com l'energia
total E = ) N,E,, Dirac arriba a log (% — 1) =a+ BE,, on aif son constants, de manera que:

A

_ S
No=—r (7.14)

Aplicant una variacid en I'energia total i establint que g—g =T, es troba que 3 = % Arriba doncs a
la mateixa expressié que Fermi®’, tot i que ja hem dit que, sorprenentment, no cita la publicacié de
Fermi.
A continuacié escriu que si s’aplica la teoria de Bose-Einstein, la férmula corresponent és
A

Ns == MT_:[ (715)

que veiem que coincidiria amb I'expressié a la que arribava Einstein®®.

A partir de la férmula PV = %E (que remarca Dirac que és valida per a qualsevol estadistica
mecanica) s’obtindria ’equacié d’estat. Menciona que el fenomen de saturacié que s’observa en la
teoria de Bose-Einstein en el cas de (7.14) no s’observa: ara la calor especifica tendeix a zero a
mesura que la temperatura es va aproximant a zero, enlloc de primer créixer fins arribar al punt de
saturacio per després decaure, com passa en la teoria de Bose-Einstein.

Per tltim Dirac aplica el metode de pertorbacions. Planteja el problema d’un sistema atomic
sotmes a una pertorbacié externa (considera el cas concret d'un camp electromagnetic incident) que

35[Pauli, 1940]

36[Dirac, 1926a], p. 672
37[Fermi, 1926b], p. 190
38[Einstein, 1924], p. 279
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pot variar en el temps de manera arbitraria. Amb aquest metode arriba a trobar la quantitat de
transicions des de I'estat m cap a l'estat n i, per tant, pot calcular els coeficients B de probabilitat
per a I'absorcid i 'emissié estimulada. Les expressions a les que va arribar estaven d’acord amb els
resultats previs obtinguts per Einstein en la seva publicacié de 1916, demostrant que la seva teoria®’

Explica tant 'absorcié com I'emissi6 estimulada de radiacié i que els elements de matriu
que representen la polaritzacié total determinen les probabilitats de transicio.

Explica també que no es pot considerar el cas de I'emissio espontania sense tenir una teoria més
elaborada que tingui en compte les posicions dels atoms, ja que el sistema no es comporta igual si
els atoms estan col-locats en forma de xarxa cristal-lina que si estan confinats en un volum petit en
comparacié amb la seva longitud d’ona. Afegeix que es pot afirmar que en realitat els coeficients
d’Einstein no serien adequats per a descriure el fenomen en general, siné que només sén valids per a
casos especials (com per exemple que tots els atoms estiguin inicialment en I’estat normal). Afirma
aixo ja que per arribar a les expressions d’Einstein ell ha fet la mitjana entre totes les fases inicials
dels atoms, pero les fases inicials tenen una importancia fisica real i que s’han de tenir en compte.

7.2 Quins eren els objectius de Dirac?

Després de la publicacié del treball de I'octubre de 1926, Dirac va publicar molt rapid un nou
treball, enviat al desembre del 1926 i titulat “La interpretacié fisica de la dinamica quantica”® on
estableix la base teodrica per a la mecanica quantica, diferenciant-la de la mecanica classica princi-
palment per la manera en la que es tracten las variables dinamiques. Després de l'intent fallit de
Schrodinger al intentar reduir les particules a paquets d’ones*! i la publicacié de Heisenberg sobre
les fluctuacions a la tardor de 1926*?, Dirac es veuria encoratjat a buscar el procediment matematic
adequat per a relacionar els simbols en les equacions quantiques (els anomenats g-numbers) i els
simbols en les equacions classiques (coneguts com c-numbers), trobant que els g-numbers sempre
apareixen en parelles de variables (conjugades) que no commuten, propietat que relaciona amb I’e-
xisténcia de discontinuitat a la natura*®. El text aprofundeix en com, després de calcular amb els
g-numbers i obtenir les matrius desitjades, sorgeix la pregunta de com extreure resultats fisics com-
parables amb valors experimentals de la teoria. Explica que fins aquell moment aixo s’ha aconseguit
mitjancant suposicions especifiques. Per exemple, en la mecanica de matrius original de Heisen-
berg, s’assumia que els elements diagonals de la matriu que representa I’energia corresponien als
nivells d’energia del sistema i que els elements de la matriu que representa la polaritzacié total, al
ser funcions periodiques del temps, determinaven les freqiiencies i intensitats de les linies espectrals
en analogia amb la teoria classica. A més, la representacié d’ones de Schrodinger va aportar noves
maneres de derivar resultats fisics de la teoria, basades en la suposicié que el quadrat de 'amplitud
de la funcié d’ona podria interpretar-se, en certs casos, com una probabilitat**. Aquesta interpre-
tacié permet calcular, entre altres coses, la probabilitat d’'una transicié en un sistema o el nombre
de transicions en un conjunt de sistemes similars a causa d’una forca pertorbadora externa arbitra-
ria. El document també esmenta com Heisenberg va aconseguir un altre punt de contacte entre la

3%[Dirac, 1926a], p. 677
“0[Dirac, 1927]
#1[Schrodinger, 1926a]
*2[Heisenberg, 1926b]
[ Cassidy, 1992], p. 235
44[Born, 1926]
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teoria i I'experiment, mostrant com les mitjanes temporals d’energia calculades corresponen al que
un esperaria sota la suposicié que l’energia canvia de manera discontinua entre valors quantitzats.
Aquest resultat es pot generalitzar a qualsevol sistema dinamic i a qualsevol variable dinamica, no
només a aquelles que prenen valors quantitzats. Dirac introdueix al final una teoria general sobre
aquestes qiiestions, la qual proporcionaria tot el coneixement fisic que es podria esperar de la dina-
mica quantica i presentaria un metode general per obtenir-lo, que podria reemplacar i possiblement
ampliar les suposicions especials utilitzades anteriorment®.

D’aquesta publicacid en volem destacar I'iltima seccié del document, titulada “Comparacié amb
meétodes previs”, en la que Dirac compara el metode general desenvolupat per ell per obtenir resul-
tats fisics de la mecanica quantica amb els metodes préviament utilitzats per altres fisics, incloent
Heisenberg i Schrédinger. Ja que en aquesta publicacid Dirac fa I'exercici de comparar la seva teoria
completa amb les teories anteriors, abans de centrar-nos en els aspectes relacionats amb l’estadistica
quantica, pensem que €s interessant parar-nos un moment a veure com interpreta Dirac les diferen-
cies dels seus treballs respecte les publicacions previes que desenvolupaven la mecanica quantica.
La comparaci6 que fa Dirac es centra en com els diferents enfocaments, malgrat les seves aparents
diferencies, sén en realitat consistents entre si i com el seu métode proporciona un marc unificat
que abasta els resultats obtinguts per aquests altres métodes (entenguis aqui que parla dels for-
malismes de Born-Heisenberg-Jordan i del de Schrédinger). Com explica Kragh*®, Dirac comenca
argumentant que I'tinic suposit necessari per extreure resultats fisics de la teoria matricial és que els
elements diagonals d’'una matriu, que representa una variable dinamica en un esquema on les files
i columnes sén etiquetades per un conjunt de variables E,., determinen els valors mitjans d’aquesta
variable a través de tot I'espai de les variables conjugades. Aquesta nocié és crucial per vincular la
formulacié matricial amb les observacions fisiques, permetent interpretar els elements diagonals de
les matrius com mitjanes o probabilitats fisiques. A continuacié mostra com la seva teoria general
es relaciona amb la interpretaciéo de Heisenberg sobre les transicions quantiques. En particular, es
centra en analitzar com les mitjanes temporals calculades en la mecanica quantica concorden amb
la nocié que I'energia canvia de manera discontinua entre valors quantitzats. Conclou també que
una altra contribucié clau del seu metode és la de demostrar que les transformacions entre diferents
representacions matricials poden interpretar-se en termes de probabilitats de transicid, connectant
aixi el seu enfocament amb la interpretacié probabilistica introduida en la mecanica quantica per
Born. Aixo0 és particularment rellevant en el context de la mecanica quantica, on les probabilitats
juguen un paper central en la interpretacié dels resultats experimentals. Estableix una comparacié
amb la interpretacié de la funcié d’ona de Schrodinger i el tractament de Born dels problemes de
col-lisio, demostrant que el seu marc teoric general permet derivar probabilitats de transicié i altres
resultats fisics sense recorrer explicitament a la nocié de probabilitats en la descripcié fonamental
dels processos quantics.

Dirac argumenta també que el seu métode proporciona un marc conceptual i matematic que
unifica els enfocaments de Heisenberg i Schrodinger, mostrant que tots dos poden considerar-se ca-
sos particulars dins de la seva teoria més general de transformacions. Fent-ho, no només valida els
enfocaments previs, sind que també ofereix una perspectiva més amplia que facilita la comprensié
de la mecanica quantica com un tot coherent. En resum, destaca com el seu enfocament general per
a la mecanica quantica, basat en transformacions entre esquemes de representacid matricial, englo-

4 Jordan hauria realitzat esforcos en la mateixa linia de Dirac, mirant de formular una mena de “teoria de
transformacions” per mirar d’unir la mecanica matricial i ondulatoria. Vegeu [Jordan, 1927] i [Cassidy, 1992]
(p. 236-239).

46[Kragh, 1990], p. 39-44
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ba i estén els métodes desenvolupats anteriorment, proporcionant una comprensié més profunda i
unificada de la teoria quantica.

Pensem que es pot afirmar, com ja hem anticipat abans, que Dirac no és preocupa tant per les
implicacions fisiques de la seva teoria com per la construccié matematica i completa de la mateixa.
No li preocupa si la seva teoria infereix imatges visuals o no, sind que el que vol és ressaltar-ne la
utilitat per donar explicacid a processos fisics que fins llavors costava explicar.

Pel que fa a 'estadistica quantica, amb el seu metode és capacg de derivar el principi d’exclusi6
de Pauli i, a més, troba que hi ha dos tipus d’estadistiques que governen el comportament de les
particules: per una banda troba el resultat del comptatge de Bose-Einstein i, per I'altra, veu que el
comptatge ha de ser el de Fermi quan s’aplica el principi d’exclusié, malgrat que ja hem mencionat que
Dirac no va citar a Fermi en la seva publicacio sobre les estadistiques quantiques. Després d’analitzar
tant el treball de Fermi com el de Dirac, pensem que les diferéncies entre ambdds métodes s6n
evidents. Mentre la teoria desenvolupada per Dirac s'emmarca clarament en la mecanica quantica,
fent tis del nou formalisme matematic i dels conceptes introduits tant per Heisenberg (i Born i Jordan)
com per Schrodinger a través de la seva teoria ondulatoria, el metode de Fermi queda completament
fora d’aquest marc. A aquesta controversia amb la feina desenvolupada per Dirac en la mateixa época
que Fermi, cal afegir que, des del nostre punt de vista, Dirac no estava intentant resoldre un problema
com a tal quan va topar amb la seva estadistica quantica (com si que podem dir que feia Fermi, que
intentava trobar un métode per a la quantitzacié del gas ideal que complis amb el teorema de Nernst),
sind que estava intentant trobar una formulacié més general de la nova mecanica matricial. De fet,
ja hem explicat que va ser després d’estudiar la teoria ondulatoria de Schrédinger quan va veure
que aquesta, combinada amb el formalisme creat per Born, Heisenberg i Jordan, disposava de les
eines necessaries per a resoldre el problema d’n cossos. A més, el principi d’exclusié juga un paper
diferent en els dos desenvolupaments: en el cas de Fermi, com bé expressa Belloni*’, el principi de
Pauli representa la baula perduda en una cadena d’arguments desenvolupats; en canvi, en el cas de
Dirac permet la generalitzacié de la nova mecanica quantica cap a sistemes formats per més d’una
particula. En paraules de Belloni, podriem dir que la diferéncia entre els dos treballs és que “en
realitat Fermi “només” havia derivat la seva estadistica, mentre que Dirac havia volgut anar un pas
més enlla”. No obstant, els desenvolupaments fets Dirac en la publicacié de 1926 sén la causa que
l'estadistica presentada per Fermi el 1926 s’anomenés, posteriorment, “estadistica de Fermi-Dirac”.

Tot i les diferéncies en el metode que fan servir i també en el context que envolta els desenvolu-
paments de Fermi i Dirac, val la pena destacar que de la mateixa manera que ho va fer Fermi a Italia
(i, anteriorment, Bose a la India), Dirac desenvolupa la seva estadistica quantica de manera més o
menys aillada, ell “sol” a Anglaterra. Dirac es trobava lluny del bressol de la mecanica quantica a
Alemanya i era un fisic teoric a Cambridge on, en paraules del fisic britanic Neville Mott (que va ser
contemporani de Dirac)*®: “It was “a terribly isolated business” to be a physics student at Cambridge”.*°

En la comparativa amb la contribucié a I'estadistica per part de Heisenberg, veiem diferéncies
destacables malgrat les moltes similituds. Heisenberg tenia com a objectiu resoldre el problema
de l'atom d’heli i, en part, es movia per I'antagonisme entre la seva interpretacié corpuscular i la
interpretacié ondulatoria de Schrodinger. A més, la teoria de Heisenberg hem vist que es basava

47[Belloni, 1999], p. 107

48 A [Kragh, 19907, p. 10 (font: AHQR Entrevista de T. S. Kuhn a N. Mott, maig de 1963).

49E] departament de fisica teorica de la Universitat de Cambridge pertanyia a la Facultat de Matematiques,
que no tenia el seu propi edifici. No hi solia haver contacte social o professional entre els pocs estudiants
de fisica teorica, que segons Kragh solien seure a soles a les seves dependencies o a la petita biblioteca del
Laboratori Cavendish ([Kragh, 1990], p. 10).
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en el fenomen de la ressonancia quantica, que feia necessaria una interaccid entre les particules.
Tot i que havia descartat la cinematica classica, Heisenberg assumia que dos estats només diferien
entre si per l'intercanvi de particules que havien de representar-se com a diferents, excepte en els
casos en els que les particules tenien la mateixa energia, de manera que veia la causa de la nova
estadistica en la divisid dels estats energétics causada per la ressonancia sumada a la seleccié natural
de I'tinic conjunt d’estats que satisfeia el principi d’exclusié de Pauli. Dirac, en canvi, va evitar discutir
el model ondulatori i la seva motivacié principal era la reformulacié matematica del formalisme
d’ones. Ignorant totes les interaccions entre las particules, es basava principalment en la simetria
d’un sistema de particules iguals i en la precondicié de que la teoria només havia de poder calcular
quantitats observables. Basant-se en aix0, a diferéncia de Heisenberg, va concloure que dos estats
que només diferien entre ells per I'intercanvi de particules havien de representar-se com un sol estat i
aixo el va conduir a la necessitat d’establir que els estats estacionaris havien de ser o bé simeétrics (que
va poder relacionar amb I'estadistica de Bose-Einstein) o bé antisimetrics (qe va poder relacionar amb
el principio d’exclusié i 'estadistica de Fermi-Dirac). Amb aix0, al contrari que Heisenberg, Dirac va
establir una diferencia entre corpuscles materials i els quanta de llum: els primers havien de seguir
l'estadistica de Fermi-Dirac (tots sense distincio, segons el seu punt de vista) i, en canvi, els segons
havien de seguir I'estadistica de Bose-Einstein.

Per acabar, ja haviem comentat que en els treball de Heisenberg que hem vist la temperatura no
apareix i que, per tant, no esta del tot clar que aquest volgués fer mecanica estadistica. En canvi,
Dirac si que se situa en el terreny de la mecanica estadistica quan, a la seccié 4 del treball del 1926,
aplica el seu metode al gas ideal. Hem vist que Dirac arriba als mateixos resultats que Heisenberg
pero els aplica al cas del gas ideal fent, amb funcions d’ona, el mateix que han fet Bose, Einstein i
Fermi (tot i que no el menciona) amb particules. Estem d’acord amb Pais>® que la publicacié de Dirac
de l'agost del 1926 és la primera on s’aplica la mecanica quantica a la mecanica estadistica. Malgrat
aix0, des del nostre punt de vista, encara no es pot dir que el que estava fent fos mecanica estadistica
quantica. El metode de Dirac encara utilitza les bases exposades a les publicacions prévies d’Einstein
i de Fermi en el camp de la fisica estadistica, que giren al voltant de 'obtenci6é de les variables
termodinamiques a partir de les probabilitats dels microestats del sistema. Tal i com veurem en el
segiient capitol, Pauli acabara de completar la teoria creada aqui per Dirac. Recollint tot el que han
fet tant Fermi, Dirac i Heisenberg com Bose i Einstein, Pauli tractara les dues estadistiques de manera
unificada amb un nou tipus de col-lectivitat creada especificament amb aquest proposit. Es tracta de
la col-lectivitat grancanonica, que apareix doncs per primera vegada en el treball de Pauli del 1927
sobre el paramagnetisme en metalls. En aquesta publicacid, Pauli també defensa que la matéria ha
de seguir l'estadistica de Fermi-Dirac i que s’ha de reservar l'estadistica de Bose-Einstein per al cas
de la radiacio, malgrat que no sap encara justificar perque ha de ser aixi. No sera fins al 1940 quan,
el mateix Pauli, podra demostrar que és I'espin el que determina quin tipus d’estadistica segueix una
particula determinada®!.

50[Pais et al., 1998], p. 6
S Pauli, 1927]
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Capitol 8

La recepcio dels treballs de Fermi,
Heisenberg i Dirac

Després de la publicacié dels treballs de Bose, Einstein, Fermi, Heisenberg i Dirac entre 1924
i 1927, es van comencar a utilitzar les dues estadistiques quantiques. I es va establint, de manera
gradual, I'atribucid de 'estadistica de Bose-Einstein a la radiaci6 i la de Fermi-Dirac a la materia.

En primer lloc, els articles de Fermi de 1926 sobre la nova estadistica quantica no van tenir gaire
resso internacional en el moment de la seva publicacié. Totes les publicacions historiografiques
revisades estan d’acord amb el fet que, inclis pel que fa a la versié en alemany que es va publicar
a la prestigiosa revista Zeitchrift fiir Physik, la publicacié dels articles de Fermi no va produir un
efecte immediat en la comunitat cientifica. Després de la recerca realitzada, nosaltres estem d’acord
amb aquesta afirmacié. Un dels principals arguments que justifiquen aquest baix impacte, com ja
hem anat remarcant al llarg de la memoria, és que la formulacié de Fermi estava basada en la OQT.
No obstant aixd, com veurem a la secci6 8.3, a partir de 1926 Fermi poc a poc va anar guanyant
reputacidé en la comunitat internacional. Tant el Congrés de Solvay com la Conferéncia de Como,
ambdds esdeveniments celebrats el 1927, confirmen el prestigi de Fermi i destaquen la importancia
de la seva estadistica.

No és gaire conegut que poc temps després de la publicaci6 de 'estadistica de Fermi, el 10 de
desembre de 1926 Ralph Howard Fowler va presentar un treball a la Royal Society of London titulat
“Mateéria densa”! (que també es va publicar en alemany a Zeitschrift fiir Physik), on demostrava que
un gas d’electrons contingut dins de les estrelles nanes blanques havia de ser un “gas de Fermi”
degenerat?. Aquest treball de Fowler del novembre de 1926 és el primer treball on s’aplica la teoria
de Fermi, tot i que, com explicarem més endavant a la seccié 8.2, molta gent pensa que el primer
lloc on s’aplica I'estadistica formulada per Fermi al 1926 és el treball de Sommerfeld presentat en la
Conferéncia de Como de 1927%4.

Per altra banda, De Gregorio i Sebastiani® afirmen que, més que una aplicacié del principi d’ex-
clusié de Pauli, el métode de Fermi es concep com una extensié del mateix®. Nosaltres, pero, no

[Fowler, 1926b]

2[Bernardini and Bonolis, 2001], p. 330

3[Zanichelli, 1928], p. 449-472

*Vegeu [Mehra and Rechenberg, 1987] (p. 771, nota al peu nim. 229), [Kragh, 1990], p. 36

>[De Gregorio and Sebastiani, 2010]

Giuseppe Bruzzaniti explica (vegeu [Bruzzaniti, 2010]) que a la Conferéncia de Como de 1927, en el
moment de presentar-li Fermi a Pauli, que no el coneixia en persona, Heisenberg li va dir: “Et presento
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estem d’acord amb aquest punt de vista i pensem que contradiu altres treballs publicats per Sebasti-
ani amb Cordella. En aquests treballs s’afirma que, tot i que el treball de Fermi va ser publicat en una
de les revistes més prestigioses del moment, el descobriment no va tenir un impacte immediat. La
justificacié que donen és que com que se seguia basant en les regles de quantitzacié de Sommerfeld,
va poder ser considerat com “antiquat” pels col-legues contemporanis a Fermi. Ja hem explicat que
el mateix Dirac acabaria reconeixent que havia llegit el treball de Fermi perd que se li havia oblidat
rapidament degut a que s’'emmarcava en la OQT.

La importancia de 'estadistica de Fermi per als electrons en un metall també es veu remarcada
en una publicacié de Pauli que va aparéeixer dos mesos després també a la revista alemanya Zeitschrift
fiir Physik, el febrer de 1927, titulat “Sobre la degeneraci6 del gas i paramagnetisme”’. En aquest
treball Pauli considera els electrons que intervenen en la conduccié en un metall com un gas ideal
degenerat i utilitza aquesta idea per explicar alguns aspectes del paramagnetisme. Després del des-
cobriment de la seva estadistica, Fermi es va centrar en les aplicacions que aquesta podia tenir. Va
aplicar per primer cop el seu métode estadistic a atoms multielectronics en un treball anomenat “Un
metode estadistic per a la determinacié d’algunes propietats de 'atom”®, que es publica a finals de
1927 (seguit d’una altre treball el gener de 1928%). En aquest treball tracta els electrons com una
gas completament degenerat que envolta el nucli atdmic, de manera que el potencial mitja de cada
electré obeeix una equacio diferencial no lineal que va ser capac de resoldre numericament. Aquest
cas degenerat d’electrons lliures hauria de col-lapsar cap al nucli segons la distribucid classica, pero
no ho fa degut a als limits d’ocupacié dels estats energetics que estableix el principi d’exclusié. Un
any abans, al desembre de 1926, el fisic anglés Llewellyn H. Thomas havia arribat a conclusions
similars'® -tot i que pel que sembla Fermi no en tenia constancia'!- i per aquesta raé el model atdmic
estadistic resultant avui dia s’Tanomena model de Thomas-Fermi. Thomas va agrair la col-laboracio
de Bohr i Kramers mentre feia els calculs al mar¢ de 1926, quan estava a Copenhaguen. Aix{i que
probablement va desenvolupar el seu model tenint en compte el principi de Pauli per6 no les noves
estadistiques. Aquesta aplicaci6 consisteix en un calcul aproximat de la distribuci6 dels electrons en
atoms pesats, basat en suposicions generals, i permet estimar les energies d’ionitzacio i els nivells
electronics per donar compte de la taula periodica. Tant Thomas com (un any després) Fermi van
incloure, entre les seves hipotesis, que els electrons satisfan el principi d’exclusié. Fermi també va
fer s de les magnituds calculades en el seu article sobre gasos ideals. No obstant aix0, i en relacié
amb les qiiestions més fonamentals que ens interessen aqui, com l'estat de la identitat i la corporeitat
dels electrons, aquestes publicacions no van contribuir gaire: la visualitzacid classica dels electrons
encara preval perfectament en ambdds articles i, de fet, els autors intenten tenir una idea de la seva
distribucié espacial a 'atom.

Pel que fa als treballs de Heisenberg, com expliquen Mehra i Rechenberg!?, una de les primeres
aplicacions va ser el tractament de I'efecte Stark en 'atom d’heli. Jane M. Dewey va anar a Copen-
haguen per fer-hi una estada amb una beca internacional i va ser una de les primeres persones a les
que Heisenberg va poder ajudar després de la seva arribada a Copenhaguen. Mentrestant, alla hi
havia també J. Stuart Foster, un canadenc que havia estat estudiant durant un temps el problema de

I'aplicacié del teu principi d’exclusié”.
7[Pauli, 1927]
8[Fermi, 1927]
°[Fermi, 1928]
19 Thomas, 1926]
[De Gregorio and Sebastiani, 2010], p. 10
12[Mehra and Rechenberg, 1984], p. 244-246
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'efecte Stark i que volia veure si els resultats experimentals en el patré d’intensitats coincidien amb
els que s’obtenien amb la nova mecanica quantica. Durant la tardor de 1927, Dewey havia mesurat
la intensitat de les linies de combinacié de I'heli en efecte Stark a l'Institut Bohr i va poder compro-
var que els resultats estaven d’acord amb la mecanica quantica. Foster i Dewey no van fer servir els
meétodes de Schrodinger per a calcular la divisié electrica de les linies de ’hidrogen, per una banda
perqueé fer-ho mitjancant les matrius era molt facil i, per I'altra, per la influencia de Heisenberg. A
l'estiu i tardor de 1926, Heisenberg era reticent a utilitzar la teoria de Schrodinger i, com a perso-
natge rellevant a Copenhaguen, va traslladar la seva aversid als seus associats i deixebles 3. Foster i
Dewey van agafar el tractament que feia Heisenberg de I'atom d’heli i van tractar els casos de I'orto-
heli i el paraheli per separat. Per a fer els calculs, Foster va utilitzar la teoria de pertorbacions per a
sistemes degenerats que havien desenvolupat Born, Heisenberg i Jordan al Dreimdnnerarbeit i va ser
capac de reproduir totes les dades disponibles per a les freqiiéncies. La teoria va explicar satisfacto-
riament la desaparicié de la component paral-lela (respecte al camp electric) d’una linia amb estat
final P quan la linia esta tan desplagada que coincideix amb la linia P no desplacada. Aquest calcul
de l'efecte Stark va tenir una gran recepcid a I'Institut Bohr. Tot el tractament de I'efecte Stark fent
us del principi de correspondencia, va quedar substituit per la nova mecanica quantica i Heisenberg
es va prendre la resolucid del complex problema de les linies de T'heli degudes a I'efecte Stark com
un triomf personal.

Els treballs en mecanica quantica que es van desenvolupar a Copenhaguen des de la primavera
de 1926, amb el vist-i-plau de Bohr, van ajudar a establir la validesa de la nova teoria a través de
tota la comunitat cientifica. A partir de la investigacié portada a terme podem dir que els treballs
de Heisenberg publicats entre 1925 i 1927 van ser crucials per al desenvolupament i establiment de
la mecanica quantica. Hem vist primer com Heisenberg va treballar per reformular la dinamica i la
cinematica classica dins la teoria quantica. Després els seus esforcos s'unirien als de Born i Jordan per
tal d’establir el formalisme matematic necessari per tal de poder formular la nova teoria quantica,
ara coneguda com mecanica matricial. Després d’aix0, Heisenberg va tornar a la seva principal
preocupacio, que era veure si la mecanica matricial podia solucionar els problemes coneguts que no
tenien solucid en el marc la mecanica classica. En aquest sentit, Heisenberg es va centrar en el cas
de 'atom multielectronic i, en concret, en ’atom d’heli.

A més, cal destacar que el treball de Heisenberg en mecanica quantica també va implicar I'is de
la teoria de pertorbacions, un enfocament matematic utilitzat per trobar una solucié aproximada a
un problema comencant des de la solucié exacta d’'un problema relacionat i més simple. Tot i que no
era un meétode nou, a partir dels treballs de Heisenberg els metodes de pertorbacié es van convertir
en essencials per analitzar sistemes com I'atom d’heli, on les interaccions electroniques complicaven
els calculs d’energial4.

Per la seva banda, Kragh explica que l'article de Dirac de 1926 “On the Theory of Quantum Mec-
hanics” va esdevenir el més citat dels articles de la primera etapa de la carrera cientifica de Dirac
i va ser estudiat tant pels cientifics interessats en la corrent matricial de la mecanica quantica com
per als que preferien la teoria ondulatoria'®. Tot i que com déiem es va reconéixer de seguida la
importancia de la publicacié, molts fisics la trobaven dificil d’entendre i inclds una mica criptica.
Com a exemple d’aquest punt de vista, a 'octubre quan Dirac estava a Copenhaguen, Schrodinger li

13[Mehra and Rechenberg, 1984], p. 245

14Val 1a pena mencionar que Heisenberg reconeix en una entrevista a Kuhn del 15 de febrer de 1963 que fins
que no va assistir al seminari de Born a Gottingen, ell no sabia fer calculs aplicant la teoria de pertorbacions.

13[Kragh, 1990], p. 37
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va confessar a Bohr els problemes que tenia per llegir a Dirac'®:

Considero l'obra de Dirac extremadament valuosa perque tradueix el seu interessant
conjunt d’idees, almenys en part, a un llenguatge que es pugui entendre. Sens dubte, hi
ha encara molt en aquest article que trobo obscur... Dirac té un métode de pensament
completament original i Unic, que -precisament per aquest motiu- donara els resultats
més valuosos, ocults per a la resta de nosaltres. Perd no té ni idea com de dificils sén
els seus treballs per a I'ésser huma normal.

Kragh també cita altres exemples on Schrédinger era més concret sobre els punts de 'article de

Dirac que se li feien complicats de seguir!”:

Segons la prova de la pagina 662 a continuacio, p,, sempre “significa” aiqn. Mira ara la
segiient equaci6 que sorgeix de I'equacid (4) a la pagina segiient: ‘2—’; =[x, f], enlaqual

X pot representar una de les p, per exemple, i la quantitat s pot representar el temps.

. ors d a \ . . .
Ara que significa z; (%)? Que se suposa que vol dir, diferenciar totalment 'operador

3
3q respecte al temps?

8.1 Indistingibilitat a les estrelles

Com ja hem explicat, una de les primeres aplicacions de les estadistiques quantiques (i la primera
aplicacié de I'estadistica de Fermi) la va portar a terme Ralph Fowler. Fowler va publicar dos articles'®
en els que utilitza les estadistiques quantiques. En el primer article, titulat “Formes generals de
la mecanica estadistica amb especial referéncia als requeriments de la nova estadistica quantica”,
la mecanica quantica hi apareix poc, pero en els agraiments Fowler menciona les converses sobre
mecanica quantica durant la seva estada a I'Institut de Fisica Teorica de Copenhaguen, especialment
les mantingudes amb Bohr. La principal novetat que introdueix 'article és:

Definir 'entropia (i la temperatura absoluta) en una analogia estricta amb la termodi-
namica racional mitjangant I'equacié dQ = TdS.

En altres paraules, el que I'autor pretén és obtenir funcions estadistiques a partir de la mecanica
i després equiparar-les, per analogia, amb les quantitats termodinamiques. I fer-ho sense estar res-
tringit a un sistema especific, de manera que el gas ideal seria una aplicacié d’'un enfocament més
generic i fonamentat. El procediment que segueix Fowler és el que avui dia es coneix com a metode
Darwin-Fowler.

Com hem vist, el tractament d’Einstein es podria considerar més fonamental que el de Fermi
des del punt de vista de la termodinamica. Pero la intencié de Fowler era ampliar aquestes bases i
centrar-se una mica més en les estadistiques que corresponen a les particules materials: les de Fermi-
Dirac, segons el seu punt de vista. Veiem que Fowler opta doncs per I'estadistica de Fermi-Dirac per a
tractar particules materials i la de Bose-Einstein per a la radiacid, com va esdevenir comu en aquells
passos inicials de 'estadistica quantica. Si ens fixem en la identitat de les particules i el seu rol en la
nova estadistica, per a Fowler “idéntiques” significa que “tinguin la mateixa energia”, com ell mateix

16Carta de Schrédinger a Bohr amb data 23/10/1926, reproduida a [Kragh, 1990] (p. 37).
17[Kragh, 1990], p. 322
18[Fowler, 1926a], [Fowler, 1926b]



8.1. INDISTINGIBILITAT A LES ESTRELLES 179

menciona en una nota a peu de pagina de la publicacié'®. Llavors, a partir d’ara el sistema ja no
vindra caracteritzat per la posicié o moment de les particules, siné pel seu espectre d’energies. Tot i
aixo, al contrari del que podria semblar, el concepte de particula surt reforcat com podem veure de
les paraules de Fowler en referéncia al cas especific del gas ideal?’:

En parlar del moviment de punts de massa, és impossible admetre que podem classificar
tots els punts de massa que es mouen amb la mateixa energia com a sistemes indistin-
gibles. Idealment, ha de ser possible reconeixer les diferéncies entre les particules que
es mouen amb la mateixa energia en direccions diferents. [...] En la forma d’estadistica
d’Einstein, la simplificacié feta per Einstein en el seu article original, per tant, no pot
ser completament justificada, perd com seria d’esperar, no té efecte en el resultat, que
es pot obtenir sense ella.

Fowler es refereix a la identitat de les particules que tenen la mateixa energia perd es mouen
en direccions diferents. Quan parla de la “simplificacié feta per Einstein” entenem que es refereix al
tractament combinatori i, tot i la critica, reconeix que no afecta al resultat final: Einstein va tenir en
compte la degeneraci6 de I'energia classica i va limitar la quantitzaci6 a “dividir en cel-les d’extensio
h® I'espai de fases d’una sola molécula”?!-22,

Fowler argumenta en contra del que va proposar Einstein sobre aplicar les noves estadistiques
a la materia. Defensa que és plausible pensar que les estadistiques per a la materia i la radiacié
son diferents, ja que en el primer cas els atoms es conserven i en el segon els fotons no. Suggereix
una relaci6 entre el principi de Pauli i la “impenetrabilitat”, o la impossibilitat de superposicié de
la matéria, de manera que, una vegada més, es manifesta la validesa de la concepcié corpuscular
(i visual) del principi de Pauli. Fowler calcula la distribuci6 espacial de les particules en el cas de
I'absencia de potencials externs i presenta un calcul que correspon al classic, ja que 'aproximacio
que fa és I'inica que li permet obtenir alguna distribucié espacial. Com és sabut, en els tractaments
quantics no existeix una relacié analitica entre el nombre de particules N i el potencial quimic u
per a un gas ideal si ens mantenim fora del rang de validesa la distribucié de Maxwell-Boltzmann.
Aix0 només es pot fer calculant el limit, que equival a perdre les propietats caracteristiques de les
estadistiques quantiques. Es a dir, quan

_ (2nmkT3/?)
N=""p

En la segona publicacié, que porta per titol “Matéria densa”?3, Fowler si que aplica per primer
cop l'estadistica de Fermi a un sistema fisic, en aquest cas, la matéria estel-lar. Fowler vol resoldre
una paradoxa sobre la constitucio de les estrelles que Eddington, el reconegut astronom, havia plan-
tejat: la taxa de radiaciéd emesa era impossible d’explicar amb un gas de particules ionitzades regulat
per estadistiques classiques. Emprant la nova relacié entre energia i temperatura que s’obté amb
l'estadistica de Fermi-Dirac, Fowler aconsegueix desfer la paradoxa.

En la publicacié trobem una explicacié argumentada del resultat tipic a dia d’avui sobre I'enorme
energia que té un gas de fermions a temperatura zero. Al final Fowler especula que la gran repulsié

Y[Fowler, 1926a], p. 434

20[Fowler, 1926a], p. 440-441

21 Fowler, 1926a], p. 442

22No va ser fins que les noves estadistiques es van poder formular en termes de I'espai de Fock que aquestes
qliestions van quedar totalment esclarides. Abans, amb el concepte de particula encara totalment vigent, es
van mantenir una mica fosques.

23[Fowler, 1926b]
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causada per l'elevada pressié d’'un gas d’aquestes caracteristiques es deu només a les que ell ano-
mena “restriccions quantiques”. Es a dir, ’enorme repulsié estimada entre els electrons es deu a les
“conseqiiencies quasi termodinamiques de I'existencia de les restriccions quantiques incorporades en
el principi de Pauli”?* i no a algun tipus d’interaccié o col-lisi6 entre les particules. Aixd és quelcom
que Fermi no havia assenyalat quan va presentar el seu metode. També val la pena recordar aqui que
Einstein, després de trobar la teoria quantica del gas ideal, va mirar en altres direccions per explicar
la disminuci6 de pressié en relacié amb un gas bosonic ideal. Aixo0 el va portar a la hipotesi de De
Broglie, perd també a conjecturar algun tipus d’interaccié®. Fowler proposa que és la prescripcié
quantica en si mateixa la que implica aquest increment significatiu del treball que es necessita per a
comprimir el volum de gas.

8.2 Sobre els metalls i la primera estadistica quantica ge-
neralitzada

Pauli va veure en el treball de Fermi de 1926 una oportunitat per a tractar algunes de les propietats
dels metalls que no es podien explicar fins aleshores, en particular aquelles relacionades amb el

paramagnetisme. I Pauli també coneixia la publicacié de Dirac sobre la mecanica quantica?®:

Incidentalment, la publicaci6 de Dirac [...] és independent de la de Fermi. Dirac estava
a Copenhagen a la tardor del 1926 i li vaig escriure, alla, preguntant-li si sabia com un
gir dels atoms (o electrons) modificaria els resultats. També vaig mencionar l'article de
Fermi. Ell em va respondre que mai havia considerat aquesta qiiestié i que l'article de
Fermi era totalment nou per a ell. Immediatament després, vaig comencar a treballar
en aquesta qiiestio jo mateix (a la tardor del 1926), i vaig trobar molt rapidament totes
les respostes.

En la carta que li va escriure a Rasetti, trenta anys després de la publicacié dels seus resultats®’,
va dir:

Vaig estar tan content que finalment vaig obtenir una resposta a la pregunta “Si és cert
que l'electrd té un espin, per que no hi ha un paramagnetisme fort en els metalls segons
la llei de Curie?”. Aquesta pregunta va ser plantejada per molts fisics, especialment per
O. Stern.

En termes generals, es pot afirmar que el treball de Pauli sobre paramagnetisme, conté el primer
tractament de les dues estadistiques amb I'aproximacié de la col-lectivitat grancanonica (metode que
Kramers desenvoluparia anys després?®). Es pot dir que Pauli se n’adona que el que han fet Heisen-
berg i Dirac es pot utilitzar per a fer fisica estadistica en el marc de la mecanica quantica. L'estadistica
que havia fet anar Dirac en la seva publicacié de 19262° és “la vella”, el que fa Dirac és justificar amb
mecanica quantica o posar en el marc de la mecanica quantica el que han fet Bose-Einstein i Fermi,

24[Fowler, 1926b], p. 122

25[Pérez and Sauer, 2010]

26AHQP Carta de Pauli a Rasetti del 6/X/1956.
27[Pauli, 1927]

28[Kramers, 1937]

29[ Dirac, 1926a]
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perd no arriba a desenvolupar una mecanica estadistica quantica. Pauli, en aquesta publicacid de
finals de 1926, intenta completar el métode de Dirac, desenvolupant una nova col-lectivitat que no
s’havia utilitzat mai fins aleshores que agrupa tant I'estadistica de Fermi com la de Bose-Einstein.

A la publicacid, Pauli comenca explicant quin és I'estat de la qiiestié en referéncia al tractament
d’un gas degenerat i cita les publicacions de Bose, Einstein, Fermi, Heisenberg i Dirac que hem anat
analitzant al llarg d’aquesta tesi. Pauli construira el seu treball sobre la idea que I'estadistica de Fermi-
Dirac és la millor per al tractament dels electrons, donat que ha donat bons resultats al aplicar-la al
cas de l'heli.

En la introduccid, Pauli rebutja les possibles critiques sobre la validesa de I'estadistica de Fermi:
no s’apliquen al nou procediment, al menys immediatament, els arguments d’Einstein a favor de la
hipotesi de De Broglie, recolzats pel tractament de Schrodinger. Tot i aixi, Pauli recorda que I'analogia
entre materia i radiacid té les seves limitacions, especialment quan es tracta -com fa aquest article-
de sistemes amb molts cossos. El motiu és que, en aquest cas, les ones estan definides en un espai
multidimensional, a diferéncia de la radiacié, que sempre es pot descriure en un espai tridimensional
ben conegut. Tot i aix0, emfatitza la seva voluntat de mantenir les interpretacions corpuscular i

ondulatoria®?:

...volem entendre la representacié corpuscular i ondulatoria de la teoria com a dues
descripcions iguals del comportament estadistic del gas, sense donar preferéncia a cap
sobre l'altra.

En la segiient secci6 Pauli desenvolupa una extensié de la causa de 'abséncia de moment angular
total dels dos electrons de l'heli, tot i que tenen moment magnétic intrinsec. Vol intentar explicar el
comportament magnetic d’alguns metalls, tractant els seus electrons com un gas ideal en la primera
aproximacié. Pauli elabora un desenvolupament molt complet de les dues estadistiques amb un nou
conjunt creat per a aquest proposit. De fet, es tracta del grancanonic, tot i que Pauli no fa referencia
al potencial quimic. Presenta el seu procediment a través d’'una analogia amb la transicié de la
col-lectivitat microcanonica a la canonica, que culmina en el calcul de les fluctuacions del nombre
mitja de particules en cada estat s (donat per n,) com:

9 (72
2=n2—(w)

Si Z indica el niimero d’estats amb energia ¢, N, = Zn; i A2 = ZA2, llavors

2
(AZ) 1 1
e =—=%— ,
N, N, Z
Amb el signe + és la mateixa expressio que previament havia calculat Einstein. Ja hem comentat
que, tot i que hauria pogut fer-ho, Fermi no va fer aquest calcul, de manera que el signe + corres-

pondria a I'estadistica desenvolupada per Einstein i el signe - a la de Fermi®!.

Val la pena remarcar que Pauli usa el concepte de particula, malgrat que ho fa amb matisos
importants:

30[Pauli, 19271, p. 82
31Es pot trobar el detall del calcul a I'apéndix F.
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Potser aquest comportament es pot interpretar assumint relacions de fase entre les dife-
rents vibracions propies de De Broglie, i aixi donar una pista per a una explicacid fisica
futura de l'assumpcié basica de 'estadistica de Fermi i, per tant, també de la “regla
d’equivaléncia”?.

Veiem com de la mateixa manera que havia fet Einstein dos anys abans, enlloc de qiiestionar la
individualitat de les particules, Pauli els atribueix un cert tipus d’interaccié que resulta en una depen-
déncia estadistica. A continuacio, Pauli estén el que ha obtingut a gasos amb moment magneétic, en
els quals la regla d’equivaléncia també s’aplicaria i, finalment, aconsegueix el seu objectiu: calcular
magnetitzacions i susceptibilitats per a temperatura zero, obtenint resultats qualitativament correc-
tes. Semblaria que en un principi Pauli no volia anar gaire més enlla, tenint en compte que estava
treballant amb un model molt simple (gas ideal). Pero tot apunta a que Sommerfeld el va encoratjar
a desenvolupar una mica més el seu metode i que mirés d’obtenir més propietats dels metalls que el
model de Drude no podia explicar. Pauli mai va arribar a fer-ho, probablement perqué estava centrat
en desenvolupar altres aspectes més fonamentals de la nova mecanica i va ser Sommerfeld qui va
quedar-se amb el tema, com Pauli va explicar a Rasetti a la carta que ja hem citat:

Sommerfeld va passar per Hamburg a la primavera de 1927, on li vaig lliurar les proves
del meu article. Al dia seglient, em va dir que estava molt impressionat per aixo i que
s’haurien de fer més aplicacions a altres parts de la teoria dels metalls com la llei de
Wiedemann-Franz, els efectes termoeléctrics, etc. Com que no estava interessat a fer-
ho, va ser ell mateix qui va fer aquestes aplicacions addicionals.

De fet, Sommerfeld va presentar una versio esquematica de les seves idees a 'octubre de 1927 ala
revista Die Naturwissenschaften®® i una versié més extensa a I'any segiient a Zeitschrift fiir Physik>*.
Abans de la publicacid d’aquests treballs, com mencionarem a la seccidé segiient, va presentar els
resultats que havia obtingut a la Conferéncia de Como®®, a Italia, que es va celebrar a principis de
setembre de 1927.

En aquesta presentacié, Sommerfeld va ser molt clar sobre les novetats introduides per la nova
estadistica, que es podien reduir a dues: la manera de comptar estats equiprobables i les dimensi-
ons de la cel'la elemental h. També identifica I'estadistica d’Einstein amb la mecanica ondulatoria
de Schrodinger, ja que aquest ultim havia reeditat els calculs a partir de la hipotesi de De Broglie
esmentada per Einstein. Sommerfeld va introduir I'estadistica de Fermi en el mateix marc, destacant
que a baixes temperatures (que inclouen la temperatura ambient) practicament totes les propietats
s6n independents de la temperatura. En una publicacié posterior a Die Naturwissenschaften®®, va
descriure els electrons amb nombres quantics baixos com “Volk ohne Raum”®’ , una metafora politica
sobre la situaci6 a Alemanya aquells anys. Va subratllar la nova concepcid dels electrons a partir de
la mecanica d’ones de Schrédinger i va assenyalar que han de ser entesos més com a estats que com
a individus, tot i que aixd no implicava que deixés de referir-se als electrons com a particules. En
resum, Sommerfeld no es va aturar massa en qiiestions interpretatives de les noves estadistiques.
Malgrat la seva clara preferencia per la formulacié de Schrédinger sobre la de Heisenberg, no va

32«Regla d’equivaléncia” és el nom amb el que es coneixia el principi d’exclusié de Pauli en aquella época.
33[Sommerfeld, 1927]

34[Sommerfeld, 1928a]

35[Sommerfeld, 1928b]

36[Sommerfeld, 1928a]

37Poble sense espai.
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abandonar completament la idea de particula ni va intentar justificar la nova manera de comptar,
simplement va buscar aplicacions i va resoldre vells problemes en la teoria dels metalls.

Estem completament d’acord amb Hoddeson et al.3®: la teoria de Fermi-Pauli-Sommerfeld és
una teoria semiclassica, un refinament quantic de la teoria de Drude, i un producte tipic de la OQT.
De fet, la teoria de Sommerfeld explica moltes coses, mentre que no n’explica moltes altres. No
seria fins al 1928 que podem parlar adequadament d’'una teoria mecanica quantica de la conduccié
eleéctrica, a partir dels treballs de Felix Bloch, col-laborador al grup de Leipzig recentment creat per
Heisenberg. Bloch explica, per exemple, per que el cami lliure mitja dels electrons és molt més gran
que la distancia interatomica, un punt feble en ’aproximacié de Sommerfeld. La teoria dels electrons
metal-lics de Bloch seria per a la de Pauli-Sommerfeld el que 'estadistica de Dirac seria per a la de
Fermi.

8.3 La Conferencia de Como i el V Congrés Solvay de 1927

ATany 1927 es van celebrar dos esdeveniments que van tenir un paper rellevant en ’establiment
de la mecanica quantica®®. En primer lloc, la Conferéncia de Como, que es va celebrar Italia al se-
tembre de 1927, en commemoracié del centenari de la mort d’Alessandro Volta*® (que havia estat
un fisic pioner en el camp de I'electricitat i descobridor de la pila eléctrica) i que va comptar amb
la presencia d’alguns dels fisics més influents de I'época, com Bohr o Heisenberg, tot i que molts
d’altres com Schrodinger o Einstein no hi van assistir. En segon lloc, el V Congrés Solvay, que es va
celebrar a Brussel'les del 24 al 29 d’octubre del mateix any. Aquesta reunié es considerada una de les
reunions cientifiques més famoses de tots els temps, particularment en el camp de la fisica quantica,
i va reunir alguns dels fisics més importants de ’época i en els que se centra la investigacio porta-
da a terme en aquesta tesi, com ara Einstein, Bohr, Heisenberg, Planck, Schrodinger o Dirac, entre
d’altres. El titol del V Congrés Solvay de 1927 va ser “La teoria quantica i les teories classiques de la
radiacio”, tot i que en les actes de la reuni6 apareixeria més tard simplificat com “Electrons i Fotons”
i, igual que en la Conferencia de Como, les discussions es van centrar al voltant de la nova mecanica
quantica i les seves implicacions. A mode anecdotic, explicarem que dos punts de vista van dominar
aquelles reunions: per una banda, la interpretacio liderada per Bohr i Heisenberg, que defensava un
enfocament probabilistic i no determinista de la fisica quantica. Els defensors d’aquest punt de vista,
sostenien que les propietats de les particules subatdomiques només es podien entendre en termes de
probabilitats i que 'observacio6 dels sistemes fisics juga un paper crucial en la determinaci6 de ’estat
del sistema. Per altra banda, el realisme classic (representat principalment per Einstein) volia man-
tenir una visié determinista de 'univers. En aquest sentit, Einstein va expressar la seva incomoditat
amb la naturalesa probabilistica de la mecanica quantica i buscava una descripcié més completa de
la realitat, argumentant que la teoria quantica hauria de ser capac de descriure tots els elements de
la realitat fisica sense necessitat d’observadors. E1 V Congrés Solvay de 1927 és especialment famos
pels intensos debats entre Bohr i Einstein confrontant aquestes dues visions i han passat a la historia
les seves discussions (que es van mantenir per carta fins molt temps després de la reunié de Brus-
sel-les) sobre la naturalesa de la realitat, el paper de 'observador en la mecanica quantica i sobre si

38[Hoddeson et al., 1992]

39Es pot trobar facilment molta bibliografia on es parla sobre aquestes reunions. Vegeu per exemple [ Duncan
and Janssen, 2023] o [Mehra and Rechenberg, 2001]. Nosaltres, a més, hem consultat les actes originals
publicades, tant de la Conferéncia de Como (vegeu [Zanichelli, 1928]) com del V Congrés Solvay (vegeu
[Solvay, 1928] i la traduccié a 'anglés [Bacciagalupi and Valentini, 2009]).

4Oper aquest motiu, la Conferéncia de Como de 1927 també és coneguda com Congrés Volta.
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la teoria quantica era completa o no*!. Tot i que no es va arribar a un consens durant la conferéncia,
I'esdeveniment va marcar un abans i un després en 'acceptacio i el desenvolupament de la mecani-
ca quantica. La interpretacié del mén proporcionada per la mecanica quantica eventualment es va
convertir en la visié predominant entre els cientifics, tot i que les giiestions plantejades per Einstein
van continuar impulsant investigacions fonamentals en el camp de la fisica teorica.

Pel que fa a la recepci6 de les estadistiques quantiques, cal destacar el fet que durant la Confe-
réncia de Como es parla de l'estadistica de Fermi i, tot i que com hem vist Dirac ja havia publicat
el seu article on arribava als mateixos resultats que Fermi, encara no es coneix com estadistica de
Fermi-Dirac I'estadistica quantica que han de complir les particules que segueixen el principi d’exclu-
si6. Al final de la seva presentacié a Como, Bohr es va referir a la contribucié de Heisenberg sobre
la ressonancia, explicant que alla apreciem una previsié de la pérdua d’individualitat dels electrons
segons la complementarietat i suggerint que seria necessari aprofundir en una teoria de camps que
tingui en compte els resultats obtinguts fins ara per als electrons i per als quanta de llum.

També en referencia a les estadistiques quantiques que acaben de néixer, Heisenberg en una de
les discussions va dir, partint de 'analogia entre els electrons de I'heli i els nuclis de la molécula d’hi-
drogen, que “els protons també segueixen les estadistiques de Fermi”*?. Pensem que és remarcable
que Heisenberg, que era ben coneixedor tant dels treballs de Fermi com de Dirac, parlés de I'estadis-
tica de Fermi i no de l'estadistica de Dirac. Per citar més exemples on veiem que en aquell moment
en la comunitat cientifica es parlava de I'estadistica de Fermi i no de la de Fermi-Dirac, també podem
veure la carta de Pauli a Gregor Wentzel, del 5 de desembre de 1926*, on Pauli li explica a Wentzel
que Heisenberg I'ha convencut que ha de considerar I’estadistica de Fermi com la correcta, i no la de
Bose-Einstein. O una carta de Pauli a Schrodinger del 22 de novembre de 1926**, on Pauli li diu a
Schrodinger, parlant sobre la degeneraci6 del gas, que pensa que I’estadistica correcta és la de Fermi
i no la de Bose-Einstein. Tots aquests exemples reforcarien la mencionada afirmacié de Belloni de
que Fermi va ser qui realment va deduir I'estadistica i que Dirac, en realitat, va fer quelcom més ampli.

Hem explicat que Sommerfeld va fer una presentacié a la Conferencia de Como titulada “Sobre
la teoria dels metalls i I'efecte Volta d’acord amb 'estadistica de Fermi”*®, on va exposar que molts
dels resultats experimentals que no es podien explicar amb les teories prévies, encaixaven perfec-
tament amb les bases establertes per Fermi en la seva nova estadistica i que la teoria de Fermi els
podia explicar perfectament. En aquest treball Sommerfeld explicava la contribucié dels electrons a
la calor especifica dels metalls a través de la presentacié d'una serie de resultats obtinguts per ell i els
seus estudiants. Aquests resultats demostrarien que alguns dels fenomens estranys i classicament in-
explicables que tenen lloc ens els electrons dels metalls, es podien interpretar facilment en el context
de la nova estadistica de Fermi. Aquest desenvolupament de Sommerfeld es va rebre com un triomf
per a Fermi*® i, com ja s’ha mencionat, encara estd estesa la creenca que aquest desenvolupament
de Sommerfeld és la primera aplicacié de I'estadistica de Fermi.

El mencionat treball de Sommerfeld assentaria les bases per a la posterior teoria dels metalls

electronics. De fet, en el debat posterior a la presentacio, Fermi va suggerir la creacié d’un programa

“Iper a més detalls vegeu [Whitaker, 1996].

42[Zanichelli, 1928], p. 597

“3[Hermann et al., 1979], p. 360

4[Hermann et al., 1979], p. 356

4>[Sommerfeld, 1928b]

46Els professors italians van quedar realment molt sorpresos que un estudiant de 26 anys fos tan reconegut
a Alemanya i la popularitat de Fermi va comencar a créixer, guanyant reconeixement entre els seus col-legues.
Vegeu [Bernardini and Bonolis, 2001] p. 45.
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de recerca que tingués com a objectiu desenvolupar una teoria electronica dels metalls*’. Arran del
treball de Sommerfeld presentat a Como, sovint s’afirma erroniament que en realitat va ser ell qui
es va inventar el “Gas de Fermi”*®.

En la discussio que va seguir la presentacié de Sommerfeld, Lorentz va presentar algunes objec-
cions a l'aplicacié del principi d’exclusié. “Qué passaria si dues peces de metall es posessin juntes
i cadascuna d’elles tingués un electré de manera que tots dos electrons estiguessin en el mateix
estat?”. Fermi va respondre que els nous estats permesos s’haurien de recalcular, doncs sota cap
circumstancia podriem trobar dos electrons en el mateix estat en la nova peca de metall formada.
Com Planck ja havia deduit correctament, la quantitzaci6 no s’aplicava als electrons individualment,
siné a tot el gas en conjunt. En el treball de Franco Bassani*’, s’explica que Fermi va acabar la seva
exposicié en aquest debat dient que s’hauria de mirar de trobar una teoria dels metalls capag de
tenir en compte les forces que lliguen tot el metall. Per aquest proposit, shavien de considerar els
ions positius com si estiguessin localitzats en els vertex d’'una xarxa metal-lica cristal-lina i llavors
calcular la distribuci6 dels electrons de valéncia sota I'accié de forces electroestatiques. D’aquesta
manera, la nova estadistica substituia ’antiga de manera natural. Tot i aix0, Fermi va explicar que
els calculs numerics necessaris per aplicar aquesta teoria eren complicats i que encara no els tenia
complets. En la citada publicacid, Bassani afirma que aquestes paraules de Fermi tracarien el cami
cap al nou camp de treball que s’anomenaria “Fisica de I'Estat Solid”. Nosaltres no estem d’acord
amb aquesta afirmacio ja que pensem que, coincidint amb el punt de vista de molts historiadors, la
fisica de l’estat solid es considera “fundada” molt temps abans, a partir del primer article del 1907
d’Einstein®® sobre la teoria de la calor especifica dels solids, on va introduir per primera vegada la
idea que les propietats termodinamiques d’un solid venen determinades per les vibracions de la seva
xarxa d’atoms, en particular de la seva calor especifica.

Durant la Conferencia de Como, tot i que no en va ser ponent, Fermi va fer aportacions i va
intervenir en els debats posteriors a les compareixences dels seus col-legues. Un dels debats més in-
teressants es va produir després de la presentacié de Bohr°!. En la seva aportacié al debat®2, Fermi
exposa la fonamentacié de la seva estadistica i les diferencies amb el treball d’Einstein, explicant 'e-
xisténcia de dos tipus de particules®: aquelles que obeeixen I'estadistica de Bose-Einstein i aquelles
que obeeixen la seva estadistica®. Arran de les reflexions fetes per Bohr, Fermi explica que quan les
dimensions del contenidor que conté les particules del gas creixen, els estats quantics esdevenen més
densos i és més dificil tracar la discontinuitat. Afegeix que s’han fet dos intents per tal de superar
aquesta dificultat, un és el d’Einstein i Ialtre el seu propi. Tal com explica Fermi, Einstein assumeix
que hi ha una dependencia estadistica entre les moléecules del gas (analoga a la proposada per Bose
per als quanta de llum). En canvi, en el seu propi cas el que fa és aplicar el principi d’exclusié de Pauli

47[Zanichelli, 1928], p. 470-471 i p. 594-596

48[Belloni, 1999], p. 107

4Vegeu la publicacié titulada “Enrico Fermi i la fisica de I'estat solid” dins del llibre [ Bernardini and Bonolis,
2001] (p. 56-66)

S0[Einstein, 1907]. Aquest article va ser el primer d’una série d’articles d’Einstein que, segons el punt de
vista de molts historiadors, es poden considerar la creacié de la fisica de I'estat solid i de la fisica de la materia
condensada.

S1[Zanichelli, 1928], p. 565-598

2Vegeu la citada publicacié de Bassani.

>3 Aquest punt sobre 'existéncia dels diferents tipus de particules, que es classifiquen segons el tipus d’esta-
distica que obeien ja havia estat fonamentat i esclarit per Dirac, Heisenberg i Wigner, poc temps abans de la
conferéncia de Como.

>4Avui dia coneguda com estadistica de Fermi-Dirac.
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al gas sencer, considerat com un “sistema dnic”, format per totes les molécules (totes indistingibles).
Fermi llavors exposa que les relacions entre ambdues estadistiques han estat ja clarificades per Hei-
senberg, Dirac i Wigner, que han demostrat que si tenim un sistema que conté varies particules, els
seus termes es divideixen en grups i no hi ha manera de barrejar els termes que pertanyen a grups
diferents. Un d’aquests grups obeeix I'estadistica de Bose-Einstein i I'altre I'estadistica proposada per
ell. L'experiéncia, remarca Fermi, demostra que els electrons en un atom (i també els corpuscles

positius) obeeixen el principi d’exclusié®:

Per a superar aquestes dificultats, s’han fet dos intents recentment, un per part d’Einstein
i un per part meva: en el cas d’Einstein, sha admes per a les molécules del gas una
dependéncia estadistica del tipus proposat per Bose per als quanta de llum; en el meu
cas, s’ha aplicat el principi d’exclusié de Pauli en el conjunt del gas, considerant-lo com a
un Unic sistema format per totes les molecules (que sén idéntiques les unes a les altres)

Aquesta aportacié de Fermi, feta amb el suficient temps de reflexi6 i després de conéixer els
treballs de Heisenberg i Dirac analitzats en els capitols 6 i 7, son suficients, des del nostre punt
de vista, per mostrar que per a Fermi la indistingibilitat de les particules no els hi concedeix cap
caracteristica distintiva. Sobre els treballs de Heisenberg i Dirac, el fisic italia diu®®:

Les relacions entre totes dues estadistiques han estat clarificades en el marc de la nova
mecanica amb els treballs de Heisenberg, Dirac i Wigner: ells han mostrat que si tens
un sistema que conté particules idéntiques entre elles, els seus termes es divideixen en
dos grups de manera que no és possible de cap manera que es produeixin transicions
entre dos elements pertanyents als diferents grups. Un d’aquest grup satisfa 'estadistica
de Bose-Einstein i l'altre satisfa el principi d’exclusié de Pauli i, per tant, 'estadistica
proposada per l'autor. L'experiéncia ha demostrat que els electrons dins de I'atom i
també els corpuscles positius, sempre satisfan el principi d’exclusio.

Un cop més, doncs, Fermi no posa cap mena d’émfasi en la propietat d’indistingibilitat de les
particules.

Molts d’aquests temes també van ser tractats el mes segilient a Brussel-les. En aquesta trobada,
Heisenberg amb col-laboracié amb Bohr va dedicar part de la seva presentaci6 a les estadistiques
quantiques recentment formulades. El contingut estadistic de la teoria (i la interpretacié de que
el quadrat dels coeficients de la funcié d’ona depenent del temps havien de ser les probabilitats
de transicid), va mostrar-se com una conseqiiencia inevitable. Born i Heisenberg van concloure la
seva intervencié relatant les diverses aplicacions de la nova mecanica quantica. Principalment, es
referien a (i) el tractament reeixit, per fi, de 'efecte Zeeman anomal incorporant ’espin dels electrons
d’Uhlenbeck-Goudsmit; i (ii) problemes que involucren més d’una particula, on la necessitat de les
restriccions suplementaries implicites a Bose-Einstein (per a fotons) o les estadistiques de Fermi-Dirac
(per a electrons i, probablement, protons) eren essencials per comprendre els espectres atdmics de
les particules amb més d’un electr6. També van esmentar, al final, els primers indicis de la teoria
quantica de camps (la quantitzacié d'un camp de Jordan, els quanta del qual satisfan les estadistiques
de Fermi-Dirac, i la recent quantificacié de Dirac del camp electromagnetic).

5[Fermi, 1965], p. 180
56[Fermi, 1965], p. 180-181
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Fermi no va anar a Brusel-les, tot i que Einstein I'havia proposat com a substitut seu: en rebutjar
la invitacio per ser-ne ell un dels ponents, Einstein li suggereix a Lorentz, organitzador de la confe-
réncia, que siguin Fermi i Langevin els convidats per parlar de la nova estadistica quantica®’. Aquesta
és una de les primeres vegades que Einstein admetra (de manera privada) que no esta d’acord amb
els nous desenvolupaments®°S:

Recordo haver-me compromes amb voste a presentar un informe sobre les estadistiques
quantiques al congrés de Solvay. Després de molta reflexié d'un costat i I'altre, arribo
a la conviccié que no séc competent [per a donar] un informe d’aquest tipus que real-
ment correspongui a I'estat de les coses. La rad és que no he estat capac de participar
de manera tan intensiva en el desenvolupament modern de la teoria quantica com seria
necessari per a aquest proposit. Aixo és en part perqueé en general tinc massa poca ha-
bilitat receptiva per seguir plenament els trepidants desenvolupaments, i en part també
perque no aprovo la manera purament estadistica de pensar en que es fonamenten les
noves teories... Fins ara, seguia esperant poder contribuir amb alguna cosa de valor a
Brussel-les; ara he abandonat aquesta esperanca. Li prego que no es molesti amb mi a
causa d’aixd; no ho he pres a la lleugera siné que ho he intentat amb totes les meves
forces... Potser el senyor Fermi a Bolonya®®... o Langevin... podrien fer una bona feina.

En la discussié que va seguir la presentacié de Heisenberg en aquest Congrés Solvay, Heisenberg
i Born van discutir les estadistiques quantiques en termes de la ressonancia entre elements identics.
Associen, com és habitual, I'estadistica de Bose-Einstein amb els quanta de llum i I'estadistica de
Fermi-Dirac amb electrons i, sense cap mena de dubte, protons. Tanmateix, creuen que per a les
particules neutres I'estadistica pertinent és aquella que segueix el plantejament fet per Bose. Tot i
que no desenvolupen aquest punt, mencionen un enfocament alternatiu de Jordan, basat en una
analogia entre fotons i electrons, i que d’aquesta manera també hauria arribat a les estadistiques de
Fermi-Dirac per ell mateix®°.

En la discussio general de la conferencia, va tornar a sorgir la qiiestié de I'abast de I’aplicacié de
cada tipus d’estadistiques. Paul Langevin es va encarregar de fer una presentacié prévia molt breu
sobre les estadistiques quantiques, tal i com Einstein li havia proposat a Lorentz (i sembla que la
recomanacié havia estat encertada): Langevin va ser inequivoc sobre el canvi (si podem dir-ho aixi)
de paradigma, que passa el paper principal de les particules als estats®!:

Sembla que avui dia s’hagi de modificar aquesta manera de fer suprimint la individuali-
tat dels constituents del sistema i substituint-hi la individualitat dels estats de moviment.
Si se suposa que un nombre qualsevol de constituents del sistema puguin tenir el mateix
estat de moviment, s’obté I’estadistica de Bose-Einstein.

Sembla clar que la individualitat de les particules ha de ser reemplacada per la individualitat
dels estats. En aquesta discussio, Heisenberg va tornar a insistir que la nova mecanica en si mateixa
no proporcionava arguments a favor d’'una o altra estadistica i va insistir que la interaccié entre els

>7[Bernardini and Bonolis, 2001], p. 332

8Carta d’Einstein a Lorentz del 17 de juny de 1927. Cita reproduida a [Pais, 1982] (p. 268-269).

>Fermi no estava a Bolonya siné que, com hem vist, s’havia establert a Roma.

60Jordan hauria escrit un treball on arribava als mateixos resultats que Fermi, perd sembla que aquest treball
va quedar oblidat dins la maleta de Bohr, pendent de la seva revisio, i no va arribar a ser publicat a temps.
Vegeu [Schucking, 1999], p. 26.

61[Solvay, 1928], p. 268-269
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elements no tenia res a veure amb la manera de comptar. En la seva aportacié al debat, Kramers
va tornar a fer referéncia a ’analogia de Jordan entre electrons i fotons, pero Dirac va criticar la
demostraci6 de Jordan, en la qual, segons ell, hi havia procediments artificials i errors matematics.
Dirac va afirmar que un tractament amb ones només podia conduir a I'estadistica de Bose-Einstein.
Veiem doncs que, com a Como, a Brusel-les també es va debatre sobre les noves estadistiques, tant en
la presentacié de Born i Heisenberg com en la discussi6 final després de la presentacié de Langevin.
La qliestié que més preocupava als cientifics en aquells moment era 'abast de cadascuna d’elles i,
entre els presents, sembla que Heisenberg era el més coneixedor d’aquesta qiiestio.

Malgrat la controvérsia al voltant d’algunes d’aquestes qiiestions, pero, sembla que Heisenberg
va marxar de Solvay convencut que totes les opinions contraries a seva interpretacié de la mecanica

quantica havien quedat refutades, ja que en arribar a casa seva va escriure®?:

Estic satisfet en tots els aspectes amb el resultat cientific. L.a meva visi6 i la de Bohr han
estat generalment acceptades; al menys no es faran més objeccions serioses, ni tan sols
per Einstein o per Schrodinger.

2Vegeu [Cassidy, 1992] (p. 252-254), on es reprodueix un fragment d’una carta de Heisenberg, que porta
per data 29 d’octubre de 1927, dirigida als seus pares.



Conclusions

A continuacié farem una sintesi de les principals conclusions a les que hem arribat al llarg de la
investigacid portada a terme en aquesta tesi doctoral i que donen resposta a moltes de les preguntes
plantejades inicialment.

* Tot i que a I'inici el metode de Fermi és similar al d’Einstein (malgrat incorporar el principi
d’exclusid), aquests és diferenciaran perque Fermi preferira fer ts de la llei de distribucié de
velocitats de Maxwell-Boltzmann per calcular la temperatura en el limit de baixes densitats i
poder extrapolar-la a la resta del seu sistema, que es troba en equilibri. Fermi utilitza un po-
tencial harmonic, de manera que el sistema sobre el que quantitza el moviment és un sistema
d’oscil-ladors harmonics i no un sistema de particules lliures. Aquest fet no afecta al resultat
final i pensem que Fermi ho fa aixi precisament per tal de poder arribar al limit classic de
manera senzilla (ja que lluny de 'equilibri, la densitat és baixa i s’han de recuperar els estats
classics). Resulta sorprenent per a nosaltres que prefereixi fer tis d’'un potencial que trenca
I’homogeneitat i introdueix certes assumpcions que poden arribar a posar en dubte el desen-
volupament de la seva nova teoria, enlloc de procedir com ho havia fet Einstein (cal mencionar
aqui que no estem d’acord amb altres historiadors que defensen que el motiu que té Fermi per
fer servir un potencial harmonic és per tal de fer ts de la hipotesi adiabatica d’Ehrenfest, ja
que Fermi no la fa servir enlloc en la seva publicacié de 1926). No estem segurs del motiu pel
qual Fermi decideix “trencar” amb el metode d’Einstein, tot i que la nostra aposta és que es
deu a que, com ell afirma, vol allunyar el desenvolupament de qualsevol hipotesi estadistica,
possiblement perqué considera que les condicions estadistiques sén poc fiables i no sén prou
robustes per poder servir com a base d’'una nova teoria.

La divisi6 de 'espai de fases en cel-les usada per Fermi, de manera que a cada cel-la li corres-
pon un estat energétic, aixi com el fet d’ocupar-se de veure quines d’aquestes cel-les estaran
ocupades per les particules, va ser el punt clau per treure el focus de les particules i el que
distingia el comptatge de Bose del de Boltzmann. El fet de passar a comptar quantes cel-les
(o estats energetics) estan ocupats i quantes particules els ocupen sense importar quines so6n
aquestes particules, proporcionava la clau per poder donar un tractament diferent als sistemes
formats per particules identiques que el que donava l'estadistica classica. A partir de la nova
manera de comptar els microestats en el que es troba un sistema de particules introduida per
Bose, Einstein va poder formular una teoria per al gas ideal que donava un tractament diferent
a les particules del gas i aixd va conduir a resultats teorics diferents dels que s’obtenien amb
la teoria classica i que s’ajustaven millor a les dades experimentals. Amb aquesta nova mane-
ra de comptar, Einstein va mostrar que les particules que formaven el sistemes de particules
identiques ja no eren estadisticament independents entre si, siné que existia alguna depen-
deéncia entre les particules que feia que aquestes es comportessin diferent de com ho feien en
els sistemes classics. Més endavant, es pensara que aquesta dependéncia que anticipava Ein-
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stein és la propietat d’indistingibilitat de les particules idéntiques en els sistemes quantics. Per
altra banda, el nou metode proposat per Einstein portava implicita 'extensivitat de ’entropia
sense la necessitat de I'adicié del factor 1/N!, que hem vist que historicament s’havia intentat
justificar de diferents maneres sense gaire exit, a la vegada que també complia el teorema de
la calor de Nernst.

Després de I'analisi historiografic portat a terme, podem confirmar que la formulacié de l'esta-
distica quantica de Fermi és un episodi de la historia de la fisica notablement menys analitzat
que la formulacié de l'estadistica de Bose-Einstein o la de Dirac. Aquest fet es deu, proba-
blement, a que els desenvolupaments portats a terme per Fermi s’emmarcaven en la teoria
quantica antiga i, en ple sorgiment de la mecanica quantica, rapidament van quedar eclipsats
per la formulacié de la mateixa estadistica per part de Heisenberg i de Dirac.

La formulacié del principi d’exclusié per part de Pauli és el fet determinant que porta a Fermi
a desenvolupar un nou metode per al gas ideal, diferent al d’Einstein, ja que aquest ultim era
previ al principi de Pauli.

La introduccié d’un camp extern que li permeti treballar amb quantitats d’energia quantitzades
també allunya el metode de Fermi del d’Einstein, en el sentit que Einstein utilitza la quantit-
zacio de I'espai de fases d’acord amb el nou metode proposat per Bose, perd en cap moment
introdueix la quantitzacié de 'energia.

El fet que no aparegui el volum en cap de les expressions que fa servir Fermi, pensem que és
una cosa buscada per ell mateix per tal d’evitar el problema de la perdua de I'extensivitat de les
magnituds calculades (Fermi és ben coneixedor del problema del factor 1/N! després de la seva
estada a Gottingen i dels seus treballs sobre el calcul de la constant absoluta de I'entropia).
Aquesta abséncia del volum reforca el nostre convenciment que Fermi no és conscient que
el problema de 'extensivitat desapareix al canviar el focus del problema combinatori (com ja
passava amb Bose i Einstein) i centrar el comptatge dels microestats del sistema en termes dels
estats monoparticulars enlloc de fer-ho a partir de les particules. Per acabar-ho de complicar,
malgrat que el gas no esta confinat, utilitza el teorema del Virial per a calcular 'equacié d’estat
i ni tan sols comenta quina influéncia tindria un camp extern com el que ha considerat en el
Virial. Aquest punt, unit als dos anteriors, ens fan dubtar de si Fermi havia arribat realment a
entendre les implicacions del metode desenvolupat per Einstein per al gas ideal. Si 'entenia
bé, ha d’haver-hi un motiu que no menciona (i que no hem pogut descobrir) pel qual decideix
procedir de manera diferent.

Sobre les estades a l'estranger i la influéncia que van tenir sobre ell, a diferéncia del que
defensen alguns historiadors, pensem que I'estada a Gottingen si que va ser molt profitosa per
a Fermi. De fet, mostrem com els treballs de Fermi que son precedents directes de la publicacio
seminal del 1926, estan relacionats amb la investigacid que s’estava portant a Goéttingen durant
la epoca en la que ell s’hi va estar.

Pensem que es pot afirmar que Fermi considera el gas ideal un sistema sobre el que es poden
testejar nous metodes per al tractament dels atoms multielectronics. Per tal de poder extra-
polar el tractament del gas ideal al cas d’'un atom multielectronic, ha de negligir la interaccié
coulombiana entre els electrons per tal que es comportin lliurement com les particules d'un
gas. La justificacié que dona per fer aix0o (que prop de nucli I'atraccié exercida er aquest és
molt més gran que la repulsié que es causen els electrons entre ells) pensem que es pobra i
que no justifica el tractament dels electrons a I'interior de 'atom com a particules lliures.
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* Relacionat amb el punt anterior, Fermi també intentaria connectar la publicacié seminal del
1926 amb el seu treball previ del 1924 sobre sistemes que contenen particules idéntiques
pero, des del nostre punt de vista, ambdues publicacions no estan connectades i la del 1924
no és un precedent de la del 1926, ja que es refereix exclusivament a estats monoparticulars i
no fa referencia a cel-les espacials imaginaries. Alguns historiadors voldrien atribuir aquesta
connexié al fet que Fermi ja preveiés que la baula perduda que faltava per completar les regles
de quantitzacié de Sommerfeld havia de ser una mena de principi d’exclusié. Nosaltres no
estem en absolut d’acord amb aixd i pensem que no es pot deduir qué estava pensant I'autor
en un cert moment si no ho ha dit explicitament i que, en tot cas, no es pot extrapolar aquest
possible pensament a un descobriment que no es formulara de manera argumentada fins a un
temps més tard. La divisio del volum de fases en cel-les de volum més petit va ser un recurs
que ja havia emprat Brody al 1921 i el fet d’assignar una sola particula a cadascuna d’aquestes
cel'les com fa Fermi en la publicacié de 1924 és, segons la nostra opini6, un simple recurs
estadistico-matematic i que no esta relacionat amb els estats permesos de les particules.

* En el seu desenvolupament del metode per al gas ideal, en el que formula una nova esta-
distica, nosaltres defensem que Fermi no tenia la intencié de crear una estadistica especifica
per a sistemes formats per particules idéntiques. Ell se n’adona (i ho diu) que amb la nova
estadistica que ha creat per tractar sistemes formats per multiples particules idéntiques, pot
considerar que l’estat macroscopic del sistema no canvia en el cas que es produeixi una per-
mutacid entre dues de les particules que el conformen. Pero, des del nostre punt de vista,
aquesta conseqiiéncia és completament irrellevant per a Fermi.

* Com a conseqiiéncia del punt anterior, Fermi no infereix que les particules que formen els
sistemes de particules idéntiques, no tenen cap propietat que els faci “especials” i, per tant,
la propietat d’indistingibilitat no apareix ni se li atorga cap paper especial per part de Fermi
en l'estadistica que ell mateix desenvolupa. Ni tan sols podem afirmar que la consideri una
propietat a tenir en compte i que marca la diferencia pel que fa als calculs estadistics. Per
a reforcar aquesta idea veiem que, en la majoria de les seves publicacions, Fermi fa un s
indiscriminat els adjectius “idéntic” i “no distingible” quan es refereix a les particules del seu
sistema de molts cossos.

* En l'analisi dels sistemes de molts cossos en el marc de la nova teoria quantica, Heisenberg
identifica una degeneracié de ressonancia que caracteritza els sistemes de particules identi-
ques. Interpreta aquesta ressonancia com un intercanvi d’energia continu, de manera que diu
que podem imaginar-nos les dues particules com si aquestes estiguessin intercanviant-se la po-
sicié de manera continuada. Nosaltres defensem que Heisenberg se n’adona, igual que havia
fet Einstein un any abans, que en els sistemes formats per particules idéntiques existeix algun
tipus de dependéncia entre les particules i que la degeneracid de ressonancia és la manera
com ell identifica aquesta dependéncia. Concretament identifica aquesta dependéncia com
un tipus de ressonancia (que en classica implica una amplificacié dels efectes que quelcom té
sobre el nostre sistema), ja que preveu que en els sistemes quantics la degeneracié d’aquest
tipus és molt més general que en els sistemes classics, és a dir, que en els sistemes quantics és
com si d’alguna manera aquesta dependeéncia entre les particules s’amplifica. Per altra ban-
da, també parla de la ressonancia com una mena de pulsacié energética que oscil-la entre les
parts del sistema. Com que s’esta considerant sempre I'energia deguda a les transicions entre
estats energéetics (que porten associada I'emissié o absorcié de llum) i degut a la possibilitat
que menciona Heisenberg que la interaccio entre les particules pugui tenir alguna analogia
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amb les interferencies de les ones de De Broglie, pensem que existeix també la possibilitat
que, malgrat la seva visié corpuscular, Heisenberg estigués interpretant aquesta dependencia
en relacid a l'ona que pugui tenir associada la particula i aixo fos el que el porta a assimilar-la
a una ressonancia (fenomen caracteristic de les ones). Podria ser doncs que la seva manera
d“imaginar” els processos fisics li fes veure aquesta degeneracié com un fenomen de caracter
més aviat ondulatori.

Degut a que electrons sén idéntics, Heisenberg considera que la matriu que representa la
radiacio de les transicions entre estats ha de ser simétrica respecte a un intercanvi de particules
iaixo fa que els nivells energetics es divideixin en dos conjunts, entre els que no hi poden existir
transicions. Per la seva banda, cada série de termes es desdobla en un singlet i un triplet: la
funcié d’ona espacial simeétrica dona lloc, tipicament, als estats singlet (que es caracteritzen
per tenir espins antiparal-lels), mentre que la funcié d’ona antisimeétrica dona lloc als estats
triplet (caracteritzats per presentar espins paral-lels). Tenint en compte I'espin, la funcié global
de I'atom pot ser, doncs, simetrica o antisimétrica. Malgrat que tant la funcié global simeétrica
com l'antisimetrica sén solucié del problema matematic, a la natura només en trobem una
d’elles i la seva teoria no es capac de predir quina és la solucié bona.

Per a Heisenberg, I'elecci6 de I'estadistica de Bose-Einstein o de Fermi enfront la classica en la
descripcié d’un sistema quantic, implica I’eleccié d’'una solucié de I'equacié quantica enfront
les altres possibles solucions del problema. Aquesta tria ell 'explica com una relacié de fase
entre els sistemes de particules que relaciona, com ja hem anticipat en una conclusié anterior
i com havia fet anteriorment Einstein, amb les ones de De Broglie i preveu que possiblement
es podrien obtenir aquestes relacions de fase amb una investigacié més profunda.

Quan Heisenberg aplica el seu nou metode a I'atom de T'heli, ell mateix diu que no és gaire
acurat per a orbites P i que ni tan sols és valid per a orbites S. Aix0 és deu a 'assumpcié feta
per ell en la que estableix que sempre tenim un electré en l'estat fonamental 1S i un altre
electré que es troba en un estat excitat. 'aproximacié que fa en el model per a la interacci6
entre els electrons, no és valida quan aquests es troben molt propers, per aixo el model falla
quan l'electré excitat esta en orbites properes a ’estat fonamental on es situa I'altre electrd.
Per aquest motiu, en la comparacid entre els resultats teorics i els experimentals, els calculs
de Heisenberg no concorden de manera prou ajustada amb les dades de les que disposa.

Tot i que les contribucions de Heisenberg pensem que sén crucials per al desenvolupament de
les estadistiques quantiques, des del nostre punt de vista Heisenberg no pretén fer cap desen-
volupament que faci avancar cap a una mecanica estadistica quantica. En les publicacions
analitzades la temperatura no apareix i no fa cap intent per a derivar quantitats termodinami-
ques a partir dels resultats que obté, com si que hem vist que feien tant Einstein com Fermi.

Un dels objectius principals de Heisenberg és ’establiment de la visié corpuscular de la mate-
ria. La seva reacci6 contra la teoria ondulatoria és forta degut a que aquesta defensa una visié
continuista de la natura i ell, en canvi, pensa que s’ha d’assumir la discontinuitat per poder
descriure correctament els sistemes naturals. En aquest sentit, en les seves publicacions veiem
com fa pedagogia per tal de que s’abandonin les imatges i es renuncii al concepte de particula
individual que es feia servir fins aleshores. No obstant aix0, no ho aconsegueix del tot i es veu
obligat a recérrer a les imatges en alguns moments perqué és la tinica manera que té de poder
justificar certs aspectes implicits en la construccié del metode que esta desenvolupant. En



CONCLUSIONS 193

aquest punt, volem remarcar que no estem d’acord amb Monaldi quan afirma que el formalis-
me de Heisenberg manté el model corpuscular de les estadistiques de Maxwell-Boltzmann. La
nostra opinio és que els desenvolupaments de Heisenberg impliquen la rentincia al concepte
de particula individual i, per tant, estableixen un model corpuscular quantic diferent del que
establia la teoria classica.

* Dirac veu que el nou formalisme establert per la mecanica matricial, que ell desenvolupa cre-
ant una teoria de la mecanica quantica propia, i el formalisme de la mecanica ondulatoria
de Schrodinger es poden combinar per tractar els sistemes quantics formats per molts cossos.
Obté un nou metode més general que permet obtenir representacions matricials de les vari-
ables quantiques. Tot i aix0, la representacié matricial obtinguda per Dirac no és Unica. Per
tal de poder obtenir les matrius de la mecanica matricial de Heisenberg i que les matrius que
representen quantitats reals i observables siguin hermitiques, s’han de triar les funcions d’ona
1 d’una determinada manera.

* En el tractament dels sistemes mecanics formats per molts cossos que mencionavem en la con-
clusié anterior, tot i que encara no parla de particules indistingibles com fem avui dia, Dirac si
que menciona que els estats de ’'atom abans i després d’'una permutacié entre dos electrons se-
ran “fisicament indistingibles”, fent apareixer explicitament la paraula indistingible per primer
cop.

* El metode desenvolupat per Dirac a partir d’aquests nous formalismes, permet derivar el prin-
cipi d’exclusié de Pauli, que ara ja és implicit a la teoria.

* Sobre la qiiestié de si dos estats diferents entre si per una permutaci6 entre dos dels elements
que els conformen, han de ser comptats com dos estats diferents o no, en un sistema de par-
ticules identiques, Dirac obté que per poder mantenir la condicié essencial de la teoria de
Heisenberg, que diu que només s’han de poder calcular quantitats observables, dos estats que
es diferencien entre si només per una permutacié entre particules s’han de considerar com un
Unic estat.

* Amb tot aix0, el metode desenvolupat per Dirac permet també derivar les dues estadistiques
quantiques (que avui dia identifiquem com estadistica de Bose-Einstein i estadistica de Fermi-
Dirac). Igual que havia fet Heisenberg, Dirac obté que el problema del sistema d’n cossos
iguals té dues solucions. Per una banda, la solucié formada per funcions d’ona simétriques
porta a la solucio trobada per Bose i Einstein i, per I'altra, la que esta formada per funcions
d’ona antisimetriques correspon a la solucié trobada per Fermi. Malgrat aixo, el metode de
Dirac no és capac¢ de predir quina de les dues solucions és la correcta en cada cas. Dirac
només és capag de determinar que en la solucié del problema amb funcions d’ona simeétriques
és incompatible amb el principi d’exclusié de Pauli i que, en canvi, en la solucié donada per
funcions d’ona antisimétriques no es permet que hi hagi dues particules en el mateix estat.

* Al aplicar el seu metode al cas del gas ideal, Dirac si que fard aparéixer la temperatura, a
diferencia de Heisenberg, i voldra calcular algunes quantitats termodinamiques. Amb aquesta
aplicacié del seu metode, podra acabar establint que en el cas d’un gas o d’'un atom multielec-
tronic, en el que no hi poden haver dos electrons en estats equivalents, s’ha d’escollir la solucié
antisimetrica per assegurar que se satisfa el principi d’exclusié de Pauli; i que per al cas de la
radiacid s’ha d’escollir la solucié simeétrica perque sabem que el comptatge de Bose-Einstein
porta a la llei de radiacié del cos negre de Planck. Aquesta teoria creada per Dirac I'acabara
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de completar Pauli que, recollint les contribucions de tots els autors que hem anat veient al
llarg de la investigacio, tractara les dues estadistiques de manera unificada amb un nou tipus
de col-lectivitat creada especificament amb aquest proposit, la col-lectivitat grancanonica. En
aquesta publicacio, Pauli defensa que la matéria ha de seguir I'estadistica de Fermi-Dirac i
que la radiaci6 segueix I'estadistica de Bose-Einstein, malgrat que no sera fins al 1940 quan,
el mateix Pauli, podra demostrar que és I'espin de la particula el que determina quin tipus
d’estadistica ha de seguir aquesta.

* A diferéncia de Heisenberg, pensem que Dirac no vol haver-se de preocupar per les implicaci-
ons fisiques que pugui tenir la seva teoria. Hem vist que defuig per exemple les implicacions
de la seva nova estadistica pel que fa a la independencia de les particules, evitant aixi el debat
sobre la validesa de 'analogia feta per Einstein entre materia i radiacié. També hem vist que
enlloc de confrontar la teoria corpuscular de Schrodinger, agafa les parts que li resulten 1tils
per completar el seu metode i reformula 'aparell formal d’acord amb els seus propi formalisme
matematic.

* Malgrat que el concepte d’indistingibilitat és un concepte purament estadistic, Fermi diu en el
seu article seminal del 1926 que no vol fer suposicions estadistiques i Einstein, en la tercera de
les seves publicacions sobre la construccid de la teoria del gas ideal, també ho diu: es podria
pensar que els pares de l'estadistica creada especificament per poder tractar les particules
que tenen la propietat d’indistingibilitat, no volen que l'origen del concepte sigui estadistic.
Excepte Dirac. La conclusid a la que hem arribat és que aix0 podria estar relacionar amb que
l'origen és matematic i els fisics' serien reticents a que I'explicacié del tractament estadistic
diferent de les particules quantiques fos degut a causes matematiques i no a raons “fisiques”,
més lligades a la propia configuracié de la natura. Ja anteriorment, a Planck tampoc li va
agradar gens haver d’aplicar els metodes estadistics de Boltzmann al problema de la radiacid,
dotant d’un cert caracter estadistic a les lleis de la termodinamica, perqué aixo anava en contra
de la universalitat de les lleis de la fisica de la que ell n’era un ferm defensor.

* Es remarcable també el fet que Bose a la India i Fermi a Italia, de manera més o menys iso-
lada, construeixen les estadistiques quantiques. En certa manera passa el mateix amb Dirac
a Anglaterra, fora del bressol alemany de la mecanica quantica i treballant en fisica tedrica a
Cambridge, on no solia produir-se gaire contacte social o professional entre els pocs estudi-
ants de fisica teorica en aquella época®. Aquest aspecte destacable sobre les condicions en les
que es desenvolupen les estadistiques, podria estar relacionat amb el fet que les estadistiques
quantiques son una conseqiiéncia no buscada amb la que topen els investigadors que estaven
intentant desenvolupar la nova teoria quantica, com mencionem en la darrera de les nostres
conclusions.

* La nostra investigacié evidencia que els treballs de Bose, Einstein, Fermi, Heisenberg i Dirac
mostren per primera vegada que la indistingibilitat de les particules té una efectes en la fisica
quantica que no tenia una contrapartida en la fisica classica. Malgrat aixo, el naixement del
concepte d'indistingibilitat i també, en part, el de les noves estadistiques, es podria dir que es

!Recordem que Dirac no era fisic, sin que era enginyer i matematic.
2Aquesta conclusié és pot posar en relacié amb el projecte de recerca Smallscience en el que hem estat
col-laborant. Vegeu els agraiments a I'inici de la memoria.
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produeix per serendipity®, com també defensa la historiadora Daniela Monaldi. Tant en el cas
de Bose i Einstein com en el de Fermi i Heisenberg, hem vist que la indistingibilitat quantica
és més una conseqiiencia que permet resoldre les dificultats amb les que els autors es van anar
creuant quan desenvolupaven la mecanica quantica, que no pas l'objectiu de la seva recerca.

No volem acabar sense afegir que pensem seria interessant acabar de completar la investigacid
portada a terme amb una analisi més detallada del citat treball de Pauli del 1940*, on es relaciona
I'espin amb el tipus d’estadistica que seguira cada particula. Per altra banda, els citats treballs d’Eu-
gene Wigner® i d’Albrecht Uns61d®, aixi com el Mehrkérper II de Heisenberg’, tots publicats al 1927,
no s’han mirat a fons i la seva analisi podria ser una bona manera de completar la investigaci6 sobre
la solucié del problema de I'heli mitjancant la mecanica quantica que s’ha iniciat en aquesta tesi doc-
toral. Addicionalment, pensem que la nostra investigacié podria continuar amb I'estudi dels treballs
de John von Neumann® i Lev D. Landau® sobre la matriu densitat, que caracteritza completament
les estadistiques quantiques.

I sortint al pas de la nostra darrera conclusié, pensem que una bona manera d’acabar aquesta
memoria és citar a Heisenberg quan parlava sobre el problema que li va suposar descobrir que la
multiplicacié de matrius no mantenia la propietat commutativa, al adonar-se’n de les implicacions

que aixo tenia'®:

Des d’aquell moment crec que vaig aprendre una llicd molt important en la fisica teorica:
si en un treball es troba una dificultat que un altre ha considerat bastant convincent, un
no ha d’allunyar-se de la dificultat, siné que ha d’intentar fer-la el centre de tot plegat.

3Recordem que és el terme en anglés que sutilitza per descriure el descobriment d’alguna cosa bona de
forma inesperada, mentre es busca quelcom completament diferent.

4[Pauli, 1940]

>[Wigner, 1927a], [Wigner, 1927b]

5[Unséld, 1925]

’[Heisenberg, 1927a]

8[Von Neumann, 1932]

?[Landau, 1927]

9AHQP Entrevista de Kuhn a Heisenberg amb data 15/11/1963 (p. 12).
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Apendix A

Carta d’Enrico a Maria Fermi
(27/10/1924)

Carta enviada per Enrico Fermi a la seva germana Maria amb data 27 d’octubre de 1924. No publi-
cada, arxivada a la Universitat de Pisa (arxiu: Enrico Fermi).
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Apendix B
Espectre dels atoms de dos electrons

Per entendre el que fa Heisenberg, és important entendre com es resol 'espectre atomic amb la
mecanica ondulatoria. La informacié d’aquest apéndix ’hem extret del llibre de William R. Hind-

marsh titulat “Atomic Spectra”?.

Els elements alcalinoterris, que tenen 2 electrons a la capa de valéncia, el seu espectre es pot divi-
dir en séries com el dels elements alcal-lins i els nivells energeétics es poden calcular amb expressions
del tipus de les de Rydberg. En aquest cas, pero, no trobarem doblets, sind que el seu espectre estara
format per singlets o triplets. Considerarem les linies espectrals degudes a 'excitacié de només un
dels dos electrons, ja que historicament aquests casos sén els que s’han intentat explicar més cops,
com en el cas de Heisenberg en el seu treball sobre I'heli?.

La identitat dels electrons

Ignorem la interacci6 entre els dos electrons i, de moment, també I'efecte de I'espin. El Hamiltonia
del sistema sense pertorbar sera H®. La funcié del sistema vindra definida per les funcions ¢, () i
(1) de Ielectrd 11 2, respectivament:

wab(lsz): %(ﬂ)@b(@) (B.1)

Com que no ens ha d’importar quin és 'electrd 1 i quins és el 2 ja que sén ideéntics |v,,(1,2)?
no ha de variar sota una permutacié entre els electrons. Tenim llavors que:

wab(l:z) = iwab(z’ 1)

De manera que la soluci6 de I'equacié de Schrodinger sera:

Hly) =Ely)
Ho%,p, = [H(R) + H() 0o (F)ws(72) = (Bq + Ep)ea (713 (75)

on E, i E; corresponen a les energies associades a l'estat a i b respectivament, de manera que E, +
Ep = E. La funcié d’ona solucié de I'equacié sera

![Hindmarsh, 1967] (capitols I, II i III)
2[Heisenberg, 1926c¢]
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1
Yap = E[%(ﬂ)%(@) £ 0a(72)ep(71)] (B.2)

A partir de I'expressié anterior, les funcions que es construeixen amb el signe + s’anomenen si-
meétriques i les que ho fan amb el signe - s6n les anomenades antisimétriques. El factor % és el factor
de normalitzaci6 que assegura que si ¢,(7]) i ¢p(75) estan normalitzades, 1) ,; també ho estara.

Al introduir I'espin, podem considerar que tant ¢,(i;) com () sén els productes de dues
funcions independents, una que depén de I'espai i I'altra de I'espin. D’aquesta manera es poden
escriure:

0o =ua(Pyy i@l =u Py

segons si considerem 'orientacid + o - de 'espin (+% 0 —%).

Si tenim en compte I'espin, llavors, per al cas d'un sistema de dos electrons en els estats “espaci-
als” a i b enlloc de les dues solucions (B.2) tenim doncs 8 possibles configuracions que sén solucié
de l'equacié de Schrodinger i ens donen la funcié d’ona dels sistema:

%[ua(ﬁ)ub(?z)m(l)m@) Euy(7)up(71) x4+ (2) x4 (1)]
%[%(ﬂ)%(@)xiﬂm@) Fuy(7)up(r7) - (2)x-(1)]
?[ua(ﬂ)ub(?z)h(l)x—ﬁ) Fug (F)up(71) x4+ (2)x-(1)]
E[%(ﬁ)%(@)xiﬂm@) Euy(7)up (1) x—(2) x4 (1)]

Al treure com a factor comu les components d’espin en les dues primeres i escrivint les dues
ultimes com una combinacid lineal:

%[ua(ﬁ)ub(r}) +uq(P)up (7)) 2+ (2) x4+ (1)]

%[ua(mub(rz) & g (P (F) - (D)7 (1)]

%[ua(ﬁ)ub(fé) +uq (P)up (F) ][+ (Dx—(2) + x4 (2) 2 (1]

%[ua(ﬂ)ub(é) * uq (F)up (F) ]2+ (D x-(2) = x4 (2)2-(1)]

Si de les expressions anteriors agafem les tres primeres escollint el signe positiu ila quarta amb el
signe negatiu seran les simetriques. La resta (les tres primeres amb signe negatiu i la quarta amb el
signe positiu) seran les antisimetriques. Tindrem doncs, 4 solucions simetriques i 4 antisimétriques
com s’il-lustra en la taula B.1.

El principi d’exclusi6 de Pauli

Si els dos electrons es troben en el mateix estat (a = b), només sobreviuen 4 de les 8 funcions
trobades a I'apartat anterior, aquelles que tenen el signe positiu en la part espacial. D’aquestes qua-
tre, tres seran simetriques i una antisimetrica. En el cas que els dos electrons es troben en ’estat
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Part espin  Part espacial Funcid total

cL
s
S
o

Taula B.1: Estats simetrics (S) i antisimetrics (A) de la funcioé total del sistema ab en funcid
de la simetria i antisimetria de les parts espacials i d’espin individualment.

fonamental, és a dir, ocupant I'estat d’energia més baixa, trobem un singlet i, per tant, associem la
soluci6 antisimetrica a aquest estat.

Si introduim la prohibicié de Pauli en el nostre sistema, només ens podrem quedar amb les
solucions antisimetriques. No podrem assignar els mateixos nombres quantics n,[, m;, m, als dos
electrons. De manera general, per als casos en que a # b, les funcions d’ona antisimeétriques per al
nostre sistema que sén solucid de 'equacié de Schrédinger seran:

R AL TG PROVRC) ®.3)
1 = L) ()17 (D7-(2)+ 2, 2)-(1) 8.4
1 = () = (s ()17 (D7-(2)] ®.5)
ab = %[ua(a)ub(@) 11 () () 1 (1) 7—(2) — 24 (22— (1)] (B.6)

Les tres primeres funcions d’ona ((B.3), (B.4) i (B.5)) estan associades a l’estat triplet i la quarta
(B.6) corresponen a l'estat singlet. També es pot dir que (B.3), (B.4) i (B.5) son aquells casos en que
els espins dels dos electrons sén paral-lels i la (B.6) correspon al cas en el que els espins dels dos
electrons es troben en direccions antiparal-leles.

Per als tres primers casos es tindra:

H“Olpfllb,II,IH) =H°(ﬁ)¢ffl;”’”” +Ho(772)¢a1b,11,111) _
1 — — — — 1 — — — —
E[Eaua(rl)ub(rz) — Epu,(7)up(77)J(ESPIN) + E[Ebua(rl)ub(rz) — E u,(75)up (7 )](ESPIN) =
1

72 (Eq[ua(7)up(7) = ug (7)up (7)1 + Ep[ug (72)up (71) — uq (72)up (71)]) (ESPIN) =

1

ﬁ(Ea+Eb)¢(I’II’III)

ab

Per al quart cas:
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HOpgy = HO(R)Yg + HO( vy =
1 1
75 LBt )us(72) + Eytta(P)us (FJESPIND + —=[ Byt (73 )ty (75) + Batta () (F)J(ESPIND =

% (Ealua(Fus () + ua(7)up ()] + Es [ua(F)u (7)) + ta ()it (71)]) (ESPIN) =
1
E(Ea +E)ylY

Hamiltonia pertorbat

Si ara considerem la interacci6 electroestatica, Si procedim com Heisenberg a I'article [Heisenberg,
1926a] aplicant la teoria de pertorbacions, hem de considerar la component del hamiltonia pertorbat
H’ de manera que H = H° + H’ s’escriura com

2
A 0 Ze

4mer 2

on 1, és la distancia entre els dos electrons.

Com veurem, la interaccié electroestatica sera la cause de la gran diferéncia energetica entre els
estats singlet i triplet de I'espectre de ’atom de dos electrons.
L'equacid secular que tindrem en aquest cas s’escriura com:

/ 0 / /
A e
+E%—
21 22 2 23 —
HL, Hj, Hi,+EJ—E .. 0 (B.7)

/ / 7 .7 .
Els termes H; ;= (y;|H'|3;) on v; és la funci6 propia que hem trobat en el cas del problema no
pertorbat i E; és 'energia associada a cadascun dels estats no pertorbats.

Aplicant aix0 al nostre cas concret on sabem que v;; té, com hem vist, quatre possibles solucions
1/)(1 ILILIV),

Hj = IVIV W) |H/|¢fz‘l§ (B.8)

H = H(I ILIID(LILIIT) — (w(l I HI)|H w’u - HI)) (B.9)
Hst = HIV(I I = <¢ |H W’U - HI)) (B.10)

H _H(I ILIINIV — WU - HI)|H/|1/)£‘1§ (B.11)

on el subindex s I'associem a I’estat singlet donat per wé ‘; i el subindex t a l'estat triplet donat per
UJU ILITT)

Les equacions seculars en aquest cas seran:

Hi o aurn —E°—E H(I,II,III)dIV —0 (B.12)
Hyp r1mm) Hyypw—E —E
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Tal i com hem vist a la seccié 6.1, la primera de les expressions anteriors donada per (B.8)
correspon a la suma del terme directe (J) i terme d’intercanvi (K):
/o N2 IV
Hss - IVIV (w |H |"~,b ) -
o2

—[ua(rl)ub(rz)+ua(rz)ub(r1)]* (a [ua(F1)up(72) + ug(F)up (1) ]d T1d 75

- f u (rl)ub(rz)( )ua(rz)ub(fz)dfldrz

f u (Tz)ub(rﬂ (

Ju (’”1)”1,(’”2)

1 N o .
+ 5 f UZ("z)Ub(rl)(r_)ua(rl)ub(rz)dﬁdfz =J+K
12

| ®

)ua(Fz)ub(ﬁ)dT1de

~
Nw

)ua(FZ)ub(Fl)dTlde

(B.13)

De la mateixa manera, per a (B.9) s’arriba a I'expressio:

/oy (LILIID) (LILIIIT)
Hy =Hqiranamin = =g H' 1 )=J—K

Pel que fa als termes fora de la diagonal del determinant secular, sabem que han de donar zero,
ja que H;; ha de ser zero sempre que i i j es refereixin a estats de configuracions diferents per als
dos electrons:

e (LILIII)
Hst - HIV(I ILIIT) — WJ |H W) ) =
2

. J a7+ )]

) [ua(F)up(72) — ua(Foup (7)) 1d T1d )
T2

=J+K—K—-J=0 (B.14)

Y (LILIID) g1 IV
H=H;unw = Yas [H' |y ,,) =

2

. f a7~ ]
:

12) [ua(F)up(72) + ug(Foup (1)) ]dT1d Ty

=K+J—J—K=0 (B.15)
I 'equaci6 secular es redueix a:

‘J+K+E°—E 0

0 J—K+—E°—E ‘:0 (B.16)

on hem tingut en compte que E0 E0 E° ja que l'energia del singlet i del triplet no pertorbats
coincideixen.

Les solucions de I'equacio secular seran en aquest cas

E=E°+(J £K)
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amb el signe positiu per a l'estat singlet i el signe negatiu per al triplet.
Sense tenir en compte I'espin, hi haura doncs
(2L + 1) estats triplet degenerats amb energia E = E® +J + K

i
3(2L + 1) estats singlet degenerats amb energia E = E° +J —K.



Apendix C

L.a notacio dels elements de matriu al
Mehrkorper I

En aquest apéndix, analitzem detingudament com arriba Heisenberg a les expressions des de la (6.9)
fins la (6.11) i per entendre la notaci6 que fa servir per identificar els elements de matriu a l'article
Mehrkorper I.

Per una banda tenim H'! representat per la matriu segiient:

o= H'(mn,mn) H'(mn,nm) [ a B
~\ HY(nm,mn) H'(nm,nm) |\ & vy

on n i m representen els estats (inicial i final) per a cadascuna de les dues particules (la particula 1
s’identifica amb els primers indexs de ’element de matriu i la particula 2 amb els indexs que apareixen
en segon lloc). Aquesta expressioé es pot simplificar escrivint-la només a partir de dos termes degut

a (6.10) i S'obté
1_( a B
" ‘(/5 )

Si volem trobar els valors propis d’aquest sistema H!, tenim que:

que es pot escriure com (a—x)?>— 32 = 0, de manera que obtenim com a solucié els dos vectors:

V= — Vy = —
1 ‘\/E 1 2 \/i -1
De manera que la matriu de vectors propis s’escriu com
111
V21 -1

Per altra banda tenim la matriu S, que és la matriu de transformacié que diagonalitza H1. Aquesta
matriu S s’escriu de la manera segiient quan n # m:
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S — ( Smn,mn Smn,nm )
Snm,mn Snm,nm
Amb el calcul que acabem de fer, sabem que els elements d’aquesta matriu han de ser iguals als
elements de la matriu de vectors propis, de manera que:

1 1

Smn,mn - E - Smn,nm = Snm,mn: Snm,nm - 1/5

Seguint la notacio que fa servir Heisenberg, veiem que en 'equacio6 (6.11) dels elements d’aquesta
matriu S en desapareixen subindexs. El que deduim que fa és que, com que sap que tots els elements
de matriu tenen en realitat el mateix valor excepte un canvi de signe, ja que hem vist que

Snm = :l:Smm: Smn = :l:Snn

per simplificar, escriu només el primer dels dos subindexs de cadascun dels elements de matriu

de S:
. ( Smn Smn )
Snm _Snm
Establert tot aix0, s’obté (6.9) simplement executant la multiplicacié de matrius descrita a (6.7).
Una altra cosa remarcable de la notacié que fa servir Heisenberg, és que en el sistema d’equaci-
ons on ha desaparegut un dels subindexs dels elements de la matriu S, també han desaparegut els

1

) w , \ -
subindexs dels elements del vector W' = ( W”f” ) Aquests subindexs els recuperara també a 'hora

mn
d’escriure la solucié del sistema d’equacions a (6.11).



Apendix D

Desenvolupaments matematics de
Heisenberg per a ’atom d’heli

Mostrem aqui en detall quins sén els passos matematics que segueix Heisenberg en la seva publi-
cacié sobre I'Atom de dos electrons! per tal de trobar les expressions per al calcul del terme directe
H'(vw,vw) i H (vw, wv)? 2.

. _Zér 4 ., v qe N s ,
Per a un potencial V = —==, 'equacié de Schrodinger per a I'atom d’hidrogen és
hZ
(——vz + v) Y =E
2m
que té com a solucié

E =

n

_1k2e2
2 r,

A partir de 'expressio per al radi de Bohr que déna Heisenberg a la pagina 221 de la seva publi-
cacio (que suposa la constant de Coulomb k = 1), 'expressié per a r,, que és dona en el formulari
2
Tipler-Mosca* r,, = nzaz—0 i tenint en compte que 2Rh = fl—o, la solucié de I'equacié de Schrodinger es
pot escriure com

E - 1kZe*  1k2RhZ*> RhZ?
"__Enzaz_o__i n2 2’

Aquest procediment és general, podra utilitzar-se sempre per als potencials de tipus equivalent
al que s’ha presentat.

Heisenberg parteix d’una energia potencial definida per (6.19) i (6.23) que s’escriu de la segiient
manera

![Heisenberg, 1926c]

2Agraim a Gonzalo Gimeno i a Mercedes Xipell el seu ajut per aclarir els desenvolupats matematics que es
mostren en aquest apendix.

3Es fan servir com a guia els desenvolupaments fets per Bethe a [Bethe et al., 1933], p. 330-335.

*[Tipler and Mosca, 2008]
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s (D.1)
b s T2
En el cas del sistema que s’esta analitzant, sigui V;, el potencial al que esta sotmes I’electrd intern
que veu una carrega Z, aquest V; tindra un valor tal com
Ze? Ze? e?
Vo=—"+ f(r) ==+ =
I n o
Per a l'electr¢ intern tenim doncs un potencial del tipus hidrogenoide lleugerament pertorbat per
una constant que no impedeix la resolucié de I'equacié de Schrédinger tal i com s’ha plantejat.
Lelectrd extern, que veu carrega Z — 1, esta sotmes a un potencial
Ze? Ze?  e? (Z —1)e?
Vo= ="t flr) ==t =
ry ry Iy r
Es a dir, que l’electrd extern presenta un potencial hidrogenoide per a una carrega nuclear Z — 1.
Ara, per poder arribar al potencial (D.1) que ha plantejat, Heisenberg ha de restar els termes f (1)

. . .7z 2 st 9 [ 3 . . .
i f(ry) del potencial de pertorbacid fl—z Aixi que I'expressié (D.1) s’escriuria, en realitat, de manera
completa com

_ 7,2 7,2 2
CLA Y WL VO LA TS S Yo 0.2)
ry 12

"
on els tres ultims termes sén el que Heisenberg anomena potencial de pertorbacié W:

2
W=——f(r)—f(r) (D.3)
12

La manera de prosseguir de Heisenberg suposem que és la segiient: per tal de poder utilitzar la
mecanica ondulatoria per resoldre el problema, assumeix que al potencial de I'electrd intern que es
troba en l'estat fonamental se li suma un terme constant que equival a la mitjana temporal de les
diferencies entre V(r) i V, i que expressa com V(r) — V.

L'equacié de Schrodinger en aquest cas queda com

) _
(L V2 + Vo + V() = Vo — Eintern) ¥ =0

amb V(r)—V, = —2762 +f(r)+ ZTeZ — % =f(r)— %, que és una constant.

En el cas de 'electrd extern, al potencial que hem escrit se li afegeix una quantitat constant
V(r)—V,), que equival a la mitjana temporal de les diferencies entre V(r) i V,,, de manera que
I'equaci6 de Schrodinger en el seu cas sera

h? —
(_%VZ + Vn + V(r) - Vn - Eextern) v=0-

h? Ze? e? Ze? Ze?  e?
(__VZ__+?+ _T+f(r)+7_? —Eextern |¥ =0

2 (Z —1)e? e?
(__vz - f +f(T')— 7 _Eextern v=0
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Les solucions d’aquesta equacid de Schrodinger seran, com hem vist:

RhZ? > ———  RhZ? ¢ e?
Eintern=_ 12 +r—+V(I”)—V0 = 12 +r_+f(r)_r_ (D.4)
0 0 0

: 2 Ve by . by Ve . . . .
on veiem que el terme i—o que és problematic perque conté el radi “arbitrari” r, apareix dos cops en
I'expressio anterior i amb signe contrari, i per tant desapareixera.

Analogament, per a l'electrd extern tindrem:

Rh(Z —1)? e?
Eextern = _T +f(r) - 7 (D-S)

Heisenberg diu que '’energia de I'atom no pertorbat equivaldra a la suma d’aquestes dues ex-
pressions (D.4) i (D.5), de manera que considera que els quatre primers termes d’aquesta energia
constitueixen el potencial no pertorbat.

Per altra banda, sigui u,(r;) la funcié propia de I'electré 1 i u,(r,) la de I'electré 2; degut a la
invariancia del sistema sota permutacions, sabem que tant u; (1 Ju,(r5) com u; (r5)u,(r1) sén solucié
de I'equacid de Schrédinger corresponent al Hamiltonia que resulta de la suma de Hamiltonians que
donen I'energia conjunta de 1 i 2. Podem afirmar també que una combinacio lineal d’elles també ho
sera. Llavors

Us(r1,10) = %[Uﬂﬁ)un(rz) + 1y (ry)upy(r1)]

també és solucio.

L'energia de pertorbacié E; del sistema tal i com el planteja Heisenberg, sera la que es derivi del

potencial de pertorbacié W (calculada a partir de la teoria de pertorbacions) més I'energia de per-
s 7 ez e2 e2 . . \ . . .
torbacio ot f(r)— ot f(r)— =, que se li ha afegit als atoms de tipus hidrogenoide que componen

el nostre sistema. Aquesta energia E; sera doncs, amb tot aixd que hem vist fins ara:

E]_ = J J U:I:WU:T:dTIdTZ (D6)

on els elements infinitesimals denominats per T contenen totes les variables, tant de tipus radial com
de tipus angular, necessaries per a la integracid.

Escrivim llavors I'energia total del nostre sistema de dos electrons® com

>[Bethe et al., 1933], p. 334, eq. (14.2)
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2
Etotal = Eintern + Eextern + El = Eintern + Eextern + f WlUil dTldTZ

Rhz? 2 [ e2 Rh(Z —1)?
=0 +—+J (f(ﬁ)——)lul(rl)lzdf——2
T'O 0 TO n

[ore) 2 S 2
+J (f(rz)—e—)|un(r2)|2d’r+ff (e——f(rl)—f(rz)) Uid’fldfz
0 Iy 0 12

RhZ? ¢ 2 Rh(Z —1)?
=— +—+ff(r1)|u1(r1)|2df——fIul(rl)lzdf——( 3 )+
T’O ro n

]_2

ff(r2)|un(r2)|2d7 —J §|Un(r2)|2dff |U1(7”1)|2d7 +J :TZZ|U1(’”1)|2|Un(7”2)|2d71d72

1

2
if :_zul(ﬁ)U:(H)Ui(rz)un(’”z)dﬁd’fz—ff(’”1)|u1(’”1)|2dT—Jf(r2)|un(’”2)|2dT

Tenint en compte els termes que s’anul-len entre si i que, degut a 'ortonormalitat de les funci-
ons d’ona f|u(1,2)("(1,2))|2dT(1,2) =1i fuaz)(7”(1,2))“(1,2)("(1,2))617(1,2) = 0, l’expressié anterior es
simplifica:

RhZ? Rh(Z—1)? e? e
Etotal =— z 2 + - ui(r)luy(rp)lPd71d T,
12 2

2
+ J :—ul(rl)ufl(rl)uf(rz)un(rz)drld*rz (D.7)
12

En la bibliografia habitualment trobem I'expressi6 anterior escrita com®

RhZ? Rh(Z-1)?
Etotal =- 12 -

> +J K (D.8)
n

Aixi és com en l'expressié (D.7) trobem els termes H'(vw,vw) i H'(vw,wv), als que avui dia
anomenem terme directe i terme d’intercanvi, respectivament:

2 2
H'(vw,vw) = (e——e—)uf(rl)lun(rz)lzd’rldh (D.9)
g T3
1 e?
H' (vw,wv) = f Sty () () () (r)d 17 (D.10)
12

En les expressions anteriors, uj(r;) es correspon amb la funcié v, (r;) de la publicacié de Hei-
senberg i u5(ry) amb ,,(5).

Pel que fa al calcul per associar valors numerics a les expressions anteriors, Heisenberg calculara
les integrals de les expressions anteriors primer sobre els angles i després sobre el radi, en les ex-
pressions que ha trobat per a les components X (), Yin(0) i Z,,(¢).

En el cas del terme directe, per fer aquest calcul utilitza el teorema d’addicié dels harmonics esférics

®[Bethe et al., 1933], p. 334 eq. (14.5)
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i a més escriu el terme rl com una série de termes utilitzant els polinomis de Legendre, que propor-

cionen un desenvolupament en série de poténcies d’aquest quocient. Pel teorema del cosinus es pot
escriure que

s = \/rl2 +r12—2r rycos(Fy, 13) = \/rl2 +12—2rrx

que ens dona la clau per utilitzar els polinomis de Legendre, ja que es pot escriure el desenvolu-
pament en serie segiient (valid per a tot r < 1):

1

N
Taren 2P

on P;(x) és conegut com a polinomi de Legendre d’ordre [.
D’aquest polinomi ens interessa la segiient propietat d’ortogonalitat:

1 0 n#m
[, dxP,(x)Py(x) = { .
nF1 =M
Utilitzant tot aix0, Heisenberg arriba a la segiient expressio
/ e? e?
HY (vw,vw) = dr1rlzdrzrngO,Z(rl)ng,z_l(rz) X - — (D.11)
’ ’ a2 T2

on r(y 5y valdra ry quan ry > ry i r, quan ry > ry.

En el cas del calcul del terme d’intercanvi H 1(vw, wv), es pot substituir H La I'expressié (6.27)
2 . . .
per r%, ja que tots els altres termes no contribuiran degut a que depenen de les coordenades de
només un dels electrons i estem considerant ara transicions dels dos electrons. Heisenberg en aquest
cas escriu

ifﬁfﬁ Vi (01) Vi (02)Z1n(91)Z1n(92)d 015116, d 1 d Oy5in0,d Py
4n v/ 1—2x[cos0;cos0, +sinO;sinOycos(p; — Ppy)] + x2

on x és una quantitat menor a 1.

S’ha de fer d’aquesta manera ja que no es pot calcular el denominador fent servir la llei del cosinus
com ha fet en el cas anterior, per aix0 fa servir la igualtat de trigonometria esférica que veiem en el
denominador’. Per acabar de simplificar 'expressi6, a més, Heisenberg diu que aquesta integral es

pot reduir a la ben coneguda integral de Poisson expandida amb harmonics esférics®.

Lexpressié que fa servir és la llei de cosinus esférica per al cosinus que multiplica el factor 2x.

8Cita un treball de Courant i Hilbert de 1924 - Methoden der matematischen Physik, Berlin, 1924, vol. 1, p.
423.



Apendix E
Variables accid-angle

Gran part dels desenvolupaments de Dirac es basen en la teoria de les variables accié-angle. Per
aixo en aquest capitol annex volem fer un petit resum per explicar en que consisteix aquesta teoria
i quins son els aspectes a tenir en compte per entendre els desenvolupaments de Dirac i Heisenberg
en els articles estudiats.?

Les variables accié-angle s6n un conjunt de coordenades canoniques ttils en la resolucié de sis-
temes hamiltonians integrables. Sén una transformacié canonica de tipus 2, on la funci6 generatriu
és la funci6 caracteristica de Hamilton W(q), que no pas la funcié principal de Hamilton, S. No és
necessari resoldre W, només s’utilitza per a relacionar els dos conjunts de coordenades canoniques.

Com que el Hamiltonia no depén del temps, el nou Hamiltonia K(w,J) és correspon a 'anterior
H(p, q) expressat en termes de les noves coordenades canoniques, que son:

w — variables d’angle en les coordenades generalitzades
J — nous moments generalitzats

Com a resum, el procediment general basic sera:
1. Calcular els nous moments generalitzats J.
2. Expressar el Hamiltonia original en termes d’aquestes noves variables.
3. Calcular les derivades del Hamiltonia respecte a aquests nous moments J; per tal d’obtenir les
freqliencies vy.

Variables d’accié: moments generalitzats

Els moments generalitzats representen l'accid classica S = f L(r,tdt) per a cada coordenada
generalitzada, de manera que tenim

Ji = §Pdek (E.1)

on el cami d’integracid ve definit per la funcié d’energia constant E = E(py, qi)-

L Analisi extreta de [Duncan and Janssen, 2019]
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Com que el moviment real no intervé en la integracid, els moments J; sén constants del mo-
viment, de manera que el Hamiltonia transformat K no depen de dos coordenades generalitzades
conjugades wy:

d JK
—Jp=0= (E.2)
de *

8 Wi
on les w; vénen donades per I'equacid habitual per a una transformaci6 canonica de tipus 2 i tenen

la forma w; = g?}f

El nou Hamiltonia K depén només dels nous moments generalitzats J - K = K(J).

Variables d’angle: freqiiéncies de rotacié/oscil-laci6

La dinamica de les variables d’angle ve donada per les equacions de Hamilton:
Ct)k oK
dt aJ

wy és una constant del moviment, ja que hem dit que totes les J ho son.

= () (E.3)

Si la coordenada generalitzada original esta subjecta a una rotacié o oscil-lacié de periode T, la
variable d’angle corresponent w; varia segons

Acok = Vk(J)T
Aquestes v (J) son les freqiiencies d’oscil-lacid/rotacio per a les coordenades generalitzades ori-

ginals qy.

Integrant el canvi net en una variable d’angle w, al llarg d’una rotacié completa de les seves
coordenades qy:

s, [ 32w d d
Aw, =@ — = d d —J, =1 E.
ay jg R qx = i, prdqr = a7 (E.4)

de manera que v(J) = %

Les variables d’angle ¢ sén un conjunt independent de coordenades generalitzades. Aixi, en el
cas general, cada coordenada generalitzada g, pot expressar-se com una série de Fourier en tots els
angles:

127'tslco1 12759 Wy 127sy Wy
-3 X Z P (E5)

§]=—00 §,=—00

on Afl - son els coeficients de la série de Fourier.
En la majoria dels casos, no obstant, una coordenada generalitzada original, g, podra expressar-
se com una serie de Fourier en la seva propia variable d’angle wy:
o0

Q= Z ei2nskwk

Sp=—00

Per ultim, afegir que a vegades les freqiiencies de dues coordenades generalitzades diferents s6n
iguals, és a dir, v, = v; per a k # [. En aquests casos, es diu que el moviment és degenerat.



Apendix F
La col-lectivitat grancanonica

En aquest apendix, volem veure com s’obté el resultat de Bose-Einstein i el de Fermi-Dirac a partir
de la col'lectivitat grancanonica amb el desenvolupament plantejat per Pauli al 1927'. La notacié
que fem servir és nostra, no es reprodueixen els calculs que fa Pauli en la seva publicacié.

En primer lloc, explicarem de manera molt resumida com es defineix la col-lectivitat grancanoni-
ca basant-nos majoritariament en les explicacions que es poden trobar a [Seglar and Pérez, 2018] (p.
230-235): considerem un sistema que sigui isotérmic, isocor i obert, de manera que tant el volum V,
com la temperatura T i com el potencial quimic u es mantenen constants. En mecanica estadistica
un sistema com aquest es tracta amb la col-lectivitat grancanonica o macrocanonica i el potencial
termodinamic utilitzat és el gran potencial ¢(T,V,u) = —p(T,V,u). Lespai mostral ve donat per
N(T,V,u), és a dir DN és el nombre total de caixes que constitueixen el nostre espai de fases. 91 esta
composta per n; caixes amb una particula, n, amb dos, etc. de manera que totes les caixes repre-
senten sistemes amb la mateixa temperatura, el mateix volum i el mateix potencial quimic, peré no
estan en equilibri termodinamic: només una de les caixes tindra la resta dels valors d’equilibri (per
exemple, en N).

Les lligadures en aquest cas seran:

Z<n~N~
Z”i = N(T, T, u), N = m(}—‘l]‘;)

1
La probabilitat que un sistema contingui N; particules vindra donada per:
n;(N;)

=50 v

(ED

I definim la funcié de particié grancanonica? com:

E(T,V, 1) = (T, V, ) = D N D ePEND
i J

[ Pauli, 1927]

2Com s’ha vingut discutint al llarg del treball, imposar 'extensivitat dels gasos implica que s’ha d’afegir una
constant dependent de N al denominador quan es treballa amb la col-lectivitat canonica. Amb la col-lectivitat
grancanonica aixo no és necessari, degut al fet que entre les variables fixades només n’hi ha una que sigui
extensiva (el volum) i, per tant, 'extensivitat vindra donada de manera trivial en la proporcionalitat amb V,
que apareixera en les equacions per a la densitat d’estats
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onff=ria= % L'expressi6 anterior A partir d’aqui, es facil arribar a
uN;
B, T,V)= Y e » e Ph (F2)
i j

En el cas de Bose-Einstein, quan les particules del nostre sistema siguin bosons, hem de sumar
per a totes les configuracions possibles, no hi ha restriccions. La funcié de particié vindra donada
per

1
= T | | E —B(E—un; — | | - -
'—'(U; T, V)Bose—Emstem - € - i 1— e—ﬁ(E—u) (E3)

i n;
La probabilitat de trobar n; particules en I'estat d’energia E; sera:

12In= 1

niBose-Einstein - _E a“ - eﬁ(Ei—pL) —1

1 1
tenint en compte que InZE =1n (]_[l 1o bGE—1 u)) =2,In ( 1 B(E—u) )
— e—B(E— —e PLE~

En canvi, en el cas de Fermi-Dirac, al introduir el principi d’exclusié de Pauli, s’ha de tenir en
compte que cada estat energétic E; pot estar ocupat (n; = 1) o no (n; = 0). En aquest cas, la funcid
de particié grancanonica s’escriura com

E(M; T, v)Fermi—Dirac = l_[ (1 + e_ﬁ(Ei_M)) (F4)
i

De manera que el nombre total de particules en aquest cas:

12ln= 1

niFermi—Dirac - _E a‘u - eﬁ(Ei—u) +1

jaquearalnE=1In([],1+ePEW)=3"In(1+ e PEM),

Arribem doncs al resultat que troba Pauli, que és que el nombre de particules vindra donat de
manera general per:

1

M= BE— £ 1

(E5)

on el signe + correspon als sistemes que es regeixen per |'estadistica de Bose-Einstein i el signe - als
sistemes regits per 'estadistica de Fermi-Dirac.
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