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Abstract

In this work, we will sutdy geometric constructions using paper folding or origami, de-
monstrating that this technique allows us to reproduce all the straightedge and compass
constructions, and even surpass the limitations of this classical method. To conduct this
study, we will rely on the algebraic content learnt during the degree, such as algebraic
structures and Galois theory.

Resum

En aquest treball estudiarem les construccions geometriques utilitzant la papiroflexia,
demostrant que aquesta teécnica permet reproduir totes les possibles construccions amb
regle i compas i, a més a més, superar les limitacions d’aquest metode classic. Per dur a
terme aquest estudi, ens basarem en continguts algebraics adquirits durant el grau, com
les estructures algebraiques i la teoria de Galois.

2020 Mathematics Subject Classification. 51M15, 11R32, 11R18
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1 Introduccio

Les construccions amb regle i compas sén una part fonamental de la geometria classica,
amb una historia que es remunta a 'antiga Grecia. Els grecs van establir les bases d’a-
questes tecniques a través d’obres magistrals com “FEls Elements” d’Fuclides. Utilitzant
només un regle no graduat i un compas, els matematics grecs van aconseguir resoldre
problemes importants, com la construccié d’alguns poligons regulars o la divisié d’'un
segment en parts iguals. No obstant aix0, també van descobrir les seves limitacions amb
problemes com la duplicacié del cub, la triseccié de ’angle i la quadratura del cercle, re-
sultant ser impossibles de resoldre només amb aquestes eines. Amb el pas del temps s’han
anat desenvolupant altres eines per a fer construccions geometriques planes que permeten
creuar els limits de les construccions amb regle i compas. La papiroflexia és ’eina que
estudiarem en aquest treball.

La papiroflexia, també coneguda com a origami, és l'art japones de crear figures i
formes a partir d’un full de paper, sense tallar ni enganxar. Aquest art mil-lenari té els
seus origens a la Xina al voltant del segle II, pero va ser al Japd on va evolucionar i
es va convertir en una forma d’expressié cultural significativa. Es poden construir una
gran varietat de figures, des de senzilles formes geometriques fins a complexos models
tridimensionals. Com ja hem esmentat, també podem utilitzar la papiroflexia com a eina
per a fer construccions geometriques planes. Aquest s de la papiroflexia va ser introduit
per primera vegada ’any 1893 per T. Sundara Row en el seu llibre “Geometric Ezercises
in Paper Folding”, [9].

En les construccions amb papirofliéexia, en comptes d'un regle i un compas, només
disposem d’un full de paper que podem doblegar, sense superposar plecs i on cada plec
construeix una recta. D’entrada podem pensar que, com només podem construir rectes,
la papiroflexia és una eina menys potent que el regle i compas, pero ens sorprendra veure
que és just el contrari. Aixi doncs, en aquest treball veurem que la papiroflexia no és
només un art, siné també una eina poderosa per a ’exploracié matematica.

1.1 El projecte

En aquest treball estudiarem les construccions amb papiroflexia tot comparant-les amb
les construccions amb regle i compas. El que ens proposem és veure que amb papiroflexia
podem construir tot el que és construible amb regle i compas i molt més.

Descriurem en detall els sis axiomes de la papiroflexia tot definint els plecs basics d’un
paper a partir dels quals podrem fer construccions. Direm que un punt és construible
amb papiroflexia si és interseccié de dues rectes construides a partir d’aquests plecs basics.
Utilitzant els axiomes farem algunes construccions basiques, com la d’una recta paral-lela
a una altra, i altres construccions més sorprenents, com la triseccié d’un angle qualsevol,
que ens fara comencar a veure el potencial de la papiroflexia.

Aleshores, estudiarem en detall els axiomes per tal de veure exactament qué s’hi amaga
al darrere i ens adonarem que el sise axioma és el que ho canvia tot, ja que permet construir
una recta tangent a dues paraboles a la vegada. Aquesta construccié fa que puguem
resoldre qualsevol equacié de tercer grau i també construir I'arrel ciubica de qualsevol
nombre construit previament.

Utilitzant els coneixements adquirits en ’assignatura d’“FEstructures algebraiques” es-
tudiarem quina estructura té el conjunt de nombres construibles amb papiroflexia tant



si contemplem els sis axiomes com si només considerem els cinc primers. Veurem que
si deixem de banda el sise axioma el conjunt de nombres construibles és exactament el
mateix conjunt que es genera utilitzant regle i compas.

En afegit, ens ajudarem de la Teoria de Galois apresa en l'assignatura d’“Fquacions
algebraiques” per a demostrar teoremes i proposicions claus que marcaran la diferencia
entre la papiroflexia i el regle i compas. Amb 'ajuda d’aquests resultats estudiarem els
poligons construibles i analitzarem quines de les construccions impossibles amb regle i
compas deixen de ser impossibles amb la papiroflexia.

1.2 Estructura de la Memoria

Abans d’endinsar-nos al mén de la papiroflexia, comencarem estudiant les construccions
amb regle i compas (Capitol . Veurem alguns resultats importants que utilitzarem més
endavant en ’estudi de la papiroflexia i ens permetran comparar aquestes dues eines de
construccié geometrica.

Dedicarem el Capitol [3| a definir les bases de les construccions amb papiroflexia, tot
detallant els axiomes a partir dels quals podrem construir. En aquest mateix capitol ens
familiaritzarem amb aquesta nova eina de construccié i descriurem algunes construccions
rellevants que ens permetran intuir el potencial que amaga.

Tot seguit, durant el Capitol ] entrarem a demostrar que els cinc primers axiomes
de la papiroflexia construeixen el mateix conjunt de nombres que el generat pel regle i
compas. Per fer-ho, ens caldra descriure com fer les operacions suma, multiplicacié i arrel
quadrada utilitzant papiroflexia.

En el capitol [5| estudiarem el conjunt de nombres construibles a partir dels sis axiomes
de la papiroflexia. Per fer-ho utilitzarem el resultat obtingut en el capitol anterior que
ens permetra fer s dels teoremes i proposicions vistes en el capitol [2| per a demostrar
resultats analegs per a la papiroflexia.

Finalment, en el capitol [f] adjuntem tots els continguts matematics necessaris per a
demostrar els resultats vistos al llarg del treball. De tota manera, se suposa que el lector
té coneixements matematics previs sobre geometria basica, nombres complexos, teoria de
grups, anells i cossos i teoria de Galois.



2 Construccions amb regle i compas

Dediquem aquest capitol a descriure les construccions amb regle i compas. Veurem alguns
resultats importants, estudiarem els poligons construibles i analitzarem algunes construc-
cions impossibles. Aquest capitol segueix les seccions 10.1 i 10.2 del llibre [2].

2.1 Els nombres construibles amb regle i compas

Les construccions amb regle i compas consisteixen en, donats una serie de punts del pla
complex C, determinar nous punts, rectes i circumferencies a partir d’un regle (infinit,
sense mesures i amb només una vora) i un compas.

Més concretament, fer construccions amb regle i compas consisteix en, donats una serie
de punts, tracar rectes i circumferéncies de la seglient manera:

(RC1) Donats «a, 8 € C amb a # 8 podem construir (mitjangant el regle) la recta [
que passa per « i 3.

(RC2) Donats a, 3,7 € C amb a # (8 podem construir (mitjancant el compas) la
circumferencia C' amb centre v i radi la distancia d’a a .

A partir d’aquestes rectes i circumferencies construibles obtenim nous punts construibles:

(RC3) A partir de dues rectes construibles (no paral-leles, ni coincidents), construim
el seu punt d’interseccié.

(RC4) A partir d’una circumferéncia i una recta construibles, construim els seus punts
d’interseccié (poden ser dos, un o cap punt).

(RC5) A partir de dues circumferéncies construibles, construim els seus punts d’inter-
secci6 (de nou, poden ser dos, un o cap punt).

Definicié 2.1.1. Diem que a0 € C és un nombre construible amb regle i compas si existeix
una seqiiencia finita de construccions RC'1, RC2, RC3, RC4 i RC5 que comenga amb els
punts donats 0 1 1 i acaba amb a.

Observacié 2.1.2. Tots els nombres naturals sén construibles amb regle i compas. Do-
nats 0 i 1, per una banda, tracem ’eix d’abscisses i, per 'altra banda, utilitzant RC?2
obtenim la circumferencia amb centre 1 i radi la distancia de 0 a 1. Per RC4 aconseguim
el punt de tall de I'eix i la circumferencia que és exactament el punt 2. Repetint el proce-
diment utilitzant 1 i 2 obtindrem el 3 i, successivament, van apareixent tots els naturals.
De forma analoga aconseguirem també tots els nombres enters negatius.



2.2 Construccions basiques amb regle i compas

Dediquem aquesta seccié a detallar com fer algunes construccions basiques amb regle i
compas, per aixi també familiaritzar-nos amb aquest tipus de construccions.

e Mediatriu d’un segment.

Donat un segment AB, construim dues circumferencies utilitzant RC2: la primera
amb centre A iradi la distancia d’A a B i la segona amb centre B i radi la distancia
d’A a B. Amb RC5 construim els seus dos punts de tall i que anomenarem C i D.
Amb RC'1 construim la recta que passa per C' i D que és exactament la mediatriu
del segment AB.

Figura 2.1. Construccio de la mediatriu amb regle i compas.

e Bisectriu d’un angle donat.

Donat un angle ZABC, on A, B i C' sén 3 punts construibles, amb RC?2 construim
una circumferencia amb centre B i radi qualsevol. Per RC4 construim dos punts:
el punt D com la interseccié de la circumferencia amb el segment AB i el punt F
com la interseccié de la circumferéncia amb el segment BC. Ara, utilitzant RC2
construim dues circumferéncies més: una amb centre D i radi la distancia de D a
E i Daltra amb centre E i radi la distancia de D a E. A continuacid, per RC5
obtenim el punt F' com a interseccié d’aquestes dues circumferencies que acabem
de construir. Finalment, per RC1 tracem la recta que passa per F' i B. Aquesta
recta bisecta 'angle ZABC' donat inicialment.

Figura 2.2. Construccié de la bisectriu amb regle i compas.

e La recta perpendicular a una recta donada que passa per un punt donat.

Donada una recta r i un punt A, per RC2 construim una circumferéncia amb centre
A iradi tal que es talli amb la recta r en dos punts diferents. Per RC4 construim
aquests dos punts d’interseccid, els anomenem B i C. Ara, per RC2 construim



dues circumferencies: la primera amb centre B i radi la distancia de B a C'i la
segona amb centre C i radi la distancia de B a C. Per RC5 construim els punts
d’interseccié entre aquestes dues circumferencies i els anomenem D i . Per RC1
construim la recta que passa per D i E que és exactament la recta perpendicular a
r que passa per A.

Figura 2.3. Construccié d’una recta perpendicular amb regle i compas.

e La recta paral-lela a una recta donada que passa per un punt donat.

Donada una recta r i un punt A, per RC2 construim una circumferencia amb centre
B, sent B un punt qualsevol de la recta r, i radi la distancia d’A a B, ’anomenarem
s. El seglient pas és construir la recta perpendicular a r que passa per B. Per fer-ho,
per RC'4 comencem construint els punts d’interseccié de la circumferencia amb la
recta r, els anomenem C' i D. Tot seguit, per RC2 construim dues circumferencies:
una amb centre C' i radi la distancia de C' a D i l’altra amb centre D i radi la
distancia de C' a D. Per RC5 obtenim el seu punt d’interseccié que anomenem F.
Per RC'1 tenim la recta que passa per F i B que és exactament la recta perpendicular
a r que passa per B, I’anomenem ¢.

Ara, per RC4 obtenim el punt d’interseccié de la recta ¢ amb la circumferéncia
s, Panomenem F. A continuacié, per RC2 tracem la circumferéncia amb centre
F i radi la distancia de F' a A. Per RC5 trobem el punt de tall entre aquesta
circumferencia i s, a aquest punt 'anomenem G. Per acabar, per RC'1 tracem la
recta que passa per A i GG que és exactament la recta paral-lela a r que passa per A.

F

T S W

Figura 2.4. Construccié d’una recta paral-lela amb regle i compas.

Observacié6 2.2.1. A partir dels punts 0 i 1 podem tracar ’eix d’abscisses utilitzant RC'1
i ’eix d’ordenades construint la recta perpendicular a 1’eix d’abscisses que passa pel 0.



2.3 El conjunt dels nombres construibles amb regle i compas
Definicié 2.3.1. Definim € com el segiient conjunt:
¢ = {a € C|a és construible amb regle i compas}

i 'anomenem conjunt dels nombres construibles amb regle © compas.

Teorema 2.3.2. El conjunt € és subcos de C. A més a més,
(a) Sigui o = a+ib € C, amb a,b € R. Aleshores, a € € si, i només si, a,b € €.
(b) Sia €€, aleshores \Joo € €.

Demostracio. Comencem demostrant que % és subcos de C. Les operacions suma, i pro-
ducte que considerem sén la suma i el producte en els complexos tal com les coneixem.
Aixi doncs, cal veure que compleix:

(i) | € és subanell de C. Per veure que és subanell cal provar dos punts:

e (¢,+) és subgrup de (C,+). Vegem-ho:

o % és un subconjunt no buit de C. Per definicié de €, tenim ¢ C C. Com
0,1 € €, tenim que % # (. Per tant, 4 és un subconjunt no buit de C.

o Sia,f €%, aleshores o + 8 € €. Utilitzant que 0 és construible, per RC2
podem construir dues circumferencies: una amb centre « i radi la distancia
de 0 a 8 i l’altra amb centre § i radi la distancia de 0 a «. Una de les
interseccions d’aquestes dues circumferencies és a + 8. La segiient figura
mostra un exemple d’aquesta construccio:

A A

a+p
L
(6% Q

Figura 2.5. Construccié de la suma amb regle i compas.

~

o % té estructura de grup amb la suma. Compleix les segiients propietats:

+* Compleix la propietat associativa per ser la suma de complexos una
operacio associativa.

x L’element neutre és el 010 € %.

x L’element oposat de a € € és —a. Per RC'1 tracem la recta que passa
per 01 . Per RC2 construim la circumferencia centrada en el 0 i amb
radi la distancia de 0 a . Per RC4 obtenim els dos punts de tall de la
recta amb la circumferencia: un és « i l’altre —«. Per tant, —a € %.

e ¥ és tancat respecte al producte de C.

(ii) | a~! € €,Va € €\ {0}.




Deixem pendents aquests dos ultims apartats, ja que per a provar-los ens cal primer
demostrar 'apartat (a) del teorema.

m Sigui « = a+1ib € C, amb a,b € R. Volem veure que a € ¥ si, i només si, a,b € F.
Veiem les dues implicacions per separat:

Suposem que a,b € €. Com tenim que a,b € R tindrem que a i b es tro-
ben sobre 'eix d’abscisses. El primer pas que hem de fer és transportar b a
Ieix d’ordenades. Amb RC?2 tracem la circumferéncia amb centre 0 i radi la
distancia de 0 a b. Per RC4 obtenim els dos punts d’interseccié de la circum-
feréncia amb l’eix d’ordenades, ens quedem amb el punt que tingui el mateix
signe que b, aquest punt sera ¢b. Tot seguit, tracem la recta paral-lela a I’eix
d’ordenades que passa per a i la recta paral-lela a l’eix d’abscisses que passi
per ib. El punt de tall d’aquestes dues rectes és a. Per tant, o € €.

Suposem que a € ¥. Podem tragar la recta parallela a ’eix d’ordenades
que passa per «, la interseccié d’aquesta recta amb 1’eix d’abscisses és el punt
a € R. També podem tracar la recta paral-lela a I’eix d’abscisses que passa per
a, la interseccié d’aquesta recta amb 1’eix d’ordenades ens dona el punt ¢b. De
la mateixa manera que abans, construim la circumferéncia amb centre 0 i radi
la distancia de 0 a b i 'intersequem amb 1’eix d’abscisses. Ens quedem amb
el punt d’interseccié que tingui el mateix signe que ib, aquest punt sera b € R.
Per tant, a,b € €.

Seguim, ara, amb la demostracié que € és subcos de C:

% és tancat respecte al producte de C. Cal veure que si «,8 € %, aleshores

aff € €. Farem primer, el cas que o, 8 € € NR.

Si a0  valen 0, aleshores af = 0 € ¥. Aixi doncs, suposem que «, 5 > 0, per
ser reals positius els trobem sobre 'eix d’abscisses positiu. Tal com hem fet
abans, a partir de 8 podem construir 3. També, a partir d’1 podem obtenir
1. Per RC'1 tracem la recta que passa per i i per a. Tot seguit, contruim la
recta paral-lela a aquesta que passa per i5. Anomenem z al punt d’interseccié
d’aquesta segona recta amb ’eix d’abscisses. La segiient figura mostra aquestes
construccions que acabem de descriure en el cas en que 8 > 11 quan § < 1:

1B 1
? 10

| a x | x «
Figura 2.6. Construccié del producte amb regle i compas amb «, 8 > 0.

En ambdés casos, pel primer teorema de Tales (Teorema [6.1.3)) obtenim que:
x _if

[0 (3

r=af

I, per tant, af € € "R, Vo, € €NR amb «, 5 > 0.



Fem amb detall, també, el cas en que a > 0 i 8 < 0. Fent les mateixes
construccions que abans obtenim la situacié que mostra la segiient figura, pel
cas 8> 11iquan 5 < 1:

Figura 2.7. Construccié del producte amb regle i compas amb a > 01 8 < 0.

De nou, pel primer teorema de Tales, obtenim que:

z_i#

o —1

r=—af

Per RC?2 construim la circumferencia de centre 0 i radi la distancia d’a a (.
La interseccié de 'eix d’abscisses negatiu amb la circumferencia és exactament
aff. Per tant, af € € NR,Va, € €NRamba >015 <0.

Analogament, obtenim que pels casos a, 5 < 0ia < 0,5 > 0 també es compleix
que aff € € NR. Per tant, acabem de veure que af € € "R, Va, 5 € € NR.

Ara, considerem «,8 € ¥ C C. Escrivim a« = a+1ib i 8 = ¢+ id, per
a,b,c,d € R. Per l'apartat (a) d’aquest teorema, com «,3 € %, aleshores
a,b,c,d € € NR. Per la definicié del producte en els complexos tenim:

af = (a+1ib)(c+id) = ac — bd + i(ad + bc)

Com a, b, c,d € €NR, pel que acabem de veure tenim que ac, bd, ad, bc € € NR.
Ara, per ser (¢, +) subgrup de (C,+) tenim que ac — bd,ad + bc € € NR. 1,
en tltim lloc, per I'apartat (a) d’aquest teorema, com ac — bd,ad + bc € €,
aleshores ac — bd +i(ad + bc) = aff € €.

Acabem de provar que % és tancat respecte al producte de C.

Per tant, podem concloure que % és subanell de C.

(ii)| o=t € €,Ya € €\ {0}. Fem primer el cas en que a € (¢ \ {0}) NR. Suposem que
«a > 0, per tant, es troba a I’eix d’abscisses positiu. Com ja hem fet abans, construim
i que esta sobre 1’eix d’ordenades positiu. Per RC'1 tracem la recta que passa per
it 1 1. Tot seguit, construim una recta paral-lela que passi per i. El punt de tall
d’aquesta segona recta amb l'eix d’abscisses 'anomenem z. Les segiients figures
mostren aquestes construccions que acabem de descriure en el cas en que a > 11
quan o < 1:

A A

o
7 7

ioz\

J— \
4

Figura 2.8. Construcci6 de I’element invers amb regle i compas amb a > 0.



En ambdés casos, pel primer teorema de Tales tenim:

Per tant, o= € (¢ \ {0}) "R per a € (¢ \ {0}) NR amb o > 0. Analogament,
obtenim el mateix resultat per a o < 0.
Per tant, acabem de veure que o' € (¢ \ {0}) NR,Va € (¥ \ {0}) NR.

Ara, considerem o € € \ {0} C C. Escrivim o = a + ib amb a,b € R tals que
a 1 b no sén els dos 0. Per 'apartat (a) d’aquest teorema, com « € € aleshores,
a,b € € NR. Per la definicié d’element invers en els complexos tenim:

1 a—1b a—1b

=a-(a®+b)7 —i(b- (a®+0H)7)

oz_a+ib'a—ib:a2+b2

Com a,b € €NR tenim que a?> =a-a € NRib>=b-bec €NR. Ara, per
ser (¢,+) subgrup de (C,+) tenim que a? +b?> € ¥ NR. Com a i b no sén els
dos 0, tenim que a? + b* € (¢ \ {0}) NR. Aix{ doncs, pel que acabem de veure
(a2 + %)t € (¢ \{0}) NR. Per tant, a- (a®> +b?)"L,b- (a> +b?)"L € ¥NR. I,
finalment, per I'apartat (a) d’aquest teorema tenim que a~! € €.

Aqui acaba la demostracié que € és subcos de C. Ara falta demostrar 'apartat (b) del
teorema:

(b)| Sigui @ € €, volem veure que \/a € €. Si a = 0, aleshores /a = v/0 = 0 € F.
Suposem que a # 0.
Escrivim « en forma polar: a = r- ¢, amb r € R tal que r = |a| > 01 6 € [0, 27).
Per tant:

" -0
Va=vVr.e? = /r.ez
. .40
Aix{ doncs, per veure que \/a € € veurem que \/r € € ie'2 € F.

o cis € ¢: Per RC1 podem tracar la recta que passa per 0 i a. Aquesta recta
amb D’eix d’abscisses generen l'angle §. Com hem esmentat en la seccid
podem bisecar un angle amb regle i compas. Aixi doncs, obtenim que g €.
Ara, per RC2 construim la circumferencia amb centre 0 i radi la distancia de
0 a 1. Per RC4, en intersecar aquesta circumferencia amb la recta que bisecta

0 obtenim el punt eis.

e /7 €%: Per RC2 podem construir la circumferéncia de centre 0 i radi la
distancia de 0 a «, que és exactament r. Per tant, si intersequem aquesta
circumferencia amb 1’eix d’abscisses obtenim r. Acabem de veure que r € €NR.
Per ser r construible també podem construir 1+r i, en conseqiiéncia 1# (fent la
mediatriu entre 0 i 147 i intersecant-la amb l'eix d’abscisses). Aixi doncs, per
RC?2 obtenim la circumferencia de centre % iradila distanciade 0 a % Ara,
podem tracar la recta perpendicular a I’eix d’abscisses que passi per 1. El punt
de tall entre aquesta recta i la circumferencia que hem construit 'anomenem .
Pel segon teorema de Tales (Teorema tenim que el triangle amb vertexs
0, z i 1 +r és un triangle rectangle.

La seglient figura mostra la construccié que acabem de descriure:



Figura 2.9. Construccié de 'arrel quadrada de r amb regle i compas.

Pel teorema de l'altura (Teorema [6.1.5) obtenim que: x? = 1 -7, per tant,
x = /r. Aixi doncs, /7 € €.

Ara, com /r € €, ei? € € i € és subcds de C obtenim que Ja = /1" s ¢ €, tal

com voliem veure. 0

Teorema 2.3.3. Sigui oo € C. Aleshores a € € si, i només si, existeix una torre de
subcossos:

Q=FyckHC---CF,1CF,CcC
tal que o € Fy, i [F; : Fi_q] =2,Vie {1,...,n}.

Demostracio. Sigui a € C. Provem les dues implicacions per separat:

Suposem que existeixen subcossos:
Q=FCcHC---CF,1CF,CcC

tals que a € Fy, i [F; : F;—1] = 2, per a 1 < i < n. Volem provar que a € €. Per
fer-ho, veurem que F;,, C % per induccié.

Comencem veient el cas inicial Fy = Q. Per ser ¢ subcos de C tenim, directament,
que Q C ¥. Ara, per a n > 0, suposem que F,,_1 C % i volem veure que F,, C %.
Sabem que « € F, i com per hipotesi [F}, : F,—1] = 2 tenim que « és arrel d'un
polinomi f € [X] de grau com a maxim 2. Si gr(f) = 1 immediatament tenim que
a € €. Sigr(f) = 2, aleshores, per la formula de resolucié d’equacions de segon
grau podem expressar « en funcié d’elements de € i arrels quadrades d’elements de
% . Per tant, pel Teorema tenim que « € €, tal com voliem veure.

Sigui @ = a 4+ ib € €, amb a,b € R. Veurem que existeix una torre de subcossos:
Q=FcCc---CcF,1CC (2.3.1)

tal que [F; : Fj_1] =2, peral < i <mn-—1,1i F,_1 conté la part real i la part
imaginaria de tots els nombres que cal construir per acabar construint . Veurem
que, aleshores, a,b pertanyen a F;,,_1 o a una extensié quadratica de F;,_1.

A partir d’aqui el teorema quedara demostrat, ja que si a,b € F,,_1 podem agafar
F, = F,_1(i), com [F, : Fy_1] = [F_1(3) : Fe1] = gr(Trr(i, F—1)) = gr(X2%+1) =
2 tindrem que existeix una torre de subcossos:

Q=FCckHC---CF,1CF,CcC
tals que a« =a+ib € F,, i [F; : F;_1] =2, per a 1 <i < n, tal com volem.

També si a i b pertanyen a una extensiéo quadratica de Fj,,_1 anomenarem F;, a
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aquesta extensié i definirem F,y; := F,(i) i aconseguirem la torre de subcossos
desitjada de la mateixa manera.

Farem aquesta demostracié aplicant induccié sobre el nombre N de vegades que
utilitzem RC3, RC4 o RC5 per a construir a. Si N = 0 tenim que «a =00 11, en
aquest cas, F,, = Fy = Q.

Ara, suposem que tenim una torre com pera N <k—1,amb k > 0, i volem
demostrar el cas N = k. Per a passar del pas k£ — 1 al pas k només podem haver
aplicat una de les tres construccions RC3, RC4 o RC5. Estudiarem cada un dels
casos per separat:

e Cas R(C3: Suposem que I'altim pas per a construir « ha estat intersecar dues
rectes [y i lo diferents i no paralleles. Anomenem «; i fj, amb o; # 3;, als
punts a partir dels quals s’ha construit /; utilitzant RC1, per a j = 1, 2.

Per hipotesi d’induccié tenim una torre de subcossos com tal que F,_1
conté la part real i imaginaria d’aq, B1, as i B2. Veurem que aleshores, en
aquest cas, a,b € F,,_1.

Suposem que cap de les dues rectes és vertical. Aleshores, per a j = 1,2 definim
y = m;x + n; com l'equaci6 de la recta [;. Volem veure que mj,n; € Fy,_;.
Posem o = a; + ibj, B; = c¢j + id; on, per hipotesi, aj,bj,cj,d; € F,_1.
Aleshores, tenim que:

— b
m; = —L___J per ser el pendent de la recta l;.
Cj — aj

Observem que a; # cj, ja que estem suposant que no tenim rectes verticals.
Per tant, m; € Fj,_1. Aleshores, ens queda que n; = b; —m; - aj € F,,_1. Per
tant, ara podem dir que a i b és solucié del sistema:

Y =mix + ny
Y = Mmax + N2

De fet, com 7 i lo s6n diferents i no paral-leles, podem assegurar que mqj # mo.
Per tant, es tracta d’un sistema amb solucié tnica = a i y = b. Per tant,
tenim que:

a\ _ [(—m1 1 -1 ni\ 1 —n1 + ng
b —meo 1 N9 m1 —mg \—Man1 + ming
Per tant, acabem de veure que a,b € F,,_1 quan no tenim cap recta vertical.

Ara, sense perdua de generalitat, suposem que l; és una recta vertical, per
tant, a; = ¢1 i 'equacié de la recta és x = a1. Com [y i ls no sén paral-leles
posem y = mox + ng 'equacié de la recta Iy, on ja hem vist que mo,ns € F,_1.
Aleshores, en aquest cas tenim que a i b és solucié del sistema:

r = aq
Y = Max + N2

Per tant, a = a1 € Fj,_11b=msa;+ns € F,,_1. I aquest cas queda demostrat.

e Cas RC4: Suposem que l'iltim pas per a construir « ha estat intersecar una
recta [ amb una circumferencia C. Per una banda, anomenem a7, 51 als punts
a partir dels quals s’ha construit [. Per altra banda, anomenem s, 52,2 als
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punts a partir dels quals, utilitzant RC?2, s’ha construit C' amb centre v, i radi
la distancia d’ag a Bs.

Per hipotesi d’induccié tenim una torre de subcossos com tal que F,_1
conté la part real i imaginaria d’aq, 81, a9, 82 1 72. Veurem que, aleshores,
a,b € F,_1 o en una extensié quadratica de Fj,_;.

Suposem que [ no és vertical. Aleshores, com abans, definim y = mjxz+ny com
I’equacié de la recta [ on, pel que hem vist abans, mq,n1 € F,,_1. Ara, definim
22 4+ y? 4+ mox + noy + p2 = 0 com 'equacié de la circumferencia C. Volem
veure que mao,no, P2 € Fy_1. Posem ag = ag +iba, fo = ca+idaive =ea+ifo
on, per hipotesi, ag, bo, ca,do, €9, fo € Fj,_1. Com C' esta centrada en =9 i té
per radi la distancia d’ag a 2, podem escriure ’equacié de C' com:

2
(& —e2)? + (y = f2)* = V(ez — az)? + (dz — b2)
I manipulant-la obtenim que:

2 4+ % — 2e01 — 2f2y+e% +f22 = (cg — ag)2 + (dg — b2)2

Per tant,
myg = —2ey € F,,_1

ng = —2fy € F, 4
p2=e3+ f3— (c2 —az)® — (da — ba)* € Fy

Aleshores a i b s6n solucié del segiient sistema (tindra una o dues solucions, ja
que [ i C s’intersequen):

Y =mix +n
22 + y? + max + ngy + p2 = 0

Que per a solucionar-lo cal resoldre la segiient equacié de segon grau:
22+ (myiz+n)2 +mox +ng - (miz+n1) +p2 =0

Per la férmula de resolucié d’equacions quadratiques, podem expressar x en
termes de suma, producte i arrel quadrada de nombres de F,,_1. Aleshores, si
I’arrel quadrada del discriminant esta inclosa en F,,_1 tindrem que =z € F,,_1
i, en conseqiiencia, y = mix + n1 € F,,_1. En cas contrari, tindrem que ’ar-
rel quadrada del discriminant, v/A, estard inclosa en Fn_l(\/g), que és una
extensié quadratica de F,, 1. Per tant, z € Fn_l(\/ﬁ) i, en conseqiiencia,
Yy € Fn_l(\/g) també. Aixi doncs, acabem de veure que, si [ no és una recta
vertical, a,b € F,_1 0 a,b € F,_1(VA).

Ara, suposem que [ és una recta vertical, per tant, té equacié x = aq. Aleshores,
aquesta vegada a i b sén solucié del sistema:

T =a
{x2+y2+m2x+nzy+p2 =0
Que per a solucionar-lo cal resoldre la segiient equacié de segon grau:
ai + y* +maoay +noy +pa =0
I seguint els mateixos arguments que abans tenim que a,b € F,,_1 0 en una

extensié quadratica de F,_1. I aquest cas queda demostrat.
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e Cas RC5: Suposem que I'dltim pas per a construir a ha estat intersecar dues
circumferéncies diferents C7 i C. Anomenem «;, 5;,; als punts a partir dels
quals s’ha construit C; amb centre 7; i radi la distancia d’aj a 8, pera j = 1, 2.
Per hipotesi d’induccié tenim una torre de subcossos com tal que Fj_1
conté la part real i imaginaria d’aq, 81,71, ae, B2 1 72. Veurem que, aleshores,
a,b € F,_1 o en una extensié quadratica de Fj,_1.

Per a j = 1,2, definim a:2+y2+mjx+njy+pj = 0 ’equacié de la circumferencia
C; on, pel que hem vist en el cas anterior, m;,n;,p; € F,—1. Aleshores a i b
sén solucid del segiient sistema:

22+ +miz +ny+p =0 (2.32)
2%+ y* + max + ngy + p2 =0 -
Si restem la segona equacio a la primera obtenim:
(mqp —mo)x + (n1 —n2)y+p1 —p2 =0 (2.3.3)

Observem que C7 i Cs sén circumferencies diferents i que s’intersequen. Per
tant, no poden tenir el mateix centre les dues, és a dir, y; # 2. Pera j = 1,2,
posem 7y; = e; + if;. En el cas anterior hem vist que m; = —2e¢; i n; = —2f;.
Com acabem de dir que ;1 # 72 tenim que (mj —ms2) i (n1 — n2) no es poden
anul-lar a la vegada. Per tant, I’equacié ens dona una recta. Aleshores,
resoldre el sistema ([2.3.2)) equival a resoldre:

2+ 2+ miz+ny+p=0
(my —mg)x + (n1 —n2)y+p1 —p2 =0

Aquest sistema és un sistema com els que hem considerat en el cas anterior.
Per tant, podem concloure que a,b € F,,_1 o en una extensié quadratica de
F,_1. T aquest cas també queda demostrat. 0

Corollari 2.3.4. % és el subcos més petit de C tancat respecte a l’operacio arrel quadrada.

Demostracio. Pel Teorema sabem que % és tancat respecte a 'operacié arrel qua-
drada, per tant, només ens queda provar que és el subcos més petit de C amb aquesta
propietat.

Sigui F' un subcos de C tancat respecte a 'operacié arrel quadrada. Volem veure que
€ C F. Agafem o € ¥ qualsevol. Pel Teorema tenim que existeix una torre de
subcossos Q = Fy C --- C F, CCtalque a € F, i [F;: F;_1] =2, Vi € {1,...,n}. De-
mostrarem que F; C F' per inducci6 sobre i € {0,...,n}. Sii =0 tenim que Fy =Q C F
per ser F' subcos de C. Ara, per a n > 0, suposem que F,_1 C F i volem veure que
F, C F. Com [F, : F,,_1] = 2, existeix un element § € F,_1 tal que F,, = F,_1(v/B)
Aleshores, com § € F,_1 C F'i F és tancat respecte a I'operacié arrel quadrada tenim
que v/B € F. Aleshores F,, = F,,_1(v/B) C F. Per tant, tenim que a € F,, C F, és a dir,
que a € F. U

Teorema 2.3.5. Sigui a € C algebraic sobre Q i sigui Q C L el cos de descomposicio del
polinomi irreductible d’a sobre Q. Aleshores, a € € si, i només si, [L : Q] = 2%, per un
enter a > 0.

Demostracio. La demostracié d’aquest teorema es fa seguint les mateixes idees que utilit-
zem en la demostracié d’un resultat analeg per a la papiroflexia (Teorema [5.0.4). També
es pot consultar aquesta demostracié en les pagines 263-264 del llibre [2]. O
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2.4 Poligons regulars construibles amb regle i compas

A partir de la teoria que acabem de desenvolupar, estudiem quins poligons regulars son
construibles amb regle i compas.

Definicié 2.4.1. Considerem un poligon regular de n costats, amb n > 2 enter. Sense
perdua de generalitat el situem amb centre en el 0 i un dels vertexs en 1’l. Direm que
un poligon regular de n costats és construible amb regle i compas si els seus vertexs sén
punts construibles amb regle i compas.

Observacié 2.4.2. Observem que els vertexs d’un poligon regular de n costats es corres-
ponen amb les poténcies de ’arrel n-esima primitiva de la unitat, ¢,. Per tant, un poligon
regular de n costats és construible amb regle i compas si, i només si, (, € €.

Definicié 2.4.3. Un nombre de Fermat és un natural de la forma .7}, := 22" 4 1, per un
enter k > 0.
Un nombre primer de Fermat és un nombre primer que és de Fermat.

Observacid 2.4.4. Els cinc nombres de Fermat més petits sén nombres primers de Fer-
mat:
=3 F1=5 Fo =17 F3 =257 F4 = 65537

De fet, per ara, sén els tinics nombres primers de Fermat que es coneixen.

Teorema 2.4.5. Sigui un enter n > 2. Un poligon reqular de n costats es pot construir
amb regle © compas si, © només si, n = 2%y ---ps, ona > 0 enter i p1,...,ps son s >0
nombres primers de Fermat diferents.

Demostracid. La demostracié d’aquest teorema es fa seguint les mateixes idees que utilit-
zem en la demostracié d’'un resultat analeg per a la papiroflexia (Teorema |5.1.5). També
es pot consultar aquesta demostracié en les pagines 270-271 del llibre [2]. O

Amb aquest teorema queden determinats quins sén els poligons regulars construibles amb
regle i compas. Per tant, podem assegurar que es poden construir triangles equilaters,
quadrats, pentagons, hexagons, octagons, decagons i dodecagons regulars, entre d’altres.
Pero, mai podrem construir alguns poligons regulars com ’heptagon, I’enneagon, 1’hen-
decagon o el tridecagon regular amb regle i compas.

2.5 Construccions impossibles amb regle i compas

Es sabut que els geometres grecs no van saber resoldre alguns problemes com la duplicacio
del cub, la triseccié de ’angle i la quadratura del cercle. Anem a veure que realment sén
problemes impossibles de solucionar amb regle i compas:

e Duplicacié del cub: Aquest problema tracta de construir ’aresta d’un cub que tingui
volum igual al doble del d’un cub donat.
Considerem que les arestes del cub donat mesuren z € R, per tant, té volum 3.
Sense perdua de generalitat, considerem que una de les arestes del cub és el segment
que va de 0 a . Per tal de construir un cub amb volum igual al doble del cub

14



donat, cal construir un cub de volum 22> que implica construir una aresta que vagi
de 0 a ¥/2z. Aixi doncs, aquest cub serd construible si v/2z és construible. Com x
és construible, només cal veure si v/2 també ho és.

Definim a := /2. Observem que X3 — 2 és el polinomi irreductible de o sobre Q.
Al ser irreductible, el cos de descomposicié d’aquest polinomi és Q(«). Per tant,
obtenim que

[Q(a) : Q] = gr(X* - 2) =3.

Per tant, pel Teorema [2.3.5] veiem que « no és construible amb regle i compas.
Podem concloure que la duplicacié del cub és un problema impossible de resoldre
amb regle i compas.

Triseccidé de 'angle: Aquest problema tracta de construir un angle d’amplitud igual
a un terg de la d’un angle donat

Suposem que ens donen I’angle 2 rad. Comencem veient que, efectivament, aquest
angle és construible. Pel Teorema [2.4.5] tenim que un triangle regular és construible
amb regle i compas, ja que 3 = 2°0..%, = 1.3, per tant, els seus vertexs sén
construibles. Aixi doncs, obtenim que el punt (3 = e %1 és construible. La recta
que passa pel 01 (3 amb I’eix d’abscisses formen exactament un angle de 2 rrad.
Trisecar un angle de 2 rad és equivalent a construir un angle de 2 g Trad. Ara per
Papartat (a) del Teorema 2” € € si, 1 només si, (:03(25r ), sin(%7) € €. Anem
a veure que cos(%) ¢ %.

Tenim la férmula trigonometrica cos(3a) = 4 cos?(a) — 3 cos(a) (es dedueix a partir
de la féormula de De Moivre). Aplicant-la a o = %”, obtenim:

2 2 2
cos(%) = 40053(5) - 3(305(—7r

9)'

Per tant, com cos(%,f) = _71, COS(%T) és arrel del polinomi 8X2 — 6X + 1. Pero, pel
Criteri de Gauss (Teorema sabem que les tiniques possibles arrels racionals
d’aquest polinomi sén: +1, :l:%, :l:%, :l:é. Facilment, es pot comprovar que cap d’a-
quests nombres és arrel de 8X° —6X + 1, per tant, és un polinomi irreductible sobre
Q. Aleshores, obtenim que:

(Qleos(27)) : @] = gr(8X° —6X + 1) = 3.

Per tant, pel Teoremam7 Cos( T) ¢ €. Acabem de veure que I'angle 2 Grad ¢ €',
per tant, amb regle i compas és 1mp0851ble trisecar l’angle #Irad donat inicialment.

Quadratura del cercle: Aquest problema tracta de construir el costat d’'un quadrat
amb area igual a la d’un cercle donat.

Considerem el cercle amb origen 0 i radi la distancia de 0 a 1. L’area d’aquest cercle
és m. Si volem construir un quadrat amb area s cal que els seus costats mesurin
V7, és a dir, cal que \/m € €. Pel Teorema [2.3.5) /7 € € si, i només si, [L : Q]
és una potencia de 2, on L és el cos de descomposmlo del polinomi irreductible de
V/m en Q. Pero, Pany 1882 Lindemann va demostrar que 7 és transcendent sobre
Q (Lindemann va publicar la demostracié en [6], perd per a una demostracié més
accessible consultar [10]). Per tant, no existeix cap polinomi que tingui /7 com a
arrel. Aleshores, /1 ¢ €. Queda demostrat que la quadratura del cercle és una
construccié impossible amb regle i compas.
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3 Primeres construccions amb papiroflexia

Deixem de banda les construccions amb regle i compas i dediquem aquest capitol a definir
les construccions amb papiroflexia a la vegada que comencem a explorar el seu potencial.
Aquest capitol segueix principalment [I] i la seccié 10.3.A del llibre [2].

3.1 Axiomes de la papiroflexia

De manera similar a les construccions amb regle i compas, les construccions amb papi-
roflexia consisteixen en, donats una serie de punts del pla complex C, determinar nous
punts a partir de fer plecs amb un full de paper. Un cop fet un plec determinat sempre
el desfarem immediatament, és a dir, mai sobreposarem plecs.

Més concretament, fer construccions amb papiroflexia consisteix en, donats una serie de
punts, fer plecs i construir nous punts de la segiient manera:

(O1) Donats «, 8 € C amb a # 8 podem construir la recta [ que passa per a i .
Aquesta construccié 'aconseguim fent un plec del paper que passi exactament pels
punts i 3.

Figura 3.1. Axioma O1.

(O2) A partir de dues rectes construibles (no paral-leles), construim el seu punt d’in-
terseccio.

(O3) Donats «, 8 € C amb « #  construim la mediatriu del segment que connecta «
i 8. Aquesta construccié 'aconseguim fent un plec que porti el punt « just a sobre
del punt 3.

Figura 3.2. Axioma O3.

(O4) Donat un angle entre dues rectes construibles r i s (no paral-leles) podem construir
la recta [ que bisecta aquest angle. Aquesta construccié 'aconseguim fent un plec
que faci coincidir les dues rectes.

Figura 3.3. Axioma O4.
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(O5) Donats «, 8 € C amb « # 8 i una recta construible r, sempre que sigui possible,
podem construir una recta [ que passi per 3 i faci que el punt simetric d’a respecte
[ (anomenat o) pertanyi a r. Aquesta construccié l'aconseguim fent un plec que
passi per (§ i porti « sobre algun punt de la recta donada r.

Figura 3.4. Axioma O5.

(O6) Donats aj, a2 € C amb a1 # ay i les rectes construibles 71 i 72, sempre que
sigui possible, si tenim un nombre finit de rectes [ que fan que el punt simetric
d’aq respecte | (anomenat o)) pertanyi a r1 a la vegada que el punt simetric d’as
respecte [ (anomenat o) pertanyi a ro, aleshores aquestes rectes [ sén construibles.
Aquesta construccié 'aconseguim fent un plec que porti a; sobre algun punt de 7
a la vegada que porti ag sobre algun punt de ro.

Figura 3.5. Axioma O6.

A aquestes sis construccions les anomenem els aziomes de la papirofiézia. Per a designar
aquests axiomes utilitzem la lletra O provinent de la paraula Origami.

Definicié 3.1.1. Diem que a € C és un nombre construible amb papirofléxia si existeix
una seqiiencia finita de construccions O1, 02, O3, O4, O5 i O6 que comenca amb els
punts donats 0 i 1 i acaba amb a.

Definicié 3.1.2. Definim & com el segiient conjunt:
& = {a € C| a és construible amb papiroflexia}

i 'anomenem conjunt dels nombres construibles amb papirofiéxia.

Observacié 3.1.3. Les construccions dels axiomes O5 i O6 no sén sempre possibles.
Veiem un cas on no existeix cap recta [ de I’axioma O6:

Siguin a; # a9 punts que no pertanyen a les rectes r1 # r2. Suposem 711 i 79 paral-leles.
Suposem també que existeix una recta [ satisfent O6. Anomenem o i oy, respectivament,
als punts simetrics d’a; 1 g respecte [. Per construccid, la distancia entre o i of, és igual
a la distancia entre ay 1 ag. Al ser 1 1 7o paral-leles, la minima distancia entre o i o} és
la distancia entre r1 i 5. Per tant, si la distancia entre aq i ao és menor que la distancia
entre 71 i 79, la construccié no és possible.

Per tant, els axiomes O5 i O6 només els podrem utilitzar en casos on les respectives rectes
existeixin.
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Observacié 3.1.4. L’axioma O6 especifica que, per tal de construir rectes | cal que
n’existeixin un nombre finit. Anem a veure la importancia d’aquesta condicié.

Suposem que a1 € 11, ag € 19 171 1 179 paral-leles. Aleshores qualsevol recta perpendicular
a r1 (que també sera perpendicular a r2) és una possible recta I, perd com hi ha infinites
rectes perpendiculars a r; aquesta construccié no és possible fer-la utilitzant O6. Aixi
doncs, descartem el cas de tenir infinites rectes [, ja que si no, a partir d’aquest exemple
que hem donat podriem construir tots els nombres complexos.

Observacié 3.1.5. Anem a veure que totes les construccions amb regle i compas fetes
en la seccié [2.2] sén també possibles amb papiroflexia:

1. Mediatriu d’un segment: Es directament construible a partir de ’axioma O3.

2. Bisectriu d’un angle donat: Es directament construible a partir de 'axioma O4.

3. Perpendicular a una recta donada que passa per un punt donat: Anomenem r a la
recta donada i 8 al punt donat. Aquesta construccié és possible aplicant ’axioma
Ob5 donant com a « un punt qualsevol de la recta r.

Figura 3.6. Construccié d’una recta perpendicular amb papiroflexia.

4. La paral-lela a una recta donada que passa per un punt donat: Anomenem r a la
recta donada i 8 al punt donat. Primer de tot construirem la recta perpendicu-
lar a r que passa per 8 com hem fet en ’exemple anterior, 'anomenarem [. Ara,
construim la recta perpendicular a [ que passa per (3, de nou utilitzant I’exemple
anterior.

Figura 3.7. Construccié d’una recta paral-lela amb papiroflexia.

Observacié 3.1.6. Seguint ’axioma O2 un punt és construible si és interseccié de dues
rectes construibles. Sent rigoroses, en els axiomes O5 i O6 els punts o/, o) i o4 no els
hem construit. Veiem, pero que és facil construir-los utilitzant la construccié de rectes
perpendiculars que hem vist en 'observacié anterior. Per exemple, en el cas de 'axioma
05, o/ és el punt d’interseccié entre la recta donada 7 i la recta perpendicular a | que
passa per a. Analogament, podem construir o] i of, de I'axioma O6.
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3.2 Triseccio de ’angle

Acabem de veure que algunes de les construccions amb regle i compas també sén possibles
de construir utilitzant els axiomes de la papiroflexia. En aquesta seccié veurem que una
de les construccions impossibles amb regle i compas si que és possible construir-la amb
papiroflexia.

Considerem que ens donen un angle 6 € [7, 5]. Suposarem que és I'angle format per la

vora inferior del nostre paper i la recta ro tal com indica el dibuix de més a I’esquerra de
la Figura 3.8. Anomenem P; al punt de tall entre la vora esquerra i la vora inferior del
full.

P2 P2
/ /e

71 \ T

P1 Pl Pl -

Figura 3.8. Triseccié d’un angle amb papiroflexia.

Seguint el dibuix del mig construim dues rectes paral-leles a la vora inferior del paper de
tal manera que la recta r; sigui equidistant a les altres dues rectes, la que passa per Pj i
la que passa per Ps.

En darrer lloc, construim la recta [ aplicant 'axioma O6: fent que el punt P; vagi a parar
sobre la recta 71 i el punt P, sobre la recta ro. A partir de I’Observacié construim
els punts simetrics de Py i P» respecte [ i els anomenem )1 i (2, respectivament.

Finalment, la recta que passa per P; i Q1 triseca 6.

Proposicié 3.2.1. Donat un angle § € [§,5], la construccié que acabem de descriure
triseca 6.

Demostracio. Sigui 0 € [, 5] isiguin Py, Py, Q1,Q2,71,72 i [ els descrits en la construccié

anterior. Anem a veure que aquesta construccié realment triseca 6.
Primer de tot, anem a veure que si anomenem () al punt d’intersecci6é de ry amb la recta
P>, aleshores també tenim que @ € (.

\ (&)

Py -

Figura 3.9. Punt @ i triangle Py MyQ;.

19



Per tal de veure que @) € [, primer observem que tenim el triangle Py My@Q)1, marcat en
vermell en la imatge esquerra de la Figura 3.9. Sabem que el punt M; (que és el punt
de tall de les rectes PPy, Q1Q2 i) existeix per com hem construit la recta [ utilitzant
06. De fet, per aquesta mateixa construccié sabem que la recta [ esta formada pels punts
mitjans entre les rectes Py P> i (Q1Q2. Per tant, podem assegurar que el triangle P; MyQ1
és isosceles sent Py My = Q1 My. Per tant, tenim les segiients igualtats:

PP =0Q1Q2 1 PoMy=Q2My

Hem anomenat M; al punt mitja entre P i @1, per tant, My € [ i PLM; = M1Q:. Per
tant, obtenim que:

PIMy QiQ2 MoP,  PM, PP, MyP
Mi@Q1 Q2My PPy PiMy PMy PP

Aleshores, aplicant el Teorema de Ceva (Teorema obtenim que qualssevol tres ce-
vianes del nostre triangle P; My sén concurrents. Com P;Q2, Po(Q1 i el segment de [
que va de My a M so6n cevianes, obtenim que totes tres es tallen en el punt ). Per tant,
queda vist que @ € .

Passem ara a analitzar diferents angles que apareixen en el nostre full de paper plegat.
Anomenem els angles tal com indica la segiient figura:

T2
N/
\ Qo2
P2 N Q
Wy Q1 B
a B 1
P A

Figura 3.10. Nom dels angles utilitzats durant la triseccié de 'angle amb papirofiexia.

Clarament, els dos angles que hem anomenat § sén congruents. A més a més, com r; és
paral-lela a la vora inferior del paper, 8 és congruent a A. Per tant, obtenim que 0 és
congruent a o + 5.

Observem que, per una banda, com r; és equidistant a les rectes paral-leles a ella que
passen per Py i P», el triangle P11 P> és isosceles i, per tant, 5 és congruent a 7. Per
altra banda, com @) € [ tenim que el triangle PyQQ)1 és també isosceles i, per tant, a és
congruent a v + 8 = 2. Aleshores, com hem dit que € és congruent a o + 8 amb el que
acabem de veure ens queda que:

G=atB=20+8=38 — f=_

I queda demostrat que la construccié descrita triseca 'angle 6 donat inicialment. O

Observaci6 3.2.2. Per a fer aquesta construccié hem considerat que 6 era I’angle format
entre la vora inferior del full i la recta ro. Agafem la vora inferior del full com una de les
rectes que forma aquest angle per a facilitar 'explicacié. Pero la mateixa construccié es

pot fer donat un angle entre dues rectes qualssevol, sempre que 'angle estigui en [7, 5].

20



Observacié 3.2.3. Acabem d’explicar com trisecar un angle § € [§,5]. A partir d’a-
questa construccié podem trisecar qualsevol angle utilitzant que podem bisecar i doblar
angles amb papiroflexia.

Es a dir, sigui a > 1> comengant per o podem anar bisecant angles tantes vegades com
calgui perque 57 € [F, §], sent n el nombre de vegades que bisequem «a. Utilitzant les
construccions anteriors podem trisecar I'angle 4 i, per tant, construir 55;. Fent I'angle
doble n vegades a partir de 55 obtenim 3.

Analogament, donat un angle a € (0,7%) podem fer el mateix procediment, pero fent

primer angles dobles i després bisecant angles.

En aquesta observaci6 que acabem de fer hem donat per suposat que utilitzant papiroflexia
podem construir I’angle doble d’un angle donat. Pero, fins ara, no hem explicat si és o
no possible aquesta construccié. Afirmem que si que és possible construir un angle doble
amb papiroflexia, pero veurem la construccié amb detall una mica més endavant.

3.3 Recta tangent a dues paraboles
Passem ara a analitzar amb més detall la geometria que s’amaga darrere dels axiomes O5
i 06. Primer de tot recordem la segiient definicié:

Definicié 3.3.1. Una parabola és el conjunt de punts que equidisten d’una recta r (ano-
menada directriu) i d’'un punt fix F' ¢ r (anomenat focus).

Aquesta definicié ens dona la segiient situacid, on P és un punt de la parabolai Q € r
tal que FFP = QP.

Figura 3.11. Definicié d’una parabola a partir del focus i la directriu.

Ara, volem demostrar el segiient resultat:

Lema 3.3.2. Sigui r una recta i F € C un punt tal que F ¢ r. Sigui | una altra recta
donada. Anomenem F' al punt simétric de F respecte 1. Aleshores, F' € r si, i només
si, I és tangent a la parabola amb focus F i directriu r.

Demostracié. Sense perdua de generalitat considerem que F' = (0,a) ir éslarectay = —a,
per a > 0. Comencem veient quina és ’equacié de la parabola amb focus F' i directriu 7.
Sigui P = (x0,y0) un punt de la parabola Per tant, P és equidistant de F' i d’un punt
de la recta r que anomenem @ = (g, —a). Aleshores es compleix que:

FP=PQ) = \/mo yo—a =+/0% + y0+a2 — x% yo—a)zz(y0+a)2

== azg—f—yg—Zayo—i—ﬂZ:;/g—f—Zayg—i—ﬂg = x% = 4dayo
Com aquest resultat és cert per a tot punt P de la parabola, obtenim que I'equacié de la
parabola és y = ﬁmz.

Provem, ara, cada una de les implicacions:
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Suposem que [ és una recta tangent a la parabola y = ﬁx? Volem veure que el

F' € r. Primer de tot, observem que I’equacié d’aquesta recta tangent a un punt
P = (z0,10) de la parabola és:

2 2
- J— — = — —_— . -1
y=g,@—m)t = y=g a- (3.3.1)

Veiem ara que la recta [ és perpendicular al segment F'Q. El vector director de [
és (2a,xp) i FQ = (xg — 0,—a — a) = (x9, —2a). Fem el producte escalar d’aquests
dos vectors: (2a,x9) - (xo, —2a) = 2axg — 2axg = 0. Per tant, queda vist que [ és
perpendicular a F'Q).

Ara, anomenem M al punt mitja entre F'i Q. Tenim que M = (%*,0). Volem veure
que M €I @y a2 22 a?

Y= %2 20 da da "

Aix{ doncs, queda vist que M € [ i podem assegurar que () és el punt simetric de F
respecte [, és a dir, Q = F’. Per tant, F' € r.

Suposem ara que F’ € r, per tant, F' = (z9, —a), per a xo € R. Volem veure que [

ha de ser tangent a la parabola y = ﬁxz. Per tal de trobar ’equacié de la recta [

utilitzarem que el vector director de [ ha de ser perpendicular al vector F' i que
el punt mitja entre F' i F’, que anomenarem M, ha de ser un punt de [.

Per una banda, Fi = (z9, —2a), per tant, el vector director de [ és (2a,x). Per
altra banda, M = (%,0) € [. Per tant, la recta [ té equacio:

_ T %
y_2a 4a

I aquesta equaci6 és exactament (3.3.1)). Per tant, queda vist que [ és tangent a la
parabola. 0

Aquest resultat que acabem de veure sobre paraboles i rectes tangents es relaciona amb
la papiroflexia de la segiient manera:

Observacié 3.3.3. Recordem que 'axioma 05, donats dos punts diferents o i 8 i una
recta r, construeix una recta [ que passa per § i tal que el punt simetric d’a respecte [
pertany a r. Si suposem a ¢ r podem considerar la parabola amb focus a i directriu 7.
Aleshores, pel Lema , [ és la recta tangent a aquesta parabola que passa pel punt
5.

Recordem, ara, que ’axioma O6, donats dos punts diferents aq i a9 i dues rectes rq i
ro construeix una recta [ tal que el punt simetric d’a; respecte [ pertany a r; i el punt
simetric d’a respecte | pertany a ro. Sisuposem que aq € ri i ae € 19, podem considerar
les dues paraboles: una amb focus «q i directriu 71 i I'altra amb focus asg i directriu ro.
Per tant, pel Lema tenim que la recta [ és tangent a les dues paraboles a la vegada.

Veiem ara com a partir de tenir una recta tangent a dues paraboles podem trobar solucions
a una equacio de tercer grau:

Observacié 3.3.4. Volem trobar solucions de I’equacié de tercer grau x> + ax 4+ b = 0,
on a,b € R amb b # 0. Considerem les segiients paraboles:

1 1
(y — 5@)2 = 2bx i Y= §x2 (3.3.2)
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Sigui [ una recta amb pendent m que és tangent a aquestes dues paraboles a la vegada, en
els punts (z1,y1) i (22, y2), respectivament. Calculem m utilitzant que és el pendent d’una
recta tangent a (y — 3a)? = 2bx en el punt (z1,y1). Per fer-ho, derivem implicitament

I’equacié d’aquesta parabola i obtenim:

1 b
2(y — ia)y' =20 = ¥y = -
y—sa

Com el pendent de la recta tangent en un punt és el valor de la derivada en aquest punt
obtenim que:

b

1

m—= ———
Y1 — 3a

Com hem escollit b # 0, tenim que m # 0. Observem que y; = %a quan x; = 0, en aquest
cas la recta [ tindria equacié = = 0, per tant, no seria tangent a ’altra parabola, aixi que

no tindrem en compte aquest cas. Ara, a partir de y; — %a = %, podem escriure x1 i y1
en funcié de m:

b
Y1 = % + 5
R e
2b 2b 2m?

Analogament, trobem m utilitzant que és el pendent d’una recta tangent a y = %x2 en el

punt (z2,ys2). Per fer-ho, derivem I'equacié d’aquesta parabola i obtenim que y' = x. Per
tant, m = xo. Escrivim, ara, xo i yo en funcié de m:

ro =M
Y2 = 7m
Observem que una forma alternativa de descriure m és utilitzant el vector que va de

(z1,y1) a (z2,12). Es a dir, m = 2= A partir d’aquesta igualtat obtenim la segiient

xro—T1
equaclo:
2

_-un CAm?— (L + %) mt—2bm—am
T9 — X1 o 2m3 — b

Per tant, com m # 0 obtenim:

2 = mt+tm+am?’=0 = mP*+am+b=0

o2m* — bm = m* — 2bm — am
Per tant, acabem de veure que els pendents de les rectes tangents a les dues paraboles
(3.3.2) a la vegada sén solucions d’equacions de tercer grau. Per tant, utilitzant papi-
roflexia podem trobar les solucions reals d’equacions de tercer grau.

Observacié 3.3.5. Recordem que tota equacié de tercer grau, az3 +bx? +cx +d =0, es
pot escriure en la forma reduida 23+ pz+¢ = 0 mitjancant el canvi de variable z = z — %.
Per tant, per 'Observacié anterior podem assegurar que amb papiroflexia podem trobar
solucions de qualsevol equacié de tercer grau que tingui per coeficients nombres construits

amb papiroflexia previament, sempre i quan aquesta equacié tingui solucions reals.
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Exemple 3.3.6. Considerem un cas particular de I’Observacié [3.3.4 amb a =21 b = 1.
Aixi doncs, ens proposem calcular les solucions reals de 'equaci6 x3 42z +1 = 0 utilitzant
papiroflexia.

Seguint I’Observacié amb a = 2 i b =1 tenim les paraboles:

1
(y — 1) =2z i y:§:1c2

Facilment, obtenim que la primera parabola té focus P; = (%, 1) = %—I—i idirectriu z =

i la segona té focus P = (0, %) = %z i directriu y = _71 Comencem doncs construir21t
aquests punts i rectes.

Donats 0 i 1 aplicant O1 obtenim ’eix d’abscisses i, per tant, fent la recta perpendicular
a l’eix d’abscisses que passa per 0 obtenim l’eix d’ordenades. Utilitzant O3 obtenim la
mediatriu entre 0 i 1 i intersecant-la amb 1’eix d’abscisses aconseguim el punt % Aplicant
05 construim la recta que passa per 0 i envia % sobre l’eix d’ordenades. Per tant, podem
construir %z A partir dels punts %z i 1 podem construir el punt P;. Analogament, es
construeix P,. Aplicant O5 de la mateixa manera es construeixen %1 i %1@ i, per tant,
aconseguim les dues rectes directrius.

Ara, aplicant O6 fent que cada focus vagi a parar a la directriu de la mateixa parabola
podem construir una recta [ que és tangent a les dues paraboles a la vegada. Un cop
construida la recta [, per 'Observacié [3.3.4] sabem que el seu pendent m és soluci6 de
I'equacié 23 + 22 4+ 1 = 0. De fet, en aquest cas concret podem construir una tinica recta
tangent a les dues paraboles, ja que I'equacié x + 22 + 1 = 0 té una tnica arrel real (es
veu estudiant el creixement de la funcié f(z) = 23 + 2z + 1). Per tant, utilitzant aquest
meétode només podrem trobar una de les solucions de 'equacié 23 + 2z +1 = 0, ja que el
pendent de les rectes és un nombre real.

La seglient figura mostra les dues paraboles amb les quals estem treballant (en blau i
vermell) i la recta tangent [ que acabem de construir (en verd).

=1

.Pl

~—

Figura 3.12. La recta tangent a les dues paraboles.

Aixi doncs, només ens queda construir el punt (m,0). Per fer-ho suposem que I’'equacié de
larectal és y = mx+c, amb ¢ € R. Considerem dos puntsde l: A = (0,¢)i B = (1,m+c)
que s6n facilment construibles utilitzant O2 a partir de la recta [ i les rectes verticals z = 0
iz =1. Ara, podem construir la recta paral-lela a 1’eix d’abscisses que passen una per B
i 'intersequem amb 1’eix d’ordenades construint el punt C' = (0,m + ¢), tal com mostra
la segiient figura:
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C B

Figura 3.13. Construccié per a trobar el pendent de la recta tangent.

La distancia d’A a C és exactament m. Observem que m és negativa, ja que aquesta
recta és decreixent. Per tant, I'altim pas que falta és traslladar aquesta distancia sobre
I’eix d’abscisses, que en ser m < 0 quedara a la part negativa de I'eix. Veurem amb més
detall com traslladar distancies en el seglient apartat. Un cop hagim traslladat aquesta
distancia ja tindrem construit el punt (0,m) tal com voliem, per tant, haurem construit
la solucié d’una equacié de tercer grau utilitzant només papiroflexia.

3.4 Translacio de distancies

Aquesta ultima seccié del capitol |3| la dediquem a estudiar les translacions de distancies
amb papiroflexia, que sén una construccié basica per a fer altres construccions importants
com, per exemple, trobar el punt simetric d’'un punt respecte a una recta.

La segiient proposicié ens mostra com construir aquestes translacions de distancies.

Proposicié 3.4.1. Donat un segment AB i un punt P que no esta alineat amb A i B,
podem construir el segment paral-lel i de la mateiza llargada que AB que comenga o acaba
en el punt P.

Demostracid. Mitjangant O1, comencem tracant la recta que passa per P i A i la recta
que passa per P i B. Hem construit el triangle APB. Ara, podem construir la recta
paral-lela a AB que passa per P ila recta paral-lela a AP que passa per B. En intersecar
aquestes dues rectes aconseguim el punt C' de tal manera que el segment PC' és un segment
paral-lel i de la mateixa llargada que AB que comenca en el punt P.

A B

Figura 3.14. Translacié de distancies amb papiroflexia.

Per a fer la construccié del segment que acaba en el punt P cal construir la recta paral-lela
a AB que passa per P, igual que abans, i la recta paral-lela a BP que passa per A. I de
la mateixa manera aconseguirem el segment C'P que és paral-lel i de la mateixa llargada
que AB acabant en el punt P. O

Observacié 3.4.2. Sota la notacié de la proposicié anterior, si P esta alineat amb A i
B, per a construir un segment paral-lel i de la mateixa llargada que AB que comenci o
acabi en P caldra fer dues translacions. La primera translacié mourem el segment AB
fins a un punt ) que no estigui alineat a A i B. I tot seguit, tornarem a moure el segment
fins al punt P.
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A partir de fer translacions amb papirofléxia podem aconseguir la segilient construccio:

Proposicié 3.4.3. Donat un punt P i una recta r tal que P ¢ r, podem construir el punt
simetric a P respecte .

Demostracid. Comencem construint la recta perpendicular a r que passa per P. Anome-
nem A al punt d’interseccié d’aquesta recta amb r. Utilitzant I’'Observacié podem
fer una translacié que ens mogui el segment PA a un segment AB. El punt B és el punt
simetric a P respecte r.

Figura 3.15. Construccié d’un punt simetric respecte a una recta amb papiroflexia.
O

Proposicié 3.4.4. Donades dues rectes diferents r i s, podem construir la recta simétrica
a s respecte 1.

Demostracid. Siguin A i B dos punts diferents de la recta s. Per la proposicié anterior
construim els seus punts simetrics respecte 7, els anomenem A’ i B’. La recta que passa
per A’ i B’ és exactament la recta simeétrica a s respecte 7. O

Durant aquest capitol hem deixat dues construccions pendents: calcular I’angle doble i
traslladar una distancia en I’Exemple Vegem-les:

e Angle doble: Siguin r i s dues rectes no paral-leles i § 'angle que formen. Volem
construir l'angle 26. Utilitzant la Proposicié [3.4.4] construim la recta [ que és la
recta simetrica a s respecte r. L’angle format entre les rectes s i [ és exactament
26. Intercanviant els papers de r i s també obtindriem 26.

e Exemple [3.3.6f Ens haviem quedat sabent que la distancia entre A = (0,¢) i C =
(0,m — ¢) era exactament m, amb m < 0, per tant, A i C eren dos punts de ’eix
d’ordenades negatiu. Volem ara construir el punt (m,0). Per O4 podem construir
la recta [ que biseca ’angle format entre ’eix d’ordenades negatiu i I’eix d’abscisses
negatiu, és a dir, [ és la recta d’equacié y = z. Per la Proposicid podem
trobar els punts simetrics d’A i C respecte [, els anomenem A’ i C’; respectivament.
Aleshores, A" = (¢,0) i C' = (m — ¢,0). Finalment, per 'Observacid m podem
aplicar dues translacions i moure el segment A’C’ a un segment que acaba al punt
(0,0) i comenga al punt (m,0). Per tant, podem dir que m és construible.
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4 La papiroflexia equivalent al regle i compas

Durant la seccio [3| hem descrit com fer construccions amb papiroflexia i hem vist com
a partir dels sis axiomes podem fer moltes de les construccions amb regle i compas i
algunes de les construccions impossibles. Per tant, d’alguna manera podem intuir que
amb la papiroflexia podem construir tot el que és construible amb regle i compas i molt
més. En aquesta seccidé ens proposem demostrar que aquesta intuicié és certa, és a dir,
veurem que tots els nombres construibles amb regle i compas sén nombres construibles
amb papirofiexia.

Per a fer aquesta demostracié veurem que %, el conjunt dels nombres construibles amb
regle i compas, és exactament el mateix conjunt que generen els axiomes O1, O2, 03, O4
i O5. Donem, doncs, les segiients definicions:

Definicié 4.0.1. Diem que o € C és un nombre construible amb els axiomes O1 - O5 si
existeix una seqiiéncia finita de construccions O1, 02, O3, O4 i O5 que comenga amb els
punts donat 0 i 1 i acaba amb «.

Definici6 4.0.2. Definim o/ com el segiient conjunt:
o/ :={a € C| a és construible amb els axiomes O1 - O5}

i Panomenem conjunt dels nombres construibles amb els axiomes O1 - O5.

Aix{ doncs, el que veurem en aquest capitol és que ¥ = o. Per fer-ho comengarem veient
que a partir dels axiomes O1, 02, 03, O4 i O5 també podem definir les operacions suma,
multiplicacié i arrel quadrada tal com hem fet amb regle i compas.

Observacié 4.0.3. Observem que algunes construccions que hem descrit per a papi-
roflexia com la construccié de rectes paral-leles, rectes perpendiculars o la translacié de
distancies les hem fet sense utilitzar I’axioma O6. Per tant, sén construccions que podem
continuar utilitzant per a construir nombres en <.

4.1 Suma

Comencem veient com sumar nombres construibles amb els axiomes O1 - O5. Siguin
a,f € o/, volem veure que aleshores oo + 8 € /. Com 0 € o, utilitzant O1 podem
construir la recta que passa per 0 i a. En particular, tindrem els segement de 0 a «.
Utilitzant la translacié de distancies amb papiroflexia descrita en la seccié [3.4] podem
traslladar el segment de 0 a o a un segment paral-lel i de la mateixa distancia que comenci
al punt 5. El punt final d’aquest segment que acabem de construir és exactament el punt
a + B. Podriem obtenir la mateixa construccié agafant el segment que va de 0 a g i
traslladant-lo perque comenci en a.

A

~

Figura 4.1. Construccié de la suma en 7.
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Aix{ doncs, queda vist que amb papiroflexia, utilitzant els axiomes O1 - O5 podem cons-
truir la suma de nombres construibles. Es a dir, que &7 és un conjunt tancat per la suma.

Observem que fent una construccié similar podem construir ’element oposat, és a dir,
donat a € & podem obtenir —a € &/. Donat que 0 € & tenim el segment que va de
0 a «a. Utilitzant la translacié de distancies amb papiroflexia dues vegades consecutives
podem traslladar el segment de 0 a « a un segment paral-lel i de la mateixa llargada que
acabi en 0. El punt d’inici d’aquest segment és exactament —«. Per tant, —a € 7.

AN

~

Figura 4.2. Construccié de ’element oposat en o7

Proposicié 4.1.1. o/ amb la suma és subgrup de (C,+).

Demostracio. Per veure que és subgrup cal provar tres punts:

e o/ és un subconjunt no buit de C: Per definicié de &7 tenim que esta inclos dins de
C. Com 0,1 € &/, tenim que &7 # ().

e Siq,( € o, aleshores a + 8 € &: Ho hem vist fa un moment.

e o/ té estructura de grup amb la suma: Si que té estructura de grup, ja que compleix
les segiients propietats:

o La suma és associativa per ser-ho en C.
o L’element neutre és 0 € <.

o L’element oposat d’a € &7 és —a € o7, pel que hem vist fa un moment.
O

4.2 Multiplicacié

Passem a veure com multiplicar nombres construibles amb els axiomes O1 - O5. Per
fer-ho primer demostrem el segilient resultat:

Proposici6 4.2.1. Sigui a = a+ib € C, amb a,b € R. Aleshores, a € &/ si, i només si,
a,be .

Demostracié. Veiem les dues implicacions per separat:

Suposem que a,b € /. Com tenim que a,b € R tindrem que a i b es troben
sobre l'eix d’abscisses. El primer pas que hem de fer és transportar b sobre I’eix
d’ordenades per tal de construir el punt ib. Una possible manera de fer-ho és
aplicant Ob5 per a construir una recta r tal que 0 € r i el punt simetric de b respecte
r pertanyi a l’eix d’ordenades (positiu o negatiu segon el signe de b). Tot seguit,
podem construir la recta que passa per b i és perpendicular a r. El punt de tall
d’aquesta recta amb ’eix d’ordenades és exactament ¢b. Un cop tenim a i ¢b podem
construir la seva suma tal com hem descrit fa un moment. Per tant, acabem obtenint
que a =a+ib e .
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Suposem que « € 7. Per una banda, podem construir la recta perpendicular a ’eix
d’abscisses que passa per «. La interseccié d’aquesta recta amb 'eix d’abscisses és
exactament el punt a. Per l'altra banda, podem construir la recta perpendicular
a l’eix d’ordenades que passa per «. La interseccié d’aquesta recta amb 1’eix d’or-
denades és exactament el punt ¢b. De la mateixa manera que abans, utilitzant O5
podem construir b a partir de ¢b. Per tant, tenim que a, b € o tal com voliem veure.

O

Ara, volem veure que si a, 8 € o7, aleshores af € &/. Utilitzarem les mateixes idees que
quan ho hem fet per a regle i compas en la demostracié del Teorema [2.3.2] Comengarem
veient el cas en que o, € &/ NR. Si a o B valen 0, aleshores a8 = 0 € /. Aixi doncs,
suposem que «, 3 > 0. Per ser nombres reals positius tenim que « i 8 es troben sobre
leix d’abscisses positiu. Tal com hem fet abans, a partir de 8 podem construir 3. De
la mateixa manera, a partir de 1 podem construir . Per O1 construim la recta r que
passa per 7 i per a.. Tot seguit, construim la recta s paral-lela a aquesta que passa per i[3.
Pel primer teorema de Tales (Teorema , el punt de tall entre s i ’eix d’abscisses és
exactament af € o/ NR. Analogament, obtenim el mateix resultat per a la resta de casos
on el signe d’a 0 § canvia. Per tant, queda vist que si o, 5 € & NR, aleshores af € &/ NR.

Passem, ara, a veure el cas general per a o, € &/. Posem a« = a+1ibi g = c+id,
per a,b,c,d € R. Per la proposicié anterior (Proposicié [4.2.1]) tenim que com «, € <7,
aleshores, a,b,c,d € @/ NR. Per la definicié del producte en els complexos tenim:

af = (a+1ib)(c+id) = ac — bd + i(ad + be)

Com a,b,c,d € o/ NR, pel que acabem de veure tenim que ac, bd, ad, bc € o/ NR i, per ser
(o, +) subgrup de (C, +) tenim que ac— bd, ad+ bc € o7 NR. 1, de nou, per la proposicié
anterior (Proposici6 4.2.1)), com ac — bd, ad + bc € & tenim que aff € .

Aixi doncs, queda vist que amb papiroflexia, utilitzant els axiomes O1 - 05, podem
construir la multiplicacié de nombres construibles. Es a dir, que &/ és un conjunt tancat
per la multiplicacié.

Observem que fent una construccié similar podem construir I’element invers, és a dir,
donat o € & \ {0} podem construir = € /. Tal com hem fet per a la multiplicacié,
comencem amb el cas a € (& \ {0}) NR. Suposem que a@ > 0. Com hem fet abans,
podem construir el punt 7 i el punt io. Per O1 construim la recta r que passa per i«
i 1. Tot seguit, construim la recta s paral-lela a r que passa per i. Pel Primer teore-
ma de Tales (Teorema [6.1.3)), el punt de tall entre s i l'eix d’abscisses és exactament
a~l e (& \ {0}) NR. Analogament, obtenim el mateix resultat per a o < 0. Per tant,
acabem de veure que si « € (&7 \ {0}) NR, aleshores a~! € (& \ {0}) NR.

Veiem, ara, el cas general per a a € &/ \ {0}. Posem o« = a + ib, amb a,b € R tals
que no son els dos 0. Per la Proposicié 4.2.1] com « € & tenim que a,b € &/. Per la
definicié d’element invers en els complexos tenim:

1 1 a—1b a—1b

o a+ib a—ib aZ+b2

=a-(a®>+b)7 P —i(b- (a®+ %))

Com a,b € o/ NR tenim que a?,b?> € o NR. Per ser (&7, +) subgrup de (C,+) i aibno
ser els dos 0, tenim que a® + b? € (&7 \ {0}) NR. Aix{ doncs, pel que acabem de veure
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tenim que (a? +b2)~! € (& \ {0}) NR, per tant, a- (a®+6%)7L, (b- (a2 +b*)71) € Z NR.
I, finalment, per la Proposicié tenim que o~ ! € &7.

Proposicié 4.2.2. El conjunt & és subcos de C.

Demostracid. Per a provar que « és subcos de C cal veure que &7 és subanell de C i que
a~! € o peratot a € &\ {0}. La segona condicié 'hem demostrada fa un moment. Per
tant, només ens queda veure que &7 és subanell de C. Per una banda, (&7, +) és subgrup
de (C,+) per la Proposici6 Per I'altra banda, <7 és tancat respecte al producte de
C pel que hem vist fa un moment.

Aix{ doncs, queda demostrat que 7 és subcos de C. O

4.3 Arrel quadrada

Per acabar, volem veure com construir ’arrel quadrada utilitzant papiroflexia, és a dir,
donat a@ € & volem veure com construir y/a. Per fer-ho seguirem les construccions
donades en les pagines 10-12 de [I].

Si o = 0, aleshores \/a = v/0 = 0 € /. Suposem, doncs, que a # 0. Escrivim a en forma
polar: o =17 - ¢, amb r € R tal que r = |a| > 01 0 € [0,27). Per tant,

Ja = Vr-e® = Jr. '

-9

Aixi doncs, per veure que \/a € & veurem que /v € &/ i€'2 € &/. Per una banda,
.0 .

podem construir e’z a partir de bisecar e utilitzant 'axioma O4. Falta construir /7.

Sense perdua de generalitat, considerem la parabola K amb focus F' = (0,1) i directriu
la recta s d’equacié y = —1. Primer de tot, observem que (0,1) és el mateix punt que
i, per tant, és construible. De la mateixa manera que tenim i també podem construir
—1i i, per tant, construir la recta paral-lela a I’eix d’abscisses que passa per —i, que és
exactament la recta d’equacié y = —1. Per tant, el focus i la directriu d’aquesta parabola
sén construibles. Observem també que agafant aquesta parabola podem reutilitzar part
dels calculs fets durant la demostracié del Lema [3.3.21

Amb focus F' i directriu s tenim que K és la parabola d’equacié y = %x? Com hem vist
en la secci6 amb ’axioma O5 podem construir la recta [ que és tangent a K i passa
pel punt P = (xo,y0), sempre que aquest punt sigui construible. L’equaci6 de la recta
construible [ és:

Zo ZC%

= —Xr — —

YTt
.2
Ara, intersecant [ amb leix d’ordenades i construim concretament el punt @ = (0, —2).
4
F /
S // F/

Q/

L/

Figura 4.3. Construccié de 'arrel quadrada de r en <.

30



D’aquesta manera, donada la parabola K podem aplicar O5 per a construir la recta I’ que
porti F' sobre la recta s i passi per Q). I aquesta recta I’ és exactament la mateixa recta
que . Per tant, I’ també passara pel punt P. Es a dir, si construim !’ podrem construir
també el punt simetric de I respecte I que és F’. Aleshores, podrem construir la recta
perpendicular a ’eix d’abscisses que passa per F’ i en intersecar-la amb I’ obtindrem el
punt P.

Amb tot el que acabem de veure ja podem construir /7. Agafem Q = (0,%"), que
és un punt construible per ser r construible. Aleshores, un cop construida la recta I’
podem obtenir el punt P = (1/7,40), ja que per la tria de @ que hem fet tenim 22 = r,
per tant, xg = /. Aixi doncs, acabem de veure que /7 € &7. 1, en conseqiiéncia, tenim
Va € of. Per tant, &7 és un conjunt tancat respecte a I'operaci6 arrel quadrada.

Finalment, veiem que el conjunt dels nombres construibles amb regle i compas és exacta-
ment el mateix conjunt que generen els axiomes O1 - O5.

Teorema 4.3.1. Tenim la igualtat de conjunts € = o .

Demostracio. Veurem les dues inclusions per separat:

Pel Corol-lari sabem que % és el subcos de més petit de C tancat respecte
a loperacié arrel quadrada. En aquest capitol acabem de veure que &7 és subcos
de C i és tancat respecte a l'operacié arrel quadrada. Per tant, queda provat que
C C .

Sigui @« = a+1ib € &/, amb a,b € R. Volem utilitzar el Teorema per veure que
a € €, és a dir, veurem que existeix una torre de subcossos:

Q:F()CFlC"'CFn_lCFnC(C

tal que o € F, i [F;: Fi_q] =2,Vi € {1,...,n}.
Per fer-ho seguirem la mateixa estrategia que en la demostracié del Teorema [2.3.3
és a dir, veurem que existeix una torre de subcossos:

Q=FC---CF,.1CC (4.3.1)

tal que [F; : Fi_1] =2, peral <i<n-—1,1iF,_1 conté la part real i la part
imaginaria de tots els nombres que cal construir per acabar construint o. Veurem
que, aleshores, a i b pertanyen a F,,_; o a una extensié quadratica de F,,_;. I a
partir d’aqui quedara el teorema demostrat.

Per fer-ho aplicarem induccié sobre el nombre N de vegades que utilitzem O2 per
a construir . Si N = 0 tenim que a = 0 o 1 i, aleshores, F,,_1 = Fy = Q.

Ara, suposem que tenim una torre com pera N < k-1 amb k > 0, i
volem demostrar el cas N = k. Per a passar del pas k — 1 al pas £ només podem
haver aplicat una vegada ’axioma O2 que consisteix en intersecar dues rectes. Si les
dues rectes tenen equacions amb coeficients en F,_1 0 en una extensié quadratica
de F,,_1, aleshores seguint les idees utilitzades durant la demostracié del cas RC3
del Teorema [2.3.3 obtindrem que a,b € F,,_1 o en I'extensi6é quadratica de Fj,—; i ja
tindrem el teorema demostrat. Aixi doncs, primer de tot, cal estudiar les equacions
de les rectes que podem construir amb els diferents axiomes i veure que en tots
els casos les rectes construibles en & tenen coeficients en F,,_; 0 en una extensid
quadratica de Fj,_1:
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e Cas O1: Donats «aq, 81 € & tal que F,,_1 conté la part real i imaginaria d’a-
quests dos punts, volem construir la recta [ que passa per ai i 81. Aquesta
construccio és identica a la construccio feta a partir de RC1, per tant, seguint
les idees utilitzades durant la demostracié del cas RC3 del Teorema [2.3.3] tenim
que 'equacié de la recta [ té coeficients en Fj,_1.

e Cas 03: Donats a1, 1 € &/ volem construir la mediatriu [ del segment que
connecta oy i $1. Posem a7 = a1 +iby 1 B1 = ¢1 + idy, on per hipotesi
ai,bi,c1,d; € Fnp_1. Definim mix + niy + p1 = 0 l'equacié de la recta .
Com [ és la mediatriu del segment que connecta oy amb (1, el seu vector
director és perpendicular al vector afﬁl i ha de passar pel punt mitja entre oy
i 1. Anomenem v a aquest punt mitja, aleshores, v; = “12& + i%. Com
041_'51 = (c1 — a1,dy — by) el vector director de [ és (by — di,c1 — ay). Per tant,
I’equacié de la recta mediatriu [ és:

Q—Q%—I-d%—b%_

(a1 —c1)r + (b —di)y + a 5 0

I queda vist que les coeficients de [ pertanyen a Fj,_q.

e Cas O4: Donades dues rectes 71 1 r9 volem construir la recta bisectriu [. Obser-
vem que per N = 1 només podem aplicar O1 o O3 i ja hem vist que aquestes
construccions ens donen rectes amb coeficients en F,_1. Per tant, podem su-
posar que les equacions de les rectes r1 i o tenen coeficients en Fj,_1. Per
Jj = 1,2 posem mjx +n;y+p; = 0 'equacié de la recta r; que, pel que acabem
de comentar, tenim m;j,n;,p; € Fy,_1.

La recta bisectriu [ és la recta dels punts equidistants a les dues rectes r1 i o a
la vegada. Utilitzant la férmula de distancia de punt a recta, s’ha de satisfer:

[miz +nay +pi| _ mew + noy + pa
Vmt+nt V/mg +nj

Manipulant aquesta igualtat trobem les equacions de les dues possibles bisec-
trius entre r1 i ro:

mi meo ni Up) P1 P2
+ xr+ + —+ 4
Y B R e Y e e Ry e Loy Y v

Per tant, les dues possibles equacions de les rectes bisectrius tenen els coefici-
ents en F,_1 o0 en una extensié quadratica de F,_.

) =0

e Cas O5: Donats a1, 81 € &/ i una recta r volem construir la [ que passa per

B1 1 fa que el punt simetric d’aq respecte a [ pertanyi a r. A partir d’ara,
anomenarem o/1 al punt simetric d’ay respecte a [. Posem a1 = aq + iby i
B = c1+1id7, que per hipotesi a1, b1, c1,d1 € F—1. Definim miz+niy+p1 =0
I’equacié de la recta r que, com en el cas anterior, tenim que mqy,ni,p1 € Fn_1.
Si a1 € r aleshores [ és la recta perpendicular a r que passa per 1. Aquest
cas és molt similar al cas O3 i 'ometrem.
Si oy ¢ r, aleshores pel Lema sabem que [ és la recta que passa pel
punt 51 i és tangent a la parabola amb focus a; i directriu . Anomenem K
a aquesta parabola. Podem trobar l’equacié de K imposant que la distancia
d’un punt de la parabola a «; i a la recta r sigui igual:

_ |mix 4+ niy + p1|

2 2
v mi +ng

Vi(ar —2)? + (b1 — y)?
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Manipulant aquesta igualtat arribem a ’equacio:

niz?—2minizy+miy* —2(ar (mi+nd)+mipr)z—2(b1 (mi+n?)+nip1)y+(ai+b7) (mi+ni)—p; =0

Per tant, K té una equacié amb coeficients en Fj,, 1. A partir d’ara posem
asx? 4 bozy + coy? + dox + eoy + fo = 0, 'equacié de K que, pel que acabem
de veure as, by, ¢, do, €2, fo € Fj_1.

L’equacié de la recta [ tangent a aquesta parabola i que passa pel punt (1 és:

y—di =m(z—c)

Per a trobar m cal derivar ’equacié de K a banda i banda:

d d d
2 + boy + o L+ 2e0y L 4 dy + 2l =0
dzx dx dzx
Aillant % tenim que:
@(33 ) _ —(2a2x + boy + dg)
dz Y box + 2coy + €9
I acabem trobant m:
dy —(2(1261 + b2d1 + Clz)
=2 di) = e F,_
M= ) = ey T e n-l

Per tant, 'equacio de la recta [ té coeficients en F;,_1 tal com voliem veure.

Aix{i doncs, podem concloure que &/ = €. O
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5 El conjunt dels nombres construibles amb papiroflexia

Ja hem vist que els primers cinc axiomes de la papiroflexia construeixen el mateix conjunt
de nombres que les construccions amb regle i compas. En aquest capitol estudiarem quin
és el conjunt de nombres que podem construir afegint el sise¢ axioma. També demostra-
rem alguns teoremes i proposicions rellevants de les construccions amb papiroflexia i els
compararem amb els resultats analegs per a regle i compas. Aquest capitol segueix la
seccié 10.3.B del llibre [2].

Comencem donant les segiients definicions:

Definicié 5.0.1. Diem que o € C és un nombre construible amb regle i compas i papi-
rofléxia si existeix una seqiiencia finita de construccions RC1, RC2, RC3, RC4, RC5 i
06 que comenca amb els punts donats 0 i 1 i acaba amb «.

Definicié 5.0.2. Definim & com el segiient conjunt:
0 := {a € C| a és un nombre construible amb regle i compas i papiroflexia} (5.0.1)
i Panomenem conjunt dels nombres construibles amb regle i compas i papirofiéria.

Observacié 5.0.3. Fins ara teniem definits els conjunts %, el conjunt dels nombres
construibles amb regle i compas, <7, el conjunt dels nombres construibles amb els axiomes
O1 - 05,1 &, el conjunt dels nombres construibles amb papiroflexia.

En el capitol anterior hem demostrat que ¥ = 7, per tant, queda clar que afegint I’axioma
06 tenim que 0 = A.

En tot aquest apartat, utilitzarem el conjunt & en comptes de & per a demostrar aquests
teoremes i proposicions que comentavem. Escollir &' ens permet utilitzar resultats ja vistos
per al conjunt %.

Teorema 5.0.4. El conjunt € és subcos de C. A més a més,

(a) Sigui « = a + bi amb a,b € R. Aleshores o € O si, i només si, a,b € 0.

(b) o € O implica que /o, Yo € 0.

(c) Sigui o € C. Aleshores, a € O si, i només si, existeizen subcossos:

Q=FFCcFC---CF,1CF,CcC (5.0.2)
tals que a € Fy, i [Fy: Fi_1] =2 03, peral <i<n.

Demostracio. En el Teorema hem vist que € és subcos de C. Observem que les
construccions en % també les podem fer en &, per tant, podem construir la suma i
el producte de la mateixa manera. Aix{ doncs, seguint les idees del Teorema [2.3.2] es
demostra que @ és subcos de C. Pels mateixos motius i seguint la demostracié del mateix

teorema es proven l'apartat (a) i la primera part de 'apartat (b). Demostrem, doncs, la
resta d’apartats.

0

(b) | Falta veure que /a € €. Primer de tot escrivim a en forma polar: a = r-¢e?, amb

re€Rtal que r = |a| > 016 € [0,27). Per tant,
\Sf:\/gr-ew:\%-ei%

. .0
Aixi doncs, per veure que ¢/a € & veurem que /1 € 0 i e'5€7:
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Ara,

¢ € 0: Per RC1 podem tragar la recta que passa per 01 . Aquesta recta amb
I’eix d’abscisses generen ’angle #. Com hem explicat en 'apartat podem
trisecar ’angle 6 (observem que amb regla i compas i ’axioma O6 podem fer
exactament la mateixa construccié). Aixi doncs, obtenim que g € 0. Ara, per
RC?2 construim la circumferencia amb centre 0 i radi 1. Per RC4, en intersecar
aquesta circumferéncia amb la recta que triseca 6 obtenim que ei% €.

J/r € 0 Considerem les paraboles de I’Observacié amba=0ib=—r:

y? = —2rx i Y= 1562
2

La primera parabola té focus (5-,0) i directriu 2 = § i la segona parabola
té focus (0,3) i directriu y = S'. Per tant, com r és construible podem
construir el focus i la directriu de les dues paraboles utilitzant, simplement,
regle i compas. Ara, aplicant O6 obtenim una recta [ amb pendent m que
és tangent a les dues paraboles a la vegada. De nou, per I’Observacié
sabem que m és solucié de I'equacié 2 —r = 0. Per tant, m = ¢/r. Com m
és construible amb regle i compas (utilitzant 1’analeg del procediment fet en

I’Exemple per a papirofléxia), queda vist que /r € 0.
com ¢/r € 0, €3 € 010 és subeds de C obtenim que /o = &/r-€'s € 0, tal

com voliem veure.

m Sigui a € C. Demostrem les dues implicacions per separat:

Suposem que existeixen subcossos
Q:F()CFlC"'CanlCFnC(C

tals que o € Fy, 1 [F; : Fi_1] =203, per a1l <1i <n. Volem provar que a € 0.
Per fer-ho, veurem que F,, C & per induccié.

Comencem veient el cas inicial Fy = Q. Per ser & subcos de C tenim, direc-
tament, que Q C €. Suposem ara que F,_1 C O i volem veure que F,, C 0.
Sabem que « € F,, i com per hipotesi [F), : Fj,_1] =2 o 3 tenim que « és arrel
d’un polinomi f € ¢[X] de grau com a maxim 3. Si gr(f) = 1 immediatament
tenim que a € &. Si gr(f) = 2 o 3, aleshores, per la formula de Cardano per a
resoldre equacions de tercer grau o per la formula de resolucié d’equacions de
segon grau tenim que podem expressar « en funcié d’arrels quadrades, arrels
ctibiques i elements de &. Per tant, pels apartats (a) i (b) d’aquest mateix
teorema tenim que o € 0, tal com voliem veure.

Sigui « = a+1tb € O, amb a,b € R. Seguirem la mateixa estrategia que en el
Teorema veurem que existeix una torre de subcossos:

Q=FcCc---CcF,1CcC (5.0.3)

tal que [F; : Fi_1] =203, peral <i<n-—1,1iF,_; conté la part real i
la part imaginaria de tots els nombres que cal construir per acabar construint
a. Veurem que, aleshores, a i b pertanyen a Fj,_1 0 a una extensié de F,_; de
maxim grau 3. I a partir d’aqui quedara el teorema demostrat.

Per fer-ho aplicarem induccié sobre el nombre N de vegades que utilitzem RC'3,
RC4 o RC5 per a construir a. Si N = 0 tenim que @ = 0 o 1 i, aleshores,
F,=F =Q.
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Ara, suposem que tenim una torre com pera N <k—1,amb k>0, i
volem demostrar el cas N = k. Per a passar del pas k—1 al pas k només podem
haver aplicat una de les tres construccions RC3, RC4 o RC5. Estudiarem cada
un dels casos per separat:

e Cas RC3: Suposem que I"iltim pas per a construir a ha estat intersecar
dues rectes [1 i Iy diferents i no paralleles. Si les dues rectes han estat
construides utilitzant RC'1 ja ho tenim demostrat en el Teorema [2.3.3]

Suposem que [y s’ha construit a partir d’O6. Aleshores, pel que hem
vist en la seccid l1 és tangent a dues paraboles a la vegada, on el focus
i la directriu de cada una d’elles ha sigut construida previament. Volem
veure que l'equacio de la recta [ té coeficients que pertanyen a F,,_1 o a
una extensié de F,,_; de grau maxim 3.

Considerem el cas particular de I’Observacio amb les paraboles:

(y — 1al)2 =2bx i Y= 1:62 (5.0.4)
2 2

amb a1,b; € R tal que by # 0. A aquestes paraboles les anomenem K
i Ly, respectivament. Tenim que K7 té focus v = %bl + i%al i directriu
T = %lbl i Ly té focus 61 = z% i directriu y = %1 Per hipotesi tenim que
Fi,—1 conté la part real i la imaginaria de 1, d1 i dels punts que han calgut
per construir les directrius. En particular, tenim que a1,b; € Fj,—1.
Per la mateixa Observacié sabem que el pendent m; de la recta [; és
solucié de l'equacié =3 + ax + b = 0, per tant, m; pertany a Fj,_1 o a una
extensio de Fj,_1 de grau maxim 3. Posem F;, a aquesta extensié i tenim
ai, bl,ml e F,.
Anomenem «; al punt de tangéncia de [; amb K7 i 51 al punt de tangencia
de I1 amb L. Aleshores, de nou per I’Observacio tenim que aquests

punts de tangencia son:

b . b1 a4
=g )
2
.. m
Br=miti- o

Per tant, la part real i imaginaria d’a; i 81 pertany a F,. Per tant, pel
que hem vist en la demostracié del cas RC3 del Teorema [2.3.3] podem dir
que 'equacié de la recta [y té coeficients en Fj,.

Si en comptes de les paraboles tenim dues paraboles qualssevol,
utilitzant arguments similars arribem a les mateixes conclusions.

Aleshores, tant si I i [y totes dues han estat construides amb O6 o només
una d’elles, tenim que els coeficients de les respectives equacions pertanyen
a F,_1 o a una extensi6é de f,_1 de maxim grau 3. Com «a i b s6n la solu-
ci6 del sistema que formen les equacions d’aquestes dues rectes, seguint la
demostracié del cas RC3 del Teorema [2.3.3| obtenim que a,b € Fj,_1 0 en
una extensié de F;,,_1 de maxim grau 3. I aquest cas queda demostrat.

e Cas RC4: Suposem que 'iltim pas per a construir « ha estat intersecar
una recta [ amb una circumferencia C'. Pel que acabem de veure, tant si
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[ ha estat construida utilitzant RC'1 o O6 tenim que els coeficients de la
seva equacié pertanyen a Fj,_1 o a una extensié de Fj,_; de grau maxim
3. Per tant, seguint la demostracié del cas RC4 del Teorema [2.3.3] aquest
cas queda demostrat.

e Cas RC5: Aquest cas és identic al cas RC5 del Teorema, [2.3.3 0

Teorema 5.0.5. Sigui o € C algebraic sobre Q i sigui Q C L el cos de descomposicio del
polinomi irreductible de o sobre Q. Aleshores, o € O si, i només si, [L : Q] = 2%3°, per
enters a,b > 0.

Demostracié. Posem f := Irr(a, Q). Provem cada una de les implicacions:

Suposem que [L : Q] = 23°, per enters a,b > 0.

Primer de tot, observem que per hipotesi tenim que l'extensié L/Q és finita. Ara,
per la Proposicio es té que L/Q és normal, ja que L és el cos de descomposicié
de f € Q[X].

Per altra banda, com f € Q[X] és irreductible sobre Qi car(Q) = 0, per la Proposicié
f és separable. Per tant, com L = Q(a,a1,...,a,) (on ai,...,q, son les
arrels de f diferents de «), tenim que «, a1, ..., a, sén separables sobre Q. I aix{
obtenim que L/Q és separable.

Com L/Q és normal i separable podem dir que L/Q és una extensié de Galois. 1
pel Teorema fonamental de la teoria de Galois (Teorema tenim doncs que:

|Gal(L/Q)| = [L : Q] = 293" (5.0.5)

Ara, pel Teorema tenim que Gal(L/Q) és un grup resoluble. Es a dir, existeix
una cadena finita de subgrups

{e}=Goc Gy C---C Gy, =Gal(L/Q)
tals que, per ai =0,...n — 1, G; és normal en G;11 i [Gi+1 : G;] és primer. Per

tant, [G;1+1 : G;] = 2 o 3. Aleshores, per les correspondeéncies de Galois tenim una
torre:

Q=L —[GncGric...cBcrf=Y=LcC  (506)

amb [LE-1: L%] =203. 1com a € L, pel Teorema tenim que o € 0.

Suposem que « € 0.

Per comengar, volem veure que ¢/Q és una extensié normal. Per fer-ho veurem
que f descompon totalment sobre &. Com «a € O, pel Teorema tenim que
existeixen subcossos:

Q=FFCcFHC---CF,1CF,CcC (5.0.7)

talsque o € F, i [F;: Fi_1]=203,Vi=1,...,n.

Aleshores, tenim que 'extensié F,,/Q és finita. Per ser finita, també sabem que és
una extensié algebraica i com, a més a més, car(Q) = 0, per la Proposici6
tenim que F,,/Q és separable.

Per tant, per la Proposicié sabem que existeix un cos M que és clausura de
Galois de F,/Q. Es a dir, que F,, C M i M/Q és de Galois.

A més a més, pel Teorema Fonamental de I’Algebra sabem que C és algebraicament
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tancat i, per tant, M C C.

Com M/Q és de Galois, per definici6 sabem que M/Q és normal i separable. Per
ser normal, obtenim que f descompon totalment en M, ja que f és irreductible
sobre Q i «a, que és arrel de f, esta en M. Sigui doncs 8 € M una arrel de f. Pel
Corol-lari tenim que existeix o € Gal(M/Q) tal que o(a) = 8. Aplicant o a
(5.0.7) obtenim:

Q=0(Q)=0(Fo) Co(F1)C---Co(Fp-1) Co(F,) CcC (5.0.8)

amb [o(F;) :o0(Fi—1)] =[F;: Ficil=203,Vi=1,...,n.

Com 8 = o(a) € o(F,) pel Teorema tenim que 8 € 0. Aixi doncs, acabem
de veure que f descompon totalment sobre & i, per tant, per la Proposici6
0/Q és una extensié normal.

Com f descompon totalment sobre &, aleshores & conté un cos de descomposicid
de f sobre Q que, per unicitat del cos de descomposicié (Proposicié , ha de
ser L. Per tant, L C 0.

Observem que L/Q és una extensié finita. Per ser finita, també sabem que és una
extensi6 algebraica i com, a més a més, car(Q) = 0, per la Proposicié tenim
que L/Q és separable.

Ara, com Q és infinit i L/Q és finita i separable, pel Teorema de 1’element primitiu

(Teorema [6.2.39)) existeix v € L tal que L = Q(7).

Siy € L, també tenim que v € &. Pel Teorema [5.0.4] existeixen subcossos:
Q=F,CcF C---CF,_ ,CF,cC (5.0.9)

talsquey e F) i [F/: F/ {]=203,Vi=1,...,n.
Com v € F) i, recordem, L = Q(y), aleshores v € L C F), tenim el segiient
diagrama:;:

Fy,
P
FrlL—l L:Q(W’)
\
Fy

F=Q

Icom [F/ : F/ ;] =203, Vi=1,...,n tenim que [F), : Q] = 20'3Y  per enters
a’,b' > 0. 1, per tant, per la férmula de graus (Proposicié [6.2.15) [L : Q] = 23,
per enters a,b > 0. O

Corollari 5.0.6. Sigui f(x) € Q[X] un polinomi tal que gr(f) < 4. Aleshores les arrels
de f(x) pertanyen a O, és a dir, podem resoldre f(x) =0 amb papirofléxia.

Demostracid. Siguin agq, ..., a, les arrels de f, amb n < 4. Sigui o1 una de les arrels de
f. Per definici6 de polinomi irreductible tenim que f ha de ser multiple de Irr(ag, Q).
Aleshores, [Q(a1) : Q] = gr(Irr(a,Q)) < gr(f) < 4. De la mateixa manera, si n # 1,
com f també compleix que f € Q(a1)[X] 1 f(a2) = 0, aleshores [Q(a1, a2) : Q(a1)] =
gr(Irr(ag, Q(ay)) < gr(f) < 4. Es a dir, de forma general obtenim que:

Qa1,...,ap) : Qlag,...,an—1)] = gr(lrr(a,, Q(aq,...,an—1)) < gr(f) <4
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Observem també que Q(ay, ..., ay) és cos de descomposicié de f sobre Q. Si L és el cos
de descomposicié de Irr(ag,Q) en Q, aleshores L C Q(ayq,...,ay). Per tant, tenim la
segiient torre de cossos:

yoq, e,

Qe ... an 1)

\<4

Q(en)

<

Q

Per tant, per la férmula de graus (Proposicié [6.2.15)), [L : Q] = 2%3° per enters a,b > 0. I
pel Teorema [5.0.5, ary € &. Com hem triat aq una arrel arbitraria de f queda provat que
les arrels de f pertanyen a &. ([

5.1 Poligons regulars construibles amb papiroflexia

En la seccié hem estudiat quins poligons regulars podem construir amb regle i compas.
Ara ens proposem fer 'estudi analeg per a construccions amb papiroflexia. Tot i que
parlem de construccions amb papiroflexia, encara treballarem amb el conjunt & dels
nombres construibles amb regle i compas i papiroflexia.

Comencem donant la segiient definicio:

Definicié 5.1.1. Considerem un poligon regular de n costats, amb n > 2 enter. Sense
perdua de generalitat el situem amb centre en el 0 i un dels vertexs en I’l. Direm que un
poligon regular de n costats és construible amb papiroficria si els seus vertexs sén punts
del conjunt 0.

Observacié 5.1.2. Observem que els vertexs d’un poligon regular de n costats es corres-
ponen amb les poténcies de ’arrel n-esima primitiva de la unitat, ¢,. Per tant, un poligon
regular de n costats és construible amb papiroflexia si, i només si, ¢, € 0.

Definicié 5.1.3. Un nombre primer de Pierpont és un nombre primer de la forma 7, ; :=
2k3l + 1, per enters k,l > 0.

Observacié 5.1.4. Els nombres primers de Pierpont van ser introduits per James Pier-
pont 'any 1895 en [8] on va demostrar el resultat que veurem en el Teorema pero
utilitzant les coniques com a eina de construccié en comptes de la papiroflexia.

Els cinc nombres primers de Pierpont més petits son:

J0,0 =2 J0=3 Tho=5 SNa=7  F1=13

Teorema 5.1.5. Sigui un enter n > 2. Un poligon reqular de n costats es pot construir
amb papirofléxia si, i només si, n = 2%3%py - - - ps, on a,b > 0 enters i pi,...,ps s6n s >0
nombres primers de Pierpont diferents.

Demostracio. Provarem cada una de les implicacions.
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Suposem que tenim un poligon regular de n costats construible amb papiroflexia.
Aleshores, per ’Observaci6 tenim que ¢, € 0.

Sigui f =Irr(¢,, Q) i L el cos de descomposicié de f sobre Q. Pel Teorema m
tenim que [L : Q] = 2¢3Y, amb o/, > 0.

Com (, és arrel primitiva de la unitat, per la Proposiciétenim que f = &, (X)
i L = Q(¢), per tant, 23" = [L : Q] = [Q(¢) : Q] = gr(®,(X)) = ¢(n).

Aleshores, sin =¢;" - -- g%, amb qi,...,qs primers diferents, tenim:
Y, 1 1 1
g p. Tt @ qs

=@ - @ - = @ - 1) g g - 1)

Per tal que es compleixi la igualtat cal que cada ¢;, Vi = 1,...,s, compleixi un dels
segiients casos:

e ¢; = 2. Aleshores qffl és una potencia de 21 (¢; — 1
1

)=1
e ¢; = 3. Aleshores qfﬁl és una potencia de 31 (¢; — 1) = 2.
o ¢ =23+ 1, amb k,1>0,i k; = 1. Aleshores ¢" ' =11 (¢ — 1) = 2¥3%.

Per tant, com teniem n = q’fl e q§5, podem reescriure n = 2%3%p; - - - p,, on a,b > 0
ipi1,...,pr s6n nombres primers de Pierpont.

Suposem que n = 2%3%p;---p,, on a,b > 01 p1,...,p, s6n nombres primers de
Pierpont. Per a provar que un poligon regular de n costats és construible amb pa-
piroflexia veurem que (, € 0.

Com abans, utilitzem que Irr((,, Q) = ®,(X) i que el cos de descomposicié de
®,(X) en Q és Q(¢). Per tant, [Q(¢n) : Q] = ¢(n) i per provar que (, € € ens cal
veure que ¢(n) = 243 per o/, b > 0.

Per les propietats de la funcié ¢ d’Euler, com 2%,3% p1,...,p, sén coprimers te-
nim que:

o(n) = (2°3"p1 -+ pr) = (2) - 0(3%) - @(p1) - - @(ps) =

207130 19(py —1) - (ps — 1), sia,b< 1

- 3 19(p — 1) (ps— 1), sia=0,b< 1

- 207 (py — 1) (ps—1), sia<1,b=0
(pr—1)---(ps—1),sia=b=0

Com p; = 283! +1,Vi=1,...,s, queda que ¢(n) = 20'3Y" i per tant, heC. O

Amb aquest teorema queden determinats quins sén els poligons regulars construibles amb
papiroflexia.

Recordem que en el Teorema hem vist que un poligon regular de n costats és
construible amb regle i compas si, i només si, n = 2%p; - - - ps, on a > 0 enteripy,...,ps sén
s > 0 nombres primers de Fermat diferents. Per tant, amb papiroflexia, a part de poder
construir tots els poligons construibles amb regle i compas també en podem construir
d’altres com, per exemple, I’heptagon, I’enneagon i el tridecagon regular. De tota manera,
continuem tenint poligons impossibles de construir com és el cas de ’hendecagon regular.
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5.2 Construccions impossibles

Dediquem aquesta seccié a estudiar quines de les tres construccions impossibles amb regle
i compas descrites en la secci6 [2.5] sén possibles de construir amb papiroflexia.

e Duplicacié del cub: En la seccié hem vist que fer aquesta construccié és equiva-
lent a poder construir a = v/2. Aleshores, com tenim que:

[Q(a) : Q] = gr(X* - 2) =3.

Pel Teorema [5.0.4]sabem que o € 7 i, per tant, la duplicacié del cub és un problema
possible de resoldre utilitzant papiroflexia.

e Triseccié de I'angle: En la seccié hem descrit com fer aquesta construccié amb
papiroflexia. Per tant, aquest problema també és possible de resoldre.

e Quadratura del cercle: Hem vist que la quadratura del cercle és una construccié im-
possible amb regle i compas perquée 7 és transcendent. Amb els mateixos arguments
obtenim que també és un problema impossible de resoldre amb papiroflexia.
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6 Requisits matematics

Dediquem aquest ultim capitol a fer una recol-leccié de definicions, teoremes i proposicions
que s6n necessaris per a seguir les demostracions escrites en aquest treball.

6.1 Requisits geometrics

Definicié 6.1.1. Una ceviana d’un triangle és un segment que uneix un vertex amb un
punt qualsevol del seu costat oposat. Observem que les mitjanes i les altures sén cevianes.

Teorema 6.1.2 (Teorema de Ceva). En un triangle qualsevol, tres cevianes (una des de

cada vértex) son concurrents si, i només si,
AF BD CE _
FB DC EA

on A, B i C son els vértexs del triangle 1 D, E i F' punts que pertanyen cada un a un dels
costats del triangle tal com indica la segiient figura:

Figura 6.1. Teorema de Ceva.

Teorema 6.1.3 (Primer teorema de Tales). Siguin dues rectes v i s concurrents en un
punt O. Siguin A i A" dos punts der i B i B’ dos punts de s. Aleshores:

OA' OB

—— <= Les rectes AB i A'B’ son paral-leles.
OA OB

A S
O I
B /
A T

Figura 6.2. Primer teorema de Tales.

Teorema 6.1.4 (Segon teorema de Tales). Considerem una circumferencia de diametre
AB. Sigui C' un punt de la circumferéncia diferent d’A i de B. Aleshores, l'angle ACB
és un angle recte.

C

A B

Figura 6.3. Segon teorema de Tales.
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Teorema 6.1.5 (Teorema de l'altura). Sigui ABC un triangle rectangle. Considerem
Ualtura del triangle respecte a la hipotenusa, és a dir, el segment perpendicular o la hipo-
tenusa que passa per B. Anomenem H el punt de la hipotenusa que pertany al segment
altura. Aleshores,

BH’ = AH -HC

B

A
b C

Figura 6.4. Teorema de I’altura.

6.2 Requisits algebraics

A continuacio afegim les definicions i resultats utilitzats per a demostrar gran part dels
teoremes vistos durant el treball. Tots aquests continguts han sigut directament extrets
dels apunts de les assignatures “FEstructures algebraiques” i “Equacions algebraiques” de
la Universitat de Barcelona.

6.2.1 Grups

Definicié 6.2.1. Un grup és un conjunt G dotat d’una operacié binaria interna que
compleix:

1. la propietat associativa, és a dir, (z-y)-z=x-(y-2),Vz,y,z € G.
2. té element neutre, és a dir, e € Gtal quee-x =x-e=z,Vx € G.

3. té element simetric, és a dir, Vo € G,32' € G talque z -2’ =2’ -z = e.

Definici6é 6.2.2. Sigui G un grup. Diem que G és un grup abelia si 'operacié de G és
commutativa, és a dir, z -y =y - z,Vz,y € G.

Definicié 6.2.3. Un subgrup d’un grup G és un subconjunt no buit H de G tal que:
1. H és tancat respecte I'operacié de G, és a dir, siz,y€e H — x-y € H.

2. H és un grup amb l'operacié de G.

Definici6é 6.2.4. Diem que un grup finit G és resoluble si existeix una cadena finita de

subgrups
{e}=GocGiCc---CG,=G (6.2.1)

tals que, per a ¢ =0,...n — 1, es compleix les dues condicions segiients:

1. G; és normal en G;41.

2. [Git1 : G;] és primer.
Teorema 6.2.5. Tot grup d’ordre p™, amb p primer i n > 0, és un grup resoluble.

Teorema 6.2.6. Tot grup d’ordre p™q™, amb p i q primers diferents i n,m > 0, és un
grup resoluble.
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6.2.2 Anells i cossos

Definicié 6.2.7. Un anell és un conjunt A dotat de dues operacions binaries internes:
1. L’operaci6 suma, + , tal que (A, +) és un grup abelia.
2. L’operacié producte, - , que compleix:
(a) la propietat associativa, és a dir, (a-b)-c=a-(b-c),Va,b,c € A.
(b) la propietat distributiva respecte de la suma, és a dir, a-(b+c¢)=a-b+a-ci
(b+c)-a=b-a+c-a,Va,b,c € A.
A més a més, si el producte és commutatiu, és a dir, a-b=10b-a,Va,b € A, direm que A
és un anell commutatiu. Si existeix un element neutre del producte, és a dir, Ju € A tal
que u-a=a-u=a,Va € A, direm que A és un anell unitari.

Definicié 6.2.8. Sigui A un anell i B un subconjunt d’A. Direm que B és un subanell
d’A si compleix:

1. (B,+) és un subgrup de (A, +).

2. B és tancat pel producte d’A, és a dir, si b, c € B, aleshores, b-c € B.

Si A és un anell unitari direm que un subanell B d’A és un subanell unitari si conté
I’element neutre d’A.

A partir d’ara i durant tot el document, tots els anells considerats sén commutatius i
unitaris.

Definicié 6.2.9. Sigui A un anell i @ € A no nul. Diem que a és un divisor de 0 si
existeix b € A no nul tal que a - b =0.

Definicié 6.2.10. Sigui A un anell. Direm que A és un domini d’integritat si no té
divisors de 0. Equivalentment, si per a,b € A tal que a-b = 0, aleshores a = 0 0 bé b = 0.

Definicié 6.2.11. Sigui A un anell i a € A. Direm que a és invertible o unitat si existeix
un element b € A tal que a-b=b-a = 1. Direm que b és I'invers d’a. Designem A* el
conjunt dels elements invertibles d’A.

Definicié 6.2.12. Un cos és un anell no trivial en que tot element no nul és invertible.

Definicié 6.2.13. Sigui K un cos i L un subanell de K. Diem que L és un subcos de K
siz=! € L,Vo € L\ {0}, on 2! designa I'invers de z.

6.2.3 Extensions de cossos

D’ara endavant considerem que L és un cos i K un subcos de L. Posem K C L o L/K
per a denotar que L és cos extensié de K. Si L/K és extensié de cossos, el cos L és un
K-espai vectorial.

Definicié 6.2.14. Diem grau de l’extensio L/K i denotem per [L : K] la dimensi6 de L
com a K-espai vectorial. Diem que l'extensié L/K és finita si el grau és finit. Si el grau
és infinit diem que 'extensid és infinita.

Proposicié 6.2.15 (Férmula de graus). Siguin K, L i M cossos tals que K C L C M.
L’extensic M /K és finita si, i només si, les extensions M /L i L/K son finites i, en aquest
cas, es compleix la igualtat:

[M: K] =[M : L|[L: K]
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6.2.4 Elements algebraics i transcendents

Definicié 6.2.16. Sigui « € L. Diem que « és algebraic sobre K si existeix un polinomi
no nul P(X) € K[X] tal que P(«) = 0. En cas contrari diem que « és transcendent.

Notacié 6.2.17. Si a € L és algebraic sobre K, definim K(«a) := {P(a) | P € K[X]}
que és un cos.

Definicié 6.2.18. Una extensié de cossos L/K es diu algebraica si tot element de L és
algebraic sobre K. En cas contrari, diem que l'extensié L/K és transcendent.

Proposicié 6.2.19. Si una extensié de cossos L/K és finita, aleshores és algebraica.

6.2.5 Polinomi irreductible o minim
Lema 6.2.20. Si « € L algebraic sobre K, aleshores existeix un unic polinomsi monic no
constant p € K|[x| amb les segiients dues propietats:

1. « és arrel de p, és a dir, p(a) = 0.

2. Si f € K[z] és tal que f(a) =0, aleshores f és maltiple de p.

Proposicié 6.2.21. Sigui o € L algebraic sobre K i sigui p € K[X] el polinomi del Lema
anterior (Lema|6.2.20). Si f € K[X] és un polinomi monic no constant, aleshores:

f=p<= [ és un polinomi de grau minim tal que f(a) =0
< [ és irreductible sobre K i f(a) =0

Definicio 6.2.22. Sigui @ € L. Si « és algebraic sobre K, aleshores el polinomi p del
Lemmal|6.2.20[s’anomena el polinomi minim o irreductible de o sobre K. Posem Irr(a, K)
per designar el polinomi minim o irreductible de « sobre K.

Proposicié 6.2.23. Si a € L és algebraic sobre K, aleshores [K(«) : K] = gr(Irr(a, K)).

6.2.6 Grup de Galois d’una extensi6

Definicié 6.2.24. Si L/K és una extensié de cossos, el conjunt d’automorfismes de L/K
té estructura de grup amb la composicié d’aplicacions. Aquest grup s’anomena grup de
Galois de lextensio L/ K. Posem Gal(L/K) per a designar el grup de Galois de I'extensié
L/K.

Proposicié 6.2.25. Si K(«a)/K és una extensio algebraica, l'ordre de Gal(K(a)/K) és
igual al nombre d’arrels diferents de Irr(a, K) a K(«).
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6.2.7 Cos de descomposicié d’un polinomi

Definicié 6.2.26. Siguin K un cos i f € K[X] de grau n > 0. Sigui L un cos extensi6
de K. Diem que f descompon totalment sobre L si existeixen elements oy, a9, ...,a, € L
tal que es compleix a L[X] la igualtat:

fX)=a(X —an)(X —ag) - (X —an)
on a és el coeficient de X™ a f.
Definicié 6.2.27. Siguin K un cos i f € K[X] de grau n > 0. Sigui L un cos extensio

de K. Diem que L és cos de descomposicio de f sobre K si f descompon totalment sobre
L i, a més a més, es compleix L = K(ay,az,...,a,).

Observaci6 6.2.28. Si f € K[X]i L és un cos extensi6é de K on f descompon totalment,
aleshores L conté un cos de descomposicié de f: el cos generat sobre K per les arrels de
falL.

Proposicié 6.2.29 (Existencia del cos de descomposicié). Siguin K un cos i f € K[X]
un polinomi de grau n > 0. Aleshores existeir un cos de descomposicid de f sobre K.

Proposicié 6.2.30 (Unicitat del cos de descomposicid). Siguin o : K1 — Ko un isomor-
fisme de cossos i f € K[X] un polinomi de grau n > 0. Sigui L1 un cos de descomposicid
de f sobre Ky i sigui Ly un cos de descomposicié de o(f) sobre Ko. Aleshores existeix
un isomorfisme de Ly en Lo sobre o.

6.2.8 Extensié normal

Definicié 6.2.31. Sigui L/K una extensi6 de cossos. Direm que L/K és normal si tot
polinomi de K[X], irreductible sobre K, que tingui una arrel a L descompon totalment
sobre L.

Proposicié 6.2.32. Sigui L/K una extensié finita de cossos. Aleshores L/K és normal
si, i només si, L és el cos de descomposicid d’algun polinomi de K[X].

Corollari 6.2.33. Sigui L/K una extensio de cossos, normal i finita i sigui f € K[X]
irreductible sobre K. Si«, 8 son arrels de f a L, existeiz o € Gal(L/K) tal que o(a)) = .

6.2.9 Extensi6 separable

Definicié 6.2.34. Siguin K un cos i f € K[X] un polinomi irreductible sobre K. Diem
que f és separable sobre K si les arrels de f en un cos de descomposicié de K sén totes
diferents. Si f no és separable sobre K diem que és inseparable sobre K.

Definicié 6.2.35. Sigui L/K una extensié de cossos. Sigui a € L algebraic sobre K.
Diem que « és separable sobre K si Irr(a, K) és separable sobre K.

Definicié 6.2.36. Una extensié algebraica de cossos L/K és separable si tot element de
L és separable sobre K.

Proposicié 6.2.37. Si K és un cos de caracteristica 0, aleshores:
(a) Tot polinomi irreductible de K[X]| és separable.

(b) Tota extensio algebraica de K és separable.
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6.2.10 Element primitiu

Definicié 6.2.38. Sigui L/K una extensié de cossos. Un element o € L es diu element
primitiu de lextensié L/K si L = K(«).

Teorema 6.2.39 (Teorema de l’element primitiu). Sigui K un cos infinit ¢ L/K una
extensio finita i separable. Aleshores existeix un element o € L tal que L = K(«).

6.2.11 Extensié de Galois

Definicié 6.2.40. Una extensi6 finita de cossos L/K diem que és de Galois si és normal
i separable.

Definicié 6.2.41. Si L/K és extensi6 de cossos, diem cos intermedi de l'extensio L/ K a
un subcos de L que conté K com a subcos.

Definicié 6.2.42. Sigui L/K una extensié de cossos. Si E és un cos intermedi de L/K,
Gal(L/E) és clarament un subgrup de Gal(L/K). Si H és un subgrup de Gal(L/K) el
subcos L de L fix per H és un cos intermedi de L/K. Posem & el conjunt de cossos
intermedis de L/K i H el conjunt de subgrups de Gal(L/K). Les aplicacions

b:&E—-H V:H=E

E +— Gal(L/E) Hw— LH

s’anomenen correspondencies de Galois.

Teorema 6.2.43 (Teorema fonamental de la teoria de Galois). Sigui L/K una extensio
de Galois de grau n. Es compleizen els enunciats segiients:

1. El grup Gal(L/K) té ordre n.

2. Les correspondencies de Galois son bijectives i inverses l'una de ’altra i es complei-
xen les igualtats:

[L:E]=|Gal(L/E)| i [E:K|=[Gal(L/K): Gal(L/E)]
per a tot cos intermedi E de L/ K.

3. Si E és el cos intermedi de L/ K, 'extensio E/K és normal si, i només si, Gal(L/E)
és subgrup normal de Gal(L/K). En aquest cas, es té un isomorfisme de grups
Gal(E/K) ~ Gal(L/K)/ Gal(L/E).

6.2.12 Clausura de Galois

Proposicié 6.2.44. Sigui L/K una extensio finita i separable. Aleshores, ezisteix una
extensio M/L tal que:

(a) M/K és una extensio de Galois.

(b) Si M'/L és una altra extensid tal que M'/K és de Galois, aleshores existeiz un
isomorfisme de cossos ¢ : M — M’ que és identitat en L.

Diem que M és la clausura de Galois de L/ K.
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6.2.13 Cossos ciclotomics

Definicié 6.2.45. Anomenem cos ciclotomic n-ésim el cos de descomposicié del polinomi
X" — 1 sobre Q.

Observaci6 6.2.46. Les arrels d’aquest polinomi en el seu cos de descomposicié son les
arrels n-ésimes de la unitat. Si ¢, := e%, que és arrel n-esima primitiva de la unitat, les
arrels de X™ — 1 sén les potencies de (,. El cos ciclotomic n-ésim és doncs Q((,), on ¢,
és una arrel n-eésima primitiva de la unitat.

Definicié 6.2.47. Anomenem Q((,)/Q extensic ciclotomica n-ésima. Aquesta extensio
és de Galois.

Definicié 6.2.48. La funcié ¢ d’Euler és la seglient:

1
on)=n- H(l — —), per a p primer.
p
pln

Definicié 6.2.49. Posem P el conjunt de les arrels n-ésimes primitives de la unitat i
definim el polinomi ciclotomic n-ésim:

@, (X) = [[(X -0

ceP

Proposicié 6.2.50. Es compleix
(a) ®n(X) € Q[X];
(b) ®,(X) és irreductible sobre Q.
Per tant, ®,(X) és el polinomi irreductible de ¢, sobre Q i [Q((y) : Q] = p(n).

Observacié 6.2.51. Considerem el polinomi X™ — 1. Les seves arrels sén arrels n-esimes
de la unitat i cada una d’aquestes arrels és arrel d-ésima primitiva per a algun divisor
positiu d de n. Tenim doncs:

X" —1=]]®uX) (6.2.2)
dn

Prenent graus a banda i banda de |) obtenim n = ) dn o(d), amb d els divisors
positius de n.

6.2.14 Criteri de Gauss

Teorema 6.2.52 (Criteri de Gauss). Considerem el segiient polinomi amb coeficients
racionals:
f(X)=an X" +ap 1 X"+ +ag

amb ay,, ag enters diferents de 0. Aleshores les possibles arrels racionals d’aquest polinomsi

son de la forma x = % on:

e p és divisor d’ag.
e ¢ és divisor d’ay,.

® p iq son coprimers.
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7 Conclusions

En aquest treball hem pogut explorar amb profunditat les construccions amb papiroflexia
demostrant que amb aquesta eina és possible replicar totes les construccions amb regle i
compas i superar-ne les limitacions. A més a més, hem pogut relacionar totes aquestes
construccions geometriques amb continguts algebraics apresos durant el grau com les
estructures algebraiques o la teoria de Galois.

A part de la papiroflexia, existeixen altres eines que ens permeten també superar els
limits de les construccions amb regle i compas i, de fet, algunes generen el mateix conjunt
de nombres que el generat amb papiroflexia. Dues d’aquestes eines alternatives sén el
regle graduat (amb només dues marques indicant la distancia de 0 a 1) i la intersecci6
de coniques. Per a una introduccié a aquestes eines es pot consultar la seccié 10.3.C del
llibre [2], una extensié de la interseccié de coniques es troba en [I1] i un estudi exhaustiu
de més eines de construccié geometrica es desenvolupa al llarg de [7].

Aquest treball, i parlant ja en primera persona, he pogut gaudir-lo molt en tot el
seu procés. Més enlla d’enriquir-me amb nous coneixements sobre papiroflexia i algebra,
també m’ha permes adquirir certes habilitats. He apres a escriure i fer figures amb relativa
fluidesa en TEX, he millorat la comprensié de textos matematics i he apreés a redactar
i estructurar un text matematic. A més a més, el tema escollit per a aquest treball
m’ha permes poder compartir les matematiques amb gent del meu volant que no esta
familiaritzada amb aquesta disciplina. En definitiva, ha sigut una molt bona experiéncia
final del grau.
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