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Resumen

Este trabajo tiene como objetivo estudiar, desde la teoria de modelos, algunos aspectos
que hemos visto en asignaturas de la rama del algebra. Especialmente, busca estudiar la
teoria de cuerpos algebraicamente cerrados. Para ello, se divide en tres capitulos diferentes.

El primero, Definiciones previas, tnicamente define varios conceptos que se utilizaran
a lo largo del trabajo que el lector debe conocer. Estos ya han sido introducidos en la
asignatura de Ldgica matemdtica, por lo que no se ahondara mucho en ellos.

En el segundo capitulo, llamado Nociones de teoria de modelos, se utilizan las definicio-
nes del capitulo anterior para introducir la mayoria de conceptos de la teoria de modelos
que se usaran en el trabajo. También se demuestran los resultados mas generales, sin que
estos sean aplicados, de momento, a ninguna teoria en particular.

Finalmente, en Aplicacion en teoria de cuerpos, se muestra como podemos aplicar
los conceptos y resultados vistos en los capitulos anteriores en el estudio de la teoria de
cuerpos y, mas especialmente, en la teoria de cuerpos algebraicamente cerrados. Se ve,
asi, que muchos de los conceptos que se estudian normalmente desde el algebra, pueden
definirse y estudiarse también desde la rama de la légica y, que esto, puede ayudar a
comprender varios resultados no vistos en las asignaturas de algebra del grado.

Abstract

This project aims to study, from Model Theory, some aspects that we have seen in
subjects from the algebra branch. In particular, it attempts to study the algebraically
closed fields theory. For this purpose, it is divided into three different chapters.

The first one, Previous definitions, is the shortest of the three and merely defines
several concepts that will be used during the project and that the reader must know in
order to be able to understand it. These concepts have already been introduced in different
subjects, especially in Mathematical Logic, so we will not go into them in depth.

In the second chapter, called Notions of Model Theory, the definitions from the previous
one are used to introduce several concepts from Model Theory. More general results are
also demonstrated, without these being applied, for the moment, to any particular theory.

Finally, in Application in field theory, it is shown how we can apply all the concepts
and results seen in the previous chapters, in the study of field theory and, more especially,
in algebraically closed fields theory. It is thus shown that many of the concepts that are
normally studied from algebra can also be defined and studied from the logic branch, and
that these definitions help to understand several results not seen in the degree subjects.
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Capitulo 1

Definiciones previas

En este texto utilizaremos los simbolos de la légica de primer orden, que son: las
variables, que denotaremos por las letras mintsculas z, v, . .., a veces indexadas, los co-
nectores —, A\, V, —, <>, los paréntesis ( y ), el simbolo de igualdad = y los cuantificadores
7 existencial y V universal.

Un lenguaje es un conjunto de simbolos, cada uno de los cuales puede ser un simbolo
de constante, un simbolo de funciéon n-adico para algin n > 1 o un simbolo de relacién
n-adico para algin n > 1.

Los términos de un lenguaje L son las variables, los simbolos de constante de L y
las expresiones obtenidas con la regla siguiente: si F' es un simbolo de funcién n-adico del
lenguaje L y t1,...,t, son términos de L, entonces F't; ...t, es un término de L. Cuando
queramos relajar la escritura, escribiremos F'(t1,...,t,) para referirnos a F'ty ... t,. Tam-
bién escribiremos t(x1,...,x,) para indicar que las variables del término ¢ se encuentran

entre las variables z1,...,Ty.

Las ecuaciones de un lenguaje L son las expresiones t; = t5 donde t; y t2 son términos
de L. Las férmulas atémicas de un lenguaje L son sus ecuaciones y las expresiones
obtenidas con la regla siguiente: si R es un simbolo de relacién n-adico del lenguaje L y
t1,...,t, son términos de L, entonces Rty ...t, es una férmula atémica de L. A veces
escribiremos R(t1,...,t,) para referirnos a Rtj ... t,.

Las formulas de un lenguaje L son sus férmulas atomicas y las expresiones obtenidas
con la regla siguiente: si ¢ y 1 son férmulas de L, entonces =, (0 A1), (¢ V), (¢ — 1),
(¢ <> ), x v y Vo ¢ también son férmulas de L.

Una variable de una férmula es libre si no estd bajo la influencia de ningin cuanti-
ficador. Escribiremos ¢(z1,...,zy,) para indicar que las variables libres de la férmula ¢
estan entre las variables z1,...,z,. Una sentencia de un lenguaje L es una férmula de
L sin variables libres.



Cuando queramos relajar la escritura, escribiremos Qzi ...x, ¢ para referirnos a la
férmula Q1 ...Qxy, ¢, donde @ es un cuantificador existencial o universal. También es-
cribiremos 3=z ¢(x) para referirnos a la férmula

A I A /\ (mxi =z) Np(z) A A p(ag) AV (p(z) = (=21 V... VI =ay)))
1<i<j<k

que expresa que existen exactamente k elementos distintos que cumplen la férmula .

Una férmula existencial (o de tipo J) de lenguaje L es una férmula de L de la
forma dx; ...z, @ donde ¢ es una férmula sin cuantificadores. Una férmula universal
(o de tipo V) de lenguaje L es una férmula de L de la forma Vz; ...z, ¢ donde ¢ es una
férmula sin cuantificadores. Una férmula de lenguaje L es de tipo V3 si es de la forma
Voy...2n Y1 ... ym p donde ¢ es una férmula sin cuantificadores.

Una estructura de lenguaje L (o L-estructura) M se compone por:

= Un conjunto M no vacio al que llamamos universo de M.

» Una asignacién, para cada simbolo de constante ¢ de L, de un elemento ¢™ € M,
al que llamaremos interpretacién de c. Dos simbolos de constante de L distintos no

tienen por qué tener una interpretacién distinta en M.

= Una asignacion, para cada simbolo de funciéon F' de L n-ddico, de una funcién
FM: M™ — M.

= Una asignacion, para cada simbolo de relacion R de L n-ddico, de una relacion
RM C M™.

Sea, a partir de ahora, M una estructura de un lenguaje L fijado.

Dados un término t(z1,...,x,) de lenguaje L y elementos ay,...,a, € M, se define
por induccién la interpretacién de t(aq, ..., a,) en M y se la denota tM(ay,...,a,) € M

de la siguiente manera;:

» Sit(xy,...,2,) = ¢ donde ¢ es un simbolo de constante del lenguaje L, entonces
tM(ay,. .., a,) =M.

= Sit(x1,...,2,) =x; con 1 <i<mn,entonces tM(ay,...,a,) = a;.

w Sit(zy,...,xn) = Fti(z1,...,2,) ... tg(21,...,2,) donde F es un simbolo de fun-
cién k-adico del lenguaje L y t1, ..., t; son términos de L, entonces tM (a1, ..., a,) =
FM#tM(ar, ... an),. .., t0 a1, ..., ap)).

Dada una férmula ¢(z1,...,x,) de lenguaje L y elementos aq,...,a, € M, se define

por induccién sobre ¢ la satisfaccion de ¢(z1,...,x,) interpretada por ay,...,a, en la

estructura M, y se denota M |= (a1, ...,a,), de la siguiente manera:



= Si ¢ es una ecuacién de la forma ti(z1,...,x,) = to(z1,...,2,), entonces M =
o(ai,...,a,) siy solosi ttM(ay,...,a,) = 3% a1, ..., an).

» Sipesdelaforma Rty (z1,...,2y,)...tg(x1,...,2,) donde R es un simbolo de rela-
cién k-adico del lenguaje y t1, . .., t; son términos de L, entonces M = ¢(ay, ..., ay)
siy solo si (4(ay,...,an),...,t44(a1,...,a,)) € RM.

» Si g es una negacién de la forma =9 (z1, ..., x,) donde ¥ es una férmula del lenguaje

L, entonces M = ¢(ai, ..., a,) siy solo si M £ ¢(ay, ..., an).

= Si ¢ es una conjuncién de la forma ¥ (x1,...,2,) A x(1,...,2,) donde 1 y x son
féormulas del lenguaje L, entonces M = p(aq,...,a,) siy solosi M E¥(ay, ..., ay)
yMEx(a,...,a,).

= Si p es una disyuncién de la forma ¢ (z1,...,2,) V x(21,...,2,) donde ¢ y x son
férmulas del lenguaje L, entonces M = ¢(ay, ..., a,) siy solo si M = ¢(a,...,an)
oM E x(a,...,an).

» Si ¢ es un condicional de la forma (z1,...,x,) = x(z1,...,2,) donde ¢ y x son
férmulas del lenguaje L, entonces M = ¢(ay, ..., ay,) siy solo si M J;é v(ay, ..., an)

oM E x(a,...,an).

» Si  es una doble implicacién de la forma (x4, ..., zy,) <> x(z1,...,2,) donde ¢ y
x son férmulas del lenguaje L, entonces M = ¢(aq,...,ay) siy solo si, o bien M =

Y(ar,...,an) y M = x(a1,...,an), 0 bien M FE (a1, ..., an) y M £ x(a1, ..., a,).

» Si ¢ es una férmula existencial de la forma Jyi(zq,...,2,,y) donde ¢ es una
férmula del lenguaje L, entonces M = (a1, ..., a,) siy solo si existe un elemento
a € M tal que M =(ay,...,an,a).

» Si @ es una férmula universal de la forma Yy ¢ (x1, ..., z,,y) donde ¥ es una férmula
del lenguaje L, entonces M = p(ay,...,a,) siy solo si para todo elemento a € M,
se cumple M = ¥(aq,...,an,a).

Una férmula ¢(z1,...,z,) de lenguaje L es satisfacible en una estructura M de L
si existen elementos aq,...,a, € M tales que M E p(aq,...,a,). En el caso en que
M = ¢(ay,...,a,) para cualquier eleccién de elementos ay,...,a, € M, se dice que ¢ es

valida en M.

Dos férmulas ¢(z1,...,2,) y ¥(x1,...,2,) del lenguaje L son equivalentes, y se
denota ¢ = 9 si, para toda estructura M del lenguaje L y elementos ai,...,a, € M
arbitrarios, se cumple que M satisface ¢ interpretada por los elementos ay,...,a, siy
solo si M satisface 1 interpretada por los elementos ay, ..., a,. Observamos que, dadas
¢ v 1 dos férmulas del lenguaje L arbitrarias, se cumple que ¢ V¢ = = (=@ A 1)),
o= ="V, o= (eAY)V (e A1) y Vo = -3z . Teniendo lo anterior
en cuenta, vemos que toda férmula sin cuantificadores es equivalente a otra formada por
los conectores = y A, y que toda férmula es equivalente a otra formada por los conectores
=y Ay el cuantificador 3. Por eso, de ahora en adelante solo usaremos estos simbolos a
la hora de realizar un proceso de induccién sobre una férmula.



Si ¥X(zy,...,x,) es un conjunto de férmulas del lenguaje L, 3 es satisfacible si existe
una estructura M de lenguaje L y elementos a1, ..., a, € M, no necesariamente distintos,
tales que M = X(a1,...,a,). Es decir, si para cada féormula ¢(z1,...,x,) € ¥, se cumple
M E= o(ay,...,a,). Ademés, ¥ es finitamente satisfacible si cada subconjunto finito
de X es satisfacible. El Teorema de compacidad nos asegura que un conjunto de férmulas
de un lenguaje es satisfacible si y solo si es finitamente satisfacible.

Sea X(x1,...,x,) un conjunto de férmulas de L y ¢(z1,...,z,) una férmula de L. Se
dice que ¢ es consecuencia de ¥ o que Y implica ¢ si para cualquier estructura M de L
y cualquier eleccién de elementos ay, ..., a, € M tales que M = X(aq,...,a,), se cumple
M E= ¢(ay,...,ay,). Escribiremos X F ¢ para indicar que ¢ es consecuencia del conjunto
de férmulas ¥. Si ¥ = {41, ...,¢x}, escribimos 91, ...,9; = ¢ para referirnos a ¥ F ¢.
Como observacion, para féormulas ¢, de L arbitrarias, se tiene que ¢ = ¥ si y solo si

eEYy Yo

Una teoria de lenguaje L es un conjunto 1" de sentencias de L que estd cerrado bajo
consecuencia. Es decir, tal que para cada sentencia ¢ de L que cumple T o, se cumple
o € T. Si M es una estructura de L tal que para cada o € T se cumple M = o, M es un
modelo de la teoria T, y se denota M |= T'. Para cualquier estructura M de L, la teoria
de M es el conjunto de sentencias de L que se satisfacen en M y se denota Th(M). Una
teoria 1" es consistente si es satisfacible, y es completa si para cada sentencia o de L, o
bien ¢ € T o bien —~ ¢ € T'. Por tanto, para cada estructura M de lenguaje L, se cumple
que Th(M) es una teoria completa, ya que para cada sentencia o de L, o bien M = o vy,
por tanto, o € Th(M), o bien M }£ o, por lo que M |= —o y, por tanto, 7o € Th(M).
Si T es una teoria de lenguaje L, un conjunto de axiomas o una axiomatizacién de
T es un conjunto de sentencias ¥ C T tal que T ={oc € L : ¥+ o}.

Para dos estructuras M y A de un lenguaje L con universos M y N respectivamente,
un homomorfismo de M en N es una funcién f: M — N tal que:

» Para cada simbolo de constante ¢ de L, se cumple f(cM) = V.

= Para cada simbolo de funciéon n-adico F' de L y cada ai,...,a, € M, se cumple
F(FM(ar, ... an)) = FN(f(a1), ..., f(an)).
= Para cada simbolo de relacion n-adico R de L y cada ai,...,a, € M, si se cumple

(a1,...,an) € RM, entonces se cumple (f(ay),..., f(an)) € RV.
Si, ademads,

= Para cada simbolo de relaciéon n-adico R de L y cada aq,...,a, € M, se cumple
(a1,...,an) € RM siy solosi (f(a1),..., f(an)) € RV.

entonces f es un homomorfismo estricto.

Una inmersién de una estructura M en otra estructura N, ambas de un lenguaje L,



es un homomorfismo estricto inyectivo de M en N. La estructura M es inmersible en la
estructura A si existe alguna inmersién de M en N.

Un isomorfismo de M en N es una inmersién exhaustiva de M en N. Es decir, un
isomorfismo es un homomorfismo estricto biyectivo entre dos estructuras. Diremos que
M y N son isomorfas y lo denotaremos M = N si existe un isomorfismo entre ellas.

Sabemos, por el curso de Ldgica matemdtica, que si f es un isomorfismo de la es-
tructura M en la estructura N, ambas de un lenguaje L, entonces para cada férmula
o(z1,...,2,) de L y elementos ay,...,a, € M, se cample M | (a1, ...,a,) siy solo si

N E¢(far),..., flan))-

A partir de ahora, si f : M — N es un homomorfismo de la estructura M en la
estructura N de un lenguaje L y a = (aq,...,a,) es una n-tupla de M, escribiremos
f(a) para referirnos a (f(a1),..., f(an)) cuando queramos relajar la escritura. De ma-
nera parecida, para t(x1,...,z,) un término y ¢(x1,...,z,) una férmula, ambos de L,
escribiremos t(a) y ¢(a) para referirnos a t(ay,...,a,) y ¢(ai,...,a,), respectivamente.



Capitulo 2

Nociones de teoria de modelos

Este capitulo busca introducir los principales conceptos y resultados de la teoria de
modelos. Por esta razén, es la parte del trabajo que mas definiciones tiene. A partir
de ellas, demuestra resultados generales para estructuras de teorias arbitrarias, que en el
siguiente capitulo se utilizardn para demostrar, de forma mas particular, varios resultados
de teorias mds concretas, como puede ser la teoria de cuerpos algebraicamente cerrados.
Fijaremos, para el resto del capitulo, un lenguaje L arbitrario y dos estructuras M y N
de L cualesquiera.

2.1. Equivalencia elemental

La mayor parte de las veces, dos estructuras de un mismo lenguaje no son isomorfas.
Aun asi, eso no quiere decir que esas estructuras no tengan nada que ver una con la otra.
La equivalencia elemental entre estructuras de un lenguaje permite, hasta cierto punto,
compararlas sin la necesidad de una correspondencia entre los elementos de sus respectivos
universos. Ademds, se utiliza para demostrar propiedades importantes de las teorias de
las que son modelo estas estructuras.

M y N son elementalmente equivalentes y se denota M = A si las dos estructuras
satisfacen las mismas sentencias de L. Es decir, si para cada sentencia o de L, se tiene

MEoosiysolosi N Eo.

Se demuestra facilmente que = es una relaciéon de equivalencia entre estructuras del
lenguaje L. Ademas, las clases de equivalencia que define = entre estas estructuras es-
pecifican las teorias de las estructuras que la forman, tal como veremos en el siguiente
resultado.

Observacion 2.1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. M=N.
2. Para cada sentencia o de L, si M = o entonces N = o.

6



2.1. EQUIVALENCIA ELEMENTAL 7

3. N = Th(M).
4. Th(M) = Th(N).

Demostracién: (1. implica 2.) Sea M = N y sea o una sentencia de L tal que M = o.
Entonces N |= 0. (2. implica 3.) Como Th(M) es el conjunto de sentencias de L que M
satisface y, por hipétesis, N satisface todas las sentencias de L que M satisface, entonces
N E Th(M). (3. implica 4.) Como N = Th(M), se tiene que Th(M) C Th(N'). Para
ver la otra inclusién, suponemos que existe una sentencia o € Th(N) tal que o ¢ Th(M).
Entonces M J;é oy por tanto M = —o. Esto hace que =0 € Th(M) y, por hipétesis,
se tiene que N' = =0, absurdo ya que se tendria que N' = o y N | —o. Por tanto,
Th(N) C Th(M). (4. implica 1.) Sea o una sentencia de L. Si ¢ € Th(M) = Th(N),
entonces M = o y N = 0. Si, por el contrario, o ¢ Th(M) = Th(N), entonces M }£ o
y N J;é 0. [l

Este resultado muestra, ademds, que si M es un modelo de una teoria 1" arbitraria de
lenguaje L y M = N, entonces N es también un modelo de la teorfa T. En el siguiente
resultado, veremos que la equivalencia elemental juega un papel més importante entre los
modelos de teorias completas.

Lema 2.2. Una teoria T es completa si y solo si para cualquier par de modelos M y N
de T, se tiene que M =N .

Demostraciéon: Supongamos que 1" es una teoria completa. El caso en que 71" no
es consistente es trivial, ya que T no tiene ningiin modelo. Suponemos entonces que es
consistente y escogemos M y N dos modelos suyos. Sea o una sentencia de L. Por ser
T completa o bien ¢ € T o bien —o € T. Si 0 € T, entonces M E oy N E 0. Si, en
cambio, ~o € T, entonces M = ~o y N' = =0y, por tanto, M £ o y N }£ 0. En
definitiva, M = N. Para ver la otra implicacién, supondremos que para cualquier M y
N modelos de T, se tiene que M = N. Si T no fuera completa, existiria una sentencia
ode Ltal que o ¢ Ty —o ¢ T. Por estar T cerrada bajo implicacién, se tendria que
T j;é oy T j;é - 0. Existiria, por tanto, un modelo M de T tal que M J;é oy otro modelo
N de T tal que N J;é — 0. Se tendria entonces que M = -0 y que N = o, cosa que es
absurdo, ya que M = N. Por tanto, T tiene que ser completa. O

Como hemos visto, el hecho de poder comprobar que dos estructuras son elemen-
talmente equivalentes tiene varias consecuencias interesantes, algunas enfocadas a ellas
mismas como estructuras de lenguaje L, y otras enfocadas a las teorias de las que son
modelo. Utilizaremos estos resultados durante el resto del trabajo, pero antes indicaremos
una forma de comprobar que dos estructuras arbitrarias de un mismo lenguaje son ele-
mentalmente equivalentes. Para ello, antes debemos introducir el concepto de isomorfia
parcial entre estructuras.

Un isomorfismo parcial de M en N es una funcién inyectiva f : M — N, con
Dom f C M y Im f C N, que cumple:

» Si ¢ es un simbolo de constante de L y a € Dom f, entonces ¢™ = a si y solo si

N = f(a).



2.1. EQUIVALENCIA ELEMENTAL 8

= Si F' es un simbolo de funcién n-ddico de L, a es una n-tupla de Dom f y b € Dom f,
entonces FM(a) = b si y solo si FN(f(a)) = f(b).

= Si R es un simbolo de relacion n-adico de L y a es una n-tupla de Dom f, entonces
a € RMsiysolosi f(a) € RV,

Las estructuras M y N son parcialmente isomorfas via I si I es una coleccién no
vacia de isomorfismos parciales de M en N con las propiedades:

= Forth: Si f €l yaé€ M, existe un g € I que extiende a f tal que a € Dom g.

= Back: Si felybe N, existe un g € I que extiende a f tal que b € Im g.

Escribimos I : M =, N para indicar que M y N son dos estructuras parcialmente iso-
morfas. Finalmente, las estructuras M y N son parcialmente isomorfas y lo denotamos
M =, N si existe algin conjunto I tal que I : M =, N.

Vamos a demostrar que comprobar que dos estructuras son parcialmente isomorfas
es suficiente para ver que estas son elementalmente equivalentes. Para ello, debemos de-
mostrar antes dos afirmaciones. Supongamos que M y A son parcialmente isomorfas. Es
decir, tales que existe un conjunto I no vacio de isomorfismos parciales de M en N con
las propiedades de back y forth. Sea ademas f € I.

Afirmacién 2.3. Sea t = t(z1,...,2,) un término arbitrario del lenguaje L y sea a =
(a1,...,an) una n-tupla de M con ay,...,a, € Dom f. Entonces existe un isomorfismo
parcial g € I que extiende a f y cumple t™(a) € Domg y g(tM(a)) = tV(g(a)).

Demostracién: Lo demostraremos por induccién sobre el término t.

= Sit es una variable, t = x; para algin 1 < ¢ < n, por lo que tM(a) = a; € Dom f.
Escogiendo g = f, se tiene que g O f, t™(a) € Domg y

g(tM(a)) = g(ar1) = f(ar)

Il
~
/'\5
~
—~
S
N—

= Si ¢t es una constante, t = ¢ para algiin simbolo de constante ¢ del lenguaje L y
entonces tM(a) = ¢M. La propiedad forth de I asegura que existe g € I tal que
g2 fy ™ e Domg. Por ser g isomorfismo parcial, g(cM) = ¢V y por tanto

9(t"(a)) = g(cM) = N =tV (g(a)).

= Sit=Fty...t, para F simbolo de funciéon k-adico de L y t1,...,t; términos de L
tales que, si denotamos gyo = f, para cada 1 < i < k existe g; € I tal que g;—1 C ¢,
tM(a) € Domg; y gi(tM(a)) = t¥ (gi(a), la propiedad forth de I asegura que existe
geltalque f=gyCgq1C...Cgr Cgy FMEM,...,t})(a) € Domg. Por ser g
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un isomorfismo parcial, se tiene también que

g(FM @M, . 1) (a)) FN(g(t1"(a)),- .. g(t}"(a)))
= FY(Y(9(a); -, 1 (9(a))
tN(g(a))
U
Afirmacién 2.4. Sea ¢ = p(z1,...,2y) una formula de L y sea a = (a1,...,a,) una

n-tupla de M con ay,...,a, € Dom f. Entonces M = p(a) si y solo si N = o(f(a)).

Demostracién: Lo demostraremos por induccién sobre la férmula ¢.

= Si ¢ es una ecuacion de la forma ¢ = t; = ty para t1, to términos de L, entonces
utilizando la Afirmacién 2.3 dos veces sabemos que existe g € I tal que g O f y,

ademds, tM(a) € Dom g y g(tM(a)) = t¥ (g(a)) para 1 < i < 2. Entonces

M E ¢p(a) siy solo si ./\/l = t1(a ) = ta(a)
si y solo si ( ) = t3%(a)
(por ser g inyectivo)  siy solo si ( M(a)) = g(t3"(a))
siysolosi t¥(g(a)) = ) (g(a)
siysolosi £Y(f(a) = & (f(a)
siysolosi N Et1(f(a)) =ta(f(a))
siysolosi N E ¢(f(a))

s Si @Y = Rtl ..
términos de L, entonces utilizando la Afirmacion 2.3 k veces sabemos que existe
g €I tal que g D f y, ademas, tM(a) € Domg y g(tM(a)) = tV(g(a)) para todo
1 < i < k. Entonces

M = ¢(a)

.t donde R es un simbolo de relacion k-adico de L y tq,...,t; son

si y solo si
siysolosi (t(a),...

si y solo si
si y solo si
si y solo si
si y solo si

(#V(9(a)), . ...t} (g9(a))) € RN

N E Rty .. ty(g(a)
N E Rty . t5(f(a))
N E o(f(a))

= Si ¢ es una negacion de la forma ¢ = — 1) para una férmula ¢ de L tal que M |= ¢ (a)

si y solo si N |= ¢(f(a)), entonces

M = ¢(a)

(por hipétesis de induccién)

= Si ¢ es una conjuncién de la forma ¢ =

si y solo si
si y solo si
si y solo si
si y solo si
si y solo si

M = =y(a)
M £ 4(a)

N £ 4(f(a))
N | ~4(f(a))
N = ¢(f(a))

s

(1 A x) para féormulas ¢ y x de L tales que
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M E(a) siysolosi N = (f(a)),y M = x(a) siy solosi N = x(f(a)), entonces

MEp(a) siysolosi M (¥ Ax)(a)
siysolosi MEv(a) y MEx(a)
(por hipdtesis de induccién) siysolosi N E4(f(a)) v N Ex(f(a))
siysolosi N = (¢ Ax)(f(a))
siysolosi N [=¢(f(a))

= Si ¢ es de la forma ¢ = Jz ¢ para una férmula ¢ de L tal que M |= 1 (a) si y solo
si N E¥(f(a)), entonces

ME¢(a) siysolosi M Jzi(a)
siysolosi hay unbée M tal que M = 9¥(a,b) (%)

Suponemos (¥% ). Por la propiedad forth de I, existe g € I talque g 2 fy b € Dom g.
Entonces, por hipétesis de induccién, N = 1(g(a), g(b)) y por tanto hay un ¢ € N
tal que N |= 9(f(a), ¢). Ahora suponemos que hay un ¢ € N tal que N = o(f(a), c).
Por la propiedad back de I existe h € I tal que h O fy ¢ € Imh. Sea b € M tal
que h(b) = ¢, entonces hay un b € M tal que N |= ¢ (h(a), h(b)) y, por hipGtesis de
induccién, hay un b € M tal que M = 9(a,b), que es precisamente (% ). Podemos
terminar por tanto

M= p(a) siysolosi hayunbe M tal que M = ¢(a,b)
siysolosi hayun cée N tal que N E ¥ (f(a),c)
siysolosi N | 3Jzy(f(a))
siysolosi N E ¢(f(a))

Finalmente, usando estas dos afirmaciones, podemos llegar al resultado que habiamos
adelantado.

Proposicién 2.5. Si dos estructuras M y N de lenguaje L son parcialmente isomorfas,
entonces son elementalmente equivalentes.

Demostracién: Suponiendo M =2, N, existe un conjunto I no vacio de isomorfismos
parciales de M en N con las propiedades back y forth. Sea o una sentencia de L arbitraria
y sea f € I. Para cualquier a € M, la propiedad forth de I nos asegura que hay un g €
que extiende a f y tal que a € Dom g. Entonces

MEo equivalea M = o(a)
siysolosi N Eo(f(a))
equivalea N o
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2.2. Extensiones elementales

En algunos casos, el universo de una estructura es un subconjunto del universo de otra
estructura del mismo lenguaje. Dentro de estos casos, hay veces en las que la estructura
de universo menor respecto al orden C interpreta los simbolos del lenguaje como la res-
triccién, a los elementos de su universo, de la interpretacién que hace de esos simbolos la
otra estructura. Como ejemplo sencillo de esto, podemos pensar en los grupos habituales
(Z,+) y (Q,+) como estructuras de lenguaje {+}, que interpretan el simbolo de funcién
+ como la suma habitual entre elementos de Z y de @, respectivamente. Cuando esto
sucede, las estructuras implicadas tienen varias propiedades comunes. En esta seccion,
vamos a enunciar y demostrar las principales.

La estructura M es una subestructura de ' (equivalentemente N es una extensién
de M) y se denota M C N si el universo de M es un subconjunto del universo de Ny,
ademas:

» Para cada simbolo de constante ¢ de L, cM = .

» Para cada simbolo de funcién F' de L n-ddico y cada n-tupla a = (ai,...,a,) de
M, se cumple FM(a) = FN(a).

» Para cada simbolo de relacién R de L n-ddico y cada n-tupla a = (aq,...,a,) de
M, se cumple a € RM si y solo si a € RV

Lema 2.6. Sea M wuna subestructura de N, o(x1,...,x,) una férmula de L y a =
(a1,...,an) una n-tupla de M. Entonces se cumple:
» Sip(ry,...,2,) no tiene cuantificadores, entonces M = p(a) siy solo si N = ¢(a).
w Sip(x1,...,2,) es existencial y M = p(a), entonces N = ¢(a).
w Sip(x1,...,my,) es universal y N = p(a), entonces M = ¢(a).

Demostracién: Suponemos que M C A. Primero veremos, por induccién sobre un
término t = t(x1,...,x,) de L, que si a = (ay,...,ay,) es una n-tupla de M, entonces
tM(a) = tV(a).

= Si ¢ es una variable, entonces t = z; con 1 <4 < n, con lo que tM(a) = a; = " (a).

= Sit es una constante, entonces t = ¢ para algin simbolo de constante ¢ de L, con

lo que tM(a) = M = & =tV (a).

m Sit=Fty...t; para F simbolo de funcién k-adico de L y t1,...,t; términos de L
tales que tM(a) =tV (a) para todo 1 < i < k, entonces

Ma) = PMEM(),...,tM(0)
(por ser M CN) = FNtM(a),...,t}(a))
= FY(tY(a),.... 0} (a))

t¥(a)
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Con esto, podemos demostrar ahora la proposicién, por induccién sobre la férmula .

= Si p es una ecuaciéon de la forma ¢ = t; =ty para ty,te términos de L, entonces

M p(a) siysolosi t(a) = t3"(a)
siysolosi  tY(a) =t (a)
siysolosi N E ¢(a)

= Si Y = Rtl, ..
de L, entonces

., ti para R simbolo de relacion k-adico de L y t1,...,t; son términos

a)) € RM

si y solo si ( tM(
(a),...,t}(a)) € RV

M ¢(a)

(
(por ser M CN) siysolosi (¢
(

siysolosi  (tV(a),...,tN (a)) € RV
siysolosi N | p(a)
= Si ¢ es una negacién de la forma ¢ = —1, para una féormula ¥ de L tal que
M = (a) siy solo si Ni(a), entonces

ME¢(a) siysolosi M E—(a)

siysolosi M }74 ¥(a)

(por hipétesis de induccién) — siy solosi N J;é P(a)
siysolosi N | —9(a)

siysolosi N | ¢(a)

» Si ¢ es una conjuncion de la forma ¢ = () A x), para férmulas ¢ y x de L tales que

M [ 1(a) siy solo si Ny(a) y M = x(a) siy solo si Nx(a), entonces

ME p(a) siysolosi M E (¥ Ax)(a)
siysolosi MEvY(a) v MEx(a)
(por hipétesis de induccién) siysolosi N E¢(a) vy N E x(a)
siysolosi N[ (¢ Ax)(a)
siysolosi N E ¢(a)

Teniendo en cuenta los puntos anteriores, tenemos demostrado ya el primer punto de la
proposicién, ya que, como ya hemos visto anteriormente, toda formula sin cuantificadores
es equivalente a una férmula que utiliza Ginicamente los conectores = y A. Demostraremos

ahora el segundo y el tercer punto.

= Si ¢ es una féormula existencial de la forma ¢ = Fy;...yr ¢, para una férmula
¢(.%'1,. s Tpy Yty - - -
k-tupla m de M tal que M = ¢ (a, m). Como los elementos de a y de m pertenecen
a M C N y % no tiene cuantificadores, en los puntos anteriores hemos demostrado

que N E ¢(a,m) y, por tanto, N' = Jy; ... yr ¥ (a), que equivale a N = p(a).

,yr) de L sin cuantificadores y M |= ¢(a), entonces existe una
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= Si ¢ es una férmula universal de la forma ¢ = Vy;...yr ¢, para una férmula
(x1, ..., Tny Y1, .-, Yk) de L sin cuantificadores y N = ¢(a), entonces para cual-
quier k-tupla m de N, se tiene N = ¢(a, m). En particular, como M C N, en los
puntos anteriores hemos demostrado que para cualquier k-tupla m de M, se tiene

M [ 9Y(a,m) y, por tanto, M = Vy; ... yr ¥ (a), que equivale a M = p(a). O

Sea M una estructura de lenguaje L y sea A C M (si L no contiene simbolos de
constante, pediremos ademds que A sea no vacio). La subestructura de M generada
por A es la menor subestructura N'C M tal que A C N.

Vamos a demostrar que esta subestructura existe siempre. Consideremos la estructura
M de L y un subconjunto A C M. Definimos

N = {tM(al,...,an) : t=t(z1,...,2y) término de L, ay,...,a, € A, n < w}

Se tiene que N es no vacio, ya que si L tiene algin simbolo de constante ¢, entonces
M e N,y si L no tuviese simbolos de constante, como hemos pedido que en ese caso A
sea no vacio, existe un elemento a € A y, por tanto, para el término ¢t = x, se tiene que
tM(a) =a € N. Ademis, se tiene A C N, ya que podemos argumentar lo anterior con todo
elemento de A. El conjunto N, junto a la interpretacién de cada simbolo de constante
¢ de L como ¢™ € N, la asignacién a cada sfmbolo de funcién F de L de la funcién
FM restringida a N, y la asignacién a cada simbolo de relacién R de L del conjunto
{a € N* : a € RM} C RM, forman una estructura de L de universo N. Afirmamos
que esta subestructura de M, a la que llamaremos N, es la menor subestructura de M
cuyo universo incluye al conjunto A. Para demostrarlo supondremos otra subestructura
M’ C M tal que A C M’ y un término ¢t de L. Si t es un simbolo de constante de L,
entonces su interpretacién en M pertenece a A y, por tanto, también pertenece a M’. Si
t es una variable y a € A, entonces t™M(a) = a € Ay, por tanto, también pertenecers
a M'. Como tltima opcién, supongamos que t = F ...t para F simbolo de funcién
k-adico de L y ti,...,t; términos de L tales que tZM(al, c.,an) € Aparal < i < k.
Entonces tM(al, ...,ap) € Ay, por tanto, también pertenece a M’. En definitiva, se tiene
que N C M’.

La estructura M es una subestructura elemental de N (0 equivalentemente A es
una extension elemental de M) y se denota M < N, si M es una subestructura de
N y ademds para cada férmula ¢(z1,...,2,) de L y cada n-tupla a de M se cumple
M E p(a) siy solo si N |= ¢(a). Como observacion, si M < N entonces M = N, ya que
las sentencias son un caso particular de formulas de un lenguaje.

Una inmersién elemental de M en N es una inmersién f de M en N tal que para
cada férmula ¢(z1,...,2,) de L y cada n-tupla a de M, se cumple M |= ¢(a) si y solo
si N E ¢(f(a)). M es elementalmente inmersible en N y lo denotamos M 3 N si existe
una inmersién elemental de M en N.

Lema 2.7. Para dos estructuras M y N de un lenguaje L:
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1. M es inmersible en N si y solo si existe una extension M’ de M isomorfa a N

2. M es elementalmente inmersible en N si y solo si existe una extension elemental

M’ de M isomorfa a N.

Demostraciéon: Sea f una inmersién de M en N. Escogemos un conjunto A tal que
MNA=g2y|Al =|N\f(M)|yseag: A— N\ f(M) una biyeccién. Podemos entonces
definir una extensién M’ de M con universo M U A tal que fUg sea un isomorfismo entre
N y M. Ademés, si f fuese una inmersién elemental, M’ seria una extensién elemental
de M. O

Corolario 2.8. Si f es una inmersion de una estructura M en otra estructura N', ambas

de lenguaje L, p(x1,...,x,) es una formula de L sin cuantificadores y a = (ay,...,ay)
es una n-tupla de M, entonces M = ¢(a) si y solo si N | ¢(f(a)). Si, ademds, f es
una inmersion elemental, esto vale para toda formula p(x1,...,x,) de L.

Demostraciéon: Sea f una inmersién de M en N. Entonces, por el Lema 2.7, existe
una extensién M’ de M tal que M’ = N. Utilizando el Lema 2.6, si ¢ no tiene cuan-
tificadores se cumple M = ¢(a) si y solo si N/ = ¢(a) siy solo si N' = ¢(f(a)). De
igual manera, si f es una inmersién elemental, entonces existe una extensién elemental
M = M tal que M" =2 N y, por tanto, para cualquier férmula ¢(x1,...,x,) de L se
cumple M = p(a) siy solo si N' = ¢(a) siy solo si N |= p(f(a)). O

Sea A C M donde M es el universo de la estructura M. Entonces decimos que A es
un conjunto de parametros de M y podemos formar un conjunto Cy = {¢, : a € A}
de nuevos simbolos de constante distintos dos a dos tal que C4 N L = @. Definimos
la expansion de M generada por A, y la denotamos M4, como la estructura de
lenguaje L U Cy que tiene como universo el mismo M, interpreta cada simbolo de L
de la misma manera que lo hacia M e interpreta cada nueva constante ¢, € C'4 como

cMa = q. Como observacion, si (21, . .., x,) es una férmula de LUC 4 y my, ..., m, € M,
entonces ¢ = Y (1,...,%n,Cay,- - -,Cq,,) Para una férmula ¢(z1,..., 20, 91,...,yx) de L'y
simbolos de constante cqy,...,¢q, € Ca, y se cumple My = o(my,...,my) siy solo si

MEp(my,...,my,a1,...,a;).

Supongamos el caso particular de que escogemos el mismo M como conjunto de
parametros de M y formemos la estructura Mj;; de lenguaje L U Cys como se ha in-
dicado anteriormente. En este caso, el diagrama de M (relativo a C)y) es el conjunto
de sentencias atomicas y negaciones de sentencias atémicas del lenguaje L U C)s que son
verdaderas en Mj;. Ademads, el diagrama elemental de M (relativo a C)y) es el
conjunto de todas las sentencias del lenguaje L U C)y; que son verdaderas en Mys. Es
decir, el diagrama elemental de M es Th(M ). Fijémonos en que una sentencia de len-

guaje L U C)y tiene la forma ¢(cq,,...,¢q,), donde @(x1,...,z,) es una férmula de L
Y Cays---,Ca, son los simbolos de constante que M, interpreta como ay,...,a, € M,
respectivamente.

Proposicién 2.9. Sean M y N dos estructuras de lenguaje L.
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1. M es inmersible en N si y solo si hay alguna expansion de N que satisface el
diagrama de M.

2. M es elementalmente inmersible en N si y solo si hay alguna expansion de N que
satisface el diagrama elemental de M.

Demostraciéon: Sea M inmersible en /. Entonces existe una inmersién f : M — N.
Formemos un conjunto de nuevos simbolos de constante C' = {¢, : a € M} tal que
CNL =gy definamos N’ como la expansién de N de lenguaje L U C que interpreta

V' = f(a) para cada ¢, € C. Sea o(z1,...,2,) una férmula de L sin cuantificadores
y a1,...,an, € M arbitrarios. Entonces ¢(cq,, ..., ¢q,) pertenece al diagrama de M siy
solo si M [ ¢(aq,...,ay). Sabemos, por el Corolario 2.8, que esto pasa si y solo si

N E o(f(ar),..., f(an)), y esto es si y solo si N = ¢(cay,-+ ,Cay,)- Con esto, N es
una expansién de N que satisface el diagrama de M. Si, ademds, f es una inmersién
elemental, esto es cierto para cualquier férmula de L, y no solo para las que no tienen
cuantificadores, por lo que N’ satisface el diagrama elemental de M. Para demostrar la
otra implicacién, supongo que existe A/ una expansiéon de AN que satisface el diagrama
de M. Definimos f: M — N de la forma f(a) = cflw para cada a € M. Entonces f es
una inmersién. Ademads, si N’ satisface el diagrama elemental de M, entonces f es una
inmersién elemental. O

Para un ordinal « cualquiera, una cadena de estructuras de longitud a es una
secuencia (M; : i < «a) de estructuras del mismo lenguaje L tal que, para cualquier
i < j < a, se cumple M; C M;. Esta misma secuencia es una cadena elemental de
estructuras si para cualquier i < j < o, se tiene M; = M. Para una cadena, llamamos
union de la cadena a la estructura M = [J M, que tiene como universo la unién de los

<
universos de las estructuras de la cadena y qfle interpreta los simbolos de L de la siguiente
manera:

M _ .

= Si ¢ es un simbolo de constante de L, entonces ¢ Mi donde i < « es arbitrario.

= Si F' es un simbolo de funcién n-ddico de L y a es una n-tupla de M, entonces
FM(a) = FMi(a) donde i < a arbitrario cumpliendo que a es una n-tupla de M;.

» Si R es un simbolo de relacién de L, entonces RM = J RM:.
<o

Se tiene que, para cada i < a, M; es una subestructura de |J M.
i<a
Lema 2.10. (Lema de la cadena de Tarski) Si (M, : i < «) es una cadena elemental
de estructuras de lenguaje L, entonces para cada i < o se cumple M; < |J M,.
i<a
Demostracién: Denotamos M = [J M; y fijamos un ip < ¢, una férmula p(x) de
i<a

L y una n-tupla a = (ai,...,a,) de M;,. Como M;, es una subestructura de M, solo
falta ver que M;, = ¢(a) si y solo si M |= ¢(a). El Lema 2.6 lo asegura si ¢ no tiene
cuantificadores. Demostraremos los otros casos por induccién sobre .
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» Si ¢ es una negacién de la forma -9, para una férmula ¢ de L tal que M;, = ¢(a)
si y solo si M |=1(a), entonces

M, = ¢(a) siysolosi M, Fi(a)
siysolosi M }£¢(a)
siysolosi M = ¢(a)

= Si ¢ es una conjuncién de la forma (¢ A x), para férmulas ¢ y x de L tales que

M, = ¥(a) siy solo si M =¢(a) y Mi, = x(a) siy solosi M = x(a), entonces

M, Epla) siysolosi M;, E (¥ Ax)a)
siysolosi M;, E¢(a) y M;, E x(a)
siysolosi M E1(a) y M x(a)
siysolosi M= (¥ Ax)(a)
siysolosi M ¢(a)

= Si ¢ es de la forma Jy ¢ para una férmula ¢ de L que cumple M;, = ¢ (a,b) siy
solo si M = 1(a, b) para todo b € M;,, entonces

M, Epla) siysolosi M;, E Jyy(a,y)
siy solosi hay un b€ M,;, tal que M;, = ¢(a,b)
(por hipdtesis de induccién) siy solosi hay un b € M;, tal que M = ¢(a,b)
(como M;, C M) siysolosi hay unbe M tal que M = ¢(a,b)
siysolosi M| Jyy(a,y)
siy solosi M = p(a)

En esta seccion hemos visto que, para ver qué férmulas se cumplen en una estructura,
ayuda mucho conocer cudles se cumplen en una subestructura o una extensiéon suya,
especialmente si esta es una extension que las relaciona es elemental. Ademads, hemos
introducido el concepto de expansién, mediante el que podemos estudiar una férmula
interpretada por unos elementos del universo de una estructura como una sentencia del
lenguaje de su expansién. Esto nos ayudard en demostraciones posteriores.

2.3. Tipos

Definimos L,, como el conjunto de férmulas de un lenguaje L arbitrario cuyas variables
libres estdn en {x; : i < n}. Es decir, como el conjunto de férmulas de L que tienen,
a lo sumo, n variables libres. En particular, Ly es el conjunto de sentencias de L. Si T
es una teoria consistente de lenguaje L, decimos que un conjunto de férmulas ¥ (x) es
consistente con 7 si T'U X(x) es consistente.

Un n~tipo de una teoria T de lenguaje L es un conjunto de férmulas de L,, consistente
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con T'. Un n-tipo p es completo si para cada férmula ¢(z1,...,zy,) de Ly, o bien ¢ € p
o bien = ¢ € p. Sea p(z1,...,Ty,) un n-tipo de una teoria 7'y sea M un modelo de T'. Si
a es una n-tupla de M, entonces a es una realizacién de p si M | p(a). Se dice que M
realiza p si en M hay alguna realizacion de p. En caso contrario, se dice que M omite

p.

Sean T una teoria completa de lenguaje L, M un modelo suyo y A C M un conjunto
de parametros de M para el que creamos un conjunto C'4 de nuevos simbolos de constante,
distintos dos a dos, y tal que C'4 N L = &. Se define T'(A) como el conjunto de sentencias
de L U C4 que la expansién natural My de M satisface. Es decir, T(A) = Th(My) vy,
por tanto, T'(A) es siempre una teoria completa de lenguaje L U Cjy.

Para un conjunto de parametros A C M definimos, para cada n < w, S,(A) como
el conjunto de todos los n-tipos completos de la teoria T(A). Para cada n-tupla a =
(ai,...,an) de M, definimos el tipo de a como el conjunto de férmulas del lenguaje L,
que el modelo M satisface al sustituir sus variables libres por la tupla a, y lo denotamos
tpy(a). Es decir,

top(a) = {9 € Ln + M = p(a)}

Es importante no confundir la definicién anterior con la siguiente. Si A C M es un conjunto
de pardmetros, creamos un conjunto C'4 = {c, : a € A} de nuevos simbolos de constante,
distintos dos a dos, y tal que C4 N L = &. Si m = (mq,...,my,) es una n-tupla de M,
definimos el tipo de m sobre A como el conjunto de férmulas del lenguaje (LUC4),, que
el modelo M 4 satisface al sustituir sus variables libres por la tupla m, y lo denotamos
tpy(m/A). Es decir,

tpp(m/A) ={p € (LUCa)n : Ma = p(m)}

Como observacién, si ¢(z1,...,xy,) es una férmula de (L U Cy),,, entonces tiene la for-
ma ¢ = ¢(z1,...,Tn,Cays- - -, Cay,) Para una férmula Y (z1,...,Tn, Y1, .., yk) de lenguaje
L y simbolos de constante cq,,...,cq, € Ca, que M, interpreta como los elementos
ai,...,ar € A C M, respectivamente. En este caso,

o(x1,...,2,) €tpp(m/A) siysolosi My k= o(my,...,my)
siysolosi M Ey(my,...,mp,a1,...,a;)

Se cumple que, para cada n-tupla m = (mq,...,m,) de M y cada subconjunto A C M,
tpyrg(m/A) es un n-tipo completo de la teorfa T(A), ya que para cada férmula ¢ del
lenguaje (L U C4)y, 0 bien M = p(m) y, por tanto, ¢ € tpy(m/A), o bien M £ o(m),
con lo que M = —¢(m) y = ¢ € tpy(m/A).

Proposicion 2.11. Si dos estructuras son elementalmente equivalentes, entonces tienen

extensiones elementales isomorfas entre st.

Demostracién: Supongamos M; y My dos estructuras de lenguaje L elementalmente
equivalentes. Formemos los conjuntos C1 = {c, : a € M1}y Co = {¢p : b € My} de nuevos
simbolos de constante, tales que sus elementos son distintos dos a dos y ambos disjuntos
con L y entre ellos. Sean las respectivas teorias T'(M7) de lenguaje L U Cy y T'(M2) de
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lenguaje L U Cy. Veremos que la teoria T = T'(M;) U T'(M2) es consistente. Como una
estructura satisface un conjunto finito de sentencias de su lenguaje si y solo si satisface la
sentencia formada por la conjuncion de todas las sentencias del conjunto, un subconjunto
finito de T' puede estar representado por la conjuncién de una sentencia oy € T(My)
de lenguaje L U C4, y una sentencia oo € T'(Mz) de lenguaje L U Cy. Sea N = My, la
expansién de My generada por Mj. Es decir, la estructura de lenguaje LUC] con universo
M que interpreta cada simbolo de L como lo hace Mj e interpreta cy = a para cada
¢q € C1. Entonces N es un modelo de T'(M;) y en particular N |= o1. Como o9 € T'(Ms),

podemos dar la nueva representacién oy = ¥(cp,, ..., ¢, ), donde 1 es una férmula de
Lycy,...,c, € Ca Ahora, como oy € T(Ms), sabemos que Ms = ¢ (by,...,by), por
lo que My |= 3z ... xpY(x1, ..., 2,), donde Jz; ... 250 (21,...,2,) es una sentencia de

L. Como, por hipétesis, M1 = My, se tiene que M; = 3zy...x,¥(x1,...,2,), por lo
que hay elementos ay,...,a, € M tales que My = 9¥(a1,...,an). Definamos ahora el
conjunto C5 = {cp,, ..., ¢, } € C2y sea N' = Ny la expansién de lenguaje L UCy U Cy
de N que interpreta cada simbolo de L U C; como lo hace A e interpreta C'é\i/ — para
cada ¢, € C. Entonces N/ |= 01 A 02. Esto quiere decir que T es finitamente satisfacible
y, por el Teorema de compacidad, satisfacible, por lo que T es consistente. Ahora fijamos

i = 1,2 y observamos que una sentencia de L U C; tiene la forma ¢(cq,, ..., Cq, ), donde
¢(x1,...,7p) es una férmula de L y c,; € G, por lo que a; € M;, para cada 1 < j < n.
Ademss, se tiene que M; = ¢(a1,...,an) si y solo si M,y = ey Moo ew, M),

Teniendo esto en cuenta, sea A un modelo de la teoria T = T'(M7) U T'(M3) de lenguaje
LUCyUCy y sea A’ la restriccion de A al lenguaje L. Entonces la expansiéon de A’ al
lenguaje L U C} que interpreta cada simbolo ¢, € C como lo hace A es un modelo del
diagrama elemental de M;j. Como existe una expansién de A’ que satisface el diagrama
elemental de M, por la Proposicion 2.9 se tiene que M es elementalmente inmersible
en A’. De igual manera, la expansién de A’ al lenguaje L UC5 que interpreta cada simbolo
cp € Cy como lo hace A es un modelo del diagrama elemental de Msy y, por tanto, Mo
también es elementalmente inmersible en A’. Ahora, utilizando el Lema 2.7, existen

N1 = My y Ny = M tales que A = N; y A = Ns, por lo que N7 = Ns. O

Como observacién, si {N; : i € I} es un conjunto de extensiones elementales de
una estructura M, entonces todas las estructuras N; son elementalmente equivalentes
entre ellas, ya que para cualquier par ig,i1 € I, se tiene que tanto N, como N, son
elementalmente equivalentes a M y, por tanto, también lo son entre ellas.

Ademas, si {M; : i € I} es un conjunto de estructuras elementalmente equivalentes
entre ellas, entonces tienen extensiones elementales isomorfas entre ellas. Esto podemos
verlo iterando la Proposicion 2.11 si I es un conjunto finito. Pero esto demuestra que

U T'(M;), donde Iy es un subconjunto finito de I y los conjuntos de nuevas constantes
%f)ﬁnados por cada estructura son disjuntos, es satisfacible. Por tanto, |J7(M;) es finita-
mente satisfacible y, por el Teorema de compacidad, satisfacible. Un mz(f(fllelo de UT(M;)
serd isomorfo a una extensién elemental de cada estructura M; con i € I. e

Utilizando lo anterior podemos ver que, si T es una teoria completa de lenguaje L,
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My es un modelo suyo y A C M; es un conjunto de parametros de Mj, cualquier n-
tipo completo de la teoria T'(A), p(x1,...,z,) € Sp(A), es consistente por definicién vy,
por tanto, existe un modelo My de T(A) que lo realiza. Como la restriccién de Msy al
lenguaje L es modelo de T', y T es completa, entonces M es elementalmente equivalente
a la restriccion de Moy al lenguaje L, por lo que estas dos estructuras tienen extensiones
elementales isomorfas entre ellas, a las que llamaremos M/ y M}, respectivamente. Como
My realiza p(x1,...,2,), su restriccién a L también lo realiza, por lo que M} lo realiza
también y, en consecuencia, lo realiza también M. En definitiva, todo tipo completo de
T(A) se realiza en alguna extensién elemental de cada modelo de T

Lema 2.12. Si T es una teoria completa de lenguaje L, para cada modelo M de T y
cada conjunto de pardmetros A C M de M, existe una extension elemental N = M que
realiza todo n-tipo completo de T(A).

Demostracion: Sea M un modelo de T'y A C M un conjunto de pardmetros de M.
Sea |Sp(A)| = k. Podemos dar una ordenacién

Sn(A) = {pi(z1,...,2n) € Sp(A) : i < K}

Como sabemos, podemos crear la cadena elemental (M, : i < k) tal que My = M y, para
cada i < K, M, es una extensién elemental de M; que realiza p;(z1,...,z,). Entonces,
la unién de esta cadena es una extension elemental de M que satisface todos los n-tipos
completos de T'(A). O

2.4. Modelos w-saturados

Esta seccién se encargard de introducir el concepto de w-saturacién, utilizando para
ello las definiciones y los resultados expuestos en la seccién anterior. Ademads, tratara de
relacionar varios de los conceptos introducidos en las anteriores secciones, como puede ser
el de estructuras parcialmente isomorfas o el de equivalencia elemental entre estructuras,
con el de w-saturacién.

Un modelo M de una teoria completa T es w-saturado si, para cada subconjunto
finito A C M, todo tipo completo p € S1(A) se realiza en M.

Proposicién 2.13. Todo modelo de una teoria completa tiene una extension elemental
w-saturada.

Demostracion: Sea T una teoria completa de un lenguaje L y sea M un modelo de
suyo. Sabemos, por el curso de Ldgica matemdtica, que todo 1-tipo completo de S1(A),
donde A C M, puede extenderse a un 1-tipo completo de S;(M). Por el Lema 2.12
sabemos que hay una extension elemental Mg de M que realiza todo 1-tipo completo de
S1(M) vy, por tanto, todos los tipos completos de S;(A), para cualquier A C M finito.
Repitiendo el proceso sobre estas nuevas estructuras, se obtiene la cadena elemental (M, :
i < w) donde cada M, realiza todos los tipos sobre subconjuntos finitos de M;. Entonces
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la unién de la cadena es w-saturada, ya que si p es un 1-tipo completo de T'( |J M;),

1<w
entonces existe un iy < w tal que p es un 1-tipo completo de T'(M,,), por lo que |J M;
i<w
lo realiza. Ademads, esta es una extensién elemental de M. O

Sean M y N dos estructuras de lenguaje L. Una aplicacién elemental parcial de
M en N es una funcién f con Domf € M y Im f C N tal que, para cada férmula
o(x1,...,2,) de L y cada n-tupla a = (ay,...,a,) de Dom f, se cumple M |= p(a) siy
solo si N = ¢(f(a)). Toda aplicacion elemental parcial f de M en N es inyectiva, ya que
si suponemos dos elementos a,b € Dom f C M tales que a # by f(a) = f(b), entonces

para la formula p(z,y) = (z = y) se cumple M F£ ¢(a,b) y N = o(f(a), f(b)), que es
absurdo.

Si f es una aplicacién elemental parcial de M en N con A C Dom f y p es un n-tipo
sobre A, entonces definimos el tipo conjugado de p por f como el tipo p/ sobre f (A) que
se obtiene al sustituir en cada férmula de p los pardmetros de A por sus correspondientes
imdagenes via f. Es decir,

pf = {<p(x17"'7xn)f(a1)7"'7f(a’k)) : 90(3917"‘71'714’&17"'7&]{3) ep}

Observacién 2.14. Sea f una aplicacién elemental parcial de M en N', A C Dom f,
a€ M, p=tpy(a/A) yb e N. Sib es una realizacion de p’, entonces f U {(a,b)} es
una aplicacion elemental parcial.

Demostracién: Que b sea una realizacién de p/ significa que para toda férmula
o(r1,...,xn,y) de L y todo ai,...,a, € A, se cumple que M [ ¢(ai,...,an,a) si
y solo si N' &= o(f(a1),..., f(an),b). Sea ahora g = f U {(a,b)}. Si ¢¥(x1,...,2y) es
una férmula de L y ay,...,a, € AU {a}, se tiene que M | ¥(ay,...,a,) si y solo si

N Ed(g(ar),. .. glan))- -

Observacién 2.15. Sean M y N dos estructuras de lenguaje L y f una aplicacién
elemental parcial de M en N. Si A es un subconjunto de M vy p es un n-tipo completo
sobre A, entonces p! es un n-tipo completo sobre f(A).

Para relajar la escritura, si A es un subconjunto del universo M de la estructura M,

escribiremos (21, ...,Ty, a1,...,a) para referirnos a la férmula de lenguaje (L U Cy),
o(x1, ..., &n, Cays- -5 Cay), ya que la expansiéon My de M interpretard asi las constantes
Cayyr---sCay, € Ca.

Demostracién: Si p es un n-tipo completo sobre A, entonces para cualquier férmula
o(r1,...,xn,y) de Ly cualquier n-tupla a = (a1, ...,a,) de A, o bien p(a,y) € p, o bien
- p(a,y) € p, por lo que, o bien ¢(f(a),y) € p’, o bien = (f(a),y) € p/, respectivamente.

O

Lema 2.16. Toda aplicacion elemental parcial es un isomorfismo parcial.

Demostracién: Sea f : M — N una aplicacién elemental parcial de M en N.
Entonces f es inyectiva y, ademds, para cada férmula ¢(x1,...,x,) de L y cada n-tupla
a de Dom f, se cumple M = p(a) si y solo si N = ¢(f(a)). Teniendo esto en cuenta:
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» Sea c es un simbolo de constante de L y a € Dom f. Definimos ¢(z) = ¢ = z. Se
cumple que
M=a siysolosi Mk pa)

siysolosi N E ¢(f(a))
siysolosi ¥ = f(a)

= Sea F' es un simbolo de funcién n-adico de L, a una n-tupla de Dom f y b € Dom f.
Definimos ¢(z1,...,%n,y) = F(x1,...,2,) = y. Se cumple que

FMa)=b siysolosi M = ¢(a,b)

siysolosi N <,0(f(,(l . f(D))
si y solo si FN(f(a)) = f(b)

= Sea R es un simbolo de relacién n-adico de L y a una n-tupla de Dom f. Definimos

o(z1,...,oy) = R(x1,...,xy,). Se cumple que

a€ RM siysolosi M k= g(a)

siysolosi N E o(f(a))
siysolosi f(a) € RV

O

Proposicion 2.17. Dos estructuras w-saturadas y elementalmente equivalentes son par-
ctalmente isomorfas.

Demostracién: Suponemos M y N dos estructuras de lenguaje L w-saturadas y ele-
mentalmente equivalentes. Queremos ver que existe un conjunto de isomorfismos parciales
no vacio con las propiedades back y forth entre ellas. Sea I el conjunto de las aplicaciones
elementales parciales f de M en N con Dom f C M finito y, por tanto, Im f C N también
finito. Como M = N, el isomorfismo parcial vacio pertenece a I y, por tanto, I es un
conjunto no vacio. Supongamos f € I y sean A = Dom f y B = Im f. Escojamos a € M
arbitrario y consideremos p = tp ((a/A). Como p es completo, entonces p/ también lo es
y, por tanto, p/ € S1(B). Como N es w-saturada, y p/ es un tipo sobre B con B finito,
existe un elemento b € N que realiza p/ y, por tanto, g = fU{(a,b)} es elemental y finita.
Teniendo lo anterior en cuenta, vemos que g es una aplicacién elemental parcial de I que
extiende a f y cumple ¢ € Domg. Escojamos ahora b € N arbitrario y consideremos
p = tpy(b/B). Como p es completo, entonces p! ~' también lo es por ser f un isomorfismo
parcial, y, por tanto, pfi1 € S1(A). Como M es w-saturada y 1101071 es un tipo sobre A,
con A finito, existe un elemento a € M que realiza p/ y, por tanto, g = f U {(a,b)} es
elemental y finita. Teniendo lo anterior en cuenta, vemos que ¢ es una aplicaciéon elemental
parcial de I que extiende a f y cumple b € Im g. Con esto queda demostrado que I es un
conjunto de isomorfismos parciales de M en N no vacio con las propiedades back y forth
y, por tanto, M =, . O

Proposiciéon 2.18. Una teoria T de lenguaje L es completa si y solo si para todo par de
modelos de T w-saturados, estos son parcialmente isomorfos.
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Demostracién: Supongamos T completa y M y A dos modelos w-saturados de T.
Como ambos son modelos de una teoria completa, se tiene que M = A. Entonces, utilizan-
do la Proposicién 2.17, se llega a M =, N. Para la otra implicacién, supongamos que
para cualquier par de modelos w-saturados de la teoria T, estos modelos son parcialmente
isomorfos. Sean M y N dos modelos de esta teoria. Sabemos que existen extensiones ele-
mentales w-saturadas M’ y N7 de estas estructuras. Como M’ y N’ también son modelos
de T, se tiene M’ =, N'. Por la Proposicién 2.5 tenemos que M’ = N’. Utilizando
la propiedad transitiva de = y el hecho de que M = M’ = N/ = N, se tiene que M
y N son elementalmente equivalentes. En definitiva, para cualquier par de modelos de
T, estos son elementalmente equivalentes. Utilizando el Lema 2.2, vemos que T es una
teoria completa. O

Con esto terminamos el segundo capitulo. Estos han sido los resultados de teoria de
modelos que hemos creido esenciales para escribir este trabajo. Con todos ellos demostra-
dos, vamos a aplicarlos ahora al estudio de la teoria de cuerpos.



Capitulo 3

Aplicacién en teoria de cuerpos

En este ultimo capitulo expondremos, con la ayuda de los resultados que hemos ido
introduciendo, la forma en la que la teoria de modelos es capaz de estudiar otros campos
de las matematicas. En nuestro caso, buscaremos resultados relacionados con la teoria de
cuerpos algebraicamente cerrados.

De ahora en adelante, llamaremos £ al lenguaje formado por {0, 1, —, +, - }, donde 0
y 1 son simbolos de constante, — es un simbolo de funcién monéadico y + y - son simbolos
de funcion 2-adicos. En L, definimos la teoria de cuerpos, y la denotamos F, como la
teoria axiomatizada por:

n VaVyVe((z+y) +2=a4+ (y+2))

» VaVyVz((z-y)-z=a-(y-2))

» VaVy(z+y=y+z)

= VaVy(z-y=y-x)

= VaVyVe(z-(y+2)=x-y+x-2)

» Vz(z+0=ux)
» V(x4 (—z) =0)
sV (mx=0—Jy(z-y=1))

Estos son los axiomas que definen los cuerpos. Por tanto, una estructura de £ que sea
modelo de F, es un cuerpo. Los elementos de tal cuerpo serdan los elementos del universo
de la estructura.

23
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Cada niimero entero n € Z se puede representar en £ de la siguiente manera: si n = 0,
entonces n se representa por el simbolo de constante 0. Si n > 0, entonces n se representa
por 1+ ™. + 1. Finalmente, si n < 0, entonces n se representa por —(1+ mo4 1).

Para cada término t(z1,...,2,) de £ existe un dnico polinomio P(z1,...,x,) con
coeficientes enteros tal que

TrHtx,...,2n) = Plx1,...,20)

Haciendo un abuso de notacién, hablaremos de este polinomio asociado para referirnos a
cada término del lenguaje L.

Una férmula atomica de £, al no haber en este lenguaje simbolos de relacion, serd una
ecuacién de la forma

P(x1,...,x0) = Q(x1,...,Zm)

donde P(x1,...,2,) v Q(x1,...,2y) son polinomios con coeficientes enteros. Estas ex-
presiones equivalen a

P(z1,...,2n) + (—Q(x1,...,2p)) =0

donde el término P(z1,...,2,) + (—Q(z1,..., 7)) también tiene un dnico polinomio
R(z1,...,x,) con coeficientes enteros asociado tal que

ThHP(xy,...,20) + (—Q(1, ..., xm)) = R(x1, ..., 24)
Por tanto, las férmulas atémicas de £ son ecuaciones que podemos expresar como
P(z1,...,2y) =0
donde P(x1,...,2,) es un polinomio con coeficientes enteros.
Llamamos inecuacién a la negacién de una ecuacién = P(x1,...,zy,) = 0.

Una férmula libre de cuantificadores en este lenguaje es, por tanto, una combinacion
booleana de ecuaciones. Esta puede presentarse como una disyuncién de conjunciones de
ecuaciones e inecuaciones. A cada una de estas conjunciones de ecuaciones e inecuaciones
la llamaremos sistema de ecuaciones e inecuaciones.

3.1. Conceptos de algebra

Sea K un cuerpo con universo K. Definimos el morfismo de anillos ¢ : Z — K definido
por $(0) = 0F y ¢(1) = 1°. Entonces, para cada n € Z positivo, ¢(n) = (1 + 7. + 1)~
(llamaremos n’ a este elemento por comodidad) y ¢(—n) = (—(1+.41))K = —n*. Como
ya sabemos, pueden suceder dos cosas. O bien Ker ¢ = {0}, en cuyo caso la caracteristica
de K es 0 y se denota Char = 0, o bien Ker ¢ = pZ para p € Z primo y, entonces, la
caracteristica de K es p y se denota Char I = p. Se tiene que, si Char K = 0, entonces
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d(Z) = Z y, por tanto, ¢(Z) es un dominio de integridad. Si, por el contrario, Char L = p
para p € Z primo, entonces ¢(Z) = {0F, 1%, ..., (p — 1)*}, que es un subcuerpo de K.
En definitiva, ¢(Z) es un dominio de integridad. Es decir, Im ¢ es siempre un dominio de
integridad y, por tanto, Ker ¢ es un ideal primo de K.

Para obtener la teoria de cuerpos de caracteristica p, que denotaremos por Fy,
deberemos anadir a los axiomas de la teoria de cuerpos otros axiomas. Si p € Z es un
nimero primo, anadimos el axioma p = 0, donde p = 1 + P).+1. En cambio, si p =0,
anadiremos los infinitos axiomas —p = 0 para cada p € Z con p > 0 primo.

Sea I un cuerpo y a y b dos elementos de extensiones de K. Decimos que a y b
son KC-similares si los cuerpos K(a) y K(b) son isomorfos bajo un isomorfismo que fija
K y envia a — b. Para ver si esto sucede, consideramos la aplicacién exhaustiva que
envia cada polinomio P(z) de K[X] al elemento P(a) del anillo K[a] generado por K
vy a. Llamaremos al ntcleo de esta aplicacion ideal de ecuaciones de a sobre K y
lo denotaremos I,/x. Por el primer teorema de isomorfia, K[X]/I,/x = K[a]. Ademis,
como Ka] es un dominio de integridad, entonces también lo es K[X]/I,/k, y esto pasa si
y solo si I,k es un ideal primo de K[X]. En definitiva, I,/ es un ideal primo de K[X].
Una clase de KC-similitud es, por tanto, un ideal primo. Dos elementos son K-similares si
y solo si satisfacen las mismas ecuaciones con coeficientes en K y esto pasa si y solo si
satisfacen las mismas féormulas sin cuantificadores con coeficientes en K.

Sea K un cuerpo y a un elemento de una extensién de K. Si I,/x = {0}, decimos
que a es trascendente sobre K. Es el caso en que a no es cero de ningin polinomio
con coeficientes en K. En este caso KJa] es isomorfo a K[X] y, el cuerpo de fracciones
de Klal], K(a), es isomorfo al cuerpo K (X) de funciones racionales en una variable con
coeficientes en K. De otra manera, I, i estd generado por un polinomio irreducible, del
que a es un cero, al que llamaremos polinomio minimo de a sobre K y denotaremos
Mg k(7). En este caso decimos que a es algebraico sobre K.

Un cuerpo K es algebraicamente cerrado si todo polinomio de grado n > 1 en una
variable con coeficientes en K tiene un cero en K. Es decir, si para cada polinomio P(z)
no constante con coeficientes en K, se cumple K = 3z (P(z) = 0).

Para obtener la teoria de cuerpos algebraicamente cerrados, que denotaremos
ACF, anadimos a los axiomas de la teoria F los infinitos axiomas siguientes: para cada
n=1,

VYo .. Yno1 3z (@ Fyp1 -V 4y +yo = 0)

Finalmente, denotaremos ACFy a la teoria de cuerpos algebraicamente cerrados
de caracteristica 0, formada por Fg U ACF; y denotaremos ACFp a la teoria de
cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica prima p, formada por Fp U
ACF.

Es facil observar que todo cuerpo algebraicamente cerrado es infinito. Para verlo,
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supondremos K un cuerpo finito con elementos ay, ..., a,. Entonces el polinomio
(X —a))-- (X —ap) + 1%

no tiene raices en K, ya que al evaluarlo en cualquier elemento de K su valor es 1% # 0.
Con lo cual, K no es un cuerpo algebraicamente cerrado.

3.2. Eliminacion de cuantificadores

Una teoria T de lenguaje L admite eliminacién de cuantificadores si para cada
férmula p(z1,...,x,) de L existe otra férmula ¢ (x1,...,z,) de L sin cuantificadores tal
que

ThEVYxy.. Ve, (e(x1,. .., 2n) < Y(x1, ..., 20))

0, equivalentemente,
TEop(r,...,xn) & Y(21,...,20)

Observacién 3.1. Sean M y B dos estructuras de un mismo lenguaje. Sea A una sub-
estructura de M y f un isomorfismo de A en B. Entonces B tiene una extension N que
es isomorfa a M mediante una extension de f.

Demostracién: Por ser f un isomorfismo, f~! también lo es y, en particular, es
también una inmersiéon. Tenemos entonces que B es inmersible en M. Por el Lema 2.7,
existe una extensiéon N de B que es isomorfa a M. El isomorfismo usado en la demostracién
del lema citado extiende a f~!, por lo que su inverso es un isomorfismo de M en N que
extiende a f. O

Proposicion 3.2. Una teoria T de lenguaje L admite eliminacion de cuantificadores si
y solo si para cada par de modelos M y N de T, cada subestructura comin A de estos
modelos, cada formula o(z1,...,2n,y) de L que sea conjuncion de formulas atémicas y
negaciones de formulas atémicas, y elementos ay,...,an, € A, si M = Jyp(ay, ..., an,y),
entonces N' |=Jy p(ai, ..., an,y).

Demostracién: Supongamos que T admite eliminacién de cuantificadores y que M
y N son dos modelos suyos cualesquiera con una subestructura comiin A. Entonces, si
o(21, ..., Ty, y) es una conjuncion de férmulas atémicas y negaciones de férmulas atémicas
de L, existe una férmula (x4, ..., x,) sin cuantificadores de L tal que

TEIyp(xr,...,xn,y) < Y(T1,...,2p)
Se tiene entonces

MEJyp(ar,...,an,y) siysolosi M E(al,..., a,)
siysolosi AE1(ar,...,an)
siysolosi N E4¢(al,...,an)
siysolosi N E3Jye(ar,...,an,y)
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Para la otra implicacién, introduciremos dos observaciones previas a la demostracion
de que T es una teoria que admite eliminacién de cuantificadores.

Observacién. La misma hipdtesis es vdlida si la formula ¢(x1, ..., Ty, y) es una formula
sin cuantificadores, ya que en este caso se cumplird

So(xlw'wxnny) = \/ /\ Xij(xl)"'axnvy)

icl jeJ

donde las diferentes xij(x1,...,%n,y) son formulas atomicas o negaciones de férmulas
atomicas y, por tanto,

MEyelal,... any) siysolosi ME3Jy \ A xijlar,... . an,y)

iel jeJ
siysolosi M=\ 3y A xijlat,...an,y)
iel  jeJ
sty solo si M ): Jy /\ Xioj(al, . 7an73/)
jeJ

para algun ig € I, que es el caso del enunciado.

Observacion. Para ver que T admite eliminacion de cuantificadores, basta ver que, pa-
ra toda formula o(z1,...,xn,y) del lenguaje L sin cuantificadores, existe una formula
Y(x1,...,2y) del lenguaje L sin cuantificadores tal que

TEIyp(x,...,xn,y) < V(T1,...,2)

Para demostrarlo, supondremos cierto que esto pasa y actuaremos por induccion sobre
una formula de L:

= 57 la formula es @ atdmica, entonces no tiene cuantificadores y T F ¢ < .

= 51 la formula es de la forma — @ y, por hipdtesis de induccion, existe una formula
¥ sin cuantificadores tal que T = ¢ <> 1, entonces la formula —1) no tiene cuanti-
ficadores y se cumple que T F = <> =),

» Si la formula es de la forma (o A¢') y, por hipdtesis de induccidn, existen férmulas
v, Y sin cuantificadores tales que T H o <> y T+ ¢’ < ), entonces (Y ANY') no
tiene cuantificadores y se cumple que T F (p N ¢') < (W AY).

= 51 la formula es de la forma Jy ¢ y, por hipdtesis de induccion, existe una formula
¢ sin cuantificadores tal que T + @ <+ ¢, entonces T + Jy ¢ <> Iy ©'. Como hemos
supuesto que existe una formula 1) sin cuantificadores tal que T = Jy ' < 1, se
tiene T F Jy p <> .

Por tanto, sea ¢(x1,...,%,,y) una férmula de L sin cuantificadores, buscamos otra
férmula ¥ (x4, . .., x,) sin cuantificadores tal que T'F Jy p(x1, ..., 20, y) & V(z1,. .., Tp).
Definimos ¥(z1,...,zy) como el conjunto de las férmulas ¢(z1,...,z,) de L sin cuanti-

ficadores tales que T'F 3y p(z1, ..., 20, y) = V(x1,...,Tp).
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Afirmacién. TUX(z1,...,z5) F Jye(x1,...,20,Y).

Para demostrarlo, supondremos un modelo A" de T y elementos a1, ...,a, € N tales
que N = X(ay,...,a,). Queremos ver que N' = Jyp(aq,...,an,y). Sea A(zq,...,x,) el
diagrama de aq, . .., a, en N, es decir, el conjunto de férmulas ¢(x1, ..., z,) de L sin cuan-

tificadores tales que N = ¢(aq,...,ay), y sea A =< ay,...,a, >C N la subestructura
de NV generada por aq,...,a,.

Observacion. T'U A(z1,...,z,) U{Jyp(z1,...,2,,Yy)} es consistente, ya que si no lo
fuera existiria un subconjunto finito de formulas de A(zy,...,xy,) que harian inconsisten-
te su union con T y {Jye(x1,...,zn,y)}. Denotando ¥(x1,...,z,) a la conjuncion de
ese subcongunto finito de formulas se tendria que T U {i(z1,...,2yn), Iy e(x1,...,Zn,y)}
es inconsistente. Entonces T F Iy p(x1, ..., 2n,y) = —(x1,...,25) y, por tanto, se tie-
ne que ~(x1,...,xy) € X(x1,...,2,). Esto hace que N |E —(aq,...,a,) y por ser
—(x1,...,2y) una formula sin cuantificadores, —(x1,...,xy) € A(x1,...,2y), pero
esto es absurdo, ya que A(x1,...,xn) FY(x1, ..., 2,).

En definitiva, existe un modelo M de T y elementos by, ...,b, € M tales que M
A(br,y...,bn) y M= Jyp(by,. .., by, y). Sabemos ademds que, si B =< by,...,b, >C M,
entonces b; — a; para 1 < i < n se extiende a un isomorfismo f : B = A definido por
tM(by, ..., by) tN(al, ...,ap). A su vez, este isomorfismo se extiende a otro f M=
M’ para un M’ O A. Ahora, A es una subestructura comin de Ny de M’ y M’
Jy p(a1, ... ,an,y). Por hipdtesis del enunciado, se tiene que N' = Jy p(ay, ..., an,y), con
lo que se demuestra la afirmacion.

Utilizando esta afirmacion, se tiene por compacidad que existe un subconjunto finito
de formulas {¢1(x1,...,2n), ..., Vp(z1,. .., 20)} C X(2z1,...,2,) tales que

TE(1(z1, .. yxn) Ao Ag(z1, ..o xn)) = Fyo(1, .o T, Y)

pero por ser cada ¥(x1,...,2,) con 1 < i < k una férmula de X(x1,...,z,), también se
tiene que

TE3yp(x,...,xn,y) = (V1(z1, ..y x0) Ao Ag(21, .. T0))

Por tanto, sea ¥ (z1,...,x,) = ¥1(x1,...,2n) A+ Ap(z1, ..., Ty), entonces se tiene que
Y(x1,...,2T,) es una féormula sin cuantificadores y

TEIye(xi,...,zn,y) <> V(X1 ..., Tp)

que era lo que buscdbamos para terminar la demostracién. O

Teorema 3.3. Una teoria T de lenguaje L es completa y admite eliminacion de cuantifi-
cadores si y solo si para cada par de modelos M y N w-saturados de la teoria T, se tiene
que I : M =, N, donde I es el conjunto de isomorfismos entre subestructuras finitamente
generadas de M y N.
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Demostracién: Sea T una teoria completa que admite eliminacién de cuantificado-
res. Sean M y N dos modelos de T w-saturados e I el conjunto definido en el enunciado.
Entonces las subestructuras de M y N generadas por & son isomorfas mediante el iso-
morfismo definido por ¢M — ¢V, por lo que I es no vacfo. Sea ahora f € I y a € M.
Entonces existen subconjuntos finitos A C My B C N talesque f:< A >=< B >. Sea
A=< AU{a} >y p = tpp(a/A). Entonces p es un tipo completo de S;(A) y, por tanto,
p! también es un tipo completo de S1(B). Por ser N w-saturado existe un elemento b € N
tal que N |= pf(b). Podemos extender f a g = f U {(a,b)} que cumple que a € Dom g y
g € I por ser un isomorfismo entre A’ y B’ =< BU{b} >. La propiedad back se demuestra
de manera similar utilizando que f € I es un isomorfismo. Por otro lado, suponiendo el
segundo punto del enunciado cierto, la Proposicién 2.18 nos asegura que 7' es completa.
Demostraremos ahora, ayudandonos de la Proposicion 3.2 que T admite eliminacién
de cuantificadores. Para ello supondremos M y N dos modelos de T' con una subestruc-
tura comun A, sea ¢(z1,...,Ty,,y) una conjuncién de férmulas atémicas y negaciones de
féormulas atémicas de L y ag,...,a, € A tales que M = Jyp(ay,...,an,y). Sabemos,
por la Proposicién 2.13 que existen M’ = M y N/ = N w-saturadas. Como hay un
a€ M C M tal que M' |= p(ai,...,an,a) y I : M’ =, N por hipétesis, la propiedad
forth de I asegura que existe g € I con a € Dom g y por tanto N = (a1, ..., an, g(a)).
Esto implica que N/ = 3y ¢(aq,...,an,y) y por ser N’ una extensién elemental de N se
tiene N = Jyp(ai, ..., an,y). O

Corolario 3.4. La teoria de cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica fijada es
completa y admite eliminacion de cuantificadores.

Demostracion: Utilizando el Teorema 3.3, solo necesitamos demostrar que cual-
quier par de modelos w-saturados de la teoria ACFy,, para una caracteristica p fijada, son
parcialmente isomorfos via el conjunto de isomorfismos entre subestructuras finitamente
generadas de estos modelos. Sean M y N dos modelos w-saturados de ACFg. Entonces,
las subestructuras de M y N generadas por & respectivamente son isomorfas a Z. Si, en
cambio, M y N son dos modelos w-saturados de ACFp, donde p € Z es un nimero primo,
entonces las subestructuras de M y N generadas por @ respectivamente son isomorfas
a pZ. En cualquier caso, estas subestructuras son finitamente generadas y son isomorfas
entre ellas, por lo que el conjunto I de isomorfismos entre subestructuras finitamente
generadas de M y N es no vacio. Sea T la teoria de cuerpos algebraicamente cerrados
de una caracteristica fijada, y sea f € I un isomorfismo entre las subestructuras A C M
y B C N generadas por A C M y B C N respectivamente, ambos finitos. Estas subes-
tructuras son dominios de integridad y, por tanto, sus respectivos cuerpos de fracciones
K y H también son isomorfos. Llamaremos fl al isomorfismo entre K y H que extiende
a f de forma natural. Entonces K[X] y H[X] también son isomorfos. Llamaremos fy al
isomorfismo entre K[X] y H[X] que extiende a f; de forma natural. Fijamos ahora un
elemento a € M.

= Supongamos el caso en que a es algebraico sobre K. Entonces a tiene un polinomio
minimo mg x(v) en K[X]. Utilizando fo llevamos este polinomio a un polinomio
irreducible de H[X] que, por ser N algebraicamente cerrado, tiene un cero b €
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N. Este polinomio serd el polinomio minimo de b. Sea ¢ : K[X]| — K(a) el
morfismo definido por P(x) + P(a). Como Ker¢ = I,/k, que es el ideal generado
por m, /i (z), se tiene K[X]/I, x = K(a). A su vez, H[X]|/I)g = H(b). Como
for KIX] = H[X]y fa(lo/r) = Iy/m, se tiene que K[X]/1,/ = H[X]/I;/g. Con
todo, obtenemos que existe un isomorfismo g : K(a) = H(b) que extiende a f. Sea
A’ el subanillo de M generado por AU {a} y sea B el subanillo de N generado
por B U {b}. Entonces g4 : A = B'. En definitiva, g|4 € I, extiende a f y
a € Dom g| 4.

= Supongamos el caso en que a no es algebraico sobre K. Sabemos que un polinomio
de grado n tiene a lo sumo n raices en un cuerpo, ya que si « es una raiz suya,
entonces el polinomio = — « lo divide. Por tanto, sean P;(z),..., Px(x) polinomios
de B[X]. Como ya hemos visto, N es infinito ya que 7'+ ACF vy, por tanto, existe
un elemento en N que no es raiz de ninguno de los polinomios anteriores. Definimos
el tipo p = {=P(z) =0 : P(z) € B[X] no constante}. Por ser N/ una estructura
w-saturada, existe un elemento b € N que realiza p. El hecho de que b no sea raiz
de ningun polinomio en B[X] es equivalente a que no lo sea de ningin polinomio
de H[X], ya que si fuera raiz de un polinomio de H[X], podriamos multiplicar
este polinomio por el producto de todos los denominadores de sus coeficientes para
obtener un polinomio en B[X] con las mismas raices que el polinomio original y, por
tanto, seria una raiz de ese polinomio de B[X], que es absurdo por hipétesis. Sea
¢ K[X] — K(a) el morfismo definido por P(x) — P(a). Ahora se tiene Ker ¢ =
{0} y, por tanto, K[z] = K(a). De igual manera, obtenemos que H[X]| = H(b) y,
por tanto, podemos concluir que K (a) = H(b). Sea g : K(a) = H(b) el isomorfismo
definido al anadir la condicién a — b a fi. Sea A’ el subanillo de M generado por
AU{a} y sea B’ el subanillo de N generado por B U {b}. Entonces g|4 : A" = B'.
En definitiva, g| 4 € I, extiende a f y b € Im g| 4.

La propiedad back se demuestra de manera similar utilizando que f es un isomorfismo. [J

La completud de ACFg que acabamos de demostrar, nos lleva a la equivalencia entre
el hecho de que una sentencia se satisfaga en ACFqg y el hecho de que se satisfaga en
ACFy, para primos p lo suficientemente grandes, tal como indica el lema siguiente.

Lema 3.5. Sea o0 una sentencia arbitraria de lenguaje L. Entonces, es equivalente:

1. ACFgto.
2. ACFy o para algin primo p lo suficientemente grande.

3. Existe un primo p tal que ACFp = o para todo primo q > p.

Demostracién: Sea ® = {¢, : pes primo }, donde ¢, = =1 + P41 =0 para
cada p primo. (1. implica 2.)Como ACFg = ACF U @, si ACFq + o, por el Teorema
de compacidad sabemos que existe un subconjunto finito ®9 = {¢p,,...,¢p,} C P tal
que ACF U &g I 0. Sea p un primo lo suficientemente grande como para que p > p;
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para cada 1 < i < n. Entonces ACFp + o. (2. implica 3.) Si ACFp F o para un
primo p, hemos visto antes que existe un subconjunto finito ®g = {¢p,,...,¢p.} € P
tal que ACF U ®g I 0. Entonces, para cualquier primo ¢ > p, se cumple ACFq - o.
(8. implica 1.) El Lema 3.4 asegura que ACFy es una teoria completa, por lo que si
ACFy ¥ o, entonces ACFq - —o. Entonces, por el Teorema de compacidad, sabemos
que existe un subconjunto finito ®g = {¢p,, ..., ¢p.} C @ tal que ACF U ®( F o, por lo
que ACFy, = — o para cada primo p tal que p > p; para cada 1 < ¢ < n, que contradice
nuestra hipotesis. O

Vamos ahora a demostrar que el hecho de que ACF}, admita eliminacién de cuantifi-
cadores no es consecuencia de haber fijado una caracteristica para los cuerpos algebrai-
camente cerrados, sino que la teoria de cuerpos algebraicamente cerrados ACF, sin fijar
ninguna caracteristica, también admite eliminacién de cuantificadores.

Corolario 3.6. La teoria de cuerpos algebraicamente cerrados admite eliminacion de
cuantificadores.

Demostraciéon: Utilizaremos, para demostrarlo, la Proposicién 3.2. Para ello, con-
sideramos M y N dos modelos de ACF con una subestructura comin .A. Con esto,
podemos demostrar que M y N son cuerpos de la misma caracteristica, ya que suponien-
do que sus caracteristicas no son ambas 0, podriamos suponer, sin pérdida de generali-
dad, que la caracteristica de M fuese p > 0 un ntmero primo. Con esto, obtendriamos
M=1+P .41 =0, que implica A = 14+ .41 = 0 y finalmente que N }= 1+ 2. +1 =0,
por lo que p seria un entero multiplo de la caracteristica de A. Pero como la caracteristica
de N debe ser prima y =0 = 1 es un axioma de ACF, se tendria que la caracteristica de
N serfa precisamente p. Por tanto, M y A son modelos de la teorfa ACFp. Sean ademds
ai,...,a, € A arbitrarios y sea ¢(x1,...,Zn,y) una conjuncién de férmulas atémicas y
negaciones de férmulas atémicas de L tal que M = Jyp(aq,...,a,,y). Como ya hemos
visto que ACFp, admite eliminacién de cuantificadores, por la misma Proposicién 3.2,
obtenemos que N =y p(aq, ..., an,y). O

3.3. Teorias fuertemente minimales

Sea M una estructura de lenguaje L y X C M arbitrario. Un conjunto A C M es
definible en M con parametros en X o X-definible en M si y solo si existe una
formula p(x1,...,2,,y) del lenguaje L y elementos aq,...,a, € X tales que, para cada
a € M, se cumple a € A siy solo si M |= ¢(ay,...,a,,a). En el caso particular en que
X = M, se dice que A es definible en M con parametros. Un conjunto A C M es
definible en M sin parametros si es definible en M con parametros en &. Es decir,
si existe una férmula ¢(z) de L tal que, para cada a € M, se cumple a € A si y solo si

M E ¢(a).

Una estructura M de lenguaje L es minimal si para cada A C M definible en M con
pardametros, A es o bien finito o bien cofinito. Es decir, si A es finito o M \ A es finito. Se
dice que una teoria T es fuertemente minimal si todo modelo de T es minimal.
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Observacion 3.7. La teoria de cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica fijada

es fuertemente minimal.

Demostracién: Sea ACF,, la teorfa de cuerpos algebraicamente cerrados de una
caracteristica fijada y M un modelo de esta teoria. Supongamos A C M definible en
M con pardametros. Entonces existe una férmula ¢(x1,...,z,,y) del lenguaje L y ele-
mentos ai,...,a, € M tales que, para cada a € M, se cumple a € A si y solo si
M = ¢(ai,...,an,a). Queremos ver que A es o bien finito o bien cofinito. Como ACFy
admite eliminacién de cuantificadores, existe una férmula ¢ (x1,...,z,,y) de £ sin cuan-
tificadores tal que

ACF, Fy(ar,...,an,y) <> Y(al,...,an,Y)

y, por tanto, ¥(z1, ..., Ty, y) también es una férmula que define a A en M con pardmetros
ai,...,a,. Solo nos queda comprobar que el conjunto {a € M : M E(ay,...,an,a)}
es finito o cofinito, pero por ser (a1, ..., a,,y) una féormula sin cuantificadores, sabemos
que es equivalente a una férmula de £ de la forma

VA xii(@)

i€l jeJ

donde cada x;;j(x) es una ecuacién de la forma P;j(x) = 0 o su negacién, con Pj;(x)
equivalente a un polinomio con coeficientes en M. Como cada polinomio tiene un nimero
finito de ceros, las ecuaciones de la forma P(x) = 0 definen un conjunto finito de elementos
de M y las inecuaciones de la forma — P(x) = 0 definen un conjunto cofinito de elementos
de M. Teniendo lo anterior en cuenta se tiene que, fijado un ig € I,

/\ Xioj (@)

Jj€Jdiy

serd la interseccién de los conjuntos definidos por las férmulas y;,;(x). Esta interseccion
serd finita si x;,;(z) es una ecuacién para algin j € J;, y serd cofinita si x;,;(«) es una
inecuacién para todo j € J;,. Como el conjunto definido por

VA xij(=)

i€l jeJ;

es la unién de todos los conjuntos asociados a cada ¢ € I definidos como anteriormente,
este conjunto serd finito si todas las intersecciones tienen alguna ecuacién y serd cofinito
si hay algin iy € I para el que x;,;(z) es una inecuacién para todo j € J;,. En definitiva,
tal y como queriamos ver, A es o bien finito o bien cofinito. O

3.4. Pregeometrias

En esta seccién nos escapamos un momento de la teoria de modelos para definir lo
que es una pregeometria y demostrar varias propiedades que estas tienen. Este concepto
nos ayudard en la seccién siguiente, en la que volveremos a la teoria de modelos, a definir
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desde esta rama la clausura algebraica de un cuerpo.

Sea X un conjunto arbitrario y cl: P(X) — P(X) un operador sobre el conjunto de
partes de X. El par (X, cl) es una pregeometria si:

» Si AC X, entonces A C cl(A) = cl(cl(A)).

» Si AC B C X, entonces cl(A) C cl(B).

» (Principio de intercambio) Si A C X, a,b € X y a € cl(A U {b}), entonces o bien
a € cl(A) o bien b € cl(AU {a}).

» SiAC X ya € cl(A), entonces existe un conjunto finito Ag C A tal que a € cl(Ap).

Sea ahora (X,cl) una pregeometria y A CY C X. Y es cerradosicl(Y) =Y. A4
es un conjunto de generadores de Y si cl(A) = cl(Y). A es independiente si para
cada a € A se cumple que a ¢ cl(A\ {a}). A es una base de Y si A es un conjunto de
generadores de Y independiente.

Como observacién, si I es un conjunto cualquiera y, para cada ¢ € I, A; es un sub-
conjunto de X, entonces [J cl(4;) C cl(|JA4;). Esto es asi, pues si fijamos un iy € I,

i€l el
se tiene A;, C (JA; vy, por tanto, cl(4;,) C cl(|JA4;). Con esto, podemos concluir que
icl el
U cl(4;) Cel(lJA4)).
i€l iel

Ademsas, si A C X y a € cl(A4), entonces cl(A) = cl(A U {a}). Para demostrarlo,
podemos ver que cl(A) C cl(AU{a}), ya que A C AU {a}. Ademads, como a € cl(A), se
tiene que cl(AU{a}) Ccl(AUcl(A4)) =cl(cl(A)) = cl(A).

Lema 3.8. Sea A CY C X. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. A es una base de Y.
2. A es un conjunto de generadores de Y minimal.

3. A es un subconjunto de Y independiente mazimal.

Demostracién: (1. implica 2.) Suponemos que A es una base de Y. Por ser A un
conjunto de generadores de Y, se tiene que cl(A) = cl(Y). Ademas, por ser A indepen-
diente, para cada a € A se cumple a ¢ cl(A\ {a}), y como a € A C cl(A) = cl(Y), se
tiene que cl(A4\ {a}) # cl(Y), por lo que A\ {a} no es un conjunto de generadores de Y.
Con esto, A es un conjunto de generadores minimal.

(2. implica 1.) Supongamos que A es un conjunto de generadores de Y minimal.
Entonces cl(A) = cl(Y) y, ademads, para cada a € A, se cumple cl(A\ {a}) # cl(Y). En el
caso de que a € cl(A\{a}), entonces cl(A\{a}) = cl(A) = cl(Y), que es una contradiccién
con las hipétesis, por lo que a ¢ cl(A\ {a}) y A es un conjunto de generadores de Y
independiente, es decir, una base de Y.
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(1. implica 3.) Suponemos que A es una base de Y. Por ser A un conjunto de ge-
neradores de Y, se tiene que cl(4) = cl(Y). Sea b € Y y A’ = AU {b}. Claramente
beY Ccl(Y)=cl(A) =cl(4"\ {b}), por lo que A’ no es independiente. Con esto, A es
un conjunto independiente maximal.

(3. implica 1.) Supongamos que A es un subconjunto de Y independiente maximal.
Entonces A es un conjunto independiente y, para cada b € Y\ A, AU{b} no es un conjunto
independiente, por lo que existe un elemento ¢ € AU {b} tal que ¢ € cl((AU {b}) \ {c}).
Si ¢ = b, entonces b € cl(A). Si ¢ # b, entonces ¢ € A y se tiene ¢ € cl((A\ {c}) U {b}).
Como ¢ ¢ cl(A\ {c}) por ser A un conjunto independiente por hipétesis, el Principio
de intercambio nos asegura que b € cl((A \ {c}) U{c}) = cl(A). En definitiva, se tiene
que Y C cl(A) y por tanto cl(Y) C cl(A). Como, ademds, A C Y, tenemos también que
cl(Y) C cl(A4) y podemos concluir que cl(4) = cl(Y). A es, por tanto, un conjunto de
generadores de Y independiente, es decir, una base de Y. O

Observaciéon 3.9. Sea Y C X. Entonces, todo conjunto A C Y independiente puede
extenderse a una base de Y.

Demostracién: Supongamos {A; : i € I} una cadena de subconjuntos independientes
de Y, para I un conjunto arbitrario. Es decir, tal que para cada i,j € I, o bien A; C A;
o bien A; C A;. Entonces A = J A; es independiente, ya que, en caso contrario, existirfa
un elemento a € A tal que a € zceléA \ {a}), por lo que existirfa un conjunto B C (A\ {a})
finito tal que a € cl(B). Para cada elemento de B, deberfa existir un 4, € I tal que
b € A;,, y por ser B finito, existirfa un iy € I tal que B C A;,. Ademds, como a € A,
existirfa un #; € I tal que a € A;,. Denotemos A’ al conjunto, de entre A4;, y A;,, que
incluye al otro. Como A’ pertenece a la cadena {A4; : i € I}, cumple a € A’ y, ademés,
como a ¢ B C A;, C A, se tiene que B C A’ \ {a} y, por tanto, cl(B) C cl(A"\ {a}).
Como a € cl(B) C cl(A"\ {a}), se tiene que A’ no es un conjunto independiente, que es
una contradiccién. Se tiene, por tanto, que toda cadena en Y tiene una cota superior, y
aplicando el Lema de Zorn podemos asegurar que todo conjunto independiente de Y se
puede extender a un conjunto independiente maximal. Utilizamos el Lema 3.8 para ver
que este conjunto es una base de Y. O

Proposicion 3.10. Sea Y C X y A y B dos subconjuntos de Y tales que A es indepen-
diente y B es un conjunto de generadores de Y. Entonces |A| < |B].

Demostracion: Haremos primero la siguiente observacién:

Observacién. Para cada a € A\ B existe un b € B\ A tal que A" = (A\{a})U{b} es un
conjunto independiente. Para demostrarlo, suponemos un elemento a € A\ B arbitrario.
Suponiendo B C cl(A\ {a}), se tendria cl(B) C cl(cl(A\ {a})) = cl(A\ {a}), pero como
ACY Ccl(Y) = cl(B), se tiene que a € cl(B) y ademds a ¢ cl(A\ {a}) por ser A
independiente, en contradiccion con lo que hemos visto antes. Por tanto, B & cl(A\ {a})
y existe b € B\cl(A\{a}). Se tiene que b ¢ A ya que b ¢ (A\{a}) y ademds a € A\ B hace
que a ¢ B. Ademds, A" = (A\{a})U{b} es un conjunto independiente. Para demostrarlo
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suponemos un elemento ¢ € A’ arbitrario. Si ¢ = b, entonces ¢ = b ¢ cl(A"\ {b}) =
cl(A\ {a}). Sic # b, entonces ¢ € (A\ {a}) y, suponiendo que ¢ € cl(A’"\ {c}), donde
A"\ {c} = (A\{a,c}) U{b}, como ¢ ¢ cl(A\ {a,c}) ya que ¢ ¢ cl(A\ {c}) por ser A
independiente y cl(A\ {a,c}) C cl(A\ {a}), se tendria, por el Principio de intercambio,
que b € cl(A\{a,c})U{c} =cl(A\ {a}), que es absurdo. Se tiene asi que ¢ ¢ cl(A"\ {c})
y, por tanto, A" es independiente.

Utilizaremos esta observacion para demostrar ahora el enunciado de la proposicion,
diferenciando los casos en que A es finito e infinito.

» Si A es un conjunto finito, podemos expresarlo como A = {ay,...,ak, Axt+1,--.,0n},
donde ay,...,ar ¢ By agy1,...,a, € B. Denotaremos Ay = A. Ahora, para
cada 1 < i < k, existe un elemento b; € B\ A tal que A; = (4,1 \ {a;}) U {b;}
es un conjunto independiente con la misma cardinalidad que A. Como finalmente
obtenemos el conjunto independiente Ay C B, podemos concluir |A| = |Ag| < |B|.

= Suponemos, en cambio, que A es un conjunto infinito. Por ser independiente, lo
podemos extender a una base A’ O A de Y. Entonces, como B CY C cl(Y) = cl(4'),
se tiene que para cada elemento b € B existe un conjunto A, C A’ finito tal que b €

cl(Ap). Claramente |J A, C A’. Ademés, se tiene que B C |J cl(A4p) C cl( U A4p)
beB beB beB
y, por tanto, que cl(Y) = cl(B) C cl(cl( | 4p)) = cl( J Ap). Por ser A’ una base
beB beB
de Y, el Lema 3.8 nos dice que A’ es un conjunto de generadores de Y minimal,

por lo que A C |J Ap y con esto tenemos la igualdad A" = |J Ap. Como A’ es

beB beB
infinito y los conjuntos A; son finitos, B tiene que ser infinito. Con esto se concluye
Al < |4 < |B|-w = |B| O

Como consecuencia, se demuestra que dos bases de Y C X tienen siempre la misma
cardinalidad. Para demostrarlo, suponemos A, B C Y C X dos bases de Y. Como A es
independiente y B es un conjunto de generadores de Y, se tiene que |A| < |B|. De igual
manera, como también B es independiente y A es un conjunto de generadores de Y, se
tiene que |B| < |A|. Podemos concluir que |A| = |B|. La dimensién de Y, que se denota
dim(Y’), es la cardinalidad de las bases de Y.

3.5. Clausura algebraica

Esta seccion se encarga de definir la clausura algebraica de un cuerpo desde la teoria
de modelos. Ademads, demuestra la equivalencia de esta con la clausura algebraica definida
en el algebra. Para ello se ayuda de las pregeometrias, definidas en la seccio6n anterior.

Sea L un lenguaje arbitrario, M una estructura de L y A C M un subconjunto
del universo de M para el que creamos un conjunto de nuevos simbolos de constante
Cq = {cg : a € A}, distintos dos a dos y tal que C4 N L = @. Un elemento a € M es
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algebraico sobre A (desde la teoria de modelos) si existen una férmula ¢(z1,...,zy,y)
de L y elementos a1, ...,a, € A tales que el conjunto

olar,...,ap, M) ={be M : M Ep(ay,...,an,b)}

es finito y a € ¢(ay,...,an, M). Equivalentemente, un elemento a € M es algebraico
sobre A si existe una férmula p(z) de L U Cy tal que p(M4) es finito y a € p(Ma).
Se define el operador clausura algebraica acl : P(M) — P(M) que asocia a cada
A C M el conjunto aclp((A) de elementos de M que son algebraicos sobre A. Cuando se
sobreentienda la estructura M, escribiremos acl(A) para referirnos a acly(A).

Proposicion 3.11. Para una teoria T fuertemente minimal de lenguaje L y M un modelo
de T, se tiene que (M, acl) forma una pregeometria.

Demostracién: Sean A C B C M. Formamos el conjunto de simbolos de constante
Cp = {cp : b € B} distintos dos a dos y tal que Cp N L = &. A partir de él, definimos
Coa={ca€Cp :a€c A} CCp.

» Sea a € acl(A). Entonces existe una férmula ¢(x) de LU C4 C L U Cp tal que
©(M4) es finito y a € ¢(M4). Sabemos que ¢(x) = P(cay, .- -, Ca,,x) para cierta
férmula 1) de L y simbolos de constante ¢, ..., cq, € C4. Teniendo en cuenta que
a € p(My) siy solo si M = ¢(a,...,an,a) siy solosia € p(Mp), vemos que
©(Mp) es también un conjunto finito y a € p(Mp), por lo que a € acl(B) y, por
tanto, acl(A4) C acl(B).

» Para un elemento a € A arbitrario, consideramos ¢(z) = x = a. Entonces ¢(M) es
finito y a € (M), por lo que a € acl(A). En conclusién, A C acl(A). Utilizando
el punto anterior, acl(4) C acl(acl(A)). Sea ahora a un elemento de acl(acl(A)).
Sabemos que existen una férmula ¢(x1,...,z,,y) de L y elementos ai,...,a, €
acl(A) tales que p(a,...,a,, M) es finito, lo supondremos de k elementos, y a €
o(a,...,an, M). Por ser ay, ..., a, elementos de acl(A), para cada 1 < i < n existe
una férmula v;(z) de L U Cy tal que 1;(My) es finito y a; € 1;(M4). Definimos
ahora la férmula de L U Cy

X(y) =3x1 ...y (V1(x1) Ao A () A Elzkwgo(xl, ces T, T) A O(T1, - T, YY)

Sabemos que x(M 4) es finito, ya que cada 1;(M4) es finito y de entre estos elemen-
tos, nos estamos quedamos solo con las tuplas by, ..., b, € 1 (Ma) X ... X Pp(My)
que cumplen M = 37 %z o(z1, ..., 2,,2), por lo que ¢(b1,...,b,, M) es finito. Co-
mo x(y) es una férmula de LU Cy y a € x(Ma), se tiene que a € acl(A4), que
implica acl(acl(A)) C acl(A). En definitiva, A C acl(A) = acl(acl(A)).

» Sean a,b € M arbitrarios tales que a € acl(A U {b}). Entonces existe una férmula
o(x1,...,xn,2) de Ly elementos ay,...,a, € (AU {b}) tales que p(ai,...,an, M)
es un conjunto finito, que supondremos de k elementos, y a € p(ai,...,an, M).
Sib ¢ {ai,...,an}, entonces a € acl(A). Supondremos ahora que a ¢ acl(A).
Entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que b = a,. Sea ¥(y) =
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I *zp(al,...,an_1,y,2). Si (M) fuese un subconjunto finito de M, como b €
(M) se tendria que b € acl(A), por lo que acl(AU{b}) = acl(4) y a € acl(A), que
es una contradiccién. Por tanto, por ser T una teoria fuertemente minimal, ¥ (M)
tiene que ser un subconjunto cofinito de M. Sea x(y) = w(ai,...,an—1,y,a) AN)(y).
Si x(M) fuese un conjunto cofinito, entonces |M \ x(M)| = [ para algin | < w. Sea
0(x) = Iy = (plai,...,an_1,y,2) AY(y)). Si (M) fuese finito, como a € H(M), se
tendria que a € acl(A), que es una contradiccién, por lo que §(M) debe ser cofinito.

Por tanto, |#(M)| > w y podemos escoger ay,...,a+1 € 8(M) distintos. Sea, para
cada 1 <i<k+1, B,={be M : p(a,...,an—1,b,a;) A p(b)}. Sabemos que
b€ BiN...NByy1, por lo que se cumple a la vez que b € p(ay,...,an—1, M,a;) para

cadal <i<k+1yqueb e p(M). Esto es una contradicciéon y hemos llegado a ella
a partir de la suposicién de que x(M) es un conjunto cofinito. Se tiene, por tanto,
que x(M) es un conjunto finito y como b € x(M), se tiene que b € acl(A U {a}).

» Sea a € acl(A). Entonces existe una férmula ¢(x1,...,z,,y) de L y elementos
ai,...,an € A tales que ¢(ay,...,a,, M) es finito y a € p(ay,...,an, M). Es claro
entonces que a € acl(Ap) para Ag = {a1,...,a,} C A finito. O

Observacion 3.12. Utilizando la demostracion de la Proposicion 3.11, podemos ver
que, para una estructura M de un lenguaje L cualquiera, se cumplen los puntos

» Si AC M, entonces aclp(A) = acly(aclp(A)).
» Si AC BC M, entonces acly(A) C aclp(B).

» Si A C M ya € aclpm(A), entonces existe un conjunto finito Ag C A tal que
a € aclpy(Ap).

sin necesidad de imponer que M sea modelo de una teoria fuertemente minimal.

En una estructura M de lenguaje L, un conjunto A C M es algebraicamente inde-
pendiente si es un conjunto independiente respecto al operador acl. Es decir, si para cada
a € A, se cumple a ¢ acl(A\ {a}). Ademds, A es algebraicamente cerrado (desde la
teoria de modelos) si es cerrado respecto al operador acl. Es decir, si acly(A4) = A.

Sea IC un cuerpo y M un cuerpo algebraicamente cerrado, ambos de lenguaje L y
con la misma caracteristica, tales que  C M. Entonces K C acly((K) C M. Sea N la
estructura de L con universo N = acly(K) que interpreta cada simbolo de constante ¢
de L como lo hacen K y M, asigna a cada simbolo de funcién F' n-adico de L la funcién
FN| que es la restriccion de FM a N, y asigna a cada simbolo de relacién R n-adico de L
el conjunto RN = {(a1,...,a,) € RM : ai,...,a, € N} € RM. Podemos observar que
K C N C M, por lo que N es un cuerpo intermedio de la extensién K C M.

Para una estructura M de lenguaje L y A C M, formamos el conjunto habitual de
nuevas constantes C'4 y la expansién M 4 que interpreta cada ¢, € C4 como a € M. Co-
mo, para una férmula ¢(ca,, ..., Ca,,*1,...,25) de LUC4 y elementos mq,...,my € M
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se cumple M4 = ¢o(cays---,Caps My ..., mg) siy solosi M = o(ag,...,an, mi,...,mg),
para la respectiva férmula ¢(y1, ..., Yn, x1, ..., x%) de L, definimos, para relajar la escritu-
ra, el lenguaje L(A) como el lenguaje obtenido al anadir a L el conjunto {a : a € A} como
nuevos simbolos de constante, que M interpretard como los propios a € A C M. Ahora,
no necesitaremos referirnos a féormulas de L U C'4 y construir las expansiones pertinentes
para ver si estas formulas se satisfacen en ellas, sino que usaremos las féormulas de L(A)
respectivas y veremos si estas se satisfacen en M.

Lema 3.13. Si K es un cuerpo de caracteristica p fijada y M es un modelo de ACFp que
es extension de KC, decir que un elemento a € M es algebraico sobre K desde el dlgebra
es equivalente a decir que lo es desde la teoria de modelos.

Demostracién: Vemos que, si a es cero de un polinomio P(x) de K[X], entonces
podemos definir la férmula ¢(z) = P(x) = 0 de L(K) que define el conjunto ¢(M) finito
y tal que a € p(M), por lo que a € aclp(K).

Sea ahora a € acly(K). entonces existe una férmula ¢(x) de L(K), que podemos
suponer sin cuantificadores por ser M modelo de ACF, teoria que hemos demostrado
que admite eliminacién de cuantificadores en el Corolario 3.4, tal que (M) es finito y
M = ¢(a). Podemos expresar ¢(z) como

VN (@)

il jeJ

donde cada ;j(x) es, o bien de la forma Pjj(z) = 0, o bien de la forma - P;;(z) = 0,

donde P;j;(z) es un polinomio de K[X]. Como ¢(M) es finito, para cada ¢ € I debe haber

un j; € J tal que 95, () es de la forma P;;,(z) = 0. Como M = ¢(a), hay un iy € I tal

que M |= ‘/\J Yioj(a). En particular, M = v;yj, (a), que equivale a M = P;, (a) = 0,
J€E

por lo que a es un cero del polinomio F;yj; (z) de K[X]. O

Lema 3.14. St K es un cuerpo de caracteristica p fijada y M es un modelo de ACFp
que es extension de K, decir que K C M es algebraicamente cerrado desde el dlgebra es
equivalente a decir que lo es desde la teoria de modelos.

Demostracién: Supongo que acly((K) = K. Entonces, para cualquier férmula ¢(z)
de L(K) tal que ¢(M) es finito, se tiene p(M) C K. En particular, para cualquier
polinomio P(z) de K[X] con grado > 1, la férmula ¢p(z) = P(x) = 0 cumple las
propiedades anteriores. Ademas, ¢ p(M) es no vacio, ya que M es modelo de ACFp,, por
lo que M = Jz pp(x). Con esto, llegamos a la conclusiéon de que P(z) tiene algin cero
en K.

Supongamos ahora que todo polinomio de K[X], de grado > 1, tiene un cero en K.
Como ya sabemos, K C acly((K). Sea ahora a € acly/(K). Como ya hemos demostrado
en la demostracién del Lema 3.13, a debe ser cero de un polinomio P(z) de K[X] de
grado n > 1. Por hipétesis, P(z) tiene un cero a; € K, por lo que P(z) = (x —a1) - Pi(z),
donde Pj(z) es un polinomio de K[X] de grado n — 1. Iterando este proceso n veces,
llegamos a que P(z) = (x —ay) -+ (z — ay), donde aq,...,a, € K. Como estos son todos
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los ceros de P(z), debe cumplirse a = a; para algin 1 < i < n, por lo que a € K. Con
esto acly/(K) C K y, por tanto, acly/(K) = K. O

Habiendo demostrado esto, para un cuerpo K de caracteristica p fijada y una extension
suya M que sea modelo de ACFy,, podemos empezar a hablar de elementos algebraicos
sobre K y subconjuntos algebraicamente cerrados de M sin diferenciar, en cada caso, si
lo hacemos desde el dlgebra o desde la teoria de modelos.

Introduciremos ahora un nuevo concepto de la teoria de modelos que nos ayudara mas
tarde a comprobar la equivalencia entre la clausura algebraica de un cuerpo definida en
el algebra como la extension de ese cuerpo algebraica sobre él y algebraicamente cerrada,
y la definida en este trabajo desde la teoria de modelos.

Un modelo M de una teoria T' de lenguaje L es existencialmente cerrado si para
cada extension N' O M modelo de T y cada férmula ¢(z) de L(M) sin cuantificadores
tal que N |= 3z p(z), se cumple M = Jz p(z).

Lema 3.15. Si T es una teoria de lenguaje L numerable para la que todos sus axiomas
son de tipo V3, entonces todo modelo de T puede extenderse a un modelo existencialmente
cerrado de T

Demostracién: Empezaremos demostrando la siguiente afirmacién:

Afirmacién. Sea T una teoria de lenguaje L numerable para la que todos sus axiomas
son de tipo V3 y sea M un modelo de T. Entonces existe una extension M’ O M modelo
de T tal que, para cada formula de L(M) sin cuantificadores, si eziste alguna extension

M" D M’ modelo de T tal que M" |= 3z p(z), entonces se cumple M’ |= 3z p(z).

Esto se demuestra pensando que, si M es finito, entonces |L(M)| = w ysi |[M| =k > w,
entonces |L(M)| = k. En ambos casos |L(M)| = k para un cardinal  infinito. Definamos

® = {p(x) € L(M) : ¢ no tiene cuantificadores}

Entonces podemos enumerar, mediante ordinales distintos, cada una de esas férmulas
para obtener ® = {p;(x) : i < k}. Ahora construimos (M; : i < k), una cadena de
modelos de T siendo My = M y, para cada i < k, siendo M1 una extensién cualquiera
de M, en la que 3z p;(x) se satisface en el caso de que exista tal extensién, o M, en caso
contrario. En el caso ¢ limite, se toma la unién de los modelos anteriores. Demostraremos
que esta unién es un modelo de T'. Sea o < k un ordinal limite y A la estructura formada
como union de todos los ordinales menores a «, que supondremos todos modelos de T.
Sean Z y y una n-tupla y una k-tupla de variables respectivamente, y sea Yz 3y ¢(Z, §)
uno de los axiomas de T'. Sea a una n-tupla de N. Entonces existe un 79 < « tal que
a € M,y M, = Iygea,y). Como M;, C N, se tiene que N' = Fy¢(a,y). Con esto,
N satisface todos los axiomas de T'. Finalmente, denotamos M’ = |J M;, que es modelo
de T. Claramente, M’ es una extensién de M. Sea ahora ¢(z) unal <fgrmula de L(M) sin
cuantificadores. Entonces existe iy < x tal que p(z) = ¢;,(x). Supongamos que existe una
extension M” O M’ modelo de T tal que M” = 3z p;,(x). Entonces, como M,;, C M",
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por construcciéon M 11 = 3z i, (x) y, por tanto, M’ |= @i, (), con lo que la afirmacién
queda demostrada.

Utilizando ahora esta afirmacion, construimos (M,, : n < w), una cadena de modelos
de T en la que My = M y para cada n < w, M, 11 es una extensiéon de M,,, modelo de
T tal que para cada féormula ¢(x) de L(M,) sin cuantificadores, si existe una extensién
N 2 M,;41 modelo de T tal que N' = 3z ¢(z), entonces se cumple M,,+1 E Fz o(z).

Se tiene que M’ = |J M,, es, claramente, una extensién de M y, ademds, es un modelo
n<w
de T existencialmente cerrado. Esto se demuestra porque, si ¢(z) es una férmula sin

cuantificadores de L(M') y existe una extensién M” O M’ modelo de T tal que M” =
Jdx ¢(z), entonces hay un ng < w para el que p(x) es una férmula sin cuantificadores de
L(M,,) y, como My,11 € M" y M" |= Jz p(x), se tiene que M, 41 | Tz p(x). Esto
implica que M’ = 3z ¢(z), ya que My,4+1 C M. O

ACF}, tanto para p = 0 como para p € Z primo, es una teorfa de lenguaje £ numera-
ble que, ademés, tiene todos sus axiomas de tipo V3, ya que el tinico axioma que no hemos
presentado de esta manera es Vo (-2 =0 — Jy(x -y = 1)), pero este es equivalente a
Ve (Jy(z-y =1)Va =0)y este es equivalente a Ve Iy (z -y = 1V x = 0), por el que
lo podriamos sustituir. Ademads, la teoria Fp es una subteoria de ACFp también axio-
matizada por sentencias del tipo V4. Como consecuencia, todo cuerpo K de caracteristica
fijada puede extenderse a un cuerpo K’ de la misma caracteristica que es existencialmente
cerrado. Ademads, esta extensiéon K’ es algebraicamente cerrada, ya que si P(x) es un poli-
nomio no constante con coeficientes en K’, sabemos por dlgebra que existe una extensién
K” 2 K' donde P(z) tiene un cero. Esto hace que K" = 3z (P(z) = 0), y por ser K
existencialmente cerrado, X' = 3z (P(z) = 0).

Lema 3.16. Si K es un cuerpo de caracteristica p fijada, entonces hablar de la clausura
algebraica de KC desde el dlgebra es equivalente a hacerlo desde la teoria de modelos.

Demostracion: En algebra, la clausura de un cuerpo dentro de una extension suya
es un cuerpo intermedio algebraicamente cerrado y algebraico sobre el primer cuerpo.
Acabamos de ver que K puede extenderse a un modelo M de ACFp. Entonces K C
aclp(K) € M. Por un lado, utilizamos la Proposicién 3.12 para ver que se cumple
acly(aclp(K)) = acly(K), por lo que aclpy(K) es algebraicamente cerrada. Por otra
parte, acly((K) es, por su propia definicién, algebraico sobre K. En definitiva, acly((K)
es una extension de K algebraicamente cerrada y algebraica sobre K. U

Lema 3.17. Sean M y N dos estructuras de un mismo lenguaje L y f un isomorfismo
de M en N. Si ACM, BCN y f(A) = B, entonces f(acl(A)) = acl(B).

Demostracién: Sea b € f(acl(A)). Entonces hay un elemento a € acl(A) tal que
f(a) = b. Como p(z) = = f(a) es una férmula de L(f(A)) = L(B) tal que ¢(N) es
finito y b € p(N), se tiene b € acl(B), por lo que f(acl(A4)) C acl(B). Sea ahora b € acl(B).
Entonces existen una férmula ¢(z1,...,2z,,y) de L y elementos b1,...,b, € B tales que
o(b1,...,bp,N) es finito y b € p(by,...,bn, N), por lo que N' = p(by,...,by,b). Sea
f(a;) = b; paracada 1 <i <nysea f(a) =b. Entonces N = o(f(a1),..., f(an), f(a)) v,
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por tanto, M |= (a1, ..., an,a). Teniendo en cuenta que ¢(ay,...,a,,y) es una férmula
de L(A), que |¢(ay,...,an, M)| = |o(b1,...,bn, N)| por ser f isomorfismo y, que a €
v(ay,...,an, M), se tiene a € acl(A), por lo que b € f(acl(A)), por lo que acl(B) C
f(acl(A)). O

Teorema 3.18. La clausura algebraica de un cuerpo K es unica salvo isomorfismo.
Ademds, este isomorfismo fija K.

Demostracién: Sea K un cuerpo de lenguaje L y sean K1 y Ko dos clausuras alge-
braicas de K. Se tiene, por tanto, que K; = acl, (K) y K2 = aclg,(K). Entonces K; y
K9 son modelos de ACF, por ser cuerpos algebraicamente cerrados. Ademds, tienen la
misma caracteristica, ya que para cada p € Z primo, definiendo ¢, = 1 + P41 = 0,
por ser ¢, una férmula sin cuantificadores, se cumple K1 |= ¢, si y solo si K = ¢, siy
solo si Ky |= ¢p. Por tanto, sea p = Char(K;) = Char(Ky), se tiene que tanto K como
K2 son modelos de la teorfa ACFp. Sea C un conjunto de nuevos simbolos de constantes
cq para cada elemento a € K, distintos dos a dos y tal que C N L = &. Sean K1 y
Ko las expansiones a lenguaje L U C naturales de K y Ka, respectivamente. Entonces
una sentencia ¢ de L U C puede verse como ¢(cq,, ..., Cq, ), donde o(z1,...,x,) es una
férmula de L, que podemos suponer sin cuantificadores por tener ACF, eliminacién de
cuantificadores, y ¢q,...,¢q, € C. Se cumple K1 | o siy solo si Ky = p(aq,...,an)
siy solo si K | ¢(ai,...,ay,) siy solo si Ko | ¢(ai,...,a,) siy solo si Kog | o, por
lo que K1 = Kog. Utilizando la Proposiciéon 2.11, sabemos que existen M > Ky,
N = Ksg y un isomorfismo f de M en N. Nos fijamos en que, para cada a € K,
f(a) = f(cM) = ¥ = a, por lo que f fija K. Como f sigue siendo un isomorfismo
de K1 en K2 y f(K) = K, podemos utilizar el Lema 3.17, con el que se llega a que
f(aclk, (K)) = aclg, (K), que equivale a decir que f(K;) = Ks. Con esto, la restriccion
de f a Kj es un isomorfismo de K; en Co. O

3.6. Modelo-complecion

Una teoria T es modelo-completa si, para cada par M y N de modelos de T tales
que M C N, se cumple que M < N.

Observacién 3.19. Si una teoria admite eliminacion de cuantificadores, entonces es una
teoria modelo-completa.

Demostracién: Para demostrarlo, suponemos T’ una teoria de lenguaje L que ad-
mite eliminacién de cuantificadores y M y AN dos modelos suyos tales que M C N.
Sea ¢(x1,...,x,) una férmula de L. Entonces existe una férmula ¢ (z1,...,z,) de L
sin cuantificadores tal que T' F Vzi...Va, (p(x1,...,2,) < ¥(x1,...,2,)) ¥, por tan-
to, Vay ... Vo, (p(x1,...,2y) < ¥(x1,...,2,)) se satisface en M y en N. Sean ahora
ai,...,ay, € M arbitrarios. Como las férmulas sin cuantificadores se preservan bajo ex-
tensiones y subestructuras, tal como indica el Lema 2.6, tenemos que M = ¢ (ay, ..., ay)
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siy solo si N = 4(ay,...,ay,). Por tanto,

ME¢(al,...,a,) siysolosi MEY(a,...,a,)
siysolosi N EvY(a,...,an
siysolosi N Eop(al,...,an)

N

O

Dos teorias T1 y T» de lenguaje L son modelo-consistentes si cada modelo de una
de ellas se puede extender a un modelo de la otra. Como observacién, podemos ver que la
modelo-consistencia es una relacién de equivalencia entre teorias de un mismo lenguaje.

Proposiciéon 3.20. Dos teorias T1 y 15 de lenguaje L son modelo-consistentes si y solo si
tienen las mismas consecuencias universales. Es decir, son modelo-consistentes si y solo
st para cada formula (1, ..., x,) universal de L, se cumple Th F (21, ..., xy,) siy solo
st se cumple To = p(z1,...,2y).

Demostracion: Sean T} y T5 modelo-consistentes y ¢ una férmula universal de L tal
que T F ¢. Sea M un modelo de T5. Entonces M tiene una extension N que es modelo
de Ty. Como M E ¢, el Lema 2.6 asegura que N = ¢. Argumentando de la misma
manera, si suponemos que Ty F ¢, llegamos a que 17 - .

Sean ahora T7 y T dos teorias con las mismas consecuencias universales. Sea M un
modelo de T;. Creamos un conjunto de simbolos de constante C' = {¢, : a € M}, dis-
tintos dos a dos y tal que L N C = &. Formamos la expansién natural Mp; de M de
lenguaje L U C'. Sea D el conjunto de sentencias sin cuantificadores de L U C' que My,
satisface. Sabemos que un subconjunto finito de sentencias de D es satisfacible si y solo
si lo es la sentencia formada por la conjuncion de todas las sentencias del subconjunto.
Cogeremos, por tanto, una sentencia o = ¢(cq,,...,¢q,) de D, donde p(z1,...,x,) es
una férmula sin cuantificadores de L y ¢4,,...,¢cq, € C son los simbolos de constante
que My interpreta como ai,...,a, € M, respectivamente. Entonces My, = o, por
lo que M E ¢(ay,...,a,). Esto hace que M |= Jz1... 2, o(x1,...,2,), que equivale a
M J;é Vry...xn (21, ..,2,). Por tanto, Vi ...2, = ¢(x1,...,2,) no es una conse-
cuencia de 77, con lo que, por hipétesis, tampoco lo es de T5. Hay, por tanto, un modelo
N de Ty y elementos by, ...,b, € N tales que N' = (b1, ..., b,). Por el Teorema de com-
pacidad, DUT, es satisfacible. Sea N’ un modelo de DUT5, de lenguaje LUC. La funcién
a c{l\/ " define una inmersién que, por el Lema 2.7, puede extenderse a un isomorfismo
entre una extensiéon M’ de M y el modelo N’ de D U Ts. Por tanto, M’ es modelo de
D UT5 y, en consecuencia, de T5. U

Una teoria T' de lenguaje L tiene, por tanto, una minima teoria con la que es modelo-
consistente. Esta es la teoria axiomatizada por las sentencias universales de 1" y la deno-
taremos Ty .

Sean Ty T* dos teorias de lenguaje L. Entonces T* es una modelo-compania de T’
si Ty T* son modelo-consistentes y, ademas, T es modelo-completa.

Lema 3.21. Una teoria tiene a lo sumo una modelo-compania.
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Demostracién: Sean 17, T modelo-compaiias de una teoria 1" de lenguaje L. Enton-
ces ambas son modelo-consistentes con Ty, por tanto, también son modelo-consistentes
entre ellas. Demostraremos que 77 C T5 observando que todo modelo de T, es también
un modelo de T;. Sea N] un modelo de T5. Entonces existe un modelo M de T tal que
Ni C M. A su vez, existe un modelo N5 de T5 tal que M; C Ns. Repitiendo este proceso
se obtiene la cadena

NMCM CNoCMyC...CN, CEM, SN €.

que puede descomponerse en las cadenas (M; : i < w)y (M : i < w) de modelos
de 17 y T3 respectivamente. Como 717 y T5 son modelo-completas por ser ambas modelo-
companias de T por hipétesis, estas cadenas son elementales. Por tanto, sean M = |J M;
<w
y N = UWN,, se tiene N7 < N. Pero por la forma de la cadena original, se tiene que
1<w
M = Ny, por tanto, N7 < M, cosa que hace que N7 = M. Como M = Ty, también N
es un modelo de T7. De la misma manera podemos demostrar que T» C 17 y, por tanto,

obtener que 11 = T5. O

Sean Ty T* dos teorias de lenguaje L. Entonces T* es modelo-complecién de T si
es modelo-compania de T' y, ademads, para cada modelo M de T, si M C My y M C My
para M; y My modelos de T, entonces para cada férmula ¢(x1,...,2,) de L y cada
a,...,an € M, se tiene que M; = ¢(ay,...,ay) siy solo si Ma = p(a,...,a,).

Lema 3.22. Si T y T’ son dos teorias de L, T tiene eliminacion de cuantificadores y
ademds es la modelo-compania de T, entonces T' es la modelo-complecién de T .

Demostraciéon: Supongo que 7" es la modelo-compaiia de Ty ademds tiene elimi-
nacion de cuantificadores. Sea M un modelo de Ty sean M; O My My O M dos
extensiones de M modelos de T". Sea ¢(x1,...,2,) una férmula de L y aq,...,a, € M.
Por tener 7" eliminacién de cuantificadores existe una férmula ¢ (z1,...,2,) de L sin
cuantificadores tal que

M Ep(al,...,a,) siysolosi Mj Ev(a,...,ay)
siysolosi M E=v(ar,...,an)
siysolosi Ms Ev(a,...,ay)
siysolosi My Ep(ay,...,an)

O

Proposicién 3.23. Sea T' = ACF,. Entonces Ty es la teoria de dominios de integridad
de caracteristica p. Ademds, T es la modelo-complecion de Ty.

Demostracién: Sea T™* la teoria de dominios de integridad de caracteristica p. Sabe-
mos, por el dlgebra, que T'FVzy (z-y =0 — (x =0V y =0)). Como T™* se axiomatiza
por los axiomas de ACFp cambiando el axioma Vz (-2 =0 — 3y (z -y = 1)) por el que
acabamos de introducir, 7™ se axiomatiza por axiomas universales, y como T* C T, se
tiene que T™ C Ty. Sea ahora ¢ uno de los axiomas de Ty y M un modelo de T%. Como
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todo dominio de integridad de caracteristica p se extiende a un cuerpo de caracteristica
Py, este, a su vez, se extiende a un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica p,
sabemos que M puede extenderse a K = ACFy. Como o € Ty C T = ACFy, se tiene
que K = oy, como o es universal, se tiene M |= 0. Como esto sirve para cualquier axioma
de T¥, se tiene que Ty C T, consiguiendo la igualdad que buscabamos.

Ahora demostraremos que 7" es la modelo-complecién de Tyy. Sabemos que T' es modelo-
completa por la Observacion 3.19, ya que tiene eliminacién de cuantificadores. Ademads,
T y Ty son modelo-consistentes, ya que, por un lado, el hecho de que Ty C T hace que
todo modelo de T' pueda extenderse a él mismo, que es un modelo de Ty y, por otra parte,
todo modelo de T es un dominio de integridad de caracteristica p, que sabemos que puede
extenderse a un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica p, que serd un modelo
de T. Con esto, hemos demostrado que T es la modelo-compania de T;. Como, ademas,
T tiene eliminacion de cuantificadores, utilizamos el Lema 3.22 para concluir que 1" es
la modelo-complecién de T. O

Como la teoria de cuerpos de caracteristica p, Fp, también es una subteoria de ACFp
y todo cuerpo de caracteristica p puede extenderse a un cuerpo algebraicamente cerrado

de caracteristica p, se demuestra de igual manera que ACF, es la modelo-complecién de
F,.
p

Proposicion 3.24. Sea T'= ACF. Entonces Ty es la teoria de dominios de integridad.
Ademds, T es la modelo-complecion de Ty.

Demostracién: Sea T* la teoria de dominios de integridad. Sabemos, por el algebra,
que T FVay (x-y =0 — (x =0Vy = 0)). Como T™* se axiomatiza por los axiomas de ACF
cambiando el axioma Va (w2 =0 — Jy (x-y = 1)) por el que acabamos de introducir, T*
se axiomatiza por axiomas universales, y como T* C T, se tiene que 1™ C Ty. Sea ahora
o uno de los axiomas de Ty y M un modelo de T™. Como todo dominio de integridad se
extiende a un cuerpo y, este, a su vez, se extiende a un cuerpo algebraicamente cerrado,
sabemos que M puede extenderse a K = ACF. Como o € Ty C T = ACEF, se tiene que
K = oy, como o es universal, se tiene M |= o. Como esto sirve para cualquier axioma
de Ty, se tiene que Ty C T*, consiguiendo la igualdad que buscdbamos.

Ahora demostraremos que 7" es la modelo-complecién de Tyy. Sabemos que T' es modelo-
completa por la Observacion 3.19, ya que tiene eliminacién de cuantificadores. Ademads,
T y Ty son modelo-consistentes, ya que, por un lado, el hecho de que Ty C T hace que
todo modelo de T' pueda extenderse a él mismo, que es un modelo de Ty y, por otra parte,
todo modelo de Ty es un dominio de integridad, que sabemos que puede extenderse a un
cuerpo algebraicamente cerrado, que serda un modelo de T'. Con esto, hemos demostrado
que T es la modelo-compania de Tyy.Como, ademés, T tiene eliminacién de cuantificadores,
utilizamos el Lema 3.22 para concluir que T' es la modelo-complecién de Ty. O

Observacion 3.25. Como la teoria de cuerpos F también es una subteoria de ACF y
todo cuerpo puede extenderse a un cuerpo algebraicamente cerrado, se demuestra de igual
manera que ACF es la modelo-complecion de F.
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3.7. Teorias k-categodricas

Para una teoria T completa de lenguaje L numerable y un cardinal x cualquiera,
denotamos I(T, k) al nimero de modelos de T de cardinalidad k no isomorfos entre ellos.
La teoria T' es k-categdrica si I(T, k) = 1.

Introducimos, sin demostrarlo, un teorema de teoria de modelos que habla sobre la
k-categoricidad.

Teorema 3.26. (Teorema de Morley) Sea T una teoria completa de un lenguaje L
numerable y Kk un cardinal con k > w. Si T es k-categorica, entonces T es \-categdrica
para todo cardinal A > w.

Lema 3.27. Sean M y N dos estructuras de lenguaje L con A C M y B C N. Si
f:+ A — B es una aplicacion elemental parcial y a € aclp((A), entonces existe un
elemento b € acly(B) tal que fU{(a,b)} es una aplicacion elemental parcial.

Demostracién: Si denotamos p = tp (a/A), basta ver que p/ tiene alguna realizacién
en N. Por ser a € aclp(A), podemos considerar una férmula ¢(z) de lenguaje L(A) con
lp(M)| = k < w minimo tal que M = ¢(a). Entonces ¢(z) = ¥(z,a1,...,a,) para
v(x,y1,...,yp) una formula de Ly aq,...,a, € A. Por ser f elemental y cumplirse M =
3=Fz p(x), también se cumple N = 3=%x of (2), donde of () = (x, f(a1), ..., f(an)) es
una férmula de L(B), por lo que podemos escoger un elemento b € N tal que N = of (b).
Vamos a ver que b es una realizacién de p’. Sea x(z) € p. Como |(¢(z) A x(z))(M)]| <
lo(M)], por eleccién de ¢ se tiene |(p(z) A x(z))(M)| = |p(M)| = k, con lo que M =
F=*z (p(z) A x(z)). Utilizando que f es elemental, llegamos a N |= 3=z (o(z) A x(z)).
Teniendo en cuenta que (¢/ () A X/ (2))(N) C ¢/ (N), se tiene que todo elemento de N
que satisface @f, satisface también x/ y, por tanto, N' = x/(b). En definitiva, b realiza
pl. U

Lema 3.28. Sean M y N dos estructuras de lenguaje L con A C M y B C N. Si
f: A— B es una aplicacion elemental parcial exhaustiva, entonces [ se extiende a una
aplicacion elemental parcial exhaustiva g : aclyp(A) — acly(B).

Demostracién: Supongamos una cadena ascendente en el orden C de aplicaciones
elementales parciales que extienden a f, con dominio un subconjunto de aclp((A) y con
imagen un subconjunto de acly/(B). Entonces la unién de esta cadena es una cota supe-
rior. Por el Lema de Zorn, existe una aplicacién elemental parcial g con las propiedades
anteriores maximal. Suponiendo que Dom g # aclaq(A), utilizando el Lema 3.27 pode-
mos extender g, en contra de su maximalidad. Suponiendo Im g # acly(B), podriamos
usar ahora g~ !, por ser g inyectiva, para extenderla, en contra de su maximalidad. En con-
clusién, g O f es una aplicacién elemental parcial g : acly(A) — acly(B) exhaustiva.

O

Lema 3.29. Si T es una teoria completa y fuertemente minimal de lenguaje L, M y N
son dos modelos de T, y A C M y B C N son conjuntos algebraicamente independientes,
entonces cualquier biyeccion f: A — B es una aplicacion elemental parcial.
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Demostracién: Es suficiente ver que, para ai,...,a, € A distintos dos a dos, se
cumple tp v(ai,...,an) =tpy(f(a1),..., f(an)) ya que, si esto se cumple, entonces para
cada férmula ¢(z1,...,2;) de L y cada eleccién de elementos aq,...,ar € A, se tiene

MEo(ar,...,a;) siysolosi ¢(x1,...,25) € tppg(ai, ..., ax)
siysolosi @(z1,...,2x) € tpy(f(a1),..., flax))
siysolosi N [ op(f(ar),..., f(ar))

Lo demostraremos por induccién sobre n. Para el caso inicial n = 0, tp (@) es el conjunto
de sentencias de L que M satisface. De igual manera, tp, (@) es el conjunto de sentencias
de L que N satisface. Como T es completa, el Lema 2.2 nos asegura que M = N, por
lo que tp (@) = tpy (). Suponemos, como hipédtesis de induccién, que hemos demos-
trado que tp (ai1,...,ar) = tpy(f(a1),..., f(ar)) para un cierto r. Estudiaremos el caso
n=r+ 1. Sea p(z1,...,2,,y) una féormula de tp (ai,...,ar41), es decir, tal que M =
o(ay,...,arq1). Veamos que esta féormula también pertenece a tpa(f(ai),..., f(ar4+1)).
Como ¢(ay,...,a,, M) no es finito, ya que a,+1 ¢ aclpy((ai,...,a,) por ser A un con-
junto algebraicamente independiente, debe ser cofinito por ser T' una teoria fuertemente
minimal. Por tanto, = ¢(a1,...,a,, M) es finito y se cumple M = 3=Fy (a1, ..., an,7)
para un cierto k < w. Utilizando la hipétesis de induccién, como 3=%y — p(ay, ..., an,y) €
tpp(at, ..., ar), también 3%y~ (21, .., 2, y) € tpy(f(a1),. .., f(ar)), porlo que N |=
I Fy—o(z1,...,20y) v ~@(21,...,2,,N) es finito. Por ser B un conjunto algebraica-
mente independiente, se cumple f(a,+1) ¢ acly(f(a1),..., f(a,)), por lo que se tiene
que N £ = ¢(f(a1), ..., flars1)) y esto implica N = o(f(a1), ..., f(ar+1)). Por tanto,
tpap(at, ..., arp1) Ctpa(flar),..., f(ar41)). Razonando de la misma manera, podemos
llegar a la otra inclusién y, con ella, a la igualdad. O

Con esto, llegamos a la siguiente proposicién, que nos habla de la x-categoricidad de
las teorias completas y fuertemente minimales de lenguajes contables.

Proposicion 3.30. Toda teoria completa y fuertemente minimal de un lenguaje L con-
table es k-categorica para todo cardinal k > w.

Demostracién: Sea T una teoria completa y fuertemente minimal de lenguaje L,
k > w un cardinal y M y N dos modelos de T', ambos de cardinalidad x. Es decir, tales
que |M| = |N| = k. Sean A una base de M y B una base de N. Entonces se tiene
|A| = |B| = K, ya que si |A] < k, como L es un lenguaje contable, tiene w férmulas,
por lo que L(A) tiene < w - k férmulas. Ademas, cada una de estas férmulas puede dar
un ndmero finito de elementos de aclp(A), por lo que |aclp(4)| < w- k- w = K, en
contradiccién con el hecho de que acly(A) = M. Claramente, por ser A C M, se tiene
|A| < |M], por lo que |A| = |M| = k. De igual manera se demuestra |B| = k. Podemos,
por tanto, definir una biyeccién f : A —> B. Por el Lema 3.29, f es una aplicacion
elemental parcial. Utilizando ahora el Lema 3.28, f se extiende a una aplicacién elemental
parcial exhaustiva de aclp((A) en acly(B). Pero como acly(A) = M y acly(B) = N,
esta extension es un isomorfismo, por lo que M = N. Hemos demostrado que T es k-
categorica. Teniendo en cuenta el Teorema 3.26 (de Morley), T es \-categérica para
todo cardinal A > w. O
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Corolario 3.31. Como ACF}, para p fijado es una teoria completa y fuertemente mini-
mal de lenguaje L finito, es k-categorica para todo cardinal k > w.

Asi, para cada cardinal k > w, existe un modelo de ACFp. Ademads, este modelo es
Unico salvo isomorfismo. Visto desde el dlgebra, para cada cardinal k > w, existe un cuerpo
algebraicamente cerrado de caracteristica p y, ademas, este es tinico salvo isomorfismo. Por
ejemplo, el cuerpo habitual C de los nimeros complejos, es un cuerpo algebraicamente
cerrado de caracteristica 0 y cardinalidad 2“ > wy y, por tanto, cualquier otro cuerpo
algebraicamente cerrado de caracteristica 0 y cardinalidad 2% es isomorfo a él.
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Conclusiones

En este trabajo, se ha podido ver que muchos de los conceptos definidos desde el
algebra para los cuerpos, y més espacialmente para los cuerpos algebraicamente cerrados,
pueden definirse desde la teoria de modelos de una forma equivalente y que ayuda a
obtener ciertos resultados que quizés es mas dificil de obtener desde la rama del algebra.

Por poner un ejemplo, el hecho de que una teoria admita eliminacién de cuantificadores
ayuda a comprobar su decidibilidad. Recordamos que una teoria 7' de lenguaje L es
decidible si existe un algoritmo tal que, para cada férmula ¢ de L, puede decidir si T+ ¢
o T V¥ ¢. Esto sucede ya que los procedimientos autométicos de validacién de férmulas
suelen ser mas eficientes para férmulas sin cuantificadores.

Muy relacionado con esta idea estd el hecho de que una teorfa T™ sea la modelo-
complecion de otra teoria T, ambas de un lenguaje L. Quizds T es una teoria dificil
de estudiar, pero si conseguimos llegar a su modelo-complecién T, podremos transferir
muchas de las propiedades de T™ a la teoria T', con la ventaja de que 1™ suele ser més
facil de estudiar, entre otras cosas, porque suele tener eliminaciéon de cuantificadores.

La ultima seccién del trabajo, que aporta que fijada una caracteristica p y un cardinal
Kk > w, hay un unico cuerpo algebraicamente cerrado de esa caracteristica, salvo isomor-
fismo, también nos permite comprobar este resultado sin tener que hablar de grados de
trascendencia de extensiones de cuerpos.
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