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Resum

En aquest treball farem una breu introduccié sobre els conceptes basics de la sig-
natura d’un cami utilitzada en un flux de dades. En repassarem les propietats
fonamentals i explorarem les aplicacions que pot tenir, en particular, com a vector

de caracteristiques d’un model d’aprenentatge automatic.
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Introduccid

La signatura, un concepte procedent de la teoria de camins, ha guanyat popularitat
els dltims anys per la seva capacitat que té de sintetitzar les propietats d’un flux
de dades i les multiples aplicacions que pot tenir, en especial en el mén financer.
Es aquest s en el mon financer el que inicialment ens ha despertat l'interés cap a
la signatura, en particular la seva capacitat de ser utilitzada com a vector de ca-
racteristiques representatiu d'un flux de dades. L’any 2016, Ilya Chevyrev i Andrei
Kormilitzin presentaven 'article A primer on the signature method in machine
learning [2], on introduien justament aquest concepte: la signatura com a vector de
caracteristiques d’entrada a un model d’aprenentatge automatic. En aquest treball
repassarem la publicacid i n’extreurem els conceptes fonamentals que servirien com

a base per aplicacions futures de la signatura.

L’any 2022, Takanori Adachi i Yusuke Naritome publicaven Discrete signature
and its application to finance[l] on introduien un cas particular de la signatura d’un
flux de dades: la signatura discreta. En aquest article mostraven una aplicacié de
la signatura discreta amb dades financeres i en quins casos el seu metode és com-
putacionalment més rapid que d’altres que també utilitzen la signatura. En aquest
treball també repassarem la seva feina i realitzarem una implementacié del calcul

de la signatura discreta que plantegen, a banda d’aplicar-la a casos experimentals.

Finalment, també veurem com podem aplicar la signatura a dades obtingudes

a partir d’observacions de variables amb distribucions de probabilitat.

Estructura de la memoria

Estructurarem aquest treball en tres blocs: (i) repassarem els conceptes teorics
en els que esta fonamentada la signatura d’un cami de la firna com els descriu
Chevyrev [2], (ii) introduirem el concepte de la signatura discreta d’Adachi [1] i
un exemple d’implementaci6 i, (iii) veurem com es pot aplicar la signatura com a
vector de caracteristiques d’un cami i a una mostra d’observacions de variables amb

distribucions de probabilitat.



1 Introduccio teorica

Comencarem aquesta primera seccié repassant el concepte de cami i d’integral de
linia per un cami. Continuarem definint altres conceptes que ens permetran, fi-
nalment, introduir el concepte de signatura. En linies generals, al llarg d’aquest
capitol, anirem seguint el capitol 1 larticle de Chevyrev, I. [2] on s’introdueixen els

conceptes basics de la teoria de la signatura.

Definicié 1.1. Un cami X en R? és una aplicacié continua, diferenciable a trossos,
X : [a,b] — RY. Habitualment, posem X; = X (¢) per denotar la dependencia del

parametre t € [a, b].

Direm que un cami X és un cami suau si és diferenciable a qualsevol ordre.

Notacié 1. Donat un cami{ X : [a,b] — RY, escriurem X; = (X}, ..., X) per

denotar les seves components.

Exemple 1.2. Dos exemples de camins suaus a R? sén X,V : [0, 27] — R%:
X, = (X}, X?) = (2cos(t), 3sin(t)) (1.1)
Yi= (Y}, Yy) = (t,3sin(t)) (1.2)

A la Figura [l| podem veure la representacié a R? de cada cami.

Exemple 1.3. A la Figura 2] podem veure un exemple de cami no suau.

Definicié 1.4. Sigui X : [a,b] — R un cami unidimensional i f : R — R una

funcio fixada. La integral de linia de la funcié f pel cami X es defineix com

b b _
/ F(X0) dX, = / F(30) Xodt, (1.3)
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Figura 1: Exemples de camins suaus a R?
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Figura 2: Cami no suau

on la segona integral és I’habitual integral de Riemann d’una funcié continua

i acotada. Fem servir la notaci6 X per designar diferenciacié respecte una tnica
dX;

iable: X, = —~¢.
variable ¢ pr

Observacié 1.5. En general, podem integrar un cami Y : [a,b] — R per un cami

X : [a,b] — R. Definim la integral



b b
/Ytht:/ Y, X,dt. (1.4)

Passem a mostrar tres exemples que considerem forga il-lustratius per ajudar a

comprendre millor aquest concepte d’integral.

Exemple 1.6. Considerem el cami constant Y; = 1, Vt € [a, b]. Llavors la integral
de linia d’Y" per qualsevol cami X : [a,b] — R esdevé simplement Iincrement de

X entre a i b:

b b
/ dX, :/ X,dt = Xy — X,. (1.5)

Exemple 1.7. Ara considerem el cami{ X, = ¢ , Vt € [a,b]. Llavors, X; = 1 i,
per tant, la integral de linia de qualsevol cami Y : [a,b] — R per X, és I'habitual

b b
/ Y,dX, = / Y,dt. (1.6)

Exemple 1.8. Finalment, introduim un exemple que involucra calculs numerics.

integral de Riemann:

Considerem el cami bidimensional

X, = (X}, X2) = (t3,t%),t €]0,1]. (1.7)

Llavors, calculem la integral

1 1
/ thde:/ 232t — ° (1.8)
0 0 i)

Aquest exemple, de fet, és un cas particular d’integral iterada doble, que repe-

sentem a continuacio.

1.1 Signatura d’un cami

Definicié 1.9. Sigui X : [a,b] — R? un cami amb X° : [a,b] — R camins

unidimensionals per i € {1,...,d}. Per cada i definim la quantitat



S(OR = [ axi=xi- X, (19)
a<s<t

que és I'increment de la coordenada i-essima del cami a temps t € [a, b].

Ara, per un parell i, 7 € {1,...,d}, podem definir la integral iterada doble com

s = [ seonax = [ axiax, (1.10)
a<s<t ’ a<r<s<t

i la integral iterada triple com

S(X)ik = / S(X)idXE = / dXidXIdXF. (1.11)
a<s<t

a<qg<r<s<t
Aixi doncs, d’aquesta manera podem continuar trobant integrals iterades.

Donats un enter £ > 1 i una col-leccié d’indexos iy, ..., i € {1,...,d}, de forma

recursiva, definim la tntegral iterada k vegades al llarg dels indexos i1, ..., 7, com

SEOR = [ SO0t (112
a<s<t

Equivalentment, podem escriure

S(X ity — / / dX{...dX;". (1.13)
a<tp<t a<ti<ta

Definicié 1.10. Anomenarem signatura d’un cami X : [a,b] — R? a la col-leccié

d’integrals iterades d’X. Formalment,

S(X)ap = (1,5(X)gp, s S (@) S(X) 3y S(X)g, ), (1.14)

a,b’

on, per convencio, el terme 0-essim és 1 1 la resta d’indexos (o lletres) son els

elements del conjunt

W = {(i1, coeyi) |k > 0,1, i € {1, ...,d} }. (1.15)

Al conjunt W I'anomenarem conjunt de paraules de I'alfabet A ={1,...,d} i

representarem la paraula buida (cas k = 0) amb A.

bt



Si w = (i1,...,1;) € W és una paraula, de forma natural, a 'enter k£ 'anomenarem

mida de la paraula w.

Exemple 1.11. Si considerem un alfabet d’inicament dues lletres {1, 2}, tenim un

nombre infinit de paraules que podem compondre:

e Les de mida 1: {1,2}
e Les de mida 2: {11,12,21,22}
e Les de mida 3: {111,112,121,...}

Exemple 1.12. L’exemple més senzill de signatura d’un cami és el d’'un cami unidi-
mensional. L’alfabet en aquest cas és A = {1} i el conjunt de paraules corresponent
és W = {(1,...,1)]k > 1}, on 1 apareix k vegades a cada paraula. Si, a més,

considerem el cam{ X : [a,b] — R, X; = ¢, la signatura ve donada per:

S(XL, = X, - X, (116
(X, — X,)>2

sy = ) (117)
- 3

syt = s Kol (118)

Es important tenir en compte aquest cas que, si bé és senzill, farem servir

freqiientment al llarg d’aquest treball.

'3
X, = (X}, X?) = (t,sint) i, representat a la Figura [ EI nostre alfabet ara és

{1,2}; i el conjunt de paraules,

Exemple 1.13. Considerem el cami X : [0,Z] — R, definit explicitament com



W ={(i1,...,1)|k > 0,14,

ik € {1,2}}.
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Figura 3: Parametritzacié d'un cami bidimensional a R?

Un calcul rapid dels elements de la signatura ens déna:

3
ﬁ—/ dth—/ dt = X1 —x=Z,
2 o<t<% 0 2

(1.19)
S(X)z = / dX} = /2 costdt = X7 — X§ = sin = — sin0 = 1, (1.20)
0<t< 3 0
3 [ [t 3 2
S(X)gz = // dX}dax} = / U dtl] dty = / todty = —,  (1.21)
' 0<t;<ta<Z 0 0 0 8
3 [ [t
S(X)(l)’Qz = // dX; dXx; :/ [/ dtll cos todty =
2 0<t;<to<Z 0 0 (1.22)
:/2 tQCOSthtQ = z — 17
o 2




2,1 9 1 2 2
S(X)Qg - _ dthdXtQ - COS tldtl dtg =
0<ta<t1<% oK 0 (1.23)
_/2 Sintgdtz =1
0
Tt
S(X)SZ% = // dthldthz :/ |:/ COS tldt1:| COS tgdtg =
0<t1<t2<§ OW 0 (124)
2z 1
:/ sin ty costodty = —,
0 2
S(X)oy' = ///0 o Axaxax =
s (1.25)

N

5 t3 ta 3
- dt}dt]dt:—,
[ ]

D’aquesta manera, podem seguir calculant tots els elements S(X )“7““ de la
2

signatura.

Tot i I'interés de la signatura, aquesta consta d’'un nombre infinit d’elements. A
la practica, sobretot quan volem obtenir un vector de caracteristiques com a entra-
da per un model d’aprenentatge automatic, ens caldra fer s d’'un nombre reduit
d’aquests elements. Es per aixo que necessitem definir un concepte complementari

a la signatura com és la signatura truncada.

Definicié 1.14. Sigui S(X),, la signatura d'un cami{ X : [a,b] — R?. Llavors

definim la signatura truncada de nivell k£ del cami X com

S(X)a,b|k = (17 S(X)}z,b’ 0 S(‘/E)Z:bﬂd% (1'26)



on I'altim element té l'index d repetit k vegades.

Es a dir, prenem els elements de la signatura amb mida de paraula < k.

Exemple 1.15. En el cas de la signatura truncada a nivell 2, si tenim un alfabet
de dos elements A = {1,2} com el de I'exemple el conjunt de paraules sera

{1,2,11,12, 21, 22}.

Com ja hem explicat a la introduccié i com veurem en més detall a seccions
posteriors, un dels interessos principals de la signatura és la seva capacitat de cap-
turar propietats geometriques essencials d'un cami X : [a,b] — R A la secci6
veurem que la signatura d’un cami és I'inic que cal per determinar la solcid
d’una equacio diferencial ordinaria controlada per X. Es per aixo que una pregunta
legitima que podem arribar a fer-nos és: un cami esta completament determinat per
la seva signatura? Tenint en compte les propietats de la signatura que exposem a la
secci6 [I.3] la resposta, generalment és no. La velocitat a la que es recorre un cami,
per exemple no esta determinada per la signatura. Tantmateix, raonaments més
complexos ens porten a veure que, essencialment, aquesta és 1'inica propietat que
es perd [2]. No entrarem en detall en aix0, pero si que exposarem alguns d’aquests

aspectes més importants de la signatura.

1.2 Signatura a partir d’iteracions de Picard

Fem una breu exposicié de com sorgeix la signatura, de forma natural, en el context
de la teoria classica d’equacions diferencials ordinaries (EDOs), sense entrar massa

detall en molts dels termies usats.

Considerem I'EDO

@f(w;y), y(o) = Yo, (1.27)



on y(zg) : R — R, zg,y0 € R. Podem posar la solucié d’aquesta EDO en

termes de I'equacio integral de Volterra

yix) = y(eo) + [ " d(t; (o))t (1.28)

o

La versi6 classica del teorema de Picard-Lindelof determina aquesta solucié com

a limit de la successio

(o) = o), ela) = (o) + [ g O) k> 1, (1.29)

anomenada iteracions de Picard.

Considerem, ara, un cam{ X : [a,b] — R? i sigui £(R?,R®) l'espai vectorial
d’aplicacions lineals de R? a R¢. També podem pensar aquest espai vectorial com el

de matrius reals de dimensions d X e.

Sigui Z : [a,b] — L(R? R®) un cami. De la mateixa manera com hem definit

la integral de linia, podem considerar la integral

b
/ Z,dX, (1.30)

com a element de R°. Sigui V : R® — L(R? R®) una funcié i Y : [a,b] — R®

un cami. Diem que Y resol I'equacié diferencial

d}/t = V(}/t>dXt7 }/a =yc Re? (131)

justament quan és de la forma

t
Yi=y +/ V(Ys)d X, Vt € [a,b)]. (1.32)
Un dels procediments estandard per trobar aquesta solucié és via iteracions de

Picard. Sigui Y : [a,b0] — R® una funcié arbitraria. Definim el cami F(Y) :
la,b] — R° com

t
FY)=vy +/ V(Y;)dX. (1.33)
Si considerem la successié Y;* = F(Y"!);, amb Y;? arbitrari, sota les hipotesis

10



adequades, podem veure que Y;" convergeix a Y quan n — oo. Veiem quina forma

tenen aquestes iteracions de Picard, comengant per Y —t° = y, V¢ € [a, b] (indiquem

amb I, la matriu identitat a L(R®, R®)):
Y=y,
t t
v =y [ o= ([ v <) o

t
Y=y / V(Y)dX, =

<//dv )dV (X,) + /dV(XS)JrIe)(y),

t
Y=y / VYN dx, =

(Z/ . bt th"'dv<th +[€)> (y)7

Al ser £(R®,R¢) una algebra de matrius, cada

/ AV (Xy,)...dV(X;,)
a<t—1<..<tp<t

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

(1.38)

pot ser definida com a element de £(R¢, R¢) que, esta determinat completament

pel k-essim nivell de la signatura S(X),; de X a temps ¢ € [a,b]. D’aqui poddem

extreure la conclusio que, de fet, la solucié Y; esta completament determinada per

la signatura S(X ).

11



1.3 Propietats importants de la signatura

A continuacié repassem breument tres de les propietats més importants de la sig-
natura d’un cami: la invariancia de la signatura per reparametritzacions temporals,

la identitat de Chen i la propietat d’inversié temporal.

1.3.1 Invariancia per reparametritzacions

Definicié 1.16. Anomenem reparametritzacio a una funcié ¢ : [a,b] — [a, b]
continua, exhaustiva i no decreixent.

Al llarg d’aquesta exposicid, considerem tunicament les reparametritzacions suaus.

Teorema 1.17. (Invarancia per reparametritzacions temporals). Sigui X :
la,b] — R? un cami i ¢ : [a,b] — [a, b] una reparametritzacié. Definim el cam{

reparametritzat X : [a,b] — R? com X; = Xy). Llavors tenim

S(X)ab = S(X)ab- (139)

) )

Demostracio: Siguin X,Y : [a,b] — R dos camins a R i ¢ : [a,b] — [a, D]
una reparametritzacié. Definim els camins X,V : [a,b)] — R com X = Xy 1

Y = Yy Tenim que la derivada de X respecte t és

X, = Xy i(t). (1.40)

Per tant, la integral de linia de Y per X és

b b b
/ VidX, = / Yoo Xy (t)dt = / Y,dX,, (1.41)

on fem el canvi u = ¢(t).

Ara, si tenim el cami X[a, b] — R? multidimensional i la seva reparametritzacié
per ¥, X : [a,b] — R4, X, = Xy Llavors com que cada terme de la signatura

S(X)-i esta definit com a una integral iterada k vegades de X, tenim

S(X)yt = S(X)iy ™ Wk > 0,1, onyif € {1, ..., d} (1.42)

12



1.3.2 Identitat de Chen

Una propietat important de la signatura és la identitat de Chen, que proporciona
una relacié algebraica entre camins i les seves signatures. Per arribar a formular-la,

pero, ens cal abans introduir el concepte d’algebra d’una serie de potencies formal.

Definicié 1.18. Siguin ey, ..., e4 d indeterminacions formals. L’algebra de séries
de poténcies formals (no commutatives) a d indeterminacions, és I’espai vectorial

de totes les series de potencies de la forma

Z Z At €t i (1.43)

ik€{1,...,d}

on el segon sumatori recorre totes les paraules (i1, ..., i), amb indexos a iy, ..., i €
{1,...,d},iels Ay

i, S6n nombres reals.

Una serie de potencies formal amb tunicament un nombre finit de coeficients

i

ir,..ir. 0 NUls és anomenat polinomi formal. Els seus termes e;,, ..., €;, s’anomenen

monomis i el terme corresponent a k£ = 0 és simplement un \g € R. Habitualment,

també, s’anomena, algebra tensorial d'R? a I'espai de series de potencies formals.

Podem dotar a aquest espai de series de potencies formals d’una estructura

d’espai vectorial, de forma natural definint suma i producte escalar com

oo
E E iy oosinCiy €y | F g E iy ... i, €iy ---Ci
i1, ”LkE{l } k=0 il,...,ikG{l,...,d}
§ : E , (()‘ih i T iy, )611"'6ik
i1, ’LkE{l 7d}

o0
E E )\il,.. i, Cip - E C)\il,.“,ikeil-n@ik
i1,

lkG{l } k=0 il,.‘.,ike{l,...,d}

respectivament.

També podem definir el producte ® entre monomis de la forma segiient:

13



€i---€4 X €j1---€5,, = €iq---Efy X €j1--Cjp- (144)

Observacié 1.19. Si tenim un cam{ X : [a,b] — RY, podem expressar la seva
signatura S(X),, fent servir un conjunt de monomis e;,, ..., €;,, i1, ..., i € {1,...,d}

COo1:

S(X)ap =) S(X) ey, . e, (1.45)
k=0 i1,..ix€{l,....d}

Definicié 1.20. Siguin X : [a,b] — R?iY : [b,¢] — R?, definim la concatena-

ci6 de camins X 1Y com el cami X Y :(— [a, c]:

Xt7 t e [a,b]

(X *xY), = :
Xb+(}/;—%>, t e [b,C]

(1.46)

Teorema 1.21. (Identitat de Chen). Siguin X : [a,b] — RYiY : [b,c] — R<.

Llavors,

S(X %Y )ge=5(X)a, 0@ S(Y ). (1.47)

Dit de forma informal, la identitat de Chen ens permet passar del producte

concatenacio de camins * al producte ®.

1.3.3 Propietat d’inversié temporal

De forma col-loquial, podem dir que la propietat d’inversié temporal consisteix en
que la signatura S(X),; d'un cam{ X :— R? és I'inversa sota el producte ®, de

la signatura obtinguda en recérrer el cami X enrere en el temps.

14



Definicié 1.22. Sigui X : [a,b] — R? un cami a R? definim la seva inversidé

temporal com el cami y : la,b] — RY, y = Xospt, Vt € [a,b)].

Teorema 1.23. (Signatura de la inversié temporal ). Sigui X : [a,b] — R

un cami multidimensional. Llavors tenim que

S(X)ap ® S(X)ap = 1. (1.48)

Entenent que 1 és la serie de potencies formal que té Ay =11 \;, ,;, =0,Vk > 1

1d1,...,0, € {1,...,d}, que és I'element neutre pel producte ®.

15



2 Signatura discreta fent servir interpolacio line-

al

Al llarg d’aquest capitol introduirem el concepte de signatura discreta plana i de

signatura discreta com a cas particular de la signatura, seguint I'article d’Adachi,

T. [1]

Al capitol anterior hem definit el producte ® entre monomis d’un polinomi
formal. A continuacid, analogament, farem servir el mateix simbol per representar

la operacié concatenacio entre paraules d’un alfabet.

Definicié 2.1. Siguin u = {41, ...,%;},v = {i41, ..., i} paraules de 'alfabet A, la
concatenacié de paraules u i v, que denotem u ® v, és la paraula w definida

com

w = {il,...,ij,ij+1,...,ik}. (21)

Observacié 2.2. Rapidament podem veure com donat un cami X : [a, b] — R?,
una paraula w € Wiie€ A, S(X)yF és

(X = / S(X)" X", (2.2)
a<s<t

Un cop definida una paraula i la signatura d’un cami, ens centrarem en el cas
particular de camins discrets i les seves signatures, cosa que ens permetra obtenir
la signatura d’un conjunt de dades d'una serie temporal. Fixem el domini tem-
poral discret T' = {to,t1,ta,...} amb 0 =ty < t; < to < ... A partir d’ara doncs,

considerarem camins del tipus X : T — R

Com que tenim un cami discret, per que la signatura tingui sentit, haurem de

fer-lo continu. En aquesta seccié considerem 'opcié de la interpolacié lineal.

Si tenim un cam{ X : T — RY, per t € [t,,t,41], podem generalitzar-lo assig-

nant valors

X, =

2.3
thrl - Zfn 7 ( )
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llavors,

X =X
X, = ——". (2.4)
tn—l—l - tn
Definicié 2.3. Sigui A un alfabet, definim 1'alfabet ampliat A com
A=Ax{— +} (2.5)
Sigui ¢ € A, anomenarem a i~ = (i,—) € Aiit = (i,+), cap i cua d'i,

respectivament.¢

D’ara endevant, passarem a considerar el conjunt de paraules W de l'alfabet

ampliat A.

2.1 Signatura discreta plana

Definicié 2.4. Sigui A un alfabet, X : T — R? un cami discret, m,n € N amb
m <n,w &€ Wii€c A Llavors definim, inductivament, S(X)? , de la forma

segiient:

S(X>?m,tn =1, (2.6)
n—1

SX)pe =S¢ (XL, = X1, (2.7)
I=m
n—1

wRiT w i i

S(X)t,f?tn = Z S<X)tm,tl+1(th+1 - Xt,)? (2-8)

l=m

La signatura discreta plana de X a Uinterval [t,,,1,], és el vector
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S(X)pan = (1L,S(X)E L S(OE SO, L SOE ), (29)

tm,tn tmotn? * tmytn?

on els indexos son les paraules del conjunt de paraules W.

Tal i com hem vist amb la signatura, podem definir la stgnatura discreta

plana truncada de nivell k com

SOt = (L SCOL e SCX)E ). (2.10)

tmytn? *

Hom pot comprovar com aquesta definicié és un cas particular de la signatura

d’un cami continu feta previament.

A partir d’ara quan fem servir la notacié S(X) ens referirem especificament a
la signatura discreta plana. A vegades ens referirem també a la signatura truncada

simplement com a signatura.

Exemple 2.5. Suposem que tenim els indexos i,14q,142,i3 € A un alfabet i sigui
x € {—,+}, un calcul rapid d’alguns dels elements de la signatura discreta plana

d’un cami X per m,n € N, m < n ens dona

S = >, (X, —Xi)=X] —X] (2.11)
m<l<n
@iy i i i i
S(X)tm,tfl = Z (thll+1 - thll)(XtZH - thz)v (2.12)
m<li<la<n
1] @iy (51 (51 12 72
SXOAoz = Y (X0 = XX - X2, (2.13)
m<l;<la<n
i Rty Qi i i 7 % 1 %
S(X)tin,tj ? = Z (thll+1 - thll)(thz2+1 - Xt122)<Xt;3+1 - Xt;)’ (214)

m<l<la<lz<n
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@iy @it i i i i i i
SX2™ = Y (X, - XOO(XE L - X)X - X)), (215)
m<l1<l2<lz<n
Qi iy i i i i i i
S(X)tin,tj P = Z (thll+1 - thll>(Xt122+1 - thé)(Xt;_t,_l - Xti;) (216)
m<l1<la2<lz<n
@iy @id i i i i i i
S ™ = > (X = XX - XE)(XE - X (207)

m<l;<l2<lz<n

Fixem-nos en la correspondéncia que hi ha entre {—,+} i {<, <} en els suma-

toris.

Exemple 2.6. Proposem un exemple incorporant un flux de dades numeriques.

Considerem un flux bidimensional X del que tenim les observacions de la taula [I}

t 0 1 1.5] 2
X;10 1 1.5
X510 1 1.5

Taula 1: Exemple de mostra de flux bidimensional amdb dades faltants

Deliberadament, en aquest exemple ometem algunes d’aquestes observacions. Al
mon real és habitual la manca de certes dades. Hi ha diverses opcions pel tractament
d’aquestes situacions, al llarg d’aquest escrit considerem una de senzilla consistent
a ’emplenar els buits’ amb la ultima instancia coneguda d’aquella component de la

serie. Ho il-lustrem a la taula 2

t o [1 |15]2
X, /0 o |1 |15
X,|0 |1 |15]|1.5

Taula 2: Exemple de mostra de flux bidimensional

Trobem els valors de la signatura S(X )2 de nivell < 2, considerant * € {—, +}:



S(X)g, = 1.5, S(X)E, =15,
S(X)(l),*z1+ = 1.75, S(X%Tzr = 0.5, S(X)(l);2+ = 0.5, S(X)(lJ;T =0,

S(X)E)" =225, S(X)gy =175, S(X)¥3 =175, S(X)2Z =05,

2.2 Signatura discreta

Un cop definida la signatura discreta plana, procedim a definir el concepte de sig-
natura discreta incorporant una constant de decadéncia . Aquesta constant
de decadencia, permetra tenir en compte el temps recorregut a la serie temporal as-
signant pesos iguals o inferiors a 1 als termes desfassats. Aprofitarem la naturalesa

recursiva de la definicié de la signatura discreta per fer-ho.

Definicié 2.7. Sigui A un alfabet, X : T — R? un cami discret, m,n € N amb
m<n, wéeW,i€e Aip>0. Llavors definim, inductivament, S*(X) , de la

tmytn

forma segtient:

S#(X)i\m,tn =1, (2.18)
" 1 stw=A\
SM(X)tm,tm = , (2.19)
0 en la resta de casos
SHX)EE = e Tl (X PO (X — X )SHXOE ), (2.20)
SHX e = et ) S X T (X = X])SHX)E (2.21)

La signatura discreta de X a linterval [t,,,t,], és el vector
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SP(X )i 0, = (1, SP(X)! SEXOE S, L SHXOE, L) (2.22)

tm,tn tmtn? ©t0) tm,tn? tmytn? " tmotn? *

on els indexos son les paraules del conjunt de paraules W.

De la mateixa manera que amb la signatura discreta plana, la signatura dis-

creta truncada de nivell k és

SH(X) g inli = (1, S*(X); SH(X)I Ty (2.23)

tmtn? ©t0)

Observacié 2.8. Es trivial veure que per pu = 0, la signatura discreta coincideix

amb la signatura discreta plana.

Exemple 2.9. Suposem que tenim els indexos 4, i1, ioA un alfabet ampliat, alguns

dels elements de la signatura discreta d'un cami X per m,n € N, m < n séon

SUX )i = Y, e MG = X)), (2.24)
m<l<n

SUX )i = Y, e MIT(X] = XY, (2.25)
m<l<n

SH(X) T = 3 eI (XL~ XP)(X2 L - X2, (2.26)
m<li<la<n

iy i3 —pa(tn— i i i i
SH(X)LGE = Z et tll)(thll-H — thl)(thQH — thQ), (2.27)
m<l1<lo<n
i @iy —u(tn— i i i i
SHX)L 2 = Z o Hltn “1+1)(th11+1 - Xo (X, — X)), (2.28)
m<li<la<n
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iy ®iy —p(tn—t i
SHX)LSE = Z e l1+1)<Xt111

m<l;<la<n

- X (X2, - X)), (2.29)

+1 tig+1

Exemple 2.10. Calculem els elements de la signatura discreta de fins a nivell
2 del flux de dades X de l'exemple 2.6l Fem servir una constant de decadéncia
= log 2 ~ 0.693:

SHX)§y =121,  SH(X)j5 =085 SHX)2,=085  SH(X)3,=0.5,

SH(X)(l):;N' — 1.31, SH(X)(l);l— = (.35, S“(X)1+2+ — (.35, S“( )1+2— _0,

SHX)LLTT =093, SH(X)L =025, SH(X)LL2 =025 SH(X)E2 =0,
SHX)Z, =128, SHX)Z, =092, SHX)Z2F =092, SHX)IF =0.25,

SHX)2, =075, SHX)Z, =05, SHX)Z2 =05, SHX)Z2 =0.12
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3 Implementacié del calcul de la signatura dis-

creta

En aquesta seccid es presentaran dues alternatives per calcular els valors dels ele-
ments de la signatura discreta d’'un flux de dades: (i) una versié naive que imple-
menta ’algoritme de calcul de forma recursiva directament de la definicié i (ii) una
versié una mica més optimitzada introduida per Adachi, T i Naritomi, Y. a I'article
ja citat [1].

En seccions posteriors es fara servir aquest algoritme per u = 0 (cas signatura
discreta plana) i, tot i que aqui no s’explicita, creiem que un algoritme que imple-
menti aquest cas especificament seria forca millor que 'algoritme de la signatura

discreta.

El codi complet implementant els algoritmes que s’especificaran a continuacio
pot ser trobat a https: //github.com /fparcerisasv/signature_method o a la pagina de
github dels autors https://github.com/takanori-adachi/discrete-signature. El codi
original esta implementat directament en Python, la nostra proposta, en canvi, esta
implementada en C' i pot ser accedida des de Python a través d'una llibreria que fa
I’embedding. Creiem que el canvi de llenguatge pot ajudar a reduir encara més els

temps d’execucio.

3.1 Implementacié naive

Tot i que no entrarem massa en detall en la implementacié naive i ens centrarem en
la implementacié millorada del calcul, a continuacié enumerem els passos generals

que es segueixen i que, en gran mesura, es reaprofiten a la implementacié millorada.

1. En primer lloc es llegeixen els valors del cami X : T' — R? i el valor de p.
Per cada t,, € T"

(a) Es calculen els elements e #(t»~t-1) i es guarden en un vector.

b) Per cadai € {1,...,d} es calculen les diferéncies X! — X! i es guarden
tn tn_1 g

en un vector.
Aquest pas previ ens permetra estalviar recalculacions innecessaries.

2. Es calculen totes les paraules de 'alfabet ampliat {1,...,d} x 4+, —, fins a un

nivell donat k i es guarden en un vector.

23


https://github.com/fparcerisasv/signature_method
https://github.com/takanori-adachi/discrete-signature

w
tmstno

3. Finalment, per cada paraula w es calculen els elements S*(X) pelsmin
triats incialment, fent crides recursives a la mateixa funcid, que implementa

explicitament la defincié de la signatura discreta.

Aquest 1ltim pas implica recalculacions innecessaries d’elements S*(X)’ , inter-

mitjos. D’una forma senzilla, guardant els valors ja calculats, podem estalviar-nos
aquests casos accelerant aixi el calcul global. A continuacié passem a exposar-ho

amb més detall.

3.2 Implementacié millorada

Per aquesta implementacié millorada, analogament a la implementacié de Python
d’Adachi, T., nosaltres plantegem quatre structs Index, Data, Word i Signature.
A Index, simplement guardem un enter ¢ € {0,...,d — 1} i un boolea en funcié si és

un head o un tail:

typedef struct {

int 1i;

bool head;
}Index;

A Data guardem els valors ¢t € T i els X]. També calculem els elements X} — X}

per cada i i cada t,, i els guardem a la variable delta X:

typedef struct {

double *times;

double *x*values;

int d;

int num_times;

double **delta_X;
} Data;

Si el nostre objectiu és calcular la signatura S*(X);,, +,|x per cada paraula w creem
un objecte Word. Fixat un cert ¢,,, tenim en compte els vectors ¢, := (bg, ..., bp_m)
i Vy = (80 -y Sn—m) que, per cada element S*(X)y , ,r € {0,...,n —m}, guarden
si aquest element ha estat calculat i el seu valor. Dins el nostre Word, aquests
es guarden a is_calculated i value. Aquest struct també desa els indexs que

componen la paraula per poder fer crides recursives durant el calcul:
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typedef struct{
Index * indexes;
int length,prev_word_index,num_times;
double *value;
bool *is_calculated;
} Word;

L’struct Signature desa una instancia de Data i totes les paraules, Words, de fins a
nivell k& que es corresponen amb els elements de la signatura. Aquest struct també

guarda els valors e #(tn~t»-1) per cada t, € T a la variable delta_ mu:

typedef struct {

int k,d,num_combinations;
Index *possible_indexes;
Data *data;

double mu;

double *delta_mu;

Word *words;

} Signature;

La funcié calculate_signature() encapsula el calcul de la signatura. Per
cada paraula, crida la funcié assistent signature helper() que retorna el valor

SHXk,

tmytn*

double* calculate_signature(Signature *signature, int m, int n) {
for (int i = 0; i < signature->num_combinations; i++) {
reset_is_calculated(&signature->words[i]);?}
double *sig = malloc(signature->num_combinations * sizeof (double));
for(int i = 0; i<signature->num_combinations;i++){
sigl[i] = signature_helper(signature,n,m,&signature->words[i]);}

return sig;

Finalment, la funcié signature helper () comprova sil’element S#(X)?  ha estat

calculat. En cas que ho estigui, el retorna. En cas que no, es crida a ella mateixa

de forma recursiva i implementa el calcul de la definicié de signatura discreta:

double signature_helper(Signature *signature, int n,int m,Word *word){
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if (word->length == 0){ return 1; }

if (word->is_calculated[n]){ return word->valueln];}

if (n==m) {
word->value[n] = 0;
word->is_calculated[n] = true;
return 0;}

if (word->indexes[word->length - 1] .head) {
word->value[n] = signature->delta_mu[n-1] *
(signature_helper(signature,n-1,m,word) +
signature->data->delta_X[n-1] [word->indexes[word->length - 1].i]*
signature_helper(signature,n-1,m,

&signature->words [word->prev_word_index]));

} else {
word->value[n] = signature->delta_mu[n-1] *
signature_helper(signature,n-1,m,word) +
signature->data->delta_X[n-1] [word->indexes [word->length - 1].i]*
signature_helper(signature,n,m,
&signature->words [word->prev_word_index]) ;

}

word->is_calculated[n] = true;

return word->value[n];
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4 Signatura com a vector de caracteristiques

Com ja hem esbossat a la introduccid, un dels principals interessos de la signatura
és la seva utilitacié com a vector de caracteristiques en un model de classificacio.
Aquest metode pot ser aplicat amb facilitat a qualsevol conjunt de dades sequen-
cial. En aquest apartat mostrarem un exemple d’is proporcionat a la secci 2.2.1
de Varticle de Chevyrev, 1. i Kormilitzin, A. i el reproduirem fent servir la nostra
implementacié de la signatura discreta amb la incrustacié head-tail, en lloc de la

incrustacié lead-lag.

L’objectiu és entrenar un classificador capa¢ de discriminar entre dos tipus
de series temporals univariants, simulades de forma sintetica fent 1s del model
ARMA(p, q). Considrem una col-leccié d’observacions de series temporals {Y; ;} on

¢ indica la serie distinta i j indica la mesura a temps ¢;.

El model ARM A(p, q) és un model de mitjana mobil integrada autoregressiva
(AutoRegressive Moving Average) amb parametres p (I'ordre del model autore-
gressiu i ¢ (I'ordre del model de mitjana mobil). Aquest és una superposici6 dels

models autoregressiu AR(p) i de mitjana mobil M A(q):

AR(p) : Yy = ¢o+ 01Yio1 + 0Yio + ...+ &Yy + &, (4.1)

MA(q): Yy =p+e+ 0161 + O6p0 + ... + 0,604, (4.2)

on u és la mitjana de la serie temporal, 6; i ¢; sén els parametres del model i €;,_;

els termes d’error de soroll blanc. En aquesta seccié no pretenem indagar en la base
matematica del model siné centrar-nos en la seva aplicacié practica. Per mostrar

com funciéna 'extraccio del vector de caracteristiques pot funcionar en aquest cas,

plantegem un problema de classificacié binaria fent servir el model ARM A.

Generem una mostra de 1000 series temporals (500 de cada tipus) de mida 100.

En aquest exemple en particular, les dues classes corresponena als models:

classe’0” : Y, —04Y,_1 = 0.5+ ¢ + 0.5¢,_1, (4.3)

classe’1” : Y, —0.8Y;_1 = 0.5+ ¢ + 0.7¢;_1, (4.4)

on ¢; esta generat amb una distribucié normal de mitjana 0 i variancia 1. Podem
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veure un exemple de cada classe a la Figura [4]

T
0 20 40 60 80 100

Figura 4: Exemples de series temporals de cada classe

De forma intuitiva podem organitzar les series temporals de cada classe en una

matriu d’un estil semblant al de la taula [

Remarquem els passos fonamentals del procediment proposat:

e Crear un cami continu X; per cada serie temporal {Y;}.

e Computar la signatura truncada (nosaltres farem servir la signatura discreta

plana) S(X;)|r del cami a nivell .

e Fer servir els elements de la signatura {S(X;)"} com a caracteristiques.

A Tarticle de Chevyrev [2] fan servir la transformacié de suma cummulativa i
lead-lag. Nosaltres, farem directament interpolacié lineal i head-tail per trobar la

signatura discreta plana de cada cami:
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tl tQ t3 thO Classe
Yii Yio Yis ... Yiio 0
Y21 Yoo Yos ... Yoo 0
Y3, Y3, Yzs ... Ysi00 0
Y5001 Ys002  Ys003 .- Ys00,100 0
Ysoru  Ysoi2  Yso13 - Yso1,100 1
Yso21  Yso22  Yiz ... Yso2100 1
Yi000,1  Yiooo2 Yio003 .- Yi000,100 1

Taula 3: Organitzacio de series en les classes definides a 1} i 1'

S<Xi)t1,t1oo|k = (17S(X1>1 "'7S<Xi)d7mdi)? (45)

t1,t1007 t1,t100

Estandaritzem els valors de la signatura (per columnes) i ometem el primer

terme. Obtenim una matriu de caracteristiques com la de la taula [4]

4.1 Resultats experimentals

Entrenem un classificador de regressio logistica, en particular LogisticRegression de
la llibreria sklearn.linear-model de Python. La divisié entre conjunts d’entrenament i
avaluacié és de 70% i 30% respectivament. A les taules[f]i[f] podem veure les matrius
de confusié obtingudes pel model de l'article i a les taules[7]i[§] les obtingudes en el

nostre cas.

Cal notar que, si bé els resultats obtinguts en els dos casos son forca positius,
I’objectiu aqui no és el de trobar el millor model si no el de mostrar com la signatura
pot ser facilment utilitzada com a vector de caracteristiques. El model utilitzat és

més aviat simple, un model més complex proporcionaria precisions fins i tot millors.
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Vector de caracteristiques Classe
+ - +1+ - d
St St S §dd 0
1+ 1~ 1+t1+ d=..d”
Sy S, Sy e 58 0
1+ 1- 1+1+ d=...d~
Ss Ss Ss e S8 0
1+ 1- 1+1+ d=..d~
Sso0 9500 Os00 e S50 0
1+ 1~ 1t1+ d=..d”
S50 9501 Oso1 o S50 1
1t 1~ 1t1+ d~..d”
Ss02 Y502 Ss02 o S5og 1
1t 1~ 1+t1t d~..d”
Stooo Stoo0 S1000 - Olooo 1

Taula 4: Organitzaci6 dels vectors de caracteristiques en classes

Predit Predit
0 1 0 1
Real Real
0 326 20 0 139 15
1 35 | 319 1 14 | 132
Taula 5: Dades d’entrenament amb Taula 6: Dades d’avaluacié amb
precisié 0.92 [2] precisié 0.90 [2]
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Predit Predit
0 1 0 1
Real Real
0 314 17 0 162 7
1 41 | 328 1 14 | 117
Taula 7: Dades d’entrenament amb Taula &: Dades d’avaluacié amb
precisié 0.92 precisi6 0.92

5 Signatura d’un cami aplicada a distribucions de

probabilitat

En aquest apartat ens plantegem adaptar el concepte de signatura discreta d’un
cami a la signatura discreta d’una certa distribucié de probabilitat fent servir els
punts amb probabilitat com a punts del cami. Després de definir aquests conceptes
proposem dues aplicacions practiques d’aquest concepte de signatura discreta d'una
familia de probabilitats: (i) trobar els parametres optims que ajustin una mostra a
una distribucié de probabilitats parametrica via minimitzacié de la funcié d’error i
(ii) utilitzacié de la signatura com a vector de caracteristiques d’un model de clas-
sificacié d’aprenentatge automatic per descriminar a quina familia de distribucions

de probabilitat parametriques pertany una mostra.

En aquesta seccié fixem una constant de decadencia u = 0, és a dir, el cas
signatura discreta plana. Farem servir els termes signatura discreta i signatura

discreta plana de forma indistinta.

Definicié 5.1. Sigui (2, F,Py) un espai de probabilitats parametric, amb 6 =
(01,...,0;) € ©, on O és l'espai de parametres i 2 = {x, s, ...} un conjunt discret

de punts ordenats de tal manera que z; < xs < ....

Siguin fy == f(0;x) : © x Q@ — [0,1] la familia de funcions de massa de

probabilitat corresponents a P, amb
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D folz) = 1. (5.1)

z€Q

Ara, siguin m,n € N amb m < n. llavors, per cada 6, veiem que de fet, la funcio
de massa de probabilitat restringida a l'interval [x,,, z,], fo : [Tm, xn] — [0,1] C R
és un cami discret X; a R, definit com X;(0) := fp. Si fixem un 2, podem considerar

trobar la signatura d’aquest cami inicament amb dependencia respecte 6 € ©.

Per tant, definim la signatura discreta de la familia de probabilitats P,

en funcié de 6 com

Sap(0)zzn = S(Xe(0))z .20 = S(f0)wmwn- (5.2)

A la practica, fixarem un conjunt finit de punts i farem servir la signatura

truncada a un cert nivell en lloc de fer servir la signatura completa

Exemple 5.2. Suposem que tenim 'espai de probabilitats parametric (€2, F, Py),
amb 2 = NU{0} 160 € © = [0,+00). Les funcions de massa de probabilitat
fo: 2 — [0,1] sén de la forma:

fo(n) = e (1 —e). (5.3)
Veiem que efectivament esta ben definida ja que

Ze (1—e ¥ =1 (5.4)
Considerem el subconjunt {0,1,2} C ©Q i tenim la taula [9] de valors del cami

Xn(0) = fo(n).

Ara podem calcular-ne la signatura, fins a nivell 2, amb x € {—,+} com

S(0)5 = Xa(0) — Xo(0) =e 2 — e +e7? — 1, (5.6)



0 1—e?
1 e ¥ — 2
2 6—29 6—39

Taula 9: Exemple valors del cami

5(9)5;1‘ = 5(9)5; (X5(0) — X1(0)) = e —4e™ 467 —4e7% 17, (5.7)

S(0)62 = S(0)51(X1(0) — Xo(0)) + S(0)55(X2(0) — X1(0)) =

(5.8)
= % 167 — 1579 1 207 — 146 1+ 273 1 56720 470 11,

5.1 Obtencié d’un cami a partir de d’una mostra d’una dis-

tribucié de probabilitat

Acabem de definir la signatura d’una familia de probabilitats parametrica. Per
aixo necessitem trobar una transformacié que, a partir d'una mostra d’observacions,
generi un cami continu a partir del qual calcular la signatura. Nosaltres proposem
trobar les freqiiencies relatives.

Suposem que tenim n observacions {z1, s, ..., 2.}, z; € R, Vi € {1,...,n} d’'una
variable aleatoria amb una distribucié concreta desconneguda. Per aixo escollim m

intervals disjunts {/;},<,, arbitraris tals que

UQ:R

j<m

i per cada interval un t; € I; arbitrari de tal manera que tenim 7" := {t1, ..., ¢, }.
Podem triar els ¢; de forma aribitraria, pero potser una forma interessant de triar-
los es agafant el punt mig de l'interval o la mitjana de les observacions que hi

pertanyen.
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Ara, considerem crear un cami discret a R, X : 7' — R i per cada ¢; determinem

el valors que pren, thj, en base a les freqiiéncies relatives

N 1 &
X} = - > 1y, (), (5.9)
i=1
on 1;(z) és la funcid caracteristica

1,:R — {0,1}
1 sizel (5.10)
0 sizg¢l

]l[(LL’) =

D’aquesta manera hem construit un cami X unidimensional associat a la mos-

tra amb el que calcularem la signatura. Podem fer-lo continu via interpolacié lineal.

Exemple 5.3. Suposem que tenim les 10 observacions segiients:

-0.22 | -0.42 | 048 | -048 | -0.5

0.11 | -1.34 | -1.50 0 -1.05

Triem T = {—1.5,-1.25,—1,—-0.75,—0.49, —0.25,0.01,0.25} i els intervals
{(~ inf, —1.25), [~1.25, —1], (—1, —0.75], (—0.75, —0.5], (0.5, —0.25], (—0.25, 0],
(0,0.25), [0.25, + inf)}.

En calculem les freqiiencies relatives per crear els punts del cami:

I; X, I Xy,
(—inf, —1.25) | 0.2 (—0.5,—0.25] | 0.3
[—1.25, —1] 0.1 (—0.25,0] 0.1
(—1,—0.75] 0 (0,0.25) 0.2
(—0.75,—0.5] 0 [0.25, + inf) 0.1

Després de fer interpolacié lineal, obtenim el cami de la figura [5}
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Figura 5: Cami a partir d’'una mostra d’observacions

5.2 Ajustament de parametres d’una distribucié de proba-

bilitat a través de la signatura

Suposem que tenim un cami X : T — R generat a partir d’'una mostra d’obser-
vacions i volem veure com s’ajusta a una familia de distribucions de probabilitat.
La idea intuitiva del meétode que proposem és, a partir d’aquest cami X calcular la
signatura discreta S (X Jap, @,b € T 1 trobar els parametres optims que I'ajustin a

la signatura discreta Sq p(0)s,, .- Per aixo definirem la funci6 resta

ro(0) = S(X)gy — Sap(0);, .. (5.11)

per cada w € W, on W és un conjunt finit de paraulues de 'alfabet {17, 17}.
A partir d’aquesta funcié resta, només ens cal definir una funcié d’error, per exem-

ple, I'error de minims quadrats

1 2
EQM = > ru(6), (5.12)

on N és el nombre d’elements de W, i minimitzar-la fent servir alguna tecnica
d’optimitzacié. A la fase experimental, nosaltres farem servir I’algoritme de Levenberg-
Marquardt [3], que és el que hi ha implementat a la funcié least_squares() de la

llibreria scipy.optimize de Python.
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Nota: Es important notar que de les tries de T" i €2 que fem en dependra la
velocitat de convergencia i la bondat d’ajustament de la mostra a la distribucié de

probabilitat escollida.

5.2.1 Exemple d’aplicacio

En aquesta seccié ens proposem aplicar el metode exposat a I’apartat anterior a un
cas real. Per fer-ho, generem una mostra de 10000 elements d'una variable aleatoria
que segueix una distribucié exponencial de parametre 6y, generat aleatoriament.
Triem un espai d’unitats de temps escollides de uniformement entre 0 i 5 amb un
pas de 0.1, T = {0, ..., 5} i trobem un cami X calculat de la forma que hem explicat
anteriorment. Prenem a = 0, b = 51 pu = 0 per trobar la signatura discreta objectiu
S ()~( )os- La tria de parametres és completament arbitraria, pero hipotetitzem que
en aquest cas és una tria prou convenient en comparacié amb d’altres que hem
provat. Valors més grans de b, per exemple, implicaria fer molts calculs amb punts
x € Q propers a 0 (veure figura @, cosa que augmenta el temps d’exeucié i no 'és

util” en la computacié global del procediment.

Per implementar el metode, triem Q = T = {xq, ..., 5} = {0,....,5} i 2, = 0,
Tn =51 W = {iy...qli1,....,iy € {1,....k} x {+,—}},k € N, de tal manera que
per cada w € W, la funcié resta a minimitzar sera r, () = S(j()g’?5 — Sa(0)g's-
Com ja hem explicat, la nostra implementacié es fara en Python i amb la funcié

least_squares().

Exponential distribution

0.5 4 —— Target
Estimated using signature
0.4 1 —— Estimated using curve_fit
0.3 4
0.2 4
0.1 4
0.0 4
0.0 2.3 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

Figura 6: Il-lustracié del metode amb una distribucié exponencial de parametre 6y =
1.8945. En blau: el cami obtingut d’una mostra de. En taronja: la representacié grafica
de f(z) = 01, on 61 és el valor trobat pel procediment que hem descrit. En verd: la
representacié grafica de g(x) = 02¢%2, on 6 és el valor trobat per la funcié curve_fit().

Hem repetit 'experiment 100 vegades per cada k € {2,3,4,5} i comparat els
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resultats en termes de temps i precisié amb la funcié curve_fit() de la mateixa

llibreria scipy.optimize de Python passant-li com a entrada el cami sencer.

A les taules [10]1[1I} comparem els metodes en funcié del valor k de la signatura
truncada tot i que aquest valor no influeix en curve_fit(). S’expressa d’aquesta
manera per denotar que els metodes utilitzen la mateixa mostra inicial en cada un

dels casos.

Per avaluar el resultat obtingut fem servir I’error relatiu. Es a dir, si tenim un
parametre objectiu 6y i obtenim un 6; resultant del metode d’ajustament, I’error

relatiu que utilitzarem és

Oy — 0
err = % (513)

Error relatiu mitja

Metode k=2 k=3 k=4 k=5
Signatura 0.0673 | 0.0735 | 0.0730 | 0.0721
Curve fit 0.1022 | 0.1026 | 0.0998 | 0.1032

Taula 10: Resultat obtingut en termes d’error relatiu. Per cada valor de k, anomenem
error relatiu mitja a la mitjana dels errors relatius obtinguts en realitzar ’experiment
amb aquest k.

Temps mitja (en segons)

Metode k=2 k=3 k=4 k=5
Signatura 0.0190 | 0.0179 | 0.0210 | 0.0197
Curve fit 0.0084 | 0.0080 | 0.0068 | 0.0070

Taula 11: Resultats obinguts termes de temps d’execucid. Per cada valor de k, anomenem
temps mitja a la mitjana dels temps d’execucié obtinguts en realitzar I’experiment amb
aquest k.

Dels resultats obtinguts podem veure com fent servir la signatura s’obtenen

valors d’error lleugerament inferiors als obtinguts mitjangant curve_fit(). Pel que
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fa al temps d’execucié dels dos metodes, el que nosaltres proposem queda enrere

respecte curve_fit().

Si bé es cert que la principal motivaciéo de I'is de la signatura és el de re-
duir els temps computacionals i d’execucid, en aquest experiment ens proposavem
unicament el d’explorar la viabilitat de la signatura per a determinar parametres
que ajustin la mostra a una distribucié de probabilitats parametrica. No obstant
aixo, creiem que tant una implementacié més eficient del calcul de la signatura i
de les funcions de pre-processament com una tria més encertada de €2 1 T podria

reduir substancialment els temps d’execucié, i fins i tot arribar a batre curve_fit().

5.3 Signatura d’una distribucié de probabilitats com a vec-

tor de caracteristiques

A la secci6 4| d’aquest treball hem mostrat com, de forma senzilla, podem fer servir
la signatura d’un cami aplicada com a vector de caracteristiques en un model de
classificacié. Alla hem generat una mostra de series temporals seguint el model
ARMA(1,1) amb diferents parametres. En aquesta seccid, ens plantegem aplicar
la signatura de distribucions de probabilitat per discriminar entre mostres de dues

distribucions de probabilitat diferents.

De forma experimental, generem un conjunt de dades de 10000 camins etiquetats
segons les classes Lognormal i Exponencial. Cada cami ha estat generat a partir
d’una mostra de 10000 observacions distribuides segons Ezponencial(\), X € [3,2] i
Lognormal(0,0), o € [%,1]. El procediment per generar cadascun d’aquests camins

és el que hi ha explicat a la secci6[5.1] A la figura[7]hi ha exemples d’aquests camins.

Exponential distribution Lognormal distribution

0.25 4
0.20

0.15

0.04 -

0.02 1 0.05 /"k
0.00 1 0.00

T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4

w

Figura 7: Mostra de distribucions exponencial i lognormal
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Un cop generat el dataset, entrenem un model de classificacié per a la tasca
proposada. A mode de comparacid, entrenem models fent servir els valors de les
series temporals en cru i un altre metode de reduccié de la dimensionalitat de les da-
des inicials com és I'analisi de components principals, PCA (Principal Component
Analysis). El model és el RandomForestClassifier de la llibreria sklearn.ensemble de
Python. Repetim I'experiment 25 vegades per cada valor de k, nivell de la signatura

discreta truncada.

Per determinar la validesa dels resultats obtinguts fem servir les metriques AUC-
ROC i AUC-PRC que sé6n comunment utilitzades per avaular tasques de classificacio
binaries com aquesta. AUC (Area Under the Curve), com el seu nom indica és el
valor de l'area sota la corba, en aquest cas les corbes ROC i PRC. Incorporem a

continuacié una breu explicacié d’aquestes corbes:

e ROC (Receiver Operating Characteristic) és una corba que representa la VPR
(raé de veritables positius) en funcié de la FPR (raé de falsos negatius). VPR

i FPR es defineixen com:

VP
— VPR = VPTEN on V P és el nombre de positius predits correctament

i F'N el nombre de falsos negatius. Es a dir, el denominador és el nombre

total de positius reals.
VN

— FPR = —————, on VN és el nombre de negatius predits correcta-

VN + FP’ )
ment i F'P el nombre de falsos positius. Es a dir, el denominador és el

nomber total de negatius reals.

e PRC (Precision-Recall Curve ) és una corba que representa la precisié (Pre-
cision) en funcié de 'exhaustivitat (Recall). La precisié P i 'exhaustivitat R

es defineixen com:
VP

- P = VPP on VP és el nombre de positius predits correctament i
F'P el nombre de falsos positius.

VP , . : :

- R= VPN on VP és el nombre de positius predits correctament i

F'N el nombre de falsos negatius.

La taula de confusi6 [12| ens permet ajudar a clarificar aquests conceptes.

Fem servir els termes positiu i negatiu per designar la pertinenca o no a una
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Predit
Positiu | Negatiu
Real
Positiu VP FN
Negatiu FP VN

Taula 12: Taula de confusid

classe arbitraria. En el nostre cas triem la classe "Exponencial’. Es a dir, un element

sera un fals positiu si és 'Lognormal’ pero ha estat etiquetat com a "Exponencial’.

Ara si, un cop introduits els conceptes que fem servir per avaluar la tasca de

classificacié, a la taula [13| bolquem els resultats obtinguts en termes de metriques

d’avaluacié i temps d’execucié. Pel que fa a PCA, hem fet servir una mida de vector

igual a la signatura per cada nivell £.

Metriques
k=2 k=3 k=4
Metode
AUCROC | AUCPRC | AUCROC | AUCPRC | AUCROC | AUCPRC
En cru 1.0 0.4421 1.0 0.4417 1.0 0.4418
Signatura 1.0 0.4869 1.0 0.4922 1.0 0.4929
PCA 1.0 0.4745 1.0 0.4458 1.0 0.4203
Temps mitja (en segons)

Metode k=2 =3 k=4

En cru 4.9345 4.8753 5.0228

Signatura 0.9306 0.9306 2.0488

PCA 1.4334 2.4721 4.6264

Taula 13: Resultats obtinguts en la classificacié de distribucions

Dels resultats obtinguts, veiem com en termes d’ajustament de la classificacio,
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els tres datasets han generat valors similars per tots els valors de k, obtenint un
AUCROC = 1. En un cas real, evidentment no tindria sentit explorar mides de
vector més grans que els de K = 2 si amb un de tant petit s’obtenen resultats
tant positius. En aquest experiment pero, el que preteniem visualitzar és com, fent
servir la signatura, podem obtenir resultats de classificacié igual de bons pero amb
temps d’execucié molt inferiors, cosa que és de vital importancia quan treballem

amb datasets molt més grans i amb moltes més dimensions.

Nota: En aquesta comparacié només estem tenint en compte temps d’entre-
nament dels models. Els temps de pre-processament de les dades han quedat fora

de la taula.
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6 Conclusions

Al llarg d’aquest treball hem pogut veure les diverses propietats i aplicacions que

presenta la signatura d’un cami, sobretot aplicada a un flux de dades.

Hem comprovat com podem implementar un algorisme de calcul per trobar-la de
forma senzilla i com també pot ser utilitzada com a vector de caracteristiques d'un
model d’aprenentatge automatic. A la seccié[dhem pogut veure com un classificador
binari és capa¢ de discriminar entre dues mostres de models ARM A diferents.
De la mateixa manera, a la seccid hem pogut veure que la signatura pot ser
utlitzada per un classificador binari que discrimini entre mostres d’observacions de
dues distribucions de probabilitat diferents i assolir bons resultats en termes de

temps i de precisié en comparacié amb altres vectors d’entrada.

També hem pogut comprovar com, a través del calcul de la signatura podem
trobar els parametres optims que ajusten millor una mostra a una determinada
distribucié de probabilitat. Els resultats pero, en termes d’eficiencia i velocitat de
calcul no han estat tan bons com s’esperava. Caldria determinar com i en quins

escenaris aquest calcul es pot ser més eficient.

Inicialment aquest treball també plantejava 'utilitzacié de dades del mon real
i realitzar experiments que impliquessin 1'is de la signatura. En particular, voliem
utilitzar dades financeres, d’accions i adaptar ’experiment d’Adachi [I]. Aquestes
dades, pero, al nivell de detall necessari per a que tingui sentit un experiment
d’aquestes caracteristiques, son dificils d’obtenir i costoses de processar. Finalment,

doncs no ha estat possible dur a terme part dels objectius formulats en un principi.
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