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Abstract

This project is based on Agostini et al.’s article Recovery of Plane Curves from Branch
Points |Ago+23]. We examine the projection of a plane curve in P? from a point onto
P!, which can be interpreted as a branched cover of the projective line. Given the branch
points of this cover, it is possible to determine certain aspects of the original curve.
However, the branch points alone do not uniquely determine the curve. Specifically, a
non-empty subgroup G of the projective linear group PGL(3) preserves the branch points.
Moreover, not all curves with a given set of branch points are in the same G-orbit.

Our goal is to identify one representative curve in each G-orbit given a set of branch
points. To achieve this, we define a normal form for plane curves and show that each
G-orbit contains exactly one curve in this form. While this normalization simplifies the
problem, finding explicit solutions remains challenging. Hence, we only do so for conics.
For higher-degree curves, we prove that the plane Hurwitz number h4, which is the num-
ber of G-orbits, is always less than or equal to the classical Hurwitz number Hg, which
corresponds to the number of abstract branched covers. In particular, we show that for
curves of degree three, hs = Hs = 40 and that, for degree four curves, hy = 120, which is
significantly less than the classical Hurwitz number Hy = 7 528 620.

Resum

Aquest treball es basa en 'article Recovery of Plane Curves from Branch Points d’ Agostini
et al. [Ago+23]. En aquest article, es considera la projeccié d’una corba plana projectiva
sobre P! des d’un punt. Aquesta aplicacié es pot veure com un revestiment ramificat
de P!. Es demostra que, si se'n coneixen els punts discriminants, és possible determinar
certs aspectes de la corba original. Nogensmenys, els punts discriminants no determinen
de manera unica la corba original. En particular, hi ha un subgrup G de PGL(3) que els
deixa invariants. A més, no totes les corbes amb uns punts discriminants fixats pertanyen
a la mateixa G-orbita.

L’objectiu d’aquest treball és identificar una corba en cada G-orbita donat un conjunt
de punts discriminants. Per tal de fer-ho, definim una forma normal per a corbes planes
projectives i demostrem que cada G-orbita conté exactament una corba en aquesta forma.
Malgrat que aixo simplifiqui el problema, segueix sent dificil de resoldre explicitament.
Per aix0, només donem la solucié explicita en el cas de coniques. Per a corbes de grau
més gran que dos, demostrem que el ntimero de Hurwitz en el pla hy, que correspon al
nombre de G-orbites, és menor o igual que el niimero de Hurwitz classic Hy, que compta
el nombre de revestiments ramificats abstractes. En particular, veiem que hs = Hs = 40
i que hy = 120, que és significativament més petit que Hy = 7528 620.

2020 Mathematics Subject Classification. 14H45, 13P15, 14H30, 14T15, 65H14



Agraiments

M’agradaria expressar el meu profund agraiment al tutor del meu treball de fi de grau,
en Dr. Joan Carles Naranjo, per haver acceptat supervisar aquest treball, per haver-me
proposat el tema en el qual es basa i per la seva generositat amb el temps que m’ha dedicat
en les nostres reunions setmanals. En aquestes reunions, ha resolt pacientment tots els
meus dubtes i m’ha guiat en el meu procés d’aprenentatge. També estic immensament
agrait pel suport dels meus amics i familia al llarg dels meus estudis. Un agraiment
especial al meu company, en Marc Ballestero, per haver revisat la introduccié del treball
i per haver-me donat la seva opinid. Sense el vostre suport aquest treball no hauria estat
possible.

ii



Index

Introduccidl

(1

Superficies de Riemann|

1.1 Definicions basiques| . . . . . . . . . . . ...

[1.6.3 Monodromia d’una aplicacio holomorfa] . . . . .. ... ... ...

[1.6.4 Revestiments a partir de la monodromial . . . . . . ... ... ...

[1.6.5 Aplicacions holomorfes a partir de la monodromia . . . . ... ..

[1.6.6  Aplicacions holomortes a la recta projectival . . . . . . .. ... ..

[1.7  Formes diferencials en superficies de Riemann| . . . . . . . ... ... ...

[1.8.1 Divisors principals| . . . . . ... ... ... ... ...

2

Corbes planes|

[2.1  Definicions basiques| . . . . . . .. ..o oo

[2.2  Les corbes planes son supertficies de Riemann| . . . . . ... ... ... ..

[2.2.1 Corbes planes afins|. . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ...

[2.2.2  Corbes planes projectives| . . . . . . . . . ... ... ... ...,

2.3 Multiplicitat d’interseccid| . . . . . . . . ... o oL

2.4 La resultant de Sylvester|. . . . . . . . . ... oo

2.5 Nombre de punts en corbes planes| . . . . ... ... ... ... ......

[2.6 Punts singulars i rectes tangents| . . . . ... ... ... L.

2.7 Corbapolar| . . . . . . . . .

iii

© © N w NN

10
10
12
12
14
14
15
16
18
19
19
20
21
22



[2.10 Estructura de grup de les cubiques| . . . . . ... ... 0oL

[3 Determinacio de corbes planes a partir dels punts discriminants|

[3.1 Descripcié del problemal . . . . .. . ... oo oo

[A° Programa |

v



Introduccio

L’objectiu d’aquest treball és exposar de manera clara i detallada les idees de l’article
Recovery of Plane Curves from Branch Points d’Agostini et al. |Ago+23]. Tanmateix,
per poder-ho fer, primer cal introduir alguns conceptes de la teoria de superficies de
Riemann i corbes planes, que és el que s’aborda en els primers dos capitols del treball.

El primer capitol tracta sobre les superficies de Riemann, que sén espais topologics
localment homeomorfs al pla complex i amb funcions de transicié holomorfes. També
es defineixen i es caracteritzen les funcions holomorfes i meromorfes entre superficies de
Riemann i s’introdueixen els revestiments, que sén aplicacions que donen homeomorfismes
locals entre un espai d’arribada i diferents branques d’un espai de sortida. En particular, es
defineixen els revestiments ramificats, que sén aplicacions holomorfes entre superficies de
Riemann que, fora d’un conjunt discret i finit de punts, es poden veure com a revestiments.
Es pot caracteritzar, mitjancant un morfisme entre el grup fonamental i el grup simetric,
el comportament dels revestiments ramificats quan ens movem al voltant dels seus punts
de ramificacié. Aquest homeomorfisme s’anomena la representacié de la monodromia del
revestiment ramificat. El Teorema d’Existeéncia de Riemann afirma que, donat un conjunt
finit de punts B = {b1,...,b,} C P!, hi ha una correspondéncia entre els revestiments
ramificats de P! amb punts discriminants en B i la seva monodromia.

El segon capitol se centra en les corbes planes no singulars com a casos particulars de
superficies de Riemann. S’enuncien i es demostren resultats molt ttils per a I'estudi de
corbes planes com el Teorema de Bézout, la primera férmula de Pliicker i el Teorema de
Riemann-Roch. Per acabar, es defineix la suma de punts en corbes cibiques, dotant-les
d’una estructura de grup. Posteriorment, aixo permet donar una caracteritzacié molt 1til
dels revestiments ramificats de P! per cibiques, C — P!.

El tercer i dltim capitol del treball, tracta, ara si, de 'article Recovery of Plane Curves
from Branch Points. Es considera la projeccié d’una corba plana projectiva sobre P!
des d’un punt general. Aquesta aplicacié es pot veure com un revestiment ramificat de
P!. Es demostra que, si es coneixen els seus punts discriminants, és possible determinar
certs aspectes de la corba original. Cal destacar que fixar els punts discriminants no
determina completament la corba. En particular, hi ha certes projectivitats de P? que
deixen invariants els punts discriminants. Aquestes projectivitats formen un subgrup G
de PGL(3). A més, no totes les corbes amb uns punts discriminants fixats pertanyen a la
mateixa G-orbita.

El nostre objectiu és trobar un representant de cadascuna de les G-orbites donat un
conjunt de punts discriminants. Per tal de facilitar la resolucié del problema, es defineix
una forma normal i es demostra que cada G-orbita conté una corba en aquesta forma.
Malgrat que aixo simplifiqui considerablement el problema, continua sent molt feixuc de
resoldre explicitament, excepte en el cas de coniques. Per tant, per a corbes de grau tres
i quatre, ens limitarem a trobar el nombre de solucions, sense fer-les explicites.

Tot i que el problema que es planteja a I'article d’Agostini et. al. és facil d’entendre i
podria semblar, a priori, senzill, amaga molta complexitat i, per poder-lo resoldre, calen
eines matematiques forga avancades. Les superficies de Riemann, en les quals es basa
aquest treball, sén un camp transversal que amalgama conceptes de topologia, geometria,
algebra i analisi complexa. Per aix0, és una bona sintesi dels coneixements adquirits al
llarg del grau de Matematiques i un tema ideal en el qual basar un treball de fi de grau.



1 Superficies de Riemann

En aquest capitol introduim les superficies de Riemann com a marc teoric en el qual situar
les corbes planes, que introduirem en el segon capitol. Traslladem conceptes de ’analisi
complexa a les superficies de Riemann i enunciem resultats fonamentals com la formula
de Hurwitz i el Teorema de Riemann-Roch. Aquest capitol esta basat sobretot en el llibre
Algebraic curves and Riemann surfaces [Mir95).

1.1 Definicions basiques

Definicié 1.1. Sigui X un espai topologic. Una carta complexa en X és un homeomor-
fisme p: U -V onU C X iV C C son oberts. Diem que la carta estd centrada en
peU sip(p)=0. Siz=¢(x), diem que z és una coordenada local d’X.

Definicié 1.2. Siguin ¢1 : Uy — Vi i ¢o : Us — Vo dues cartes complezes en X. Diem
que @1 i P sén compatibles si Uy N Uz = 0 o bé la funcid de transicid

¢20¢1—1 : d)l(UlﬂUg) —>¢2(U1ﬂU2) (1.1)
és holomorfa.

Definicié 1.3. Un atles A en X és una col-leccic A = {¢po : Uy — V,o} de cartes
compatibles dues a dues tals que X =], Us,.

Definicié 1.4. Dos atles A i B son compatibles si totes les cartes de latles A son
compatibles amb totes les cartes de latles B.

Pel lema de Zorn, per a cada atles existeix un Unic atles maximal que el conté. A més,
dos atles son equivalents si, i només si, estan continguts en el mateix atles maximal

Definicio 1.5. Una estructura complexa en X €s una classe d’equivaléncia d’atles en X
o0, equivalentment, un atles mazximal en X.

Definicié 1.6. Una superficie de Riemann és un espai de Hausdorff connex X que verifica
el segon azxioma de numerabilitat, juntament amb una estructura complexa en X.

Exemple 1.7. L’extensi6 dels nombres complexos Co, = CU {00} es pot identificar amb
I’esfera unitat a través de la projeccid estereografica. Aquesta esfera és compacta, connexa
i Hausdorff. Prenent ’atles format per les projeccions estereografiques des del pol nord i
des del pol sud obtenim una estructura complexa en C, i per tant obtenim una superficie
de Riemann que s’anomena 'esfera de Riemann.

En general, si a una superficie de Riemann li traiem un nombre finit de punts, continu-
em tenint una superficie de Riemann. D’altra banda, si tenim una superficie de Riemann
que té un forat, també és possible tapar-lo per obtenir una nova superficie de Riemann.

Definicié 1.8. Sigui X una superficie de Riemann. Una carta foradada en X és una
carta compleza ¢ : U — V en X tal que V' conté un disc obert foradat Dy = {z | 0 <

|z — 20| < €} i tal que la clausura en X de ¢~1(Dg) esta continguda en U i ¢(¢—1(Dy)) =
Dy ={z|0< ||z — 20| <€}.



En altres paraules, la clausura de Dg en C conté un punt 2y tal que la corresponent
clausura de ¢~'(Dg) en X no conté cap punt corresponent a zg.

Sigui X una superficie de Riemann amb una carta foradada ¢ : U — V. Sigui Dy
el disc foradat de la definicié anterior i sigui D = {z | ||z — 20| < €}. Observem que D
és en si mateix una superficie de Riemann i que Dy és un obert de D isomorf a 1’obert
»~1(Dg) C X. Definim Z = X U D/, on LI denota la unié disjunta i el quocient denota
la identificacié dels punts d’X i de D mitjancant ¢. Es pot veure que Z és una superficie
de Riemann. A aquest procés se 'anomena tapar el forat de la carta foradada ¢.

1.2 Aplicacions holomorfes i meromorfes

Ara que hem definit que és una superficie de Riemann, cal considerar com son les apli-
cacions entre elles. En lanalisi complexa, tenim funcions holomorfes (diferenciables en
el sentit complex) i meromorfes (holomorfes excepte en un conjunt discret de punts on
tenim pols). Aquestes idees de I’analisi complexa es poden traslladar de manera natural
a les superficies de Riemann mitjancant I'estructura complexa de la qual estan dotades,
com veurem a continuacio.

Definicié 1.9. Una aplicacio F' : X — Y entre superficies de Riemann és holomorfa
en un punt p € X si, 1+ només si, existeixen cartes ¢p1 : Uy — Vi en X amb p € Uy i@
¢2: Uy — Vo aY amb F(p) € Us tals que ¢o0 F o gzﬂl_l és holomorfa en ¢1(p). Si F esta
definida en un obert W d’X, llavors diem que F és holomorfa si ho €s en tots els punts
de W.

Definicié 1.10. Sigui X una superficie de Riemann. Considerem una funcié holomorfa
f:U\A{p} = C, on U és un entorn del punt p € X. Aleshores:

o Si eristeiz una carta ¢ : U — V amb p € U tal que la composicié f o ¢~' té una
singularitat evitable en ¢(p), llavors diem que f té una singularitat evitable en p.

o Si existeiz una carta ¢ : U — V amb p € U tal que la composicié f o ¢p~! té un pol
en ¢(p), llavors diem que f té un pol en p.

o Si eristeiz una carta ¢ : U — V amb p € U tal que la composicio f o ¢~' té una
singularitat essencial en ¢(p), llavors diem que f té una singularitat essencial en p.

Teorema 1.11 (de Liouville). Sigui X una superficie de Riemann compacta. Sigui f :
X — C una funcié holomorfa. Aleshores f és constant.

Demostracié. Com que f és holomorfa, |f| és una funci6 continua. Per tant, com que X
és compacta, |f| assoleix el seu valor maxim en algun punt de X. Aleshores, pel Principi
del modul maxim f és constant, ja que X és connex. O

Definicié 1.12. Una funcio f : X — C és meromorfa a p € X si és holomorfa en p
0 bé té una singularitat evitable o un pol en p. Si W és un obert d’X, diem que f és
meromorfa a W si ho és en tots els punts de W.

Definicié 1.13. Sigut W C X un obert d’una superficie de Riemann X. Denotem

MxW)=MW)={f:W — C| f és meromorfa}.



Sigui f: U\ {p} — C una funcié holomorfa, on U és un entorn de p. Sigui ¢ : U — V'
una carta en X amb p € U. Si z és una coordenada local en X a prop de p, tenim que
fo¢t és holomorfa en un entorn de zy = ¢(p). Per tant, podem desenvolupar f o ¢~ *
en serie de Laurent en zg:

F(@71(2) =D enlz — 20)"

Ens hi referirem com la série de Laurent d’f en p respecte a ¢ (o bé série de Laurent d’f
en p en la coordenada local ).

Lema 1.14. Amb la notacio anterior, f té una singularitat evitable en p si, i només
si, qualsevol de les seves séries de Laurent en p té tots els coeficients ¢, amb n < 0
nuls. Analogament, si qualsevol de les seves séries de Laurent en p té un nombre finit de
coeficients ¢, amb n < 0 no nuls, llavors f té un pol en p. Finalment, si qualsevol de les
seves séries de Laurent en p té infinits coeficients ¢, amb n < 0 no nuls, llavors f té una
stngularitat essencial en p.

Definicié 1.15. Sigui f una funcié meromorfa en p, amb série de Laurent en p en la
coordenada local z igual a ), cp(z — 29)". L’ordre d’f en p, que denotem amb ord,(f),
és

ord,(f) = min{n | ¢, # 0}.

Es pot comprovar que aquest valor esta ben definit i és independent de la coordenada local
que s’esculli a l’hora de definir la série de Laurent.

Les seves propietats son gairebé immediates a partir de la definicié.

Lema 1.16. Sigui f una funcio meromorfa en p. Llavors:

e f és holomorfa en p si, i només si, ord,(f) > 0. En aquest cas, f(p) = 0 si, i només
si, ordy(f) > 0.

o f té un pol en p si, i només si, ord,(f) < 0.
e f no té ni un pol ni un zero en p si, i només si, ord,(f) = 0.

Definicié 1.17. Diem que f té un zero d’ordre n en p si ord,(f) =n > 0. Diem que f
té un pol d’ordre n en p si ord,(f) = —n < 0.

Lema 1.18. Siguin f i g funcions no nul-les meromorfes en p € X. Llavors es compleiz:

e ordy(fg) = ordy(f) + ord,(g)

o ordy(f/g) = ordy(f) — ordy(g)

o ordy(1/f) = —ord,(f)

o ordy(f & g) = min{ord,(f), ordy(g)}

Proposicié 1.19 (Forma local normal). Sigui F' : X — Y wuna aplicacié holomorfa no
constant definida a p € X. Llavors existeix un unic enter m > 1 tal que per a qualsevol
carta ¢o : Us — Vo a 'Y centrada en F(p) ezisteiz una carta ¢1 : Uy — Vi en X centrada

en p tal que go(F (7 (2))) = =™



Demostracié. Fixem una carta ¢o centrada en F'(p) i triem qualsevol carta ¢ : U — V en
X centrada en p. Aleshores, la serie de Taylor de la funcié T'(w) = ¢o(F (¢~ (w))) és de
la forma

e .
T(w) = Z cw'
i=m

amb ¢, # 01m > 0, ja que T(0) = 0. Per tant, T'(w) = w™S(w) on S(w) és una
funcié holomorfa en w = 01 .5(0) # 0. En aquest cas, existeix una funcié R(w) holomorfa
prop de w = 0 tal que (R(w))™ = S(w), de manera que T'(w) = (wR(w))™. Posem
n(w) = wR(w). Com que 7/(0) # 0, pel Teorema de la Funcié Implicita veiem que 7 és
invertible i també holomorfa. Per tant, ¢1 = 1 o ¢ també és una carta en X definida en
un entorn de p. Si considerem la nova coordenada local z = n(w), velem que z = wR(w).
Per tant,

Da(F(Y1H(2))) = da(F( ™ (™1 (2))))

=T(n"'(2))
=T(w)
= (wR(w))™

= 2",

La unicitat d’'m es deu al fet que, si existeixen coordenades locals en p i F(p) tals que
F(z) = 2™ llavors els punts propers a F'(p) tenen exactament m antiimatges properes a p.
Es a dir, ’exponent m es pot trobar a partir de les propietats topologiques de ’aplicacié
F', independentment de la tria de coordenades locals. O

Definici6é 1.20. La multiplicitat d’F en p, que denotem per mult,(F'), és l'enter m de
la proposicio anterior.

Es pot calcular la multiplicitat d’una aplicacié holomorfa F' : X — Y en un punt p € X
sense haver de trobar la forma local normal. Per fer-ho, considerem unes coordenades
locals qualssevol z en X prop de p i unes altres coordenades locals w en Y prop d’F(p).
Suposem que p correspon a zg i F'(p) correspon a wy. En aquestes coordenades, I’aplicacié
F' es pot expressar com w = h(z), on h és una funci6é holomorfa. Clarament wy = h(zp).
Aleshores, tenim el segiient resultat:

Lema 1.21. La multiplicitat mult,(F') d’F en p és

dh
mult, (F) = 1+ ord,, <dz> .

En particular, la multiplicitat és el menor exponent amb coeficient no nul en la série
de poténcies d’h: si h(z) = h(z0) + Y iomCi(z — 20)" amb m > 1 i ¢, # 0, llavors
mult,(F) = m.

Demostracio. Hem vist en la demostracié de la Proposicid que la multiplicitat era
I’exponent més baix en el desenvolupament en serie de Taylor T" d’F quan es fan servir
coordenades locals centrades en p i en F(p). Amb la notacié anterior, z — zp i w — wq sé6n
coordenades locals centrades en p i en F(p). Per tant, com que w — wy = h(z) — h(zo)
velem que la multiplicitat és 'exponent més baix en l’expansié en serie de Taylor de
h(z) — h(zp) en z = zy. Pel Teorema de Taylor, aquest exponent és l'ordre de la derivada
d’h en zg més 1. O



Corol-lari 1.22. El conjunt de punts en el domini d’F que tenen multiplicitat > 2 és
discret.

Demostracio. En els punts de multiplicitat > 2, la derivada de l’expressi6 h d’F en
coordenades locals s’anul-la. Com que h és holomorfa, els seus zeros formen un conjunt
discret. ([

Definicié 1.23. Sigui F': X — Y una aplicacié holomorfa no constant. Un punt p € X
és un punt de ramificacié d’F si mult,(F) > 2. Un punt y € Y és un punt discriminant
si €s la imatge per F' d’un punt de ramificacid.

Lema 1.24. Sigui f una funcic meromorfa sobre una superficie de Riemann X, amb
aplicacio holomorfa associada F' : X — Cs . Llavors

1. Sipe X és un zero d’f, llavors mult,(F) = ord,(f).
2. Sipe X ésun pol d’f, llavors mult,(F) = —ord,(f).
3. Sipe X no ésniun zero ni un pol d’f, llavors mult,(F) = —ord,(f — f(p))

Proposicio 1.25. Sigui F' : X — Y una aplicacio holomorfa no constant entre superficies
de Riemann compactes. Per a caday €Y, definim dy(F) com la suma de les multiplicitats
d’F en les antiimatges de y:

dy(F) =) multy(F).

peEF~1(y)

Llavors dy(F) és constant i independent de y.

Demostracié. Considerem primer de tot el disc D = {z € C | ||z|| < 1} i laplicacié
f:D— D, f(z) =2", onm € Z, m > 1. Aquesta aplicacié és holomorfa i exhaustiva.
A més, I"inic punt de ramificacié d’f és z = 0, on la multiplicitat és m. La resta de punts
tenen tots multiplicitat 1. Per a qualsevol w € D, si w # 0, hi ha m antiimatges de w,
cadascuna de multiplicitat 1. Si w = 0, 'inica antiimatge és z = 0, que té multiplicitat
m. Per tant, aquesta aplicaci6 satisfa la condicié de ’enunciat.

Si tenim una aplicaci6 entre la unié disjunta de discs i D (cadascun dels quals pot
tenir un valor diferent d’m) la condicié continua complint-se. A continuaci, mostrem
que qualsevol aplicacié holomorfa F' és localment com ’anterior.

Fixem un punt y € Y. Siguin {z1,...,x,} les antiimatges de y per F. Triem una
coordenada local w en Y centrada en y. Per la Proposicié podem triar coordenades
{zi} en X tals que cada z; esta centrada en z; i en un entorn d’z; 'aplicacié F' correspon
a assignar w — z;"". Si ens fixem ens aquests entorns dels z;, tenim que F' és exactament
de la forma que voliem.

Només falta demostrar que, prop de y, no hi ha punts amb antiimatges fora dels
entorns dels punts x;. Suposem que hi ha punts arbitrariament propers y tals que alguna
de les seves antiimatges queda fora dels entorns dels z;. En aquest cas, podem construir
una seqiiencia de punts d’X cap dels quals es troba en els entorns dels z;, tals que les
seves imatges convergeixen a y. Com que X és compacte, podem trobar una parcial {p, }
convergent a un punt € X. Com que F és continua, F(x) = y, perd aixd ens porta a
una contradiccid, ja que cap dels p,, es troba en els entorns dels x;. O



Observacié 1.26. Hem fet servir el fet que qualsevol aplicacié holomorfa no constant
entre superficies de Riemann compactes és exhaustiva. Aix0 és degut a que la imatge de
I’aplicacio és oberta i tancada. Per tant, com que les superficies de Riemann sén connexes,
ha de ser el total.

Definici6 1.27. Sigui F': X — Y wuna aplicacio holomorfa no constant entre superficies
de Riemann compactes. El grau d’F, que es denota deg(F), és Uenter dy(F) de la pro-
posicio anterior per a qualsevol y € Y. FEuvidentment, el valor de deg(F) no depén de la
tria de y.

Proposicié 1.28. Sigui f una funcié meromorfa no constant sobre una superficie de
Riemann compacta X. Llavors

> ord,(f) = 0.

p

Demostracio. Sigui F': X — Co, aplicacid a 'esfera de Riemann associada a f. Siguin
{x;} els punts ’X tals que F'(z;) = 0. i siguin {y;} els punts d’X tals que F(y;) = oo.
En altres paraules, 2; sén els zeros d’f i y; els pols. Sigui d el grau d'F.

Per la definicié del grau, tenim

d= Z mult,,(F) i d= Z mult,, (F).
7 J

Pel lema m tenim mult,, (F)) = ordy,(f) i mult,, (F') = —ordy,(f). Per tant, com
que els tnics punts on l'ordre d'F és diferent de zero sén els {z;} iels {y;},

> ordy(f) =Y ordy, (f) + Y ordy, (f)
P ( J
= mult,,(F)+ Y _ multy, (F) = 0.
i J

O

Observacié 1.29. Alguns dels resultats anteriors fan servir implicitament 1’existéncia de
funcions meromorfes no constants sobre superficies de Riemann. Es un fet altament no
trivial que queda fora de I’abast d’aquesta memoria. Es pot trobar una demostracié al
llibre Riemann Surfaces de Farkas i Kra [FK12].

1.3 Revestiments

Definicio 1.30. Sigui V un espai topologic arc-connex. Un revestiment de V' és un parell
(U, F), onU és un espai topologic i F': U — V és una aplicacid continua i exhaustiva tal
que Vv € V ezisteiz un entorn W C 'V de v tal que F~1(W) és una unié disjunta d’oberts
U, tals que les restriccions F||Ua : Uy = W son homeomorfismes. D’ara endavant, direm
que F' és un revestiment de V sense fer referencia explicita a U, excepte en la definicio
d’F.

Exemple 1.31. Considerem l'aplicacié F' : R — S! definida per F(t) = ¢?>™ on S!
denota la circumferéncia unitat. Aquesta aplicacid li associa a cada nombre real ¢ el punt
de la circumferéncia unitat que correspon a donar t voltes al voltant de la circumferencia.
Es facil comprovar que és una aplicacié és un revestiment.



Figura 1: Revestiment d'un espai topologic arc-connex.

Lema 1.32 (Elevaci6 de camins). Un revestiment F : U — V té la propietat d’elevaci6
de camins. Es a dir, per a qualsevol cami ~y : [0,1] — V i per a qualsevol antiimatge p de
v(0), existeix un cami 7 : [0,1] — U tal que ¥(0) =p i Fod = ~.

Demostracio. Recobrim 'interval [0, 1] amb un nombre finit d’intervals [t;, t;11], cadascun

d’ells contingut en un obert W; C X tal que Ffl(Wi) és unié disjunta d’oberts Uj;

homeomorfs a W; mitjancant ’homeomorfisme f;; = F ‘U Primer de tot, existeix un
ij

unic jo tal que p € Upj,. Per tant, definim :7‘[0 n = fO_J; o ~. Llavors, existeix un tnic

J1 tal que ¥(t1) € Uy j,. Definim :y‘[ = fl_J} o 1 aix{ successivament. Per definicié

t1,t2]
Foy=n.

Per veure la unicitat, considerem dues elevacions 71 i 72 tals que 41(0) = 42(0) = p.
El conjunt A = {t € [0,1] | A1(t) = A2(t)} és tancat, ja que 41 i §2 sén continues i és no
buit ja que 0 € A. A més, si tg € A, existeix un interval obert I al voltant de ¢y tal que
A1(t) = A2(t) per a tot t € I, ja que les seves imatges coincideixen. Aleshores, A és obert
i per tant és tot l'interval [0, 1]. Aixd demostra que 1 = Fs. O

Definicié 1.33. Dos revestiments Iy : Uy — V', Fy : Uy — V soén isomorfs si existeix
un homeomorfisme G : Uy — Us tal que F1 o G = Fy. La relacid d’isomorfisme entre
revestiments és una relacio d’equivaléncia.

Es pot demostrar que existeix un revestiment universal Fy : Uy — V tal que Uy és
simplement connex. A més, aquest revestiment és tnic llevat d’isomorfisme. El revesti-
ment universal té la propietat que si F': U — V és un revestiment qualsevol, aleshores Fj
factoritza de manera tnica com Fy = F oG, on G : Uy — U és un revestiment d’U. Per
a més detalls, es pot consultar el llibre A Basic Course in Algebraic Topology |Mas91].

Suposem que F': X — Y és una aplicacié holomorfa no constant entre superficies de
Riemann compactes. Si eliminem els punts discriminants d’F en Y i eliminem els punts
de ramificacié d’F en X, obtenim una aplicacié F : U — V. Aquesta aplicacié és un
revestiment. Per aquest motiu, a les aplicacions holomorfes entre superficies de Riemann
a vegades s’anomenen revestiments ramificats, ja que sén revestiments fora d’un conjunt
finit de punts.



1.4 La caracteristica d’Euler d’una superficie compacta.

Definicié 1.34. Sigui S una superficie compacta (possiblement amb vora). Una trian-
gulacié d’S és una descomposicio d’S en subconjunts tancats, cadascun d’ells homeomorf
a un triangle, tals que cada parella de triangles son disjunts, es tallen en un vértex o bé
es tallen en un unic costat.

Definicié 1.35. Sigui S una superficie compacta, possiblement amb vora. Donada una
triangulacio d’S amb v vértexs, ¢ costats i t triangles, la caracteristica d’Euler d’S' respecte
a aquesta triangulacio és Uenter x(S) =v —c+t.

Proposicié 1.36. La caracteristica d’Euler és independent de la triangulacio triada. Per
a una superficie compacta orientable sense vora de génere g, la caracteristica d’Fuler és
2 —2g.

La demostracié es fa a 'assignatura Topologia i geometria global de superficies i es pot
trobar una demostracié de la Proposicié anterior al llibre Algebraic Curves and Riemann
Surfaces |Mir95].

Proposicié 1.37. Tota superficie de Riemann és orientable.

Demostracio. Tota punt d’una superficie de Riemann té un entorn homeomorf a un obert
de C. Podem pensar en C com si fos R%2. En R? tenim una base orientada donada
pels vectors de la base canonica. Un criteri per veure que una superficie diferenciable és
orientable és comprovar que el determinant de la matriu Jacobiana no canvia de signe.
Ara bé, com que les funcions de transicié en una superficie de Riemann sén holomorfes, les
equacions de Cauchy-Riemann ens diuen precisament que aquest determinant és sempre
positiu i, per tant, que tota superficie de Riemann és orientable. O

1.5 La formula de Hurwitz

A continuacio, presentem la Férmula de Hurwitz. Donada una aplicacié entre superficies
de Riemann compactes, aquesta féormula relaciona els geéneres topologics d’aquestes su-
perficies amb el grau de ’aplicacié i la seva multiplicitat.

Teorema 1.38 (Férmula de Hurwitz). Sigui F : X — Y wuna aplicacié holomorfa no-
constant entre superficies de Riemann compactes. Llavors:

29(X) — 2 = deg(F)(2g(Y) —2) + Y _ [mult,,(F) — 1] (1.2)
peX

Demostracio. Pel Corol-lari els punts de ramificacié d’F formen un conjunt discret
i, com que X és compacta, aquest conjunt és finit. Per tant, la suma (que es pot restringir
als punts de ramificacié) és finita.

Considerem un triangulacié de Y tal que cada punt discriminant és un vertex. Suposem
que hi ha v vertexs, c¢ costats i t triangles. Podem elevar aquesta triangulacié a X
mitjancant l'aplicacié F'. Observem que cada punt de ramificacié d’F sera en un vertex
d’aquesta triangulacié.

Com que no hi ha punts discriminants fora dels vertexs, cada triangle de Y s’eleva a
deg(F) triangles en X. Per tant, t' = deg(F)t. Pel mateix argument ¢’ = deg(F)c. Ara



fixem un vertex ¢ € Y. El nombre de antiimatges de ¢ en X és ‘F‘l(q)‘. Ho podem
reescriure com

peF~1(q)

=deg(F)+ > [l —mult,(F)].
pEF~1(q)

Per tant, el nombre total de antiimatges dels vertexs de Y, que correspon al nombre de
vertexs v/ d’X, és

o — Z (deg(F) + Z [1 — mult,(F)])

vertex g de Y pEF~1(q)

=deg(F)v— Y > [mult,(F) — 1

vertex g de Y pe F—1(q)
= deg(F)v — Z [mult, (F) —1].

vertex p de X

Per tant,

29(X) =2 = —x(X)
_ —’Ul + C/ - t/
=—deg(F)v+ > [multy(F) — 1] + deg(F)c — deg(F)t
vertex p de X
=—deg(F)x(Y)+ > [multy(F)—1]
vertex p de X

= —deg(F)(29(Y) —2) + > _ [mult,(F) — 1].
peX

1.6 Monodromia i teorema d’existéncia de Riemann

La monodromia caracteritza el comportament dels revestiments ramificats quan ens mo-
vem al voltant dels seus punts de ramificacié. En aquesta seccié introduim aquesta eina
i el Teorema d’Existéncia de Riemann, que ens diu que donat un conjunt finit de punts
B ={b1,...,b,} C P! hi ha una correspondéncia entre els revestiments ramificats de P
amb punts discriminants en B i la seva monodromia.

1.6.1 Accié del grup fonamental sobre el revestiment universal

Sigui V' una superficie de Riemann i sigui Fy : Uy — V el revestiment universal (tnic
llevat d’isomorfisme). Donat g € V, el grup fonamental 7(V,q) actua sobre Uy de la
seglient manera: fixat un punt p € Uy tal que Fy(p) = g, si triem un llag v en ¢ i un punt
u € Uy, podem escollir un cami o d’Uy des d’u fins a p. Aleshores, Fyoa és un cami de V'
de g a Fy(u). Considerem 1'elevacié 4 del llag v que compleix 4(0) = p i elevacié 5 del
cami invers —Fy o & que comenga en el punt ¥(1). Es compleix que Fy(8(1)) = Fy(u). El
punt (1) depeén exclusivament del punt « i de la classe d’homotopia [y] de . Per tant,
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Figura 2: Accié del grup fonamental sobre el revestiment universal.

podem denotar-lo amb [y] - u. Aixd ens dona una accié de w(V, q) sobre Uy que preserva
les fibres de laplicacié Fy. A més, 'espai de les orbites Uy/m(V, q) és homeomorf a V.

Les tres proposicions segiients sén resultats estandard de teoria de revestiments. No
les demostrarem, ja que no és el tema central d’aquest treball.

Proposicié 1.39. Donat un subgrup H de w(V,q), laccid definida anteriorment es pot
restringir a una accié d’H sobre Uy. L’aplicacio Frr : Uy/H — V definida com Fg(H-p) =
H - Fy(p) esta ben definida i és un revestiment de V.. A més, tot revestiment connex de
V' és d’aquesta forma, llevat d’isomorfisme.

Proposicié 1.40. Dos espais Up/H; i Uy/Ha son isomorfs (com a revestiments de V')
si, i només si, els subgrups Hy i Hy de w(V,q) son conjugats. Per tant, hi ha una
correspondéncia bijectiva entre les classes d’isomorfisme de revestiments connexos F :
U — V iles classes de conjugacio dels subgrups H de w(V,q).

Proposicié 1.41. Sigui F : U — V un revestiment de V. amb U connez i sigui p € U
un punt tal que F(p) = q. Definim H = {[y] € m#(V,q) | [v] - p = p}. Aleshores H és un
subgrup de w(V,q). Aquest subgrup depén del punt p, pero la seva classe de conjugacid
no. El grau del revestiment és exactament l'index del subgrup H en el grup fonamental.

Observacié 1.42. Observem que hi ha un paral-lelisme entre aquests resultats i els que
s’obtenen en la teoria de Galois.

Exemple 1.43. Sigui V = {z € C | 0 < |2| < 1} un disc foradat i sigui H = {z € C |
Im(z) > 0}. L’aplicacié F' : H — V definida per F(z) = exp(2miz) és el revestiment
universal de V. El grup fonamental de V' és un grup ciclic infinit generat per qualsevol
llag de V' d’index 1 respecte l'origen. L’accié del grup fonamental sobre H correspon a fer
una translacié per un nombre enter. Si vy és un llag d’index n, llavors [v] - z = z + n.

Identificant el grup fonamental 7(V, ¢) amb Z, veiem que els tinics subgrups sén aquells
que estan generats per un enter no negatiu, és a dir, NZ amb N > 0. En particular, si
N =0, tenim el subgrup trivial, que correspon al revestiment universal. Si N = 1, tenim
el grup fonamental sencer, de manera que obtenim el revestiment trivial id : V' — V. Si
N > 2, el revestiment corresponent s’obté fent el quocient de H per la translacié z +— z+N.
Aquest quocient també és un disc foradat Dy i ’aplicacié quocient 7y : H — Dy es
defineix com 7y (z) = exp(2miz/N). Si denotem la coordenada en el disc Dy amb wy, el
revestiment Dy — V consisteix a assignar wy = exp(2miz/N), on z és la coordenada en
H. En particular, la coordenada original en I’espai V' és wy i el revestiment Fiy : Dy — V'
assigna wi = w]]\\[f.
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1.6.2 Monodromia d’un revestiment finit

Sigui F': U — V un revestiment de grau finit d amb U connex.

Proposicié 1.44. Si F' correspon al subgrup H de w(V,q), llavors d és l’index del subgrup
H.

Demostracié. Estem dient que F' és igual a Fy : Uy/H — V, llevat d’isomorfisme, on
Fr(p) = F(p) per a tot p € Uy i p denota la classe de p en Up/H. Per tant, el nombre
d’antiimatges d’un punt g € V' correspon al nombre d’orbites, que és 'index. O

Considerem la fibra F'~(g) sobre ¢ i denotem per {z1,...,24} els seus punts. Tot llag
~ en q es pot elevar a d camins 71, .. ., ¥4, on cada 4; comenca en x;. El conjunt dels punts
i(1) correspon exactament al conjunt de les antiimatges F~!(g). Per tant 5;(1) = (),
on o és una permutacié dels indexs que només depen de la classe d’homotopia de .
Per tant, hi ha un homeomorfisme de grups p : 7(V,q) — S4. Aquest homeomorfisme
s’anomena la representacié de la monodromia del revestiment F' : U — V.

Definicié 1.45. Diem que un subgrup H C Sy és transitiu s¢ Vi, j existeir alguna per-
mutacio o € H tal que o(i) = j.

Lema 1.46. Sigui p : w(V,q) — Sy la representacié de monodromia d’un revestiment
F : U — V de grau finit, amb U connex. Aleshores, la imatge de p és un subgrup
transitiv d’Sy.

Demostracid. Fixem dos indexs i i j, i considerem els dos punts x; i z; d’F~Y(g). Com
que U és connex, existeix un cami ¥ a U d’z; a ;. Sigui v = F o7, que és un llac en q.
Llavors per construccié p([y]) és una permutacié que envia i a j. O

Exemple 1.47. Sigui Fiy : Dy — V = D; el revestiment del disc foradat D; donat
per w; = wY. Prenem ¢ = 1/2" com a punt base en D;. Sigui ¢ = exp(2mi/N)
una arrel primitiva N-éssima de la unitat. Aleshores les antiimatges de ¢ sén els punts
r; = (*/2 per ai = 1,...,N. Un generador 7 del grup fonamental 7(V,q) ve donat
pel llag wy(t) = exp(2mit)/2N, ¢ € [0,1]. Aquest llac s’eleva als llacos 7; donats per
wy(t) = CCexp(2mit/N)/2, t € [0,1]. Aquests llacos surten de (*/2 i acaben en (**1/2.
Per tant, la representacié de la monodromia del revestiment Fy assigna el generador [v]
del grup fonamental 7(V, ¢q) a la permutacié ciclica que envia i a i + 1 (modul N).

1.6.3 Monodromia d’una aplicacié holomorfa

Sigui ' : X — Y una aplicacié holomorfa no constant entre superficies de Riemann
compactes. Com que hi pot haver punts de ramificacié, en general F' no és un revestiment.
Sigui R C X el conjunt finit de punts de ramificacié d’F i sigui B = F(R) C Y el conjunt
finit de punts discriminants. Sigui V=Y \ BiU = X \ F~(B).

Per a tot v € V, F~!(v) s6n d punts diferents, cadascun amb multiplicitat 1. Per tant,
Fly: Y — V si que és un revestiment de grau d. Donat ¢ € V, aquest revestiment té
una representacié de monodromia p : w(V,q) — Sy, que s’anomena la representacio de la
momnodromia de l’aplicacio holomorfa F'. La representacié de la monodromia no depeéen del
punt g, ja que V és connex. Com que X és connex, també ho és U. Per tant, pel Lema

p(m(V,q)) és un subgrup transitiu d’Sy.
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Per a cada punt discriminant b € Y, considerem un entorn obert W de b en Y. El
conjunt W\ {b} és un obert de V', isomorf a un disc obert foradat. Denotem per uy, ..., ug
les k antiimatges de b en X, on k < d. Clarament, com a minim un dels u; sera un punt
de ramificacié.

Suposem que hem triem W prou petit per tal que F~1(W) sigui unié disjunta de
d’entorns oberts U, . . ., Uy dels punts uy, . .., uy, respectivament. Siguin m; = mult,, (F)
les multiplicitats d’F' en els punts u;. Pel Teorema existeixen coordenades locals z;

a UjizaWW tals que F localment és de la forma z = Z; 7 en aquestes coordenades.

Ara considerem els conjunts U; \ {u;}, que sén isomorfs un discs oberts foradats.
L’aplicacié F' envia aquests conjunts a W \ {b} mitjangant ’assignaci6 z = z;nj . Triem
un cami « del punt base ¢ a un punt go € W \ {b} i un lla¢ § en g contingut a W\ {b}
d’index 1 respecte a b. Llavors el cami v := a~'Ba és un llag de V en el punt ¢. Diem
que v és un lla¢ petit de V' al voltant de b.

Figura 3: Llag petit al voltant d’un punt.

El cami « identifica la fibra de ¢ amb la de gg. Per tant la permutacié dels elements
de la fibra de ¢ que indueix el llag petit v al voltant de b queda determinada pel llag 5 al
voltant de b.

La monodromia de cada revestiment U; \ {u;j} — W\ {b} és una permutacié ciclica
de les m; antiimatges de gp en U; (hem analitzat aquesta situacié en I'Exemple . El
lla¢ B indueix una permutacié ciclica d’aquests punts i, per tant, «v també s’identifica amb
una permutacio ciclica de les antiimatges de ¢ en U; a través de la identificacié feta amb
a. Per tant, hem demostrat el segiient resultat:

Lema 1.48. Suposem que el punt discriminant b € Y té k < d antiimatges uy . .., up amb
mult,,; (F') = mj. Llavors, amb la notacié anterior, la permutacio o associada a un llag
petit al voltant de b esta formada per k cicles disjunts d’ordres mq, ..., my.
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1.6.4 Revestiments a partir de la monodromia

Suposem donada una varietat real connexa V amb punt base ¢ € V. Suposem també
que tenim un homeomorfisme de grups p : 7(V,q) — Sy tal que p(7(V,q)) és un subgrup
transitiu d’Sy. Fixem un index, per exemple 1. Sigui H C 7w(V, q) el subgrup format per
les classes d’homotopia [y] tals que p([y]) fixa 'index 1, és a dir:

H={Rher(V.q) | p(hD(1) =1}

Llavors H té index d en m(V, q) i aquest subgrup indueix un revestiment
F,:U,=Uy/H —V.

Aquest revestiment té la propietat que la seva monodromia ve donada precisament per
I’aplicacié p. Per tant, tenim el segiient resultat:

Proposicié 1.49. Hi ha una correspondéncia bijectiva entre les classes d’isomorfisme de
revestiments connexos F: U — V de grau d i els homeomorfismes de grups p : w(V,q) —
Sq amb imatge transitiva (llevat de conjugacié en Sg, que correspon a re-etiquetar els
punts de la antitmatge del punt base).

Ara suposem que V' és una superficie de Riemann. Es facil veure que els revestiments
de superficies de Riemann sén superficies de Riemann. Efectivament, podem obtenir
cartes composant ’aplicacié del revestiment amb les cartes a la superficie de Riemann
d’arribada. De fet, si volem que l’aplicacié del revestiment sigui holomorfa, cal posar
cartes d’aquesta manera.

Lema 1.50. Sigui F' : U — V un revestiment connex d’una superficie de Riemann V.
Llavors existeir una unica estructura complexa a U tal que F' és holomorfa.

Combinant aquest lema amb la correspondencia de la Proposicié [1.49] obtenim el
seglient Teorema:

Teorema 1.51. Sigui V una superficie de Riemann. Hi ha una correspondencia bijectiva
entre les classes d’isomorfisme d’aplicacions holomorfes F' : U — V no ramificades de
grau d i els homeomorfismes de grups p : 7(V,q) — Sq amb imatge transitiva (llevat de
conjugacio en Sg).

1.6.5 Aplicacions holomorfes a partir de la monodromia

El proper objectiu és aplicar les construccions anteriors a construir revestiments ramificats
de superficies de Riemann o, en altres paraules, aplicacions holomorfes amb ramificacions.

Sigui Y una superficie de Riemann compacta i sigui B C Y un subconjunt finit.
Denotem V = Y \ B. Observem que V és un obert de Y i també una superficie de
Riemann. Fixem un punt base ¢ € V' i suposem que tenim un homeomorfisme de grups
p:m(V,q) = Sy amb imatge transitiva. Sigui F}, : U, — V el revestiment induit per p.
Com abans, U, és una superficie de Riemann i F), és una aplicacié holomorfa de grau d.

Fixem-nos en un punt b € B. Sigui W), un entorn de b en Y tal que W, \ {b} és
isomorf a un disc obert foradat. Si W, és prou petit, I'antiimatge F, ' (W;\ {b}) sera uni6

disjunta d’espais Uj tals que les restriccions d’F), a cada U; seran revestiments de W\ {b}.
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Recordem que ja hem classificat els revestiments d’un disc foradat: sén també discs

foradats, i I’aplicacié del revestiment és de la forma z = zj ,on z iz sén coordenades

en Wy ien UJ, respectivament. Per tant, podem suposar que cada U és un disc foradat

i que I'aplicacié F), restringida a cada U és z = z]

Podem suposar que W, esta completament contingut en el domini d’una carta de
Y. Llavors, en cada U tenim una carta foradada, ja que cada U és isomorfa a un
disc foradat. Aleshores, podem tapar aquests forats en U,. A més, quan ho fem (per
a cada punt discriminant i cada carta foradada), podem estendre el revestiment F), a
la superficie resultant X,. El motiu pel qual aix0 és possible és que en cada Uj, F, és
I’aplicacié f]j — Wy \ {b} donada per z = z;nj , 1 aquesta aplicacié entre discs foradats
s’estén naturalment als discs no foradats. Per tant, si el disc f]j completat és Uj, tenim
una extensi6 tnica de 'aplicacié F, d’U; a W},. Combinant aquestes extensions, obtenim
una aplicacié F, : X, =Y

La superficie de Riemann X, obtinguda en tapar tots els forats és compacta. En efecte,
Y \Upcp W és compacta i la seva antiimatge Z per F, també ho és (ja que un revestiment
finit d’un compacte és compacte). Com que X, és la unié de Z i les clausures de tots els
U;’s (per a cada punt discriminant en B), veiem que X, és unié finita de compactes i per
tant és compacta.

Finalment, observem que F, : X, \ F,'(B) — Y \ B és un revestiment amb repre-
sentacié de monodromia p. L’aplicacié F, : X, — Y té com a punts discriminants el
subconjunt finit B, com a maxim. Podem calcular les multiplicitats de les antiimatges
d’'un b € B considerant un llag¢ petit v en V' al voltant de b. Aquest llag ha de ser de
la forma o~ !fa, on « és un cami del punt base ¢ a un punt a proper a b i 8 és un llac
petit d’index 1 al voltant de b. Aleshores, si p([y]) descompon en k cicles disjunts d’ordres
mi, ..., my, hi haura k antiimatges u1,...,uy de b en X, i mult,, (F,) = m;.

En resum, tenim el segiient resultat:

Proposicié 1.52. Sigui Y una superficie de Riemann compacta, B un subconjunt finit de
Y i q un punt base de Y \ B. Llavors hi ha una correspondéncia bijectiva entre les classes
d’isomorfisme d’aplicacions holomorfes F' : X — Y de grau d amb punts discriminants
a B i els homeomorfismes de grups m(Y \ B,q) — Sq amb imatge transitiva (llevat de
conjugacio en Sg). A més, donat un punt b € B, siy és un llag petit en Y \ B al voltant
de b basat en q i si p([y]) descompon en k cicles disjunts d’ordres myq, ..., my, llavors hi
haura k antitmatges u1, ..., ug de b en X, i mult,, (F,) = m;.

1.6.6 Aplicacions holomorfes a la recta projectiva

La Proposicio [1.52] és especialment 1til a I’hora de construir superficies de Riemann amb
aplicacions holomorfes a la recta projectiva P'. Fixem n punts b1, ...,b, en P! i un punt
base ¢ que no sigui cap dels b;’s. Sigui V.= P\ {b1,...,b,}. Observem que V és una
superficie de Riemann i, com que topologicament P! és una esfera, el grup fonamental de
V' és un grup lliure amb n generadors [v1],...,[y,] amb la relacié

[l ] =1

Cada [v;] és la classe d’homotopia d’un llag petit de V' al voltant de b;.

Per tant, un homeomorfisme de grups p : m(V,q) — S4 queda determinat escollint n
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permutacions o; = p([y;]), amb la condicié
o1...0, = 1.

La imatge de p sera el subgrup generat per les o;’s.

Aplicant la Proposicié tenim:

Teorema 1.53 (d’existencia de Riemann). Fizat un subconjunt B = {bi,...,b,} de
P!, hi ha una correspondéncia bijectiva entre les classes d’isomorfisme de les aplicacions
holomorfes F : X — P! de grau d amb punts discriminants en B i les classes de conjugacid
d'n-tuples (o1,...,0,) en Sy tals que o1 ...0, = 1 i que el subgrup d’Sy generat per les
0i’s €s transitiu. A més, si o; descompon en k cicles disjunts d’ordres my, ..., myg, llavors
hi haurda k antiimatges uy, ..., us de b; en el revestiment F : X — P! corresponent, amb
mult,,;(F) = m; per a cada j.

1.7 Formes diferencials en superficies de Riemann

En aquesta seccid, introduim les formes diferencials en superficies de Riemann, que ens
seran indispensables per poder enunciar el Teorema de Riemann-Roch més endavant.

Definicié 1.54. Una 1-forma holomorfa en un obert V- C C és una expressié w de la
forma
w = f(z)dz

on f és una funcio holomorfa a V. Diem que w és una 1-forma holomorfa en la coordenada
z.

Definicié 1.55. Sigui w; = f(2)dz una 1-forma holomorfa en la coordenada z, definida
en un obert Vi. Sigui wy = g(w)dw una 1-forma holomorfa en la coordenada w, definida
en un obert Va. Suposem que z = T(w) defineix una aplicacié holomorfa de Vo a Vi.
Diem que wy transforma a we sota accié de T' si g(w) = f(T'(w))T"(w).

Definicié 1.56. Sigui X wuna superficie de Riemann. Una 1-forma holomorfa en X
és un conjunt de 1-formes holomorfes {wy}, una per a cada carta ¢ : U — V en les
coordenades de V', tal que si dues cartes ¢; : Uy — V; amb i € {1,2} tenen dominis amb
interseccio no nul-la, llavors la 1-forma diferencial wg, transforma a wg, mitjancant la
funcio de transicic T = ¢q o gb;l. En aquest cas direm que les 1-formes holomorfes son
compatibles.

Lema 1.57. Sigui X una superficie de Riemann i A un atles en X. Suposem que tenim
una 1-forma holomorfa per a cada carta de A, totes compatibles entre elles. Aleshores
ezisteir una unica 1-forma holomorfa en X que estén aquestes 1-formes.

Demostracid. Sigui ¢ una carta d’X que no esta en A. Fixem un punt p en el domini de
i triem una carta ¢ de 'atles A tal que p es troba en el domini de ¢. Sigui z la coordenada
local associada. Sigui f(z)dz la 1-forma holomorfa respecte ¢. Llavors simplement hem
de definir la 1-forma holomorfa respecte ¢ com f(T'(w))T’(w)dw, on z = T'(w) és la funcié
de transicié ¢ oy~ L.

Es pot comprovar que aquesta definicié és independent de la tria de ¢ i dona una
1-forma holomorfa respecte 1 en cada punt del domini. Llavors, es pot comprovar que
totes aquestes 1-formes sén compatibles entre elles i que per tant defineixen una 1-forma
en X que és Unica per construccié. O
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De la mateixa manera que hem definit les 1-forma holomorfes, també podem definir
1-formes meromorfes. També tenim un resultat analeg al Lema [1.5

Exemple 1.58. Considerem l'esfera de Riemann X = P! (i.e. la recta projectiva com-
plexa) i els oberts A = {[a:1] € P'}i B = {[1 : b] € P'}. Sigui 2 la coordenada local en
A associada a la carta ¢4 : A — C, ¢a([a: b]) = a/b, i sigui w la coordenada local en B
associada a la carta ¢p : B — C, ¢p([a : b]) = b/a. Aleshores, la funcié de transici6 de
dp a da és T(w) = (da o0 dg')(2) = 1/w. Sila derivem, obtenim T"(w) = —1/w?. Per
tant, la 1-forma meromorfa wy = dz transforma a wg = —1/ w?dw sota l'accié de T. El
conjunt {w4,wp} defineix una 1-forma meromorfa w en X que té un pol doble en [1 : 0].

Sigui w una 1-forma en una superficie de Riemann X. Suposem que w és homeomorfa
en un punt p € X. Si fixem una coordenada local z centrada en p, podem escriure la série

de Laurent d’w
w= f(z)dz = < Z cnz”> dz

n=—M
on c_pr # 0.

Definicié 1.59. FEl residu d’w en p és el coeficient c_1 de la série de Laurent d'w en p.

Tenim la segilient versié del Teorema del residu de ’analisi complexa per a superficies
de Riemann:

Teorema 1.60. Sigui w una 1-forma meromorfa en una superficie de Riemann compacta

X. Aleshores
Z Resp(w) = 0.
peX

Demostracio. La demostracio es pot trobar al llibre Algebraic Curves and Riemann Sur-
faces [Mir95, Teorema 3.17]. O

Si z = x + iy, qualsevol expressié de la forma f(z,y)dx + g(z,y)dy, on f i g tenen
valors en C, es pot escriure com r(z,%)dz + s(z,z)dz.

Definici6é 1.61. Una 1-forma C* en un obert V.C C és una expressio w de la forma
w= f(z,2)dz + g(z,2)dz
on f,g € C®(V). Diem que w és una 1-forma C*> en la coordenada z.

Definicié 1.62. Suposem que wi = fi1(z,Z)dz + ¢1(2,Z)dZ és una 1-forma C* en la
coordenada z, definida en un obert Vi. Suposem també que wo = fo(w,w)dw+ go(w,w)dw
és una 1-forma C* en la coordenada w, definida en un obert Va. Suposem que z = T (w)
defineiz una aplicacié holomorfa de Vo a V1. Diem que wy transforma a ws sota ’accid
de T si fo(w,w) = fi(T(w),T(w))T"(w) i g2(w,w) = g1(T(w), T(w))T"(w).

Sigui F': X — Y una aplicacié holomorfa no constant entre superficies de Riemann.
Sigui w una 1-forma C* a Y. Podem definir una 1-forma C* en X, que denotem per
F*w. Per fer-ho, fixem una carta ¢ : U — V en X tal que F(U) esta continguda en el
domini U’ d’una carta ¢ : U' — V' a Y. Aquestes cartes ens donen unes coordenades
locals z a U’ i w a U. En termes d’aquestes coordenades, I’aplicacié holomorfa F és de la
forma z = h(w) per a alguna funcié holomorfa h.
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Suposem que w = f(z,%)dz+ g(z,Z)dZ respecte a la coordenada z. Definim la 1-forma
F*w respecte a la variable w de la segiient manera:

Frw = f(h(w), h(w))h'(w)dw + g(h(w), h(w))h(w)dw
Lema 1.63. La definicio anterior dona una 1-forma C*° F*w en X ben definida.
Definicié 1.64. La forma F*w s’anomena pullback de w per F'.

Lema 1.65. Sigui F' : X — Y wuna aplicacio holomorfa entre superficies de Riemann i
sigui w una 1-forma meromorfa a Y. Fizem un punt p € X. Aleshores

ord, (F*w) = (1 + ord g (w))mult,(F) — 1

Demostracié. Podem triar coordenades locals w en p i z en F(p), de manera que, prop
de p, F és de la forma z = w™ on n = mult,(F). Respecte a la variable z, w és de la
forma (cz¥ + O(z¥*1))dz, on k = ordp(p(w). Per tant, la forma F*w és de la forma
(cw™ + O(w™ 1)) (nw" 1) dw respecte a la variable w. D’aqui es veu clarament que
ord,(F*w) = nk +mn — 1, com voliem demostrar. O

1.8 Divisors

Els divisors sén objectes que ens permeten comptar punts en una superficie de Riemann,
tenint en compte les seves multiplicitats. Essencialment, sén sumes de punts amb pesos
enters que representen les seves multiplicitats. Els divisors serveixen per donar informacié
important sobre funcions en superficies de Riemann, com per exemple el lloc on estan
situats els zeros i els pols d’una funcié meromorfa, aixi com el seu ordre. Crucialment,
els divisors ofereixen una connexié entre dues maneres d’enfocar aquestes funcions: una
de més analitica i I’altra més algebraica.

Definicié 1.66. Sigui X una superficie de Riemann. Denotem per ZX el grup de les
funcions d’X als enters (és un grup amb la suma puntual). Donada una funcié D : X —
Z, el suport de D és el conjunt de punts p € X tals que D(p) # 0.

Definicié 1.67. Un divisor d’X és una funcioc D : X — Z tal que el seu suport és
un subconjunt discret d’X. Els divisors d’X formen un grup amb la suma puntual que
denotem per Div(X).

Si X és una superficie de Riemann, llavors D : X — Z és un divisor d’X si, i només
si, el seu suport és finit. Per tant, el grup Div(X) per a X compacta és exactament el
grup abelia lliure sobre el conjunt dels punts d’X.

Solem denotar un divisor fent servir la notacié segiient:
D= D(p)-p
peX

Com que en superficies de Riemann compactes el suport és finit, podem reinterpretar
aquesta suma formal com a suma real.

Definicié 1.68. El grau d’un divisor D en una superficie de Riemann compacta és la
suma dels valors de D

deg(D) = > D(p).

peX

L’aplicaci6 grau deg : Div(X) — Z és un homeomorfisme de grups. El seu nucli és el
subgrup Divg(X) dels divisors de grau 0.
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1.8.1 Divisors principals

Definicié 1.69. Sigui X una superficie de Riemann i sigut f una funcié meromorfa sobre
X que no és idénticament zero. El divisor d’f, que denotem per div(f), es defineix com:

div(f) =Y ord,(f) - p.

Qualsevol divisor d’aquesta forma s’anomena divisor principal en X. FEl conjunt dels
divisors principals en X es denota amb PDiv(X).
Les segiients propietats son facils de demostrar a partir de 1 definicié:

Lema 1.70. Siguin f i g funcions meromorfes no nul-les en X. Aleshores

(a) div(fg) = div(f) + div(g)
(b) div(f/g) = div(f) — div(g)
(c¢) div(1l/f) = —div(f)

Lema 1.71. Si f és una funcié meromorfa no nul-la en una superficie de Riemann
compacta, llavors deg(div(f)) = 0.

Demostracid. Es conseqiiencia de la Proposicié m O

Definicié 1.72. El divisor de zeros d’f, que denotem per divy(f), és el divisor

divo(f) = Y. ad(f)p

p tal que ordy(f)>0

El divisor de pols d’f, que denotem per diveo(f), és el divisor

diveo(f) = > (—ordy(f)) - p-

p tal que ordp(f)<0

1.8.2 Divisors canonics

Definicié 1.73. Sigui X una superficie de Riemann i sigui w una 1-forma meromorfa
sobre X que no és idénticament zero. El divisor de w, que denotem per div(w), es defineiz
com:

div(w) = Zordp(w) - p.

Qualsevol divisor d’aquesta forma s’anomena divisor canonic d’X. El conjunt dels divi-
sors canonics d’X es denota amb KDiv(X).

Lema 1.74. Siguin wi i ws dues 1-formes meromorfes en una superficie de Riemann X,
amb w1 no idénticament zero. Llavors existeix una unica funcio meromorfa f en X tal
que wo = fwi.

Demostracio. Triem una carta ¢ : U — V d’X amb coordenada local z i expressem
w; = gi(z)dz on g; s6n funcions meromorfes a V. Sigui h = g2/g1, que també és una
funcié meromorfa a V. A continuacid, definim f = h o ¢, que és una funcié meromorfa a
U. Es pot comprovar que f esta ben definida (i.e., és independent de la carta escollida).
Per tant, f és la funcié que busquem. O
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Corol-lari 1.75. La diferencia entre qualsevol parella de divisors canonics és principal.
Per tant,
KDiv(X) = div(w) + PDiv(X).

En particular, tots els divisors canonics tenen el mateir grau.

Proposicié 1.76. Si X és una superficie de Riemann compacta en la qual existeix una
funcio meromorfa no constant, llavors existeir un divisor canonic d’X de grau 2g — 2.

Demostracio. Sigui f una funcié meromorfa en X no constant. Podem considerar f com
a funcié holomorfa F': X — C,. Suposem que F' té grau d. Per la Férmula de Hurwitz
.38 tenim:

Z [mult,(F) — 1] = 29 — 2 + 2deg(F).

peX

Considerem la 1-forma meromorfa w en C,, definida per w = dz. Aquesta forma té un
pol doble a co i cap altre pol ni zero i, per tant, té grau —2. Sigui n = F*(w) el pullback
de w en X. Aleshores,

deg(div(n)) = Y _ ord,(n)

peX

= Z ord, (F*w)
peX

= [(1 + ordp ) (w))mult, (F) — 1]
peX

= > [mult,(F) -1+ Y (—mult,(F) — 1)
PEF~1(q), q#00 pEF~1(00)

= [mult,(F) —1]— > 2mult,(F)
peX pEF~1(00)

=29 — 2+ 2deg(F) — 2deg(F)

=29—2

on hem fer servir el Lema [L.65] U

Es pot demostrar que tota per a qualsevol superficie de Riemann compacte, existeix
alguna funcié meromorfa no constant en X. Per tant, el resultat anterior implica que per
a qualsevol superficie de Riemann compacta existeix algun divisor canonic de grau 2g — 2.

1.8.3 Equivaléncia lineal de divisors

Definicié 1.77. Dos divisors sobre una una superficie de Riemann X son linealment
equivalents si la seva diferéncia és un divisor principal, i.e., si la seva diferéncia és el
divisor d’una funcic meromorfa. Si dos divisors D1 i Do son linealment equivalents,
escriurem D1 ~ Ds.

Lema 1.78. Sigui X una superficie de Riemann. Aleshores:

(a) L’equivaléncia lineal és una relacié d’equivaléncia en el conjunt Div(X).

(b) Un divisor és linealment equivalent a 0 si, i només si, és un divisor principal.
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(c) Si X és compacta, llavors divisors equivalents tenen el mateix grau.

Demostracié. (b) és directe per la definicié d’equivaléncia lineal, ja que D ~ 0 si, i només
si, D — 0 = D és un divisor principal. Per veure (a), hem de demostrar que es verifiquen
les propietats d’una relacié d’equivalencias:

e Reflexiva. D — D = 0 és un divisor principal per a qualsevol divisor D.

e Simetrica. Dy ~ Dy <= D = D; — D3 és un divisor principal <= D = div (f)
amb f: X — C meromorfa = —D =div(1l/f) = —D = Dy — D; és un divisor
principal = D; ~ Ds.

e Transitiva. D1 ~ D2 i D2 ~ D3 - D1 — D2 = le(f) i D2 - D3 = le(g) per a
f, g meromorfes = D1 —D3 = (D1 —D3)+ (D2 —D3) = div(f)+div(g) = div(fg)
= D ~ Ds.

Finalment, per veure (c), notem que, si X és compacta, els divisors principals tenen
grau 0. Per tant, si D1 = div(f)— D2, llavors deg(D1) = deg(div(f))+deg(D2) = deg(D2).
O

Corol-lari 1.79. Sigui X una superficie de Riemann compacta. Aleshores el grau de
qualsevol divisor canonic és 2g — 2.

Demostracid. Es una conseqiiéncia immediata de la Proposicié iel Lema (]

1.9 Espais de funcions i formes associades a un divisor

Definicié 1.80. Sigui D un divisor sobre una superficie de Riemann X. L’espai de
funcions meromorfes amb pols acotats per D, que es denota per L(D), és el conjunt de
les funcions meromorfes

L(D) = {f € M(X) | div(f) > ~D}.
L(D) és un espai vectorial sobre C.

Notacié. Suposem que D(p) = n > 0. Llavors f € L(D) implica que ord,(f) > —n. Es
a dir, f pot tenir en un pol d’ordre n com a maxim en p. En canvi, si D(p) = —n < 0,
llavors f € L(D) implica que que ord,(f) > n. Es a dir, f ha de tenir un zero d’ordre n
com a minim en p.

Lema 1.81. Sigui X una superficie de Riemann compacta. Si D és un divisor d’X amb

deg(D) < 0, aleshores L(D) = {0}.

Demostraciéo. Suposem que f € L(D) no és identicament zero. Considerem el divisor
E = div(f) + D. Com que f € L(D), tenim E > 0. Per tant, deg(E) > 0. Pero, com
que deg(div(f)) = 0, tenim que deg(E) = deg(D) < 0, de manera que arribem a una
contradiccié. O

Proposicié 1.82. Si D és un divisor de X amb degD > 0, aleshores dim(L(D)) <
deg(D) + 1.
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Demostracio. Si dos divisors D; i Dy sén equivalents, dim(L(D;)) = dim(L(D3)). Per
tant podem suposar que D és un divisor efectiu (és a dir, D = nip; + - -+ + ngpr amb
n; > 0 per a tot 7). Llavors podem definir una aplicacié ¢ : L(D) — C™ x ... x C"*
que li associa a f els coeficients de la part de Laurent del seu desenvolupament en cada
pol. Aquesta aplicacié és lineal. El seu nucli sén les funcions holomorfes, que en una
superficie de Riemann sén les funcions constants pel Teorema de Liouville Per tant,
dim(ker())) = 1. Consegiientment, dim(L(D)) < nj + ---+ni + 1 = deg(D) + 1. O

1.9.1 El Teorema de Riemann-Roch

A continuacié enunciem el teorema de Riemann-Roch. Es tracta d’un resultat fonamental
en geometria algebraica que relaciona la geometria d’una corba projectiva no singular
amb les dimensions dels espais de funcions meromorfes sobre la corba. Aquest teorema
permet connectar propietats algebraiques amb invariants topologics i proporciona eines
indispensables per a la classificacié de corbes.

Teorema 1.83 (de Riemann-Roch). Sigui X una corba projectiva no singular de génere
g. Llavors, per a qualsevol divisor D d’X 1 qualsevol divisor canonic K d’X tenim que

dimL(D) — dimL(K — D) = deg(D) + 1 — g.
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2 Corbes planes

En aquest capitol introduim les corbes planes com a cas particular de superficies de
Riemann que ens sera d’especial interes en el darrer capitol de la memoria. Aquest capitol
esta basat sobretot en el llibre Algebraic Curves, the Brill and Noether Way |Casl9|. En
tot tot el capitol considerem espais projectius en els quals el cos base és C.

2.1 Definicions basiques

Definicioé 2.1. Suposem fizada una referéncia projectiva a l’espai projectiv n-dimensional
P™ sobre C. Una varietat lineal s-dimensional de P™ és el conjunt de punts de P™ les
coordenades dels quals satisfan un sistema de n — s equacions lineals, homogeénies i inde-
pendents en n + 1 variables. En particular, quan s = 1 les anomenem rectes, quan s = 2
les anomenem plans i quan s =n — 1 les anomenem hiperplans.

Definici6 2.2. Una hipersuperficie V' de P" és la classe, modul producte per una constant
no nul-la, duna (n + 1)-forma no constant F € Clxo,...,zy] (és a dir, un polinomi
homogeni en n+1 variables). A la forma F se l’anomena l’equaci6 de V. Farem servir la
notacio V : F = 0 per indicar que V' és la hipersuperficie d’equacio F. Les hipersuperficies
de P? les anomenem corbes planes projectives o simplement corbes de P2.

Definicié 2.3. Diem que el grau d de ’equacid F' és el grau de la hipersuperficie V : F =
0. Denotem el grau de V amb deg V. Les hipersuperficies de grau 1 son hiperplans de
P™. Les hipersuperficies de graus 2,3,4 i &5 s’anomenen quadriques (coniques sin = 2),
cibiques, quartiques ¢ quintiques, respectivament.

Definicié 2.4. Diem que un punt p = [xg,...,x,] pertany a la hipersuperficie V : F =0
si, 1 només si, F(xg,...,x,) =0.

Observacié 2.5. Aquesta definici6 és independent de 'eleccié d’F i del factor arbitrari
de les coordenades homogenies, ja que F' és homogeni.

Notacié. Denotarem el conjunt dels punts que pertanyen a V' amb |V|. Per simplicitat,
en lloc d’escriure p € |V, escriurem p € V.

Definicié 2.6. Siguin V; : Fy =0 i Vo : Fy = 0 dues hipersuperficies de P". Diem que
V1 esta continguda en Vy o que Vi conté Vi si, i només si Fy divideiz a Fy i ho escriurem
com Vi C Vs.

Observacié 2.7. Aquesta definicié és independent de 'eleccié d'Fy i F5. A més, V; C
Vo = V4] C |Val.

Definicié 2.8. Siguin Vi : F1 =0 ¢ Vo : Fo = 0 dues hipersuperficies de P™. La hiper-
superficie V : F1Fs = 0 s’anomena la hipersuperficie composada per Vi i Va i es denota
ambV =V; + V5.

Observacions 2.9. Tenim les segiients propietats:

e La definicié no depén de leleccié d’Fy i Fs.
o deg(Vi + Vo) = deg Vi + deg Va.
o V,Vo C Vi + Vo
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o [Vi+Va|=|Vi|U|Va|.

Definici6é 2.10. Si V; : F; = 0 son hipersuperficies de P per a i = 1,...,m i pu; son
enters positius, llavors denotarem la hipersuperficie V : Ff'* ... F™ =0 amb V = 1 V1 +
coo 4+ UmVm. Aquesta hipersuperficie s’anomena la hipersuperficie composada per les
hipersuperficies V; : F; = 0 amb multiplicitats p;.

Lema 2.11. Si F' és un polinomi homogeni, aleshores tots els seus factors irreductibles
també son homogenis.

Definicié 2.12. Diem que una hipersuperficie V : F' = 0 és irreductible si, ¢ només s,
la seva equacio F' és un polinoms irreductible.

Definicié 2.13. Sigui V : F = 0 una hipersuperficie i sigui F = FI'"' ... F™ la des-
composicio d’F en factors irreductibles. Llavors, diem que V; : F; = 0 son les com-
ponents irreductibles de V' ¢ que p; son les multiplicitats de V; en V. La igualtat
V=wmVi+-+ pmVim s’anomena la descomposicié de V' en factors irreductibles. Clara-
ment, |V| = V1| U... U |Vp|.

Definicio 2.14. Diem que una hipersuperficie és reduida si, i només si, totes les multi-
plicitats de les seves components irreductibles son 1.

En el cas n = 1, tot polinomi homogeni F' € C[xg,z;] descompon com a producte
de factors lineals, que sén les seves components irreductibles. Com a conseqiieéncia, les
hipersuperficies irreductibles de P! sé6n de la forma V : azg + bz; = 0 i tenen com a tinic
punt [b : —a]. Per tant, és equivalent parlar d’hipersuperficies irreductibles de P! i de
punts de P

Definicié 2.15. Donada una hipersuperficie V : F = 0 de P!, tal que la descomposicio
d’F en factors irreductibles és F = (a1xg + byz1)"t ... (amzo + bpx1)P™, sip; = [b : —a;],
escriurem V = pip1 + - - - + mpm t direm que p; és la multiplicitat del punt p; en V.

Definicié 2.16. Suposem fizada una referencia projectiva a P™. Siguin xg,...,T, les
coordenades projectives en aquesta referéncia. Els complementaris dels hiperplans x; =
0 recobreizen P™. Aquests conjunts s’anomenen cartes afins de P" en les coordenades
o, ..., Tn. En particular, el complement de x; = 0 s’anomena la carta afi i-essima.
Sempre podem suposar, reordenant si cal els punts de la referéncia projectiva, que una
carta afi és la carta afi 0-éssima, que denotarem amb A,. Prenent X; = x;/xo com a
coordenades afins del punt p = [xg : -+ : x| € Ay, tenim que A, és un espai afi de
dimensid n. Observem que p =1[1: X :---: X,].

Definicié 2.17. Sigui V : F = 0 una hipersuperficie de P". Definim f(Xi,...,X,) =
F(1,X1,...,X,). Si F = \zd per algun A € C i d € Z~o, cap punt de V pertany a A,.
En cas contrari, f defineix una hipersuperficie Vo de A,,, que anomenem la part afi de V.

2.2 Les corbes planes sén superficies de Riemann

Volem demostrar que les corbes planes projectives sén superficies de Riemann. Per fer-
ho, primer introduirem les corbes planes afins. Demostrarem que, si sén no singulars i
irreductibles, sén superficies de Riemann. A continuacid, farem servir aquest resultat per
demostrar que les corbes planes projectives no singulars també ho sén.
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2.2.1 Corbes planes afins

Definicié 2.18. Una corba plana afi X és el conjunt de zeros d’un polinomi f € C|z,w].
L’expressarem com X : f = 0. Un polinomi f(z,w) és no singular en p = (zp,wg) si com
a minim una de les derivades parcials Of /0z o Of /0w és no nul-la en p. Diem que la
corba plana afi X : f = 0 és no singular en p si f és no singular en p. Diem que X és
no singular si és no singular en tots els seus punts.

Teorema 2.19 (de la funcié implicita). Sigui X : f = 0 una corba plana afi. Sigui
p = (20, wo) un punt d’X. Suposem que (Of/0w)(p) # 0. Aleshores existeixen entorns
oberts U C C2 dep iV C C de 2z tals que eristeiz una tinica funcié holomorfa g : V. — C
tal que g(z0) = wo i U N|X| = {(2, f()) € C? | z € V}. Es a dir, prop de p, X és la
. C : _ 5 _ _0of of
grafica de la funcid g(z). En particular, f(z,9(2)) =0Vz € V. A més, ¢'(z) = —52 /55 -

Amb la notacié anterior, aquest Teorema implica que existeix un entorn obert U C X
de p tal que U = {(z,9(2)) | z € V'}. Per tant, la projeccié

m: U—-V
(2,9(2)) = 2
és un homeomorfisme amb inversa
T VU
2 (2,9(2)).

Per tant, 7 és una carta complexa d’X. Si (9f/0w)(p) = 0 pero (0f/0z)(p) # 0, podem
fer un raonament analeg fent servir l'altra variable. Aleshores, si X és no singular, com a
minim una de les derivades parcials no s’anul-la i podrem trobar una carta local al voltant
de cada punt p € X. Per veure que el conjunt d’aquestes cartes és un atles, només cal
comprovar que sén compatibles.

Suposem que hem tenim dues cartes 7, i 7, que hem obtingut fent la projeccié en la
primera variable. Aleshores, si la interseccid dels seus dominis és no buida, la composicid
nlom, ! éslaidentitat, que és holomorfa. L’argument seria el mateix si haguéssim obtingut
les dues cartes fent la projeccié en la segona variable.

Ara suposem que tenim una carta w, : U, — V., que hem obtingut fent la projeccié en
la primera variable i una carta m, : Uy, — V,, que hem obtingut fent la projeccié en la
segona. Suposem que U,NU,, # 0. Recordem que U, = {(z,¢9(2)) | z € V.},ong: V., = X
és una funci6 holomorfa. Aleshores, Vz € m,(U,NUy), (myom, 1) (2) = mu(z,9(2)) = g(2).
Per tant, 7, o7, ! és holomorfa.

Hem demostrat que el conjunt de les cartes locals obtingudes fent servir el Teorema
de la funcié implicita sén compatibles i, per tant, formen un atles d’X.

A més, pel fet de ser un subespai de C2, X és Hausdorff i verifica el segon axioma
de numerabilitat. Per tant, per veure que X és una superficie de Riemann, només falta
veure que és connex. Perque aixo es verifiqui, ens cal una hipotesi addicional: cal que f
sigui irreductible. Aleshores, tenim el segiient resultat, que no demostrarem:

Teorema 2.20. Sigui X : f = 0 una corba plana afi, on f(z,w) és un polinomi no
singular i irreductible. Aleshores, X és connex i, per tant, una superficie de Riemann.
També hi ha la segiient versié, més general, del Teorema:

Teorema 2.21. Si f(z,w) és un polinomi irreductible, el conjunt de punts on f és singular
és finit i, si eliminem aquests punts d’X, aleshores X és una superficie de Riemann.
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2.2.2 Corbes planes projectives

Definicié 2.22. Sigui F' una forma de grau d. Diem que F' és no singular si no s’anul-len
stmultaniament F 1 totes les seves derivades parcials. Per exemple, en el cas d’una forma
ternaria F(xz,y,z), F és no singular si el sistema

o OF P _oF
C Ox Oy 0z

no té solucié sobre P2,

Ara considerem una forma ternaria F' i definim els conjunts

Up = {[LL‘,y,Z] € ]P)Q | ZL‘#O}
Ul = {[[E,y,Z] € HD2 | Y 75 O}
Us = {[w,y, 2] € P* | 2 # 0}.
Considerem les interseccions
Xo=XNU = {(a,b) € C*| F(1,a,b) = 0}
X;=XNU; 2 {(a,b) € C*| F(a,1,b) = 0}
Xy =XNUy = {(a,b) € C*| F(a,b,1) = 0}.
Els conjunts X; sén homeomorfs a les corbes planes afins definides pels polinomis fo(z, w) =
F(1,z,w), fi(z,w) = F(z,1,w) i fa(z,w) = F(z,w, 1), respectivament.
Lema 2.23. Una forma ternaria F de grau d és no singular si, i només si, cadascuna de

les X; és una corba plana afi no singular.

Demostracié. Suposem, per exemple, que Xy és singular en algun punt. Definim f(u,v) =
F(1,u,v), de manera que Xy : f = 0. Com que X és singular, el sistema

t6 alguna solucié (ug, vg) € C2. Aleshores,
F1:ug:wv] = f(up,v9) =0
gj[l:uo:vo] _ g{t(uo,vo) — 0
%u:uo:m] _ %(ug,vo) 0
%[huoivo] = (dF—UogZ;—Uo(ZZ> [1:ug:vo] =0,

on hem usat la Férmula d’Euler en la darrera equacié. Per tant, F' és singular en el punt
[1:up: v

Reciprocament, suposem que F és singular en algun punt p = [z : yo : 20] € P2
Suposem, sense perdua de generalitat, que xg # 0, de manera que p = [1 : ug : vp]. Si
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flu,v) = F(1,u,v), aleshores

0 oF
u (ug,v0) = En [1:ug : vo] =
OF
%(UO,U()) = a [1 U :’U()] =0
i, per tant, Xo : f = 0 és singular en el punt (ug,vp). O

Suposem que F' és una forma ternaria no singular que defineix una corba plana pro-
jectiva X : F = 0. Es pot demostrar que qualsevol polinomi homogeni no singular es
necessariament irreductible. Aleshores, els conjunts X; sén corbes planes afins no singu-
lars i, pel Teorema [2.20] superficies de Riemann. A més, en el cas de corbes planes afins
no singulars, teniem cartes donades per les projeccions. Per tant, si p € Xo C X, els
quocients y/x i z/x sén cartes en un entorn de p. Analogament, si p € X; o p € Xp,
també podem fer servir quocients com a cartes locals.

Notem que X = Xy U X3 U Xs, de manera que si les cartes en els diferents conjunts
X, s6n compatibles entre elles, ja tindrem un atles en X. Per veure que efectivament ho
s6n, considerem un punt p = [z : y : z] € Xo N X3 (és a dir, tal que x,y # 0). Suposem
que ¢glx : y : z] = y/x és una carta d’Xy en un entorn de p i que ¢1[z : y: 2] = z/y és
una carta d’X; en un entorn de p. Aleshores, ¢ (w) = [1 : w : h(w)] per a alguna funcié
holomorfa & (de la qual X n’és localment la grafica). Per tant, m o ¢y ' (w) = h(w)/w,
que és holomorfa ja que w # 0 perque p € X;.

Es pot comprovar analogament que la resta combinacions de cartes locals també sén
compatibles entre elles. Per tant, tenim el segiient resultat:

Proposicié 2.24. Sigui F' una forma ternaria no singular. Aleshores, la corba plana
projectiva X : F =0 és una superficie de Riemann compacta.

Demostracio. En primer lloc, ja hem vist que tenim una estructura complexa en X.
També tenim que X és Hausdorff i verifica el segon axioma de numerabilitat, ja que
X = X1 U X9 U X3 i cada X; és Hausdorff i verifica el segon axioma de numerabilitat.

En segon lloc, sabem que cada X; és connex. Si XgN X7 =01 XoN Xo = 0, llavors
X1 ={[1:0:0]}, perd aixd no pot ser ja que, com veurem més endavant en el Lema [2.32]
qualsevol corba plana afi té infinits punts. Per tant, o bé XqgN X1 # 0 o bé Xy N Xy # 0.
Analogament, Xo N X7 # 0 o X1 NXo # 0 itambé XoNXo # 0o X1 N Xo # 0. Aixd
demostra que X = Xy U X7 U X5 és connex.

Finalment, X és compacte, ja que és un subconjunt tancat de P?, que és compacte. [J
2.3 Multiplicitat d’interseccid
Sigui V : F' = 0 és una hipersuperficie de P” de grau d i sigui [ una recta de P". La recta

[ és en si mateixa un espai projectiu de dimensié 1. Si aquesta recta ve donada per les
equacions parametriques

xi:C?to—i-Ciltl 1=0,...,n
podem prendre els parametres g i ¢; com a coordenades projectives del punt [zg : - - : 2]
en [. Substituint xg,...,x, en F per les expressions anteriors, obtenim un polinomi

F(fo, tl) = F(Cgto + C(l)tl, . ,Cgto + C(l]tl)
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en les variables ty i t1 que o bé és identicament zero o bé és homogeni de grau d. En cas
que sigui identicament zero, tots els punts d’l pertanyen a V' i diem que [ esta continguda
en V. En cas contrari, F' defineix una hipersuperficie (un conjunt de punts) d’l que
s’anomena la interseccio d’l i V i denotem amb [ N V. Es pot comprovar que [ NV no
depen de les coordenades triades.

Definicié 2.25. Sigui V una hipersuperficie i | una recta no continguda en V. Per a
cada p € VNI, la multiplicitat d’interseccié de V il en p és la multiplicitat de p en VN1 i
es denota amb [V -1],. Sil esta continguda en V', llavors [V -l], = oo Vp e l. Sip ¢ VNI,
V-1,=0.

Proposicié 2.26. Donada una hipersuperficie V- de P™ de grau d, qualsevol recta l de P™
esta continguda en V' o interseca V' en d punts p, comptats amb multiplicitat [V - 1],.

Corol-lari 2.27. |V| # () per a qualsevol hipersuperficie V' de P™.

2.4 La resultant de Sylvester

En aquesta seccié introduim la resultant de Sylvester, que és una eina algebraica molt
atil que s’utilitza per determinar les arrels comunes de dos polinomis. En particular,
proporciona un criteri per determinar si existeixen arrels comunes sense haver-les de
trobar explicitament. En I'estudi de corbes planes, és especialment 1til perque permet
I’eliminacié de variables. Aixo facilita ’analisi de les interseccions de corbes.

Sigui A un anell sense divisors de zero i sigui K el seu cos de fraccions. Denotem per
K la clausura algebraica de K. Suposem que tenim dos polinomis P, Q € A[y| de la forma
P=apy" +ay" '+ +an_1y+an
Q="boy™ + b1y "+ 4 b1y + b
amb n,m > 0. No suposem que ag # 0 ni que by # 0, de manera que els graus dels

polinomis sén com a maxim n i m, respectivament. Els enters n i m s’anomenen graus
formals. Els graus deg P i deg () s’anomenen graus efectius.

La resultant de Sylvester (o simplement la resultant) dels polinomis P i @ es defineix
com el determinant (n +m) x (n+m)

apg ai oo Ap—1 Qp, 0 e 0
0 apg ai cen ap—1 Qp NN 0
10 ... 0 ap ay eev Qp_1 Gp
R(P.Q) = bo b1 ... bp—1 b O 0] (2.1)
0 bo b1 ... bp-1 by ... 0
0 ... O bo by ... bno1 by

Teorema 2.28. Siguin P,Q € Aly| dos polinomis de graus formals m i n, respectivament.
Aleshores les segiients condicions son equivalents:

(1) R(P,Q) = 0.
(2) O bé P iQ tenen una arrel comuna en K o bé deg P < n i deg@Q < m.
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(3) O bé P iQ tenen un factor comi en K[y] o bé deg P < n ideg@ < m.

Demostracié. Per demostrar 1’equivaléncia entre (2) i (3) només cal observar que un
polinomi minimal d’una arrel comuna és un factor comu i que qualsevol arrel d’un factor
comu és una arrel comuna.

Demostrarem que (2) i (3) també sén equivalents a la segiient condicid:
(4) AM, N € K[y| no nuls amb deg M < m ideg N < n tals que MP + NQ = 0.

Suposem que es compleix (3). Llavors, si deg P < n i deg@ < m, només cal que
agafem M = Q1 N = —P. Si F és un factor comu de P i @, llavors agafem M = Q/F i
N = —P/F. En els dos casos, es verifica (4).

Reciprocament, demostrem que (4) = (2). SidegP < n ideg@ < m, ja esta.
Suposem que deg P = n. Llavors P = ag H?zl(y —aj),onai,...,ap € K soén les arrels
de Piry,...,r, sén les seves multiplicitats. Com que estem suposant que M P+ NQ = 0,
el polinomi H?Zl(y — ;)" divideix N@Q. Per tant, com a minim un dels seus factors
divideix @, ja que deg N < n. L’arrel corresponent és una arrel comuna. Si deg@ = m,
podem fer un argument analeg.

Si prenem

N =zy""" 4+ 21,
M = toy™ 4t

la igualtat M P+ N(Q = 0 correspon a un sistema de n+m equacions lineals homogenies en
les variables zq, ..., 2n_1,t0,...,tm—1. Aquest sistema té solucié no trivial si, i només si,
se satisfa (4). Es pot veure que el determinant d’aquest sistema és precisament R(P, Q).
Aixd demostra 'equivalencia entre (1) i (4). O

Si homogeneitzem els polinomis P i Q)

P = aoyf + alyoy?_1 + -t anf1yg_1y1 + anyy
Q = boyl™ + bayoy!" "+ + b1y Y1 + byl

i definim la resultant de P i Q com

ap aj oo Ap—1 Qp 0 e 0

0 ay a1 cee Op—1 Qp ... 0

== |0 ... 0 ag aj . Qp—1  Gp
R(P,Q) = bo b1 ... bpm—1 bm 0 . 0
0 by b oo b1 by .. 0

0O ... O bo by oo b1 by

Aleshores tenim el segiient resultat:

Corol-lari 2.29. R(P,Q) = 0 si, i només si, 3(a, 3) € I’ \ {(0,0)} tal que P(a,B) =

Q(a,5) = 0.
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Demostracié. Amb la notacié anterior, tenim que P(c,

i només si, P(3/a) = Q(B/a) = 0. D’altra banda, P(0,3) = Q(0,3) = 0 amb 3 # 0 si,
i només si, ag = by = 0. Com que R(P,Q) = R(P,Q), fent servir el Teorema - 8 hem
acabat la demostracio. O

B) = Q(a, B) = 0 amb a # 0 si,
B
fe

2.5 Nombre de punts en corbes planes

En aquesta seccié, veiem que qualsevol corba plana té infinits punts i, a continuacié,
demostrem, fent servir la teoria de la resultant, que dues corbes planes projectives o bé
comparteixen una component irreductible i tenen infinits punts en comu o bé es tallen en
un nombre finit de punts. Finalment, enunciem el Teorema de Bézout, que dona el nombre
de punts d’interseccié de dues corbes que no comparteixen cap component irreductible.

Definicié 2.30. Un polinomi F' € C[x,y] és primitiu (com a polinomi en y) si, i només si,
vist com a element de Cx][y], F' = ch‘lzo a;(2)y, els seus coeficients a;(x) sén coprimers.

Lema 2.31. Un polinomi F € Clz,y] primitiuv divideiz a G € Clz,y] en C(x)[y] si, i
només si, F' divideiz a G en Clz, y].

Demostracié. Si G = AF amb A € C(z)[y], llavors podem escriure A = A’/P amb
A" € Clz,y] i P € Clz] i obtenim PG = A'F. Si degP = 0, ja esta. Si no, podem

considerar una arrel ¢ de P. Tindrem
0= P(a)G(a,y) = A'(a,y)F(a,y) € Cly].

Necessariament F'(a,y) # 0, ja que F' és primitiu i per tant els seus coeficients no poden
tenir una arrel comuna. Per tant, a és una arrel comuna dels coeficients d’A’ com a
polinomi en la variable y, de manera que x — a divideix A’ en Clz,y]. Aleshores, podem
dividir els dos costats de la igualtat PG = A'F per x — a. De fet, podem repetir aquest
procés tants cops com faci falta fins que deg P = 0. El reciproc és trivial. U

Lema 2.32. Qualsevol corba plana C' afi o projectiva conté infinits punts.

Demostracid. En el cas afi, suposem que la corba és C' : f = 0. Com que f és no constant,
podem suposar (canviant de referéncia si cal) que f(z,y) = ag(z)y? + - + ag(z) amb
d € Z=o 1 ap(z) # 0. Aleshores, per a infinits valors z € C, ag(z) # 0 i el polinomi en la
variable y, f(z,y), té com a minim una arrel. Per tant, hi ha un punt de C' d’abscissa z.
En el cas projectiu, sabem pel Corol-lari que C' té algun punt. Per tant, la part afi
també és no buida i podem aplicar el raonament anterior. O

Proposicié 2.33. Dues corbes C i C' de P? 0 bé comparteizen una component irreductible
1 tenen infinits punts en comu o bé es tallen en un nombre finit de punts.

Demostracié. Triem coordenades projectives xg,x1, z2 tals que [0 : 0 : 1] no pertanyi ni
a C niaC'. Prenem x = z1/x9 1y = x2/x9 com a coordenades afins en la carta aff
0-essima. Com que la recta o = 0 no pertany a cap de les dues corbes, no n’és una
component irreductible. Sabem que C' i C’ comparteixen una component irreductible si,
i només si les seves parts afins C i C{j comparteixen una component irreductible. D’altra
banda, com que la interseccié de xy = 0 amb les corbes és finita, la interseccié de les
corbes és finita si, i només si, la interseccio de les seves parts afins és finita.
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Siguin f i g les equacions afins de Cj i C, respectivament, i siguin d = deg f i d' =
deg f. L’eleccié de la referéncia ens garanteix que d = deg, f i d = deg, f. Considerem
la resultant Ry(f,g) dels polinomis f i g considerats com a polinomis en y de graus d i
d’, respectivament. Aleshores Ry(f,g) € Clx].

Suposem que Ry(f,g) = 0 com a polinomi en z. Llavors, pel Teorema fig
tenen un factor comi h € C(z)[y] de grau positiu en y. Podem escriure h = uh'/v amb
u,v € Clz] i ' € Clz][y] primitiu. Llavors ' també té grau positiu en y i divideix a f i
a g en C(z)[y|. Pel Lema les components irreductibles de la corba A’ = 0 també ho
sén de Cp 1 de Cj). Per tant, el conjunt Cy N C}) és infinit pel Lema

Suposem ara que Ry(f,g) # 0 com a polinomi en z. Fixem a € C qualsevol. Per
la tria de la referencia, f(a,y) té grau efectiu d i g(a,y) té grau efectiu d’. Llavors,
com que l'aplicaci6 Clz,y] — C[z]|, P(z,y) — P(a,y) és un homeomorfisme d’anells,
Ry(f,g)‘x:a = R(f(a,y),9(a,y)). Pel Teorema el terme de la dreta s’anul-la si,
i només si, f(a,y) i g(a,y) tenen una arrel comuna en C (ja que C és algebraicament
tancat). Per tant, R,(f,g)(a) = 0 si, i només si, 3b € C tal que f(a,b) = g(a,b) = 0. En
altres paraules, les abscisses dels punts d’interseccié de Cy i Cf sén les arrels d’Ry(f, g).
Com que Ry(f,g) té un nombre finit d’arrels i com que per a cada arrel a el polinomi
f(a,y) € Cly] té com a maxim d arrels, hi haura un nombre finit de punts en Cy N CY.
En particular, en aquest cas Cp i C{j no tenen cap component irreductible en comid. [0

A continuacié enunciarem el Teorema de Bézout, que és una versio refinada del resultat
que acabem de demostrar. Ens diu en quants punts, comptats amb multiplicitat, es tallen
dues corbes que no comparteixen cap component irreductible. Primer, pero, cal definir la
multiplicitat d’interseccié de dues corbes. Fer-ho en detall resulta forca laboriés, pero la
idea és la segiient:

Definicié 2.34. Donades dues corbes planes projectives C : F =041 C': F' = 0 que no
comparteizen cap component irreductible, es posa una referéncia de manera que en cada
vertical x = Ay hi hagi una unica interseccid entre les corbes. Aixo és possible ja que, per
la Pmposz’cio’ hi ha un nombre finit de punts d’interseccié. Si p = [xo : yo : 20| €s
un punt d’interseccié de C i C’, la multiplicitat d’interseccié de C'i C’ en p es defineiz
com la multiplicitat de [zq : yo] com a arrel de la resultant R,(F, F').

Teorema 2.35 (de Bézout). Si C' i C' son dues corbes planes projectives de graus d i d'
que no comparteizen cap component irreductible, aleshores

dd' = > [C-C].

pEP?

Demostracio. El grau de la resultant respecte de z de dos polinomis homogenis de graus
did és dd. Per tant, la suma de les multiplicitats és dd’. O

2.6 Punts singulars i rectes tangents

En aquesta seccié definirem la recta tangent a un punt d’una hipersuperficie. Per fer-ho,
primer ens cal definir la multiplicitat dels punts d’una hipersuperficie. Farem servir la
definicié de la multiplicitat d’'un punt per definir els punts singulars. Aquests conceptes
seran necessaris per introduir la corba polar i la corba dual en les properes seccions.
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Definicio 2.36. Sigui V una hipersuperficie de P" i sigui p € P™ un punt. La multiplicitat
de pen V és el valor minim de les multiplicitats dinterseccio de V. amb les rectes per que
passen per p. Denotarem la multiplicitat de p en V' amb e,(V).

Observacié 2.37. La multiplicitat de p en V és zero si, i només si, p ¢ V. En cas
contrari, ey(V') > 1.

Definicié 2.38. Diem que p és un punt singular si e, (V) > 1. Diem que una hipersu-
perficie és singular si ho és en algun punt. Els punts d’una hipersuperficie que no son
singulars s’anomenen punts simples o no singulars. Si e, (V) = 2, a p se li diu punt
doble, si e, (V) = 3 se li diu punt triple, i aizi successivament.

Teorema 2.39. Un punt p d’una hipersuperficie V : F =0 de P" és singular si, i només
si, s’anul-len en p totes les derivades de primer ordre d’F (és a dir, si F' és singular).

Demostracid. La hipersuperficie V' és singular en p = [ag : - - - : ay] si, i només si, e, (V') >
1. Es a dir, si, i només si, [V - 1] > 1 per a qualsevol recta [ per p. Siguin, doncs,
x; = toa; + t1b; Vi = 0,...,n les equacions parametriques d’una recta I qualsevol per p.
Suposem que [ ¢ V. Si prenem tg,t; com a coordenades projectives del punt [zg : - - - : 2]
en [, llavors p = [1 : 0] en aquestes coordenades. Amb aquesta notacié, V' és singular
en p si, i només si, F(to,t1) = F(toap + tibo, ..., toan + t1b,) = t3G(to,t1) per a tot
bo,...,bp € C, on G és una forma de grau d — 2 en les variables tg,t1. Per tant, si V és
singular en p, llavors

oF 0G(to, t1)
—— =261G(to, t1) + 3 —= 2
ot 1G(to, t1) + 17 ot
que avaluat en p = [1 : 0] dona zero. Observem que
oF
oty

= D(bo,.‘.,bn)F(:COa s ,l’n)
(1:0] [ao:-:an)
on DzF denota la derivada direccional d’F en la direccié de ¢. Per tant, si V' és singular

en p, totes les derivades de primer ordre d’F' s’anul-len en p.

Reciprocament, si V' no és singular en p, F(to,t1) = t1G(to,t1), on G és una forma
binaria de grau d — 1 que no té t; com a factor irreductible. Llavors
OF

D(bo,...,bn)F(:’UOv R 7$n) - 87251

lag:-+:an) [1:0]

= <G(t0, tl) + 1

= G(1,0) £ 0.

0G (to, t1)
oty

[1:0]

O

Definicio 2.40. Una recta | que passa per p € V' és tangent a V en p si, ¢ només si, la
multiplicitat d’interseccid d'l amb V' en p és estrictament magjor que ep(V').

Proposicié 2.41. Sigui p un punt d’una corba C : F = 0 de P?. Aleshores l’equacid en

les coordenades homogenies xg, x1, T2
oOF oOF
() o+ () =0 (2:2)
8951 p 8902 p

ory
8.%'0 pr

és la identitat 0 = 0 si, ¢ només si, p és un punt singular de C. En cas contrari, és una
equacio de la recta tangent a C en p, que és unica.

32



Demostracid. El primer fet és conseqiiéncia directa del Teorema [2.39] Per tant, suposem
que l'equacié (2.2) no és la identitat 0 = 0 i sigui p = [ap : a1 : az] un punt no singular de
C. Sid=degC, per la férmula d’Euler tenim que

oF oF oF
0 =dF(ag,ai,as) = (8) ao + () a + () as (2.3)
X0 p 8{[)1 p 81‘2 p

i, per tant, que p pertany a la recta [ definida per 'equacié (2.2)). Siguiq = [bg : b1 : ba] # p.
Les equacion parametriques de la recta I, = p V ¢ sén

xo = toag + t1bo
x1 = tpay + t1by
To = toag + t1bs.

Podem prendre tg i ¢; com a coordenades homogenies de [xg : 21 : 2] en la recta l;. En
particular, en aquestes coordenades p = [1 : 0] i ¢ = [0 : 1]. La intersecci6 I, N C ve
donada per 'equacié F(top,t1) =0 on

F(to,t1) = F(toao + t1bo, toar + t1b1, toaz + t1ba).
Observem que F té ¢1 com a factor, ja que p € C, i l, és tangent a C en p si, i només si,
el factor ¢; té multiplicitat com a minim 2. Equivalentment, I, és tangent a C' en p si, i

nomeés si,
oF oF oF oF
0= (1)~ (), (3o (322), =
(9751 [1:0] 3$0 P BQL']_ p aﬂfg p

és a dir, si, i només si, ¢ € [. Aix0o demostra que [ és la Unica recta tangent a C en p. [

Definicié 2.42. Sigui p € C' un punt simple d’una corba de P2. Aleshores, per la Propo-
sicio anterior, existeiz una unica recta tangent T en p. Necessariament [C - T, > 2. Els
punts simples amb [C' - T, > 2 s’anomenen punts d’inflexié de C. [C'-T], — 2 és ’ordre
del punt d’inflexio.

Definici6 2.43. Una cuspide ordinaria d’una corba C' és un punt doble p en el qual C' té
una unica tangent T amb [C - T, = 3.

Definicié 2.44. Un punt singular ordinari o una singularitat ordinaria d’una corba C
és un punt de multiplicitat e > 1 en els quals C té e tangents diferents. Observem que si
e =1 en realitat son punts no singulars. Si e = 2, s’anomenen nodes.

2.7 Corba polar

En aquesta seccié introduirem el concepte de la corba polar. Aquesta corba es pot inter-
pretar com el conjunt de rectes tangents a una corba que passen per un punt fixat, que
sén punts de 'espai projectiu dual. A més, veurem que la interseccié d’una corba i la
polar ens permet localitzar les seves singularitats.

Definicié 2.45. Fizada una referéncia projectiva a P?, sigui C : F = 0 una corba plana
de grau d i sigui ¢ = [ag : a1 : az] € P? un punt. El polinomi
oF OF oF
O =ap—+a1— +ax-—
a 0 81'0 ! 8:61 2 83?2
defineiz una corba Py(C') : 0F = 0 que s’anomena la polar de C respecte a q. Si 0, F =0,
diem que la polar no esta ben definida. En qualsevol cas, direm que 0,F és una equacio
de la polar.
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Observacié 2.46. Es pot demostrar que la corba polar i el fet que estigui ben definida
no depenen de la referéncia fixada. Per tant, sempre podem suposar que ¢ = [0 : 0 : 1],
de manera que una equacié de la polar és simplement OF/0xzy = 0.

Proposicié 2.47. La corba polar Py(C) no esta ben definida si, i només si, totes les
components irreductibles de C' son rectes que passen per q. FEn particular, les corbes
polars de qualsevol corba irreductible de grau d > 1 estan ben definides.

Demostracid. Per I’Observacio podem suposar que ¢ = [0 : 0 : 1] i que, per tant,
OF/0x2 és una equaci6 de la polar. Llavors l'equacié és la identitat 0 = 0 si, i només si,
I’equacié F' de C' és un polinomi homogeni en les variables zp i 1. Com que un polinomi
homogeni en dues variables sobre C és producte de factors lineals, ja hem acabat. O

Proposicié 2.48. Sigui C una corba de P? de grau d > 1 i sigui ¢ = [ag : a1 : ag] € P?
un punt. Suposem que Py(C) esta ben definida. Aleshores, un punt p € P? pertany a
P,(C)NC si, i només si

(a) p és un punt singular de C' o bé

(b) p és un punt simple de C i la tangent a C en p passa per q.

Demostracié. El punt p pertany a Py(C) si, i només si

oF OF OF
(5m), 0 (), o+ () =
p p p
Clarament, si p és un punt singular o si és un punt de la tangent a C per ¢, 'equacio
anterior se satisfa. Reciprocament, si es compleix ’equacié anterior, aleshores o bé totes
les derivades parcials s’anul-len en p i per tant p és un punt singular o bé alguna de les

derivades parcials és no nul-la i per tant p és un punt simple. En el darrer cas, per la
Proposicié la tangent a C en p passa per q. O

Lema 2.49. Sigui C' una corba plana irreductible de grau d > 1. Aleshores, per a qualsevol
punt q € P2, P,(C) esta ben definida i el conjunt Py(C)NC és un conjunt finit.

Demostracio. La polar Py(C) esta ben definida per la Proposicié La corba C no és
una component irreductible de P, (C), ja que deg C > degP,(C). Aleshores P,(C) i C
no comparteixen cap component irreductible i, pel Teorema de Bézout P,C)NC
és un conjunt finit. O

2.8 Corba dual

La corba dual es pot entendre com el conjunt de rectes tangents a una corba donada.
Aquestes rectes corresponen a punts de 'espai projectiu dual. La dificultat rau en de-
mostrar que la corba dual és en si mateixa una corba plana en l’espai projectiu dual.
Per fer-ho, seguirem el métode descrit en el llibre Algebraic curves: an introduction to
algebraic geometry de Fulton [Ful69, ex. 6.47].

Definicié 2.50. Un ideal I de C[z,y,z]| és homogeni si esta generat per polinomis ho-
mogenis.
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Sigui X : F' = 0 una corba plana projectiva irreductible de grau d > 1. Sigui I'(F') =
Clz,y,2]/(F) isiguin Fy, F, i F, les classes d'F, = 0F/dx, F, = 0F /0y i F, = 0F/0z,
respectivament. Definim el morfisme de C-algebres a : Clu,v,w] — T'(F) a través de
lassignacié a(u) = Fy, a(v) = F, i a(w) = FL.

Sigui I = ker . Observem primer de tot que I és un ideal, ja que és el nucli d’un
morfisme de C-algebres. Com que F' és irreductible, I'(F') és una C-algebra integre (és a
dir, sense divisors del zero). Per tant, tenim un morfisme injectiu Clu,v,w]/I — I'(F),
de manera que Clu,v,w]/I és una C-algebra integre, ja que és isomorf a una subalgebra
de T'(F), que és integre. Aix0 equival a dir que I és un ideal primer.

Sigui G € I. Aleshores, G(Fy, Fy, F.) = HF'. Per tant, si p € X és un punt no singular,
G(Fy(p), Fy(p), F=(p)) = H(p)F(p) = 0, de manera que [Fy(p) : Fy(p) : Fx(p)] € V(I).
Per tant, V(1) conté els punts del dual corresponent a les rectes tangents als punts simples
d’X. En particular, V(1) # 0.

Anem a veure que V(I) no és un punt. Suposem que V(I) = {[a : b : ¢|} amb
a # 0, per exemple. Aleshores, I = (bu — av,cu — aw) i, per tant, bF, — aF, = H F' i
clFy —aF, = HyF. Per la férmula d’Euler tenim zF, + yF, + 2F, = dF. Per tant

1 1
xFy +y (a(be - HlF)> +z < (cFy — HQF)) = dF.

a
Reagrupant termes, tenim
1
; (ax +by+cz) Fy = (Hy/a+ Hy/a+ d)F.

Com que F' és irreductible, aixo implica que o bé F' divideix F, (no pot ser ja que el grau
d’F, és menor que el grau d’F’) o bé F divideix ax + by + cz, pero aixd tampoc pot ser ja
que per hipotesi deg F' = d > 1. Per tant, V(I) # {[a: b: ¢]}. Com a conseqiiencia, V(1)
tampoc pot estar format per un conjunt finit de punts, ja que és irreductible.

D’altra banda, existeix 1 # G ¢ I, ja que si no I = (1) i per tant V(I) = P2. Aixo
voldria dir que totes les rectes serien tangents a X. Sabem que aix0 no és veritat, ja que X
conté infinits punts simples amb una tnica recta tangent i un nombre finit de bitangents.
Si G descompon en factors irreductibles com G = Fj - ... - F,, llavors fent servir que [
és primer, tenim que F; € I per a algun i € {1...m}. Si hi hagués algun H € I que
no tingués F; com a factor irreductible, llavors V(1) tindria un nombre finit de punts pel
Teorema de Bézout perd acabem de veure que aixo no pot ser. Per tant, I = (F}).
Aquest Fj; el denotarem amb F™.

El polinomi F* és homogeni perque ho és F. Pel Teorema de Bézout V(I)
és "inica corba irreductible que conté totes les rectes tangents als punts simples d’X.
Aquesta corba s’anomena la corba dual d’X i es denota amb X*.

Definicié 2.51. Sigui X una corba plana projectiva i sigut p € X un punt simple. Pel
Teorema de la funcid implicita|2.19, es pot definir una aplicacio holomorfa

z:V — P?
t— [T1(t) : Ta(t) : x3(t)]

en un entorn obert V.C C, de manera que existeix un entorn obert U C P? de p tal que
UN|X|={[z1(t) : T2(t) : z3(t)] | t € V'}. Diem que T és una parametritzacié local d’X
en p.
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Teorema 2.52. Sigui X : F' = 0 una corba plana projectiva irreductible de grau d > 1.
Aleshores (X*)* = X.

Demostracié. Siguin x1, x9, x3 coordenades homogenies en P2. Sigui Z una parametritza-
ci6 local d’X en un punt simple p € X definida en un obert V' C C. Aleshores F(Z(t)) =0
per a tot t € V. Derivant aquesta expressié respecte de ¢, obtenim

> TFi(@) =0,

on F; denota la derivada parcial respecte la i-essima variable. D’altra banda, per la
férmula d’Euler,

> % Fi(T) = dF(T) = 0.

Si w; = F;(T), llavors u és una parametritzacié local d’X*. Les relacions anteriors es
poden expressar com
d =0, > T =0.
i
Si derivem la segona expressié i li restem la primera al resultat, obtenim que
Z T, = 0.
i
Siy, = Ff(u), llavors 7 és una parametritzaci6 local d’(X*)*. Igual que abans, veiem que

(2
> wy =0, Y uy =0
% 7

Per tant, sempre i quan els @, no siguin proporcionals als ; (no ho sén, com es demostra
detalladament a la pagina 153 de [Wal78]), Z; i ; seran proporcionals ja que sén solucié

de les mateixes equacions
Zziﬂg =0, Zziﬂi = 0.
i i
Aixo implica que tots els punts simples d’X sén punts de (X*)*. Com que n’hi ha

infinits, pel Teorema de Bézout X i (X*)* comparteixen una component irreductible.
Finalment, com que les dues sén corbes irreductibles, tenim que X = (X*)*. O

2.9 Les formules de Pliicker

Les féormules de Pliicker sén un conjunt d’equacions que relacionen diferents propietats de
les corbes planes. Aquestes férmules proporcionen invariants i restriccions que sén molt
utils en 'estudi de corbes planes. En aquesta seccid, enunciarem la primera formula de
Pliicker.

Definicié 2.53. Una corba de Pliicker és una corba plana projectiva C amb les segiients
propietats:

(a) C és irreductible i de grau > 2.

(b) Les singularitats de C i de C* sdn, com a molt, nodes o cispides ordinaries.
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Proposicié 2.54 (Primera férmula de Pliicker). Sigui C' una corba de Pliicker de grau
d > 2 amb § nodes i Kk cispides ordinaries. Si g € P? no pertany a C ni a cap de les
tangents a C en els seus punts singulars, aleshores el niumero de tangents a C que passen
per q, que correspon al grau de la corba dual C*, és

d* =d(d—1) — 20 — 3r. (2.4)

Cada tangent T es compta amb multiplicitat > ([C - T, — 1), on la suma és sobre tots
els punts de contacte de C amb T.

Observacié 2.55. Com que (C*)* = C, la Proposici6 aplicada a la corba dual C*
ens dona la igualtat
d=d*(d" — 1) — 26" — 3K", (2.5)

on 0* i k* sén el nombre de nodes i de cispides ordinaries de la corba dual, respectivament.
Es pot veure que hi ha una correspondeéncia entre les k* cuspides ordinaries de C* i els f
punts d’inflexié de C, i també entre els d* nodes de C* i les b bitangents de C' (i.e., rectes
T de P? que s6n tangents a dos punts diferents de C). Es a dir, tenim que

R* = f7 5* = b7
on f és el nombre de punts d’inflexi6é de C'i b és el nombre de bitangents.

Observacié 2.56. El Teorema de Bézout implica que una corba plana té un nombre
finit de punts singulars, ja que una corba i les seves derivades parcials es tallen en un
nombre finit de punts. Aplicant aquest raonament a la corba dual, veiem que hi ha un
nombre finit d’inflexions i de bitangents.

Com a aplicacié de la Proposicié [2.54] podem demostrar el segiient resultat:

Proposicié 2.57. Una corba plana no singular de grau d té génere

g= (d—1)2(d—2) (2.6)

Demostracié. Sigui C' una corba plana no singular de grau d. Fixat un punt p € P?
general, considerem la projeccié 7 : C' — P! des de p. Per la Proposici6 I’aplicacié m
com a revestiment de P! té d(d—1) punts de ramificacié diferents, tots ells de multiplicitat
2 (ho veurem en més detall en el Capitol 3). Llavors, com que el génere de P! és g(P') = 0,
per la Férmula de Hurwitz (Teorema |1.38)) tenim

29(C) — 2 = d(~2) + d(d — 1). (2.7)

Aillant g(C), trobem l'expressié ([2.6]). O

2.10 Estructura de grup de les cibiques

En aquesta seccié, dotarem d’estructura de grup al conjunt de punts d’una cubica irre-
ductible i no singular. Per fer-ho, caldra definir la suma de punts i veure que compleix les
propietats d’'una operaci6 de grup. Com que 'estructura de grup de les ciibiques no és el
punt central d’aquest treball, enunciarem dos teoremes necessaris per demostrar aquestes
propietats sense donar-ne la demostracid, que es pot trobar en el capitol 11T 9 de [Bix06).
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Definicié 2.58. Sigui C una cibica irreductible i no singular, i siguin P,Q € C dos
punts no necessariament diferents. Definim la recta PQ de la segiient manera:

e Si P#Q, PQ és la dnica recta que passa per P i per Q.
e Si P=Q, llavors la recta PQ és la recta tangent a C en P.

Definicié 2.59. Sigui C' una cibica irreductible i no singular, i siguin P,Q € C. La
tercera interseccié de la recta PQ amb C és el punt R € C tal que la recta PQ interseca
C en P,Q i R amb la multiplicitat corresponent. Denotem amb P*(Q) la tercera interseccio
de PQ amb C.

Observaci6 2.60. Pel Teorema de Bézout aquest punt existeix i és tnic.
Teorema 2.61. [Biz06, Teorema 9.2] Sigui C una cubica irreductible i no singular i

siguin P,Q, R € C tres punts de C, no necessariament diferents. Aleshores:

(a) R = P xQ si, i només si, existeix una recta | que interseca C' en P,Q i R amb la
multiplicitat corresponent.

(b) SiR=P=xQ, llavors Q=P*xRiR=P=xQ.

Definicié 2.62. Sigui C' una cibica irreductible i no singular i sigui O € C un punt
d’inflexié. Siguin P i Q dos punts de C (no necessariament diferents). Aleshores, si
S =PxQ, es defineix la sumade Pi@Q com P+Q =0xS.

La Figura[d mostra com fer graficament la suma de punts d’una ctibica. En particular,
la Figura [{a] mostra el cas en el qual P i @) sén punts diferents, la Figura [Ab] mostra el
cas en el qual sumem un punt P amb ell mateix i la Figura [4c| mostra el cas en el qual
sumem un punt P qualsevol amb O. En el darrer cas, el resultat és el propi punt P.

P P

PxQ~—""0 \ P« P "0 \ 0

Figura 4: Suma de punts en una cubica.

Proposicié 2.63. [Biz06, Teorema 9.6] Sigui C una cubica irreductible i no singular.
Siguin E,F,G i H punts de C' (no necessariament diferents). Siguin W = E x F i
X =G x H, respectivament, i siguin Y = Ex G i Z = F x H, respectivament. Aleshores,
WX iY % Z son el mateix punt (cf. Figura @

Teorema 2.64. Els punts de C' formen un grup abelia amb la suma de la Definicid[2.63

Demostracid. Anem a veure que es compleixen les propietats d’una operacié de grup:
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Figura 5: Representaci6 grafica del Teorema

Commutativa. Clarament, P4+Q = Q+ P, ja que les rectes PQ) i QP son la mateixa.

Element neutre. L’element neutre per la suma és O. FEfectivament, si P € C' i

S = O x P, llavors OS = OP i, per tant, P = O % S, de manera que P+ O = P
(Figura [4d]).

Element invers. Sigui P € C' un punt i sigui V"= P % O. Aleshores, S = PxV = O.
Llavors, P+ V =0 %S = O % O. Aquest punt és O, ja que O és un punt d’inflexié
de C' i, si T és la recta tangent a C en O, [C - T]po = 3. Per tant, P+ V = O de
manera que —P = V.

Associativa. Siguin P,Q,R € C tres punts. Volem veure que (P + Q) + R =
P+ (Q+R). Sigii S=Px*Q. Tenimque P+Q =0x%S. SiT = (P+Q)*R,
llavors (P + Q) + R = O« T. Analogament, si U = @Q x R, llavors Q + R = O % U.
SiV=Px(Q+ R), llavors P+ (Q+ R) =0 V.

Per demostrar que (P + Q)+ R =P + (Q + R), hem de veure que O« T = O x V.
Aixo equival a veure que T = V, és a dir, que (P + Q) * R = P *x (Q + R).
Podem aplicar la Proposicio6 [2.63| prenent com a punts £, F,G i H els punts @, S,U
i O, respectivament. Per una banda, tenim P = QS i Q + R = U % O, que
corresponen als punts W i X de la Proposicié. Per laltra, tenim R = Q x U i
P+ @Q = S %0, que corresponen als punts Y i Z de la Proposicié. Per tant, tenim
que P (Q+ R) = (P + Q) * R, com voliem veure.

O
Lema 2.65. Siguin P,Q,Rc C. Si P+ Q+ R = O, llavors P,Q, R estan alineats.
Demostracio. Efectivament,
P+Q+R=0 < (P+Q)*R)x0=0
(P+ Q)*R=0
— (P*xQ)*x0)xR=0
< (Px Q) x*xO=Rx0O
<— PxQ =R
O
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3 Determinacié de corbes planes a partir dels punts discri-
minants

En aquest darrer capitol, ens centrarem en ’article Recovery of Plane Curves from Branch
Points |Ago+23|. Comengarem descrivint el problema que es planteja i trobarem el
nombre de solucions que té en els casos de corbes planes projectives de grau d < 4.

3.1 Descripcié del problema

Es considera I'aplicacié 7 : P? --» P! definida per 7[x : y : z] = [z : y]. Geometricament,
aixO correspon a una projeccié des del punt p = [0: 0 : 1]. L’aplicacié 7 es restringeix a
una corba plana projectiva no singular reduida X : A = 0 de grau d, on

A(z,y,z) = Z airatyl 2F. (3.1)
i+jtk=d

Observacié 3.1. Podem suposar que p ¢ X. A més, per 'Observaci6 podem
suposar que si T’ és una recta tangent a X que passa per p, llavors T és tangent a X en
un unic punt ¢ i [C'- T, = 2.

Definicié 3.2. Una projeccié m: X — P! des de p que compleiz les condicions anteriors
s’anomena una projeccié simple.

Lema 3.3. Amb la notacid anterior, w és una aplicacié holomorfa. L’aplicacio w és
ramificada en q € X si, i només si, (0A/0z)(q) = 0.

Demostracié. Sigui ¢ = [z : yo : z0] € X. Com que p =1[0:0: 1] ¢ X, necessariament
xg # 0 0 yo # 0. Suposem, per exemple, que xyp # 0. En particular, podem suposar
que g = 1. En un entorn de g, X és homeomorfa a la corba plana afi X : f = 0, on
fly,2z) = A(1,y, 2), a través de l'aplicacié [z : y : z| — (y/z, z/x).

Si (0A/0z)(q) # 0, llavors (0f/0z)(yo, z0) # 0. Aleshores, pel Teorema de la funcié
implicita [2.19] existeix un entorn V de gy tal que existeix una tnica funcié holomorfa
g :V — C que compleix g(yo) = 20 1 f(y,9(y)) = 0 Yy € V. Per tant, la projeccié en
la primera variable és una carta local d’Xy en un entorn de (yo,29). Conseglientment,
Paplicacié definida per ¢1([z : y : 2]) = y/z dona una carta local d’X en un entorn de
q. D’altra banda, Paplicacié definida per ¢2([z : y]) = y/x dona una carta de P! en un
entorn de 7(q). En aquestes cartes, 1’aplicacié 7 es pot expressar com w = t, on t és la
coordenada local en X en un entorn de ¢ i w és la coordenada local en P! en un entorn
de 7(g). Pel Lema mult, () = 1. Es a dir, ¢ no és un punt de ramificacio.

Ara suposem que (0A/0z)(q) = 0 i, per tant, (0f/0z)(yo, 20) = 0. Com que X és no
singular, (0f/0y)(yo,z20) = (0A/0y)(1,y0,20) # 0. Pel Teorema de la funcié implicita
2.19] existeix un entorn V' de zg tal que existeix una tnica funcié holomorfa g : V. — C
que compleix g(z9) = yo 1 f(g(z),2) = 0 Vz € V. Per tant, la projecci6 en la segona
variable és una carta local d’X( en un entorn de (yo,29). Consegiientment, I’aplicacié
definida per ¢1([x : y : z]) = z/x dona una carta d’X en un entorn de ¢ i ¢1(g) = zo.
Igual que en el cas anterior, 'aplicacié definida per ¢o([z : y]) = y/x dona una carta de
P! en un entorn de 7(g). En aquestes cartes, ’aplicacié 7 es pot expressar com w = g(t),
on t és la coordenada local en X en un entorn de ¢ i w és la coordenada local en P! en
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un entorn de 7(g). Observem que f(g(2),z) és idénticament zero en un entorn de zj.
Derivant respecte de z, tenim que en un entorn de zg

0= DD _ (T (.20 + (L) w0,

Per hipotesi, el segon terme de la suma és igual a zero en zy. A més, sabem que
(0f/0y)(9(20),20) = (0f/0y)(yo,20) # 0. Per tant, ¢’(z0) = 0. Aleshores, pel Lema
[1.21] 7 és ramificada en gq. O

Definicié 3.4. Sigui A una forma ternaria de grau d. El discriminant d’A respecte de z
és la resultant d’A i 0A/0z

discr,(X) = R,(A,0A/0z).

El discriminant discr,(X) és un polinomi homogeni de grau d(d — 1) en les variables = i
y. Sigui X : A = 0 una corba plana projectiva. FEl discriminant d’X respecte de z és el
discriminant d’A respecte de z i esta definit llevat de producte per una constant no nul-la.

Observacié 3.5. Recordem que 0A/0z és I'equacié de la polar de X : A = 0 respecte de
p=[0:0:1]. El discriminant s’anul-la en [z : yo] € P! si, i només si, existeix zp € C tal
que [zg : Yo : 20| és un zero d’A i de OA/0z. En aquest cas, recordant la caracteritzacié
dels punts de tall d'una corba i la polar de la Proposici6 [2.48], tenim que la recta tangent
a X en [zo : yo : 20] passa per p = [0: 0 : 1], ja que X és no singular. Per tant, donat
[zo : yo] € P, les condicions segiients sén equivalents:

(a) [zo,y0] € P! és un punt discriminant de T,
(b) Jzp € C tal que [z : Yo : 20] és un punt de ramificacié de ,

(¢) 3Jzp € C tal que la recta que passa per [z : yo : z0] i per p=[0:0: 1] és tangent a
X

)

(d) (discz(X))(zo, yo) = 0.

Per la primera férmula de Pliicker (Proposicié [2.54) i tenint en compte 1’Observacié
el nombre de punts de ramificaci6 de 7 és d(d —1). Com que totes les rectes tangents

a X que passen per p sén tangents a X en un dnic punt, el nombre de punts discriminants
de 7 també és d(d — 1).

Pel Teorema de Bézout [2.35] el nombre d’antiimatges d’un punt no discriminant és d,
ja que una corba plana projectiva de grau d i una recta es tallen en d punts, comptats
amb multiplicitat. Per tant, hem demostrat el segiient resultat:

Proposicié 3.6. L’aplicacié © és un revestiment ramificat de grau d de P' que té d(d—1)
punts discriminants, tots ells diferents.

El proposit de l'article Recovery of Plane Curves from Branch Points és recuperar
una corba X a partir dels punts discriminants d’una projeccié simple 7 : X — P!, De
totes maneres, per I’Observacio donar els d(d — 1) punts discriminants de 'aplicaci6
7 equival a donar una forma binaria de grau d(d — 1) (i.e., el discriminant d’X respecte
de z). Per tant, aquest problema es pot enunciar de la segiient manera:
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Figura 6: L’aplicacié 7 envia els punts a;, b; i ¢; de la ctibica X als punts ¢; de P!. En
aquest exemple, els punts ¢q; i g3 només tenen dues antiimatges i, per tant, sén punts
discriminants. Com que les rectes de projeccié son tangents a X en a; i b3, aquests dos
punts sén punts de ramificacio.

Problema 3.7. Donada una forma binaria
B(z,y) = Z Bija'y’
i+j=d(d—1)
de grau d(d—1) que té d(d—1) zeros diferents sobre P!, volem trobar totes les corbes planes

projectives no singulars reduides X:A=0de grau d tals que p ¢ X i discr, (X ) =B
(llevat de producte per una constant no nul-la).

Volem que la corba sigui no reduida ja que, si no, el seu discriminant respecte de z
seria identicament zero.

Teorema 3.8. Sigui A és una forma ternaria de grau d. Llavors, discr,(A) = 0 si, i
només si, A és no reduida.

[©N
0

Demostracié. Recordem que discr,(A) = R,(A,0A/0z). Aleshores, discr,(A)(u,v)
identicament zero si, i només si, per a tot u,v € C existeix w € C tal que A(u,v,w) =
(0A/0z)(u,v,w) = 0.

Si A té un factor irreductible de multiplicitat > 2, el polinomi en una variable fl(z) =
A(u, v, z) també en té un. Es a dir, A(z) = F(2)G(2)? per a certs F,G € C[z], on G és
un polinomi irreductible. Per tant,

(%:) (u,v,2) = A'(2) = F'(2)G(2)? + 2F (2)G(2)G'(2) = (F'(2) + 2F (2)G'(2))G(z).

Aleshores, per a qualsevol w € C que sigui arrel de G, A(u,v,w) = (0A/0z)(u,v, z) = 0.
Per tant, discr,(A)(u,v) = 0 per a tot u,v € C.

Reciprocament, si discr,(A) = 0, llavors per a tot u,v € C existeix w € C tal que
A(u,v,w) = (0A/9z)(u,v,w) = 0. Aix0 implica que hi ha infinits punts de la corba V(A)
tals que la tangent a aquests punts passa pel punt p = [0: 0 : 1]. Si la corba és reduida,
aixo no pot ser. O
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Observacié 3.9. La Proposicié 2.4 de Recovery of Plane Curves from Branch Points
[Ago+23| diu que les corbes que sén singulars en p = [0: 0 : 1] també tenen discriminant
idénticament zero, perod aixo no és cert. Per exemple, la forma A(x,y,2) = vyz? + 232z +y*
és singular en p i té discriminant discr,(A) = —27y + 422y5, que no és identicament zero.
d+2

Les corbes planes projectives de grau d es poden interpretar com a punts de p(“37)-1
ja que s6n polinomis formats per la suma de (d;Z) — 1 termes de grau d, definits llevat de
producte per una constant no nul-la. De manera semblant, els polinomis discriminants es
poden interpretar com a punts de PX4—1) Per tant, el procés de passar d’una corba als
seus punts discriminants defineix una aplicacid

p(“3%)-1 __, pd(d-1)

(3.2)
X — discr,(X),

on la fletxa discontinua significa que és una aplicacié anomenada racional, definida en un
obert de Zariski de ’espai projectiu (és a dir, en el complementari d’un conjunt algebraic).
El discriminant de la corba X : A = 0 respecte de z, disc,(X) € Clz,y|, és homogeni de
grau 2d—1 en els coeficients d’A. Com que esta definit llevat de producte per una constant
no nul-la, podem dividir-lo per agog, que és diferent de zero ja que p ¢ X. D’aquesta
manera, el grau passa a ser 2d — 2. Per tant, el Problema [3.7] consisteix a resoldre un
sistema de d(d — 1) + 1 equacions polinomiques de grau 2d — 2 en (d;2) incognites (els
coeficients d’A).

No existeix una dnica solucié al Problema ja que discr, (X)) és invariant sota ’accié
del subgrup G de PGL(3) donat per

gz goxr, Y+ goy, 2+ g1x+goy+gsz amb g; € Cigg,g3 #0. (3.3)

Efectivament, sigui X : A(z,y, z) = 0 una corba plana projectiva isigui g(X) : gA(z,y,2) =
A(gox, goy, g1 + g2y + g3z) = 0 la corba que s’obté després d’aplicar g als punts d’X. Un
punt [a,b] € P! és un punt discriminant de I’aplicacié 7 : X — P! si, i només si, existeix
c € C tal que (0A/0z)(a,b,c) = 0. Ara bé, com que

d(gA .. O0A _. 0(g1a + g2b + g3¢
<agz) (0‘7 bv C) = % (906% gOb7 gia + ng + ggC) (gl égj 95 )

0A

= g(l)ii (CL, ba &a + @b + g35> g3,
0z g 9o 90
triant ¢ = (goc — g1a — g2b) /g3, queda
0(gA N 0A
(az ) (a7 b, C) = ggg3a ((L, b, C)

de manera que si [a,b] € P! és un punt discriminant de 7 : X — P!, llavors també ho és
de 7 : g(X) — P!. Analogament, es pot veure la implicaci6 inversa, de manera que els
punts discriminants de les dues corbes sén els mateixos.

Es pot demostrar que la fibra sobre B de I'aplicacié definida en 'Equacié (3.2)) és uni6
finita de G-orbites. Aix0 no ho demostrarem, perd ho veurem en els casos d = 2,31 4. La
demostracié en el cas general es pot trobar a la tesi d’Ongaro [Ongl4, Corol-lari 5.2.1.].

Definicié 3.10. El nombre de G-orbites amb el mateix conjunt de d(d — 1) punts discri-
minants s’anomena el nimero de Hurwitz de grau d en el pla ¢ es denota amb hy.
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Per tant, podem reformular el Problema [3.7] de la segiient manera:

Problema 3.11. Donada una forma binaria B de grau d(d — 1) amb d(d — 1) zeros
diferents sobre P!, volem trobar un representant A de cadascuna de les hq G-orbites de la
fibra sobre B de 'aplicacié definida en I'Equacio , tal que X : A =0 és una corba
plana projectiva no singular reduida i p=[0:0:1] ¢ X.

Observacié 3.12. Si una corba X té un punt singular ¢, la corba polar P,(X) passa
per aquest punt i la multiplicitat d’interseccié de la corba i la polar en ¢ és més gran
o igual que el producte de les multiplicitats d’X i de Pp(X) en ¢. En particular, el
discriminant discr,(X) tindra una arrel multiple, pero aixo contradiu que el discriminant
tingui d(d — 1) arrels diferents. A més, el fet que una corba plana sigui no singular
implica automaticament que és irreductible. Si no fos aixi, donades dues components
irreductibles de la seva equacié, la corba seria singular en els punts d’interseccié d’aquestes
components. En definitiva, tota corba que compleixi les condicions del Problema [3.11]sera
necessariament no singular i irreductible.

Exemple 3.13 (Cas d = 2). Donat
B(x,y) = Bax® + Bozy” + Brizy
volem trobar una corba plana X : A =0, on
Az, y, 2) = ag007” + @20y + o022’ + 1107y + 010122 + (011Y2
tal que [0:0:1] ¢ X i discr,(X) = B com a punts de P2. Primer de tot, tenim
discr,(X) = R,(A,0,A)

2 2
Qo20101T + Qp11Y  Q200T” + Qp20Y” + Q110TY
= 20002 a101% + 11y 0
0 20002 Q101Z + Qo022

= apoz[(4aoozaao — afg;)2? + (dagozcozo — gy )y”
+ (4apo20110 — 201010011) Y]

Com que [0:0: 1] ¢ X, tenim que agp2 # 0 i, com que el discriminant esta definit llevat
de producte per una constant no nul-la, el podem dividir per agg2. Per tant, per trobar
B hem d’imposar les seglients condicions

davgo2r200 — 0fg; = P20

402020 — g1y = oz (3.4)

dago2a110 — 2101011 = Bi1-

Ara bé, triant adequadament un element de la G-orbita d’X, podem simplificar signifi-
cativament la resolucié d’aquest sistema. Considerem un automorfisme g € G i la corba
g9(X):gA=0,on

(9A)(z,y,2) = A(gox, goy, 1o + gay + g3z) = Y dijpa’y’ 2",
1+j+k=2

Podem suposar, sense perdua de generalitat, que gg = 1. Per tant, quan apliquem ’auto-
morfisme g, els termes d’A amb z com a factor es transformen de la segiient manera:

10122 — a101(g12% + gowy + g312)
ao11y2 — ao11(g12y + gay® + g3yz)
ago22” — a0z (9727 + g3y° + 952° + 201922y + 2919377 + 29293Y2) -
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Aleshores, triant g3 tal que 01002932) = 1, tenim que aqggz = 1. Triant go tal que aoogg% +
ap1192 + agoo = 0, tenim que apog = 0. Finalment, triant g; tal que 2ag291 + 191 = 0,
tenim que @191 = 0. Per tant, per a la corba g(X), el sistema (3.4) passa a ser

4cva00 = B20
_5‘(2)11 = oz
4ai10 = Pr1-

Aquest sistema té una tnica solucié, que defineix precisament una G-orbita a P5. Aixo
demostra que hy = 1. Aquesta G-orbita té com a representant

1 1
(9A)(z,y,2) = 1520932 + 22 + Zﬁuxy + v/ —Bo2yz.

Mitjancant un altre automorfisme de G, podem canviar z per y/— g2z per tal d’eliminar
I’arrel quadrada del coeficient del terme yz. Si fem aix0, obtenim un altre representant:

121(33, Yy, z) = iﬁ2o$2 — Bo2z® + %xy — Bo2yz-

En les properes seccions, farem el mateix que en I'Exemple perd considerant
corbes de grau superior. Per a d > 2, pero, aixo resulta més delicat. Per una banda,
veurem que, si d > 2, llavors by > 1. Es a dir, hi haura més d’una G-orbita de corbes amb
uns determinats punts discriminants. D’altra banda, fent un recompte de parametres,
trobem que la clausura de ’aplicacié definida en I’Equacio és una varietat V; de
dimensio (d;ﬂ) — 4 en un espai projectiu de dimensié d(d — 1). Per a d = 2,3, les dues
dimensions coincideixen, de manera que per a qualsevol forma binaria B de grau d(d — 1)
sera possible obtenir una corba plana X de grau d tal que discr,(X) = B. En canvi, si
d > 4, llavors d(d — 1) > (d;ﬂ) — 4 i, per tant, la restricci6 B € V,; deixa de ser trivial.
En altres paraules, per a d > 4, pot haver-hi formes binaries B de grau d(d — 1) que no
siguin el discriminant de cap corba plana projectiva de grau d.

3.2 Forma normal

Per tal de simplificar el Problema|3.11|establirem una forma normal respecte a la G-acci6.
d+2
Per fer-ho, identifiquem les corbes planes projectives de grau d amb punts de p(*:7)-1

prenent com a coordenades homogenies els coeficients ;. Considerem el subespai Lg
d+2)
de P("3°)1 donat per

Lq=V(xi0d—1,%d—110, %00d — C01 d—1)5 (3.5)
, . . (437)-1
és a dir, el conjunt de punts de P\ 2 tals que

a10d-1 =10
ag-110 =10

apod — o1 d—1 = 0.

Definicié 3.14. Si una forma ternaria A de grau d pertany a Lg, direm que esta en la
forma normal.
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Teorema 3.15. Sigui A una forma ternaria de grau d > 3 tal que

d

(k+ 1 e

00d <Z O/foaqagof 104dk10k+1) # 0. (3.6)
k=

Aleshores la G-orbita d’A interseca Ly en un tunic punt.

Demostracid. Considerem un automorfisme g € G i el polinomi gA:

(gA)(x,y, ) A(g()m 90Y, 917 + g2y +g3z Z azgkx y Z
i+j+k=d

Sense perdua de generalitat, fixem go = 1. Observem que el terme Gyg 412291 de gA
prové dels termes agogz® i aqgg—122%"1 d’A. Després de substituir z per g1T + goy + g3 2,
aquests termes es transformen en

a00d(91$+92y+g32’)d+a10 d71$(91$+92y+g32’)d71 = (dogoagr + a0 dfl)g;é‘f loz® 4L

~~

G110 d—1
de manera que si imposem &194—1 = 0 obtenim

Q10 d—1
d - agog

g1 = —

En general, els monomis zy zd*i*j d’ A es transformen en 'yl (g1 4 goy +g32)4 7 i,
per tant, contribueixen als monomis ¥ ¢4 24"~ de gA amb i’ > i1 j' > j. En particular,
el terme %1y de gA prové de la segiient suma de termes d’A:

d—1

id—i i _d—i—1

E Q0 d—i% 2+ § Qi1 d—i—1T Y2 .
‘ i=0

Després de substituir z per g1z + g2y + g3z, aquesta suma es transforma en

d—1 d—1
(Z aioa—i(d —1i)g{ " g2 + Z Qi1 dilgii_z_1> 2y +
=0

1=0

Gd—110
Substituint g; pel valor que hem fixat abans i imposant &4_119 = 0 trobem que

k d—k—1
Zk =0 dk alOd 1%d—k—11k%q

g2 = 10
-1 () (=1)* d—k—1
k:O dF Q79 g1 ¥d—k—10 k+1%0q

Observem que el denominador és el segon factor de I'Equacié . A continuacio, cal
igualar els coeficients de yz¢~! i de 2% de gA. El primer prové dels termes agoqz? i
ao1 d—1yz41 d’A. Després de substituir z per g1z + ¢y + g32, aquests termes es trans-
formen en

(degoage + o1 d-1) 95 Lyt 4L

Q01 d—1

El segon prové només del terme agoqz?, que es transforma en

d d
apodg3 Z ...
———

G&00d
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Igualant els dos coeficients, obtenim

_ agoadg2 + a1 -1
Qood

Aix0 demostra que hi ha un tnic punt en la G-orbita d’A que pertany a Lg. O

Observacié 3.16. Gracies a aquest resultat, podem suposar que el representant A que
busquem en el Problema pertany a Lg.

3.3 Solucié per a les cuibiques

Sigui B una forma binaria de grau 6 amb sis zeros diferents sobre P'. Volem trobar una
forma ternaria de grau d = 3 reduida en la forma normal

Az, y,2) = 3007 + 1207y + a2012%2 + a1117yz + aoz0y” + aony’z +yzt + 23

tal que discr,(A) = B com a punts de P6 i p = [0 : 0 : 1] no pertany a la corba definida
per A. Podem suposar que agi2 = agoz = 1. El discriminant d’A respecte de z és:

discr, (A) = (4adg; + 27a%00)2° + (120111030, — 18a01a300)2°y

+ (1207, 001 — a3g; + 120021050, — 18a110300 + 5enz0ais00) 2y
+ (dadyy — 201110201 + 240021 1110201 — 181200201 4300 — 18921 300 + 5davozo o0 ) 72y
+ (—a?y; + 120091031, — 181110190 + 270390 — 200021 01 + 120897 201 — 18aiz0k001 )2y
+ (—2a0210111 + 1208y 0111 — 18aiggoantt + 4z — 18210120 + 5dagsocize)y’
+ (—adyy + 40y, + 430 — 18apa1 30 + 27a250)1°.
Imposem que els coeficients de discr,(A) siguin proporcionals als de B. Aixo equival a
exigir que

rang <40¢§01 +27ady ... —0fy + ot 27@330) <1. (3.7)
Beo . Bos -

Com que només estem considerant corbes reduides, imposem la condicié addicional
daig; + 27030 # 0. (3.8)

per evitar les solucions amb discr,(A) idénticament zero. Per tant, resoldre el Problema
implica trobar els coeficients «;j que verifiquen les Equacions (3.7) i (3.8]).

Proposicié 3.17. Sigui C' una corba plana projectiva no singular de grau 3 i sigui O un
punt d’inflexié de C. Tot revestiment ramificat f : C — P! de grau 3 es pot representar
com una translacié en C sequida d’una projeccié des d’un punt de P? [Ongl4, Proposicié

5.2.9].

Demostracid. Considerem el segiient morfisme entre superficies de Riemann

P! - C
t|—>at+bt+ct

on ag, by 1 ¢ s6n els elements de la fibra d’f sobre £ i 7 + 7 és la suma de 'estructura
de grup de les cibiques. Aquesta aplicacié és holomorfa. Per tant, per la Férmula de
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Hurwitz (Teorema [1.38)), el génere de C hauria de ser menor que el génere de P!, que és
0. Com que aix0 no pot ser, I’aplicacié ha de ser constant. Es a dir, la suma a; + b; + ¢
no depen de la fibra.

Sigui ay,, by, cr, la fibra d’f sobre tg € P! qualsevol. Suposem que a, + by, + ¢ty =
—@Qo i triem un punt Py € C tal que 3FP) = Qo- Aquest punt existeix ja que qualsevol
morfisme entre superficies de Riemann compactes o bé és constant o bé és exhaustiu.
L’automorfisme de C' definit per P — 3P no és constant. En particular, 3P = O si, i
només si, P és un punt d’inflexié i, per 'Observacié [2.56, sabem que n’hi ha un nombre
finit. Aleshores, ha de ser exhaustiu i, per tant, tot punt de C' és divisible per 3.

Clarament, (as, + Po) + (b, + Po) + (¢, + Po) = O. Pel Lema aix0 implica que
at, + Po, by, + Po i ¢ty + Py estan alineats. Ara bé, com que la suma no depen de la fibra,
fent una translacié per Py aconseguim que els punts de qualsevol fibra estiguin alineats.

Observem que podem veure f com una funcié meromorfa F' : C — C,. Efectivament,
si f(z) = [a(z) : b(2)], podem definir la funcié meromorfa F'(z) = a(z)/b(z), i viceversa.
Siguin I; il les rectes que passen per les fibres d’F' sobre el zero i I'infinit, respectivament,
després de fer una translacié per Py. Sigui R = I3 Nly. Aleshores, la funcié meromorfa
C — C corresponent a traslladar per Py i projectar des d’R té els mateixos zeros i pols
que F. Per tant, llevat de producte per una constant no nul-la, sén la mateixa funcié. [J

Corol-lari 3.18. Hi ha b3 = 40 solucions diferents o € C® que verifiquen les Equacions

ED i ED.

Demostracid. Efectivament, per la Proposicié [3.17] el nimero de Hurwitz en el pla coin-
cideix amb el nombre de classes d’isomorfisme de revestiments ramificats de grau 3 amb
els punts discriminants fixats. Pel Teorema d’existencia de Riemann [1.53] aquest nombre
correspon a la quantitat de classes de conjugacié de 6-tuples 7 = (71, 72,73, T4, 75, 76) de
permutacions d’S3 tals que el subgrup d’Ss generat per les 7; és transitiuir-... -7 = 1.
A més, com que per hipotesi les projeccions que considerem sén simples (i.e. la fibra de
cada punt discriminant té un dinic punt de ramificacié de multiplicitat 2), les permutaci-
ons 7; son transposicions. Com que hi ha tres transposicions en S3 i com que, fixades les
cinc primeres, I'dltima queda determinada per la condicié 7 - ...- 76 = 1, hi ha 3° = 243
maneres de triar les 7;. De totes maneres, si les sis transposicions fossin iguals, llavors el
subgrup generat no seria transitiu. Per tant, tres d’aquestes opcions no estan permeses.
Finalment, tenint en compte que |S3| = 3!= 6, el nombre de classes de conjugacié de
6-tuples és h3 = 240/6 = 40. O

3.4 Soluci6 per a les quartiques

Sigui B una forma binaria de grau 12 amb dotze zeros diferents sobre P!. Volem trobar
una forma ternaria A de grau d = 4 en la forma normal tal que discr,(A) = B com a
punts de P2 i tal que p = [0 : 0 : 1] no pertany a la corba definida per A. Si A esta en
la forma normal, aj93 = @319 = 0. També podem suposar que agos = o135 = 1, ja que

p ¢ X. Observem que A té tretze termes: 2%, y2® i onze més de la forma, aijkxiyjzk.

Reagrupant termes, podem expressar A com
A= 2" 4 Ag(,y)2% + As(z,y)z + Au(,y), (3.9)

on A;(z,y) sén formes binaries de grau ¢, cadascuna de les quals té i + 1 coeficients, que
sén els que volem determinar. Per fer-ho, cal imposar que els coeficients del discriminant
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d’A respecte de z siguin proporcionals als coeficients de la forma binaria B. Aixo dona
lloc a un sistema de 12 equacions polinomiques de grau 5 en les 11 incognites o

Teorema 3.19. Sigui B = Ziﬂ.:u Bijxiyj el discriminant respecte de z d’una quartica
ternaria A. Aleshores el nombre de G-orbites de la fibra sobre B de l'aplicacid definida

en I’Equacid (3.2)) és hy = 120.

Demostracido. Només donarem una idea de la demostracié. La hipotesi que B és el dis-
criminant respecte de z d’una quartica ternaria A ens assegura que B es troba sobre
la hipersuperficie V; de grau 3762 de P'? definida per Vakil en Twelve points on the
projective line, branched covers, and rational elliptic fibrations [Vak01]. Aquesta és una
condicié necessaria i suficient per tal que el problema plantejat tingui solucié. Llevat de
G-accid, les tripletes (Ag, A, A4) estan parametritzades per l'espai projectiu amb pesos
P(23,3% 4%) de dimensi6 11. Cal tenir en compte que un espai projectiu amb pesos és
un espai projectiu en el qual se li assigna a cada variable un grau ponderat. La notacid
que fem servir indica que les tres primeres variables les agafem amb pes dos, les quatre
seglients amb pes tres i les darreres cinc amb pes quatre. Definim una aplicacié racional

v:P(23,3% 4%) --» P(3°,27)
(Ag, Az, Ay) — (U, Us)
on Uy = —4Ay — 1/3A3 1 Uy = A% — 8/3A3A4 + 2/27A3. Observem que U; sén formes
binaries de grau 2¢. Composem 'aplicacié v amb ’aplicacié p definida a continuacio:
p:P(3°,27) - P12
(Us, Us) — AU + 27U3.
Es pot comprovar que la composicié p o v dona el discriminant discr,(A) de la forma

de 'Equacié (3.9). Per tant, llevat de G-accié, tenim que m = p o v, on 7 és 'aplicacié
definida en I’Equacié (3.2]).

Vakil demostra que Paplicacié v és dominant (és a dir, la seva imatge és densa) i que el
seu grau és 120. Per tant, la imatge de p és la hipersuperficie V4. Vakil també demostra
que u és una aplicacié biracional sobre la seva imatge V4. Aixo implica que el grau de 7
és 120, com voliem demostrar. O

3.5 Combinatoria de Hurwitz

Definicié 3.20. El nimero de Hurwitz classic de grau d que denotem amb Hy és el
nombre de classes d’automorfisme de revestiments ramificats C — P! de grau d amb
d(d — 1) punts discriminants simples fizats, on C' és una corba de génere (dgl).

Observacié 3.21. Es conegut que, sobre C, la categoria de corbes projectives i no singu-
lars és equivalent a la categoria de superficies de Riemann compactes. Per tant, el nimero
de Hurwitz classic és el nombre de classes d’isomorfisme que venen donades pel Teorema
d’existéncia de Riemann A continuacié, particularitzem aquest Teorema per al cas
de ramificacié simple.

Lema 3.22. El numero de Hurwitz classic Hy és 1/d! vegades el nombre de tuples de
transposicions T = (11, ..., Td(d,l)) del grup simetric Sq que compleixen

71 - 'Td(d—l) =1

tals que el subgrup d’Sy generat per les T; és transitiu.
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Proposicié 3.23. El numero de Hurwitz en el pla és menor o igual al numero de Hurwitz
classic. Fs a dir, hy < Hy.

Demostracié. Com que p un punt fix i la recta sobre la qual projectem és una recta de
punts fixos, tot automorfisme de C que preservi els punts discriminants és una homologia
general. En particular, si p = [0: 0 : 1] i la recta sobre la qual projectem és z = 0, aquesta
homologia correspon a fer

[:y:z]—[x:y: Azl

Per tant, una corba C' : F(z,y,z) = 0 és fixa si F(x,y,A\z) = uF(x,y,z). Aleshores, ne-
cessariament A = 1. En definitiva, I'inic automorfisme que fixa el punt de projeccié i els
punts discriminants és la identitat. Com a conseqiiéncia, el nombre de classes d’automor-
fisme de revestiments ramificats C — P! on C és una corba plana projectiva coincideix
amb el nombre de G-orbites amb d(d — 1) punts discriminants fixats. O

Corol-lari 3.24. En el cas d = 3, tenim b3 = Hy = 40. En el cas d = 4, hy = 120 <
H, = 7528620.

Demostracio. El cas d = 3 és conseqiiencia de la Proposicio i el Corol-lari En el
cas d = 4, veiem que hy = 120 pel Teorema [3.19] D’altra banda, el valor Hy = 7528 620
prové d’un calcul combinatori. Primer de tot, hem determinat computacionalment que
hi ha N = 181401600 tuples (7i,...,712) de transposicions d’Sy; que verifiquen que
71...712 = 1 fent servir el programa de I’Apéndix [A] Hem de restar els casos en els
quals el subgrup d’Sy generat per les 7; no és transitiu. Identifiquem tres casos diferents
en els quals passa aixo:

(a) Només hi ha una transposicié. Es a dir, 7; = 7; per a tot 4,5 € {1,...,12}. De
les N tuples que hem identificat, n’hi ha 6 d’aquesta forma, corresponents a les sis
transposicions d’Sj.

(b) Hi ha exactament dues transposicions disjuntes. Per exemple, si 7, 7; € {(12), (34)}
per a tot ¢,7 € {1,...,12}. Hi ha tres possibles parelles de transposicions disjuntes
d’entre les sis transposicions d’Sy. Per a cadascuna d’aquestes parelles, hi ha 21
tuples de les N que hem identificat que estan formades només per aquestes dues
transposicions (no sén 2'2 perque la darrera transposicié queda determinada per la
condicié que el producte ha de ser la identitat). A aquest nombre li hem de restar
2, que correspon als dos casos de dotze transposicions iguals que ja hem comptat.
En total, doncs, tenim 3 - (2'! — 2) tuples d’aquest tipus.

(c) Les transposicions no involucren exactament un dels quatre elements. Per exemple,
si i, 75 € {(12),(13),(23)} per a tot 4,5 € {1,...,12}. Hi ha 3!! tuples formades
per aquestes transposicions. Hem de restar les tres que corresponen a dotze trans-
posicions iguals, que ja hem tingut en compte. Com que en total hi ha quatre grups
de tres transposicions com aquest, en total hi ha 4 - (3! — 3) tuples d’aquest tipus.

Per trobar el nombre de classes de conjugacié de les tuples, hem de dividir per 4!. Per
tant, el recompte final és:

N—-6-3-(2"1 —-2)—4. (3! -3)
Hy = i

= 7528620.
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Per acabar, fem notar que, a partir de grau quatre, la construccié topologica del
Teorema d’existéncia de Riemann [1.53| dona més possibilitats de les que podem realitzar
algebraicament com a projeccié d’una corba plana projectiva. En el cas de les corbes
cubiques, el fet que el nimero de Hurwitz classic i en el pla coincideixin es deu a la seva
estructura de grup que, com hem vist, implica que qualsevol revestiment ramificat de
grau tres és una translacié seguida d’una projeccié. En grau quatre ja no es té aquesta
estructura i hi ha una diferéncia molt notable entre les dues quantitats. Aixo ofereix
un clar contrast entre la construccié algebraica que hem estudiat en aquest capitol i la
construccié topologica del Teorema d’existencia de Riemann.
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A Programa

S’ha utilitzat el segiient programa de Python per comptar el nombre de 12-tuples de
,T12) tals que 71 ... 719 = 1.

transposicions (71, ...

import itertools

def is_identity_permutation(perm):

"""Comprova si una permutacidé donada és la identitat."""

return perm == [0, 1, 2, 3]

def apply_transposition(elements, tran

sposition):

"""Aplica una tdnica transposicié als elements."""

a, b = transposition
elements[a], elements[b] =

def apply_transpositions(elements,

elements [b],

elements [a]

transpositions):

"""Aplica totes les transposicions d’una 12-tupla als elements."""
for transposition in transpositions:

apply_transposition(elements,
return elements

def main():

transposition)

# Totes les transposicions de 4 elements

transpositions = [(0, 1), (0, 2),

# Fixem (0, 1)
initial_transposition =

com la transposicio
(0, 1)

# Generem totes les possibles
primera és (0, 1)
all_sequences =

identity_count = 0
for sequence in all_sequences:
(o, 1, 2, 3]

apply_transposition(elements,
result_perm =

elements =

itertools.product (transpositions,

apply_transpositions (elements,

(o, 3, (1, 2>, (1, 3), (2,

inicial

repeat=11)

initial_transposition)
sequence)

if is_identity_permutation(result_perm):

identity_count += 1

print (£’ Nombre d\’11-tuples tals que la seva composicié és la

identitat: {6*identity_count}’)
if __name__ == "__main__":
main ()

3)]

12-tuples de transposicions tals que la

93




Index alfabétic

1-forma
Cc>,[17
compatibilitat,
holomorfa,
meromorfa,

Atles, 2]
compatibles,

Bézout, Teorema de, [31]

Camins, elevacié de,
Caracteristica d’Euler, [9]
Carta

aff, 24

centrada en un punt,

complexa,

foradada,
Coordenada local,
Corba plana

aff,

dual, [35]

polar,

projectiva, [23]
Conica,
Cubica,
Cuspide ordinaria, [33]

Discriminant,

Divisor, [I§]
canonic,
d’una 1-forma meromorfa, [T9]
d’una funcié meromorfa,
de pols d’'una funcié meromorfa,
de zeros d’una funcié meromorfa,
Funcions acotades per un,
grau, 1§
principal,

Dual d’una corba plana,

Elevacié de camins,
Equivalencia lineal de divisors,
Esfera de Riemann,

Estructura complexa, [2]

Forma normal,
Funcié implicita, Teorema de la,

Grau

54

d’un divisor,

d’una aplicacié holomorfa, [7]
d’una hipersuperficie,
efectiu,

formal,

Hiperpla,
Hipersuperficie,
components irreductibles, 24]
composicié,
equacié d’una, 23]
grau, 23]
irreductible, [24]
multiplicitat,
part aff,
reduida,
Holomorfa
1-forma,
aplicacio,
Hurwitz

nimero de, [43] [49]

Hurwitz, férmula de, [9]

Ideal homogeni,
Interseccio

d’una recta i una hipersuperficie,
Irreductible

components d’'una hipersuperficie,

24
hipersuperficie,
Isomorfisme

de revestiments,

Laurent, serie de, [4]
Liouville, Teorema de,
Llag petit al voltant d’'un punt,

Meromorfa, funcié,
Monodromia
d’una aplicacié holomorfa, 2]
representacié de la,
Multiplicitat
composicié d’hipersuperficies,
d’interseccié d’una hipersuperficie i
una recta, 28]
d’interseccié de dues corbes planes,
311

b . ;.
d’un punt en una hipersuperficie,

24, B2



d’una aplicacié holomorfa, [5]
d’una component irreductible,

Node,

Numero de Hurwitz
classic,
en el pla, [43

Ordre
d’un pol, [
d’un punt d’inflexid,
d’un zero, [
d’una funcié meromorfa, [

Parametritzaci6 local,
Pla,
Pliicker, corba de,
Pliicker, primera férmula de,
Polar, 33|
Primitiu, [30]
Projeccié simple,
Pullback d’una 1-forma,
Punt

d’inflexio,

de ramificacié, [6]

discriminant, [6]

doble,

simple,

singular,

ordinari, [33]
triple,

Quadrica,
Quartica,

95

Quintica, 23]

Recta, 23]

tangent, [32]
Residu,
Resultant de Sylvester,
Revestiment, [7]

ramificat,

universal,
Riemann, Teorema d’existencia de,
Riemann-Roch, Teorema de,

Singular
Corba plana afi,
forma,

polinomi,
punt, [32]
ordinari, [33]

Singularitat

essencial,

evitable,

pol,
Suma de punts en una cubica,
Superficie de Riemann,
Suport d’una aplicacio,
Sylvester, resultant de,

Tangent, 32|
Tercera interseccio,

Transitiu, subgrup,
Triangulacié, [9]

Varietat lineal,



	Introducció
	Superfícies de Riemann
	Definicions bàsiques
	Aplicacions holomorfes i meromorfes
	Revestiments
	La característica d'Euler d'una superfície compacta.
	La fórmula de Hurwitz
	Monodromia i teorema d'existència de Riemann
	Acció del grup fonamental sobre el revestiment universal
	Monodromia d'un revestiment finit
	Monodromia d'una aplicació holomorfa
	Revestiments a partir de la monodromia
	Aplicacions holomorfes a partir de la monodromia
	Aplicacions holomorfes a la recta projectiva

	Formes diferencials en superfícies de Riemann
	Divisors
	Divisors principals
	Divisors canònics
	Equivalència lineal de divisors

	Espais de funcions i formes associades a un divisor
	El Teorema de Riemann-Roch


	Corbes planes
	Definicions bàsiques
	Les corbes planes són superfícies de Riemann
	Corbes planes afins
	Corbes planes projectives

	Multiplicitat d'intersecció
	La resultant de Sylvester
	Nombre de punts en corbes planes
	Punts singulars i rectes tangents
	Corba polar
	Corba dual
	Les fórmules de Plücker
	Estructura de grup de les cúbiques

	Determinació de corbes planes a partir dels punts discriminants
	Descripció del problema
	Forma normal
	Solució per a les cúbiques
	Solució per a les quàrtiques
	Combinatòria de Hurwitz

	Programa 

