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Abstract

We study the work presented by R.J. DiPerna and P.L. Lions in 1989 to prove the exis-
tence and uniqueness of solutions to the linear transport equation with velocity field in
a Sobolev space and bounded divergence, as well as a counterexample showing that cer-
tain assumptions cannot be relaxed. We also explore how this theory extends to the
Fokker-Planck equation, obtaining analogous results to those in the transport case.

Resum

S’estudia ’esquema presentat per R.J. DiPerna i P.L. Lions 'any 1989 per a demostrar
I’existencia i la unicitat de solucions de I'’equacié lineal del transport amb camp de ve-
locitats en un espai de Sobolev i de divergencia fitada, aixi com un contraexemple a la
unicitat que palesa que certes hipotesis no poden ser relaxades. S’examina també com
s’estén aquesta teoria a ’equacié de Fokker-Planck, tot obtenint-ne resultats analegs al
cas del transport.
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Capitol 1

Introduccio

La qliestié de D'existéncia i de la unicitat de les equacions diferencials és llargament es-
tudiada des de fa algun segle. Resultats primerencs sén proporcionats per matematics
com Picard, Lindelof, Lipschitz, Cauchy o Peano; i és en aquest moment que, esperonada
per la comunitat cientifica de fisica, neix la teoria classica de les equacions diferencials,
que busca donar resposta a les preguntes més incisives d’aquell temps. Quines son les
condicions minimes de regularitat que s’han d’exigir a les condicions inicials o als coefi-
cients de I'equacio a fi de garantir ’existencia i la unicitat de solucions? Com depenen
les solucions de les equacions diferencials de les condicions inicials? Amb el context de la
fisica de rerefons, i com que la realitat sovint no entén de regularitats, es fa evident que
cal una nova teoria que permeti de dotar de rigor els conceptes i els métodes usats fins al
moment, i que generalitzi 'anterior per a poder abordar els mateixos tipus de problemes.

Concretament, per a poder desenvolupar aquesta teoria moderna d’equacions diferenci-
als, s’ha de redefinir tant que vol dir que una funcié sigui solucié d’'una equacioé diferencial,
com fins i tot una nova nocié de derivada que estengui la definici6 classica a funcions no
derivables. Els espais de Sobolev resulten ser un marc idoni en el qual desenvolupar tota
la teoria moderna d’equacions diferencials, sobretot per la seva connexié amb la branca
de P'analisi funcional, de la qual se’'n coneix un nombre suficient de resultats com perque
pugui ser convenient de considerar-los.

Pel que fa a ’equacié lineal del transport, que presenta un cert atractiu des del punt de
vista fisic perque permet de configurar la concentracié d’una substancia que corre en un
fluid, no va ser fins a les darreries del segle XX que es va poder demostrar I'existencia i la
unicitat de les seves solucions en el context dels espais de Sobolev. Tal fita fou publicada
per Ronald J. DiPerna i Pierre-Louis Lions 'any 1989 i suposa una autentica revolucio
en el camp de les equacions diferencials en derivades parcials perque a partir del metode
explicit que descrigueren per a demostrar resultats d’existencia i d’unicitat de la solucié
de T'equacio lineal del transport, s’obrien mantes portes en ’estudi d’altres equacions
diferencials.

D’enca la publicacié, s’han demostrat una gran profusié de resultats i encara avui
és una linia activa d’investigacié. Sense anar més lluny, aquest mateix any 2024, s’ha
descobert una desigualtat optima que en garanteix la no-unicitat [I].



1.1. ESTRUCTURA DE LA MEMORIA 2
1.1 Estructura de la memoria

El capitol [2| de la memoria té com a primer objectiu el de recordar alguns resultats
elementals sobre la teoria classica d’equacions diferencials i el de presentar ’equacié lineal
del transport. Com a segon objectiu, el de definir les nocions de convergencia feble i de
convergencia feble* com el marc en el qual desenvoluparem la teoria de Diperna-Lions,
que és el dels espais de Sobolev, i enunciar-ne i demostrar-ne alguns resultats.

Al capitol [3| es demostra ’existeéncia de solucions de I’equacié lineal del transport amb
coeficients irregulars i un seguit de teoremes que permetin de concloure quin concepte de
solucié en garanteix no només ’existencia, siné també la unicitat.

Finalment, el capitol [f] es centra a estendre 1'esquema de DiPerna-Lions a una versié
degenerada de I'equacié de Fokker-Planck. A tal fi, primerament s’estudia com construir
solucions de ’equacié en la seva versié no degenerada mitjancant el metode de Galerkin,
que no requereix hipotesis de regularitat, siné d’ellipticitat uniforme dels coeficients de
I’equacid. Segonament, es combina el resultat anterior amb la teoria general de DiPerna-
Lions per a demostrar que I'existéncia i la unicitat de les solucions de I'’equacié de Fokker-
Planck continua essent, fins i tot si es relaxen les condicions d’ellipticitat a d’altres més
degenerades.



Capitol 2

Preliminars matematics

Dediquem aquest capitol a enunciar alguns resultats elementals sobre la teoria classica
d’equacions diferencials i a definir tant unes noves nocions de convergencia com també els
espais de Sobolev i els espais de Bochner.

2.1 La teoria Cauchy-Lipschitz per a equacions diferencials
ordinaries

En aquesta seccié enunciem resultats classics sobre la teoria general dels camps C'(R),
i fem un esment especial a la teoria del transport. Ens basem, principalment, en les
primeres pagines de [2].

Siguin N € N un nombre natural, D € R x RY un obert i b : D — RN un camp
vectorial continu. Una solucié classica de

V() = b(t, (1)) (2.1.1)
és una funcié v € C*([t1, ta); RY) que satisfa per a qualsevol t € [t1,ta].
Fixem ara un punt (to,xo) € D i considerem el problema de Cauchy
V() = b(t, (1))
Y(to) = o
Una solucié de és una funci6 v € C*([t1, tg];RN ) que resolgui la primera equacio i
que a més a més verifiqui que v(tg) = xo.

Observem que v € C!([to — r,to + r];RY) és solucié de (2.1.2) si, i només si, v €
C([to — r,to + 7; RY) i

(2.1.2)

v(t) = zo + / b(s,v(s))ds (2.1.3)

to
per a qualsevol t € [tog — 7, to + 7).

Unes primeres preguntes que ens podriem plantejar és si la solucié d’un problema de
Cauchy existeix i, en cas que existeixi, si és tnica. Per exemple, podem considerar el
camp vectorial b : R x R — R definit per b(t,x) = /|z|. Resulta que el problema de
Cauchy associat a b

(2.1.4)
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0,sit<c
i, sit>c
vectorial continu. Es a dir, la continuitat no garanteix la unicitat de I’equacié diferencial
i, en particular, tampoc no la garanteix pel que fa a ’equacié lineal del transport. Es fa

palesa, doncs, la necessitat d’exigir alguna mena de regularitat al camp vectorial b. El
segiient resultat precisa aquesta idea.

té infinites solucions y¢(t) = { , per a ¢ € [0,00], malgrat b sigui un camp

Teorema 2.1.1 (de Picard-Lindel6f). Sigui b un camp vectorial definit en un obert que
conté el rectangle D == {(t,z) € R x RN : |t —to| < ai |z — x| < B}. Suposem que b
és de classe Lipschitz respecte de la segona variable i continu respecte de la primera a D;
és a dir, que existeix un nombre real K > 0 tal que |b(t,z) — b(t,y)| < K|z — y| per a
qualsevol (t,x),(t,y) € D i que b(-,x) és continua per a qualsevol x € [ — xg, 8 + xo.
Aleshores existeix una tnica solucié v € C!([tg — r, to +7]) de per a algun nombre
real r > 0.

El Teorema de Picard-Lindel6f és un teorema d’existéncia i unicitat. Aixi i tot, si
relaxem la condicié de regularitat de b i tan sols suposem que és continu, I’existéncia és
garantida, com exhibeix el segilient resultat.

Teorema 2.1.2 (de Peano). Sigui b un camp vectorial definit en un obert que conté el
rectangle D = {(t,7) € R x RY : |t —to| < ai |z — zo| < B}. Aleshores existeix una
solucid local de ; és a dir, definida en un interval contingut en I'interval de definicid
de 'equacié diferencial.

Observem que fins ara, els resultats d’existencia garanteixen ’existencia local d’una
solucid; o sigui aquesta solucié podria no estar definida en tot 'interval de definicié de
lequaci6 diferencial. Resultats classics mostren que les solucions (improrrogables) esgoten
o bé el temps, 0 bé l’espai. Sib: D C R x RV — RY és un camp vectorial continu, fitat
i de classe Lipschitz respecte de la segona variable i continu respecte de la primera,
donada una solucié 7 : (t1,t2) — RY del problema de Cauchy associat, tenim que, per a
thh<t<t <ty

t
(E) =01 < [ b r(s)lds < sup ot I¢ ~ o (2.1.5)
t (t,z)eD
i, per tant, v és de classe Lipschitz. Resulta que les funcions de classe Lipschitz adme-
ten una tunica extensié a 'adheréncia del domini de definicié. En aquest cas, vy(t1) =

SUDte(ty,t2) y(t) — Lip(y) - [|t — t1]|

Seria raonable pensar que donat dos problemes de Cauchy associats a la mateixa
equacié diferencial la condici6 inicial dels quals és propera 'una de I’altra tingui solucions
dels respectius problemes properes les unes de les altres. Concretem-ho: siguin b €
Lip(R x RY;R™) un camp vectorial de classe Lipschitz respecte de la segona variable
i uniformement respecte de la primera, i v i 4 dues solucions de la mateixa equacid
diferencial, perd amb condicions inicials y(ty) = xo 1 ¥(t9) = Zo. Aleshores,

t
V() =F(t) =x0 = To+ [ bls,7(s)) — b(s,¥(s)) ds. (2.1.6)
to
Per tant, |y(t) —3(t)| < |z — x|+ Lip(b) ftl; |7(t) —4(t)| ds i usant una de les desigualtats
de Grénwall acabem obtenint que |y(t) —5(t)| < |zo— o -eXP®)Etol; 6 sigui, les solucions
depenen continuament de les condicions inicials.
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De la mateixa manera que ens hem preguntat com es veuen alterades les solucions
quan fem variar les condicions inicials, ens podem plantejar com varien les solucions
si mantenim les condicions inicials, pero fem variar el camp vectorial b. A fi de poder
detallar aquesta pregunta cal introduir una nocié de distancia en I'espai Lip(R x RY; RV).
Treballarem en I’espai normat (Lip(R x RY:RN), || - |lso)

_ Siguin v i ¥ dues solucions de les equacions diferencials ¥(t) = b(t,7(t)) i F(t) =
b(t,”(t)) respectivament i tals que v(tg) = xg = ¥(tg). Aleshores,

t ~
(@) =A@ < [ [b(s,7(s)) — bls,¥(s))| ds

to
t t

< [ (s, () = b(s, A(s)) [+ [ [b(s,7(5)) — (s, 7(s))| ds

to

< / Lip(b)[1(s) — 3(s)| ds + / 16— Bl

0

(2.1.7)

< |t —to| - [|b— b|og - €XPBINE—t0l

que prova que les solucions depenen continuament respecte dels camps vectorials que
defineixen 'equaci6 diferencial.

Teorema 2.1.3. Sigui b: D C RxRY — R un camp vectorial continu i fitat. Suposem
que b és de classe Lipschitz respecte de la segona variable i uniformement respecte de la
primera en qualsevol rectangle fitat contingut en D. Fixat (to, o) € D, existeix una tnica
solucié del problema de Cauchy i es pot estendre de manera que la seva grafica
toqui la frontera de D.

Vegem ara el concepte de flux d’un camp vectorial.

Definicié 2.1.4 (Flux en un conjunt X ). Donat un conjunt X, un flux en X és una acci6
del grup (additiu) R sobre X; és a dir, una aplicacié ¢ : Rx X — X tal que per a qualsevol
element x € X i qualssevol nombres reals s,t € R, ¢(0,z) =z i p(t, o(s,z)) = @(t+s, ).

Sigui ara b : R x RY — RY un camp vectorial continu i 7 : [t1,t2] — R una solucié

del problema de Cauchy (2.1.2)). Aleshores, I'aplicacié ¢ : R x (R x RY) — R x R tal
que @(t, (to,x0)) = (to +t,v(to + 1)) és un flux sobre R x R¥.

Definicié 2.1.5 (Flux classic d’'un camp vectorial). Siguin b : I x RY — RY un camp
vectorial continu i fitat, on I C R és un obert, i ¢y € I. El flux (classic) de by que comenca
a to és una aplicacié X : I x RV — RN que verifica que

oX
S () = bt X (t,2))

X (to,z) = =.

(2.1.8)

2.2 Equacions lineals de transport

Explicitem el lligam que existeix entre la teoria d’equacions diferencials i ’equacié del
transport.

Sigui u : [0,7] x RV — RY una aplicacié continua. L’equacié del transport és la
segiient equacié en derivades parcials

dpu(t,z) + b(t,x) - Vu(t,z) = 0, per a (t,z) € [0,T] x R, (2.2.1)
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Proposicié 2.2.1. Sigui b: R x RY — RY un camp vectorial suau i fitat. Aleshores,

1. Una solucié del problema de Cauchy

ou+b-Vu=0

2.2.2
u(0, ) = u(x) ( )
és u' (X1, (0,2))), on X : R x (R x RY) = RV és el flux de b.
2. La solucié del problema de Cauchy
X =b(t, X
(&%) (2.2.3)
X(to, (to, o)) = o
és X = (X1,...,Xn), on X; és una soluci6 del problema de Cauchy
ou+b-Vu=0
t . (2.2.4)
uw(0, (z1,...,2N)) = x5

per a qualsevol ¢ € {1,...,N}.

Demostracio. Provem el primer dels resultats. Sigui v una solucié al problema de Cauchy
i X(t, (to,z)) = (X1(t, to,x),..., Xn(t to,x)) les aplicacions coordenada del flux de b.
Demostrem que la quantitat u(t, X (¢, (0,x))) roman constant.

d du Y u 0X,
a (u(t>X(tv (0,$>))) = %(th(u (07 :17))) + ; %(t,X(t, (va))) ’ ot (t,l‘)
du N gu
= a(tv X(t7 (0’ l‘))) + z; %(tv X(t7 (Ov SU)))bl(tv X(t7 (07 SU)))
du

= a(t,X(t, (0,2))) + b(t, X(t,(0,2))) - Vu(t, X (t,(0,2))) =0

—
o
o
ot

~—~

Per tant, pel teorema fonamental del calcul, obtenim que u(t, X (¢, (0,z))) = u(0,2) =
u®(x). Si componem aquestes expressions amb el flux invers X ~! resulta que u(t, z)

u? (XL, (0,2))).

Demostrem ara el segon resultat. Per a i € {1,..., N} fixat a partir de la soluci6 de

(2.2.4), podem dir que u(0,x) = u(t, X (t,x)) i, per tant, que u(0, X (¢, z)) = u(t, v), ja
que podem usar el resultat anterior. Aixi, la component i-esima del flux invers de X és,
precisament, u(t,z). Una dltima comprovacié conclou la demostracio. O

Observacié 2.2.2. El mateix calcul serveix per a arribar a una conclusié analoga si, en

lloc de considerar el problema de Cauchy (2.2.2), se'n considera aquest altre
Ou+b-Vu= f(t,z

‘ d (0 ) (2.2.6)

u(0,z) = u" ()

per a una funcié f tan regular com faci falta. En aquest cas, 'equaci6 (2.2.5) pren la
forma

u(t, X (¢, (0,2))) :uo(m)+/0 (5, X(5, (0, 5))) ds. (2.2.7)

Aquest resultat evidencia el fet que trobar el flux de b és equivalent al fet de resoldre
I’equacié del transport en el suposit que b sigui suau.
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2.3 Convergencia feble i convergéncia feble*

Sigui (X, || - ||x) un espai normat. Si X és de dimensié finita, el Teorema de Bolzano-
Weierstrass assegura que tota successié {zy}neny C X fitada té una parcial convergent.
De fet, un teorema de Riesz garanteix que un espai normat X és de dimensié finita
si, 1 només si, la bola unitat tancada és compacta. Aixi doncs, per a espais normats
de dimensié infinita s’ha de considerar una topologia diferent de l'original per a poder
definir una nova nocié de convergencia que asseguri que tota successio fitada té una parcial
convergent. Es més, per a poder dir que la bola unitat tancada en un espai normat de
dimensio infinita és compacta cal que la topologia que hi considerem sigui no-normable
0, en altres paraules, que no provingui de cap norma.

Aquest resultat no és cert per a espais de dimensié infinita. Per exemple, podem
considerar la successié {ep }nen C EZ(N), on cada e, és la successié definida per e%m) =

)

m) , N N . .«
On,m, ON ™ ¢ Ielement m-esim de la n-esima successié. Observem que len — emlle2m) =
V2 sin #m. Aixi doncs, no només {e, }nen no és convergent, per no ser de Cauchy, siné
que no té cap parcial convergent, pero ens agradaria poder dir que e, convergeix cap a

0 € £2(N).

L’objectiu d’aquesta subseccié és definir una nova nocié de convergencia que permeti
de garantir que de tota successié fitada en podem extreure una successié parcial que sigui
convergent. Per a fer-ho, introduim la nocié de convergencia feble.

Donat un espai normat (X, || - || x) sobre un cos K, la convergencia usual es defineix
a partir de la topologia induida per la norma || - |[x. En lloc de considerar-hi aquesta
topologia, n’hi definirem una altra. Es defineix la topologia feble 7, en X com la topologia
inicial respecte de X*. O sigui, la topologia feble en X és la topologia més feble (o grollera)
que fa que totes les formes lineals X — K siguin continues. Tot obert de 7, és uni6 de
conjunts de la forma A=1(V), on V' C R és un obert i A : X — K és una forma lineal.

Ara definim la nocié de convergencia amb aquesta nova topologia. Sigui {zy }neny C X
una successié. Que {x,}nen convergeixi cap a 0 € X amb la topologia induida per la
norma |- || x és dir que per a cada obert U (de la topologia original) tal que 0 € U, existeix
Ny € N tal que x,, € U per a tot n > Ny. Analogament, diem que {z,},en convergeix
feblement cap a 0 € X si per a tot U € 7, existeix Ny € N tal que z, € U per a tot
n > Ny. Observem que tot obert U € 7, tal que U > 0 conté un entorn de la forma
V={zeX : |A)|<r:ie{l,....,n}},on A; € X*10 < r; € R. Per tant, {x, }nen
convergeix feblement cap a 0 si, i només si, A(z,) — 0 per a tot A € X*.

Usant la linealitat dels elements de X™*, diem que x,, convergeix feblement cap a x si
A(xy) — A(z) per a cada A € X*.

Tornant a ’exemple anterior, vegem que {e, }nen convergeix feblement cap a 0 € £2(N).
Sigui A € (£2(N))*. Com que (F2(N), {(, )e2(rvy) 6s un espai de Hilbert, sabem que, pel teo-
rema de representacié de Riesz, A és de la forma A({zn}nen) = ({Tnfnen, {Bntnen) 2w,
per a cert {3, nen € F2(N). Per tant, A({en}nen) = Bn — 0= A((0,...,0,...)), ja que
Brn — 0.

Enunciem un seguit de propietats elementals relacionades amb la convergencia feble
de successions.

Proposicié 2.3.1. Sigui (X, |- ||x) un espai normat i {x, }neny C X una successi6 d’ele-
ments de X. Es verifica que:
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1. Si {zp}nen convergeix cap a x, aleshores {x, },en convergeix feblement cap a x.
2. Els limits febles sén tnics.

3. Si {xn}nen convergeix feblement cap a un element z € X, llavors la successié
{HanX}nGN és fitada

El segiient resultat concreta la idea que per a demostrar que una successié convergeix
feblement cap a un element, pot ser suficient comprovar-ho en un conjunt dens de X*.

Proposicié 2.3.2. Sigui (X, | - ||x) un espai normat, {z,}neny C X una successié d’ele-
ments de X i M C X* un subespai dens. Si es verifica que {||z,||x }neny C R és fitada i que
per a cada f € M C X* {f(xn)}nen — f(z), aleshores {z,},en convergeix feblement
cap a .

Vegem un exemple que és d’especial interes per la relacié que té amb els espais de
funcions amb els quals acostumem a treballar.

Exemple 2.3.3. Prenem un nombre real p € [1,00), ¢ € (1, 0] el seu exponent conjugat,
i considerem un obert fitat U C RY per a N > 2 i considerem I'espai normat (LP(),|| -
| zr()). Prenem una successio { fn}nen C LP(2). Que { fy nen convergeixi feblement cap
a f vol dir que per a qualsevol forma lineal continua A : LP(Q2) — C, A(fn) — A(f).
Sabem que LP(§2) = (L9(2))* i que, de fet, Paplicacié ¢ : LP(2) — (L9(£2))* definida per
I’assignacio

o(f) = /Qfgdw (2.3.1)

és un isomorfisme isometric. Per tant, que {f,}nen convergeixi feblement cap a f és dir
que { [, fngda;}neN convergeixi cap a [, fgdx per a tota g € LI(9).

Considerem ara I'espai normat (X*, ||| z(x,c)), on (X, [|-]|x) és un espai normat. Sigui
{fn}tnen C X* una successié de formes lineals continues. Diem que {fy, }nen convergeix
feblement™ cap a f € X* si f,(x) — f(x) per a tot z € X.

Observacié 2.3.4. Donat un espai normat (X, || - [ x), tenim tres tipus de convergencia
en (X% |- [lzxx)) Sigui {fnlnen C X

1. Convergencia en (X, || - [[z(x,x))- Diem que {f5}nen convergeix cap a f si ||fn —
fleexx) — 0.

2. Convergencia feble en (X*, || -[|z(x,x)). Diem que {f,},en convergeix feblement cap
a f si g(fa) — 9(f) per a tot g € (X°)*
3. Convergencia feble* en (X*, [ - ||z(xx)). Diem que {fy}nen convergeix feblement™

cap a f si fp(z) — f(x) per a tot z € X.

En general, la convergencia (forta) implica la convergencia feble i la convergencia feble
implica la convergencia feble*. Per a veure 'iltima implicacid, podem considerar la
inclusié ¢ : X — (X*)*, definida per ¢(x) = ¢z, on gy : X* — K ve definida per
92(f) = x, i pensar cada element z € X com g, € (X*)*.

Proposicié 2.3.5. Sigui (X, || - ||x) un espai normat reflexiu sobre un cos K. Aleshores,
en (X*, || - [|z(x,x)) la topologia feble i la topologia feble* coincideixen.
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Demostracio. Primer de tot, com que és sabut que 'espai dual d’un espai normat és un
espai de Banach, (X, | - ||z(xx)) és un espai de Banach i, per tant, X** = X també ho
és. Sigui A € X* una forma lineal continua i {A,}neny € X* una successié de formes
lineals continues tals que {A, }nen convergeix feblement cap a A. Aleshores, {n(A,)}nen
convergeix cap a n(A) per a qualsevol n € X**. Ara bé, com que X és reflexiu, n ha de
ser una aplicacié d’avaluaci6 6, : X* — K definida per I’assignacié §,(v) = v(z), per a
v € X*. Per tant, {0;(An)}nen convergeix cap a d,(A) per a qualsevol x € X, i aixo és
dir que {A,, }nen convergeix feblement* cap a A.

Reciprocament, si { A, }nen convergeix cap a A € X*, aleshores {3, (Ay,) }nen convergeix
cap a 0(A) per a qualsevol z € X. Com que X és reflexiu, la isometria X — X** que
ens permet pensar un element de X com un element de X** és exhaustiva. Aleshores,
la convergencia anterior és equivalent a dir que {n(A,)}nen convergeix cap a n(A) per a
qualsevol n € X**; o sigui que, {A, },en convergeix feblement cap a A. O

Exemple 2.3.6. Sigui (H,(-,-)y) un espai de Hilbert i {e,}neny C H una successié
d’elements ortonormals dos a dos. Aleshores, donat x € H, de la desigualtat de Bessel

resulta que
oo

> K en)ul® < |z, 2) ] (2.3.2)

i que, per tant, {(z,e,)q}nen convergeix cap a 0 si n — oo o, dit d’una altra manera,
{en}nen convergeix feblement cap a 0. Com a cas particular, podriem escollir la successié

en = ﬁ cos(n-) o e, = ﬁ sin(n-), que és una base ortonormal de L?([—m,7]) i adonar-

nos que el teorema de Riemann-Lebesgue en L?([—7,7]), que diu que f(ﬁ) — 0si[¢] —» o0
per a qualsevol f € L?, on f és la transformada de Fourier en L?([—n,7]), és conseqiieéncia
d’aquest resultat més general. Notem també que a diferéncia de la convergencia usual,
passa que {ey}ren convergeix cap a zero feblement malgrat que |lex| z2(—xq) = 1 per a
qualsevol k € N.

Presentem tot seguit el resultat més important d’aquesta subseccié i estudiem el lligam
que té amb les equacions diferencials en derivades parcials.

Teorema 2.3.7 (de Banach-Alaoglu). Sigui (X, || - [|x) un espai normat. La bola unitat
tancada de X* (amb la topologia original) és feblement* compacta.

El teorema de Banach-Alaoglu garanteix que conjunts fitats i tancats sén compactes
per a una certa topologia, i aixd permet de trobar punts d’acumulacié. Aquest resultat té
unes conseqiiencies immediates pel que fa a les equacions diferencials en derivades parcials.
Concretament, que un control de normes, com per exemple pugui ser d’una successi6 de
funcions en un cert espai, assegura que aquesta successié de punts d’acumulacié. Ara
la pregunta és si els punts d’acumulacié aixi trobats posseeixen o no les propietats que
desitgem.

2.4 Espais de Sobolev

En aquesta seccié introduim algunes definicions i resultats elementals sobre els espais de
Sobolev. Els espais de Sobolev son el context en el qual DiPerna-Lions van desenvolupar el
seu esquema per a emprendre 'estudi de les equacions diferencials en derivades parcials.
Els avantatges de treballar amb aquests espais son multiples, perdo un dels motius de
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fons més importants per a fer-ho és el lligam que brinda entre les equacions diferencials
i 'analisi funcional. Concretament, serem capagos de parlar d’operadors que capturin
I’esséncia d’'una equacié diferencial definida en un cert espai i convertir, per exemple, un
problema de Cauchy en un problema d’analisi funcional. Seguim els continguts de [3].

Suposem que u € C1(2). Per a qualsevol ¢ € C°(Q) podem observar que, en virtut
de la féormula d’integracié per parts i del fet que ¢ sigui de suport compacte, es té que

/uwpmi dac:—/uxi-tpdx (2.4.1)
Q Q

per a qualsevol i € {1,..., N}. De forma més general, fixats un nombre natural k, una
funcié u € C*(Q) i un multifndex a = (a1, ...,ay) € NV d’ordre k; és a dir, de manera
que |a| == a; + -+ + an = k, resulta que

/u-D“(cp)dw-(—l)'o‘ -/Da(u)-gpdm, (2.4.2)
Q Q

perque
oM o4
D¥p)= — ... —
() 925 " B (%)

i, per tant, podem fer servir |a| cops la igualtat (2.4.1)).

(2.4.3)

Notem que la part esquerra de (2.4.2)) té sentit en el suposit que u sigui localment
integrable, ja que D%(¢) és de suport compacte. Ara bé, per tal que el membre de la
dreta de la igualtat tingui sentit, si que cal que u € C*(Q).

Amb Desperit de flexibilitzar la rigidesa amb la qual hom es veu abocat quan treballa
en espais tan agraits com puguin ser I'espai C¥(£2), introduim una nova nocié de derivada
d’una funcid, que en captura la idea de la versié classica mitjancant la formula d’integracié
per parts. Veurem seguidament com aquesta definicié de derivada n’estén la nocio classica.

Definicié 2.4.1. Siguin @ C RY un obert, « € NV un multifndex i u,v € L{ _(Q) dues
funcions. Diem que v és la a-ésima derivada feble de u si

u - D z= (Dl [ v.pde 4.
/QD(so)d (-1l [ v (2.4.4)

Q

per a qualsevol ¢ € C°(12).

Es clar que per a funcions u € C¥(Q), la seva derivada (classica) coincideix amb la seva
derivada feble, perque en aquest cas u verifica 'equacid . Es en aquest sentit que
la nocié de derivada feble estén la definicié de derivada classica. Observem també que
de la definicié que hem donat s’intueix que de a-ésima derivada feble de u només n’hi ha
una. El seglient resultat palesa aquesta afirmacio.

1

Lema 2.4.2. Per a un multiindex o € NV i una funcié u € Li.

a-esima derivada feble de u, aquesta és unica.

(), si existeix alguna

Demostracid. Suposem que v, w € L%OC(Q) sén dues derivades a-ésimes de u. Aleshores,

(—1)'“'-/Qv-godm:/gu-Da(cp)dm:(—1)“'-/w-gpdm (2.4.5)

Q
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per a qualsevol ¢ € C2°(12). Per tant,
/(v —w)-pdr=0 (2.4.6)
Q

per a qualsevol ¢ € C(1), fet que implica que v(z) = w(z) gairebé per a tot = € RY,
que és el que voliem demostrar. O

Introduim ara la definicié dels espais de Sobolev.

Definicié 2.4.3. Fixat p € [1, 00| i un nombre natural k, el conjunt

WkP(Q) == {u € LP(Q) : D*u € LP(Q) per a qualsevol |a| < k} (2.4.7)

1

1oc(82) i que per a qualsevol multiindex

el conjunt de les funcions u : 2 — R tals que v € L
a € NV amb |a| < k es té que D*(u) € LP(R).

Observacié 2.4.4. L’espai de Sobolev W12(Q) és d’especial interés perque el podrem
dotar d’un producte escalar amb el qual esdevingui un espai de Hilbert. Posarem H* (Q) =
Wk2(Q).

Definim tot seguit una aplicacié en els espais de Sobolev, que després demostrarem
que n’és una norma. Més endavant veurem que els espais de Sobolev amb aquesta norma
sén, de fet, un espai de Banach.

Definicié 2.4.5. Per a un p € [1,00], un nombre natural k i u € W*P(Q), definim
aplicaci6 || - [[ykr(q) : WHP — R donada per I'assignacié segiient:
1

a,,|p P
ulesiay = § (SwiiJa D70l de)” perap€ (19 (243)

> Ja|<k €88 supg|D*(u)], per a p = occ.

Aprofitem ara per a recordar que, en aquest context, el suprem essencial d’una funcié
feL>®Q)és
ess sup(f) == inf{a € R : |f~!(a,00)| = 0}, (2.4.9)

on | - | fa referéncia a la mesura de Lebesgue en R,

Enunciem ara alguns resultats elementals sobre els espais de Sobolev i les derivades
febles.

Teorema 2.4.6. Siguin p € [1,00], k¥ un nombre natural, u,v € W*P(Q) dues funcions i
o € NV un multifndex amb |a| < k. Aleshores,

1. D(u) € Wklelr(Q) i DB(D*(u)) = D(D?(u)) = D**P(u), on § € NV és un
multiindex qualsevol tal que |a| + |3] < k.

2. Per a qualssevol A, € R, Au+ pv € WEP(Q) i DY(Au + pwv) = ADY(u) + uD*(v).
3. Si V C Q és un obert, aleshores u € W*?(V).
4. Si ¢ € C°(Q), aleshores pu € WFP(Q) i, de fet,

D(pu)= Y <||g;>pﬁ(<p)plal—lﬁl(u), (2.4.10)
1B1<la

on 3 € NV és un multifndex amb |3| < k.
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Observacid 2.4.7. De la definicié és immediat comprovar que per a qualssevol N € N,
Q c RN obert, p € [1,00] i k € N, WFP(Q) és un C-espai vectorial.

Vegem ara que || - [yyr.p(q) és una norma en WHP(Q). Aixo ens permetra de definir
una nocié de convergéncia en W*P(Q).

Lema 2.4.8. L’aplicacio || - Hwk,p(ﬂ) : WHFP(Q) — R és una norma en WHP(Q).

Demostracio. Siguin u,v € WHP(Q) i A € R. Per una banda, ||\ - ullwro) = Al -
[[ullwr.p(q) Perque totes les aplicacions involucrades sén absolutament homogenies.
Per altra banda, també és clar que [|u||yr.p(q) = 0 si, i només si, u = 0. Per a acabar,

cal demostrar que [ - [[yrr(q) WHP(Q) — R satisfa la desigualtat triangular. Notem
que, per a p € [1,00),

1
P
Jut olhwrrey = | 32 1D%00) + D))
| <k
1
< Z (IID* (W) | 2o (o) + 1D (V)| £o(e))” (2.4.11)
| <k
: :
< Z HDQ(U)Hip(Q) Z 1D (v Lp(Q)

o< la| <1
= llullwr.r ) + [vlwes @)
[l

Teorema 2.4.9. Per a p € [1,00] i k un nombre natural, 'espai de Sobolev (W*?(Q), || -
[ wrr()) és un espai de Banach.

Demostracid. Com que l'aplicacid || - [lyyx.p (o) ¢és una norma en WHP(Q), n’hi ha prou si
demostrem que WP () és complet respecte de la norma || - [wrr(q)- Sigul {tm bmen una

successié de Cauchy en W*P(Q). Aleshores, per a cada |a| < k, {DY(um)}men és una
successié de Cauchy perque

1D (tm) — D gy < 32 1D ) — D) 15y = i — iy (2:4:12)
|B|<k
per a qualsevol multiftndex 8 € NV. Com que (LP(%),] - llzr(Q)) és un espai complet,

existeix una funcié u, € LP(£2) tal que {D(un,) }men convergeix cap a u, en LP(§2) per a
cada |a| < k. En particular, es té que {us fmen convergeix cap a u(,. o) = u en LP(S).
Demostrem que, de fet, u € W*P(Q) i que D*(u) = u, per a qualsevol |a| < k.

Sigui ¢ € C°(Q2). Aleshores,

/u-DO‘(cp)d:U: lim m - D¥(p) dx
Q

m—o0

= lim (=1)ll. /D ) pdr=(— 1)|a|'/ua'g0dx;
Q

m—>oo

(2.4.13)
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és a dir, que D*(u) = u,. La primera igualtat és conseqiiencia del fet que {um, }men
convergeixi cap a u en LP(12); la segona, de la definicié de derivada feble de u,, € W*P(Q);
i la tercera, del fet que {D“(uy,)}men convergeixi cap a uy en LP(Q).

Aixo conclou la prova, ja que {D*(u;,)}men convergeix cap a u, = D%(u) per a
qualsevol |a| < k i, per tant, {w, }men convergeix cap a u en WHP(Q). O

2.4.1 Aproximacié per funcions suaus

En aquesta subseccié esbrinem sota quines condicions és possible de garantir ’existencia

5 .2 . .. .2 p k,p
d’una successié de funcions que convergeixi cap a una funcié f € Li (Q) U W ()
donada.

Donat un obert Q € RY i & > 0, definim Q. = {x € Q : dist(x, 9Q) > £}. Observem
que en cas que Q@ =RV, Q. =RV,

Definim la funcié n : RN — R donada per lassignaci6

n(z) =4SP AR Il (2.4.14)
0, altrament,

on C € R és tal que fRN n(z)dr = 1. Ara, per a cada £ > 0, podem considerar 7. =
o1 (%)

Observem que 7. € C*(RY), que [pn 7-(z) dz =1 i que supp(n:) C B(0,¢).

A les funcions que compleixen les tres propietats anteriors les anomenarem mollifica-
dors estandards. Notem que des del punt de vista lexic, aquest nom s’adiu a les propietats

matematiques que presenten tals funcions, que en certa manera, quan actuen sobre una
altra funcié, ’assuaveixen o I’ablaneixen, en el sentit que es detalla en el teorema, (2.4.12)).

Definicié 2.4.10. Sigui f : © — R una funcié localment integrable en RY, definim el
mollificador de f com
fo=mex f; (2.4.15)
és a dir,
@)= [ =iy = [ - n)se-ady (2.416)

B(0,¢)

Vegem tot seguit algunes de les propietats de les mollificacions de les funcions inte-
grables.

Teorema 2.4.11. Sigui Q € RY un obert i f € LL (). Aleshores,

loc

1. Per a qualsevol € > 0, f© € C>(,).
2. La funcié f¢ convergeix puntualment cap a f quan € — 0 gairebé per a tot z € (.

Si f € C(R2), aleshores, f¢ convergeix uniformement en compactes de € cap a f.

Sil<p<ooifelLl (Q),aleshores f* convergeix cap a f en L}

loc

() quan € — 0.

ool W

Sil<p<ooifeLP(Q), aleshores f¢ convergeix cap a f en LP(2) quan ¢ — 0.

Un altre resultat d’aproximacié que involucra les derivades febles i que es despren
d’aquest teorema és el segiient:
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Teorema 2.4.12. Sigui u € W*P(Q), per a 1 < p < oo. Aleshores, u. € C®(Q) i uf
convergeix cap u en VVIIZCP(Q), sie — 0.

En general, doncs, I'espai C*°(Q) és dens tant en WP()) com en I/Vli’f(RN), pero
a diferéncia del espais LP(Q2), C°(2) no ho és en WHP(€). Per aquest motiu té sentit
introduir un nou espai de Sobolev, que denotarem per W(f P(Q), i que definim com la
clausura de C2°(§2) amb la norma | - [[yrp(q)-

A més a més, Wé“’p(ﬂ) és un subespai tancat i no trivial de W*P?(Q). En el cas que
Q = RY, aquests dos espais coincideixen, és a dir Wéﬂ P(RYN) = WkP(RYN). Novament, si
p = 2 escriurem posem H}(Q) == Wol’z(Q).

2.4.2 Encabiments de Sobolev

Dediquem aquesta subseccié a estudiar si podem encabir espais de Sobolev en altres
espais de Sobolev. Aix0 ens sera util per a obtenir algunes desigualtats. La motivacié és
la segiient: si u € WP(Q), qué podem dir més de u? Podem trobar altres espais més
grans que W5HP(Q) on u en sigui un element? Podria passar que u € LT(RN ), per ar > p?
La resposta varia segons quin sigui el valor de p i de N, i totes elles es redueixen a algunes
desigualtats.

Teorema 2.4.13. Existeix un encabiment continu W*P(RY) — WH(RN) si k > I,
p< N, 1<p<qg<ooi

1 1 -k
-=—4+ — (2.4.17)
qa p n

Un cas particularment interessant es produeix si £k = 1 il = 0. Si reescrivim el

teorema anterior, tindrem que existeix un encabiment continu WP(RN) < LP"(RV), on

pr o= ]{’,'—ivp > p, i s’"anomena exponent conjugat de Sobolev de p. Denotarem per (p*)’

I’exponent conjugat de ’exponent conjugat de Sobolev de p, que és

*

®") = p*p_ : (2.4.18)

La prova d’aquest teorema és conseqiiencia immediata de la desigualtat de Gagliardo-
Niremberg-Sobolev, que expressem tot seguit en format de teorema.

Teorema 2.4.14. Sigui 1 < p < N. Existeix una constant C, que depen exclusivament
de pide N, tal que
[ull o= vy < C - [ Vul| po@ny (2.4.19)

per a qualsevol funcié u € C*(RY).

Observem que el teorema anterior ens permet de controlar, a partir de la norma en
LP(RY) de la derivada d’una funcid, la seva norma en LP" (RN); és a dir, controlar-la per
a un valor de p* concret. Aix0 canvia quan considerem el cas limit en qué p = N. En
aquest cas es té el segiient resultat.

Teorema 2.4.15. Existeix un encabiment continu W1V (RY) < LI(RY), on q € [N, 00).
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Com que sovint treballarem en W12(RY), definim

ot 2N si N > 2, (2.4.20)
" lge2,00),si N=2 o

i escriurem (2*)’ per a referir-nos a 'exponent conjugat de I'exponent conjugat de Sobolev
de 2si N > 21, si N =2, al’exponent conjugat de 2*.

2.4.3 Espai dual de H'(Q)) i espais de Bochner

En aquesta subseccié definirem I'espai dual de H!((2), els espais de Sobolev homogenis i
els espais de Bochner.

Definicié 2.4.16. Denotem per H~1({2) l'espai dual de H}(2); és a dir, és l'espai de
funcionals lineals i fitats en H3(Q).

I aprofitem per a recordar que Hg(Q) és la complecié de C°() respecte de la norma
|- 1 ()
El segiient resultat caracteritza I'espai H~!(Q) i explicita com han de ser els seus

elements.

Teorema 2.4.17. Es compleix que
H Q) ={g+div(F): g€ L*(Q) i F = (F,...,Fy) € (L*(Q)"} (2.4.21)

Demostracié. Per una banda, si g € L*(Q) i F = (Fy,...,Fy) € (L?2(Q)N, g + div(F)
defineix un element de 7' € H~'(Q) donat per 'assignaci6

T(v) = /Q gudz — /Q F-Vuda, (2.4.22)

Que és lineal és evident perque totes les aplicacions que s’hi veuen involucrades ho sén.
Per a veure que és continua, observem que

T ()| = (g + div(F), v) (o) < llgll2@llvll2@) + 1Fll 2@ Vol 2@

(2.4.23)
< (lgllz2) + IF N 2 ) vl 71 (02)-

Per altra banda, en virtut del teorema de representacié de Riesz, que T' € H _I(RN ) és dir
que existeixi un element v € H'(RY) tal que T' = (-, v) m1(rNy- Aleshores, per a qualsevol
u € HY(RN),

T(u) = (g+div(F),v) giq) = (g,U>H1(Q)+<div(F),v>H1(Q) = / uv dx+ Vu-Vodz.

RN RN
(2.4.24)
Aquesta ultima igualtat es pot entendre en el llenguatge de les distribucions com T =
v+ div(F), on F' = —Vu. O

Acabem aquesta subseccié tot definit que sén els espais de Bochner, que seran ’ambient
on considerarem la majoria de les funcions d’ara endavant.
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Definicié 2.4.18. Donats un espai de mesura (7', M, ), un espai de Banach (X, ||| x) i
p € [1,00]. Definim I’espai de Bochner LP(T; X') com el conjunt de classes d’equivaléncia
de funcions mesurables u : T'— X de manera que

lull o1, x) = (/T llu(t)|% d,u(t)) ’ < 0. (2.4.25)

Considerem dues funcions equivalents si sén iguals excepte per a un conjunt de mesura
Zero.

En el cas del nostre estudi de les equacions diferencials en derivades parcials, sovint
considerarem que l'espai de mesura sigui (0,77, B([0,T]),A), on T" > 0 i B(]0,7]) fa
referéncia als borelians de [0,77] i A a la mesura de Lebesgue en [0,7]. Algunes propietats
que exhibeixen aquesta mena d’espais sén les seglients.

Diem que un espai de Banach (X, || - |x) té la propietat de Radon-Nikodym si per
a qualsevol interval I C R, qualsevol funcié f : I — X de classe Lipschitz és derivable
gairebé per a tot punt de 1.

Teorema 2.4.19. Sigui (X, |- ||x) un espai de Banach reflexiu tal que X’ té la propietat
de Radon-Nikodym. Aleshores, LP(T; X) = L1(T, X') per a qualsevol p € [1,0).

Per a ser més explicits, acabem la seccié amb el segiient resultat.

Teorema 2.4.20. Sigui (X, | - || x) un espai de Banach reflexiu, p € (1,00) i ¢ el seu ex-
ponent conjugat. Aleshores, els espais (LP([0,T]; X))" 1 L9(]0,T]; X') s6n isometricament
isomorfs.

Demostracié. L’aplicacié ¢ : LY([0,T], X") — (LP([0,T]; X)) definida per 1’assignaci6

T
o(g) = / (g (o) di (2.4.26)

és un isomorfisme isometric entre els dos espais. O



Capitol 3

Existéencia i unicitat de ’equacio
lineal del transport

En aquest capitol presentem alguns dels resultats més importants pel que fa a ’equacié
lineal del transport, basats en [4] i en [5]. L’encetem tot presentant I’esquema de la teoria
de DiPerna-Lions per a demostrar ’existencia i la unicitat de solucions de I’equaci6 lineal
del transport.

3.1 Esquema de DiPerna-Lions

Les técniques per a demostrar 'existencia i la unicitat de I’equacié lineal del transport
del problema de Cauchy (3.2.1)) sota les hipotesis (3.2.2)) és la segiient.

Primer de tot, s’obtenen resultats a priori mitjancant calculs formals. Per a efectuar-
los, es mollifiquen tant els coeficients com la dada inicial mitjancant aproximacions de
la identitat, de manera que s’obtenen uns nous coeficients ug, b: 1 ¢ que sén suaus i
que quan substitueixen els coeficients originals del problema de Cauchy, ens permeten de
garantir que n’existeixen solucions u. i que aquestes sén uniques.

Segonament, es tracta de demostrar que les solucions u,. convergeixen, en algun sentit,
cap a una funcié u que resulta ser, en algun sentit, una solucié del problema de Cauchy.
Per a fer-ho, calen tant fites prou bones que permetin que un argument de compaci-
tat adient sigui valid, com resultats tecnics sobre la convergencia, en algun sentit, del
commutador [pe, b](Vu) cap a zero, i aquests esdevenen el punt clau de la demostracié.

Per a provar la unicitat, emprarem el fet que les solucions u que hem demostrat que
existeixen, no només sén solucions febles, sindé que també sén solucions renormalitzades,
i aixo és a dir que per a qualsevol 3 € C!(R) la funcié S(u) també n’és solucié. La
unicitat sera una conseqiiencia d’aquest fet, tot observant que tota solucié renormalitzada
del problema homogeni amb dada inicial ug = 0 ha de ser idénticament zero, cosa que
demostrarem tot escollint una funcié S adient.

17
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3.2 Resultat d’existencia
En aquesta seccié ens plantegem de demostrar que, per a 7" > 0, existeix una solucié
u € L>2([0,T); LP(RY)) del segiient problema de Cauchy

%—b-Vu—i—cu:O, en [0,7] x RN

ot (3.2.1)

u(z,0) = u°, en RY.
per a u® € LP(RYN).

Teorema 3.2.1. Siguin p € [1,00], u® € LP(RY) i ¢ € L*([0,T]; L] .(RY)) dues funcions
ibe LY([0,T); (LL (RY))N) un camp vectorial tals que

loc

1
c+ —divbe L'([0,T]; L2(RY)), sip > 1

» (3.2.2)
¢, div b e L0, T); L®(RM)), si p = 1.

q

1 (RY)). Aleshores, existeix una solucié

Suposem a més a més que c+div b € L1([0,T]; L
del problema de Cauchy (3.2.1]).

Demostracid. Suposem primer que p = oo, i procedim formalment. A més a més de
les mateixes hipotesis del teorema, suposarem que u",b,c € C° (RN ). En virtut de la
proposicié (2.2.1)) i del resultat anterior, tenim que

¢
ult, X (¢, (0,2))) = u(x) + / (s, X (s, (0,2))uls, X (s, (0,))) ds. (3.2.3)
0
i si apliquem la desigualtat de triangular, passa que
t
(s )l oo vy < N6 oo @y +/0 [le(s, M poe @y luls, )l Lo @y ds. (3.2.4)

Com que ¢ € C°(RY), llavors ||c(s, I poemry < 00 i, per la desigualtat de Gronwall,

t
ot Ml ooy < 1w vy xp { /0 Hc(@-)HLm(RN)}

T
< ||u0||Loo(RN)exp{/O l|e(t, .)||LOQ(RN)} (3.2.5)

0
< [0 oo vy exp {llell oy ey | -
Suposem ara que 1 < p < 0o, i mantinguem les hipotesis de regularitat. Aleshores, com

que %(M”) = p|u\p_2u%u i V(|u|P) = pluluVu, resulta que si multipliquem cada membre
de la igualtat u; + bVu = cu per plu[P~2u, llavors

d
2 ul?) +b- V(Jul”) = peful”. (3.2.6)
Ara podem integrar en RY cada membre de la igualtat anterior. Obtenim que

/R () dx—i—/RN b (jul?) d = /RN peful? d. (3.2.7)

N dt
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Com que u € C®(RYM) i com que podem suposar que el nombre de punts on |u| no és
derivable (respecte de t) és finit o numerable, podem invocar el Teorema de derivacié sota
el signe integral per a commutar els operadors d’integracié i de derivacié. A més a més,
podem usar també el Teorema d’integracié per parts i com que b és de suport compacte,
acabem obtenint que

p
_Z/Rka (t,x) a’ZL)(t,x)day

" (3.2.8)
:_Z/RN K (¢, ) [ul? da
Obi Pdx = — iv(b)|ulP dx
léNE: (t,2)|ulP d léNd(M|\d.
Tot plegat,
G (1) = 5 [ lute Py do
:54Nme()+pc Nlu(t, )P da (3.2.9)

< Ndiv(b(t, ) + pe(ts )l poo ey 1wt L gy

Si usem la hipotesi que ¢ + %div be LY([0,T]; L>(RYN)) si p > 1, podem aplicar un dels

lemes de Gronwall per a obtenir una nova fita de ||u(s Concretament,

dt
Loo(RN)

dt | (3.2.10)
Loo(RN)

’ )”IZ/ZJ(RN)

1
“div b(t, ) + lt, )
p

JoaCs gy < (0,12, gy e300 <p /

T
1
P -
< [|u(0, )HLP(RN) exp <p/0 p

1.
< HUOHLP (RN) €XP (p delv b+c

div b(t, ) + c(t, )

Ll([O,T};L‘X’(RN))> ‘

Suposarem ara que les funcions ¢ i u’ i que el camp vectorial b satisfan, només, les

hipotesis del teorema. Sigui p : RV — R el mollificador definit per I’assignacié p(x) =

Cel= T 1X{|x\<1}( x), on C és tal que [pn p(x)dr = 1, i considerem, per a e > 0 fixat,

Pe = eNp(s)' Definim b, == b % pe, - == cx pe i u? = u® x p., on x és l'operacié de
convolucié. Per exemple,
) = (exp)@) = [ clo-ppdy= [ cla-ppl)dy (G2
RN B(0,e)

Resultats generals sobre les propietats de I'operacié de convolucié asseguren que b.(t,-) €
CL(RY), que cc(t,) € CLHRY), que b. — bic.+div b: — c+div ben L'([0,T]; L (RY))

loc
peral < p < oo, iqueul — u® en LP(RN). Aleshores, existeix una tinica soluci6
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u: € C([0,T);CL(RY)) del problema de Cauchy

Oug :
¢~ be Ve + ccue = 0, si (t,7) € [0,T] RY (3.2.12)

u: (0, ) = ul(z), si z € RY

perque sabem que en el cas suau, tal com es comenta en el capitol de la teoria Cauchy-
Lipschitz, el problema de Cauchy té una tinica solucio. Es llavors que les fites
i poden ser demostrades sense procedir formalment ni assumint que u°,b,c €
cee (]RN ). Per tant, per a tot 1 < p < oo passa que u. és fitada independentment de
e en L>®([0,T); LP(RN)) perque les fites sén independents de t. En efecte, si p = oo,
[tte || oo (jo77Loe (mYY) = SUPefo,r] 1Ue(t, )| ooy < Collul||poo@ay; 1811 < p < oo,
||ua||L°o ([0,T);LP(RN)) = SUP¢e(0,T] [Jue(t, )|l e ®RN) < Colu° HLP(]RN) també.

Per a 1 < p < oo, com que u. és fitada en L>([0, T]; LP(RY)) i L°°([0, T]; LP(RY))
és isometricament isomorf a l’espai dual topologic d’un altre espai de Banach i de fet,
L>([0,T); LP(RN)) = (LY([0,T]; LY(RY)))* on ¢ és I'exponent conjugat de p, el Teorema
de Banach-Alaoglu garanteix l'existencia d’una successié {¢;}jeny C (0,00) amb g; — 0
si j — oo tal que la successié parcial {ue; }jen convergeix feblement cap a un element
u € L=([0,T]; LP(RY)). Demostrem ara que el limit feble és, de fet, una solucié en el
sentit de les distribucions del problema de Cauchy original. Observem que

0=l c dzx dt — 0,-)dz
fimm - //RN%at vt [l ol0.)
/ / ug; (div(be, ) + ce; ) dadt
RN
T
——/ hm/ ugja dx dt — lim ugjgo(O,-)da:
0 J—00 RN _]*)OO RN

T
—i—/ lim / ue,; (div(be; ) + ce, ) da dt
0 RN

J]—00

//RN % dwdt - /u%(o,-)dm

T =~ (be; )
+/0 ]IL\IEO/RNUE]. (223 8acjk +cep | drdt

/ / d:L‘dt / uocp(O,-)d:L"
RN RN
a(b*e)
g lim U dr 4+ lim ucpdx | dt
]Hoo RN 8$k Jj—00 RN

/ /RN dmdt—/ﬂw uow(o,.)da:—k/o /RNu(div(bcp) + cp) dxdt

per a qualsevol ¢ € C*°([0,T] x RY). Per tant, u és una solucié del problema de Cauchy
(3.2.1). Hem usat el Teorema de la convergencia dominada per a intercanviar el limit i la

(3.2.13)



3.3. RESULTATS D’UNICITAT 21

integral respecte de t, el fet que la convergencia usual impliqui la convergencia feble i el
fet que si una successié de funcions convergeix cap a una funcid i si una altra successio
de funcions convergeix feblement cap a una altra funcid, aleshores la successié producte
convergeix feblement cap al producte dels limits.

Per a p = 0o, com que L>®([0,T]; L>(RN)) = L>=([0,T] x RY) i L>=([0,T] x RY) és el
dual topologic de L'([0,T] x RY), el Teorema de Banach-Alaoglu garanteix l'existencia
d’una successio6 {&;}jen C (0,00), amb £; — 0, de manera que la successié parcial {ue, }jen
convergeix feblement* cap a un element v € L>([0, T]; L°(R™)). Un calcul com el del cas
anterior demostra que el limit feble* és, de fet, una solucié en el sentit de les distribucions
del problema de Cauchy.

Per a p = 1 s’ha d’efectuar un procediment alternatiu als casos anteriors perque
no sabem identificar I'espai L>°([0,T]; L*(RY)) com al dual topologic d’algun espai de
Banach.

Mantinguem les definicions de b, c. i . Com que CP(RY) és dens en L'(RY),
existeix una successié {ud},en C C°(RY) que convergeix cap a ug en L'(RY). A més a

més del problema de Cauchy (]3.2.12]), considerem-ne també el segiient

OUpn, e

Tl be - Vup e + ceune =0, si (t,2) € [0,T] x RN

(3.2.14)
Un (0, 2) = ud(z), si = € RV,

on uy. és, com en el cas anterior, la solucié aproximada al problema de Cauchy que té

per condicié inicial ul.

Aleshores, com que p = 1, ¢,div(b) € L*([0,T]; L®(RY)) i com que les fites (3.2.9) i
(3.2.10) sén valides per a p = 1, existeix un nombre Cp > 0 tal que [[upe(t, )| L1y <
Co - ||lup |l 11 (ry gairebé per a tot ¢ € [0,T]. Notem que, analogament als casos anteriors,
és una fita independent de €. Si examinem la funcié u. — u, ., com que l'equacié lineal

de transport és lineal, u. — u, . resol una equacié de transport amb coeficients b, i c., i
IR o . 0 0 ’
condici6 inicial ug — u;. Tot plegat, es té que

et ) = e (b )l ey < Collud(t,-) = u(t, )y (3.2.15)
0

gairebé per a tot ¢ € [0,7]. Observem que, com que si € — 0, aleshores u] — u® en
LYRN) isin — oo, llavors uY — u® en L'(RY), ha d’existir una constant C' > 0 tal que

[u — w1 vy < Clluf — u®|| L1 gy Per a qualsevol € > 0 i, per tant,

[ug = upll vy < (O + Dju” = up | @) (3.2.16)
que és una desigualtat que, combinada amb la inequacié (3.2.15)), ens permet de deduir
que [luc(t, ) — une(t, )l L@y < Cllu® — U%HLl(RN) gairebé per a tot ¢ € [0,7]. Per tant,

{uc}e és compacte per successions amb la topologia feble a L°°([0, T]; L*(RY)) i, per tant,
és una soluci6 feble del problema de Cauchy (3.2.1)). O

3.3 Resultats d’unicitat

Lema 3.3.1. Siguin p € [1,00], @« > ¢ i f € [1,00] tals que % = é + %. Siguin també

u € L{’O C(RN ) una funcié i b € VVI})CO‘(RN ) un camp vectorial. Aleshores, per a qualsevol

compacte K C RY es té que

(b V) % pz = b- V(s pe)ll iy < C - Nlulliwier - Bllwreicry (3.3.1)
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on C eRiK' =K+ B(0,1).

Demostracié. Sigui K C RN un compacte. Primer de tot, demostrem que (b Vu) * pe —
b-V(uxpe) € LP(K). Posem A, := ((b- Vu)*p. —b-V(uxp:))(x) i observem que

A, = - / div(b(y)pe(z — v))uly) dy — (b~ (u* Vp2))(x)
RN

/RN Z pe@iz (y)u(y) +u(y)b(z) - Vpe(z — y) dy

k
/]RN Z )(pe(92)) )ab (y) + Orelg) (W)V* (y)uly) + u(y)b(z) - Vo:(x — y) dy

Oxy, oxy,
= [ W)z ) )b) Tl )+ b))y

~(div(b)ux pe)(z) + / w(y)Vpe( — y) - (b(y) — b(z)) dy,

RN

(3.3.2)

on g, : RV — RV ve definida per g,(y) = = — y, per a 2 € RY. Per a deduir la primera
igualtat hem usat el fet que (b- V(ux ps))(x) = (b (u* Vpe))(x), que es despren de
les propietats de 'operacié de convolucié quan actua sobre funcions test; per a deduir la
tercera igualtat hem aplicat la regla de la cadena, i per a deduir la quarta i la cinquena
igualtat hem reescrit les expressions anteriors en termes de la divergencia de b i de les
definicions de convolucié.

Vegem ara que (div(b)u) x p. € LP (RM). De fet, n’hi ha prou si comprovem que

loc
div(b)u € LﬁC(RN) ja que p. € C°(RY). Sigui doncs, M C RY un compacte. Observem
que, com que div(b) € Li} .(M) perque b € VVlica( ), ue Li (M), % = 1%4—% j otpj otp

P @
sén exponents conjugats, de la desigualtat de Holder obtenim que

div(b)u = ||(div(b)u)? < ||div(b)?]| WP o
[[div(b) ”L{’;c(M) [(div(b)u)llzy (ary < lIdiv(D) ”Lf(M)” ||L10§p(M) .
= (v () o el zz_ay)’-
A més a més, deduim que [|div(b)ul|pspry < [|div(D)||a(arllulle(ar).- Tot plegat, es té
que (div(b)u) x p. pot ser fitada de la seglient manera:
I(div(b)u) * pell o (xey < [1div(b)ullps(rery < v (O)|] Lo(acr l[ull Lo sy (3.3.4)

La segona desigualtat es desprén de 1’observacié anterior si prenem M = K.

Fins ara, tenim un dels sumands de (3.3.2) controlat en L?(K). Vegem tot seguit com
podem trobar una fita de 'altre tot usant la desigualtat de Cauchy-Schwarz en RY:

[ s ¥oute =) - 00) - e)) o
< [ I¥p2te — o)l 165) — b0 o dy (3:35)
RN

= o oo P01 7 ()
6m5 B(z,e) R

o) = (@)l dy.
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En aquesta ultima desigualtat, Cy és una constant que depen de N, pero no de €, tal
N

que 1“(7&721) < Ch, i|B(z,¢)| és la mesura de Lebesgue de B(z,¢) i I, la funcié gamma.
2
Denotem per m. el volum de la bola B(0,¢), per a ¢ € (0,1]. Com que la mesura de
N
Lebesgue és invariant per a translacions, resulta que m. = |B(z,¢)| = F(”ﬂil)sN per
2
a qualsevol z € RY. Observem que la desigualtat (3.3.5) és, de fet, una igualtat si
N
_ 2
Cn = r(¥41)”

Com que p és continua i de suport compacte, podem fitar la quantitat ||Vp|ry per
una constant C' > 0, de manera que
) R

i o077 (%5
E’ITLE :ve)

CnC
< /Bmﬂ””'b) b(z) | .

16(y) — b(2)||p~ dy
" (3.3.6)

T oeme

Per a involucrar ’exponent p i el seu exponent conjugat usem la desigualtat de Holder:

e ) — by = 2 o (A=)

€

EMe € LY(B(z))
3.3.7
C'NC I ’b—b(x) ( )
T ome L PEED e ey
I com que « > ¢, existeix un nombre real D € (0,00) de manera que
Hb—b(w) <D Hb_b(x) ] (3.3.8)
€ La(B(z,e)) € Le(B(ze))
Per tant,
CNC/ CNCD b—b(l‘)
w(y)|]|o(y) — b(z)||py dy < U . H .
e B lu()[lIb(y) — b(z)||r - lull Lo (5o || = LB
(3.3.9)
A més a més, aquest dltim terme el podem escriure com
1
CnCD P b(y) — b(z) || “
e RO I N ]
Me Bl(z.e) B(z.e) € RN
i N (3.3.10)
1 Pl b(y) — b(x) ||* “
<hy (o [ quray) (oo MR g,
Me JB(x,e) Me JB(x.e) € RN

on Ry > 0 és una constant, i tal que é + ]l) + % = 1. Ara fitarem, en norma LP(K) i

norma L%(K), cadascun dels dos termes que apareixen en (3.3.10)), vistos com a funcié
de x.
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El primer terme és facil de fitar:

> 1
1 P .
—_— p L B
<m5 /B(x@) uwl dy) (/ /K/ M ()X B0 (y —2) dy dx)

= (/K </K niexB(y,g)(x) d:c> lu(y)|P dy>zl) (3.3.11)
-/, !u<y>rp)’l’ = Il

Justifiquem tot seguit la validesa de cadascuna de les desigualtats anteriors: la primera
és conseqiiencia del fet que y — x € B(0,¢) si, i només si, Xp¢)(y) = 1; la segona, del
Teorema de Tonelli, que ens permet d’intercanviar 'ordre d’integracié perque l'integrand
és no negatiu i mesurable; i la primera igualtat, del fet que la mesura de Lebesgue és
invariant per a translacions i que, per tant, me. = [B(0,€)| = [ XB(y,e) () dx.

Vegem com poder fitar el segon terme de (3.3.10)). Tot fent s del teorema fonamental
del calcul, pot ser escrit, si prescindim per ara de la potencia é, de la manera segiient:

[ L (bl
B(z,e) Me €
:/B(x’g)ni /Dly_ - Vb(z +t(y — x)) dt

9
1 1
< oy
B(z,e) Me Jo

Ara podem considerar la funcié g, : B(z,¢) — RY definida per I'assignacié g.(y) =
v+ tly —z), per az € RY. Com que g, € C'(B(z,¢)), podem aplicar el teorema del
canvi de variables per a obtenir que

[0}

dy (3.3.12)

Vb(z + t(y — x))||gn dt dy.

«
Yy—x
9

RN

«

1 /1 y—=x .
— Vb(z +t(y — dt dy
/B(x’s) medo |2 |l IVb(z + t(y — 2))[rw
1 /1 z—zx||* 1
- — [ IVoey || |57 ]| dtdz
/gx(B(ac,a))m Vo) te ||z~ |det Dgz(2)
r 1)
D ( N / /HW HRN ) dt dz (3.3.13)
2 xta

/RN IVb(2)18x (/0 (tj)NXB(O,tE)(x—z) dt> dz

ﬂ
SN RIS w\z
_l_
=

N
2
I'(3+1
- ( N ) [Vb|[gn * Xe = SN Vb[[gn * Xe,
2
on xe(x fO XB(0,te) (% )(ts)N dtiSy =T (§ +1) 2. La primera desigualtat anterior

és conseqiiencia dels fets que ||z — z||gy < te, que det Dg.(z) = tVV i que g.(B(x,¢)) =
B(z,te).

Calculem explicitament y.. Per una banda, si x € RV \ B(0,¢) és clar que x.(z) = 0.
Per altra banda, si x € B(0, ), existeix un nombre t* € (0, 1) de manera que x € B(0,t*¢).



3.3. RESULTATS D’UNICITAT 25

Per tant, per a z € B(0,t%¢), Xp(o,)(z) = 1 si t* > %'; i 0, altrament. Tot plegat, fixat
x € B(0,¢)

1 1 1 1
Xe () 2/0 XB(O,ta)(af)Wdt - /lzgRW Wdt

1 . N-1
T (N—1)eN <(ux\RN) - 1) X50)(®)
Ara demostrem que x. € LL(RY). Que és de suport compacte és evident. Vegem que
és un element de L'(RY).
1 - N-1
el = [ e ()

1 e V' (3.3.15)
= —ldx "9
(N —1)eN /B(O,e) <”x’RN>

< 1 / 1 dr <
S T —— AT 0.
(N =1z Jp,e) ll=llgx"

(3.3.14)

XB(o,a)(fU) dx

Vegem ara com podem obtenir una fita de ||(||Vb]|gy * Xg)é | Lo (k)

1 o 1
IUVOlIRN * X)Ly = M VBIRN * Xell 71 gy

- ( / / xe( — DIIVB()||2w dydaz)
K JB(z,)
- ( / ( [ el Velo)lgs dx) dy)
K+B(0,¢) B(y,e)NK
1
= (/ VoY)~ (/ Xe(z — ) dw) dy) -
K+B(0,e) B(y,e)NK

(3.3.16)
La tercera igualtat és conseqiiencia del Teorema de Tonelli, ja que l'integrand és no-

negatiu i mesurable i del fet que si per a € K fixat passa que y € B(x,¢), aleshores
quan canviem l'ordre d’integracid, resulta que y € K + B(0,¢) i 2 € B(y,¢) N K.

Observem que

/ Xe(x —y)de < / Xe(r —y)de = / Xe(z) dz. (3.3.17)
B(y,e)NK B(y,e) B(0,e)

Per tant, podem trobar una fita de (3.3.16]):

1
* 1
( / Vb(y)| ( / Xe(@ =) dx> dy) < el gy 1 VBl iy (3:3.18)
K+B(0e) B(y,e)NK

Notem que ||Vb|| e (k1) < 00 perque b € VVli’O‘(RN).

C
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Tot plegat, si combinem les fites anteriors, obtenim que

[(b- Vu) x pe — b~ V(u*pe)ll sk
<[|(div(b)u) * pell L5 (1)

1
1 » 1
| Ry (/ u(y)\pdy> (/ S
B(z,e) Me B(z,e) Me

<|[(div(b)u) x PsHLB(K)

b(y) — b(x)

dy)
RN

D=

1
1 1 ||b(y) — b(z) |¢ «
srv| ([ Sty PR =
B(z,e) Me B(z,e) Me € RN
LP(K) L*(K)
. a 1
<Idiv(b) il zoaer, + Rl oo | (S 19BN 530
1 1
<|\div(O)| Loaery lull o acry + Bvllwll Lo ey SR Ixe Fr vy VO Loy
1 1
Smax{ndiv(b)umm/),RNSﬁnxsu gl(RN)HVbHLa(K,)} el o ey IV o
1 1
SmaX{HdiV(b)’La(K')7RNSXYJHXeHEl(RN)||VbHLa(K/)} [l o ey [0l W
(3.3.19)
tal com voliem demostrar. O

Teorema 3.3.2 (del commutador). Sigui p € [1,00), « > ¢qif ,00) de manera que

el
% =14 ;17. Sota les hipdtesis que u € L>®([0,T]; L2 (RN)), b e LY([0,T]; WE*(RN)) i

loc » "loc
que p. és un mollificador en RY. Aleshores,

[, b](Vu) == (b-Vu) % p: —b-V(u*p:) =0 (3.3.20)

en L1([0,T]; LP (RM)).

loc

Demostracié. Primer de tot, fixem un nombre ¢ € [0, 7] i un compacte K C RN, Ales-
hores, es verifiquen les condicions del lema anterior i obtenim que |[|[pz, b](Vu)||ps(x) <

Cllullze ) 1Bl e ()
Segonament, podem integrar en ¢t cadascun dels membres de la desigualtat. Aleshores,

1o, DIVl L1 o528 (ry) < CllullLao,mys e oy 101 o,y w0 (56)) (3.3.21)

< CT|ull oo jo,y;0 () 101 L1 (0,17 10 (K ))

i, per tant, [p,b](Vu) és fitada en L'([0,T]; L?(K)) uniformement en .

Tercerament, demostrem el resultat si assumim que u(t,-) € C°(RY)) i que b(t,-) €
C*(RY) gairebé per a tot t € [0,T).
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En aquest cas,

[pe, b](Vu)(z) = /K u(y)(b(y) — b(x)) - Vpe(x —y) dy — (div(b) * p:)(z)

= - /K diva (u(y)b(y) — u(y)b(x))pe(z — y) dy — (div(b)u x pe)(x)

(3.3.22)
— div®)(a) [ uw)p.r =) dy — (@iv(Bux p) @)
— div(b)(u p.)(@) — (div(b)u) * o) (@),
Per tant,
[pe, b](Vu) = div(b)(u x pe) — (div(b)u) x p — 0 (3.3.23)

en L'([0,T]; LP(K)).

Per a acabar, demostrem I’enunciat amb el benentés que les funcions suaus siguin
denses en LP(K) i en W1¥(K), que ho sén en virtut dels resultats de la subsecci6 ([2.4.1)).
Per una banda, donada f € L>([0,T]; LP(K)), com que C°(K) és dens en LP(K) ja que
1 <p< oo, fixat n > 0, per a qualsevol t € [0, 7], existeix g, (t) € C°(RY) de manera
que [lgy(t) — f(t)llLr(x) < 1. Podem considerar la funci6 g : [0,7] — C°(RY) definida
per 'assignacid t +— g,(t). Observem que ||f — gl| oo (j0,1];r(k)) < 1> que és el que voliem
veure. Per a veure que podem aproximar funcions de L>°([0, T]; W1®(K)) per funcions
suaus, podem usar el mateix argument.

Fixem § > 0. Aleshores, existeixen u*(t,-) € C2(RYN) i b*(¢,-) € CZ(RY)) tals que
i . 5
1 Hb_b HLl([O,T];LB(K)) < 3CTTw 1

* )
uUu—1u . .
l 210,170 (k) < 3CTTO 1, oTILP )

0,T;Wwha(K))

Per tant,
[, ]Vl 10,1708 (1)) = 1B+ Vu) x pe — (b Vu¥) * pe 4 (b Vu*) x pe
—b-V(uxpe) +b-V(u *pe) = b V(u"*pe)ll L1008 x))
<0 V(u—u*)) xpe = b (V(u—u") % pe) || L1 (o,17:05 () (3.3.24)
+ 16 - Vu®) x pe — b - V(u" * pe)ll L1(j0,77:05 (k)
=[lp=, B1(V (u — W)l 1 (o,r1:08 (x6)) + [loes IV | L1 o,73528 (k)

Arribats a aquest punt, podem efectuar un calcul analeg al que acabem de fer per a
obtenir una fita de [|[pe, b](Vu*)|| L1(j0,77,05(K))- Concretament,

I[[pe, ]V ) L1 jo,77:18 (k)

. . . . (3.3.25)
<|[pe, b = b"](Vu )”Ll([O,T];Lﬁ(K))+‘|[p67b J[(Vu )HLl([o,T];Lﬂ(K))-

Ara podem usar tant la desigualtat (3.3.21) per a obtenir fites superiors del pri-

mers sumands de I'tltima linia de (3.3.24)) i de (3.3.25]), respectivament; com el fet que
[pe, 0*](Vu*) — 0 en L'([0,T]; LP(K)), i que per tant, existeix un nombre 0 < gy de

manera que per a 0 < e < o, [|[pe, 0| (Vu*) || 10,778 (k) < g
Tot plegat, per a 0 < € < gg resulta que
[l [e b](VU)HLl([O,T};Lﬁ(K)) <CT|u - U*”LOO([O,T};LP(K)) HbHLl([O,T];Wl’D‘(K))
+CT||u*|| oo ((o,77,L0 (5 10 = V" L1 o,y wr0 (1)) (3.3.26)
+|[oe; 0TV | L1 po,m,28 (1)) < 0

que és el que voliem demostrar. O
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Com a conseqiiencia immediata de (3.3.1]) i , es té el segiient fet.

Teorema 3.3.3. Siguin p € [1,00] i u € L>®([0,T]; LP(RY)) una solucié de (3.2.1).
Suposem que b € L*([0,T7; VVli’Ca(RN)) i que ¢ € L'([0,T]; LY .(RY)) per a algun a > q.
Aleshores, u. = u * p. verifica que

Oug

—b-Vue + cu. = e, (3.3.27)
ot
on TE Convergeix cap a zero en L'([0,T7; 1OC(}RN)) sie = 0,1 f és definit per la relacié
% 7+fencasquea<ooop<oo opell, ],altrament.

Teorema 3 3 4. Siguip € [1,00]1u € L*(]0,
Cauchy (3 . Suposem que ¢, div b € L([0,
ique

00
T]; LP(RY)) una solucié per al problema de
T]; L2(RY)), que b e L1([0, T); WE/(RN))

loc

Tl e LY([0,T]; L*(RN)) + LY([0, T); L>=(RM)). (3.3.28)

Aleshores, u = 0.

Demostracio. Primer de tot, observem que tant uw com b com c satisfan les hipotesis
de (3.3.3) perque u € L([0,T]; LP(RY)) i perqué podem triar o = ¢ i notar que ¢ €
LY([0,T]; L (RY)) € L} ([0, TT; Lizo (RY)) i que b € L*([0, T); Wie (RY)).

loc loc

Per tant, com que 8 = 1 independentment dels valors de « i de p,

Ou,

5 b Vietcuc=re = 0en LY([0,T); LL .(RM)). (3.3.29)

Sigui ara v € C*(R) una funcié tal que 4/ és fitada en R. Passa que

Ov(ue Oue
) b ) + e () = 7 () o~ ()b Vi) + e/ )
=) (G = b e ) o ) =702 (= ) + ey (1) = 7o ().

(3.3.30)
Per tant, com que 7' és continua en R i ue — u en L°([0, T]; LP(RY)) si e — 0, es té que

07(u)
ot

(u) + cury/(u) = 0, per a (t,z) € [0,T] x RV, (3.3.31)

Considerem ara les funcions truncament ¢ == ¢ () pera R € [1,00), on ¢ € C>®(RY) és
tal que supp ¢ C B(0,2) i que ¢ =1 en B(0,1). Multipliquem cada membre de 1’equacié
(3.3.31)) i, després, els integrem en RV:

G [ tuteNondes [ ey (ult,)) +div(ble D (u(t, ) pnds
RY R (3.3.32)

_ /RN (u(t, )b, ) - Ver) da

Siguin M € (0,00) un nombre real i y(t) := min{|¢|, M }P. Observem que si bé v no
és derivable, és pMP~1-Lipschitz en R. Sigui {7, }nen C CH(R) una successié de funcions
tals que {7, o u}nen convergeix cap a v en LY([0,7]; L'(RY)) i tals que 7/, és fitada en
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R per a qualsevol n € N. A partir del fet que ¢, div(b) € L'([0, T]; L=(R")), que podem
reconsiderar totes les equacions anteriors amb =, per a qualsevol n € N i que (b,-) - Vg
és una funcié fitada en B(0,1) U (RY \ B(0,1)), podem obtenir una fita de cadascun dels
integrands de per una funcié integrable i aplicar el teorema de la convergencia
dominada per a concloure que

% . ’Y(u(t, ‘))(,OR dx+ /RN (Cuf}/(u(t, )) + diV(b(t, .))»y(u(t7 ))) opdz

(3.3.33)
_ /RN (u(t, )b, -) - Veor) da

Notem que, com que existeix la relacié Vo = chp, podem dir el segiient.

Per una banda, com que ¢ = 1si|z] < 1,1 ¢ = 0si |z] > 2, iT( x) = 0 per a
x € B(0,1)U (RN \ B(0,2)) per a qualsevol k € {1,..., N}, la funcié amkcp ha de ser una
funcié fitada per a tot k € {1,...,n} perque 8‘2 @ € C°(RY) és continua. Per tant, ha
d’existir un nombre B € R tal que || Vor|| foomm) <B B - X{R<|z|<2-R}- Si combinem aquest

fet amb la desigualtat de Cauchy-Schwarz en RY acabem obtenint que

'—/RN v(u(t, ) (b(t,") - Vg) dz

< [ Pl )lbe ) - Vrl do

S/ [yt DI ) len [[Verllry de (3.3.34)
RN

B
e [y (ult, Db, ) ||gy do.
{R<|e|<2-R}

Per altra banda, |uy'(u)| < Dpy(u) per a algun D,, € R que depen de p (de fet, n’hi ha
prou si D), = p). Per a demostrar-ho, raonem per casos: si |t| < M, aleshores (t) = |t|P
i com que /() = pt|t|P~2 per a t # 0, resulta que [t7/(t)| = pt|t|P~2 = p|t|P = Cpy(t). Si
|t| > M, aleshores y(t) = MP i 0 = ty/(t) < Cpy(t).

A més a més, com que [lc(t, )| ey = Er < 0o i ||div b(t, )| peemry =t F; < 00
perque div b,c € L1([0,T]; L (RY)), es té que

/RN (c(t, Jult, )y (u(t, ) + div (b(t, )y (u(t, ) prdz

(3.3.35)
< (DB +F) [ Afult, Dends.
R
Definim C; = max{D, - E; + F;, B}. Tot plegat,
d
—= y(u)pr dr < C’t/ v(u) - prdx + / ) - ||b(t, z)|| dz.  (3.3.36)
dt Jrw RN R<|x|<2R}

Observem ara que y(u) = min{|u|, M}? € L>([0,7]; L*(RY) N L>=(RYM)). Com que
u € L([0,T); LP(RN)), |u(t,z)| — 0 si |z| — 0 per a qualsevol t € [0,T] i, per tant, la
mesura de {z € RV : |u(t,z)| > M} és finita per a qualsevol t € [0, T]. El segiient calcul
evidencia que y(u(t,-)) € L*(RY)) per a qualsevol ¢ € [0, T]:

/ Iy (u(t, )| do = / fu(t, P der + / M? di
RN {Ju(t, ) <M|} {|u(t,)>M|}

(3.3.37)
< / lu(t, )P dz + MP|{z € RN : [u(t, z)] > M}| < oo,
RN
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I d’aqui podem dir que y(u) € L>=([0,T]; L*(RY)) perque la fita és valida per a
qualsevol ¢ € [0,T]. Vegem ara que v(u) € L¥([0,T]; L°(RY)). Per a t € [0,T] fixat,
observem que com que min{|u(t,-)|, M}? < MP gairebé per a tot (t,x) € [0,7] x RV,
lavors || min{|u(t, ), M|}?| eo@ny < MP < oco. D’aquesta mateixa desigualtat també
deduim que supycpo 7y || min{|uf, M}P[| Lo @r) < 0o gairebé per a tot t € [0,7], ja que la
fita és uniforme.

Observem també que

b(t, )| |b(t, )|
R X{Rr<|z|<2r}(T) <3 11|

X{R<|z|}(T) (3.3.38)

pera (t,r) € [0,T] x RN. Peraz € {y € RY : |y| < R}U{y € RV : |y| > 2R} és clar que
la desigualtat és certa. Per a z € {y € RY : R < |y| < 2R}, també perque 1 + |z| < 3R,
jaque R>1.

Aleshores, de la hipotesi (3.3.28) escrivim b = by + by, on 1};1‘36' e LY([0,T); L*(RY)) i

1 € LN([0, T); L (RY)); i de la desigualtat (3.3.36) deduim que

d
/ min{|u|, M}Ppr dx
dt RN

b(t
= Ct/ min{|u|, M} or dx + 3Ct/ min{|ul, M}PM de
RY {ll=)> R} 1+ (]
bi(t
< Ct/ min{|u|, M}Pop dz + 3Ct/ mm{yu\,M}pM da
RY {ll=)1> R} 14 (||
: [ba(t, @) (3.3.39)
+3C; min{Ju], My V200 g
{ll=1>R} 14 |||
bi(t
< Ct/ min{|u|, M}Ppr dx + 3CtMP/ de
RN lej>r 1+ [l
ba(t, -
+30t ﬂ / mln{‘u|,M}p dx.
LIl e ey oz )
Si ara fem tendir R cap a oo, obtenim que
d
at Y(u(t, z)) dz = dt/ min{|u|, M}? dz
“ o (3.3.40)

< C’t/ min{|u|, M }¥ dx = C’t/ y(u(t, z)) dz.
RN RN

Aleshores, en el suposit que p € [1,00), com que C} és integrable perque és el maxim
de funcions integrables en [0,7] ja que c,divb € L'([0,T]; L®(RY)), per una de les
desigualtats generalitzades de Gronwall es té que

/RN v(t, ) dz < exp </0T Ci dt) /RN 7(0,-) dz = 0, (3.3.41)

perqué per una banda, u(0,-) = 0 en RY; i per altra banda, com que (¢,z) > 0 per a
qualsevol (t,z) € [0,T] x RY, 4 ou = 0 gairebé per a tot (¢,z) € [0,T] x RV, aleshores
u(t,x) = 0 en L>=([0,T); LP(RY)).

Per a p = oo és necessari un procediment alternatiu basat en arguments de dualitat.
L’ometem. O
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Com a conseqiiencia immediata del resultat anterior, n’obtenim un parell més, que
culminen aquesta seccio.

Corollari 3.3.5. Siguin p € [1,00] i u® € LP(RYN). Si ¢, div b € LY([0,T]; L>(RY)), i
be LY([0,T); W I(RY)) i

loc

b

———— e LY[0,T]; L*(R™)) + L'([0, T); L>=(RM)). (3.3.42)
L+ - [[rw

Aleshores, existeix una tinica solucié u € L>([0, T]; LP(R™)) del problema de Cauchy

%—b-Vu—i-cu:O, en [0,7] x RY

ot (3.3.43)

u(x,0) = u°, en RY.

Demostracio. Sabem que ha d’existir alguna solucié en virtut de . Si existissin
dues solucions del mateix problema de Cauchy, com que I'equacié del transport és lineal,
la seva diferencia satisfaria el mateix problema de Cauchy amb condicié inicial nulla. Fet
que implica, pel teorema , que la diferencia entre les dues solucions és nulla i que,
per tant, coincideixen. O

Sense gaire més esforg, encara podem dir més.

Corollari 3.3.6. Sota les hipotesis de (3.3.5)), u verifica que u € C([0,T]; LP(RY)) si
p < oo ique

gtﬁ(u) —b-VB(u) + cuf'(u) =0, en [0,T] x RY (3.3.44)
C

(1 + [t]"), per a algun C' > 0, en el cas que
=L sig<N.

per a qualsevol 3 € C}(R) tal que |3'(t)

| <
r=p—1sig>N,r<p—1siq=N,ir

3.4 Contraexemple a la unicitat

En aquesta seccié introduim un contraexemple que fa palesa la necessitat de suposar que
div(b) € LY([0,T]; L>(RY)) a fi que la solucié del problema de Cauchy (3.2.1)), amb ¢
nulla, sigui Unica.

Concretament, construirem un camp vectorial autonom b € I/Vl})f (R?) N BUC(R?) per
al<p< oo, on BUC(R?) és el conjunt de funcions fitades i uniformement continues en
R2. Veurem que existeixen infinites solucions de 'equacié X = b(X), amb X (0,z) = z
i, com que cadascun d’aquests fluxos genera una solucié u(t,-) = u®(X~(¢,(0,-))), la

solucié no podra ser tnica.

Com que farem la construccié sobre un conjunt de Cantor, recordem breument com es
defineix i algunes propietats topologiques i sobre la seva cardinalitat que sén rellevants.

Per a construir el conjunt de Cantor, partim de l'interval [0, 1] i el trisequem de manera

o= o] (L2) 2] 41

Ara eliminem l'interval obert del mig i posem [} := {(%, %)} i repetim el procés ara amb

cada interval de [0, 1]\ I; i, en acabat, sant tornem-hi amb els intervals de [0, 1]\ (I3 U I2),
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i aix{ anar fent. De manera general, si I,, és el conjunt d’intervals que s’han eliminat en
el pas n-esim, posem

o= 10,1\ | L. (3.4.2)
k=1

El conjunt de Cantor és el conjunt de punts que no pertanyen a cap I, per a qualsevol
n € N;és adir, K =N K,.

Entre moltes de les propietats interessants que posseeix aquest objecte en destaquem
dues. Pel que fa a la cardinalitat i a la mesura, malgrat ser un conjunt no numerable, és
un conjunt nul. Quant a la topologia, com que és tancat per ser el complementari d’una
unié numerable d’oberts, és compacte pel teorema de Heine-Borel.

Siguin K el conjunt de Cantor i g € C*°(R) una funcié tal que 0 < g(x) < 1 per a
tot x € R, i g(z) = 0 si, i només si, x € K. Ara hauriem de demostrar que existeix
una funcié amb aquestes caracteristiques. Per a fer-ho, podriem considerar inicialment
la funcié d(-, K') que, com que K és tancat, fa que d s’anulli, només, en tot punt de K.
A més a més, d és continua. Arribats a aquest punt, apareix ara almenys un problema
a resoldre: com la fem de classe C°°(R)? Una opcié seria adonar-nos que d(-, K) és
derivable excepte en els punts mitjans dels intervals de I,,, per a qualsevol n € N i, com
que aquests punts no sén suficientment a prop de K, que podem suavitzar cadascuna de
les irregularitats. Finalment, hauriem de concloure amb algun argument de pas al limit
que assegurés que g € C*°(R). Alternativament, hi ha resultats que asseguren que sota
certes condicions, existeix una funcié que s’anulla, només, en un conjunt tancat donat i
que verifica les propietats que ens interessen.

Com que cap de les dues opcions ens acaben de fer el pes: la primera per ser, potser,
una mica fosca, i la segona perqué comporta haver de demostrar aquest fet general; ens
decidim a proposar explicitament una funcié que verifiqui totes les propietats que li sén
requerides.

Teorema 3.4.1. Existeix una funcié g : R — [0,1) tal que g € C*°(R) i que g(x) = 0 si,
i només si, r € K.

Demostracidé. Primer de tot, considerem la funcié definida per ’assignacié

P(x) = {61_12’ size(=11), (3.4.3)

0, altrament.

Observem que ¢ € C*°(R) i que només no s’anulla en (—1,1). Definim ara, per a cada
nombre n € N, el conjunt de nombres P,, C [0, 1] format pels punts mitjans dels intervals
de I, que sén els intervals eliminats en el pas n-ésim de la construccié del conjunt de
Cantor.

Podem produir P, a partir de P,_1, per a n € N\ {1}, mitjancant la relacié que
P,=P, 1+ onP = {%} Aix0 és dir que qualsevol element de P, és de la forma

3n7
=+ 3%, on x € P,,_1 i que, per tant,

1 = 1
P, = {2 + (—1)5’“37 e € {0,1}, per a qualsevol k € {1,...,n — 1}} (3.4.4)
k=1

per a qualsevol n € N\ {1}. Es evident que |P,| = 2"1.
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Escollim un nombre ¢ € (0,sinh(1)) i considerem la funcié

=2, ﬁw@ 3"z —y)). (3.4.5)

n=1yeP,
Demostrem tot seguit que g verifica totes les propietats de I’enunciat.

Vegem primer que g(z) € [0,1) per a qualsevol z € [0,1]. Com que ||¢)|| oo (r) = e !,

Zz

2n—1 sinh(1)
Z:|7A—€ 2) Pl = = <L

=1

L3 )
(3.4.6)

Suposem ara que x € K. En aquest cas, per a qualsevol n € N i qualsevol y € P, resulta
que

(3.4.7)
perque la longitud de qualsevol interval de I,, és 3" i y és el punt mitja d’algun I, i, per
tant, ¥(2-3"(z —y)) =0, ja que |2-3"(z —y)| > 1. Tot plegat, es té que g(x) = 0.

Vegem ara que, de fet, només s’anulla sobre el conjunt de Cantor. Sigui z ¢ K. Notem
que a diferencia del cas anterior, es té que ¥(2-3"(x —y)). Si z € P, per a algun m € N,
aleshores (2 - 3"(x — y)) = e~ ! i, per tant,

0< Z > g—w L3z —y)). (3.4.8)

n=1yeP,

Altrament, si x ¢ P, per a cap m € N ha de passar que g(z) # 0, ja que g és una
suma de termes positius. En definitiva, si ¢ K, aleshores g(z) # 0.

Per a acabar, demostrem que g € C*°([0,1]). Sigui k¥ € NU {0} i posem

-y ﬁw 3z — ). (3.4.9)

yeP,

Notem que )
V(@) = gy V@) = b)), (3.4.10)

on h(x) = —2x(1 — x?)~2.
Observem ara que, com que podem expressar 1)’ en termes de h i de 1),

N (k)

P*) Z plen) z))Pn. (3.4.11)

on N(k) € N és un nombre que depéen de k, a = (au1,...,an@m) € NVGK) | 8 =

(B, - .- ,BN(k)) e NV(#) ¢, dit d’una altra manera, podem expressar P (k) en funcié del
producte entre ? i una suma finita de productes de derivades i potencies de h. Ara, com
que h és una funcio racional i la suma i el producte de funcions racionals sén funcions ra-
cionals, la derivada d’una funci6 racional també ho és. Aleshores, ¥*)(z) = () - Hy(z),
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on Hj és una funcié racional el numerador i el denominador de la qual sén un polinomi
d’un grau que depén de k.

A més a més, Hy(r) només presenta dues singularitats: en z = —1ien z = 1. En
efecte, n’hi ha prou si veiem que el conjunt de punts singulars d’una funcié racional es
preserva quan la sumem o multipliquem per una altra funcié racional amb el mateix
conjunt de punts singulars i que el conjunt de punts singulars també es preserva a ’hora
de derivar. La primera condici6 és evident que és satisfeta. La segona també és senzilla
de veure si examinem el procés de calcul de %) a partir de h*~1. Notem que si h+=1)
té Si,_1 com a conjunt de punts singulats, A(*) també tindra Sj_; com a conjunt de punts
singulars perque el denominador de h(k) és el quadrat del de H*=1 i com que h? == h i
So={-1,1}, S = {—1, 1} per a qualsevol k.

En definitiva, ¢/*) només presenta dues singularitats: en @ = —1 i en x = 1; i, de fet,
aquestes sén de tipus polinomic, perque Hj és un quocient de polinomis. Per tant, com
que

lim )
a—+1 (x — 1) (x + 1)™

=0 (3.4.12)

per a qualssevol nombres naturals n, m € N, resulta que (%) és continua en (—1,1) i, per
tant, existeix un nombre Gy, > 0 tal que [¢*)(x)| < G} per a qualsevol = € (—1,1).

Aleshores, per a qualsevol z € [0, 1]

9P @) =D g 28 — )23z —y))

yePn
< Z - 2k3nk|x ylF - ® (2. 37z — y))| (3.4.13)
yEPn
l-n!
yGPn

Notem que 9(*¥)(2-3"(- —y)) esta ben definida en [0, 1]. Perque si passés que [2-3"(z—1)| =
1, voldria dir que z € K i que, per tant, ) (z) = 0. Ara podem veure que Yoy MF < 0o
perque

ZMT]?SZZ N 2k3nk
n=1 n=1yeP,
< 2ka Z P ‘ 3nk (3.4.14)

kG = 2773k 2k@
= k = k (—1 + 62'3k) < o0.
L n! 2/
n=1
Tot plegat, el criteri M de Weierstrass ens permet de concloure que ggk) convergeix uni-
formement en [0, 1] per a qualsevol k € NU {0} i que, per tant, g € C*([0, 1]).

Per a acabar, cal estendre g a R i aix0 és senzill perque som lliures d’escollir com la
podem prolongar a R sempre que ho fem manera C* i tenint en compte que la seva imatge
estigui continguda en 'interval (0, 1). O
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Definim f(z) = foz g(t)dt, per a x € R. Sigui M el conjunt de mesures finites, no-
negatives i lliure d’atoms (és a dir, que assigna una mesura de zero als singletons) sobre
K. Com a o-algebra considerem el conjunt B(K) := {KNE: E € B(R)}, on B(R) és la
o-algebra de Borel a R.

Escollim una mesura m € M i considerem la funcié f,, : R — R definida per ’assig-
nacié fm(z +m(K N[0,z])) = f(x), per ax € R.

Per a fixar idees, podem pensar que m és una mesura de Hausdorff sobre K. Recordem
que donat un espai metric (X,7), podem considerar l’aplicacid, per a d,é > 0 donats,
H¢ : P(X) — [0, 0c] definida per l'assignaci6

H{(A) = inf {i(diam (U))?*:AC G U; i diam (U;) < 5} (3.4.15)
=1 =1

Es pot demostrar que lims_,o H¢(A) = H4(A) existeix, i que H? és una mesura exterior.
Sense entrar en detalls comentem que, usant el Teorema d’extensié de Carathéodory, es
demostra que si restringim H¢ sobre certs conjunts resulta que esdevé una mesura.

Definim també el camp vectorial b(z) == (1, f'(f~'(x2))), per a = = (v1,22) € R? i
Iaplicacié X, (t, x) = (x1 +t, fr(t + [, (22))), per a (¢, (v1,22)) € R x R2.

Observem que, com que f i fp, sén creixents, b i X, sén aplicacions continues (en
cadascuna de les seves variables). Vegem ara que X, és diferenciable respecte de t. Per a
fer-ho, n’hi ha prou si comprovem que f,, € C1(R)ique f/,(t+f (x2)) = fl.(fml(X2)) =
FUHXR))-

Lema 3.4.2. Per a qualsevol ¢ € R existeix un dnic nombre z € R tal que  + m(K N
[0,z]) = t.

Demostracio. Per a veure l'existencia, primer demostrem que la funcié6 m* : R — R
definida per l'assignacié m*(z) := m(K N[0, z]) és continua, excepte en l'origen. Vegem
primer la continuitat per 'esquerra. Per a x < 0, és clar que ho és perque m*(x) = 0.
Fixem ara x > 0 i vegem que m* hi és continua. Sigui {x,}neny C (0,00) una successié
creixent tal que {x, }neny — x, aleshores {K N[0, zy]}nen és una successié creixent i, per
la propietat de la continuitat seqiiencial de m,

m*(z) = m (K N[0,z]) =m <U KN[0,z,] U {x}) =m (U KN [O,xn]> +m({z}),

n=1 n=1
(3.4.16)
i com que m és lliure d’atoms,
m (L_JIK N [O,l‘n]> +m{z}) = nh_)rrolom(K N[0, z,)) = nh_)ngom (). (3.4.17)

Observem que m*(0) = m({0}) > 0, perqué m no té atoms i, per tant, m no és continua
per ’esquerra en 'origen.

La continuitat per la dreta és analoga, tot fent s de successions decreixents de bore-
lians i, a diferéncia de la prova anterior, emprant el fet que m és finita.

Ara, com que m* és continua, la funcié = + m*(z) també és continua i, a més a més,
no és fitada ni inferiorment ni superior perque m* és no-negativa i x no és fitada, fet que
demostra que l'equacié z + m*(x) = ¢ té solucié. Que aquesta és Uinica és conseqiiencia
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del fet que x + m*(x) és creixent perque, malgrat m* pugui ser constant en un entorn
suficientment petit, z és estrictament creixent. O

Lema 3.4.3. Per a qualsevol nombre x € R\ K i per a qualsevol 0 < s < ¢ suficientment
proper a t resulta que

(x+s—t)+m(KN[0,x+s—t])=s (3.4.18)

Demostracio. Sigui x € R\ K. Com que K és tancat, podem considerar el nombre
S = |inf{r € (0,00) : x+r—t € K} —t|. Aleshores, m(KN[0,z]) = m(K N[0,z +s—t])
per a qualsevol s € [t — S,t+ S]. En efecte, si s € [t —S,t+ S] passa que m(K N[0,z]) =
m(KN[0,x+s—t)),jaque [z,s—t]Z K,sis—t>z (o[s—t,x] ¢ K,sis—1t<ux)
i, com que m és lliure d’atoms i finita, i {z +s—t} = [0, 2 +s—t]\ [0,z +s—1) € K,
m({x + s —t}) = 0. Per tant, de la igualtat © + m(K N [0,z]) = t i dels comentaris
anteriors deduim que

r—t+s+m(KN0,z+s—t])=s,perase[t—=St+9], (3.4.19)
que és el que voliem demostrar. O
El segiient lema exhibeix que la dependeéncia entre dues solucions de I'equacié = +
m(K N[0, z]) =t és continua.
Lema 3.4.4. Siguin x € R I'inica solucié de x + m(K N [0,z]) =t ie > 0. Aleshores,
existeix d > 0 tal que si |t — s| < 4, aleshores |z(s) — x| < e, per a s € R.
Demostracié. Es un fet general que les funcions continues i injectives tenen inversa i que
aquesta és continua. O
Lema 3.4.5. La funcié f,, és derivable i f],(t) = f'(z) per a qualsevol ¢t € R, on z és

I'inica solucié de I'equacié de (3.4.2)).

Demostracid. Sigui t € R. Aleshores, en virtut de existeix un Unic nombre x € R
tal que  + m(K N [0,z]) = t. Suposem primer que z € R\ K. Aleshores, a partir del
resultat i, mantenint-ne la notacio, es té que per a s € [t — S, ¢+ S] també tenim
la igualtat que (z + s —1¢) + m(K N[0,z + s —t]) = s. Tot plegat,

i Jm(8) = fm(t) fnlz+5—t) + m(K N[0,z + 5 — 1]) — f(z +m(K N[0, 2]))

= lim

s—t s—t s—t s—t
g d@Es =t~ @)
e @

(3.4.20)

Com que podem suposar que g € C* (R) per a un nombre k£ més gran o igual que u, f
també i, per tant, el limit anterior existeix. Obtenim per una banda que és igual a f], (¢)
i per una altra que és igual a f'(z).

Suposem ara que x € K. Per a s € (f,00) denotem per x(s) I'inica solucié de
z(s) + m(K N[0, z(s)]) = s. (3.4.21)

Com que la funcié = + m(K N [0,z]) és no-decreixent, x < z(s) i, per tant, m(K N
[0,z(s)]) —m(K N[0,z]) > 0. Aleshores, x(s) —z+m(K N[0, z(s)]) —m(KNI0,z]) = s—t,
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d’on deduim que z(s) —z < s —t. Per a s € (—o0,t), un argument analeg serveix per a
demostrar que x — x(s) <t — s. Aixi doncs, |z(s) — x| < |s —t].

Observem ara que f’(x) = 0, perqué x € K i, per tant, g(z) =0 = ¢(0). A més a més,
pel lema la solucié z(s) depén continuament de s i, per tant, té sentit parlar del
limit de f(z(s)) quan s — t.

|f (z(s))— f(x)

Aleshores, lim;_; W = 0 i, per tant,
[fin(s) = fn()] = £ (2(5)) = f(x)] < Cla(s) — 2> < O(s — 1)?, (3.4.22)
fet que implica que f,, és derivable en t i que f, (t) =0 = f'(x). O

Per a acabar, hem de veure que b € I/Vlf)’p (R?) i que div b ¢ L>*°(R?). N’hi ha prou

C

si demostrem que F = f/(f71(-)) € WP(R) i que div b = F’ ¢ L°(R). La primera

loc
condicié és immediata de provar perque F' és composicié de funcions continues. Pel que

fa a la segona, com que

_ g0 _ g UTH®)

PO =100 = Fi) = o) (34.23)

aleshores

/ F (P dt = / 0 )Plg(F (1)) P de = / 9(s) DI (s)Pds.  (3.4.24)
R R R

Per tant, hem d’exigir que la integral de I’equacio sigui finita per a algun p > 1
i que, alhora, % ¢ L2(R) a fi que F' ¢ L®(R?). T aixo és viable si escollim g = g,
onm =1+ pp%l i go € C®(R) és una funcié tal que 0 < g(z) < 1 per a qualsevol
z € R, que s’anulla, només, en K i que, addicionalment, satisfaci que g, € LP(R) i que
gy € L (R). Aquestes dues condicions es verifiquen si imposem que go(t) — 1 si [t| — oo.
En aquest suposit, resulta que la finitud de la integral és garantida i que, a més a més,
F'(1) = Zé—é:; ¢ L>(R), ja que go € L>®(R), pero go s’anulla en K.



Capitol 4

Existéencia i unicitat de ’equacio
de Fokker-Planck

Dediquem aquest capitol a estudiar I'existencia i unicitat de solucions globals de ’equacié
de Fokker-Planck; és a dir, del segiient problema de Cauchy:

us + L(u) = 0, en [0,T] x RY

w(0.) = g, en RV (4.0.1)
on L : L*(RY) — L?(R™) és un operador lineal definit per 1’assignaci6
1 N
L(u) = 5 Z (aijug;)z; + Z buy, + div(b)u (4.0.2)
ij=1 i=1
on A és una matriu les entrades de la qual denotarem per a; j, per a4,j5 € {1,...,N}ib

un camp vectorial. Notem que tant b com A sén autonoms.

Pel que fa a la matriu A, d’entrada suposarem que és de la forma A = o - 0, on o €
(L>®(RN))N*N_ Per construccié, A és simetrica, definida no-negativa i A € L (RN)NXN,

Quant al camp vectorial b, suposarem que b € L*®(RY) N W1’2*2772(RN) i que és tal
que div b € LOO(RN ). Notem que si N = 2, aleshores 2* pot ser qualsevol nombre
q € [2,00) i, per tant, % > 1. Aix{ doncs, la primera condicié es tradueix en el fet que
be L®RY)NWLH(RY) per a qualsevol 7 € (1,00). En el suposit que N > 2, de
notem que la primera condici6 és equivalent a dir que b € L®(RY) n WHLN(RYN).

Dividirem l’estudi de I'existencia i la unicitat del problema de Cauchy en dues
parts, en funcié de si A és uniformement elliptica o no. En el primer cas, farem 1s del
metode de les aproximacions de Galerkin i en el segon cas podrem estendre ’esquema de
DiPerna-Lions a ’equacié de Fokker-Planck si suposem que A verifica alguna mena de
condicié de regularitat.

Observacié 4.0.1. Podem reescriure I'equacié anterior de diverses maneres, com per
exemple

1
up — div (2A . Vu) + div(bu) = 0; (4.0.3)
0, alternativament si usem la notacié d’Einstein,
1
up — 0; (20@kaj7k8ju> + &(ub,) =0, (4.0.4)

38
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o també
ug + L(u) =0, (4.0.5)

on L(u) = —div (34 - Vu — bu).

4.1 Coeficients uniformement elliptics

Suposem que la matriu A és fitada, simetrica i uniformement elliptica, i que b € L>(R™V)N

2*
Wl’ﬁ(RN ) és tal que div b € L®(RY). Que A sigui uniformement elliptica és dir que
existeix un nombre real 6 > 0 tal que

N
(A@)€, Ory = Y aij(@)&&; > 0I¢[° (4.1.1)
i,j=1

per a qualsevol £ € RY i gairebé per a tot z € RYV.
Lema 4.1.1. L’operador L : H'(RY) — H~Y(RY) definit en (4.0.2)) o en (4.0.5) és lineal

i continu.

Demostracio. Que és lineal és evident perque totes les que s’hi veuen involucrades ho
sén. Vegem que és continu. Sigui w € H'(RY). Aleshores, L és la divergencia del camp
vectorial F' := —%A-Vu—bu. Notem que F' és localment integrable perque per a qualsevol
compacte K ¢ RN

dx

1
K K RN (4.1.2)

1 1 1 1 1
< §HAHLOO(RN)”VUHZz(K)’KP + ||bHL°°(RN)”UHEQ(K)’KP < 0.

Per tant, pel fet de ser localment integrable en RY div(F’) és una distribuci6 ben definida
que actua sobre funcions suaus v € H!(R") de la manera segiient

1
(L(u),v) = (=div(F),v) :/ F.-Vvdr = —A-Vu-Vou dx—l—/ bu-Vuvdr (4.1.3)
RN RN 2 RN
on (—div(F),-) : HY(RY) — R és I'accié de div(F) sobre funcions suaus. Aleshores,

(L(uw), v)] s/

1
—A-Vu-Vv
]RN 2

dx +/ |bu - V| dx
RN

1
<35 [ Al oo mavy lull 2 @ayllvllz@ay + (100l oo vy luel| 2 @y [Vl L2 vy

IA

1
§||A||L°°(RN)HUHHl(RN)HUHHl(RN) + ||bHLoo(RN)||U||H1(RN)”VUHHI(RN)

1
= - LOO(]RN) LOO(]RN) u HI(RN) v Hl(]RN)'
5 14l + [[bl] [ [[v]l

(4.1.4)
Tot plegat, d’aquesta ultima desigualtat es despren que
Iy = s {(L@w),0) ol ey =1}
ve HL(RN) (4 1 5)

IN

1
(3l + Dbl ) Bl

que és el que voliem demostrar. O
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Observem ara que donada una solucié u de (4.0.1)), si ens la pensem com un element
tal que u(t,-) € HY(RY) per a qualsevol ¢t € [0,T], resulta que L(u(t,-)) € H~'(RY)
i com és solucié de , es té que u'(t,-) € H™'(RY) també. Encara més, l'ac-
ci6é de L(u(t,-)) i 'accié de —u/(t,-) han de coincidir i, almenys formalment, es té que
(U (t,-),v) = —(L(u),v), o equivalentment, que (u/(t,-) + L(u(t,-)),v) = 0 per a qualsevol
v € H'(RY) i gairebé per a tot t € [0,T]. Es raonable, doncs, definir les solucions de
(4.0.1)) com aquelles funcions u que verifiquin aquesta condicié.

Definicié 4.1.2. Diem que u : [0,7] — H'(RY) és una solucié feble de (4.0.1)) si

1. pel que fa al comportament respecte de t € [0,7], u € L*([0,T); HY(RY)) i v/ €
L*([0,7]; HH(RY)).

2. per a qualsevol v € H'(RY) i gairebé per tot t € [0, T] es té que (u/(t)+L(u(t)),v) =
0.

3. quant a la condicié inicial, u(0) = g.

El segiient resultat detalla algunes propietats de les solucions febles, que es poden
deduir independentment de ’equacié que considerem.

Lema 4.1.3. Sigui u € L?([0,T]; H'(RY)) tal que v’ € L%([0,T); H 1 (RY)). Aleshores,

1. es té que u € C([0, T]; L?(RY)).

2. la funci6 definida per lassignacié ¢ — |lu(t)|7, (rwv) €s absolutament continua i, de
fet,

||u(t)||%2(RN)> =2(u'(t),u(t)) = 2/ o (t)u(t) d. (4.1.6)

]RN

4. es compleix que
1wl Loo (jo,77;L2mNY) < C (HUHL2([0,T1;H1(RN)) + HU'HLZ([O,T];HA(RN))) . (417)
Demostracié. No ens entretindrem en la demostracié, que es pot trobar a [3]. U

D’ara endavant, ens centrarem a trobar fites inferiors i superiors de (L(u(t)),v), per a
v e HYRN).
Proposicié 4.1.4. L’aplicacié B : H'(RY) x H!(RY) — R definida per I'assignaci6
1
B(u,v) = A-Vu-Vvda:+/ bu - Vudx (4.1.8)
RN 2 RN
és una forma bilineal i continua; és a dir, tal que existeix una constant positiva C' > 0 de

manera que
| B(u,v)| < Cllul| g1 @y vl g @y, (4.1.9)

per a qualssevol u,v € H'(RY), que a més a més verifica que
Bl ey < Bl )+ 0l 2 vy (4.1.10)

per a qualsevol u € HY(RY), on 8 == g i =0+ %[div | ~.
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Demostracié. Primer de tot, notem que si u,v € H'(RY) aleshores B(u,v) = (L(u),v) i
dels calculs fets en (4.1.4]) es desprén la continuitat. Que és bilineal és clar, ja que totes
les operacions que s’hi veuen involucrades ho sén.

Demostrem ara la desigualtat (4.1.10). Observem que si v € H'(R"), aleshores bu? €
WHLLRN). En efecte, com que b € L¥(RV) N Wl’;j(RN), es té que

[ Il da < [l [l e, < o (11.11)
o sigui, que bu? € LY(RY). Vegem ara que D(bu?) € L?(RY). A tal fi, n’hi ha prou que

demostrem que D(b)u? € L2(RV) i que 2buVu € L*(RY), perque D(bu?) = D(b)u® +
2buD(u). Pel que fa al primer terme, com que u € L2(RN ), el teorema ([2.4.13|) garanteix

que u’ € L%(RN ). I com que l'exponent conjugat de % és (%), = % i resulta que
2*
be L2 (RV), la desigualtat de Holder assegura que
2 2
< * * 1.
[ Dbl < 3215 DB e, <o (1112

Quant al segon terme, un calcul similar al de la desigualtat (4.1.11]) serveix per a demostrar
que 2buD(u) € LY(RY), perque b € L®(RN), w € L2(RY) i D(u) € L?>(RY) també.

Demostrem ara que f]RN div(bu?)dr = 0. Tot emprant arguments de densitat, com
que bu? € WHH(RY), existeix una successié de camps vectorials {Fy}ren C C°(RY) que
convergeix cap a bu? en WH1(RY). Ara bé, com que sén de suport compacte, el teorema
de la divergencia assegura que fRN div(Fy) dz = 0 per a qualsevol &k € N. T com que de
la convergencia de {Fj,}reny C C°(RY) cap a bu? en WHL(RY) deduim que {div(F})}ren
convergeix cap a div(F) en L'(RY), resulta que [py div(bu?)dz = 0, tal com voliem.

Observem ara que div(bu?) = div(b)u? + 2bu - Vu = 0, que implica que

1 : [div(D)[| o (m)
/RN bu - Vudr = —3 /RN div(b)u? dx > — 5 HUH%Z(RN)- (4.1.13)

Aquesta desigualtat ens permetra de trobar una fita inferior de B(u,u), per a qualsevol
u € H'(RY). Concretament,

1
B(u,u):/ AVU'Vudx—I—/ bu - Vudz
]RN2

-

2 0190y — O

=0 (HUH%Q(RN) + HVUH%Q(RN)) - <9+ ”diV(b)!Lm(RN)> lullZeey)  (4110)
(”“”%%RN) + HVUH%Q(RN)>2 [div(b)[| oo () 9

>0 5 - <9+ 5 ) [ull72@)

0 1div(B)[ oo v
= Sl (05 ) Il

fet que conclou la demostracié. O
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4.1.1 Aproximacions de Galerkin

Fixem una base ortonormal {wy}ren de L2(RY) que sigui també un sistema ortogonal
de H'(R), com ara la que s’explicita en la seccié (4.1.2)). Per a qualsevol m € N posem
Fy = (w1, ...,wm), que és un subespai vectorial tancat tant de L2(RY) com de H'(R™M),
ja que és de dimensié finita. Per tant, la projeccié ortogonal P, : L?*(R) — F,, de
L?(RY) sobre F,, esta ben definida.

Teorema 4.1.5. Per a qualsevol m € N existeix una funci6 u,, : [0,7] — F), que verifica
cadascuna de les segiients propietats:

1. es té que U (t) = Yy dmi(t)wk, on les funcions d,, j : [0,7] — R sén tals que
A, € C([0,T7]) per a qualssevol k,m € N,

2. es té que uy,(t) = >y dl ,(t)wy per a qualssevol k € {1,...,m} i, en particular,
ul,(t) € F,, per a qualsevol t € [0, T].

3. es té que u,(0) = Pr, (9).

4. es té que [pn (up,(t) + L(um(t))) wp dz = 0 per a qualssevol k € {1,...,m} it e
[0,T].

Demostracio. Per a provar una part de n’hi ha prou si notem que, com que u,(t) € Fy,
per a qualsevol ¢ € [0, 7], han d’existir coeficients d,, () per a k € {1,...,m} de manera
que U, (t) = Y prq digm(t)wy. Vegem ara que aquests coeficients, vistos com a funcié de
t, sén funcions suaus. Com que {wy }ren és una base ortonormal de L?(RY), resulta que

/RN tm (D) d = (tm (1), i) = din, (1) (4.1.15)

per a qualsevol k£ € {1,...,m}. En particular, d,,(0) = fRN Um (0)wg dx 1, si s’ha de
complir la propietat , cal que Pp,, (g) s’ha d’anulli en F; és a dir, que dy, x(0) = 0 si
k>m,idyip(0) = [pygwrdesike{l,...,m}.

Observem ara que és clar que uj, = Y ,*, d/ ,wy i que, per tant,

/RN ur (H)wy dz = <u’m(t),wk>L2(RN) = Zd;n,j(t)@j,wwpmw) =dy, x(t).  (4.1.16)
j=1

Tot fent us de la bilinealitat de B es té que

m

(Lt (1)), 08) = Bl (8), 1) = 3 dun (1) By ) (4.1.17)
j=1

i, si combinem les expressions (4.1.16]) i (4.1.17)) per a exigir que se satisfaci (4)), passa
que

m

k() = dm () Blwg, wj) =0, (4.1.18)
j=1

que és una equaci6 diferencial lineal amb coeficients constants que, juntament amb les
condicions del comentari de I'equacié (4.1.15)), esdevé el segiient problema de Cauchy

D! + My,Dy, =0, en [0,

(4.1.19)
D,,(0) = </RNgw1dm,...,/RNgwmdx>,
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on Dy, (t) == (dm1(t), .- dmm(t)) 1 My, = (B(wk,wj))i<k,j<m. La teoria classica d’e-
quacions diferencials garanteix que D, existeix, que és tnica i que D,, € (C*([0,T]))™,
que és el que voliem demostrar. O

Proposicié 4.1.6. Per a cada m € N, sigui u,, : [0,7] — F,, una funcié amb les
propietats del teorema (4.1.5). Aleshores, existeix un nombre real C' > 0 tal que

[l oo (0,732 ) + [wml| L2qoysm @3y + 1l 2oy m—1 @y < CE T gl 2@y
(4.1.20)

Demostracid. Del teorema (4.1.5)), es té que [pn(ul,(t) + L(um(t)))wrdz = 0, per a

ke{l,...,m} icom que un(t) € Fp, [pn (U, (t) + L(um(t)))um(t) de =0, d’on
/ 1d 2
0= [ on6m (6) + Bloam(0) (8 dr = 5 (Il () ey ) + Bl (1), e (1)
(4.1.21)
i com que en virtut de la proposicié (4.1.4) es té que
7||Um||%2(RN) + B(um; um) = BHUmH%{l(RN)- (4.1.22)
Si combinem les expressions (4.1.21f) i (4.1.22]), deduim que
d 2 d 2 2 2
= (122 v ) < 2 (Il ()12 ) + 2Bl ()1 vy < 29 tm ()32 vy
(4.1.23)
Ara, el lema de Gronwall ens permet de dir que
iy < € lim(0) 22wy < € gl2 g, (4.1.24)
D’aquesta primera desigualtat ja es pot deduir que
[wm| Lo 0,322y < €7 191172 @y (4.1.25)

Si integrem ara en (0, %) els dos ultims membres de la desigualtat (4.1.23)) es té que i
¢ ¢
(O, = OBy + 28 | () By 5 < 27 [ () ey

t
<27 [ gl e, ds

< (62% - 1) ngiz(RN)-
(4.1.26)

Tot plegat,

T T
25/0 Hum(S)HJZqI(RN) ds < Hum(t)Hiz(RN) + Qﬁ/o Hum(s)H?ﬂ(RN) ds < GZ'YTHQH%%RNV
(4.1.27)
que implica que
[wmll 20,7711 (RY)) < 0627T‘|g“%2(RN); (4.1.28)
per a alguna constant C' > 0.

Per a acabar, de cara a obtenir un control de u/, en L?([0,T]; H~*(RY)), escollim una
funcié v € HY(RY) tal que [v]l 1 (mavy < 11 observem que podem expressar v = vy + vz,
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on v € Fy, ivg € F-. Aix{ doncs, com que {wy,}xen s6n ortogonals dos a dos en H(RY),
a conseqiiencia de la desigualtat de Bessel resulta que |[vi[|giyy < [[vllgieyy < 1. A
més a més, com que vy € Fy, i vy € F, també es té que [on (ul, (t) + L(up(t))) v1de =0
perque per a qualsevol k € N, (va, W) g1 (rivy = (v, Wk) g1y — (V1, W) g1y = 0, 1 que

(1), o(t)) :/ o vdz :/ o ($)or dz = —/ L(tum(8))or dz = —B(um(t), v1).
RN RN RN
(4.1.29)
Si ara combinem aquesta tltima igualtat amb el fet que ||v|| 1@~y < 11 amb la inequacié
que es despren de la continuitat de B que es detalla en , s’obté que

[(up (1), 0)| = [=B(um (1), 01)| < Cllum ()|l g @nyllvi | g @y < Cllum (O] g @y
(4.1.30)

que permet de concloure que ||u, ()| -1 @~y < Cllum(t)| g1 ry) 1 que, per tant,

[t |l 20,17 -1 &Yy < Cllumll L2079, (RYY) (4.1.31)

Si ara reunim les desigualtats (4.1.25), (4.1.28) i (4.1.31), obtenim la inequacié que
buscavem. O

Ara si, demostrem l'existéncia i la unicitat de solucions del problema de Cauchy (4.0.1]).

Teorema 4.1.7. Per a qualsevol funcié g € L?(RY), existeix una tnica funci6 u €
L2([0,T]; HY(RM)) tal que v’ € L2([0,T]; H~*(RY)) que és solucié el problema de Cauchy

'+ L(u) =0

(4.1.32)
u(0) =g,

on L : L2([0,T]; HY(RN)) — L2([0,T]; H'(RY)) és I'operador definit per L(u) :=
—div (34 - Vu+bu), A € (HL (RV))N*N és una matriu simetrica, fitada i uniformement

elliptica, i b € L®(RY) N W172*27*2(RN) és un camp vectorial tal que div b € L>®(RM).

Demostracio. Tot mantenint les notacions de la proposicié anterior, com que la successio
{tm }men és fitada en L2([0,T]; H*(RY)) en virtut de la proposicié (4.1.6)), el teorema
de Banach-Alaoglu ens permet d’extreure’n una successié parcial, que també denotem
com {um }men, que convergeixi feblement cap a un element v € L2([0,7]; H*(RY)). Si
tornem a invocar la proposicio , resulta que {u),}men és una successié fitada en
L2([0,T); H~Y(R™)) 1, de nou, el teorema de Banach-Alaoglu garanteix l'existéncia d'una
successi6 parcial de {u), }men, que també denotem com {u, }men, que convergeixi feble-
ment cap a un element @ € L2([0, T]; H~1(RY)). De resultes del fet que u/,, = %um enteses

com a distribucions, es té que @ = u’, d’on es dedueix que u’' € L%([0,T]; H~1(RY)).
Vegem ara que u és solucié feble de I’equacié. Fixem dos nombres n,m € N tals que

m > n, i escollim una funcié v € C([0,T]); HY(RY)) de la forma v = Y p_; di(t)wk,

on di : [0,7] — R sén funcions suaus per a qualsevol £ € {1,...,m}. Com que el

teorema (4.1.5) assegura que [pn ul, (t)wi dx + [pn L(um(t))wy, dz = 0 per a qualssevol
kEe{l,...,m} it e [0,T], deduim de la linealitat de les operacions i del fet que n < m
que

T T
// u;n(t)u(t)dxdw/ Blup (1), (1)) dt = 0. (4.1.33)
0 JRN 0
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Per tant,

T T
lim [ Blum(t),v(t))dt = /0 B(u(t), v(t)) dt (4.1.34)

m—0o0 0

perqué {um, }men convergeix feblement cap a u en L2([0,T]; HY(RY)) i perqué B(-,v) €
L2([0,T); H-Y(RN)) = (L%([0, T); HY(RY)))*. Analogament, com que {u/,}men conver-
geix feblement cap a v/ en L2([0, T]; H-Y(RY)),

/ / P da dt — (0/(£), v(t)). (4.1.35)
RN

Com que v’ € L%([0,T]; H~'(RY)), es conclou que

T T
/ (W (), v(8)) dt + / Blu(t), v(t)) dt = 0. (4.1.36)
0 0

De resultes del fet que les combinacions lineals finites de la forma de v sén denses en
L%([0,T]; HY(RYN)), I'equacié (4.1.36) és valida per a qualsevol v € L2([0,T]; H'(RYM))
també. En particular, per les funcions de la forma v(t)(z) = ¢(t)¥(x). Aixi doncs,

T T T
| e (@0 + B, v) dt= [ wo0w)des [ B et d=o
’ ’ ’ (4.1.37)
que implica que (u'(t),v) + B(u(t),®) = 0 per a qualsevol ¢» € H'(RY) i gairebé per a
tot ¢t € [0,T].

Per ara hem demostrat que u verifica els punts i . Vegem que u(0) = g.
Primer de tot, notem que per a qualssevol v € C*([0,T]; H'(RY)) es té que

% ({u(®),v(2))) = (u(t), v'(1)) + (W/(1), v(1)), (4.1.38)

tal com assegura el punt del lema (4.1.3). Integrem cadascun dels membres de la

igualtat :
T T
/0 (u'(t),v(t)) dt —1—/0 (u(t),v'(t)) dt = /RN u(T)v(T) dx — /RN u(0)v(0) dz. (4.1.39)

Per a justificar-ho, n’hi ha prou si es comprova la validesa de la igualtat per a qualsevol
v que sigui combinacié lineal finita d’elements de {wy }ren, per a després generalitzar-la a
qualsevol v € C*([0,T]; H'(R™)) mitjancant arguments de densitat. Si combinem aquesta

dltima igualtat amb U'expressié (4.1.36)), es té que

/0 ~{ul dt*/ B(u(t), v(t)) dt = /RNU(O)v(O)dm (4.1.40)

per a qualsevol v € C1([0, T]; HY(RY)) tal que v(T) = 0 € H}(RY). Un argument similar
combinat amb la igualtat (4.1.33]) ens permet de deduir que

/ /RN —um(t df”dH/OTB(um() (t))dt = /RNum(O)v(O)da:. (4.1.41)
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Ens disposem a calcular limit (feble) de cada membre de 'equacié anterior, tal com hem

fet en (4.1.33)), i obtenim, d’una banda, que

Tim / /R (£ () de di+ /0 TB(um(t),v(t))dt

. . (4.1.42)
:/ —<u(t),v’(t)>dt+/ B(ul(t), v(t)) dt;
0 0

i de laltra, que
lim U, (0)v(0) do :/ gv(0) dz. (4.1.43)
RN

m—0o0 RN

Tot plegat, reunint les equacions (4.1.40), (4.1.41)), (4.1.42) i (4.1.43]), concloem amb el
fet que

/RN gv(0) dx = /RN u(0)v(0) d. (4.1.44)

Com que v € C1([0,T]; H'(RY)) és arbitraria, v(0) també, d’on es despreén que u(0) = g
en L2(RN).

Demostrem ara la unicitat de solucions. Com que (u/(t),1) + B(u(t),1) = 0 per a
qualsevol 1) € H*(RY) i gairebé per a tot t € [0, T, es té que (u'(t), u(t)) + B(u(t), u(t)) =
0 gairebé per a tot ¢t € [0,7] i si hi involucrem la desigualtat m, obtenim que
B(u(t)’u(t)) > ﬁHu( )HHl (RN) ’YHU( )”L2 (RN) > 'YHU( )HL2 ®N) b i, en virtut del punt "

del lema (4.1.3)),
% <; /RN u?(t) dm) = (u'(t), u(t)) < w72 @y (4.1.45)

Aleshores, un lema de Gronwall ens facilita la fita [|u(t)]|3, ®Y) < 627t||u( )32 RN

particular, si uq i uo sén dues solucions del problema de Cauchy , Ul — U2 tambe

n’és solucié, perd amb condici6 inicial g = 0 en L*(RN). Per tant, si fem A% de la
desigualtat m, deduim que

Ty = s — el gy < € s (0) = wn(0)] By = 0. (4.1.46)
Per tant, u; = wusg en LQ(RN ). Com que wuj i ug sén solucions febles del problema de

Cauchy, uy,us € C([0,T]; L>(RY)) i, per tant, uy(t) = uz(t) per a qualsevol ¢t € [0,T]. O

4.1.2 Bases ortonormals de L*(R") i sistemes ortogonals de H'(RY)

Dediquem aquesta subseccié a trobar una base ortonormal de L?(R”) que sigui un sistema
ortogonal de H'(R™Y).

Abordem primer el cas N = 1, comencem definint els polinomis d’Hermite. Per a
n € N, el n-eésim polinomi d’Hermite ve definit per

Hy(z) = (—1)%962% (e_x2> . (4.1.47)

Enunciem tot alguns resultats elementals sobre aquesta familia de polinomis.

Proposicié 4.1.8. Els polinomis d’Hermite verifiquen les segiients propietats.
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1. Per a qualsevol n € N, H,, és un polinomi de grau n.

2. Sén ortogonals dos a dos en L?(R) respecte del pes w(x) = e~**. Concretament,
per a n,m € N qualssevol,

/ Hy(2)Hy (z)w(z) de = 8, m2"nly/7. (4.1.48)
R

3. El conjunt {H,}nen és una base ortonormal de L2(RY) respecte del pes w, i un
sistema ortogonal de H'(R") respecte del pes w.

4. Satisfan la relacié de recurrencia Hpi1(x) = 2cHp(x) — 2nHp—1(x) 1 H) (z) =
2nH,_1(x) per a qualsevol n € N.

Teorema 4.1.9. Siguin {f;}ien i {g;}jen dues bases de L2(RY) i de L*(RM), respectiva-
ment, per a M € N, que siguin un sistema ortogonal de H'(R). Aleshores, {hij}a.jyenz
és una base de L2(RY x RM) i de HY(RN x RM), on h; j(z,y) = fi(z)g;(y).

Demostracio. La prova d’aquest resultat és conseqiiencia del teorema de Fubini. O

Per a N > 1, podem trobar una base ortonormal de L?(R") que sigui un sistema
ortogonal de H'(R") mitjancant una normalitzacié adient dels polinomis d’Hermite i el
teorema anterior.

4.2 Coeficients no uniformement elliptics

Tot resseguint ’esquema ([3.1)), centrem-nos primer en obtenir algunes fites formals a

partir de (4.0.1]).
Lema 4.2.1. Suposem que u és una soluci6 suau de (4.0.1). Aleshores,

d u? u? 1 9
at o 2 d:U—I—/RN 5 div bdx Q/RN Vul|® dz =0 ( )

Demostracié. Partint de (4.0.1)), podem multiplicar formalment per u cada banda de la
igualtat i després integrar-les en RV,

El segon terme I'obtenim de la manera segiient: per una banda, si integrem per parts
I'expressié, resulta que

/RN udy(biu) dz = — /RN udy (u)b; do = — /RN w- (b V) da (12.2)

per altra banda, també és clar que

/RN udj(biu) = /RN u-(0;(w)b; + ud;(b;)) do = /RN u’div bdx+/RN w-(b-Vu) dz. (4.2.3)

Tot combinant les dues igualtats passa que

/ uai(biu)dx:/ u?div bda:—/ u0; (bju) dz, (4.2.4)
RN RN RN
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d’on es despren el resultat desitjat.

Pel que fa al tercer terme, primer integrem ’expressio per parts i després el reescrivim
en funcié de o i de Vu:

1 1
/ 0i(0ik0j10u)ude = —/ (0ik0k0ju)Osu dx
2 RN 2 RN

N N
- —% /RN DD (ondu)(ojpdju) de

k=11i,j=1
1 N (X ’ 1
—_— . . —_— e — t. 2
- _2/]RN; <;Jlkﬁzu> dx = 5 /]RN llo VuHLg(RN) dz.
(4.2.5)
O

El resultat anterior ens permet observar que, en cas que div b € LOO(RN ), hauriem
d’exigir que u € L>([0,T]; L>(RY) N L= (RM)) i que o - Vu € L%([0,T]; L*(RY)) per tal
que tingui sentit. I per tant, que g € L2(RY) N L>®(RY) també. Buscarem, doncs,
solucions en ’espai

X = {ue L>®([0,T]; L*RY) N L®RY)) : o' - Vu € L*([0, T); L2 (RM))}.  (4.2.6)

4.2.1 Resultat d’existéncia

Per a demostrar I'existencia de solucions en X del problema de Cauchy , suposem
que g € L*(RY) N L>®(RYN) i les hipotesis del darrer paragraf, i mollifiquem tant b com
0: be = p.xb, 0. == p-x 0, per a e > 0. Aleshores, com que b. i A. = ol - 0. satisfan les
hipotesis de la seccid , existeix alguna solucié u. de I'equacio

Ou,
ot

1
+ div (beue) — §div (ol 0. -Vu) =0. (4.2.7)

Com que b, € C®(RY) i 0. € (C®(RM))N*N | les manipulacions formals efectuades en
(4.2.1) poden ser demostrades rigorosament i, per tant, per a cada € > 0 obtenim una
soluci6 ue € X. Observem tot seguit que la successio {u.}. C X és fitada en X en virtut
del teorema , que és dir que existeixi una constant C' > 0 independent de € tal que

luell 2o, 2 vy) + loe - Vel g2 o m;22 @y < C- (4.2.8)

En efecte, podem emprar el teorema (4.2.2)) a les solucions u. de I'equacié amb coeficients
Oe, be 1 ue, per a obtenir que

27 ||div(D) || ; 0o
”UE||L°°([0,T];L2(RN)) < H%H%Q(sz)e V)l oo vy (4.2.9)

i també que
2 2T(|div(b)|| ; oo
luell 2o,y @)y < l9ellz2 e 4Ol oo vy (4.2.10)
Per a.acabar, com que [|div(b:)|| oo gy < 1div(D)|| i [[udll 2ryy < [[u®]l L2y, la quantitat
e2Tlldiv(be)llzee 45 fitada independentment de e i, per tant, es compleixen les hipotesis del
teeorema de Banach-Alaoglu. Fet pel qual, la successi6 u. té un limit feble en X i, de fet,

és solucié6 (feble) del problema de Cauchy.
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Teorema 4.2.2. Si u és una solucié suau de l'equacié us + L(u) = 0, amb L(u) =
—div (%AVU — bu), i mantenint les notacions i hipotesis de A i b, aleshores

1d

1
2 . 2 9
>d RNu d$+2/RN div(b)u da:—/RN lo - Vulgy dz = 0. (4.2.11)

Addicionalment, es tenen les tres desigualtats segiients:

2T(|div(D)]| ; oo
||U||Loo([07T];L2(RN)) < ||u(0)||%2(RN)€ l[div( )||L (RNV)

27||div(b) | ; oo
o Vull oo ryzageny) < Nu(0)]F2 e 1O (4.2.12)

'l L2 o,y -1 (mvy) < C - (||U”Loo([o,T];L2(RN)) + [lo - vu||L2([0,T];L2(RN))) ;

per a algun nombre C > 0.

4.2.2 Resultat d’unicitat

En aquesta seccié demostrem la unicitat de la solucié de 'equacié de (4.0.1]).

Teorema 4.2.3. Siguin b € (VVlijcl (R¥)N un camp vectorial autonom en RY tal que
div(b) € L®(RYN) i ﬁ € (LXRY)YN i o ¢ (HL (RV)N*N yn camp vectorial
R

loc
autonom en RV*N tal que ﬁ € (L®(RN)NXN " Aleshores, per a qualsevol funcié
R

ug € L2(RY) N L>®(RY), el problema de Cauchy

Ou + div(bu) — % ~div(e" -0 -Vu) =0

ot (4.2.13)

u(0,2) = up
té una unica solucié en

X = {ue L>([0,T]; L*(RY) N L=®RY)) : o' - Vu € L*([0, T]; L*(RY))}.  (4.2.14)

En un primer pas ho demostrem quan 1’equacié esta definida en el cub [0, 1]V c RV,
En un segon pas, estendrem aquest resultat per a generalitzar-ho a RY. Abans, pero, cal
enunciar alguns resultats sobre les propietats dels commutadors.

Resultats de regularitzacié

En aquesta subseccié establim alguns resultats basics que després usarem per a demostrar
la unicitat.

Primer de tot, considerem un nucli regularitzador p. = ELN p(%), i considerem la con-
volucié de p. amb cada membre de la igualtat (4.2.13) per a obtenir que
0p: *x U

ot

1
+ pe xdiv (bu) — P * div (o' -0 - Vu) = 0. (4.2.15)

Estudiem ara els dos dltims sumands de la igualtat anterior. Introduim ara la notacié
del commutador: per a f,h € L'(RY) i ¢ un operador diferencial, posem [f,c](h) =
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f*(c-h)—c-(f*h). Per a agilitzar la lectura i I'escriptura de les equacions, usarem la
notacié d’Einstein. Tenim que

pe * Oi(biu) = pe * ((Oibi)u) + pe * (biOiu)
= pe * ((Oibi)u) + pe x (bOiu) + (—05(bi)(pe * u) — b0 (pe * u) + 9;(bi(pe * u))
= pe * ((0ibi)u) — (b)) (pe * u) + pe x (biOiu) — bi0;(pe * u) + 0i(bi(pe * u))

0

= [pz, 9ibi](u) + [pe, bi0i) (u) + 9(bi(pe + ) = Qe + 9(bi(pe * u)),
(4.2.16)

on Q¢ = [pe, 0;bi](u) + [pe, bi 0] (w).

De la mateixa manera,

pe * 0i(0ikojk0ju) = 0i(pe * (0iko;k0ju))
= 0i(p= * (0irojk0ju)) — 0i(0ik0 k05 (pe x u)) + 0i(0i0 10 (pe * 1))
= 0i([pe, oiro 1 05](u)) + Oi(0iro;k0; (pe * u))
= 0i(0ik[pe, 0105 (1) + [pe, oir] (0 0ju)) + Oi(0ik0ijO0j (pe * u))
= 0i(oik|pe, 0j105](w)) + [pe, Oioix] (0 05u)

+ [pe, 03k 0i) (0 05u) + 0i(0i0jk0; (pe * u))
= Oi(oirRe) + Se + T. + 03030105 (pe * u)),

(4.2.17)
on Re = [pe, 0105](u), Sz = [pe, ok (o 0u) 1 Tz = [pe, o3t 0] (01 0ju).
La quarta igualtat és conseqiiencia d’aquesta igualtat
[pa, O'Z'kO'jkaj](u) = P * (aikajk@u) — UikO'jkaj (pg * u)
= it (e » (06050) = 0360z % 0) .
+ pe * (Oiroj105u) — it (pe * (0j105u))
= 0iklpe, 0jk05](w) + [pe, oir] (o1 05u).
i la cinquena, d’aquesta altra
9i([pe, oir)(ax0ju)) = pe x Di(oinojk0ju) — Oi(oir(pe * (010ju)))
= pe * (Oi(oik)ojrOju) + pe * (oirdi(0r0ju))
= 0i(0ik) (p= * (05x0ju)) — 005 (pe * (0k05u)) (4.2.19)
= pe * (0i(oir)ojrju) — Oi(oik) (pe * (0k05u))
+ pe * (0i0i(0j105u)) — 0ik0i(pe * (0;x0;5u))
= [pe, Oioir)(0jk0ju) + [pe, oika, [ (0jr0ju).
Tot plegat, obtenim que
1 1
Opue + Oi(ucb;) — §ai(0ik‘0'jkajus) = —Qc+ 9 (Oi(oixRe) + Se +T¢) (4.2.20)

que és 'equacié de Fokker-Planck amb un terme d’error en la part dreta de la igualtat,
que tot seguit estudiarem. Per a obtenir resultats sobre les convergencies de Q., R., S i
T ens cal el segiient lema sobre la convergencia dels commutadors.

Lema 4.2.4. Siguin r,a € [1,0c], f € LT (RY)ic € (VV&)CO‘(IR{N))N Considerem S €
[1,00] tal que % =141 Aleshores,
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1. [pe,c- V](f) tendeix cap a zero en LﬁC(RN) sie — 0.

2. [pe,div(c)](f) tendeix cap a zero en LﬁC(RN) sie = 0.

Demostracié. El primer resultat és una reformulacié del teorema del commutador ((3.3.2)).
Pel que fa al segon resultat, observem que

[pe, div(e)](f) = pe x (div(c) - f) —div(e) - (pe * f). (4.2.21)

Pel que fa al primer sumand, com que ¢ € (VV;CO‘(RN NN, resulta une div(c) € L (RN) i,

o (BRY), d’on concloem

si ho combinem amb el fet que % = % + 5 passa que div(c)- f € L

que p- * (div(c)f) convergeix cap a div(b)f en L? (RN) sie — 0.

loc
Quant al segon sumand, es té que p.x f convergeix cap a f en Lfoc(RN )sie = 01, com
que div(c) € L (RY), div(e) - (p= * f) convergeix cap a div(b) - f en LﬁC(RN) sie =0,
fet que acaba la demostracié. O

Del lema anterior es dedueix que, si b € (I/Vlicl (RV))N, aleshores Q. = [pe, 0;b;](u) +
[pe,b:i0;)(u) — 0 en LL (RY) si e — 0. Encara més, com que b és autonom i u €

L>=([0,T]; L2(RN) N L>=(RY)), 1a convergencia és uniforme en el temps.
De la mateixa manera, si o € (VV&’?(RN))NXN, R. = [pe,0j50;ul(u) — 0 en L2 _(RY)
si € = 0. De nou, aquesta convergencia també és uniforme per a ¢t € [0,7], si u € X.
També es té que Sz, T, — 0 en L (RY), en el suposit que o € (VVli’cz(]RN))NXN ique
ol - Vu € L*([0,T); L2(RY)).

Finalment, reescriure la igualtat (4.2.20) com
1 1
Oupe + Oi(ucbi) — 50i(oinojrjue) = Us + 50i(oinRe), (4.2.22)

on Uz = —Q: + %Sg + %TE. En virtut dels comentaris de les convergencies de )¢, S: i T¢
es té que, sota les hipotesis que b € (T/Vlf)cl (RN div b € L®(RY), 0 € (I/Vl})f(]RN))NXN i

que o'-Vu € L2([0,T]; L>(RY)), resulta que U, — 0 en L>°([0, T7; LL (RN))+L2([0,T); LL .(RY)),
sie—0;ique R. — 0en L®([0,T); L2 (RY)), si e — 0.

loc

Demostracié en el cub [0, 1]V

Observem que, com que l’equacié és lineal, n’hi ha prou si veiem que, per a la condici
inicial u(0,2) = 0 per a qualsevol x € [0,1]", la solucié u € X verifica que u(t,z) = 0,
per a qualsevol (¢,z) € [0,00) x [0, 1]V.

Primer, considerem la convolucié de p. amb cada membre de 'equaci6 (4.2.13)), com
hem fet en ’apartat anterior. Obtenim que

Orue + 8Z(uabz) — %8¢(0’ik0jkajua) =U; + %@(Usza) (4.2.23)

Ara multipliquem cadascun dels membres de la igualtat anterior per p. i després els
integrem en [0, 1]V, Resseguint els calculs de (4.2.1)), resulta que

d ug(tf) 1/ 2 : 1/ t 2
— ———~dr+ = uz(t,-)div bdr + = o' - Vue(t,- dx
dt Joan - 2 2 Jooapv e(6) 2 Jjoapv | ot Ml

= /[0 o Ug(t, ~)Ua(t, ) dx — % /[0 I]N(Ut . VUg(t, '))Ra(t7 ) dar.
| | (4.2.24)
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Ara integrem cada membre de la igualtat respecte de ¢ en [0, 1]:

/ Ulh) gpar 4 // uldiv bdz dt + - // ot - Vue||an dadt
[0,1]N [0,1]¥ 0,1]¥
:// Usugdxdt—// (o - Vue)R. dz dt.
0 Jjo~ 2Jo Jon

(4.2.25)
Com que
/ u?(t,-)div bdz| < ||div bHLm(RN)/ ul(t,-) dx (4.2.26)
RN RN
i també .
og// ot - Ve |2 dadt. (4.2.27)
o Jjo,N

Ara notem que u.(t,-) és fitada en L°(RY) i que ol - Vu. és fitada en L2(RY). Per tant,

els resultats de convergencia de la subsecci6 (4 asseguren que la part dreta de (4.2.25))
va cap a zero quan € — 0. Tot plegat, obtemm que

u?(t 1 [t 1 [t
/ / / u2divbdazdt+/ / ot Vu|gn dzdt =0, (4.2.28)
[0,1]¥ 2 Jo Jpoa~ 2 Jo Jpun

isi fem us de (4.2.26)), de (4.2.27)) i del fet que 0 < f[o 1N # dx,

t
/ u2(t,-)dm§\|divb|Lw(Rw)// u?® dz dt. (4.2.29)
[0,1]N 0 J[o,1]V

D’aquesta tltima desigualtat deduim que u? = 0 perque, com que u € X

/ W31, dr < 20 e (0.1, 15 (4.2.30)
0.1

per a qualsevol ¢ € [0,7]. Com que és una igualtat funcional, n’hi ha prou si prenem
t € [0, 7] tan petit com faci falta.

Demostracié en RY

En aquest segon pas, demostrarem la proposici6 en el cas general. Introduim una funcid
de tall no negativa pp == ¢(%), on ¢ =1 en B(0,1)ip =0en RV \ B(0,2). Ara refem
els passos de 'apartat anterior, amb la diferencia que, en lloc de multiplicar cada membre
de 'equacié per p., els multipliquem per u:pg:
d u?(t,-)
% RN 2

=5 [ o Vordo =5 [ (e )6 Vuslt ) (0! Tm) do

1
+ / Us(ta ')ua(ta ')QOR dx — / (Ut ’ VUE(t, '))Rs(tv ')‘PR dx
0,1V 2 Jry
ue (t
RN

7

. 1
@Rdx+2/RNug(t,-)soRdiv bdw+2/ ot Vue(t, )| om da

(ot - Vr)Ra(t, ") dx.
(4.2.31)
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Ara observem que, com que Vpg(z) = %Vgp (%) i ¢ és constant en B(0,1), el suport de
u?(t, )b - Vg és la corona Cr == {x € RV : R < |z| < 2R} i, per tant,

1
‘/ u?(t, )b - Vg dr
2 RN

e (w0 ()

T ‘b'vso (é)”m(cm

o206, ) sty | 0s(@O) e e Bl || 9 ()]

2 s Merer)

_2R L>°(CR)
1+ 2R ) b :

< . o . - _

<=l cos(@() e e U2t g2 oy H1+|-| N )] e
1+2R ) b :

< . o . - —

<=l eos(@() e gy 6t s rseny H1+\-| . [ve ( R)HLN(RN)

(4.2.32)

i quan R — 00, la quantitat va cap a zero (uniformement en ¢ < 1) i L en ¢, perque
l|lu(t, ')||L1({R§‘x|}) — 0 quan R — o0, ja que u%(t,-) € C>®°(RY). En les fites anteriors,
a: R — [0,27] és 'aplicacié que assagna a cada x la mesura d’angle entre b(x) (o, si cal,
un representant continu de b € (I/VloC RY)N) i Ve (£).

De la mateixa manera, obtenim que, si A := || cos(a(-))|| oo ),

[ et )6 Vst ) - (0 m) do

< Auelt, Yo" - Vet Mas o laecmprer [V ()
1+2R

7 e

1+2R

L (Cr)

[0 ()] e g 2810 et s

LOO(CR NxK

IN

(L0 (RN)) N HVSO (R> HLoo(RN) lue(t, )0 - Vue(t, ) 11 (<o)

(4.2.33)

=T
i quan R — oo, la quantitat va cap a zero (uniformement en ¢ < 1) i L! en el temps.
Tot plegat, si posem
1 1
W(t,e,R) = 3 /RN uZ(t, )b - Vg dr — 3 /RN ue(t, ) (o' - Vue) - (08 - Vg)dz (4.2.34)

resulta que W (t, e, R) va cap a zero si R — oo, uniformement en ¢ < 1i L! en el temps.

Ara examinem 1'tltim terme de (4.2.31f). Definim
Vit.e R) = — / we(t, ) (0" - Vop)Ra(t, ) da (4.2.35)
RN

i notem que una fita de |V (t,e, R)| és

1+ 2R o
A
R 1+

HW ( )HLm(RN) lue(t, ) Re(t, ) L1(qjal<2ry) - (4-236)

(LOO(RN NxK
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Ara podem reescriure 'equacié (4.2.31)), on en lloc d’integrar en RY, integrem en [0, 1]V
Aleshores, recuperem ’equacié (4.2.24]) amb la diferencia que en comptes de multiplicar
cada membre de (4.2.23) per uc, el multipliquem per uc.pgr, i que s’hi han d’afegir els
termes W i V. Tot plegat, i després d’haver integrat en ¢ com en ,

2 1 ¢
/ 3@3( ) dx + 2/ / uldiv bop dx ds
[0,1]N o Joux
1t . )
2/0 /[o 1N HU .VU‘EHRN prdxds

t 1 t
:/ / Ucue dx ds — = / / (o' - Vue)Re dx ds
0 Jo1N 2 Jo Jpoa~

t t
+/ V(s,e, R) d8+/ W (s,e, R)ds.
0 0

(4.2.37)

Fixem ara 1 > 0, com que W va cap a zero en L' en el temps, existeix un nombre R > 0
tal que
|[Wi(s,e,R)ds| <n (4.2.38)

per a qualsevol t € [0,T]. Per a tal radi, fem tendir ¢ — 0. Els dos primers termes de
la part dreta de la igualtat van cap a zero a consequencia de les convergencies
dels commutadors; i el tercer també per la desigualtat . Tot plegat, en el limit,
obtenim que

2 t
/RN %@Rdx < n—i—C’/O /]RN u’pp dz dt. (4.2.39)

Ara usem la desigualtat de Gronwall i obtenim que

//RNuchda:d &) (4.2.40)

i, per a acabar, com que si R — 0o, es té que

T
2 e dt < 2L (O 1 4.2.41
/O/IRNU x _C(e ) ( )

només fa falta escollir 7 suficientment petit per a concloure que p = 0, i aixo finalitza la
prova.
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