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Abstract

The main goal in this work is to study the restricted three-body problem and the
bicircular model, along with the research of several periodic orbits in the bicircular model.
From the restricted three-body problem we will treat the deduction of the equation of
motion in the sinodic coordinates, the curves of zero velocity, the equilibrium points and
their lineal stability. On the other hand, we will only deduce the equation of motion of
the bicircular model. Afterwards, we will define several numeric algorithms in order to
end the text searching for periodic orbits in the bicircular model.

Resum

L’objectiu principal d’aquest treball estudiar el problema de tres cossos restringit i el
model bicircular, juntament amb 1’obtencié de diverses orbites peridodiques en el darrer
model. Del problema de tres cossos restringit se’n tracta la deducci6é de les equacions de
moviment en coordenades sinodiques, les corbes de velocitat zero, els punts d’equilibri i
la seva estabilitat lineal. Per altra banda, del model bicircular només se’n realitza una
deduccié de les equacions de moviment. Posteriorment, es defineixen diversos algoritmes
numeérics per acabar ’escrit amb la cerca d’orbites peridodiques en el model bicircular.
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1 Introduccid

El projecte

El problema dels N-cossos ha sigut un dels objectes d’estudi que més ha ocupat als
fisics i matematics al llarg dels ultims segles. De fet, les primeres grans aportacions
s’atribueixen a Newton amb la llei de gravitacié universal, que va permetre definir-lo tal
com el coneixem avui en dia.

El problema dels N-cossos té multitud d’aplicacions en la mecanica celeste. Aquest
ajuda a descriure tant el moviment orbital dels satél-lits al voltant d’un planeta, com els
llangaments de cossos a ’espai (com per exemple, enviar una sonda a Mart). I fins i tot,
Iestabilitat o inestabilitat d’una estacié espacial situada al voltant de la Terra.

S’ha demostrat que no existeix una solucié analitica general pel problema dels N-cossos.
De fet, només se’n coneix la solucié del problema per N = 2 i alguns casos particulars
per N = 3. Altrament, s’ha de recorrer a diverses estratégiques de calcul numéric per a
obtenir aproximacions de la soluci6.

No obstant aixo, existeix molts casos aplicables a la naturalesa de ’espai on la forca
d’atraccié gravitacional del sistema estd quasi totalment generada per dues o tres mas-
ses. En aquests casos podem negligir les altres masses i treballar com si el sistema, que
inicialment pot ser molt complex, ens fos descrit per un problema de IN-cossos per a una
N = 2,3. D’aquesta manera, podem aplicar la teoria del problema de dos o tres cossos
per a realitzar aproximacions prou precises del moviment d’una particula en el sistema
desitjat.

Precisament, I'objectiu d’aquest treball no serad altre que estudiar-ne diversos models
que s’utilitzen per a predir el moviment d’una particula en ’espai. En concret, ens centra-
rem en el problema de tres cossos restringit planar i circular, un cas particular del problema
de tres cossos general. També, estudiarem el model bicircular el qual permet aproximar el
moviment d’una particula, de massa negligible, afectat per la forgca de gravitacié de tres
masses. Finalment, acabarem cercant diverses orbites peridodiques en el model bicircular,
emprant la teoria del problema de tres cossos restringit i diversos métodes numeérics que
definirem.

Estructura de la Memoria

Podriem dir que aquest treball esta diferenciat en dues parts. La primera part, que
engloba el capitol 2 i 3, consta d’un estudi teoric del problema de tres cossos restringit
i el model bicircular. La segona part, de cardcter més numeéric, engloba el capitol 4 i
5 on definim els diferents métodes per obtenir les orbites peridodiques i, posteriorment,
comentem els resultats obtinguts. Finalment, tanquem l’escrit amb les conclusions del
treball.

A continuacio descriurem els continguts de cada capitol:

Capitol 2. En aquest capitol realitzem un estudi basic del problema de tres cossos
restringit planar i circular. Comencem obtenint les equacions de moviment en coordenades
sinodiques per a posteriorment, estudiar-ne els punts d’equilibri i la seva estabilitat lineal.
Finalitzem el capitol, presentant una caracteristica tnica del problema de tres cossos
restringit, les corbes de velocitat zero.



Capitol 3. Aqui presentem el model bicircular tot i que I'objectiu final és deduir les
equacions de moviment.

Capitol 4. El proposit del capitol 4 és recopilar tots els métodes numérics i algoritmes
que utilitzarem per al programari de cerca d’orbites peridodiques. Comengarem explicant
els métodes Runge-Kutta, en concret, el Runge-Kutta 4-5. Posteriorment, definirem un
algoritme de cerca que farem servir com a base per a 'obtenci6 d’orbites periodiques
juntament amb un meétode de continuaci6. Finalitzarem el capitol explicant el métode de
Tir multiple.

Capitol 5. En aquest apartat trobarem les orbites periodiques obtingudes, primer al
voltant d’un punt estable i, posteriorment, en un d’inestable.

Capitol 6. Aquest darrer capitol conté les conclusions del treball.



2 Problema de tres cossos restringit

Les primeres aparicions del problema de tres cossos restringit ja s’associen al segle
XVII al llibre Philosophice Naturalis Principia Mathematica d’Isaac Newton, on estudia
una possible estabilitat en el sistema Terra-Lluna-Sol. Malgrat aixo, no va ser fins a
mitjans del segle XVIII quan el nom de problema de tres cossos es va instaurar com un
dels grans camps d’estudi de ’astronomia que dura fins al dia d’avui®. L’objectiu principal
d’aquest capitol sera presentar un estudi basic del problema de tres cossos restringit planar
i circular.

Naturalment, la teoria de tres cossos esta relacionada amb el problema de dos cossos i
la teoria de la forga de camp central. Ambdues s’han vist a ’assignatura de Modelitzaci
al grau de Matematiques i, per tant, suposarem tots els resultats per coneguts. Tanmateix,
recordarem un dels resultats més importants: Podem simplificar el problema de dos cossos
com a dos problemes de camp central. En particular, el problema de dos cossos en té de
solucié analitica.

Ara bé, si considerem una particula més en el nostre sistema, les equacions de moviment
es compliquen molt més degut a la forca d’atraccié que creada per la tercera massa, fins
al punt de no poder-les reescriure com teniem en el problema de dos cossos 3. Fixem-
nos, perd, que si la massa mg fos nul-la implicaria que la forca d’atraccié associada a la
tercera massa seria també nul-la, i, en definitiva, el moviment de m; i mo romandria igual.
Restaria estudiar que passaria amb el moviment de la tercera massa ms. D’aquesta forma,
arribem a la definici6 segiient:

Definici6 2.1. Siguin m1, ms dos cossos amb massa no nul-la © orbites circulars al voltant
del seu centre de masses. Anomenem problema restringit de tres cossos a determinar
el moviment d’un tercer cos amb mz <€ mo < my. Anomenarem primaris als cossos mq
1 ma.

Aquesta és una definici6 més general del cas que ens dedicarem a estudiar al llarg
del capitol. En concret, suposarem que el moviment de les masses primaries és circular
respecte del centre de masses i, a més, que el moviment de la tercera massa es troba
contingut en el pla de moviment de les altres dues. Es a dir, treballarem en les hipotesis
del problema de tres cossos restringit, planar i circular.

2.1 Equacions de moviment

En aquesta seccié obtindrem les equacions de moviment de la massa mg en el sistema
inercial classic (O, X,Y) i les transformarem mitjan¢ant una rotacié que definirem dins
d’un sistema de coordenades rotatories anomenat sistema sinodic. L’avantatge de treballar
amb aquest nou sistema de coordenades no és només la significant simplificacié de les
posicions de les masses primaries sind, també, el fet que les equacions de moviment disposin
d’una integral primera. Tanmateix, no sera fins a la segiient seccié on estudiarem la
informacié que ens proporciona la integral primera. Comencem, ara si, amb la deduccid
de les equacions de moviment.

Suposem, doncs, que estem en les hipotesis del problema de tres cossos restringit planar

2Al darrer segle s’han trobat diverses estratégies numériques per aproximar solucions del problema de
tres cossos.
3Aqui i al llarg del treball sempre considerarem la forca d’atraccié amb la seva definicié6 Newtoniana.



i circular. Anomenem les dues particules primaries per mq i ms i el seu centre de masses
per O. Per 'assignatura de Modelitzacié sabem que les masses primaries, que es mouen
circularment respecte al centre de masses O, tenen velocitat constant.

Les equacions de moviment de ms en el sistema de coordenades cartesianes (O, X,Y)
venen definides per la forca F' sotmesa a la particula:

X OF A’y  OF

a2~ 09X’ a2~ 9y’

Aquesta forca aplicada a la particula és, integrament, la forca gravitatoria generada
per les masses my i mo. Considerant la constant de gravitacié6 Gaussiana k podem escriure

la for¢a com:
pog2 (T, e
<R1 TR )

on Ry i Ry s6n les distancies de les masses m; i mo a la massa mg respectivament.
Definirem la subseqiient notacié per simplificar els proxims passos.

Definici6é 2.2. Anomenarem per 1 a la distancia entre les masses my i mo, a per la
distancia entre la particula ms @ el centre de masses O. b per la distancia entre la particula
m1 © O. Finalment denotarem per m el moviment mitja de la particula ms.

<
!

5]

*

ma
Figura 1: Plantejament del sistema de referéncia.

Seguint la figura 1 és clar que els moduls de les distancies Ry i Ro sén:

Ry =[(X - X1)2 4+ (v —v1)3]"?,
Ry = [(X = X2)2 4+ (v = ¥2)2] /%,

on les coordenades (X1,Y7) i (Xa,Y2) representen la posicié de mq i ma que varia amb el
temps respectivament. Les masses primaries tenen orbita circular amb la velocitat angular
constant, per tant;

X1 =bcosnt*, Y, =bsinnt",

X9 = —acosnt®, Y, = —asinnt".



Proposicidé 2.3. Les equacions del moviment de mg son:

d’X 9 [m1(X —bcosnt*)  ma(X + acosnt™)
vz =" R3 " R} ’
1 2
d*Y m1(Y —bsinnt*)  mo(Y + asin nt*)]
= —k? [ + : (2.1)
dt?2 R R}

Demostracio:
Expressem R; i Rz amb les coordenades (X1,Y7), (X, Ya):

Ry = [(X —bceosnt*)? + (Y — bsinnt*)?] 12 )

Ry = [(X +acosnt*)? + (Y + asinm&”‘)Q]l/2 :

L’expressio de la forca F' queda com,

_ 1.2 m mo
F=k 1/2 + 1/2 |-
[(X —bcosnt*)? + (Y — bsinnt*)?] [(X + acosnt*)? 4+ (Y + asinnt*)?]
Calculem les derivades parcials de F' i obtenim el resultat. O

L’expressi6 explicita del temps a les equacions del moviment que hem obtingut no ens
permetra obtenir una integral primera. Una estratégia molt util d’abordar el problema en
aquests casos és canviar el sistema de referéncia per un més adient. I bé, ;que podriem
dir que és adient? Com que l'expressié explicita del temps ve causada pel moviment de
les masses primaries, sembla natural pensar que un sistema de referéncia que deixi fix mq
i mo ens donara una expressié millor de les equacions de moviment de ms.

Definici6 2.4. FEl sistema sinodic és un sistema de referéncia rotacional, el qual t€ com
a origen el baricentre de les masses i per a rotacid, la que deixa fizes les masses primaries.

A la figura 1, (O, X,Y) és el classic sistema de referéncia fix amb origen al centre de
masses O. Per altra part, T i i representen els eixos del sistema sinodic, que dintre del
sistema de referéncia (O, X,Y’) roten amb un angle de nt*, essent angle recorregut per
mq respecte al eix de les z’s.

Proposicio 2.5. La transformacio del sistema sinodic és la segiient:
X =Tcosnt® —ysinnt*,

Y = ZTsinnt* + ycosnt™.

On, amb notacié matricial R = A7
A cosnt* —sinnt*
sinnt* cosnt* )’
Demostracio

El moviment de les masses my i mo és circular amb la velocitat angular constant.
Com hem comentat anteriorment, la figura 1 mostra que 'angle de rotacié en un temps
determinat t* és nt* i, per tant, la velocitat angular és nt*. En definitiva, la matriu que
ens produeix el canvi de referéncia és la matriu de rotacio A. O



Proposici6 2.6. Les equacions de moviment (2.1) en coordenades sinodiques son:

%7 dy 5 o (-0 (z —a)
d*y dz 5 o [m1y Moy
Z 2 Lop— — = —k — |- 2.2
e + ndt* n°y ﬁ + ?3 (2.2)

On 71 1 To representa respectivament Ry i Ro sense dependéncia explicita en el temps.

Demostracio.

Per demostrar-ho, identificarem els eixos amb el pla complex. Sigui Z = ze"™ on:

z:f-}-iy’ Z:X_|_1'Y7 Z'zq/_lj ‘ei"t‘:l_

Essent Z; = be™™ i Zy = —ae™ tenim que,

Ri=|Z-2Z|=|z—b| = [@-b)2+77]"".

Analogament, per Rs:

_ _911/2
Ry =|Z—2Zo| = |z +a| = [(T+a)* + 7] &

.2 . . 2
Recordem que estem buscant una equaci6 del moviment del tipus 44 = ?Tg on F =

dt*2
2 (ma ma
R (e + 22).

Fent s de la regla de la cadena:

d’Z [ dz e [ d2? d it
= ( Z gint —i—Z(in)emt) = <Z+2in - —n22> e,

dt*2 dt*

Per altra part, si apliquem les expressions de R; i Ry a F' obtenim:

—b) (z+a)
F =k ml+mQ>:k2( ™oy T2 >:—k2[m =9 | }
<R1 Ry |z —0b]  |z+a 1|z—b|3 2|z+a\3

D’aquesta manera ’equacié ens queda per:

dz? . dz 9 9 (z =) (z+a)
O ot — k AN
<dt*2 NG T Z> [m1|z—b!3 +m2|z+a\3

Agafant part real i imaginaria obtenim les equacions desitjades. O

Aquestes equacions ja ens permetran calcular una integral primera. Com a conseqiién-
cia obtindrem una nova constant que sera molt Gtil al llarg de les proximes seccions.

2.2 La constant de Jacobi

En aquesta secci6 definirem la constant de Jacobi i comentarem la seva principal con-
seqiiéncia. Abans, pero, establirem unitats de massa, temps i distancia de forma astuta
per simplificar tant les unitats de les variables com les mateixes equacions resultants.

A partir d’ara definirem la massa total del sistema com la unitat de massa i la distancia
entre les masses my i my com la nostra unitat de distancia. Aixi doncs, obtindrem una



relacié entre les masses i distancies del nostre sistema. També extraure’m la dependéncia
del temps de les equacions posant com a unitat de temps el moment mitja. En definitiva,
amb les noves consideracions tenim que:

M=1-mi=1—pu, ms=upu,

Observacio 2.7. Utilitzant el sistema de referéncia sinodic i les unitats préviament de-
finides, les coordenades de les masses mi i mo se simplifiquen molt. De fet, I’esquema
resultant del problema de tres cossos seguira el de la figura 2.

y

T2

S

m2

Figura 2: Esquema de les posicions de les masses amb les noves unitats.

Efectivament, si situem el centre de masses O en el centre de coordenades (0, 0) la massa
mj = 1 — p és trobara a distancia u del origen i, per tant, tindra com a coordenades (u,0).
Per altra part, la massa mg = p és trobara a distancia 1 — u del origen amb coordenades
(1 —1,0). Cal comentar que l'eleccié de posar a la dreta o a I’esquerra una massa o bé
Ialtre és totalment irrellevant per la naturalesa del nostre problema. Al llarg del treball
es considerara tinicament les posicions abans descrites i no pas d’altres configuracions.

Proposicio 2.8. Amb les noves unitats les equacions de moviment (2.2) queden com:

1— - 1—
g'c'—2y::c—( u)gw u)_u(w+3 u)’
1 L

.. . 1—p p
y+23:—y<1— 3 —73>. (2.3)
1 2

Considerant una certa funcio 2, podem escriure les equacions de forma compacta:
T —2y=Q,
i+ 2& = Q. (2.4)

Demostracio.

Partim doncs de les equacions (2.2):

I’z na@ 2% _ 2 [ml (z —b) n (a:—a)] ’

—n°T = —

2
dt*? dt* T 3
d*y dx miy = moy
—= 42 —n’y = —k* :
a2 g Y [ (&t - 3

7



La igualtat esquerra d’ambdues equacions romandra sense canvis tret que simplificarem
el valor n per 1, ja que t = nt*. Per la part dreta de les equacions sabem per I’observacid
d’abans que m; =1 —pu, mg = pu, a =pu — 11 b= pu. Per tant, I'inica part no trivial sera
veure que k = 1.

Com que mg = 0, el balang entre forga centrifuga i gravitatoria ens dona,

o MM1M2

k:l2

= mgcm2 = mlbn2.

D’aqui obtenim,
k*my = an2l2, k*ms = bn2l?.
Sumant, com que a +b =1
k2 (my 4+ mg) = n*(a + b)I* = n?1>.

Finalment, com que hem definit [ =1, m; + mg = 1 i el moment mitja n =1,

k2 =n? =1.

Ara si, podem simplificar les equacions

-2~ = = (1 ) ] (25)
g2 —y=— Ol |

T% = (‘T - /’6)2 +y27
2

CRCER BN
Finalment, hem arribat a les equacions que buscavem. Per escriure-ho de forma com-

pacte ens caldra trobar la funcio € tal que les seves derivades parcials coincideixin amb la
part dreta de les equacions. En definitiva, la funcié que busquem és:

—

1—p 1
Q== (2 +y%) + £ Sl p). 2.
@4+ S = gu(—p) (2.6)

Les equacions (2.4) admeten una integral primera i, com a conseqiiéncia, una nova
constant. Per trobar-la hem de multiplicar la primera equaci6 per & i la segona per ¥:

TE — 2yt = Q.
i+ 2 = .

D’on sumant obtindrem ¢4 + & = ‘é—?. I si integrem respecte al temps, ens resultara que:
P2 +9P=20-0C.

Definicié 2.9. Definim la integral de Jacobi com lexpressic 2Q—i? —4? i la constant
de Jacobi al valor C tal que C = 20 — % — 2.



Observacio6 2.10. L’expressi6 anterior ens permet relacionar la velocitat amb la Constant
de Jacobi. Ja que v? = &% + 92,
v =20 -C.

Al contrari que en el cas del problema de camp central o bé el problema de dos cossos,
en el problema de tres cossos restringit no es compleix la llei de conservacié d’energia.
Aix0 és degut a la simplificacié que fem al suposar que la massa de la tercera particula
sigui igual a zero. Per sort, la constant de Jacobi ens substituira aquesta mancanca i ens
permetra trobar molta més informaci6é sobre el moviment de la massa mg. Tanmateix, no
sera fins a la seccio 2.5 que estudiarem la principal conseqiiéncia d’aquesta constant.

2.3 Punts d’equilibri

En el problema de tres cossos restringit els punts on la particula ms romandra en repos
es troben quan aquesta experimenta un balang entre les forces (considerant el sistema de
coordenades sinodic). Al llarg d’aquesta secci6 demostrarem l'existéncia de cinc punts
d’equilibri en el problema de tres cossos restringit per a una g qualsevol.

Suposem, doncs, que (z,y) és un punt d’equilibri. Llavors és clar que les derivades &,
¥ 1 les derivades segones Z i §j son igual a zero. Utilitzant 1’equacié diferencial (2.4) veiem
que,

i —29=Q, =0,
j+2i=Q,=0.

Desfent la notacié compacta, tenim:

A-—p)(z—p)  pla+l-p) _ 0
3 3 — Y

r—= Ty Ty (2 7)
v(1-4-4) -0

1

Ara 'existéncia dels punts d’equilibri en el problema de tres cossos queda reescrita com
I'existéncia de solucions del sistema (2.7). Notem per la segona equacioé que tenim dos
casos segons si el valor de y és igual o diferent de zero.

231 Casy=0

Si suposem que y = 0 només haurem de resoldre la primera equacio:

I-—pw@—p) pe+l-pn)
r= 3 - 3 =0,
Ty T3

on els valors de r1 i o s6n:
r1 = (z — p),
ro = (x+1-—p).

Per tant, haurem de resoldre:

oo U= a —0. (2.8)

(x—p? (z+1-p)?



Per a cada problema de tres cossos associat a la massa p obtindrem una equacié de
cinqué grau associada a l’equaci6é anterior. Fixem-nos que al suposar que el valor de la
coordenada y = 0 estem considerant que totes les possibles solucions de (2.8) es troben
contingudes en la recta que passa per les masses primaries. Podem trobar-nos doncs en
les segiients possibilitats:

i) El punt es troba abans de la primera massa x, € (—oo, u — 1).
ii) El punt es troba entre les dues masses x, € (u — 1, ).
iii) El punt es troba després de les dues masses x, € (u, 00).

i) Primer interval, el punt es troba a I’esquerra de les dues masses.

o R I S

Proposicié 2.11. En l'interval x, € (—oo,u — 1) existeix un dnic punt d’equilibri que
anomenarem L.

Demostracio.

Y 1

Definint rq i ro com les distancies del punt Lq fins a les masses m i1 mo respectivament
i, denotant ro := e, podem reescriure la nostra equacié en termes d’épsilon. En efecte,

ro=e—=>ri=14+e¢ z,=p—1—c¢

Substituint a (2.8):

=0.

-1
e+1—p+ a —6%

(146

3., .2 2, (p 1)
- . . ~a == 0-
€+ € — pe” + (162 I

S+ +(1+6)? —p(1+6)° + (n—1)e — p(l —e)* = 0.

D’on finalment, obtenim ’equaci6é de cinqué grau:
e+ (3—p)et+ (3 —2u)e — pe? — 2ue — = 0. (2.9)

Sabem per la teoria de Galois que les equacions algebraiques de cinqué grau no tenen
una expressié especifica per obtenir les arrels. No obstant aixo, existeixen diverses estra-
tégies numeériques per a calcular arrels de polinomis de grau 5 o superior, de fet, en els
annexos A utilitzarem el métode de Newton per a calcular L segons una u = pg donada.
De totes maneres, per a demostrar 1’existéncia d’una arrel real positiva a l’equacio (2.9)
per un rang de p € (0, %) ens caldra utilitzar regla dels signes de Descartes.
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Proposici6 2.12. Regla dels signes Descartes. Siguip(x) un polinomi amb coeficients
en R sigui z, el nombre d’arrels reals positives del polinomi i ¢ el nombre de canvis de
signe en els termes (ordenats de major grau a menor). Llavors es compleix que z, < ¢ i
la diferéncia és un nombre parell no negatiu.

Demostracio.

Hem de demostrar que Vp(z) polinomi amb coeficients reals 3k € N U {0} tal que
c—zp=2k.

Suposem sense perdre generalitat que p(x) és monic, ja que si no ho fos, podriem dividir
el polinomi pel coeficient que acompanya la x de grau maxim. Podem suposar també que
p(z) tindra un terme independent ag , ja que, novament, si tinguéssim apx® per alguna
b € N, podriem dividir el polinomi pel terme 2. Notem que aquest procés no alterara el
nombre d’arrels positives. En definitiva, el nostre polinomi tindra la forma:

1+"'+CL]_CC+G/O, aiER’ao#O’ VzG{O,,n—l} (210)

p(z) =2 + ap—12"~
Veiem primer que el nombre de canvis ¢ és parell o imparell depenen del signe del terme
independent. En efecte, suposem que ag és positiu, llavors al nombre de canvis de signe
sera parell i si ag és negatiu, ¢ sera imparell. Aixo és degut al fet que estem considerant
només els signes i, per tant, tenim dos estats possibles (+, —). Com que el polinomi p(x)
és monic, estem comengant per a l'estat +, llavors si acabem pel mateix estat haurem
realitzat 2n canvis on n € N U {0} o bé si l'estat ha canviat llavor tenim 2n + 1 canvis,
novament per n € NU {0}.

També podem veure la paritat del nombre d’arrels reals positives respecte al signe del
terme independent. En concret, passarem a demostrar que quan el terme independent és
positiu el polinomi té un nombre parell d’arrels reals positives i quan el terme independent
és negatiu, en té un nombre imparell. Per tal de fer-ho farem servir induccié respecte al
grau del polinomi n.

Cas base n = 1. Sigui p(z) = z £ a amb a € R\ {0}. Considerem primer el cas
p(z) = x + a. Fixem-nos que en el rang x € [0,+00) el polinomi només pren valors
positius i, per tant, no tenim cap arrel real positiva. Pel cas p(z) =  —a clarament tallem
un cop l'eix de les x’s, essent doncs imparell el nombre d’arrels reals positives.

Suposem que la propietat és certa per a polinomis de grau menor que n. Demostrarem
que també ho és pels polinomis de grau n. Comengarem pel cas ap < 0. Com que
limg 00 p(x) — +00 1 p(0) = ag < 0 pel teorema de Bolzano és clar que el polinomi té
alguna arrel real positiva r. Per tant, el podem reescriure com p(z) = (x —r)q(z) on g(z)
el polinomi resultant de dividir p(z) pel factor irreductible (x — r) (recordem que estem
treballant amb totes les operacions en el cos dels reals). El polinomi ¢(x) té grau n — 1,
és monic i té per terme independent by > 0 perqué ag = —rbg < 0, de manera que per la
hipotesi d’induccid, ¢(x) té un nombre parell d’arrels reals positives. En definitiva, p(z)
té un nombre imparell d’arrels reals positives.

El cas on ap > 0 és molt semblant. Com que p(0) > 0 no podem aplicar el teorema de
Bolzano directament, perd podem distingir dos casos. El primer cas és que polinomi no
tingui arrels reals positives, per tant, ja haurfem acabat. El segon cas, és que en tingui
com a molt una i, en conseqiiéncia, podem aplicar 'argument anterior. En efecte, si p(z)
té una arrel real positiva r, llavors podem reescriure p(x) = (z — r)g(x), on novament
q(z) és el polinomi resultant de la divisi6 p(x) pel factor irreductible (z — r). D’aquesta
manera, podem aplicar la hipotesi d’inducci6 i, com que el terme independent by de g(x)
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és negatiu, tindrem aplicant la hipotesi d’inducci6 que ¢(z) té un nombre imparell d’arrels
reals positives. En conclusio, p(x) tindra un nombre parell d’arrels reals positives.

Aixi doncs, és clar que ¢ i z, tenen la mateixa paritat. Resta veure que ¢ > z,.
Novament, utilitzarem inducci6é sobre n, el grau del polinomi. El cas base n = 1 és clar
que és cert. Suposem doncs la validesa per a polinomis de grau n — 1 i mirem que per
un polinomi de grau n es compleix que ¢ > z,. Si ens fixem en el polinomi resultant de
derivar p(z), tenim que el nombre de canvis de signe ¢ és ¢ 0 bé ¢ — 1 i que el nombre
d’arrels positives 2/ és z, — 1 com a conseqiiéncia del teorema de Rolle. Podem aplicar la

P
hipotesi d’induccié al polinomi derivat, tot plegat tenim,

Zp—lgzé,gc/gc.

Llavors ¢ — z, > —1 i que ¢ — 2, = 2k, en definitiva, obtenim que la diferéncia ha de ser
positiva. O

Finalment, per la regla de signes de Descartes 1'equacio (2.9), que conté un canvi de
signe, té una tnica solucié real positiva (com a maxim hi ha una i com la diferéncia entre
¢ — %z, = 2k per un k enter, és clar que ha de ser que k = 0 — ¢ = z,). Per tant, al ser €
una distancia, ’arrel trobada sera 'tinica solucié valida, essent L. O

ii) Segon interval, el punt es troba entre les dues masses.

Proposicié 2.13. En linterval x, € (u— 1, 1) existeiz un unic punt d’equilibri que ano-
menarem L.

Demostracio.

Definint € tal que 7o =€, r1 =1 —€ixz = pu— 1+ ¢, 'equacio (2.8) queda com:

poop

1 —
€ +u+(6_1)2 2

Com en el cas anterior haurem de multiplicar pels dos denominadors, obtenint:
& —(3—p)et + (3 —2u)e® — pe® + 2ue — pu = 0. (2.11)
En aquest cas, la Regla de Descartes i el canvi de signe que comporta (2.11) ens assegura

I'existéncia de com a minim una arrel real positiva.

Per a demostrar la unicitat seguirem la idea descrita al llibre de Pollard [7]. Aixi doncs,
reescriure les equacions €2, = 0 i 0, = 0 en coordenades bipolars p; = r1 i po = 72 del
punt (x,y). Donat que i p? = (z — p)? +y?ip3 = (x + 1 — p)? + 9%, podem reescriure
Q(z,y) per:

1 - 1 B
Qp1,p2) = (L — p) (5P} +prh) + (505 + 03 Y)

2 2
Llavors, les equacions €1, = 01 Q, = 0 queden com:
llz+p llz—1+p
AR MR EEVRUN R PSR
Y4 n p3 b2
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1y 11y
1—p [pl—]qtu[pz—}zo 2.12
( ) il p p3] p2 (2.12)

Naturalment, com que ens trobem en el cas y = 0 només ens caldra la primera equaci6 de
(2.12). En particular, podem utilitzar que py = x+pu=pips=1—x—pu=1—p, per

tant:
N R

Que implica,

Podem definir la funci6 F(p) tal que

1—17—% 1— 1
F(p):z[ a ”)]: H“zl ue<0,2}

P

Aquesta funci6 és estrictament creixent per a l'interval p € (0,1). A més a més, tenim

que F(%) = 11 que lim,, ;- F(p) — +oo. En definitiva, només hi ha un valor p tal que
F(p) = I_T” 1, per tant, existeix un tnic punt d’equilibri. O

Observaci6 2.14. Fixem-nos que per p € (O7 %) aquest punt Lo sempre es trobara més
a prop de la particula amb massa més petita, en el nostre cas, ma. El cas u = % el punt
Lo, com és d’esperar, equidista de les dues masses primaries.

iii) Tercer interval, el punt es troba a la dreta de les dues masses.

Proposici6 2.15. En linterval x, € (u,00) existeix un unic punt d’equilibri que anome-
narem Ls.

Demostracio.

72

mo mi 1 Zg

Si definim € tal que r; = ¢, 79 =1+ € iz = p+eilequacié (2.8) queda com:

L—p I
— =0
€+ 1+ 2 L

Simplificant els denominadors obtenim:

€+ (24 p)e' + (142 — (1 = p)e = 2(1 = p)e — (1 — p) = 0.
Analogament, al cas de L1, utilitzant el teorema de Descartes veiem que només pot existir
una arrel real positiva i, en conseqiiéncia, el punt Ls O.

En definitiva, pel cas y = 0 hem trobat tres punts d’equilibri L; € (—oo,pu — 1),
Ly € (u—1,u) 1 L3 € (u,00) i en sabem que no n’hi ha més. Per altra banda, els valors
concrets que determinen la posicié de cada punt dependrd tnicament del valor u que
considerem.
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2.3.2 Casy#0

Tot i com un podria esperar-se el contrari, aquest cas serd molt més simple que 'ante-
rior. Sigui el sistema d’equacions (2.7),

A-—p)(z—p)  plat+l-p) _ 0
3 3 — Y

T — .
LT T3
1-p  p _

y(1-t k) =0

Considerarem y # 0.

Fixem-nos que les equacions per r; = 79 = 1 donen,
z— (1 —p)e—p)—p@+1-p =0

y(1— (1 —p)— ) =0.
Per tant, trobem una solucio6 del sistema. De fet, el nom d’equilateral prové del fet que els

dos punts es troben a distancies 71 = ro = 1 de les masses primaries, formant visualment
dos triangles equilaters.

L4

T2 ™

T2 1

L5

Figura 3: Esquema dels punts Ly i Ls.

Definici6 2.16. Anomenarem punts de Lagrange als punts d’equilibri del problema de
tres cossos restringit. En particular, anomenarem punts de col-lineals a Ly, Ly i L3 ¢
punts equilaterals als punts Ly i Ls.

El nom de punts de Lagrange s’atribueix al matematic i astronom Joseph-Louis La-
grange que 'any 1772 intentant solucionar el problema de tres cossos va trobar aquestes
solucions d’equilibri. No obstant aix0, els punts de Lagrange varen passar forca desa-
percebuts en 'astronomia fins al segle XX on es varen trobar centenars d’asteroides, els
Troians, oscil-lant al voltant del punt L4 en el sistema Sol-Japiter i també un nombre
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similar d’asteroides, els Grecs, al voltant de la posicié Ls. En la proxima seccié veurem
precisament que ’estabilitat dels punts equilaterals donen peu a aquest fenomen. Abans,
perd, veurem un exemple dels punts de Lagrange en el sistema Terra-Lluna que ens sera
atil pels proxims capitols.

2.3.3 Exemple: Punts de Lagrange del sistema Terra-Lluna

En l'apartat A dels annexos es pot trobar un calcul numéric de les coordenades dels
punts de Lagrange en el sistema Terra-Lluna. En concret, s’obté

m1 = (0.012505819187,0), mq = (—0.987494180813,0).

L1 = (—1.157032814896987,0), L2 = (—0.83518121199218,0), L3 = (1.005210650911847,0).

3
), L5 = (—0.487494180813, —\2[).

P

L4 = (—0.487494180813, -
De tal manera que, amb les nostres magnituds obtenim el segiient dibuix aproximat:

Y
L4

L5

Figura 4: Esquema dels punts de Lagrange pel sistema Terra-Lluna.

2.4 Estabilitat dels punts de Lagrange

Un cop trobada 'existéncia de cinc punts d’equilibri en el problema de tres cossos res-
tringit, sembla obvi preguntar-se per la seva estabilitat. Aquesta ens donara informacié de
la dificultat de trobar-ne d’orbites periodiques a prop dels punts de Lagrange, pero, igual-
ment, aix0 serd matéria per més endavant. Aixi doncs, en aquesta seccié ens centrarem
en 'estudi de l'estabilitat lineal dels punts d’equilibri.
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Per a estudiar 'estabilitat és comt extreure polinomi caracteristic de la jacobiana asso-
ciada al sistema i avaluar els seus valor propis. No obstant aixo, obtenir la jacobiana amb
les equacions de moviment que disposem pot ser un treball certament no trivial. Plante-
jarem una altra estratégia per aconseguir el polinomi caracteristic que obvii el calcul de la
diferencial. Abans, pero, recordem les nocions de punt estable, inestable i asimptoticament
estable.

Definici6 2.17. Sigui un sistema d’equacions diferencials,
T = X(x).

amb un punt d’equilibri x = a. La solucid z(t) diem que és una solucié d’equilibri si el
cami sobre l’espai x esta representat pel punt x(tyg) = a.

Definicié 2.18. La solucié x = a és estable si donat un € > 0 existeiz un §(e) > 0 tal
que, st
|z(to) — al <0,

llavors, per tot t > tg
|z(t) —a| <.

Altrament, diem que és inestable. Quan la solucid per t — oo tendeiz al punt d’equilibri
diem que és astmptoticament estable.

2.4.1 Equacions variacionals de les equacions de moviment

L’objectiu principal d’aquest apartat sera obtenir un analeg al polinomi caracteristic de
la jacobiana del sistema d’equacions de moviment del problema restringit de tres cossos.
Recordem que les equacions de moviment (2.4) son:

=2y =y,
i+ 20 = Q.

Ho reescriurem com a una equacié diferencial de primer ordre utilitzant quatre variables
tals com:
Iy =, I2=Y,

xr3 = j}, T4 = y
De tal manera que el sistema queda escrit de la segiient forma:
'1/:1 = T3, :L:Q = T4,

89(3:1, 5132)
81’1

89(371,372)

=9
T3 T4 + ax2

R T4 = —2r3+ . (2.13)

Les dues primeres equacions fan referéncia a les components de la velocitat i les altres

dues a les de 'acceleracié. Per tant, les solucions d’equilibri s’obtenen d’igualar totes les
equacions a 0.

214 + = 0. (2.14)

Obviament, les solucions sén els cinc punts d’equilibri trobats a la seccié anterior.

16



Proposici6 2.19. Siguin L; = (a;,b;) peri € {1,2,3,4,5} els punts de Lagrange. I siguin
les variacions € > 0 in > 0 tals que els punts p; := (z;,y;) peri € {1,2,3,4,5} essent

T; =a; +¢&, y:bl+777

son punts que pertanyen a un entorn petit dels respectius L;. Llavors tenim que les equa-
cions variactonals associades a aquestes variacions €,1 son:

€ — 21 = Quz(a,b)e + Qyya,b)n + O(2),
i+ 2€ = Qpy(a,b)e + Qyy(a, b)n + O(2). (2.15)
Que tenen com a polinomi caracteristic:

A (4 = Qup — Qyy) A + Qoo Qyy — 23, = 0. (2.16)

Demostracio.

Per obtenir les equacions variacionals associades a € i 1 expandirem €2 en els punts L;
per reescriure les equacions de moviment (2.4).

En efecte, 'expansié 2 en un entorn dels punts L; resulta:
Q = Qai, b;)+Q0(as, bi)e+Qy (ai, bi)ﬁJr%Qm(ai, bi) €4y (ai, bi)EUJF%ny(@ia bi)n*+0(3).
I per tant,
Q= Qu(ai, bi) + Quw(as, by)e + Quy(ai, bi)n + O(2) = Quz(ai, bi)e + Quy(ai, bi)n + O(2),
Qy = Qy(ai, b)) + Qya(ai, b)e + Qyy(as, bi)n + O(2) = Quy(as, bi)e + Qyy(ai, bi)n + O(2).

L’altima igualtat en ambdues equacions ve donada perqué en els punts d’equilibri
Qz(a,b) = Qy(a,b) = 0. Finalment, com que per hipotesi z; = a; +¢ i y = b; + 1, podem
reescriure les equacions de moviment com:

€ — 21 = Quz(a,b)e + Quya,b)n + O(2),
i+ 2é = Quy(a, b)e + Qyy(a, b)n + O(2). (2.17)

Considerant els termes d’ordre 1 obtenim les equacions variacionals amb € i n com a
variacions. Per trobar el polinomi caracteristic del sistema (2.17) primer I’escriurem com
a un sistema de primer ordre. Escrivim:

T
= (x1,22,23,24)",
Tl =€ Xp=1", X3=¢€ T4=1).

Podem escriure el sistema (2.17) com & = Az on:

0 0 10
0 0 01
A=la,. a, 0 2|
Dy Quy 2 0

El polinomi caracteristic el podem extreure mitjancant det(A — AId), en definitiva:
N2 20—,
D A2 =0, — X+ (4= Qoo — Q)N + Qe — Q2 = 0.

z Yy

Tal com voliem veure. O
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Observaci6 2.20. Notem que els punts col-lineals L1 2 3 al tenir la coordenada y nul-la sén
del tipus a123 = 123, b = 01 en el cas dels punts equilaterals L4 5 obtenim as5 = pu — %,

bys = +¥3.

2.4.2 Estabilitat lineal del punts col-lineals

A la secci6 anterior hem obtingut el polinomi caracteristic que ens permetra estudiar
Iestabilitat dels punts. Abans, pero, haurem d’estudiar que hi passa a les derivades segones
d’Q2 en els punts col-lineals.

Lema 2.21. En els tres punts col-lineals la funcio Q) compleiz que:
Qpy =0, Qup >0, Qyy <O0.

En particular, Ly, Lo i L3 son punts de sella.

Demostracio.

Per a demostrar les propietats del lema partirem de les expressions de les derivades
parcials d’€, les derivarem i avaluarem les expressions en els punts col-lineals. Per definicio
Q; 1 Q, tenim que:

Q- (1 —ui%:c—u) e +T§—u) p—

Qy = <1_ 1‘3#_/2) =yf(z,y).

1 T3

Si calculem les derivades en els punts col-lineals obtenim:

2(1—p)(z —p)? | 2u(z+1—p)?

Q = ’0 = 1 + + ,
xx gz(x ) 7’? Tg
R

sz = yfx(x70)'

Clarament, {1, = 0 en tots els punts col-lineals. Per veure que €2, > 0 i que €, <0,
caldra jugar amb les expressions de les distancies r1 i ro. Sigui 21 'abscissa del punt Ly,

llavors, x1 — u = —r1 i x1 + 1 — pp = —ro, aix{ doncs:
2(1 — 2
ny:gac(fUlaO):l‘Fi( 3 2 +—§ >0,
1 T2

doncs tots els termes son positius. Com que en tots els punts col-lineals 2, = g(x;,0) = 0,
tenim

1-— 1—
g@i,0) = p—mi+ -+ L =0 — S = b -+
Ty 2 1 5

Utilitzant 1"altima igualtat, podem escriure f(z1,0) de la segiient forma:

1—p1 o w1 W
0)=1-————-—==1—-|(- -+ | — - =,
f(ajl ) 2 3 < M"‘rl +7"%> r 7"%
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F(z1,0) 1 n 1 1 1 1 1
€T = — —s — —& = _— = — ro ——= | .
b H ri rird rl a re Tl ? r3

fa1,0)= £ <1'_ ]3>-

1

Finalment,

Que rp < 1 implica que §,,, = f(x1,0) < 0. Resta demostrar que L; és un punt de sella.
Per veure-ho, calcularem el determinant de la hessiana avaluada a Lq:

ch Qazy

H(Ll) = ‘Q:cy ny = gx(l'l,O)f(ZCl,O) <0.

En conclusio, L1 és un punt de sella. Els casos Lo i Lz s6n practicament analegs al cas

de L. O

Proposicio 2.22. Els punts col-lineals son linealment inestables.

Demostracio.

A conseqii¢éncia del lema anterior obtenim que en els punts col-lineals €2,,€,, < 01 que
Q3, =0 . Aixo ens permet reescriure el polinomi caracterfstic (2.16),

M (4 — Qo — Q)N+ QaQyy — Qiy =0,

com:
o + 2810 — B3 =0, (2.18)
on: Q + Q
Br=2~— %
B3 = —Quallyy > 0,
A= :I:a%.

Per (2.18) tenim dues arrels de diferent signe.
a1 = =B+ (67 + B3)

as = —B1 — (B + B3)

Per tant, les arrels de (2.16) son:

D=

>0,

NI

< 0.

1
A2 = £af,

1
— 2
Az34 = Fad.

De les quals Aq 2 son arrels reals i A3 4 son arrels imaginaries.

Sabem que les solucions del sistema d’equacions diferencials (en forma diagonal) son:

4
€ = Z = Aie/\it,
i=1
4
n= Z = B;eMit.
=1

I considerant ’arrel A com l’arrel real positiva, tindrem que per t — oo aquest terme
tendeix a infinit. En definitiva, els punts Ly, Lo i L3 s6n inestables. O
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2.4.3 Estabilitat lineal dels punts equilaterals

L’estratégia per estudiar ’estabilitat lineal dels punts equilaterals serd molt semblant
a la dels collineals. Comencarem demostrant un lema que ens permetra jugar amb el
polinomi caracteristic en el cas dels punts L4 i Ls.

Lema 2.23. Pels punts Ly i Ls tenim que:

3 33 1
Q;rx(L4,5) = Za Q:J:y(L4) = +7(/'L - 7)7

2 2
3v3 1 9
Qxy(LB) = —T(M - 2), ny(L4,5) = 1

Demostracio.

Recordem que teniem:

1—
Qy:y<1— 3”—%>=yf(:v,y)
Ty ra

A més a més, en els punts L4 i L5 tenim:

/3

3
ri =19 =1, Z/:3|377é07

Que les distancies 7 i 7y valguin totes dues 1 ens permet afirmar que f(Lss5)—g(Las) = 0,
en efecte,

f(Las) = —2p=g(Lags).

De tal manera que podem escriure les segones derivades d’§2 en funcié de derivades de la
funcié g o bé f segons ens convingui. Si posem,

Dz = Gas Qxy =0y = Yfz, ny = yfy + f.

Calculant les derivades de g i f i avaluant-les en els punts obtenim:

pa

GelLag) =50 Fullas) =30u—3) fylluz) = +3

4’ 2

Tal com voliem veure. O
Aplicant el lema anterior podem reescriure el polinomi caracteristic (2.16),
A (4 = Qap — Qyy) A + Qo Qyy — 2, =0,

com,
27
A4+/\2+Zu(1—u) =0. (2.19)

Igual que en 'apartat anterior, mirarem si les arrels del polinomi caracteristic sén reals o
imaginaries. Considerant una oo = A2, podem reescriure (2.19) per:

27
OzZ—i-oz—l—Zu(l—,u):O.
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On podem veure que les solucions soén de la forma:
1
a2 =3 (—1 41— 27p(1 — u)ﬁ) . (2.20)

Veiem que tenim tres casos per avaluar segons el valor del discriminant d = 1—27u(1 —
1), en conseqiiéncia, del valor de la p. Tenim que d = 0 quan py = 27£y 277108 V%f_los. Com
que la p € (0, %] considerem només l'arrel pg = 0.03852... que de fet, aquest valor critic
s’anomena massa de Routh. A continuacio, presentarem cada cas en forma de proposicio.

Proposicio 2.24. En el cas p € (0, o) els punts Ly i Ly son linealment estables.

Demostracio.

En aquest rang, el valor del discriminat es troba entre 0 i 1. Per tant,

1 1
we (b mre D).

Els dos valors prenen valors negatius i, en conseqiiéncia, les quatre arrels del polinomi
caracteristic son imaginaries.

Per a demostrar que tenir tots els valors propis imaginaris implica que el punt és estable

en el nostre cas, haurem de fer s del segiient teorema.

Teorema 2.25. Donat un sistema d’equacions diferencials X (t) = AX(t) on A té dife-
rents parells de valors propis complexos, a1 +if1, a1 —if1, ... ag + 1Bk, ap — iB. Sigui
T la matriu tal que T~YAT és en forma canonica:

B
T YAT = . (2.21)
By

[ B
Bi_<_5i a).

Llavors la solucid general del sistema és TY (t), on

on

a1e®! cos Bit + bre“tsin Bt
—a1e®tsin f1t + bre®t cos Byt

Y(t) = : . (2.22)
are®*t cos Bt + bre®*! sin Bt
—ape“ ! sin Byt + bpe®*! cos Byt

Demostracié.
La demostracio es pot trobar en el capitol sis de [8]. O

Corol-lari 2.26. En les hipotesis del teorema anterior, sigui A la diferencial en el punt
d’equilibri, si aquesta té tots els valors propis purament imaginaris (no nuls) llavors el
punt €s linealment estable.
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Demostracio.

Sigui ¢; ; els components de la matriu 7. Per definicié6 T és invertible i, per tant,
cada columna de la matriu conté, com a minim, un valor no nul i totes les columnes sén
linealment independents. En definitiva, per a cada j € 1 < j < k podem trobar una ¢ tal

que ¢ij2j—1 7 00 ¢ # 0 on ¢ 251 # £¢i 25
Els valors propis no tenen part real tenim que o; = 0 Vi en (2.22). També sabem que
la soluci6 general del sistema és T'Y (t), i, en conseqiiéncia, les seves components son
k
Z [¢i,2j—1(a1 cos Bt + by sin Bit) + ¢; 25(—aq cos Bit + by sin fit)].

i=1
Es clar que tots els termes estan acotats doncs el temps només apareix en cosinus i sinus.
En definitiva, el punt és estable. O

Aixi doncs, la demostracié de 'estabilitat de Ly i L5 és conseqiiéncia directa del co-
rol-lari. O

Proposici6 2.27. En el cas p € (po, %) els punts Ly © Ly son linealment inestables.
Demostracio.

Sabem que el discriminat d del polinomi caracteristic (2.20) és negatiu per u € (uo, %)
A més a més, les arrels del polinomi caracteristic son

1
a2 = 5 (-1£[d]?).
Llavors, definint § = [d]2
1 1 1 1
AM=—(—14+i0)2=a1+101, A=——+(—1410)2 = ag + ifs,
1 ﬂ( ) 1 +if1 2 ﬁ( ) 9+ ifs
1 1
/\3:7(—1—1'5)% = a3 + 13, )\4:_7(_1_%)% =y +ify.

V2 V2
Amb les expressions explicites de les arrels veiem que per alguna i € {1,2,3,4} la part
real de \; serd positiva. Essent aix{ els punts L4 i L5 inestables. O

Per dltim, en el cas on el discriminant és nul obtindrem a2 = —% 1 com a solucions
del polinomi caracteristic (2.19) dues arrels dobles complexes.
i i
Mg =—7, Aa=-——1.
’ \/i ) \/i
El fet d’obtenir dos valors propis dobles purament imaginaris fara la jacobiana no dia-

gonalitzi i, en definitiva, resultara en dues seccions no periodiques. Els detalls es poden
trobar a [5].

Hem vist doncs que en el cas que la p sigui més petita que pg llavors els punts equila-
terals son linealment estables. Dit d’altre forma, si volem tenir estabilitat (lineal) en els
punts L4 1 Ls, cal que la massa ms sigul menor aproximadament a un 4% de la massa
de my. Tot i que sembla un valor molt baix, es poden trobar diversos exemples de sis-
temes amb aquesta restricci6 a ’espai. Per exemple, el sistema Terra-Lluna, Terra-Sol,
Juapiter-Sol...

En definitiva, tots els punts de Lagrange son linealment inestables tret de L4 i L5 en
el cas que la massa p sigui menor al valor de la massa de Routh. No estudiarem l’estabili-
tat dels termes no lineals tot i que pels lectors més interessats es pot trobar novament a [5].
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2.5 Corbes de velocitat zero

Un concepte clau per entendre el problema de tres cossos restringit sén les corbes de
velocitat zero. En darreres seccions varem veure que existia una constant, anomenada
constant de Jacobi, la qual ens relacionava la velocitat amb la funcié 2. Precisament,
en aquesta seccié estudiarem a fons les conseqiiéncies d’aquesta relacié i farem un estudi
de les diferents corbes de velocitat zero que existeixen segons el valor de la constant de
Jacobi.

Haviem vist a l'observacio (2.10) que podiem relacionar la velocitat de moviment de la

particula m3 amb la constant de Jacobi per,

v? =20~ C. (2.23)

Es clar que la particula ms mai tindra el modul de la velocitat negativa i, de fet,
podem delimitar la regié de moviment a partir de la condicié v? = 0. Aixo ens portara a
la segiient definicio.

Definicio 2.28. Anomenem corbes de velocitat zero a les corbes que compleizen:

C

Qz,y) = 3

Observacioé 2.29. En aquestes corbes la particula mg té velocitat nul-la i, per tant,
aquesta no les pot creuar. En particular, les corbes de velocitat zero separen l’espai de
regions possibles de moviment.

Efectivament, utilitzant 1'equacié v?> = 2Q — C notem que la condicio 2Q = C ens
divideix el espai en dues regions. Si 202 < C el moviment no és possible doncs el modul de
la velocitat seria negatiu. De tal manera que 2§2 > C contindria tota la regié de moviment
de la particula ms.

Seguidament, estudiarem algunes de les propietats més importants d’2 que farem servir
més tard per a classificar les diferents corbes de velocitat zero.

Proposicié 2.30. El valor minim d’Q) és % En particular, el valor minim de la constant
C és 3.

Demostracio.

Ens sera suficient provar que el valor minim de 2€ és 3, ja que per la definici6é de corbes
de velocitat zero tenim C' = 2().

Comengarem reescrivint 0 d’una forma astuta. Afirmem quesi 0 < u <1, A,B =0,
llavors
Ap+ B(1 — p) 2 min(A, B).

En el cas A 2 B,
Ap+B(1 —p) 2 Bu+ B(1 — u) = B=min(A, B).

Analogament per B = A.

Per reescriure €2, partirem de 'equacio (2.23),

v? =20 - C.
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Escrivint la velocitat en termes de coordenades bipolars (v? = 22 + 32), obtenim:

20 = (1 — p)(p} +2p;") + p(P3 + 2p3 V).

Ara ja podem utilitzar la desigualtat de I’inici,

20 = (1 —p)(p} +2p7 ") + u(p3 +2p; ") Z min(p] + 2p; ", p5 + 2p5 ).
Finalment, el minim de la funcié 2 + 22~! és 3 i, per tant, també ho és de 2. O

Observacio 2.31. De fet, el valor minim de la constant de Jacobi s’assoleix quan p; =
p2 = 1 (on s’assoleix el minim de 22 + 2z~1). Per tant, en els punts Ly i Ls.

La seglient proposicié ens permetra separar ’estudi de les corbes de velocitat zero
segons en quin rang es trobi el valor de la constant de Jacobi associada amb la corba.

Proposicié 2.32. Tenim quatre valors diferents d’) en els punts de Lagrange i sequeizen
el segiient ordre:

1.5 =Q(Ly) = Q(Ls) < Q(L3) < Q(L1) < Q(Lo) < 2.125.
En particular, aizd dona els segiients valors de la constant de Jacobi,

3:O4ZC5§03§01§02§4~25'

Demostracio.

Els valors pels punts Ly i L5 ja s’ha provat a 1’observacié anterior. Pels punts L, Lo
i L3 cal considerar que es troben l'eix de les x’s segons el sistema de referéncia sinodic.
Sigui z1, z2 i x3 les abscisses dels punts col-lineals Ly, Ly i L3 respectivament, volem veure
que
1.5 < Q(x3,0) < Q(x1,0) < Q(x2,0) < 2.125.

Recordem que teniem el segiient dibuix orientatiu pels punts col-lineals

mo mi
Ll (/'L - 17 0) L2 (:u’a 0) L3

Veurem a continuacié que Q(u + «,0) < Q(u — «,0) per 0 < a < 1. Tenim,

Qu+,0) = 5 (p+a) + g + ZE+ 5 (1—p),
Qp—,0) =3 (n—0)’ + g5+ L+ 5 (1—p).
Llavors,
2
Qe —a,0) = QA+ a,0) = l_ua2(a2—a—|—1)>0. (2.24)

Perqué (a? —a + 1) > 0 per a € (0,1). Per continuar amb la demostracié necessitarem
els segiients dos lemes,

Lema 2.33. Siguin rang 1, rang 2 i rang 3 les regions de ’eix d’abscisses determinat pels
punts col-lineals. Els minims d) a cada reqid son els respectius punts L1, Lo © Ls.
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Demostracio.

Considerant la funci6 €:

1 l—p  p  p
Qz,0)= -2+ —— 4+ =+ 5 (1—p).
(z,0) 2x+ - +r2+2( 1)
Tenim,

dQ(z,0) Tz — l—pdry  pdro

dx - r2 dzx T% dx ? (2 25)
20 - 2 '
CE 1 () () >

Com la segona derivada és positiva Vz, sera suficient veure que en els punts col-lineals és
on s’anul-la la primera derivada.

Ens situem en el rang 1 (on es troba Li). Tenim ry = y—x, ro = p—x — 1 i, en

conseqiiéncia, %1 = %2 = —1. Aplicant-ho a la primera derivada,
dQ(z,0 1-—
L GILUNESRE Sl (2.26)
dx T T3

Idéntica a I'equaci6 (2.8). La demostracié pels rangs 2 i 3 té un desenvolupament similar.
En tots tres casos s’obté les equacions de cinqué grau que donen lloc als punts col-lineals
ja estudiats anteriorment. O

Lema 2.34. Per p € (0,1), tenim:
7’1(L3) > 7’1(L2).

Demostracio.

La demostracié segueix propietats de monotonia de les distancies. En concret es pot
trobar a [10]. O

Continuant amb la demostraci6 de la proposicié, tenim pel primer lema podem afirmar
que Q(z3,0) < Q(u+ a,0) per 0 < a < x3 — p. També pel segon lema, x3 — u > pu — xo.
Per tant, si 4 — a = z2, tenim per (2.24) que Q(z3,0) < Q(z2,0). De forma semblant es
pot veure Q(z1) < Q(x2,0). O

Fixem-nos que podem utilitzar els diferents valors de la constant de Jacobi descrits a
la proposici6 (2.32) per a estudiar les corbes de velocitat zero. En efecte, dividirem els
possibles valors de la constant de Jacobi en els intervals:

[3,03], (03,01], (01,02], (CQ,+OO).

En cada cas trobarem un dibuix de la forma general de les corbes de velocitat zero on
destacarem les seves principals caracteristiques.

2.5.1 Regions de moviment Cy < C

Estudiarem el primer cas, on la constant de Jacobi pren els valors més grans possibles.

Per tal de fer-ho, analitzarem la funcié Q amb p € (0, %]

4Tots els dibuixos de corbes de velocitat zero han estat generals pel programa Corbes de velocitat zero
en llenguatge C descrit als annexos B.
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Primer haurem de reescriure la funcié €2 utilitzant les distancies, recordem que

1-— 1
@+ + L+ =L+ p-p).

Q =
9 T 2

N |

Utilitzant que les distancies r? = (z — p)? +y2 i r3 = (x + (1 — p))? + y?, lavors:

(1= p)r} =2® +y* = 2u+3p” — 4 — pa® — py®,

pry = pa® + py® + 3p — 4p® + 1P

De tal manera que la suma ens dona x2 + y? + pu — 2. Per tant, podem reescriure ) de

la segiient forma:
2 oy M 1—p
(1= p)rf + pr3] + — + . (2.27)
T2 ™

0=

DN |

Per la forma d’€) diferenciem tres casos on podem obtenir un valor gran, quan ry ten-
deix a zero, quan ro tendeix a zero o bé quan les dues distancies prenen valors molt grans.
Veurem que cada cas és, de fet, una corba de velocitat zero.

i) Oval de velocitat zero al voltant de la primaria de major massa.

Considerem que la distancia r1 — 0, llavors ro — 1. Obtenim doncs:

1 1—u
Q== —_—.
g Tt
Per tant, el valor dominant és 1_TM i la nostra constant C' = 2(1 — u)/r;. Com a conse-
qliéncia, obtenim que les corbes de velocitat zero séon ovals al voltant de mi;. Com més

A . . N : dQ ~ 1
gran sigui el valor de C més petit sera r1, ja que =

—H < 0.
1

T

Proposicié 2.35. En aquest cas el moviment de la particula estara concentrat dins de
l’oval de velocitat zero.

Demostracio.

Sigui v, i r1 = ro les condicions inicials tals que el corresponent valor de la Constant

de Jacobi C =2 2(%“) — U%. Tenim que la corba de velocitat zero per aquest valor C' = Cj

és aproximadament un cercle de radi 2(1 — ) /Cy = ro. Com que ro > 19,
vg = 2(1 — p)(1/rg — 1/r9) > 0.
Escollint un altre punt a distancia r(, de la massa primaria, la seva velocitat v, és:
v =201 = p)/rh — Cy > 0.

O bé:
vg =2(1 — p)(1/ry —1/rz) > 0.

Per tant, sempre que la particula sigui dins del cercle de velocitat zero, rfy, < 79, v} sera
) pre q P g » To » Yo

un valor real i el moviment serad possible. En conclusié, la particula no pot creuar ’espai
delimitat per la corba de velocitat zero. O
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i) Oval de velocitat zero al voltant de la primaria de menor massa.

Quan tenim ro < 117y = 1, les corbes de velocitat zero sén ovals al voltant de la
massa petita. En aquest cas el radi de les corbes de velocitat zero és aproximadament:

2 = 2,u/ C.
Respecte al radi de I'anterior cas, si considerem una C' > 0 prou gran, tindrem que el radi

r1 és més gran que el radi ro. De fet,

2 2
0<7’1—T222/C<5<§.

L’altima desigualtat és conseqiiéncia del fet que el minim del valor de C sigui 3.

iii) Ovals de velocitat zero al voltant de les dues masses primaries.

En el cas que els dos radis tinguin valors prou grans (r1,r2 = 1), podem obtenir valors
de C relativament grans. De fet, si escollim r1 = ro = r, tenim que la funci6é Q es té la
2
formaQ:%—k%%’rQ.

Amb distancies grans els efectes de la gravetat son infims comparats amb 'efecte de la
forca centrifuga (d’on obtenim la 7?). La integral de Jacobi és

vi=r?—-C,

i les corbes de velocitat zero sén definides per

N[
12

C

Ty
Que sén aproximadament cercles.

Observaci6é 2.36. El radi obtingut sera sempre més gran que els radis anteriors. Per
C>3mrm=21-pn/C< Cr = r,. Com més gran sigui C, més gran seran els ovals
de velocitat zero i, per tant, el moviment sera possible fora d’aquestes corbes (perqué r,
contindra els ovals).

El primer valor critic que trobarem en reduir la constant de Jacobi serda C' = 2Q(Ls).
En aquest cas obtenim una figura semblant a un vuit girat. A mesura que decreix el valor
de la C, els ovals interiors s’amplien fins a trobar-se en el punt L9 tot i que dintre d’aquest
rang encara continuen deixant els altres punts col-lineals fora.

Les interseccions amb l’eix z’s a la part dreta de la massa m; es poden trobar mitjancant
Pexpressio d’§2 (2.27),

(L—p)

2 2
C=20=r2+pu02—12)+ L4 (2.28)
r2 1
Com que estem a la dreta de la massa mq, podem substituir ro = r1 + 1,
2p, 2(1—p)
C=r? 2r1 + 1 : 2.29
e un D)+ e S (2.29)

Observacio 2.37. Sigui x3 I’abscissa de L3. Pel valor de C' sabem que L3 separa els ovals
interiors amb els exteriors, per tant, una arrel de (2.29) haura de ser més petita que x5 —
i laltre més gran.
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També podem veure els talls de les corbes sobre ’eix de les x’s a la part esquerra de
mg. En aquest cas tindriem r; = 1 4 r9 i substituint a (2.28) obtindriem,
po, 2(1—p)
C=1+r)?—pu@2ro+1)+—+ :
(I+72)" — p(2r2 +1) o B,
Aquest cas torna a ser analeg a I’anterior, pero el nostre punt de separaci6 entre les corbes
interiors i exterior sera L.

La segiient figura il-lustra la forma de les corbes de velocitat zero en el cas C =4 > Cy
per = 0.2. [area ombrejada correspon a l’area possible de moviment.

2 T T T

T T T
"Punts de Lagrange”

- -
4 N

/ N
1} i

osfF v

Figura 5: Corbes de velocitat zero per p=0.21 C = 4.

2.5.2 Regions de moviment C; < C < ()

Entrem ara en el segon cas, on ens trobarem amb les corbes en forma de “pera”. El
valor de la C' quan arriba al punt critic C' = Cy la forma de vuit toca el punt Lo com
haviem esmentat en el cas anterior. Al rebaixar el valor de la constant de Jacobi el vuit
es transforma en dues branques. La interior té forma de pera, envoltant les dues masses
primaries i el punt Lo. Per altra part, 'exterior envolta els punts L3 i en el valor critic,
C = (7 conté el punt L.

A la figura 6 ambdues corbes tenen p = 0.3. En el cas de la corba de color lila la
constant de Jacobi val C' = 4.5 1 verda C' = C5 = 4.13. Es veu clarament com els ovals
interiors s’ajunten en un punt, essent aquest L.

2.5.3 Regions de moviment C3 < C' < (4

Quan el valor de la constant de Jacobi es troba en aquest rang, passem a tenir només
una branca (amb forma de ferradura) que conté els punts L3, Ls i Ls. Les interseccions
amb l'eix de les x’s s’apropen al punt L3 quan C — Cj fins a arribar a coincidir en el
valor critic.
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Figura 6: Comparativa entre corbes de velocitat zero. La corba verda té per a C' = Cs.
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1t \ p, |
-1.5 . el !

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

"Punts de Lagrange"

Figura 7: Corba de velocitat zero per p=0.31 C = 3.6.

2.5.4 Regions de moviment 3=C5 =C, < C < (s
En I'dltim cas de la nostra discussié ens trobem que les corbes de velocitat zero a

mesura que reduim el seu valor (respecte C3), se separen en dues branques on cada una
envolta un punt equilateral.
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Figura 8: Corbes de velocitat zero amb p = 0.3, C' = 3.50103 (lila) i C' = 3.45 (verda).

2.5.5 Exemple sistema Terra-Lluna

Per finalitzar I’estudi de les corbes de velocitat zero, veurem les diferents corbes que
existeixen en el sistema Terra-Lluna. Pintarem les corbes de diversos colors per diferenciar
els diferents valors de la constant de Jacobi.

15

0.5 |

05

Figura 9: Corbes de velocitat zero del sistema Terra-Lluna.
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3 Problema bicircular

Una simplificacié del problema de quatre cossos és el problema bicircular (PCB).
Aquest model, tot i no ser coherent amb la llei de Gravitacié universal, aproxima molt bé
el moviment d’una particula en els sistemes de tres grans masses. A més a més, el model es
basa en gran part en el moviment de tres cossos, el qual ja hem estudiat a fons en ’anterior
capitol. Per totes aquestes raons i més que en veurem, ens dedicarem a estudiar el model
bicircular, en particular, dedicarem aquest capitol a obtenir les equacions de moviment.

Suposem doncs que tenim quatre masses mi, mg, ms i my tals que myg <K my, mo, ms3,
de manera que podem considerar que l'accié de les forces gravitacionals derivades de la
massa my4 sobre les altres masses és negligible. Suposem també que mj i meo giren al
voltant del seu centre de masses m, amb orbites circulars i que alhora m. i ms giren
també amb orbites circulars al voltant del centre de masses de m. (amb massa my + ms)
i ms.

Definicié 3.1. En les hipotesi anteriors, anomenen problema bicircular a l’estudi del
moviment de la particula my.

Observaci6o 3.2. El model bicircular es pot pensar com dos problemes de tres cossos
simultanis.

En efecte, suposem que estem estudiant el moviment d’una particula p en el sistema
Terra-Lluna-Sol. Sabem que la Terra i la Lluna tenen un centre de masses mypy, i aquestes
giren en Orbites circulars al seu voltant. Alhora podem considerar mpy, i el Sol com I’altre
problema de tres cossos restringit planar i circular.

Observacio 3.3. A causa del moviment descrit pels tres cossos amb massa, el PCB no
compleix la llei de conservaci6 de 'energia i, per tant, tampoc segueix una coheréncia
amb la llei de Gravitacié Universal de Newton. En definitiva, podem afirmar que el
model bicircular no és dinamicament coherent. Tanmateix, com ja hem esmentat anteri-
orment, utilitzar el model bicircular garanteix una bona precisié quan volem aproximar
el moviment d’una particula amb massa negligible dins d’un sistema on hi ha tres masses
significativament grans.

3.1 Equacions de moviment del problema bicircular

L’objectiu d’aquesta seccid serd obtenir unes equacions de moviment de la particula my
del problema bicircular, per a posteriorment, buscar-ne orbites periddiques. Aixi doncs,
plantejarem primer el sistema de referéncia, les unitats i realitzarem diverses modificacions
a les equacions fins a trobar-ne les desitjades.

Al llarg de tota la seccid treballarem amb el sistema Terra-Lluna-Sol, on denotarem la
massa de la Terra My, la massa de la Lluna per M7, i la massa del Sol per Mg. Escollirem
com a unitat de massa Mp + My, En particular:

ML MT MS

= —, 1_ - 9 mgs = .
a M + Mj, a M + Mj, s My + My,

El valor numéric aproximat és:

1~ 0.012505819187, mg ~ 328900.549999.
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On la massa total del sistema és M =1 + mg.

Anotarem la velocitat angular del Sol respecte al sistema Terra-Lluna com el moviment
mig ng, que prendra el valor:

ng =~ 0.0748040144814.
De tal manera que la freqiiéncia del moviment del Sol respecte el sistema Terra-Lluna és:
ws =1—ng ~0.925195985518.

Podem calcular la distancia mitja ag entre myy, i el Sol,

2

1

1 3

ag = < + mS) ~ 388.8111430233.
ng

Plantejarem ara el sistema de coordenades centrant-nos primer en les masses de la
Terra i la Lluna i, posteriorment, realitzarem una translacié tot considerant el centre de
masses de la Terra-Lluna-Sol.

Escollirem com a origen el centre de masses de la Terra i la Lluna mypy, i com a eix
de les x’s la linia que uneix m7 i mp. L’eix de les z’s estara orientat seguint la direccid
del vector de moviment angular dels dos primaris respecte al centre de masses (essent
perpendicular al pla del moviment). Finalment, escollirem 1’eix de les y’s de forma que el
sistema de referéncia obtingut sigui ortogonal i definit positivament.

En definitiva, el sistema de referéncia (X,Y, Z), amb dependéncia respecte al temps ¢
resulta:
Xr =pcost, Xp=(1—p)cost, Xg=agcos(nst),

Yr =psint, Yr = (1—p)sint, Yg=agsin(ngst), (3.1)
Zr =0, Zp=0, Zg=N0.
Observaci6 3.4. A t =0, mp té coordenades (u,0,0), my, (1 — 1,0,0) i mg (ag,0,0).
Ara voldrem modificar I'origen situant-lo al centre de masses dels tres cossos O. A causa
del moviment circular del Sol respecte del sistema Terra-Lluna, el punt O dependra del

moviment mig ng i de la distancia mitja ag. En definitiva, haurem d’aplicar la translacio
al centre de masses del sistema de coordenades al punt:

0= (—%ag cos (ngt), —%CLS sin (ngt), 0) .

El nou sistema de coordenades (U, V, W) aplicada la translacio és:

U= X — T2ags cos (nst),
V =Y — Hagsin (nst), (3.2)
W =2

Proposicio 3.5. Les derivades segones de les equacions (3.2) queden com:

X =U — ™ cos (nst),
. aS

Y =V — ™5 sin (ngt), (3.3)
.. .. aS
Z=W.
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Demostracio.

Prenem les equacions (3.2) i derivem dos cops respecte al temps,

X=U- inZag cos (ngst),
Yy =V-— %n%as sin (ngt),
Z=W.

La tercera llei de Kepler implica que:

o M msasn% _ mg
TG T Tims

ag +mg ag

Finalment, apliquem la igualtat i obtenim les equacions desitjades. O

Proposicio 3.6. La posicié d’una massa infinitesimal influenciada pels tres cossos mr,
my, 1 mg vindra descrita per les equacions,

X’ — _(X—Xg‘)(l—,u) _ (X_3XL).“‘ _ (X_)?’(S)ms — miQS coS (nst),
: Y YTPa Y Tf[j Yy ers s
y — _( *Tig) 1) _ ;3 Lk _ :«35 ms %Sin (ngt), (3.4)
PT PL PS S
RS TR
TPT TPL "ps

On rpr, rpr, i rps denoten la distancia euclidiana del punt a la Terra, Lluna i Sol res-
pectivament.

Demostracio.

Partint de les equacions (3.3), aplicarem la llei de la Gravitaci6 Universal de Newton a
la particula i calcularem les derivades parcials de la forga aplicada a la particula. Recordem
que les coordenades de les masses mp, my, i mg son (X, Yr,0), (Xr,Y7,0) 1 (Xg,Ys,0)
respectivament.

Cal recordar que rpp, rpr i rpg son les distancies euclidianes entre la particula i les
masses mr, mr, i mg. Més explicitament,

rpp = (X — Xp)? + (Y = Yp)? + 22,

3 = (X - X))+ (Y - Y1)2 + 72,
rhe = (X — X5)? + (Y — Yg)* + Z2

Ara el nostre objectiu sera canviar novament les coordenades per no només simplificar
el model sin6 poder treballar el PBC com una pertorbacioé (que no petita) del problema
restringit de tres cossos. Per tal d’assolir el canvi desitjat farem s de les coordenades
sinodiques que limitaran el moviment de la Terra i la Lluna dins ’eix de les x’s.

Proposicié 3.7. Utilitzant el canvi de coordenades

()= (o ) () -
()= (9 (). 50
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Les equacions (3.4) queden com:

T=2y+x— 1;“(m—u)—i(x—u+1)—:;—S(x—ascos(t—ngt))—%cos(t—ngt),
PS s

@ T?DL
j=-2=+y— sty — 4-y— 55(y +agsin(t —nst)) + 7 sin (t — ngt),
) - MPT s PL PSs s
S T T
(3.7)
Demostracio.

Primer de tot, veiem que el canvi a coordenades sinddiques no afecta la variable Z. Si
derivem dos cops respecte al temps ¢ el canvi de coordenades X = X(x,y), Y = Y (z,y)
obtenim,

{X =Zcost —2xrsint —xcost — §ysint — 2y cost + ysint, (3.9)

Y = Zsint + 2x cost — xsint + gcost — 2ysint — y cost.

Que escrit de forma matricial és:

X _ [cost —sint T n —2sint —2cost T n —cost sint T
Y ) \sint cost Y 2cost —2sint Y —sint —cost) \y/ "

(3.9)

Afillant el vector que conté les derivades segones de 1'equaci6 (3.9) obtenim:
Z\ _ [ cost sint —2sint —2cost)\ (=
i) —sint cost 2cost —2sint) \y
[ cost sint —cost sint x " cost sint) (X
—sint cost —sint —cost) \y —sint cost) \YV )~

Multiplicant les matrius tenim:

- D066 (2 2 o

Per veure el valor de I'altim terme farem us de les equacions (3.4):

cost sint X
—sint cost Y

(X =Xr)(A-p)  X=Xpp _ (X=Xs)ms
3 3 3

. _ ms
B ( cost  sin t> i 3 3 2 cos (ngt)
- Q] Y—-Yr 17;1, Y-Y, 14 Y*YS ms m .
sint cost _{ = A=) _ ( r3 o ( = — 2§ sin (ngt)
PT PL pPSs S

X-X 1— X-X X—-X
_ cost( T)(1—p) _ cosi( S L) cost( - s)ms ™S cos (ngt) cost
as

in¢(X %T)u ) sinex k) (X

Sin — — Sin — Sin — m .
L By o By 2 T cos (ngt) sint
PT PL PS S

int(Y —Yp)(1— int(Y—Y; int(Y - : .

stV Yp)(—p) _ sint(Y=¥i)u  sint(Y Vs)ms _ ms gy (ngt)sint

‘tyTﬁT) 1 5t ;PLY ) st YTPS}‘/ aS

_ cosi( 3:r( u)_COS(3 L) _ cost( - S)ms—m—fsin(nst)cost
Tpr TPL "ps as
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Aplicaren ara a les equacions les substitucions dels termes dependents del sistema de
referéncia amb les equacions (3.1) i (3.5). Veure’'m que amb:

((X — Xp) =z cost —ysint — pcost,
(X — X1)=xzcost —ysint — (1 — p) cost,
(X — Xg) =xcost —ysint — ag cos (ngt),
(Y —Yp) =xsint + ycost — psint,
(Y —=Yy) =xsint +ycost — (1 — u)sint,
(Y —Ys) =zsint + ycost — agsin (ngt),
i simplificant els termes amb cos?t + sin?t = 1, ens resulta:
(= p)(A=p)  (z— ,u+1) __ (z—ag cos(ngt) cost—ag sin (nst) sint)mg
— Tp rhL T%’S
Y 1 y(1—p) yp, (y+ags cos (ngt) sint—ag sin (ngt)| cost)m
+ 4 4 -
PT PL Ps
—T:—g cos (ngt) cost — T—g sin (ngt) sint
—i—rg—g cos (ngt) sint — %SS sin (ngt) cost

Ara, per acabar d’escriure les equacions tal com volem, ens caldra aplicar la segiient
identitat trigonométrica:

cos (t — ngt) = cos (ngt) cost + sin (ngt) sint, (3.11)
sin (t — ngt) = cos (ngt) sint — sin (ngt) cost. '
Aixi doncs,
) (1— 1 _
( cost smt) <X> B -G i%(T B _ (z= lj o _ (eoas Coigs nst)ms _ T:—Q;COS (t — ngt)
—sint cost) \Y _% + ?;’“‘ 4 (ytas SmT(I:Sn sh)ms | ’Z—QSS sin (t — ngt)

Finalment, substituint la darrera equaci6 a (3.10) obtenim el resultat. O

Observacioé 3.8. Després del canvi de coordenades, rpp, rpr, 1 7ps prenen els valors
segiients,

rpr = (X = Xr)? + (Y = Y7)? + 22 = (¢ — p)* + y* + 22,

TJQDL—(X Xp)?+ (Y =Y’ + 2% = (z = p+1)* + 4% + 2%,

rps = (X = Xg)? + (Y = Y5)* + 2° = (z — 25)” + (y — ys)* + 2°,
on xg = agcos (t —ngt) i ys = —agsin (t — ngt).

Si realitzem un petit canvi a les equacions de la proposicié anterior, podrem obtenir un
hamiltonia que defineixi el model bicircular. El presentarem escrit en la segiient proposicié.

Proposicio 3.9. El model bicircular té com a equacions de moviment,

(.
$:p$+y7

y:py_xa

’é:p2’7

. 1—

Dz :py_%(ﬁ—,u) L(gj-u-}-l) P (1;_3;5)_%?51:5’ (312)
o Oewy o h _mg

Py Pz i = T.;DS(?J ys) ag Ys,

o— — (ilop g o ms

o= - (e vty )=
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I com a hamiltonia,

1 l—p  p
HPBC(x’yaZ)px)py7pz) = i(pi—sz"‘pz)"‘ypx—xpy— — —E
mgs mg

— — — —-(ysinf — cosf). (3.13)

Demostracio.

Les equacions surten directes de (3.7) utilitzant un nou canvi de variable 6 := ¢(1 —
ng) = wst i definint els moments com p, =& —y, py =y + 2, p, = 2. O

Observaci6é 3.10. Considerant que el hamiltonia del problema restringit de tres cossos
és,

1

HpRro(,Y: 2P y:P2) = 5Pz + Py + 12) + ype — 2py =

1—
BB (314)

rpPT rpPL

Podem reescriure el hamiltonia del problema bicircular com una pertorbacié d’aquest,
mg mgs .
Hppc = Hprre — — — —5 (ysinf — cos0).
rps ag
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4 Métodes numérics

En aquest capitol ens centrarem a definir tots els métodes numeérics i algoritmes que
utilitzarem per a trobar orbites peridodiques en el model bicircular. L’aplicacié propia
d’aquests algoritmes es pot trobar en els annexos B, junt amb una breu explicacié que fa
cada codi.

4.1 Meétodes Runge-Kutta

Com que no podem obtenir una solucié analitica per a les equacions de moviment del
model de tres cossos, ni tampoc, les del model bicircular, ens caldra un integrador numeéric
per a obtenir una aproximacié prou bona del flux d’aquestes equacions diferencials. El
métode Runge-Kutta sera el nostre integrador numeéric que ens permetra obtenir una
aproximacié de les solucions d’una equacié diferencial qualsevol i, en particular, la del
model bicircular.

4.1.1 Plantejament de I’'integrador numéric

Donat un punt inicial conegut xq i el problema de valor inicial:

{x’(t) = f(t,x(1)),

x(to) = xo.

Suposem que tenim definida 1’equaci6 diferencial associada al problema de valor inicial
anterior en l'interval de temps [a, b], amb ¢y = a, i volem obtenir un dibuix aproximat de la
seva Orbita. Llavors, podem subdividir convenientment aquest interval en petits trossets
de longitud h i, utilitzant que coneixem xg, anar aproximant els segiients valors de z(t).

Definici6é 4.1. Anomenen métode d’integracio d’un pas als métodes que depenen
del pas anterior per a realitzar una aproximacio de la solucié. FEs a dir, per a realitzar
Uaproximacio xr,41 ens cal tenir Uaproximacio x, Yn > 0.

Una forma simple de realitzar aquestes aproximacions és amb el segiient métode:

Definici6é 4.2. El meétode d’Euler és un métode d’integracid numeérica d’un pas que
aproxima un punt Tni1 de [’orbita mitjancant la tangent de l’orbita en x,, fent-la avancar
un pas h > 0 petit.

Figura 10: Esquema d’un pas del métode d’Euler.
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Observaci6 4.3. Desenvolupant per Taylor podem veure que el métode d’Euler té ordre
1.

De fet, utilitzant el desenvolupament de Taylor podem obtenir métodes d’ordre el que
desitgem. Aquests métodes, anomenats meétodes de Taylor, no els tractarem aqui, pero és
pot trobar informacio a [9].

En general, com més gran sigui ’ordre millor precisié obtindrem. De forma equivalent,
com més gran sigui I’ordre més complicat sera el métode de programar, ja que haurem de
calcular les diferencials del camp fins a 'ordre que desitgem. El principal avantatge del
métode Runge-Kutta és que ens estalviarem tots aquests calculs de derivades, de fet, en
canviar el model només caldra modificar la funcié que avalua al camp.

Definici6 4.4. FEls algoritmes Runge-Kutta son de la forma:

xo = x(a),
k
Tpi1 = Tn +h Z ciky',
i=0
on k € N esta prefizada o Uhora de buscar el métode. Les ¢t = 1,...,k son constants a
determinar i les k' = kI'(tp,xn,h), i = 1,...,k son funcions definides recurrentment per:
1= ftn,zn),
i—1
kP = f(tn + aih,mn + b Y bigk}),i = 2.k,
j=1

amb a;,b;; constants a determinar, de manera que el meétode d’integracio tingui ordre
mazrim.

Cal anotar que k sera el nombre d’avaluacions del camp a cada pas, aixo és degut al
fet que el métode és d’un pas i, per tant, per cada calcul de z,11 haurem de trobar unes
noves k'

4.1.2 Runge-Kutta d’ordre 2

Presentarem ara una versi6 de menor ordre (en conseqiiéncia, precisio) de Runge-
Kutta amb l'objectiu de mostrar un exemple il-lustratiu. Busquem, doncs, el métode
Runge-Kutta d’ordre maxim que podem obtenir mitjancant dues avaluacions del camp de
I’equaci6 diferencial. Tenim doncs,

@(t,x, h) = c1ki + caka = c1 f(t, x) + co(f(t 4+ agh, x + hbay f (L, )).

Aplicant el desenvolupament per séries de Taylor:

a 2
d(t,x,h) = c1f(t,x) + ca(f(t, ) + agh fi(t, ) + hboy fo(t, ) f(t, 2) + ( 22h) fu
raaborh? ot ) f(t,2) + P2 f 00 P 0) + OB
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a(t+h)+a(t)

Novament, desenvolupem per Taylor x(t + h) al voltant de ¢ i calculem ===,
t+h t h h?
ot ) +alt) }1+ "0 _ ) + 5 (0) + 52" (1) + O(h°).

Les 2”(t) i 2’ (t) podem escriure-les amb la igualtat 2/(t) = f(t+h) del problema de valor
inicial i utilitzant la série de Taylor:

2

HEERZLD _ p10) 4 2 (fult) + Lol ) f(82) + o Falt ) + 2 (1,2

+fe(t,2) fo(t, ) + for(t,2) f(t ) + O(R7).
Sabem que l'ordre d’un integrador és:

o(t+h) + a(t)

Y — ¢(t,z(t), h) = O(hP).

Si fem el calcul,

(1= ¢ — co) f(tz) + ((; — ased) fy(t ) + (é ~ eabo)) f(t, :z:)fx(t,a:)> ht

1 CL%CQ 1 b%161
—_ — t _ —

Maalts) P (t.2) 4 ) folt2) + £, 0,0)) 1

+0(h®).

Com que el terme (fifz + f2 f)% no sera generalment nul, 'ordre maxim que podrem
assolir sera 2. El sistema de constants associat a buscar aquest ordre s’obté d’igualar les
constants a 0 per tal d’anul-lar tots els termes d’ordre 01 1 (respecte h).

1*61*62:0,
1
5—@20220,

1
5 = 02b21 =0.

Un sistema lineal de 3 equacions amb 4 incognites té infinites solucions. Aixi doncs,
sigui quina sigui I’eleccié de les nostres constants, sempre que compleixin el sistema anterior
tindrem un Runge-Kutta d’ordre 2.

4.1.3 Control de pas. RK45F

Una de les eleccions més importants, si no la que més, és l'eleccié de la h. Definit
un error e > 0 és clar que sempre que les derivades siguin finites 3h > 0 prou petita tal
que lerror obtingut pel métode sigui més petit que la nostra eleccié e. Ara bé, escollir
la mateixa h per totes les iteracions no és una solucié eficient. La trajectoria pot variar
molt o poc depenen del cas que ens trobem. Si escollim una h prou petita tal que 'error
resultant sigui el desitjat al llarg de tota la trajectoria, estariem realitzant moltissimes
iteracions extres que afectariem l'eficiéncia del nostre programa.

La soluci6é al nostre problema d’eficiéncia no serd més que realitzar un calcul de la
h per cada iteracié del nostre algoritme. Com que el métode Runge-Kutta és d’un pas,
no tindrem cap problema amb canviar la h. L’eleccid, perd, no sera trivial. Sigui doncs
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una successio tg, t1,to...tn4+1 no equiespaiada, denotarem h, per la n-éssima particié on
hn == tn+1 - tn

El métode Runge-Kutta-Fehlberg utilitza dos métodes Runge-Kutta (un d’un ordre su-
perior al I'altre) i compara els resultats. Donat un punt x(¢,) obtenim dues aproximacions,

si aquestes no sén prou semblants, reduim el pas h,,. Per tant, controlarem el valor de la
h, per cada pas.

Que les aproximacions coincideixin prou bé ho fixa 'usuari i ho mesurem amb la dife-
réncia de les aproximacions. Les avaluacions del camp del Runge-Kutta de major ordre
s’aprofitaran per al de menor ordre. Aixi doncs, a efectes practics, estarem pagant el cost
del meétode Runge-Kutta d’ordre més gran.

Ara si, presentarem el métode Runge-Kutta-Fehlberg d’ordre 4 i 5, que a partir
d’ara anomenarem per RK45F. Aquest métode aprofita 6 avaluacions del camp per fer un
RK5 i RK4 per estimar la h,,. Hem valorat que I'integrador és prou eficient pels nostres
interessos al llarg d’aquest treball.

Donat un problema de valor inicial,

a'(t) = f(t,z(t)),
a?(to) = Xo.
L’eleccié de les k son:

ki = hnf(tnyl'n)a

1 1
k2 = hnf(tn =+ zhn,xn -+ Zkl)’

3 3 9
ks = hnf(tn + ghmxn + 372]?1 + §k2)7
12 1932 7200 7296
i = o f(tn + T3hn, T+ Srgmks = Sranke + o1aoks),
439 3680 845
ks = hnf(tn + hn, Tn + %kl — 8k + mks — m/ﬁl),

1 8 3544 1859 11
koo = P £t 4 —Ryy 2 — —ky + g — oo~ T
6 = hnf(tn t Ghn, 2 = ook + 2k = oeks + ronka = oK),
D’on obtenim el Runge-Kutta 4:

L e WL L
nHl T o160 T 2565 0 T 4104 4 5

I el Runge-Kutta 5:

. 16 6656 28561 9 2
Tl = o 1ok F 1500578 T 5ea30 " T 507 T 55t
L’error be definit:
R _ 1 128 2197 1 2
|Znt1 — Tntll = H?)GO 1— 1975 3 — 7940 4+ %l% + %k(s .

Control de pas:

€
| = c|hn|§/A.
|Tna1 — T ||

On € és el valor de precisi6é desitjat i ¢ és un valor de seguretat que situarem per 0.9.

40



4.2 Algoritme d’orbites periodiques

Per a trobar orbites periodiques suposarem que ens situem en un punt prou proper
d’una. En aquesta seccié definirem I’algoritme implementat per tal d’obtenir els punts de
I’orbita periodica de periode 7 comencgant per un punt p donat. Abans, perd, comencgarem
recordant un parell de definicions basiques.

Definici6 4.5. Sigui f una funcid Lipschitz respecte x definida a R x U on U és un obert,

z = f(t,z(t)), (4.1)

i sigui @(t,x) la solucid tnica de (4.1). Llavors, per x € U, anomenem a la corba x(t) =
o(t,x), YVt € I CU com a l’orbita de x.

Definicié 4.6. Sigui x(t) una orbita, diem que és periodica si existeir almenys un valor
7 € RY tal que ¢(t,z) = ¢(t + 7,x). Li diem periode de l’orbita al valor 1o més petit tal
que compleiz la propietat anterior.

Ara que ja hem recordat les definicions de l'objecte que estem cercant, definirem I’al-
goritme per trobar orbites periodiques.

Considerem una equaci6 diferencial del tipus (4.1) i volem trobar orbites peridodiques
de 7 a prop d’un punt p donat.

Observaci6 4.7. Escollirem el punt p en tots els casos com un punt d’equilibri del pro-
blema de tres cossos restringit.

Com ja sabem, el model bicircular pertorba el model de tres cossos de forma no trivial
i, de fet els punts de Lagrange no es troben en el model bicircular, perd, en canvi, hi
existeixen orbites periodiques a prop d’ells.

Per altra part, escollirem el periode 7 = i—’; ja que ens apareix implicitament a les
equacions del model bicircular.

......

Poincaré temporal:
P:R"+— R",

(21(0), 22(0), ..., 25, (0)) — (z1(7), 22(T), .oy TR (7). (4.2)

Aquesta aplicacié P dependra de 'equacié diferencial que estiguem tractant, ja sigui
I’associada amb les equacions de moviment del problema de tres cossos o bé del problema
bicircular. Ambdues no ens permeten escriure explicitament l’aplicacié de Poincaré, per
aixo necessitem utilitzar un integrador numeéric. En el nostre cas farem 1s del Runge-Kutta
presentat a la seccié anterior.

Relacionarem els dos models mitjancant les equacions (3.7) del problema bicircular i
un parametre e € [0, 1] que multipliqui els termes de 1’equacié que continguin la massa del
Sol.

Definici6é 4.8. Les equacions que utilitzarem per a l'integrador Runge-Kutta son:

T =a,
y=14,
P=24x— Sl (r—p) — F(x—p+1) — D (z — agcos (t —ngt)) — <38 cos (t — ngt),
"PT "PL "Ps s
=20 +y— }E—My— <~y — 52 (y +agsin (t — ngt)) + 5% sin (t — ngt).
PT PL PS S

(4.3)
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Anomenarem f1 i fo a les equacions corresponents a & i 4 respectivament.

Observacio 4.9. Negligim la coordenada z perqué estem tractant el moviment de tres
cossos restringit en el pla.

(ii) Considerarem ara un punt fix de l'aplicaci6 P. En efecte, si 2’ és un punt fix de P,
P(2") = 2/ Nlavors 1'orbita de 2’ sera peridodica amb perfode 7.

Observacié 4.10. Hem reduit el problema d’obtenir orbites periodiques a trobar zeros
de laplicacié F(z) := P(z) — z, on P és l'aplicacio de Poincaré associada I'EDO.

(iii) Per trobar zeros de la funcié F' utilitzarem el métode de Newton. Com estem tre-
ballant en dimensions superiors a 1 tindrem que les diferencials dels sistemes no seran
trivials i haurem de fer s de I'integrador RK45F. Recordem que el métode de Newton en
diverses variables és,

Tyl = Tk + 2, (4.4)

On z és la solucio del sistema lineal DF(z)z = —F(z). La diferencial de la funcio F
és DP — Id on Id és la identitat. Per trobar DP necessitarem les equacions variacionals
respecte a la condici6 inicial zg.

Considerant el segiient problema de Cauchy:

{z'a) = f(t.2(1)),

z(a) = 2.
Derivant respecte a les condicions inicials es té:

{@i [D.2(t, 20)] = D f(t, 2(t, 20)) [Da 2(t, 20)]

(4.5)
DZOZ’(t(), Zo) = Id.

Utilitzarem el RK45F per obtenir resoldre el sistema numeéricament. Reescriurem (4.5)
com:

{V = D.f(t,2)V, (4.6)

V(to) = Id.

Definicié 4.11. L’algoritme descrit pels passos 1), i) i 1it) consisteir en el nostre algo-
ritme de cerca d’orbites periodiques.

Observaci6 4.12. La diferencial D, f(t, z) és coneguda.

0 0 1

0 0 0
Dftz) = dn dn

dx d

dfa ﬁ _9

dx dy

(4.7)

S N = O

Teorema 4.13. Férmula de Liouville. Sigui ¢(t) una matriv quadrada de dimensio
n X n tal que verifica la segiient equacié homogénia de primer ordre ¢'(t) = A(t)op(t), t € I
on I és un interval de R. Llavors, si la traga de la matriu A(t) és continua en I, es
compleizr que:

det ¢(t) = det ¢ (to) exp < /t t Tr A(s) ds). (4.8)

0

Amb t,tg € 1.
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Demostracio.

Podem calcular la derivada del determinant de ¢ = (¢; ;)i jeqo,...n} fent s de la formula
de Leibniz,

$11 P12 ... Pin
(detg(t)) = det [ ¢}y oy ... o, |- (4.9)
i=1 : : :
¢n1 ¢n2 e ¢nn

Sabem que ¢(t) compleix 'equacié ¢'(t) = A(t)p(t), és a dir,
B = D b
j=1
Mirant per files tenim
<¢;17 ¢;’27 ceey (b;n) = Z a’ij((bjl: ¢j27 cee 7¢jn)7 (S {17 ce ,TL}.
j=1

Sabem que si a una fila d’'una matriu li apliquem una combinaci6 lineal d’altres files, el
determinant no varia. Per tant,

P11 P12 ... P b1 e P1n
det ;1 ;2 E lln = det [ ¢} — Z?::l,j;éz‘ aigéjn - Py - Zyz:l,j;éz‘ ijPjn
¢;L1 ¢;2 e ¢1Zm ¢;1 co ¢>;m
¢11 12 ... b1
= det aii:(bél aii:qﬁb ... aii;b’ln = a;; det ¢.
<Z5;11 ¢;12 e d)’;zn
Fent s de (4.9), obtenim:
(det ¢(t)) = zn: a;; det ¢ = Tr A det ¢. (4.10)
i=1

Resta veure que (4.10) implica la formula de Liouville. Farem servir com a notacié u(t) =
det ¢(t) 1 a(t) = Tr A, llavors,

u'(t) = u(t)a(t) « % = u(t)a(t).

Resolent per variables separables,

du du
S = e %/u@) _ /a(t)dt.
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logu(t) = /a(t)dt +C.
Posant t = ),
to
log u(ty) = / a(t)dt+C = C.
t

0

En definitiva,
t
logu(t) = / a(t)dt + logu(ty).
¢

0

- [r0)

Essent la formula de Liouville. O

Que implica,

Observaci6 4.14. Una forma numeérica de comprovar que el sistema (4.6) esta ben pro-
gramat és calcular el determinant de la matriu variacional quan el temps és igual al periode
T = i—’: Ja que, per definicié del sistema, i, aplicant la formula de Liouville, sabem que
aquesta haura de donar exactament 1.

4.3 Meétode de continuacid

Veurem en el proxim capitol com el fet de jugar amb la pertorbacié generada pel Sol
ens permet trobar diferents orbites periodiques en un mateix punt d’equilibri. Per tal
d’experimentar amb aquesta pertorbacié hem de moure el valor de la variable € i, en con-
seqiiéncia, definir un métode de continuacié. Precisament, en aquesta seccié presentarem
el métode de continuacié emprat al programari.

Considerem la corba F(#,¢) = 0 on & = (z,y,%,9) € R*i e € [0,1] de la qual volem
trobar-hi més punts. Denotem y := (Z, €) i suposem que coneixem dos punts de la corba
y—1 1 yo. Podem definir el segiient vector:

v — (yo - y—1)
llyo — y—1l2

Realitzarem un pas de prediccié al segiient punt de la corba mitjancant aquest vector.
Sigui § > 0 un valor prou petit, definim les noves prediccions de punts com:

Uk = Yr—1 + Ov.

Observacio6 4.15. En general, el punt g no serad un punt de la corba que busquem, perd
si prou proper perqué el métode corrector que apliquem convergeixi.

En el nostre cas utilitzarem com a métode corrector el métode de Newton amb el
segiient sistema,

|y — yr—1ll3 — 0% = 0.

{F(y) =0,

Els punts inicials els obtindrem aplicant 1’algoritme de cerca amb els parametres € fixes
que desitgem. Si volem moure € de 0 a 1 haurem d’escollir y_1 = (£,0) i yo = (&,9)
per tal de definir la direcci6 del vector tangent de forma que el valor d’épsilon augmenti.
Altrament, escolliriem y_; = (2,1) i yo = (2,1 — 9).
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Observacio6 4.16. Sigui la iteracié k-éssima, les derivades de ’equacié de I'esfera segons
els parametres x, y, T, ¥ i € son:

2(1._'%'16*1)7 Q(y_ykfl)a

2@ —@k-1), 29— Yk—1), 2(e — €x—1).

Observaci6 4.17. Les derivades de F(,e) respecte d’épsilon s’obtenen a partir de les
variacionals respecte del parametre e. Si tornem a fixar-nos en les equacions (4.3) veurem
que podem escriure F(Z,e) = f(Z) + g(&) de tal manera que,

ar oF

— = D;F(3 —.
dE x (l"€)+ 86

On D;F(z,€) és la diferencial vista a (4.7) i %—f = g(2).

4.4 Meétode del Tir Multiple

A la secci6 2.4.2 varem veure que els punts col-lineals que eren linealment inestables.
Aquesta inestabilitat afectara a 'integrador numeéric de manera que l'error al calcular P(z)
creixera molt rapidament i el métode de Newton plantejat en el programari no ens con-
vergira. Per tant, ens caldra plantejar un métode encara més refinat per tal d’aconseguir
que el métode de Newton convergeixi. Presentarem, doncs, el métode de Tir Miltiple.

Sigui I := [a, b] un interval real, i sigui:

(4.11)

y = f(t,y), Vtel,
y(to) = so,

un problema de valor inicial amb soluci6 y(t). Considerem una particié equiespaiada de
linterval I en n trossos: P(I) := {to,t1...,tp} tal que a = to < t1 < ... < t, = b.
Suposem que y(tx) = s per a tot k € {0,1...n} per uns certs s desconeguts.

Denotant y(t; tx, si) com la solucio de:

y/ = f(ta y)v te [tkytk-i-l],
y(tk) = sk,

i imposant que:
y(t,tk75k) = Sk+1, Vk € {Oa”'an_ 1})
Y(t;tn—1, 8n—1) = so.

podem definir la funci6 continua F' formada pels trossos y(t; tx, si) (superposats). Aques-
ta funcio és la solucio del problema de valor inicial (4.11). Fixem-nos que ara podem
reescriure el problema de resoldre (4.11) com el problema de trobar els vectors si. Per
tant, hem de resoldre simultaniament els sistemes:

Fy(s0,s1) y(t;to, s0) — 51
Fi(s1,59) y(t;ty, s1) — s2
F2(82,83 y(t; t2,82) — 83
F(t) = . ) = ) = 0. (4.12)
Fn—l(sn—lasn) y(t;tn—lysn—l) — Sn
Fn(snuSO) | L y(t;tnasn) — S0
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Definicié 4.18. Anomenarem Tir Multiple al métode que resol (4.11) mitjancant el
calcul de Uarrel de (4.12).

El métode del Tir multiple transforma el problema de valor inicial en la solucié simulta-
nia de n+ 1 problemes de trobar una arrel, el qual el podem resoldre mitjancant el métode
de Newton; seguint la definici6 (4.18) i sigui s = (so, $1,- . -, Sn), amb una aproximacio6 del
vector s ~ s” podem iterar pel métode de Newton tal que:

. . . —1 .
s = 0 — [DR(D)] T FE), i=0,1,..

Observacio 4.19. En el nostre cas els punts s; séon tots iguals al punt d’equilibri que
considerem, ja que, per definicid, qualsevol punt d’equilibri és constant al llarg del temps
respecte al seu sistema d’equacions diferencials. D’aqui obtenim l’aproximaci6 inicial
essent totes les s, = L.

Observacio 4.20. Tot i que hem presentat el métode del Tir Miltiple per n particions
arbitraries, només ens en caldran 4 perqué ’error derivat del Runge-Kutta no sigui massa
gran.

Error

y(t1) y(t2) y(ts) y(ts)

S0 S1 S92 S3 t

Figura 11: Esquema del creixement de I'error de l'integrador respecte el temps.

L’algoritme d’orbites peridodiques variara lleugerament. L’aplicaci6 descrita a (ii) F(z) :=
P(z) — z d’on apliquem el métode de Newton, passard a quatre aplicacions:

Fy(z) == P(z) -y, te€l0,7],
Fi(y):==P(y) —z telf,[F],
Fy(z) :==P(z)—s, te [%TT, [?jf],
Fs5(s):=P(s)—z, te€ [%{,7,

On z :=sg, y := s1, t := S, § := S3.

La matriu diferencial que obtindrem pel métode de Newton en aquest cas sera una ma-
triu 16 x 16 on tindrem caixes de 4 x 4 corresponents a les diferencials de P, la identitat
0 bé directament la matriu nul-la. En definitiva, la diferencial D tindra la segiient forma:

D,Fy —I; 0 0

| 0 DR -1 0
0 0 D.F, -—Iy
~I; 0 0  DyF;
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5 Orbites periodiques

En aquest capitol presentarem diverses orbites periodiques del model bicircular en el
sistema Terra-Lluna-Sol trobades amb el programari de I’apartat B dels annexos.

Al capitol 3 hem demostrat que es pot tractar el model bicircular com una pertorbacio
del model restringit de tres cossos mitjancant les equacions de moviment. De fet, les
orbites peridodiques que presentarem es troben al voltant dels punts Ly i Ly.

5.1 Orbites periodiques al voltant de L,

Per la secci6 2.4 ja sabem que els tinics punts d’equilibri linealment estables sén Ly i
L5 quan la massa p del sistema és menor que la massa de Routh pg. En el cas del sistema
Terra-Lluna p = 0.012505819187 < pug i, per tant, es compleix que els punts equilaterals
son estables. L’estabilitat ens permetra fer s del Runge-Kutta sense experimentar errors
grans al llarg de la integracié i procedir amb l'estratégia general explicada a ’anterior
seccio.

Observacio 5.1. L’orbita que obtindrem a partir del punt L4 presenta una simetria
respecte de Ls. Aixo és conseqiiéncia directa de les equacions del problema de tres cossos
i del fel que els punts siguin simétrics respecte a ’eix de les x’s.

0.88 T T T T T

0.875 | — B

/\ B / |

0.86 i
0.855 | \%__q_‘ _)’_,f--' 4
0.85 1 1 1 1 1 |
-0.505 -0.5 -0.495 -0.49 -0.485 -0.48 -0.475 -0.47

Figura 12: Orbita periodica al voltant de Ly.

El codi emprat per a trobar 1’orbita periodica també ens troba, mitjancant un progra-
mari extern, els seus valors propis. En concret, per I’0rbita descrita a la figura 12 obtenim
els segiients:

—0.48162 + 0.87638i, —0.48162 — 0.87638i,

+0.89431 + 0.0000z, +1.11816 + 0.0000¢,

on els darrers dos vaps impliquen la inestabilitat lineal de la mateixa orbita periodica.

Aplicant el métode de continuacié movent e de 0 fins a 1 obtindrem una nova orbita
periodica. De la mateixa manera, comencant per e = 1 obtenim la tercera orbita periodica.
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En el cas de I'orbita il-lustrada a la figura 13 obtenim els segiients valors propis:
—0.66042 4+ 0.75089¢ — 0.66042 — 0.75089:

0.98690 + 0.16131¢z 0.98690 — 0.16131:

En aquest cas podem afirmar que és estable linealment.

1.2 T T T T T T

11k —

xax\
]

0.9 - / ]

0.8 - II,-‘f / E

07k \ —

0.6 L 1 I 1 1 I 1 1
-0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1

1.2 T T T T T T

11k _—

N

0.8 - /‘ // J

0.6 1 1 1 1 1 1 1

Figura 14: Tercera orbita peridodica al voltant de Ly.

La tercera orbita periodica també és linealment estable, ja que els seus valors propis
son:

—0.65254 4 0.75775¢  — 0.65254 — 0.75775
0.98766 + 0.15659¢ 0.98766 — 0.15659:

Un fenomen també curids és el descrit a la figura 15, quan comencem pel valor € =11 el
volem fer decréixer aquest es troba amb un punt de retorn.
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09 [ 1

0.8 1

0.5 | B

0.4 | 1

03| 1

0.2 E

0.1 B

Figura 15: La corba verda fa referéncia a l’evolucié de I’épsilon segons la coordenada x
quan comencem la continuacié per € = 1, mentre que la lila quan comencem per € = 0.

5.2 Orbites periodiques al voltant de L,

Com bé ja varem comentar, en el cas dels punts col-lineals cal refinar el métode de
I'integrador utilitzant el métode del Tir multiple. En concret, tallem la secci6 en 4 trossos
de temps ir, on 7 és el periode. L’orbita obtinguda és la segiient:

0.08 T T T T T T T T
0.06 - — B

— ]
0.04 - \

0.02 - \ bl

-0.02 / B
-0.04 i

-0.06 T B

’D.OB 1 1 1 1 | 1 1 1 1
-1.18 -1.175 -1.17 -1165 -116 -1.155 -1.15 -1.145 -1.14 -1.135 -1.13

Figura 16: Orbita periodica al voltant de L;.

En aquest cas el parametre es troba amb un punt de retorn quan e ~ 0.55.
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0.06 T T T T T T T T T

0.04 - B

0.03 - B

oozt / 1

001} / g

_0.01 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1.176 -1.174 -1.172 -1.17 -1.168 -1.166 -1.164 -1.162 -1.16 -1.158 -1.156

Figura 17: Evoluci6 del parametre épsilon segons la coordenada x, pel punt L.
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6 Conclusions

L’objectiu principal d’aquest treball consistia a estudiar el problema de tres cossos
restringit, el model bicircular, i, en tltima instancia, cercar diverses orbites periodiques
en el darrer model.

Inicidvem el treball amb el problema de tres cossos restringit en el capitol 2. Pri-
merament, obteniem 1’equacié de moviment en coordenades sinodiques, d’on trobariem la
constant de Jacobi. Abans d’abordar les conseqiiéncies d’aquesta constant, ens centrariem
a demostrar 'existéncia dels punts de Lagrange, cinc punts d’equilibri que es troben en el
problema de tres cossos restringit. Tot seguit, provariem que només dos d’ells, L4 i L5, en
son linealment estables quan la u < pg, essent pg la massa de Routh.

Finalment, tancariem el capitol 2 amb un estudi de la principal conseqiiéncia de la
constant de Jacobi C, les corbes de velocitat zero. Aquestes ens separen les diferents regi-
ons de moviment possibles segons el valor de la constant C, ja que per definici6 divideixen
I’espai segons si el modul de la velocitat és positiu, o bé, negatiu. Varem veure que la
forma d’aquestes corbes variava drasticament depenent del valor de la constant de Jacobi,
i, per aix0 mateix, vam realitzar una classificacié segons els diversos rangs de valors de C,
delimitats pels valors de la constant en els punts d’equilibri.

Per altra banda, en el capitol 3 ens vam centrar en el problema bicircular. A diferéncia
del problema de tres cossos restringit, aquest model s’utilitza per predir el moviment d’una
particula (amb massa negligible) en un sistema que conté tres masses. No obstant aixo,
finalitzavem el mateix capitol demostrant que el model bicircular és només una pertorbacié
del model definit pel problema de tres cossos restringit.

Un cop contemplat ambdoés models, ens faltava enllestir I'altim objectiu principal del
treball: cercar orbites periodiques en el model bicircular pel sistema Terra-Lluna-Sol. A
fi de dur-la a terme, ens feia falta descriure els diversos métodes i algoritmes numeérics
emprats en el programari per trobar les orbites periodiques. Aquest era, doncs, 'objectiu
del capitol 4.

En el quart capitol del treball introduiriem els métodes Runge-Kutta com a integrador
numéric, en concret, el RK45F. També definiriem ’algoritme d’orbites periddiques i un
métode de continuacié per a modificar la influéncia del Sol. Per acabar, introduiem el
métode de Tir miltiple, que ens serviria per a refinar 'integrador numéric en els casos on
es tractava amb punts inestables.

En el darrer capitol presentavem els diversos resultats de les orbites periddiques. Tot
comentant les orbites peridodiques cercades al voltant del punt L4 i, posteriorment, en el
punt L.

En conclusié, aquest treball ha resultat molt interessant alhora que exigent a causa
de la quantitat de teoria de métodes numeérics i mecanica celeste que es pot arribar a
aplicar. Malgrat les dimensions del treball, s’han assolit els principals objectius, tot i que
encara es pot continuar fent un estudi general del problema de tres cossos, com també, una
cerca més completa de les orbites periodiques en el model bicircular. Ambdues direccions
queden obertes al lector interessat.
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A Calcul dels punts d’equilibri del sistema Terra-Lluna

En aquesta secci6 es pot trobar célcul dels punts de Lagrange del cas Terra-Lluna pel
problema de tres cossos restringit. FEls valors que trobarem sén utilitzats per dibuixar
I’esquema que es troba a la secci6 2.3.3.

Al llarg d’aquest apartat el valor g correspondra al valor de la p,, Terra-Lluna
ty, = 0.012505819187. Comencarem calculant els punts collineals, dels quals ja en
sabem les equacions de cinqué grau per resoldre associades a cada punt.

Punt 1,

Pel que hem vist al llarg de la secci6 2.3.1, 'equaci6 associada al punt Lp és:
fule) =€+ (3 —p)e* + (3 —2u)e® — pe* — 2ue — = 0.
Amb la nostra p.,.,
furp (€) == €0 + (2.987494180813)e* + (2.974988361626)e® — 0.012505819187¢>

—0.025011638374¢ — 0.012505819187 = 0.

Observacié A.1. Per € = 0 obtenim f,,, (0) = —0.012505819187 i per ¢ = 1 obtenim
fur (1) > 0, per tant, pel teorema de Bolzano, tenim que a l'interval (0,1) tenim existeix
almenys una arrel. Fet que ja haviem comprovat de forma general.

Per trobar l’arrel farem servir el métode de Newton iterant des de € = 0 °. Obtenim
com a resultat e = 0.169538634083987, és a dir, ’abscissa del punt L és:

r=p—1-¢e=0.012505819187 — 1 — 0.169538634083987 = —1.157032814896987.

Punt Lo

En el cas del segon punt col-lineal ’equacié associada és:
fule) =€ — (3 = p)e' + (3 — 2u)e® — pe® + 2pe — pu = 0.
Amb g, = 0.012505819187:
Furs (€) 1= € — (2.987494180813)¢* + (2.974988361626)¢® — 0.012505819187¢>
40.025011638374¢ — 0.012505819187 = 0.

Novament, iterant pel meétode de Newton amb punt inicial € = 0 s’obté una arrel, en
aquest cas a € = 0.152312968820820. Finalment 1’abscissa que estem buscant és,

r=p—1+¢€=0,012505819187 — 1 + 0, 152312968820820 = —0, 83518121199218.

5S’ha realitzat un petit programa que té com a algoritme principal el métode de Newton en dimensié
1 per aquest apartat.
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Punt Lj
L’equacié associada al tercer punt col-lineal és:
fule) =€+ 2+ pe + (14 2p)e® — (1 — p)e® —2(1 — p)e — (1 — p) = 0.
En el cas Terra-Lluna, I'equaci6 és:
Furp (€) := € + (2.012505819187)¢* + (1.025011638374)¢> — (0.987494180813)¢?

—(1.974988361626)c — (0.987494180813) = 0.

En aquest cas ens adonem que el punt inicial € = 1 és millor que no pas ’eleccié € = 0,
per tant, iterarem amb el métode de Newton amb punt inicial € = 1. En definitiva, ’arrel
buscada es troba a e = 0.992704831724847 i, en conseqiiéncia, el punt Lg té per abscissa:

T = p+e=0.012505819187 + 0.992704831724847 = 1.005210650911847.

Punts equilaterals L, i Ls

En el cas dels punts equilaterals no ens caldra fer calculs numeérics molt complexos. De
fet, podem extreure directament les coordenades dels punts utilitzant les posicions de les
masses primaries i del fet que Ly i Ly formem triangles equilaters (ry = ry = 1).
Utilitzat,

1
COS§—2,
oo V3
Slng——z,

mlz(u70) TTLQZ(M—LO)-
Obtenim les posicions dels punts equilaterals:
3 3
Ly = (—0.487494180813, \g) L5 = (—0.487494180813, —\2[)

Finalment, recordem que I’esquema es pot trobar a la secci6 2.3.3 del treball.
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B Implementacié del codi emprat al llarg del treball

Al llarg d’aquest apéndix introduirem els diferents codis emprats al llarg del treball.

Comencarem amb el codi de les corbes de velocitat zero.

Recordem que les corbes de velocitat zero venen definides per:

Busquem doncs els zeros de la funcié:

flay) = (@ +9%) +

Q(x,y)::%;,
2 2(1— p)
\/($+1fﬂ)2+92 \/(x_ﬂ)5+y2+ﬂ(1—u)—0. (B.1)

Ens caldra doncs definir un métode de continuacioé per a buscar zeros de la funcié (B.1).
Utilitzarem el métode de continuaci6é predictor-corrector amb pseudo-parametre arc
explicat a ’assignatura de Métodes Numérics II.

Per trobar un punt inicial de la corba és realitza un cerca a les semirectes {y = 0,z > 0}
amb el métode de newton en dimensié 1. En cas que la corba de velocitat zero estigui en el
rang de minim valor C' cal fer la cerca en les semirectes {z = 0,y < 0} i/o {z =0,y > 0},

ja que la corba no talla 'eix de les z’s.

El codi és el segiient:
/* Autor: Arnau Ruiz Sebastian*/
#include<stdio.h>

#include<stdlib.h>
#include <math.h>

#define h 1le-3 /* Distancia entre dos punts consecutius de la corba */
#define tol 1le-5 /* Tolerancia per les divisions per 0 */
#define mu 0.12141 /*Mu Terra-Lluna*/

#define J 3.22 /*Constant de Jacobi desitjadax/

#define error le-12 /xError pel métode de Newtonx*/

#define iterMax 1leb /*Iteracions maximes pel métode de Newtonx*/
#define n l1le6 /*Punts que volem calcularx*/

double avaldfx(double x,double y);
double avaldfy(double x,double y);
double avaluaf (double x, double y);
void correccio(double x0, double yO,

double *x,

void metode (double x, double y, FILE* fout);

int main(void){
int i = 0, trobat = 1;
double x = 0, y=1, x0, yO, df, f,
FILE xfout;

fout= fopen("corbes", "w");
y = 0;
i = 0;

Nerror = 1;

double *y);

//Métode de Newton a f(x,0), x>0 per trobar el (x0, yO) de la corba de

velocitat zero inicial

while (Nerror> error && i < iterMax){

x0= x;
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33 f = avaluaf(x,0);

34 df = avaldfx(x,0);

35 if (fabs(df) < tol){

36 i = iterMax; //Aturem el métode de Newton per divisidé entre zero

37 ¥

38 x = x0 - f/d4f;

39 i++;

40 Nerror = fabs(x - x0);

41

42 ¥

43 if (i > iterMax){

44 printf ("No hem trobat cap punt inicial de la corba de velocitat zero \
n");

45 trobat = 0;

46 }

47

48

49 /*Métode Predictor -Corrector*/
50 if (trobat){
51 printf ("E1l punt inicial 1 és (%1f, %1f) \n", x, y);

52 metode (x,y, fout);
53 }

54

55 /*Segient punt*/

56 i = 0;

57 Nerror = 1;

58 y = 0;

59 x = -0.8;

60 trobat = 1;

62 while (Nerror> error && i < iterMax){
63 x0= x;

64 f = avaluaf(x,0);

65 df = avaldfx(x,0);

66 if (fabs(df) < tol){

67 i = iterMax; //Aturem el métode de Newton per divisidé entre zero
68 i
69 x = x0 - f/d4df;
70 i++;
71 Nerror = fabs(x - x0);
2
}

if (i > iterMax){
printf ("No hem trobat cap punt inicial de la corba de velocitat zero \

o I B

w

n");
76 trobat = 0;
77 ¥
78
79
80 /*Métode Predictor-Corrector*/
81 if (trobat){
82 printf ("E1l punt inicial 2 és (%1f, %1f) \n", x, y);
83 metode (x,y, fout);
84 }
85
86
87 /*Trobem el segiient punt inicialx*/
88 i = 0;
89 Nerror = 1;
90 y = 1;
91 x = 0;

o6



92 trobat = 1;

94 while (Nerror > error && i < iterMax){

95 yo=y;

96 f = avaluaf (0,y);

97 df = avaldfy(0,y);

98 if (fabs (df) < tol){

99 i = iterMax; //Aturem el métode de Newton per divisid entre zero

100 }

101 y = yoO - f/df;

102 i++;

103 Nerror = fabs(y - yO0);

104 }

105 if (i > iterMax){

106 printf ("No hem trobat cap punt inicial de la corba de velocitat zero \
n");

107 trobat = 0;

108 }

109
110

111 /*Métode Predictor-Corrector*/
112 if (trobat){

113 printf ("E1l punt inicial 3 és (%1f, %1f) \n", x, y);

114 metode (x,y, fout);

115 }

116

117 /*Trobem el segiient punt inicialx*/

118 i = 0;

119 Nerror = 1;

120 y = -1;

121 x = 0;

122 trobat = 1;

123

124 while (Nerror > error && i < iterMax){

125 yo= y;

126 f = avaluaf(0,y);

127 df = avaldfy(0,y);

128 if (fabs(df) < tol){

129 i = iterMax; //Aturem el métode de Newton per divisidé entre zero

130 }

131 y = yo - f/df;

132 alaPr 8

133 Nerror = fabs(y - y0);

134 }

135 if (i > iterMax){

136 printf ("No hem trobat cap punt inicial de la corba de velocitat zero \
nll

137 trobat = 0;

141 /*Métode Predictor-Corrector*/

142 if (trobat){

143 printf ("E1l punt inicial 4 és (%1f, %1f) \n", x, y);
144 metode (x,y, fout);

145 }

146

147 fclose (fout);

149 return 0;

150 }
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double avaldfx(double x, double y){
double dxf;

56 dxf = 2*x - (2*(1-mu)*(x-mu))/(sqrt(((x-mu)*(x-mu)+ y*y)*((x-mu)*(x-mu)
+y*y) *((x-mu) *(x-mu) + y*y)));

157 dxf -= (2*mux*(x-mu+1))/sqrt(((x-mu+1) *(x-mu+1)+ y*xy)*((x-mu+1)*(x-mu+1)
+ y*y) *((x-mu+l) *(x-mu+l) + y*y));

158

159 return dxf;

160

161 }

162

163 double avaldfy(double x, double y){

164 double dyf;

165

166 dyf = 2xy -(2*x(1-mu)x*y)/(sqrt (((x-mu)*(x-mu) + y*y)*((x-mu)*(x-mu) + y
*y) % ((x-mu) *(x-mu) + y*xy)));

167 dyf -= (2*muxy)/(sqrt (((x-mu+1)*(x-mu+1)+ y*y) * ((x-mu+l)*(x-mu+l)+ y
xy) * ((x-mu+l)*(x-mu+l)+ y*y)));

168 return dyf;

170 }

171

172 double avaluaf (double x, double y){

173 double f£f;

174

175 f = (x*xx) + (y*xy) - J;

176 f += 2x((1-mu)/(sqrt((x-mu)*(x-mu)+ y*y)) +(mu)/(sqrt((x-mu+l) *(x-mu+1)

+ y*y))) + mux(l-mu);

178 return f£f;

179 }

181 void correccio(double x0, double yO, double *x, double *y){
182 int i = 0;
183 double DF[2][2], F[2], det, dist, aux;

185 F[0] = avaluaf (*x, *y);

186 F[1] = ((xx - x0)* (*x -x0)) + ((xy - yO)*(xy-y0)) - (hx*h);
187

188 do{

189 DF[0]1[0] = 2 *x (xy - y0);

190 DF[1][0] = (-2) * (*x - x0);
191 DF[0][1] = (-1) * avaldfy(xx, *y);
192 DF[1]1[1] avaldfx (*x, *y);

194 det 1./(DF[0] [0]*DF [1] [1] -DF [1]1 [0]1*DF [0] [1]);

196 aux = *x - (det * DF[0][0]*F[0]) - (det*DF[0][1]1*F[1]);
197 *X = aux,;

199 aux = *y - (det*DF[1][0]*xF[0]) - (det*DF[1][1]x*F[1]);
200 ¥y = aux;

202 F[0] = avaluaf (*x, *y);

203 F[1] = ((*x - x0)* (*x -x0)) + ((xy - yO)*(*xy-y0)) - (hxh);
204

205 dist = sqrt(F[O0]I*F[0] + F[11*F[1]);

206 i++;
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}while

}
void met

int i
double

do{
/*Pr
x0
yo =

/*Ve
dxf
dyf
v [0]
v[1]
norm

(i < 100 && error < dist);

ode (double x, double y, FILE* fout){
/*Aqui realitzo el métode predictor corrector*/

= 0;

x0, yO, dxf, dyf, v[2], norma;

ediccio*/
X5

Y

ctors tangents unitarisx*/

= avaldfx(x, y);

= avaldfy(x, y);

(-1) * dyf;

dxf ;

a = sqrt(dxf*xdxf + dyf*xdyf);

if (norma < tol){

printf ("La norma a la prediccid és molt petita \n");

ex

}

v [0]
v[1]

/*Pa

X
y

/*Co
corr

fpri
i++;

}while
}

A continuacié adjuntarem diversos codis emprats en la cerca d’orbites periodiques. La
idea darrera la implementacié d’aquests esta descrita al llarg de la secci6 4.

it(1);

1]

v[0]/norma;
v[1]/norma;

s de prediccido*/

x + hxv[0];
y + hxv[1];

rreccid*/

eccio(x0, yO, &x, &y);

ntf (fout, "%11.4le %11.41le\n", x, y);

(i < n);

Comengarem amb l'integrador RK45F":

/*Autor :
/*Funcid

#include
#include
#include

#define
#define
#define

Arnau Ruiz Sebastianx*/
rkf45x%/

<stdio.h>
<stdlib.h>
<math.h>

E1 (1.e0/360.¢e0)
E2 (-128.e0/4275.¢0)
E3 (-2197.e0/75240.¢0)
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20

#define
#define
#define
#define
#define

; #define

#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define

#define

E4 (1.e0/50.e0)

E5 (2.e0/55.¢e0)

R1 (16.e0/135.e0)

R2 (6656.e0/12825.¢0)
R3 (28561.e0/56430.¢e0)
R4 (-9.e0/50.e0)

R5 (2.e0/55.e0)

Cl (12.e0/13.e0)

C2 (1932.e0/2197.¢€0)
C3 (-7200.e0/2197.¢€0)
C4 (7296.e0/2197.¢0)
C5 (439.e0/216.¢€0)

C6 (3680.e0/513.¢e0)
C7 (-845.e0/4104.¢e0)
C8 (-8.e0/27.e0)

C9 (-3544.e0/2565.¢0)
C10 (1859.e0/4104.e0)

FS 0.90 //Factor de seguretat pel control de pas

int rk45fC (double *t, double *x, int n, double *h, int sc, double tol,
double *atf, double *aer, void(*camp) (double, double#*, int, doublex,
double e), double e){
double x*xk, *k1, *k2, *k3, *xk4d, *xkb, *xk6, error, aux;

int i,

rv=0;

void calcular_ks(double x, double y[], int n, double h, double *k, void
(xcamp) (double, doublex*, int, doublex, double), double e); //Funcid que
calcula les constants k

k=(double *)malloc (6*n*sizeof (double));
if (k==NULL) {puts("rk45f. No hi ha memoria per les k’s\n");exit (1) ;}

kl1=k;

/ *

k2=k1+n; k3=k2+n; k4=k3+n; kb5=k4+n; k6=kb5+n;

Si atf==NULL -> no fem res
Si atf!=NULL -> Si t+ah>atf llavors reduim ah per tal que el nostre
pas sigui de temps atf com volem.

*/

/*Primer mirem que el temps del nostre pas concorda amb el temps final
indicat*/

if (atf!=NULL && *t+*h>*xatf){
xh=xatf -*t; /*reduim el pas ah tal que el temps final sera atfx*/
rv=1;

}

calcular_ks (*t,x,n, *h, k, camp, e);

error=0.¢e0;

for (i=0; i<n; i++){
aux=E1xk1[i]+E2*xk3[i]+E3*k4 [i]+E4*k5[i]+E5%k6[1i];
error+=aux*aux;

}
error=sqrt (error) ;
/ *
Si sc==0 -> no fem control de pas, utilitzem x*h

Si sc!=0 -> control de pas, segons la tolerancia

*/

while(sc!=0 && error>tol){
/*Control de pasx*/
*h=*h*FS*(pow(tol/error ,0.2e0));
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}

calcular_ks(*t,x,n, *h, k, camp, e);

error=0.¢e0;

for (i=0; i<n; i++){
aux=E1*xk1[i]+E2*xk3[i]+E3*k4 [i]+E4*k5[i]+E5*k6[1i];
error+=aux*aux;

}

error=sqrt (error) ;

/*
Si aer==NULL && error>tol -> exit
Si aer!=NULL -> return the estimated absolute error

*/

if (aer==NULL && error>tol){
printf ("Valor aer NULL i error>tol \n");
exit (1) ;

}elseq
/*return the estimated absolute error*/
*aer=error;

}

/*Actualitzem el temps*/

xt=%t+xh;

for (i=0; i<n; i++){
x[i]=x[i]+R1*k1[i]+R2*k3[i]+R3*k4[i]+R4*k5[i]+R5*k6[i]; //Actualitzo
el pas de Runge-Kutta 5

}

*h=*h*FS*(pow(tol/error ,0.2e0));

free (k) ;

return rv;

/*E1l calcul de les k’sx*/
void calcular_ks (double t, double x[], int n, double h, double *k, void

(*camp) (double, doublex*, int, double*, double), double e){

double *aux_x, *kl, *xk2, *k3, *k4, *kb5, *k6;

int i;

k1=k; k2=kl+n; k3=k2+n; k4=k3+n; kb=k4+n; k6=k5+n;

aux_x=(double *)malloc(n*sizeof (double)) ;

if (aux_x==NULL) {puts ("calcular_ks. No hi ha memoria \n");exit (1) ;}

(*camp) (t, x, n, k1, e);

for (i=0; i<n; i++) ki[i]lx*=h;

for (i=0; i<n; i++) aux_x[i]=x[i]+0.25e0xk1[i];

(*camp) (t+0.25e0*h, aux_x, n, k2, e);

for (i=0; i<n; i++) k2[i]l*=h;

for (i=0; i<n; i++) aux_x[i]l=x[i]+0.09375e0*k1[i]+0.28125e0*k2[i];

(*camp) (t+0.375e0*h, aux_x, n, k3, e);

for (i=0; i<n; i++) k3[i]l*=h;

for (i=0; i<n; i++) aux_x[i]l=x[i]+C2*k1[i]+C3*xk2[i]+C4*k3[i];

(*camp) (t+Clxh, aux_x, n, k4, e);

for (i=0; i<n; i++) k4[i]lx*=h;

for (i=0; i<n; i++) aux_x[i]l=x[i]+C5xk1[i]-8.e0*xk2[i]+C6*xk3[i]+C7*xk4[i];

(*camp) (t+h, aux_x, n, k5, e);

for (i=0; i<n; i++) k5[i]l*=h;

for (i=0; i<n; i++) aux_x[i]l=x[i]+C8*k1[i]+2.e0*xk2[i]+C9*k3[i]+C10*k4[i
1-0.275e0%k5[1];

(xcamp) (t+0.5e0%h, aux_x, n, k6, e);

for (i=0; i<n; i++) k6[i]*=h;

free (aux_x);
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Ara si, presentarem el codi que s’utilitza per trobar la primera orbita peridodica al

voltant del punt L4. Aquest utilitza ’algoritme d’orbites periddiques, perd no en fa servir
encara el métode de continuaci6.

/* Autor: Arnau Ruiz Sebastian*/

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <complex.h>
#include "solis.h"
#include "vaive.h"

#define mu 0.012505819187 //Mu Terra-Lluna

#define as 388.8111430233 //Distancia mitja

#define ws 0.925195985518 //Freqiiéncia Sol-Terra-Lluna

#define ns 0.0748040144814 //Moviment mig del Sol respecte el sistema

Terra-Lluna

#define ms 328900.549999 // Massa del Sol

#define e 1 //Epsilon

#define maxIt 10 //Iteracions maximes pel métode de Newton
#define Error 1e-10 //Error del métode de Newton

int main ()

{

int rk45f (double #*x, double y[], int n, double #*h, int sc, double tol,
double *atf, double #*aer, void(*camp) (double, double*, int, doublex*));

void camp(double t, double x[], int n, double yl[]);

void dist(double x[], double r[], double t);

void inicialitzarmatriu(double mv[4][4], double r[3], double x[], double
t);

void newton(double *x, double y[], int n, void(*camp) (double, doublex,
int, doublex*));

//Declaracidé de variables

char ¢ = ’¢c’;

int n, sc, j, k, nv;

double t, x[20], h, atf, aer, tol, **D, mod[4];
double complex *vap, **vep;

FILE*x fp;

D = (double **)malloc(4*sizeof (doublex*)) ;

if (D == NULL){
printf ("No hi ha memdria suficient \n");
exit (1) ;

}

for(j=0; j<4; j++){
D[j]l] = (double * )malloc(4*xsizeof (double));

if (D[j] == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (2);
}
}
vap = (double complex*)malloc(4*xsizeof (double complex));
if (vap == NULL){
printf ("No hi ha memdria suficient \n");
exit (3);
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54 }

55 vep = (double complex**)malloc (4*sizeof (double complexx*));
56 if (vep == NULL){

57 printf ("No hi ha memdéria suficient \n");

58 exit (4);

59 }

60 for(j=0; j<4; j++){
61 vep[j]l = (double complex* )malloc (4*sizeof (double complex)) ;

63 if (vep[j]l == NULL){
64 printf ("No hi ha memdria suficient \n");
65 exit (5);
66 }
67 ¥
68
69 /*Inicialitzem el temps incial i la dimensidé del sistemax*/
0 t=0.e0;
n=20;

[

/*Posem el punt de sortida L4x/
x[0]= mu - 0.5;
x[1]1=sqrt (3)/2;

S BN TEN BE TIPS BN IS RS BN |
ot [N w v

x[2]=0.;
7 x[3]1=0.;
8
9 x[4] = 1.;
80 x[5] = 0.;
81 x[6] = 0.;
82 x[7] = 0.;
83
84 x[8] = 0.;

85 x[9] = 1.;
86 x[10] = 0.;

87 x[11] = 0.;
89 x[12] = 0.;
90 x[13] = 0.;
91 x[14] = 1.;
92 x[15] = 0.;
93

94 x[16] = 0.;
95 x[17] = 0.;
96 x[18] = 0.;
97 x[19] = 1.;

98

99 /* Newtonx*/

100 newton(&t, x, n, camp);

101

102 /*Veps i Vapsx*/

103 for(k=0; k<4; k++){

104 for(j=0; j<4; j++){

105 D[k][j] = x[4*x(k + 1) + jl; //Components de la matriu diferencial

106 ¥

107 }

108

109 nv = vaive(D, 4, vap, vep, c);//Obtenim els veps i vaps amb un
programari extern

110

111 printf ("La matriu diferencial té J%d valors propis reals\n", nv);

113 printf ("Valors propis complexos:\n");
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114
115
116

118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135

136

137
138
139
140
141
142
143
144
145
146

168

¥

for(j=0; j<4; j++){
mod[j] = sqrt( creal(vap[jl)*creal(vap[jl) + cimag(vap[jl)*cimag(vapl[j
IDIDN
printf ("Vap = %1.10le+%11.41lei amb médul = %1.10le \n", creal(vapl[jl)
, cimag(vap[jl), mod[jl);

}

printf ("Multiplicacié dels médul = %e \n", (mod[2]*mod[3] - 1));

/*Dibuixem 1’d6rbitax/
fp=fopen("bici_op.txt", "w");

t=0.e0;

sc=1; //Volem control de pas

atf=(2xM_PI)/ws; //Temps final

aer= 1; // Si aer no és NULL retornem el valor absolut de 1l’error
tol=1.e-12;

h=1.e-5; //Pas inicial

fprintf (fp, "%1f %1f %1f %1f %1f \n", t, x[0], x[1], x[2], x[3]1);
j =03

while (!(rk45f(&t, x, 4, &h, sc, tol, &atf, &aer, camp))){
fprintf (fp, "%1f %1f %1f %1f %1f \n", t, x[0], =x[1], x[2], x[31); //
Dibuixem 1l’orbita

}

fclose (fp);

/*Alliberem memdria*/

for(j=0; j<4; j++){
free(D[j1);

}

free(D);

return O;

void camp(double t, double x[], int n, double f£f[]1){

void dist(double x[], double r[], double t);

void inicialitzarmatriu(double mv[4][4], double r[3], double x[], double
t);

/*Edo per calcular el camp del problema bicircular*/

/*x[] = (x, y, 27, y?)*/

double rpt, rpl, rps, rl[3], mv[4][4];

/*Primer calculem les distancies*/
dist(x, r, t);

rpt = r[0];
rpl = r[1];
rps = r[2];

/*Camp de 1’d6rbitax*/

f[0]= x[2];

f[1]1= x[3];

£f[2]= 2% x[3] + x[0] - ((1 - mu)/(rpt*rpt*rpt))*(x[0] - mu) - ((mu)/(rpl
*xrpl*rpl))*(x[0] - mu + 1);

f[2] += -ex(ms*x(x[0] -as*cos(t-(ns*t)))/(rps*rps*rps)) - ex((ms/(as*as)
Yxcos(t- (ms*t)));
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169

170

183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205

206
207

208

209
210

e e s e

N O

[\v) [v] [3v) [\v) [v] [\v) [ ) (&) [\v) [\v) [ v] [\v) [ ) (V]
CR S I GO CR S G G
= O © W N o

NN N NN
w N

£f[3]= -2 *x x[2] + x[1] ((1 - mu)/(rptxrpt*xrpt))*x[1] - ((mu)/(rpl*xrplx
rpl)) *x[1]1;
f[3] += -e *(ms*(x[1] +as*sin(t-(ns*t)))/(rps*rps*rps)) + ex*x((ms/(as*as
))*sin(t- (ns*t)));
if(n == 4){
return;
}

/*Aportacid de les variacionals*/
inicialitzarmatriu(mv,
diferencial del sistemax/

f [4]
f[5]
f[6]
£ [7]

f[8]

£[9

]

£[10]
f[11]

f[12]
£[13]
£f[14]
£f[15]

f[16]
£f[17]
f[18]
£[19]

}

void dist (double xI[],
/*Funcid per a calcular les distancies rpt,

r [0
r[1
r[2

}

void inicialitzarmatriu(double

]
]
]

){

x[12];
x[13];
x[14];
x[15];

x[16];

= x[17];

1]

x[18];
x[19];

mv [2] [0]
mv [2] [0]
mv [2] [0]
mv [2] [0]

mv [3] [0]
mv [3] [0]
mv [3] [0]
mv [3] [0]

sqrt ((x [0]
sqrt ((x [0]
sqrt ((x [0]

double rpt, rpl,

rpt
rpl
rps

rpt

= r[0];
= r[1];

5

rpl_5
rps_5

r

[21;

x [4]
x [5]
x [6]
x [7]

* X ¥ *

x [4]
x [5]
x [6]
x[7]

* % ¥ *x

- mu)*(x[0]
- mu + 1)x*(x[0]

r,

+ o+ o+ o+

+ + + o+

double r[3],

x, t); /*Ara inicialitzem la matriu

mv [2] [1] * x[8] + 2% x[16];
mv [2][1] * x[9] + 2% x[17];
mv [2][1] * x[10] + 2% x[18];
mv [2] [1] * x[11] + 2% x[19];
mv [3][1] * x[8] - 2x x[12];
mv [3][1] * x[9] - 2% x[13];
mv [3][1] * x[10] - 2% x[14];
mv [3]1[1] * x[11] - 2% x[15];
double t){

- mu) + (x[1]1*x[1]1));
- mu + 1) + (x[11*x[11));

rpl i rpsx*/

- as*cos(t-(ns*t)))*x(x[0] - as*cos(t-(msx*t))) + (x[1]
+ as*sin(t-(ns*t)))*(x[1] + as*sin(t-(ns*t))));

rps, rpt_5, rpl_5,

rpt*rpt*rpt*rpt*rpt;
rpl*rpl*rpl*rpl*rpl;
IpPS*rps*rps*rps*rps;

mv [4] [4] , double r[3],

rps_5;

/*0mplo la matriu v del sistema variacional*/

mv [0] [0] = O;
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mv [0] [1] = O;
mv [0] [2] =
mv [0] [3] =

o =
e we

mv [1] [0] =
mv [1] [1] =
mv [1] [2] =
mv [1] [3] =

= O O O

mv [2] [0] 1 - ((1- mu)*(rpt*xrpt - 3*(x[0]- mu)*(x[0]-mu))/(rpt_5)) -
(((mu) *(rpl*rpl -3x(x[0] - mu + 1)*(x[0] - mu + 1)))/(rpl_5));

mv [2] [0] += - ( e*(ms) * (rps*rps - 3 * (x[0] - asx*xcos(t - (ms*t))) * (x
[0] - as*cos(t - (ms*t)))) /(rps_5) ); // dfil/dx

mv [2] [1] = ((1 - mu)*(x[0] - mu) * 3 *x x[1])/(rpt_5) + (3 * mu * x[1] =*
(x[0] - mu + 1) )/(rpl_5);

mv [2][1] += ((3 * e* ms * (x[0] - as*cos(t - (ms*t))) * (x[1] + as*sin(
t - (ns*t))))/(rps_5)); //dfl/dy

mv [2] [2] = O;
mv [2] [3] = 2;
mv [3][0] = + ((3 * (1- mu) * x[1] * (x[0] - mu))/(rpt_5)) + (3 * mu * x

[1] * (x[0] - mu + 1))/(rpl_5);
mv [3][0] += ((3 * e*x ms * (x[0] - as*cos(t - (ms*t))) * (x[1] + as*sin(t
- (ns*t))))/(rps_5)); //df2/dx

mv[3][1] = 1 - ((1-mu) * ((rpt*rpt) - (3 * x[1] * x[1]1))/(rpt_5)) - (((
mu) * ((rpl * rpl) - (3 * x[1] * x[1]1)))/(rpl_5));

mv [3]1[1] -= (((e*ms) * (rps * rps - 3 *x (x[1] + as*sin(t - (ms*t))) * (
x[1] + as*sin(t - (ms*t)))))/ (rps_5)); //df2/dy

mv [3] [2]
mv [3] [3]

-2;
0;

void newton(double *t, double x[], int n, void(*camp) (double, doublex*, int

, doublex)){

int rk45f (double *x, double y[], int n, double #*h, int sc, double tol,
double *atf, double *aer, void(*camp) (double, double*, int, doublex*));

/*Suposem que tenim la diferencialx*/
double *xA, *b, *d, z[4], *aux, error = 1, h, atf, aer, tol;
int i = 0, j, k, sc;

/*Variables pel runge-kuttax*/
sc=1;

atf=(2*M_PI)/ws;

aer= 1;

tol=1.e-12;

h=1.e-5;

/*Inicialitzem els punters del sistema lineal Ax = b i auxiliars*/

A = (double **)malloc(4*xsizeof (doublex));
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276 if (A == NULL){

277 printf ("No hi ha memdéria suficient \n");

278 exit (1) ;

279 }

280 for(j=0; j<4; j++){

281 A[j]l = (double * )malloc(4*xsizeof (double));

282

283 if (A[j] == NULL){

284 printf ("No hi ha memdéria suficient \n");

285 exit (2);

286 ¥

287 }

288

289 aux = (double *)malloc (4*sizeof (double));

290 if (x == NULL){

291 printf ("No hi ha memdéria suficient \n");

292 exit (3);

293 }

294

295 b = (double *)malloc(4*sizeof (double)) ;

206 if (x == NULL){

297 printf ("No hi ha memdria suficient \n");

298 exit (4);

299 ¥

300

301 d = (double *)malloc(sizeof (double));

302 if (d == NULL){

303 printf ("No hi ha memdria suficient \n");

304 exit (5);

305 }

306

307 while (fabs (error) > Error && i < maxIt){

308 /*a és un vector de quatre components que és la solucid del sistema DF
(z0)a = -F(z0)*/

309 z[0] = x[0];

310 z[1] = x[1];

311 z[2] = x[2];

312 z[3] = x[3];

313

314 *t=0.e0; //Actualitzem el temps per calcular la imatge de P(x)

315 x[4] = 1.;

316 x[5] = 0.;

317 x[6] = 0.;

318 x[7] = 0.;

319

320 x[8] = 0.;

321 x[9] = 1.;

322 x[10] = 0.;

323 x[11] = 0.;

324

325 x[12] = 0.;

326 x[13] = 0.;

327 x[14] = 1.;

328 x[15] = 0.;

329

330 x[16] = 0.;

331 x[17] = 0.;

332 x[18] = 0.;

333 x[19] = 1.;

334

335 /*0btenim la imatge de P(x) mitjangant el flux*/
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while (!(rk45f(t, x, n, &h, sc, tol, &atf, &aer, camp))){

}
/*Escrivim les components obtingudes de x al nostre sistemax*/
for (j=0; j<4; j++){
bl[j]l = - x[j]l + z[jl; // G(z) = F(z) - z, volem amb el signe canviat
pel métode de Newton
}
error = sqrt((b[0] * b[0]) + (b[1I1*b[1]) + (b[2]1*b[2]) + (b[31*b[3]))
for(k=0; k<4; k++){
for(j=0; j<4; j++){
A[k]I[j] = x[4*x(kx + 1) + jl; //Components de la matriu diferencial
DP (x)
}
}
/*Hem de restar la identitat a la nostra matriu diferemncialx/
A[o]J[0] = A[0l[0] - 1;
A[11[1] = A[11[1] - 1;
A[2][2] = A[2]1[2] - 1;
A[3]1[3] = A[3]1[3] - 1;
solis (A, aux, b, 4, d);
printf ("Estic dins del Newton i = %d determinant %e \n", i, *d);
/*Actualitzem la iteracid de newton*/
x[0] = z[0] + aux[0];
x[1] = z[1] + aux[1];
x[2] = z[2] + aux[2];
x[3] = z[3] + aux[3];
i++;
}
/*Freex*/
free (aux) ;
free(b);
free(d);
for(j=0; j<4; j++){
free(A[j]);
}
free(A);
}

Continuem ara amb el codi emprat per trobar la segona orbita periodica en el punt Ly.
Cal esmentar que per trobar-ne la tercera només s’ha de realitzar uns petits canvis en el
bucle principal corresponent al métode de continuacié.

/*Autor :

#include
#include
#include
#include
#include
#include

Arnau Ruiz Sebastianx*/

<stdio.h>
<stdlib.h>
<math.h>
<complex.h>
"solis.h"

"vaive.h"
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#define mu 0.012505819187 //Mu Terra-Lluna
#define as 388.8111430233 //Distancia mitja
#define ws 0.925195985518 //Freqiiéncia Sol-Terra-Lluna

#define ns 0.0748040144814 //Moviment mig del Sol respecte el sistema

Terra-Lluna
#define ms 328900.549999 // Massa del Sol
#define maxIt 10 //Iteracions maximes del métode de Newton
#define Error 1e-10 //Error del métode de Newton

double e;

int main ()

{

int rk45f (double #*x, double y[], int n, double #*h, int sc, double tol,
doublex*) ) ;

double *atf, double #*aer, void(*camp) (double, double*, int,
void camp(double t, double x[], int n, double y[]);
void dist(double x[], double r[], double t);

void inicialitzarmatriu(double mv[4][4], double r[3], double x[],

t);

int newton(double *x, double y[], int n, void(*camp) (double, doublex*,

int, double*), double delta, double yi1[5]);
void omplir (double *x);

void newtonFirst (double y[], int n, void(*camp) (double, doublex*,

doublex*) ) ;

//Inialitzem les variables

char ¢ = ’c¢c’;

int n, sc, j, k, nv, cont = 0;

double t, x[24], h, atf, aer, tol, *xD, mod[4], yO[5], y1[5],
norma, delta = 0.001, aux[5];

double complex *vap, **vep;

FILE* fp;

D = (double **)malloc (4*xsizeof (doublex));
if (D == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (1) ;
}
for(j=0; j<4; j++){
D[j]l = (double * )malloc (4*xsizeof (double));

if (D[j] == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (2);
}
}
vap = (double complex*)malloc(4*sizeof (double complex));
if (vap == NULL){
printf ("No hi ha memdria suficient \n");
exit (3);
}
vep = (double complex**)malloc(4*sizeof (double complex*));
if (vep == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (4) ;
}

for(j=0; j<4; j++){
vep[j]l = (double complex* )malloc (4*sizeof (double complex));

if (vep[j] == NULL){

69

v[5],

double

int,



66 printf ("No hi ha memdéria suficient \n");

67 exit (5) ;

68 }

69 }

70

71 /*Primer punt, el propi L4x/

72

73 yO[0] = mu - 0.5;

74 yO[1]l = sqrt(3)/2;

75 yo[2] = 0.;

76 yo[3] = 0.;

7 y0[4] = 0.; //Epsilon inicial

79

80 /*Segon punt, Newton primer cop*/
81 /*Inicialitzem el temps incial i la dimensidé del sistemax*/
82 n=24;

x[0]= mu - 0.5;
85 x[1]=sqrt(3)/2;
86 x[2]1=0.;
87 x[3]1=0.;

w0

89 omplir(x);

90

91 e = delta;

92

93 newtonFirst(x, 20, camp);
94

95 y1[0] = x[0];

o6 y1l[1]l = x[1];

97 y1[2] = x[2];

98 y1[3]1 = x[3];

99

100 y1[4] = e; //Epsilon segon pas, e = c; amb c molt petita
101

102 /*Fem continuacidx*/

103 while (e <= 1){

104

105 /*Calculem v*/

106

107 for(k=0; k<5; k++){

108 v[k] = (y1[k] - yO[k]);

109 }

110

111 norma = sqrt( (v[0]lxv[0]) + (v[1l*xv[1]) + (v[2]*v[2]) + (v[31*vI[3]) +
(v[41*v[41));

112

113 for(k=0; k<5; k++){

114 v[k] = v[k]/norma;

115 }

116

117 //Ens guardem en una variable auxiliar la iteracid

118

119 for(k=0; k<4; k++){

120 aux [k] = x[k];

121 }

122 aux [4] = e;

123

124 //Actualitzem la condicid incial per Newton

125 for(k=0; k<4; k++){
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x[k] += deltax*v[k];
}
e = e + deltaxv[4];

omplir (x);
t=0.e0;

printf ("Nova iteracidé de continuacid e = %11.4le\n", e);

while (newton(&t, x, n, camp, delta, y1)){
//Desfem
for(k=0; k<4; k++){
x[k] = aux[k];
}
e = aux[4];
//Reduim el pas delta i tornem a iterar el newton
delta = delta/2;
for(k=0; k<4; k++){
x[k] += deltaxv[k];
}
e = e + deltaxv[4];
omplir (x);
t=0.e0;
}

//Actualitzo la iteracid

for(k=0; k<5; k++){
yolkl = yil[kl;

}

for(k=0; k<4; k++){
yi1lk]l = x[k];

}

y1[4]l = e;

}
//Hem acabat la continuacié
/*Condicid inicial de 1’drbita periddicax/

printf ("Després del Newton x=%11.41le y=%11.4le x’=%11.41le y’=%11.51le \n"
, x[0], x[11, x[2], x[31);

/*Veps i Vaps*/
for (k=0; k<4; k++){
for(j=0; j<4; j++){
D[k][j] = x[4*x(k + 1) + jl; //Components de la matriu diferencial
}

nv = vaive(D, 4, vap, vep, c);
printf ("La matriu diferencial té J%d valors propis reals\n", nv);
printf ("Valors propis complexos:\n");

for(j=0; j<4; j++){
mod[j] = sqrt( creal(vap[jl)*creal(vap[jl) + cimag(vap[jl)*cimag(vapl[j
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}

IDEDN
printf ("Vap = %1.10le+%11.41lei amb médul = %1.10le \n", creal(vapl[jl)
, cimag(vap[jl), mod[jl);

}

printf ("Multiplicacié dels médul = %e \n", (mod[2]*mod[3] - 1));

/*Dibuixem 1’d6rbitax/
fp=fopen("bici_op.txt", "w");

t=0.¢e0;

sc=1;
atf=(2«M_PI)/ws;
aer= 1;
tol=1.e-12;
h=1.e-5;

fprintf (fp, "%1f %1f %1f %1f %1f \n", t, x[01, x[1], x[2], x[3]1);

while (!(rk45f(&t, x, 4, &h, sc, tol, &atf, &aer, camp))){
fprintf (fp, "%1f %1f %1f %1f %1f \n", t, x[0], x[1], x[2], x[3]1);
}

fclose (fp);

/*Alliberem memodriax/

for(j=0; j<4; j++){
free(D[j1);

}

free (D) ;

return O;

void camp(double t, double x[], int n, double f[]){

void dist (double x[], double r[], double t);

void inicialitzarmatriu(double mv[4][4], double r[3], double x[], double
t) s

/*Edo per calcular el camp del problema bicircular*/

/*x[]1 = (x, y, x7, y?)*/

double rpt, rpl, rps, r[3], mv([4][4];

/*Primer calculem les distancies*/
dist(x, r, t);

rpt = r[0];
rpl = r[1];
rps = r[2];

/*Camp de 1’dérbitax/

f[0]= x[2];

f[1]1= x[3];

£f[2]= 2% x[3] + x[0] - ((1 - mu)/(rpt*rpt*rpt))*(x[0] - mu) - ((mu)/(rpl
*rpl*rpl))*(x[0] - mu + 1);
f[2] += -e*(ms*(x[0] -as*cos(t-(ns*t)))/(rps*rps*rps)) - ex((ms/(as*as
))*cos(t- (ns*t)));

£f[3]= -2 *x x[2] + x[1] - ((1 - mu)/(rptxrpt*rpt))*x[1] - ((mu)/(rpl*rplx*
rpl) ) *x[1];
£f[3] += -e *(ms*(x[1] +as*sin(t-(ns*t)))/(rps*rps*xrps)) + ex*((ms/(asx*
as))*sin(t- (ns*t)));

if(n == 4){
return;
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}

/*Aportacid de les variacionals

V?> = mv*V */

inicialitzarmatriu(mv, r, x, t); /*Ara inicialitzem la matriu
diferencial del sistemax*/

£[4] = x[12];

f[5] = x[13];

f[6] = x[14];

£[7] = x[15]1;

f[8] = x[16];

£[9] = x[17]1;

£f[10] = x[18];

f[11] = x[19];

f[12] = mv[2][0] * x[4] + mv[2][1] * x[8] + 2% x[16];

f[13] = mv[2][0] * x[5] + mv[2][1] * x[9] + 2% x[17];

f[14] = mv[2][0] * x[6] + mv[2][1] * x[10] + 2% x[18];

f[15] = mv[2][0] * x[7] + mv[2][1] * x[11] + 2% x[19];

£f[16] = mv[3]1[0] * x[4] + mv[3]1[1] * x[8] - 2% x[12];

f[17] = mv[3][0] * x[5] + mv[3][1] * x[9] - 2% x[13];

f[18] = mv[3][0] * x[6] + mv[3][1] * x[10] - 2% x[14];

f[19] = mv[3][0] * x[7] + mv[3][1] * x[11] - 2% x[15];

if (n == 20){
return;

}

£[20] = x[22];

£[21] = x[23];

f[22] = mv[2][0] * x[20] + mv[2][1] * x[21] + 2% x[23] -(ms*(x[0] -asx*
cos(t-(ns*t)))/(rps*rps*rps)) - ((ms/(as*as))*cos(t- (ns*t)));

£[23] = mv[3][0] * x[20] + mv[3][1] * x[21] - 2% x[22] -(ms*x(x[1] +asx*
sin(t-(ns*t)))/(rps*rps*rps)) + ((ms/(as*as))*sin(t- (ns*t)));

}
void dist(double x[], double r[3], double t){

/*Funcid per a calcular les dist?cies rpt, rpl i rpsx*/

r[0] = sqrt((x[0] - mu)*(x[0] - mu) + (x[1]1*x[1]));

r[1] = sqrt ((x[0] - mu + 1)*(x[0] - mu + 1) + (x[11*x[11));

r[2] = sqrt((x[0] - as*cos(t-(ms*t)))*(x[0] - as*cos(t-(ms*t))) + (x[1]

+ asx*sin(t-(ns*t)))*(x[1] + as*sin(t-(ns*t))));

}

void inicialitzarmatriu(double mv [4]

)1

double rpt, rpl,

rpt
rpl
rps

rpt_
rpl_
rps_

5
5
5

r
1z
r

/*0mplo

[0];
[1]1;
[2];

rps, rpt_5,

rpt*rpt*rpt*rpt*rpt;
rpl*rpl*rpl*rpl*rpl;
IpPS*rps*rps*rps*rps;

[4], double r[3],

rpl_5, rps_5;

la matriu v del sistema variacionalx*/
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299
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301
302
303
304
305
306

307

308

309
310

312
313
314
315
316
317

343

345
346

mv [0] [0] =
mv [0] [1] =
mv [0] [2] =
mv [0] [3] =

e e e

O = O O

.

mv [1] [0] =
mv [1] [1] =
mv [1] [2] =
mv [1] [3] =

= O O O

mv [2] [0] 1 - ((1- mu)*(rpt*rpt - 3*(x[0]- mu)*(x[0]-mu))/(rpt_5)) -
(((mu) *(rpl*rpl -3%(x[0] - mu + 1)*(x[0] - mu + 1)))/(rpl_5));

mv [2] [0] += - ( e*(ms) * (rps*rps - 3 * (x[0] - as*cos(t - (ms*t))) * (x
[0] - asxcos(t - (ms*t)))) /(rps_5) ); // dfi/dx

mv [2][1] = ((1 - muw)*(x[0] - mu) * 3 * x[1])/(rpt_5) + (3 * mu * x[1] =*
(x[0] - mu + 1) )/(rpl_5);

mv [2] [1] += ((3 * e* ms * (x[0] - as*cos(t - (ms*t))) * (x[1] + as*sin(
t - (ns*t))))/(rps_5)); //dfl/dy

mv [2][2] = O;
mv [2] [3] 2;

mv [3] [0] + (8 x (1- mu) * x[1] * (x[0] - mu))/(rpt_5)) + (3 * mu * x
[1] * (x[0] - mu + 1))/(rpl_5);

mv [3] [0] += ((3 * ex ms * (x[0] - as*cos(t - (ms*t))) * (x[1] + as*sin(t
- (ns*t))))/(rps_5)); //df2/dx

mv[3]1[1] = 1 - ((1-mu) * ((rpt*xrpt) - (3 * x[1] * x[11))/(rpt_56)) - (((
mu) * ((rpl * rpl) - (3 * x[1] * x[1]1)))/(rpl_5));

mv [3] [1] -= (((ex*ms) * (rps * rps - 3 * (x[1] + as*sin(t - (ms*t))) * (
x[1] + as*sin(t - (ms*t)))))/ (rps_5)); //df2/dy

mv [3][2] = -2;
mv [3] [3] 0;

int newton(double *t, double x[], int n, void(*camp) (double, doublex*, int,

double*), double delta, double y1[5]){

void omplir (double *x);

int rk45f (double *x, double y[], int n, double *h, int sc, double tol,
double *atf, double *aer, void(*camp) (double, double*, int, doublex*));

/*Suposem que tenim la diferencialx*/

double **A, *b, *d, z[5], *aux, error = 1, h, atf, aer, tol, norma;
int i = 0, j, k, sc;
/*Inicialitzem els punters del sistema lineal Ax = b i auxiliars*/

A = (double **x)malloc (5*xsizeof (doublex));
if (A == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (1) ;
}
for(j=0; j<b5; j++){
A[j]l] = (double * )malloc (4xsizeof (double));
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if (A[j] == NULL){

printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (2);

}

aux = (double *)malloc(5*sizeof (double)) ;
if (x == NULL)A{
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (3);
}

b = (double *)malloc(5*sizeof (double)) ;
if (x == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (4) ;
}

d = (double *)malloc(sizeof (double));
if (d == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");

exit (5);
}
/*Variables pel runge-kuttax*/
sc=1;
atf=(2*M_PI)/ws;
aer= 1;
tol=1.e-12;
h=1.e-5;

while (fabs (error) > Error && i < maxIt){

/*a és un vector de quatre components que és solucid del sistema DF(zO

da = -F(z0)x*/

for (k=0; k<4; k++){
z[k] = x[k];

}

z[4] = e;

*t=0.e0; //Actualitzem el temps per calcular la imatge de P(x)

omplir (x);

/*0btenim la imatge de P(x) mitjancant el flux*/
while (!'(rk45f(t, x, 24, &h, sc, tol, &atf,

}

&aer, camp))){

/*Escrivim les components obtingudes de x al nostre sistemax*/

for(j=0; j<4; j++){

bljl = - x[j]1 + z[j1; // G(z) = F(z) -
pel métode de Newton
}
norma = 0.;

for (k=0; k<5; k++){

z,

norma += (z[k] - yi1[k]) * (z[k] - yi[kl);

}

volem amb el signe canviat

b[4] = - norma + deltax*xdelta; //Corresponent a 1l’equacid de la

circumferéncia
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error = sqrt((b[0] * b[0]) + (b[11*b[1]) + (b[2]1*b[2]) + (b[31*b[3]1))

>

for(k=0; k<4; k++){
for(j=0; j<4; j++){

ALKILj] = x[4*(k + 1) + j1;

DP (x)

}
}

//Components de la matriu diferencial

/*Elements de la diferencial degut a 1l’dltima equacid*/
for(j=0; j<4; j++){
Al41[3]1 = 2x(x[j]1 - y1[j1);

}
A[4]

[4] = 2x(e - y1[41);

//Resta les derivades de les equacions diferencials respecte el
parametre e

Afo]
Al1]
Al2]
AL3]

[4] = x[20];
[4] = x[21];
[4] = x[22];
[4] = x[23];

/*Hem de restar la identitat a la nostra matriu diferemncialx/

Afo0]
Al1]
AL2]
A[3]

(01 = aAfol[0] - 1;
(11 = A[1]1[1] - 1;
[2] = A[2][2] - 1;
[3]1 = A[3][3] - 1;

solis (A, aux, b, 5, d);

/*Actualitzem

for(k=0; k<4; k++){
x[k] = z[k] + aux[k];

}
e=

i++;

B

}

e + aux[4];

/*Freex*/
free (aux) ;
free(b);
free(d);

for(j=

0; j<4; j++){

free(A[j]);

}

free(A);

if (i >= maxIt){
return 1; //Reduir el pas delta

}

return O;

X

void omplir (double *x){

x [4]
x [5]
x [6]
x[7]

= 1.;
0.;
= 0.;
0.

B

la iteracidé de Newtonx*/
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x[8] = 0.
x [9] 5 8
x[10] = 0.;
x[11] = 2

]
e

o

x[12] =
x[13] =
x[14] =
x [15] =

O = OO

x[16] =
x[17] =
x[18] =
x[19] =

= O O O

x[20] =
x[21] =
x[22] =
x[23] =

o O O o

}

5 void newtonFirst (double x[], int n, void(*campFirst) (double, double*, int,
doublex*)){

void omplir (double *x);

int rk45f (double #*x, double y[], int n, double #*h, int sc, double tol,
double *atf, double #*aer, void(*camp) (double, double*, int, doublex*));

/*Suposem que tenim la diferencialx*/

double *xA, *b, *d, z[4], *aux, error = 1, h, atf, aer, tol, distT,
distL, t;

int i = 0, j, k, sc;

/*Inicialitzem els punters del sistema lineal Ax = b i auxiliarsx*/

A = (double **x)malloc (4xsizeof (doublex));
if (A == NULL){
printf ("No hi ha memdria suficient \n");
exit (1) ;
}
for(j=0; j<4; j++){
A[j]l] = (double * )malloc (4xsizeof (double));

if (A[j1 == NULL){

printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (2);

}

aux = (double *)malloc (4*xsizeof (double)) ;
if (aux == NULL){
printf ("No hi ha memdria suficient \n");
exit (3);
}

b = (double *)malloc (4*sizeof (double));
if (b == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (4) ;
}
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d = (double *)malloc(sizeof (double)) ;

if (d == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (5) ;

}

/*Variables pel runge-kuttax*/

sc=1;

atf=(2*M_PI)/ws;

aer= 1;
tol=1.e-12;

while (fabs(error) > Error && i < maxIt){
/*a és un vector de quatre components que és solucid del sistema DF(z0
Ja = -F(z0)x*/
for (k=0; k<4; k++){
z[k] = x[k];
}

t=0.e0; //Actualitzem el temps per calcular la imatge de P(x)
omplir (x);

/*0btenim la imatge de P(x) mitjancant el flux*/

h=1.e-1;

while (!(rk45f(&t, x, 20, &h, sc, tol, &atf, &aer, camp))){

}

/*Escrivim les components obtingudes de x al nostre sistemax*/

for(j=0; j<4; j++){

bljl = - x[j] + z[jl; // G(z) = F(z) - z, volem amb el signe canviat
pel métode de Newton
}
error = sqrt((b[0] * b[0]) + (b[11*b[1]) + (b[2]1*b[2]) + (b[3]1*b[3]1))

>

printf ("norma funcid: %e\n",error);

for (k=0; k<4; k++){
for(j=0; j<4; j++){
Alk][j] = x[4*x(k + 1) + jl; //Components de la matriu diferencial
DP (x)
}
}

/*Hem de restar la identitat a la nostra matriu diferencialx*/

Afol[0] = Afol[0] - 1;
AC11[1]1 = A[1]1[1]1 - 1
A[2][2] = A[2][2] - 1;
A[31[3] = A[3]1[3] - 1;

solis(A, aux, b, 4, d);

/*Actualitzem la iteracid de newton*/
for (k=0; k<4; k++){

x[k] = z[k] + aux[k];
}

i++
}
/*Freex*/

free (aux) ;
free(b);
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30

free(d) ;

for(j=0; j<4; j++){
free(A[j1);

}

free(A);

Finalment, presentem 1'iltim programari emprat al treball. En concret, aquest s’uti-

litza per a trobar I’orbita periodica del punt L presentada a 5.2.

/*Autor: Arnau Ruiz Sebastianx/

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <complex.h>
#include "solis.h"
#include "vaive.h"

#define mu 0.012505819187 //Mu Terra-Lluna

#define as 388.8111430233 //Distancia mitja

#define ws 0.925195985518 //Freqiiéncia Sol-Terra-Lluna

#define ns 0.0748040144814 //Moviment mig del Sol respecte el sistema
Terra-Lluna

#define ms 328900.549999 // Massa del Sol

; #define maxIt 5 //Iteracions maximes del métode de Newton

#define Error 1e-12 //Error del métode de Newton
#define L1 -1.157032814896987 //Punt L1

double e;

int main ()

3 {

void omplir (double *x);
int rk45f (double #*x, double y[], int n, double #*h, int sc, double tol,

double *atf, double #*aer, void(*camp) (double, double*, int, doublex*));

void camp(double t, double x[], int n, double y[]);
void dist(double x[], double r[], double t);

void inicialitzarmatriu(double mv[4][4], double r[3], double x[], double

t);
void newtonfirst (double x[], double y[], double t[], double s[], int n,
void (*camp) (double, double*, int, double*));
int newton(double *x, double x0[], double x1[], double x2[], double x3
[1, int n, void(*camp) (double, double*, int, doublex*), double delta,
double y1[17]);

//Inicitalitzem les variables
char ¢ = ’c¢c’;
int n, sc, j, k, nv, i=0;

double tol, aer, h, atf, tO, t1, t2, t3, t4, x[24], y[24], t[24], s[24],

**D, delta = 0.001, aux[17], yO[17], y1[17], v[17], norma;
double complex *vap, **vep;
FILE* fp;
FILE* fp2;

D = (double **)malloc (4*sizeof (doublex*)) ;
if (D == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
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exit (1) ;
}
for(j=0; j<4; j++){
D[j]l = (double * )malloc (4*xsizeof (double));

if (D[j]1 == NULL){
printf ("No hi ha meméria suficient \n");
exit (2);
}
}
vap = (double complex*)malloc (4*sizeof (double complex));
if (vap == NULL){
printf ("No hi ha memdria suficient \n");
exit (3);
}
vep = (double complex**)malloc (4*sizeof (double complexx*));
if (vep == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (4);
}

for(j=0; j<4; j++){
vep[j]l = (double complex* )malloc (4*xsizeof (double complex)) ;

if (vep[j] == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (5) ;
}
}
n=24;

/*Arranquem el métode de continuacid*/

/*Primer puntx*/

e = 0.0001;

fp2=fopen("e.txt", "w");

fprintf (fp2, "%1f %1f \n", x[0], e);
i++;

/*Sistema 1%/

x[0]= L1;

x[1]=0.;

x[2]=0.;

x[3]1=0.;

omplir(x); //Omplim la resta del sistema

/*Sistema 2 */

y[0]l= L1;
y[1]l= 0.;
y[2]= 0.;
y[31= 0.;

omplir(y); //Omplim la resta del sistema

/*Sistema 3 */

t[0]= L1;
t[1]= 0.;
t[2]= 0.;
t[3]= 0.;

omplir(t); //Omplim la resta del sistema
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/*Sistema 4%/

omplir(s);

/* Newtonx*/
newtonfirst (x,

/*Segon punt */
e + delta;

/*Sistema 1%/
omplir (x);
/*Sistema 2 */
omplir (y);
/*Sistema 3 x/
omplir (t);
/*Sistema 4%/
omplir(s);

/* Newtonx*/
newtonfirst (x,

20,

resta

resta

resta

resta

20,

del

del

del

del

//0mplim la resta del sistema

camp) ;

sistema

sistema

sistema

sistema

camp) ;
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fprintf (fp2, "%1f %1f \n", x[0], e);
i++;

/*Fem continuacid*/
while(e <= 1 && e > 0){

/*Calculem vx/

for(j=0; j<17; j++){
v[jl = (y1[jl - yo[jl);

}

norma = 0.0;

for(j=0; j<17; j++){
norma += (v[jl*xv[jl);

}

norma = sqrt(norma) ;

for(j=0; j<17; j++){
v[jl = v[jl/norma;

}

//Ens guardem en una variable auxiliar la iteracid
for (k=0; k<4; k++){
aux [k] = x[k];

}

for(k=0; k<4; k++){
aux [4+k] = y[k];

}

for(k=0; k<4; k++){
aux [8+k] = t[k];

}

for (k=0; k<4; k++){
aux [12+k] = s[kl;

}

aux [16] = e;

//Actualitzem la condicid incial per Newton
if (e + deltaxv[16] <= 1){
for(k=0; k<4; k++){
x[k] += deltaxv[k];
}
for(k=0; k<4; k++){
y[k] += deltaxv[4+k];
}
for(k=0; k<4; k++){
t[k] += delta*v[8+k];
}
for(k=0; k<4; k++){
s[k] += delta*xv[12+k];
}
e = e + deltaxv[16];
Yelse if(v[16] '= 0){
printf ("Pas especial de continuacidé \n");
delta = (1-e)/v[16];
for(k=0; k<4; k++){
x[k] += deltaxv[k];
}
for(k=0; k<4; k++){
y[k]l += deltaxv[4+k];
}
for(k=0; k<4; k++){
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}

t[k] += deltax*v[8+k];

}

for(k=0; k<4; k++){
s[k] += deltaxv[12+k];

}
e

= e + deltaxv[16];

omplir (x);
omplir (y);
omplir (t);
omplir(s);

t0=0.¢€0;

fprintf (fp2, "%1f J1f \n",
i++;

while (newton (&t0, x, y, t,
//Desfem
for(k=0; k<4; k++){

}

x[k] = aux[k];

}

for(k=0; k<4; k++){
y[k] = aux[4+k];

}

for(k=0; k<4; k++){
t[k] = aux[8+k];

}

for(k=0; k<4; k++){
s[k] = aux[12+k];

}

e = aux[16];

x[0], e);

S,

24, camp,

delta,

//Reduim el pas delta i tornem a iterar

delta

delta/2;

for (k=0; k<4; k++){
x[k] += deltaxv[k];

}

for (k=0; k<4; k++){
y[k] += deltaxv[4+k];

}

for(k=0; k<4; k++){
t[k] += deltaxv[8+k];

}

for(k=0; k<4; k++){
s[k] += deltaxv[12+k];

}
e

= e + deltaxv[16];

omplir (x);
omplir (y);
omplir (t);
omplir(s);
t0=0.e0;

//Actualitzo la iteracid
for(j=0;

}

yo[j]

j<17; j++){
y1[jl;
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4

}

for(j=0; j<4; j++){
y1[jl = x[j];

}

for(j=0; j<4; j++){
y1[4+3]1 = y[jl;

}

for(j=0; j<4; j++){
y1[8+j1 = t[jl;

}

for (j=0; j<4; j++){
yi1[12+3]1 = s[jl;

}

y1[16] = e;

}
/*Dibuixem 1’drbitax/
fp=fopen("tir_op.txt", "w");

t0=0.e0;

sc=1;
atf=(2*M_PI)/ws;
tol=1.e-12;
h=1.e-5;

fprintf (fp, "%1f %1f %1f %1f %1f \n", tO0, x[0], x[1], x[2], x[3]);
j =0

while (!(rk45f (&t0, x, 4, &h, sc, tol, &atf, &aer, camp))){
fprintf (fp, "%1f %1f %1f %1f %1f \n", tOo, x[0], x[11, x[2], x[31); //
Dibuixem 1’dérbita

}

/*Alliberem memdria*/

fclose (fp);

fclose (fp2);

return O;

; void camp(double t, double x[], int n, double f[]){

void dist (double x[], double r[], double t);

void inicialitzarmatriu(double mv[4][4], double r[3], double x[], double
®) 3

/*Edo per calcular el campx*/

/*x[]1 = (x, y, 27, y?)*/

double rpt, rpl, rps, rl[3], mv[4][4];

/*Primer calculem les distancies*/
dist(x, r, t);

rpt = r[0];
rpl = r[1];
rps = r[2];

/*Camp de 1’d6rbitax*/

f[0]= x[2];

f[1]1= x[3];

£f[2]= 2% x[3] + x[0] - ((1 - mu)/(rpt*rpt*rpt))*(x[0] - mu) - ((mu)/(rpl
*xrpl*rpl))*(x[0] - mu + 1);
£[2] += -ex(ms*(x[0] -as*xcos(t-(ns*t)))/(rps*rps*rps)) - ex((ms/(as*as
))*cos(t- (ns*t)));
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379

}

}

£[3]= -2 x x[2] + x[1] - ((1 - mu)/(rptxrpt*xrpt))*x[1] - ((mu)/(rpl*xrplx
rpl) ) *x[1];
£f[3] += -e *(ms*(x[1] +as*sin(t-(ns*t)))/(rps*rps*rps)) + ex*((ms/(asx*
as))*sin(t- (ns*t)));

if(n == 4){
return;

}

/*Aportacid de les variacionals*/

inicialitzarmatriu(mv, r, x, t); /*Ara inicialitzem la matriu
diferencial del sistemax/

f[4] = x[12];
£f[5] = x[13];
f[6] = x[14];
£[7] = x[15];

£f[8] = x[16];
£[9] = x[17];
f[10] = x[18];
£f[11] = x[19];

£f[12] = mv[2]1[0] * x[4] + mv[2][1] = x[8] + 2% x[16];
£f[13] = mv[2]1[0] * x[5] + mv([2][1] * x[9] + 2% x[17];
f[14] = mv[2][0] * x[6] + mv[2][1] * x[10] + 2% x[18];
f[15] = mv[2][0] * x[7] + mv[2][1] * x[11] + 2% x[19];
f[16] = mv[3]1[0] * x[4] + mv[3][1] * x[8] - 2% x[12];
f[17] = mv[3][0] * x[5] + mv[3][1] * x[9] - 2% x[13];
f[18] = mv[3][0] * x[6] + mv[3][1] * x[10] - 2% x[14];
£f[19] = mv[3][0] * x[7] + mv[3][1] * x[11] - 2% x[15];
if(n == 20){return;}

£[20] = x[22];

f[21] = x[23];

£f[22] = mv[2][0] * x[20] + mv[2][1] * x[21] + 2x x[23] -(msx*(x[0] -asx*
cos(t-(ns*t)))/(rps*rps*rps)) - ((ms/(as*as))*cos(t- (ns*t)));

£f[23] = mv[3][0] * x[20] + mv[3][1] * x[21] - 2x x[22] -(msx*(x[1] +asx*
sin(t-(ns*t)))/(rps*rps*rps)) + ((ms/(as*as))*sin(t- (ns*t)));

3 void dist (double x[], double r[3], double t){

/*Funcid per a calcular les distancies rpt, rpl i rps*/

r[0] = sqrt((x[0] - mu)*(x[0] - mu) + (x[1]1*xx[1]1));
r[1] = sqrt((x[0] - mu + 1)*(x[0] - mu + 1) + (x[11*x[11));
r[2] = sqrt((x[0] - asx*xcos(t-(mns*t)))*(x[0] - as*cos(t-(ms*t))) + (x[1]

+ as*sin(t-(ns*t)))*(x[1] + as*sin(t-(ns*t))));

void inicialitzarmatriu(double mv[4][4], double r[3], double x[], double t

){

double rpt, rpl, rps, rpt_5, rpl_5, rps_5;

rpt = r[0];
rpl = r[1];
rps = r[2];
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rpt_5 = rpt*xrpt*xrpt*xrpt*rpt;
rpl_5 = rpl*rpl*rpl*rpl*rpl;
rps_5 IpPS*rps*rps*rps*rps;

/*0mplo la matriu v del sistema variacional*/

mv [0] [0] =
mv [0] [1] =
mv [0] [2] =
mv [0] [3] =

.o o e

O = O O

.o

mv [1] [0] =
mv [1] [1] =
mv [1] [2] =
mv [1] [3] =

.. . e

= O O O

.o

mv [2][0] = 1 - ((1- mu)*(rpt*rpt - 3*(x[0]- mu)*(x[0]-mu))/(rpt_5)) -
(((mu) *(rpl*rpl -3*(x[0] - mu + 1)*(x[0] - mu + 1)))/(rpl_5));

mv [2] [0] += - ( e*(ms) * (rps*rps - 3 * (x[0] - asx*cos(t - (ms*t))) * (x
[0] - as*cos(t - (mns*t)))) /(rps_5) ); // dfil/dx

mv [2] [1] = ((1 - mu)*(x[0] - mu) * 3 *x x[1])/(rpt_5) + (3 * mu * x[1] =*
(x[0] - mu + 1) )/(rpl_5);

mv [2][1] += ((3 * ex ms * (x[0] - as*cos(t - (ms*t))) * (x[1] + as*sin(
t - (ns*t))))/(rps_5)); //df1l/dy

mv [2] [2] = O;
mv [2] [3] = 2;
mv [3]1[0] = + ((3 * (1- mu) * x[1] * (x[0] - mu))/(rpt_5)) + (3 * mu * x

[1] * (x[0] - mu + 1))/(rpl_5);
mv [3] [0] += ((3 * e*x ms * (x[0] - as*cos(t - (ms*t))) * (x[1] + as*sin(t
- (ns*t))))/(rps_5)); //df2/dx

mv [3][1] = 1 - ((1-mu) * ((rpt*rpt) - (3 * x[1] * x[1]1))/(rpt_5)) - (((
mu) * ((rpl * rpl) - (3 * x[1] * x[1]1)))/(rpl_5));

mv [3]1[1] -= (((e*ms) * (rps * rps - 3 * (x[1] + as*sin(t - (ms*t))) * (
x[1] + as*sin(t - (ms*t)))))/ (rps_5)); //df2/dy

mv [3] [2] = -2;

mv [3] [3] = 0;

void newtonfirst(double x[], double y[l, double t[], double s[], int n,

void (*camp) (double, double*, int, double*)){

void omplir (double *x);

int rk45f (double #*x, double y[], int n, double #*h, int sc, double tol,
double *atf, double #*aer, void(*camp) (double, double*, int, doublex*));

/*Suposem que tenim la diferencialx*/

double **A, *b, *d, z[16], *aux, error = 1, h, atfl, atf2, atf3, atf4d,
aer, tol, tl, t2, t3, t4;

int i = 0, j, k, sc;

/*Variables pel runge-kuttax*/

sc=1;

atf1=(2*M_PI)/(4*ws) ;

atf2=(2*2*M_PI)/(4*wus) ;
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481
482
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485
486
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488
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509

atf3=(3*x2xM_PI)/(4*ws) ;
atf4=(2%M_PI)/(ws);
aer= 1;

tol=1.e-12;

h=1.e-5;

/*Inicialitzem els punters del sistema lineal Ax

A = (double **)malloc (16*sizeof (doublex)) ;

if (A == NULL){
printf ("No hi ha memdria suficient \n");
exit (1) ;

}

for(j=0; j<16; j++){
A[jl = (double * )malloc(16*sizeof (double)) ;

if (A[j] == NULL){

printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (2);

}

aux = (double *)malloc(16*xsizeof (double));
if (x == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (3);
}

b = (double *)malloc (16*sizeof (double));
if (x == NULL){
printf ("No hi ha memdéria suficient \n");
exit (4) ;
}

d = (double *)malloc(sizeof (double));

if (d == NULL){
printf ("No hi ha memdria suficient \n");
exit (5) ;

}

while (fabs (error) > Error && i < maxIt){
/*Guardem la iteracid x_k i calculem x_(k+1)x/
for(j=0; j<4; j++){
z[j]1 = x[j1;
}
for(j=0; j<4; j++){
z[4+3]1 = y[j];
}
for(j=0; j<4; j++){
z[8+j] = t[j];
}
for(j=0; j<4; j++){
z[12+j] = s[jl;
}

b i auxiliarsx*/

//Actualitzem el temps per calcular la imatge de P(x)

t1=0.e0;
t2=atfl;
t3=atf2;
t4=atf3;
omplir (x);
omplir (y);
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omplir (t);
omplir(s);

/*0btenim la imatge de P(x) mitjancant el flux pels 4 sistemesx*/
while (!(rk45f (&t1l, x, 20, &h, sc, tol, &atfl, &aer, camp))){}
while (!(rk45f (&t2, y, 20, &h, sc, tol, &atf2, &aer, camp))){}
while (!(rk45f (&t3, t, 20, &h, sc, tol, &atf3, &aer, camp))){}
while (!(rk45f (&t4, s, 20, &h, sc, tol, &atf4, &aer, camp))){}

/*Escrivim les components obtingudes de x al nostre sistemax/

for(j=0; j<4; j++){
bljl = - x[j] + z[4 + j];
}
for(j=4; j<8; j++){
bljl - y[(j%4)] + z[8+(j%4)];
}
for(j=8; j<12; j++){

bl[jl = - t[(j%4)] + z[12 + (441,
}
for(j=12; j<16; j++){
bli1 = - s[(3%4)1 + z[(j%a)71;
}
error = 0.;

for(j=0; j<16; j++){
error += (b[j]l * b[jl);
}

error = sqrt(error);

//Matriu diferencial del multi-shotting
for (k=0; k<16; k++){
for(j=0; j<16; j++){
A[k]1[j] = 0.; //La omplim de zeros
}
}

//Components de la matriu diferencial del primer sistema
for(k=0; k<4; k++){
for(j=0; j<4; j++){
ATkI[j] = x[4*x(k + 1) + jI;

}
}
/* - ID sistema 1%/
Afol[4] = - 1;
A[11[5] = - 1;
Af2][6] = - 1;
A[3]1[7] = - 1;

//Components de la matriu diferencial del segon sistema
for (k=4; k<8; k++){

for(j=4; j<8; j++){

Alk]1[j] = y[4*x((k%4) + 1) + (j44)]1;

}
}
/* - ID sistema 2%/
A[4][8]
A[5][9] ;
Alel[10] = - 1;
A[7][11] 1

non
I
-
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571 //Components de la matriu diferencial del tercer sistema
572 for (k=8; k<12; k++){

573 for(j=8; j<12; j++){

574 ATk]I[j] = t[4x((k%4) + 1) + (j%4)1;
575 }

576 }

577 /* - ID sistema 3%/

578 A[8][12] = - 1;

579 A[9]1[13] = - 1;

580 A[10][14] = - 1;

581 A[11][15] = - 1;

582

583 //Components de la matriu diferencial del quart sistema
584 for(k=12; k<16; k++){

585 for(j=12; j<16; j++){

586 ATk]I[j] = s[4x((k%4) + 1) + (j%d)1;
587 }

588 }

589 /* - ID sistema 4x*/

590 A[12][0] = - 1;

591 A[131[1]1 = - 1;

592 A[14]1[2] = - 1;

593 A[151([3] = - 1;

594

595 solis (A, aux, b, 16, d);

596 printf ("Estic dins del newtonfirst i = %d \n", i);
597 /*Actualitzem la iteracid de Newton*/
598

599 for(j=0; j<4; j++){

600 x[j]1 = z[j]1 + aux[j];

601 i

602 for(j=0; j<4; j++){

603 y[jl = z[4+j] + aux[4+j];

604 i

605 for(j=0; j<4; j++){

606 t[j] = z[8+j] + aux[8+j];

607 }

608 for(j=0; j<4; j++){

609 s[j]l = z[12+j] + aux[12+j];

610 }

611

612 i++;

613 }

614

615 /*Freex*/

616 free (aux) ;

617 free(b);
618 free(d);
619 for (j=0; j<16; j++){

620 free(A[j]);
621 }

622 free(A);

623

624 }

625

626 void omplir (double #*x){
627 x[4] = 1.;
628 x[5] = 0.;
629 x[6] = 0.;
630 x[7] = 0.;

631
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632 x[8] = 0.;
1

633 x[9] = 1.;
634 x[10] = 0.;
635 x[11] = 0.;
636

637 x[12] = 0.;
638 x[13] = 0.;
639 x[14] = 1.;
640 x[15] = 0.;
641

642 x[16] = 0.;
643 x[17] = 0.;
644 x[18] = 0.;
645 x[19] = 1.;
646

647 x[20] = 0.;
648 x[21] = 0.;
649 x[22] = 0.;
650 x[23] = 0.;
651 F

652

653 int newton(double *t0, double x[], double y[], double t[], double s[], int
n, void(*camp) (double, double#*, int, double*), double delta, double yl
[1O<{

654 void omplir (double *x);

555 int rk45f (double #*x, double y[], int n, double #*h, int sc, double tol,
double *atf, double #*aer, void(*camp) (double, double*, int, doublex*));

657 /*Suposem que tenim la diferencialx*/

658 double *xA, *b, *d, z[17], *aux, error = 1, h, aer, tol, norma, ti1, t2,
t3, t4, atfl, atf2, atf3, atf4;

659 int i = 0, j, k, sc;

660

661 /*Inicialitzem els punters del sistema lineal Ax = b i auxiliarsx*/

662

663 A = (double **x)malloc(17*sizeof (doublex)) ;

664 if (A == NULL){

665 printf ("No hi ha memdria suficient \n");

666 exit (1) ;

667 i

668 for(j=0; j<17; j++){

669 A[j]l] = (double * )malloc(17*sizeof (double));

670

671 if (A[j] == NULL){

672 printf ("No hi ha memdéria suficient \n");

673 exit (2);

674 ¥

675 }

676

677 aux = (double *)malloc(17*sizeof (double));

678 if (x == NULL){

679 printf ("No hi ha memdria suficient \n");

680 exit (3);

681 ¥

682

683 b = (double *)malloc(17*sizeof (double)) ;

684 if (x == NULL){

685 printf ("No hi ha memdéria suficient \n");

686 exit (4) ;

687 ¥

688
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/*Variables pel runge-kuttax*/
sc=1;
atf1=(2*M_PI)/(4*ws) ;
atf2=(2*2*M_PI) /(4*wus);
atf3=(3%2%xM_PI)/(4%xws);
atf4=(2*M_PI)/(ws);
aer= 1;

tol=1.e-12;
h=1.e-5;

while (fabs(error) > Error && i < maxIt){
/*a és un vector de quatre components que és solucid del sistema DF(zO0
Ja = -F(z0)x*/
printf ("Iteracié i= %d de newton\n", i );
for(j=0; j<4; j++){
z[j1 = x[j];
}
for(j=0; j<4; j++){
z[4+3]1 = y[j];
}
for(j=0; j<4; j++){
z[8+j1 = t[jl;
}
for(j=0; j<4; j++){
z[12+j]1 = s[jl;
}
z[16] = e;

*t0=0.¢e0;
t2=atfl;
t3=atf2;
t4=atf3;
omplir (x);
omplir (y);
omplir (t);
omplir (s);

/*0btenim la imatge de P(x) mitjangant el fluxx*/

while (!(rk45f(t0, x, 24, &h, sc, tol, &atfl, &aer, camp))){}
while (!(rk45f (&t2, y, 24, &h, sc, tol, &atf2, &aer, camp))){}
while (!(rk45f (&t3, t, 24, &h, sc, tol, &atf3, &aer, camp))){}
while (!(rk45f (&t4, s, 24, &h, sc, tol, &atf4, &aer, camp))){}

for(j=0; j<4; j++){
bl[jl = - x[j] + z[4 + j1;
}
for(j=4; j<8; j++){
b[j] - yL(3%a)] + z[8+(jh4)];
}
for(j=8; j<12; j++){

bljl = - t[(j%4)] + z[12 + (j%4)];
}
for(j=12; j<16; j++){

bl[jl = - s[(j%4)] + z[(j%d)]1;
}

//Calculem la norma
norma = 0.0;
for(k=0; k<17; k++){
norma += (z[k]-y1[k])*(z[k]l-y1[k]);
}
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749 b[16] = - norma + deltaxdelta; //Corresponent a 1l’equacidé de 1la
circumferéncia

750
751 error = 0.0;

752 for(k=0; k<16; k++){

753 error += (b[k] * b[k]);

754 }

756 error = sqrt(error);

758 //Matriu diferencial

759 for(k=0; k<17; k++){

760 for(j=0; j<17; j++){

761 Alk]I[j]1 = 0.

762 i

763 }

764

765 //Components de la matriu diferencial del primer sistema
766 for(k=0; k<4; k++){

767 for(j=0; j<4; j++){

768 Alk]I[j] = x[4x(k + 1) + jl;

769 }

770 ¥

771 /* - ID sistema 1%/

772 A[0][4] = - 1;

773 A[1]1[5] = - 1;

774 A[2][6] = - 1;

775 A[3]1[7] = - 1;

776

777 //Components de la matriu diferencial del segon sistema
778 for(k=4; k<8; k++){

779 for(j=4; j<8; j++){

780 Alk]I[j] = y[4x((k%4) + 1) + (4D,
781 }

782 ¥

783 /* - ID sistema 2%/

784 A[4]1[8] = - 1;

785 A[51[9] = - 1

786 A[6]1[10] = - 1;

787 A[7]1[11] = - 1

788

789 //Components de la matriu diferencial del tercer sistema
790 for(k=8; k<12; k++){

791 for(j=8; j<12; j++){

792 Alk]I[j]1 = t[4x((k%4) + 1) + (4D ];
793 T

794 ¥

795 /* - ID sistema 3%/

796 A[8][12] = - 1;

797 A[9]1[13] = - 1;

798 A[10][14] = - 1;

799 A[11][15] = - 1;

800

801 //Components de la matriu diferencial del quart sistema
802 for(k=12; k<16; k++){

803 for(j=12; j<16; j++){

804 Alk]1[j] = s[4x((k%4) + 1) + (jr4)1;
805 ¥

806 ¥

807 /* - ID sistema 4%/

808 Al12]1[0] = - 1;
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809 A[13][1] = - 1;

810 A[14]1[2] = - 1;

811 A[15]1[3] = - 1;

812

813 /*Elements de la diferencial degut a l’altima equacid*/

814 for(j=0; j<4; j++){

815 A[16]1[j] = 2*(x[j]1 - y1[j1);

816 }

817 for(j=4; j<8; j++){

818 AT16]1[j] = 2*x(y[j%4] - y1l[jl);

819 }

820 for(j=8; j<12; j++){

821 A[161[j] = 2*%(t[j%4] - y1[iD);

822 }

823 for(j=12; j<16; j++){

824 A[161[j] = 2*x(s[j%4] - y1[jiD);

825 }

826 A[16][16] = 2x(e - y1[16]);

827

828 //Resta les derivades de les equacions diferencials respecte el
parametre e

829

830 for(j=0; j<4; j++){

831 A[jl[16] = x[20 + jI;

832 }

833 for(j=4; j<8; j++){

834 A[jl[16] = y[20 + (j%4)];

835 }

836 for(j=8; j<12; j++){

837 A[jl[16] = t[20 + (j%4)];

838 }

839 for(j=12; j<16; j++){

840 A[jl[16] = s[20 + (j%4)1;

841 }

842

843 solis (A, aux, b, 17, d);

844

845 /*Actualitzem la iteracio de newton*/

846 for (j=0; j<4; j++){

847 x[j] = z[j] + aux[j];

848 }

849 for(j=4; j<8; j++){

850 y[j%4]l = z[j]l + aux[j];

851 }

852 for(j=8; j<12; j++){

853 t[j%4] = z[j] + aux[jl;

854 }

855 for(j=12; j<16; j++){

856 s[j%4] = z[j] + aux[jl;

857 }

858 e = e + aux[16];

859

860 i++;

861 }

862

863 /*Freex*/

864 free (aux) ;

865 free(b);

866 for(j=0; j<17; j++){
867 free(A[j]);

868 T
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869
870
871
872
873
874
875 }

free(A);

if (i >= maxIt){

return 1;
}

return O;

//Reduim el pas delta
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