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Abstract

The Suslin’s Problem is a well-known discussion in set theory about the characteriza-
tion of the real line (R, <). It is known that if we have (X, <) a totally ordered set, without
extremes, dense, complete and separable, then (X, <) is isomorphic to the real line (R, <).
The Suslin’s problem is the discussion whether, changing the separable hypothesis to the
countable chain condition, we can affirm the same result.

Under ZFC it is undecidable, so in this project, we explain this problem in detail, and
we also introduce new axioms on which we can discuss the truth, falsity or undecidability
of Suslin’s hypothesis.

Resumen

El problema de Suslin es una discusion conocida en teoria de conjuntos que habla de
la caracterizacion de la recta real (R, <). Es conocido que si tenemos (X, <) un conjunto
totalmente ordenado, sin extremos, denso, completo y separable, entonces (X, <) es iso-
morfo a la recta real (R, <). El problema de Suslin es la discusién de si, cambiando la
hipétesis de separable, por la condicién de cadena numerable, podemos afirmar el mismo
resultado.

Bajo ZFC es indecidible, de modo que en este proyecto, exponemos en detalle este
problema e introducimos nuevos axiomas sobre los cuales podremos discutir la veracidad,
falsedad o indecidibilidad de la hipétesis de Suslin.
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1. Introduccion

1.1. El problema de Suslin en contexto

En 1920, al final del primer volumen de Fundamenta Mathematicae aparecié una lista
de problemas, uno de los cuales se atribuyé a Mikhail Suslin, un matemaético ruso nacido
en 1894. Dicho problema llegaria a conocerse como el problema de Suslin.

Después de la reunificaciéon de Polonia en 1918, los aspirantes a matematicos tomaron
la decisién de centrarse en la teoria de conjuntos y dreas relacionadas y de publicar una
nueva revista para promover la investigacion internacional en esta area. Este fue el origen
de Fundamenta Mathematicae, que se convirtié en el principal conducto académico en
“matemadticas fundamentales” durante las décadas de 1920 y 1930. Esa primera lista de
problemas tenia que ver con posibles consecuencias de la Hipétesis del Continuo (CH)
o cuestiones de la emergente teoria descriptiva de conjuntos. Estos problemas se resol-
verian, pero, por el contrario, el problema de Suslin creceria en importancia a través de
su irresolucién.

Georg Cantor, el fundador (junto a Richard Dedekind) de la teoria de conjuntos, habia
caracterizado los tipos de orden de los racionales y los reales en su Beitrage de 1895, la
presentacién de su teoria de lo transfinito. George Cantor demostré que el orden de los
reales es ese conjunto totalmente ordenado, denso, tnico, sin extremos, completo (es
decir, en el que cada subconjunto acotado tiene supremo) y separable (es decir, tiene un
subconjunto denso, numerable). El problema de Suslin pregunta si esta tltima condicién
puede debilitarse a la condicién de cadena numerable (c.c.c.): toda familia de subconjuntos
abiertos, disjuntos dos a dos, no vacios, es numerable. [Kan11]

Es decir, el problema de Suslin es el siguiente:

Supongamos que tenemos un conjunto (X, <) totalmente ordenado, denso, completo,
sin extremos, y que tiene la c.c.c. Entonces, { (X, <) es isomorfo a la recta real, (R, <)?

La respuesta afirmativa a esta pregunta se conoce como la Hipétesis de Suslin (SH).

Entonces, SH puede ser expresada como: todo conjunto totalmente ordenado, denso
que satisfaga la c.c.c. es separable. De este modo, se requiere el estudio de la existencia
de un conjunto totalmente ordenado que satisfaga la c.c.c. y no sea separable, es decir, el
estudio de la existencia de rectas de Suslin.

Resulté que este problema era indecidible sobre la base de los axiomas habituales
(ZFC) de la teorfa de conjuntos.

1.2. Motivacion

Tal como se comenta anteriormente, el problema de Suslin es indecidible bajo ZFC,
es decir, no puede ser demostrado ni rechazado bajo la base de los axiomas habituales
(ZFC) de la teorfa de conjuntos.

Decimos que un conjunto de afirmaciones S es consistente, y lo escribimos Con(.S) si
para ninguna proposicién légica p, se pueden probar p y —p simultdneamente.

Se dice que una proposicién légica p es consistente con una teoria T si T'U {p} es
consistente, y lo escribiremos Con(7" + p). Si tanto p como —p son consistentes con T,
entonces decimos que p es independiente de T', es decir, ni p ni —p se pueden demostrar



a partir de T.
Entonces, en el caso que estudiaremos en esta memoria tenemos:
Con(ZFC) — Con(ZFC+-SH),
Con(ZFC) — Con(ZFC+SH).
De este modo, SH es independiente de ZFC.

El objetivo de este trabajo es ver bajo la introduccion de qué nuevos axiomas resul-
ta afirmativa, negativa o si continia siendo indecidible la respuesta cuestionada en el
problema de Suslin.

1.3. Estructura de la memoria

La memoria se ha escrito basandose en el libro de Kenneth Kunen Set Theory: An
Introduction to Independence Proofs, |Kun83] donde Kunen trata, entre otros temas, el
problema de Suslin. De este modo, se ha seguido este libro y en la memoria nos encon-
tramos con resultados y demostraciones realizadas por Kunen, ademas de otras anadidas,
propuestas como ejercicios para el lector en [Kun83].

Las demostraciones de la memoria son mas detalladas que las que nos encontramos
en el libro de Kunen a causa de la falta de argumentacién (debida a la suposicién de
algunos de los argumentos necesarios) de algunos de los resultados que aparecen en las
demostraciones.

En el libro Set Theory de Thomas Jech [Jec78] también se encuentran muchos de los
conceptos y de las demostraciones vistas en la memoria, de modo que este libro se ha
consultado en alguna ocasién, ain sin llegar a utilizar explicitamente sus resultados.

También hay que tener en cuenta que se dan por conocidos los resultados vistos en la
asignatura de Teorfa de Conjuntos Elemental.

La estructura seguida en el trabajo es la siguiente:

El trabajo se inicia con una serie de conceptos preliminares, necesarios para la compre-
sién del trabajo por parte del lector. Dentro de esta seccién trataremos tanto conceptos y
resultados bésicos de teoria de conjuntos (vistos y demostrados en el curso de Teoria de
Conjuntos Elemental), como definiciones generales de drboles, puesto que son conceptos
que apareceran de forma muy recurrente a lo largo de toda la memoria.

Posteriormente, hablaremos de drboles k-Suslin y x-drboles, conceptos que seran claves
para llegar a los resultados deseados. Dentro de este apartado introduciremos también el
concepto de arbol bien podado y veremos que para todo x regular, todo k-arbol tiene un
k-subarbol bien podado, un resultado interesante que serd 1til en otras varias ocasiones.
Finalmente, hablaremos también de arboles k-Aronszajn puesto que dentro de este tipo
de arboles se encuentran los arboles x-Suslin.

A continuacién introduciremos la hipétesis de Suslin (SH), viendo de dénde surge su
relevancia. Para ello introduciremos el concepto c.c.c. y de recta de Suslin y veremos la
equivalencia entre la existencia de arboles wi-Suslin y la existencia de rectas de Suslin.

Miés tarde, enunciaremos el axioma de Martin (MA) con el objetivo de ver si anadiéndo-
lo a ZFC, entonces se cumple o no SH. Como introducimos un nuevo axioma, lo trataremos
con detalle y demostraremos resultados como que MA(2%) es falso y veremos también al-
gunas equivalencias de MA (k). Finalmente, demostraremos que MA (w;) implica SH.



Hablaremos seguidamente del axioma ¢ definiendo los conceptos previos necesarios, en-
tre los cuales se encuentran las definiciones de filtro, c.u.b. o estacionario. Introduciremos
también el concepto de arbol siempre-ramificado y veremos que si tenemos un wi-arbol
siempre-ramificado en el que toda anticadena maximal es numerable, entonces este drbol
es wi-Suslin. De nuevo, al introducir un nuevo axioma, lo trataremos con detalle, viendo
resultados relevantes como algunas propiedades referentes al filtro Cub(u) y a funciones
finitarias, con el objetivo de llegar a demostrar que ¢ implica =SH.

Finalmente, trataremos también la hipétesis del continuo (CH) y su versién generaliza-
da (GCH), por ser un tema de gran interés en la teoria de conjuntos. Veremos su relacién
con los axiomas introducidos viendo que ¢ implica CH y que MA(w;) implica ~CH.



2. Preliminares

En este capitulo veremos una serie de herramientas que nos serviran para formular el
problema de Suslin asi como obtener resultados sobre su estudio.

2.1. Definiciones basicas de teoria de conjuntos

Definamos primero los axiomas de ZFC, ya que es la teoria que seguiremos a lo largo
de toda la memoria.

Definicion 2.1. En légica y matemdticas, los axiomas de Zermelo-Fraenkel, son un sis-
tema axiomdtico concebido para formular la teoria de conjuntos. Se abrevian como ZF
o complementados por el axioma de eleccion, como ZFC. ZFC consta de los siguientes
nueve ariomas:

1. Azioma de extensionalidad

Ve(re A<>x € B)—~ A=B.

2. Principio de separacion

Para cada propiedad P(x) enunciada en l6gica de primer orden,

VAIBVx(z € B <> (x € AN P(x))).

3. Axioma del par
VeydAVu(u € A+ (u=x Vu=y)).

4. Axioma de la union

VAIBVz(z € B+ Jy(r € y Ay € A)).

5. Azioma del conjunto potencia

VA3BVx(z € B <z C A).

6. Axioma del infinito

JAWD ¢ AN (Vx € A)zU{z} € A).
7. Azioma de regularidad

VA(A# 0D — Jz(x e ANANz =0)).

8. Axzioma del reemplazo

Para cada propiedad F(x,y) enunciada en légica de primer orden,

Vaeyz(F(z,y) N F(z,2) = y=z) = VAIBVu(u € B <> Jy(y € AN F(y,u))).

9. Azioma de eleccion

VAD ¢ A= 3f(f: A= JAN (Vo € A)f(x) € 2)).
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Veamos a continuaciéon unas nociones bésicas sobre 6rdenes, puesto que son conceptos
que apareceran a lo largo de todo el trabajo.

Definicién 2.2. Un preorden es un par (A, <) tal que A es un conjunto y < es una
relacion en A transitiva y reflexiva. Decimos que (A, <) es un conjunto parcialmente
ordenado si ademds < es una relacion antisimétrica en A.

Introduzcamos ademas otro concepto que nos puede resultar 1til en algunos contextos.

Definicién 2.3. Un orden parcial estricto (o irreflexivo) es un par (A, <) donde < es
una relacion en A irreflexiva y transitiva (y, por lo tanto, asimétrica).

Observacion 2.4. A partir de ahora, definiremos los conceptos para conjuntos parcial-
mente ordenados, pero observemos que se pueden también definir los siguientes concep-
tos para dérdenes parciales estrictos, ya que, sea (A, <) un orden parcial estricto, pode-
mos definir la relacién transitiva, reflexiva y antisimétrica < en A como: sean x,y € A,
rlysrr<yVe=y.

De igual modo, dada < una relacién transitiva, reflexiva y antisimétrica, podemos
definir la relacién irreflexiva y transitiva < como: sean z,y € A, z <y < x < yAx Fy.

Definicién 2.5. Sea (A, <) un preorden. Decimos que dos elementos p,q € A son com-
patibles st
Jre A(r<pAr<gq).

Decimos que son incompatibles y lo escribimos p L q si, por lo contrario,
—Ire A(r <pAr<gq).

Definicién 2.6. Sea (P, <) un preorden, una cadena en P es un conjunto C C P tal
que Vp,q € C(p < qV q < p). Una anticadena en P es un conjunto A C P tal que

Vp,ge Ap#q—pLq).

Definicién 2.7. Un conjunto totalmente ordenado es un par (A,<) tal que A es un
conjunto y < es una relacion en A transitiva, reflexiva, antisimétrica y que cumple la
propiedad: Vr,y € A (x <yVy>x).

Definicién 2.8. Un conjunto bien ordenado es un conjunto (A, <) totalmente ordenado
en el que todo subconjunto no vacio de A tiene un elemento minimo. En este caso, decimos
que < es un buen orden o que < bien ordena A.

Definamos ahora los ordinales.
Definicion 2.9. Un ordinal es un conjunto transitivo o en el que la pertenencia
€a={(a,b) |lacanbeaNnacb}
es un buen orden.
Notacién 2.10. Usamos las variables o, 8,7 para referirnos a ordinales.
Definicién 2.11. La clase de los ordinales es On = {« | « es un ordinal}.

Observaciéon 2.12. € es el orden parcial estricto de la clase de los ordinales On.



Notacion 2.13. Si o y 8 son ordinales y no hay confusion, usamos < para el orden €,
es decir a < B <> o € S.

Definicién 2.14. El tipo de orden de un conjunto bien ordenado (A, <) es el inico ordinal
a tal que (A, <) = (a, €y). Usamos la notacién OT(A, <) para denotar el tipo de orden
de (A, <).

Definicion 2.15. La funcion sucesor en la clase On de los ordinales se define como
S(a) =aU{a}.
Definicién 2.16. Definimos el ordinal 0 como 0 = ().

Definicién 2.17. Decimos que un ordinal o es sucesor si a = S(B) para algin ordinal
B. Decimos que un ordinal es limite si no es 0 ni es un sucesor.

Introduzcamos ahora la aritmética ordinal, puesto que la usaremos a lo largo del traba-
jo. Definiremos las operaciones suma, producto y exponenciacién ordinal y veremos (sin
demostrar) algunos resultados importantes.

Definicion 2.18. La suma ordinal es la operacion + : On x On — On caracterizada
como:

1. a+0=aqa.
2. a+S(B)=S(a+p).
3. i 0 es limite, a + 6§ = supg5 + 3.

Definicion 2.19. El producto ordinal es la operacion - : On x On — On caracterizada
como:

1. a-0=0.
2. a-SB)=a-p+a.
3. 816 es limite, a- § = supgsa - 3.

Definicion 2.20. La exponenciacion ordinal es la operacion exp : On x On — On carac-
terizada como:

1. %=1
2. %) = of . q.

3. Sid es limite, o = SUPg<s ab.

Algunas propiedades de las operaciones con ordinales son:
Lema 2.21. . f<y—a+fB<a+yAB+a<y+a.

2. 8<yhNa#0—=a-b<a-yAf-a<y-a.

L a>1AB<y—a’ <a.

4. 0< B <y— Y <y™



5. (a+B)+y=a+(B+7).
6. (a-B)-v=a-(B-7).
7 a-(B+y)=a-B+a-7.
8 aftr =af. a.
9. a7 = (af).
Veamos ahora la divisién con resto, enunciamos esta proposiciéon debido a que aparecera
en algin resultado posterior.

Proposicién 2.22. (Division con resto) Para cualesquiera o, 3 € On con 8 # 0 existe
un unico par de ordinales v,n tales que

a=LF-y+nyn<p.

Definamos también el conjunto de los naturales.

Definicién 2.23. Un conjunto A es inductivo si ) € A y siempre que v € A, también
xU{z} € A

Definicion 2.24. El conjunto de los nimeros naturales se define como el menor conjunto
inductivo. Usamos la notacion w para referirnos a él.

Definicién 2.25. Definimos la funcion sucesor S : w — w como S(n) = nU{n} para
cada n € w.

Observaciéon 2.26. Todo nimero natural es un ordinal y w es un ordinal.

Hablemos ahora de cardinales.

Definicion 2.27. Un cardinal es un ordinal que mo es biyectable con ningin ordinal
menor que él.

Notacion 2.28. Usamos las variables &, pu, A para referirnos a cardinales.

Definicion 2.29. Sean k, i cardinales, definimos la relacion < de modo que Kk < p si y
solo si hay una aplicacion inyectiva f : k — p. Definimos < de modo que k < p st y solo
Stk <y ko~ p (escribimos k ~ p para indicar que existe una biyeccion f : k — ).

Introduzcamos a continuacién la aritmética cardinal. Definiremos las operaciones su-
ma, producto y exponenciacién cardinal y veremos algunas propiedades (sin demostrar-
las).

Definicion 2.30. Definimos la cardinalidad de un conjunto A como el menor ordinal «
tal que A ~ . Usamos la notacion |A| para referirnos a la cardinalidad de A. |A] es un
cardinal.

Definicion 2.31. Definimos la suma cardinal:

kot = [(r x {0}) U (u x {1})].

Definicion 2.32. Definimos el producto cardinal:

fop =[x gl



Definicion 2.33. Definimos la exponenciacion cardinal:
s ={f 1 fp— K}

Algunas propiedades importantes sobre la aritmética cardinal son:
Lema 2.34. 1. (k+p)+A=r+p+N) yr-p) - A=r-(n-N).
2.kt u=p+RYyYK-p=p-kK.
3. k+0=kK,k-0=0yk-1=xk.
E<KAp<pW - k+p<k +p ANe-p<rk @Akt <rH,
E-(W+A)=K-A+K-p.
M = AR
(K- A)HF = RHF-AF,

(KMH = kM1,

© % RS &

K0=1ykr! =k
Teorema 2.35. Si k > w, entonces k- Kk = K.
Proposicién 2.36. Si k> w, entonces k" = 2% = | P (k)| > k.

Definicion 2.37. La cofinalidad de un cardinal infinito x es el menor cardinal u para
el que existe una familia de cardinales (k; | © € p) tales que k; < Kk para cada i € | y
K= e, ki- Usamos la notacion cf(x) para referirnos a la cofinalidad de k.

Definicién 2.38. Decimos que un cardinal infinito k es reqular si cf(k) = Kk y en otro
caso, decimos que es singular.

Observacion 2.39. Todo ntimero natural es un cardinal y w es un cardinal.

Definicién 2.40. Para cada cardinal x, definimos k™ como el cardinal que satisface
k < k1 y tal que no hay ningin otro cardinal en medio. Lo llamamos el cardinal siquiente
a kK.

Sea wy = w, definimos recursivamente wat1 = (wa)t. Para v limite, definimos w, =
supfuwa | @ < 7},
En particular, definimos w1 = w™. Observemos que wy es la clase de todos los ordinales

numerables. Se trata del menor ordinal no numerable y del menor cardinal que es mayor
que w.

Definicién 2.41. BA = {f | f es una funcién A f: B — A}.

Veamos un resultado que utilizaremos mas adelante. Lo demostraremos puesto que no
esta visto en el temario de Teoria de Conjuntos Elemental.

Definicién 2.42. Definimos Sym(w) como el conjunto formado por las funciones biyec-
tivas de w en w.



Proposicién 2.43. | Sym(w)| = 2.
Demostracion. Sym(w) C “w de modo que

| Sym(w)| < |“w| = w® = 2%.

Por otra parte, sea A = {x C w | |w\ z| # 1}, entonces A ~ F(w) puesto que
Pw)=A0zCwl|lw\z|=1} y{zCw|lw\z|=1}~{z Cw||z[=1} ~w.

Mostraremos que existe una funcién f : A — Sym(w) inyectiva, con lo cual tendremos
2¢ = |A| < |Sym(w)|. Asignamos a cada x € A una f, € Sym(w) tal que z = {n €
w | fz(n) = n}. Es claro que la asignaciéon de x a f, seréd inyectiva. Para obtener f,
necesitamos una biyeccién g, de w \ x tal que g;(n) # n pata todo n € w \ = pues en ese
caso se puede poner

fr=1dy U gy.

Para obtener g, hay dos casos, segin w \ = sea finito o infinito. En el caso finito (si
w\ z = 0 es claro) enumeramos w\ z = {ny < --- < ng} y ponemos g(n;) = nij+1 sii < k
y gz(nk) = n1. En el caso w \ z infinito, tenemos x1, zo conjuntos infinitos disjuntos tales
que w \ * = r1 Uxy. Fijamos entonces una biyeccién h : 1 — xo y ponemos g,(n) = h(n)
sin€xy gz(n) =h"1(n)sin € .

O
Recordemos también el lema de Zorn.

Lema 2.44. Todo conjunto parcialmente ordenado, en el que todo subconjunto totalmente
ordenado tiene una cota superior, tiene un elemento mazrimal.

2.2. Definiciones y nociones de arboles

Veamos a continuacion la definicién de arbol, asi como sus principales elementos y
otras definiciones relacionadas.

Definicién 2.45. Un drbol es un conjunto parcialmente ordenado, (T, <) tal que para
todox € T,{y € T |y <z} estd bien ordenado por <.

Definicién 2.46. Sea (T,<) un drbol, una cadena en T es un conjunto C C T total-
mente ordenado por <. Una anticadena en T es un conjunto A C T tal que Vx,y € A

(x#y— (@ Lyry La)).

Observacion 2.47. Notemos que hemos definido los conceptos de cadena y de anticadena
tanto para predrdenes como para arboles. La definicién de cadena si es equivalente en
ambos casos, pero hay que tener en cuenta que, en general, la definicién de anticadena en
predérdenes no es equivalente a la definicién de anticadena en arboles.

Sea P = (T, >), entonces si coincide la definicién de anticadena en preérdenes y en
arboles.

Definicién 2.48. Sea (T, <) un drbol, definimos:

1. Sea x €T, la altura de x en T es ht(z,T) =0T({y € T | y < x}).

2. Para cada ordinal «, el a-ésimo nivel de T' es Levy(T) = {x € T | ht(x,T) = a}.



3. La altura de T, o ht(T) es el menor a tal que Lev,(T) = 0.

4. Un subdrbol de T es un subconjunto T' C T con el orden inducido tal que Vx € T’
VyeT (y<x—yeT).
Veamos un ejemplo para clarificar estos conceptos introducidos.

Ejemplo 2.49. Para cualquier conjunto I, definimos <°T = | J{*I | a < d} y le llamamos
arbol I-ario completo de longitud §.

Podemos pensar los elementos de *I como secuencias de elementos de I de longitud
a. En <97, definimos la relacién s < t si s C ¢, es decir, la secuencia ¢ extiende s.

Si a < 6, entonces Lev, (S0T) = T y ht(<°T) = 4.
Si I = 2 nos referimos al drbol <?2 como el arbol binario completo de longitud 4.

El 4rbol <42 serfa:

000 001 010 O11 100 101 110 111

VEVEVARY
\/
7

10



3. Arboles x-Suslin y k-arboles

Introduzcamos primero el concepto de darbol k-Suslin.

Definicion 3.1. Para todo k cardinal infinito, un drbol k-Suslin es un drbol T tal que
|T| = K y en el que cada cadena y cada anticadena en T tienen cardinalidad menor que
K.

Estudiemos primero los arboles x-Suslin en los que & es regular. Para ello, definamos
un nuevo concepto.

Definicion 3.2. Para todo k cardinal regular, un x-drbol es un drbol T de altura k tal
que Yoo < K (| Levo(T)| < k).

Entonces, en el caso de que x sea regular, tenemos la siguiente relacion entre arboles
k-Suslin y k-arboles.

Lema 3.3. Para cualquier k regular, todo drbol k-Suslin es un k-drbol.

Demostracion. Sea T un érbol k-Suslin, tenemos que |T'| = k y que toda cadena y
anticadena de T tienen cardinalidad menor que k. Entonces, Lev,(T) = ) puesto que
si existiese ¢ € Lev,(T) = {y € T | ht(y,T) = k} tendriamos que = € T y que
ht(z,T) = OT({y € T | y < z}) = K, es decir, {y € T | y < z} seria una cadena de
cardinalidad k, que contradice el hecho que toda cadena tiene cardinalidad menor que k.
De este modo, como Lev,(T) = {x € T | ht(z,T) = k} = 0, tenemos que ht(T') < k ya
que, por definicién, ht(T") es el menor « tal que Lev,(T) = 0.

Como cada Lev,(T') es una anticadena, por ser 7' un arbol x-Suslin, | Lev,(T)| < &
Va < k.

Como k es regular, x es el menor cardinal p para el que existe una familia de cardinales
(ki | i € p) tales que k; < K paracada i € py k=3 ;c, FKi

Si tuviésemos ht(T") < k, como podemos expresar T = |J{Levy(T) | a < ht(T)},
cogiendo ko = |Levqa(T)| < k, tendriamos [T'| < 3°, poiry [ Leva(T)| = X qcne(r) Fa < K
(la dltima desigualdad es debida a que ht(T") < k, que Ko < Ky a que kK es regular)
contradiciendo que 7" es un drbol k-Suslin. De este modo, ht(T") £ k.

Hemos visto que ht(7T") < k y que ht(T') £ k, de modo que tenemos que ht(7T") = k&, tal
como queriamos ver.

Como hemos comprobado que ht(T") = k y que Va < k (| Levo(T)| < k), tenemos que
T es un k-arbol.

O

Veamos ahora que no existen arboles w-Suslin.

Lema 3.4. Lema de Konig: SiT es un w-drbol, entonces T tiene una cadena infinita.

Demostracion. Como T es un w-arbol, entonces T es un arbol de altura w tal que
Va <w (|Leva(T)| < w).

Cogemos zg € Levo(T) = {z € T | ht(x,T) = 0} tal que {y € T | y > xo} sea infinito.
Observemos que esto es posible, ya que Levo(7) es finito, 7" infinito y todo elemento de
T es mayor o igual que algin elemento de Levy(T).
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Supongamos inductivamente que {y € T | y > z,} es infinito donde z,, € Lev,(T)
Yy Xn > Xnp—1. Vamos a buscar un elemento x,1 > x, con x,4+1 € Lev,41(T) tal que
{y €T |y > xps1} sea infinito.

Definimos S = {y € Lev,4+1(T) | y > x,}. Podemos escribir {y € T' | y > x,} =
U.esty € T | y > z}. Entonces, alguno de los elementos de la unién es infinito, puesto
que si todos fuesen finitos, tendriamos la unién finita de elementos finitos y entonces
{y € T | y > x,} serfa finito, contradiciendo la hipétesis de induccién. De este modo,
{y € T | y > z} es infinito para algin z € Lev,11(T) con z > x,, es decir, existe un
Tpt1 > Ty tal que 241 € Levy1(T) y que cumple que {y € T' | y > x,41} es infinito,
tal y como queriamos ver.

De esta forma, {x, | n € w} es una cadena infinita en T.

O

Hemos visto entonces que todo w-drbol T tiene una cadena infinita, de modo que 1" no
puede ser un arbol w-Suslin. Ademas, por el lema teniamos que todo arbol w-Suslin
es un w-arbol, de modo que con estos dos lemas podemos afirmar que no existen arboles
w-Suslin.

Observemos ahora qué sucede cuando x es un cardinal singular.

Lema 3.5. Si k es singular, entonces existe un drbol k-Suslin.

Demostracion. Como k es singular, cf(k) < k, es decir, el menor cardinal p para el que
existe una familia de cardinales (k; | i € p) tales que k; < k paracadai € py K="y,
es menor que k. Podemos escribir entonces kK = > . k;, donde k; < Ky p < K.

S ki
1€

Queremos ver que existe un arbol x-Suslin, es decir, un arbol T tal que |T'| = k y tal
que toda cadena y toda anticadena tienen cardinalidad menor que k.

Tomando A; = k; x {i} copias disjuntas de los buenos 6rdenes k;, con su orden
correspondiente, y definiendo 7' como la unién de estas copias disjuntas, tenemos que

T = [Uiep Ail = 2icp [Ail = 2igy i = K.

Como k; < k para todo ¢ €  y por como hemos definido 7', toda cadena en T' es un
subconjunto de algin A; = k; x {i}, tenemos que toda cadena tiene cardinalidad menor
que K.

Por otra parte, una anticadena maximal C contendra un elemento de cada A; y como
i < u, tenemos que la cardinalidad de C' es menor que x. Como por el lema de Zorn toda
anticadena estd contenida en una anticadena maximal, entonces toda anticadena tiene
cardinalidad menor que k.

Queda demostrado que el drbol definido T' es k-Suslin.

3.1. Arboles bien podados

Introduzcamos en esta seccion el concepto de arbol bien podado, asi como un resultado
sobre este tipo de arboles. Esto nos ayudara a obtener resultados posteriormente.

Definicién 3.6. Un k-drbol bien podado es un k-drbol T, tal que |Levo(T)| =1y

Vo € TVa(ht(z,T) < a < k — Jy € Levy(T)(x < y)).
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Lema 3.7. Si k es reqular y T es un k-drbol, entonces T tiene un rk-subdrbol bien podado.

Demostracién. Sea T' el conjunto formado por los x € T tales que

Hz €T |z>uz} =k

Observemos primero que 7" es un subédrbol de 7. Claramente 7" C T. Ademds, para
todox € TV, {z € T | 2z > z}| = k. Seay € T tal que y < z, entonces se tiene
{zeT|z>2}C{z€T|z>y}demodoque {z€T |z>yH{>|{z€T|z>z} =k
y por la regularidad de &, |[{z € T | z > y}| = k de modo que y € T".

Veamos a continuacién que 7" cumple la condicién
Vo € TVa(ht(z,T') < a < k — Jy € Levy (T')(z < y)).

Fijado z € T" y « tal que ht(z,T") < a < &, definimos Y = {y € Lev,(T) | z < y}.
Veamos ahora que {z € T | z > = A ht(z,T) > a} tiene cardinalidad . Por una parte,
tenemos que [{z € T'| z > v Aht(z,T) = a}| < k por ser T un k-arbol. Por otra parte,
{z €T |2z>aAht(z,T) <a}| =|Usco{z €T | 2 <z Aht(2,T) < B}] < k. Esta tiltima
desigualdad es cierta, debido a la regularidad de x, puesto que tenemos la unién de menos
de k elementos de cardinalidad menor que k. Por tanto, como [{z € T | z > x}| = &, debe
cumplirse que [{z € T | z > z Aht(z,T) > a}| = k.

Cada elemento de {z € T' | z > A ht(z,T) > a} estd por encima de algin elemento
deY.Como [{z €T |z>xAht(2,T) > a}| =k y|Y| <k (usando de nuevo que T" es un
k-arbol), existe uny € Y tal que [{z € T'| z > y}| = k de modo que esta y estd en T". Esto
demuestra la condicién de que Vo € T'Va(ht(x, T") < a < k — Jy € Levy(T')(x < y)).

Ahora, por cada x € Levo(T"), tenemos que {y € T" | y > =} es un subdrbol de T bien
podado.

O

3.2. Arboles de Aronszajn

Introduzcamos a continuacion el concepto de arboles de Aronszajn, ya que son arbo-
les que incluyen a los arboles k-Suslin y, por tanto, son de interés para este trabajo.
Defindmoslos.

Definicién 3.8. Para cualquier k regular, un drbol k-Aronszajn T es un k-drbol tal que
cada cadena en T tiene cardinalidad menor que k.

De este modo, queda claro por la definiciéon de arbol k-Aronszajn que todo arbol k-
Suslin es un arbol x-Aronszajn. En el lema hemos visto que todo w-arbol tiene una
cadena infinita, de modo que no existen &rboles w-Aronszajn. La existencia de un arbol
wi-Suslin es independiente de ZFC, sin embargo, veamos que siempre existe un arbol
wi-Aronszajn.

Definicién 3.9. Sea k un cardinal, definimos [A]*® como el conjunto formado por los sub-
conjuntos de A que tienen cardinalidad k. De forma similar, usamos [A]<" para referirnos
a los subconjuntos de A que tienen cardinalidad menor que k.
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Teorema 3.10. Existe un drbol wi-Aronszajn.

Demostracion. Definimos

T ={s € ““'w | s inyectiva} = {s € U{O‘w | @ <wi} | s inyectiva}.

Claramente (7, C) es un subdrbol de <“1w.

Para demostrar el enunciado de este teorema procederemos del siguiente modo: vere-
mos primero que ht(7) = w; y que se cumple que toda cadena en T es numerable. Sin
embargo, observaremos que 71" no es un wi-arbol, de modo que posteriormente definiremos
un nuevo arbol T* que sea wi-Aronszajn a partir de 7.

Tenemos que ht(7') = w;y puesto que para todo o < wy, existe una funcién inyectiva de
a en w (cuando a < wq, a es un ordinal, y, por lo tanto, es un conjunto bien ordenado.
Ademas, o es numerable) y no existe una funcién inyectiva de wy en w (puesto que w es
numerable y w; no lo es).

Veamos ahora que toda cadena en 1" es numerable. Si C' fuese una cadena no numerable
en T, entonces | C seria una funcién inyectiva de w; en w, que no es posible. Por lo tanto,
cada cadena en T' es numerable, es decir, para toda C' cadena en T', |C| < wy.

Veamos a continuaciéon que 7' no es un arbol wi-Aronszajn ya que no es un wi-arbol.
Para demostrar esto, observemos que |Lev,(T')| no es numerable para todo « tal que
w < a < wi. Para ello demostraremos que |Lev,(T)| = 2¥. Los elementos de Lev,(T)
son las funciones f : a — w inyectivas, de modo que los elementos de Lev,,(T') son las
funciones f : w — w inyectivas. Debemos ver cuantas hay.

Sean f,g € Lev,(T), definimos la relaciéon f ~ g < rec(f) = rec(g). Observamos
que =~ es una relacién de equivalencia en el conjunto Lev,, (7). Podemos entonces escribir
Lev,(T) = ULevu(T)/ == U, erev., 1)/~ @- Calculemos |Levy,(T)/ =~ | y |[f]~].

Tenemos que |Lev,(T)/ ~ | = |[w]“| y sabemos £ (w) = [w]¥ U[w]<¥. Por una parte,
[[w]<*| = U, < lw]"] = w puesto que [w]” =1sin =0y [w]” =w en caso contrario. Por
otra parte, |2 (w)| = 2¢ y como [P (w)| = |[w]* V[w]™| = |[w]*] + w = mdx{[[w]“], w},

necesariamente |[w]“| = 2%.

Calculemos ahora |[f]~|. Para ello veamos primero cudles son los elementos de [f]~.
Si g ~ f, entonces existe h tal que h = go f~! € Sym(w) y podemos escribir g = h o f.
Veamos ahora que esta h es tnica. Si tuviésemos g = h’ o f con I/ € Sym(w), entonces
tendriamos b’ = go f~!, de modo que k' = h. De este modo, [f]~ = {ho f | h € Sym(w)}

y, por tanto, |[f]~| = | Sym(w)| = 2v.

Recordemos que tenfamos Levy (1) = ULevu(T)/ == U,crev, (1))~ * de este modo,
| Levyy(T)| = 29 - 2 = 2.

Hemos visto que 7" no es un arbol wi-Aronszajn. Vamos a construir ahora un subéarbol
de T que sea wi-Aronszajn.

Si s,t € “w, definimos la relacién s ~ ¢ si y solo si {{ < a | s(§) # t(§)} es finito.

Veamos primero que esta es una relaciéon de equivalencia:

1. Reflexiva: Claramente, si s € *w, entonces s ~ s puesto que {{ < «a | s(§) # s(&)}
es finito (vacio).

2. Simétrica: Sean s,t € “w, {{ < a | s(&§) # (&)} ={& < a | () # s(§)} vy, por lo

tanto, la relacion es simétrica.
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3. Transitiva: Sean s,t,7 € *w. Si s ~t y t ~ r tenemos que {& < a | s(§) #t(§)}y
{& < a|t€) #r()} son finitos y su unién {& < a | s(§) # t(&§) V(&) # (&)} es
finita por ser la unién de dos conjuntos finitos. Como {§ < a | s(€) # r(§)} es un
subconjunto de {£ < a | s(§) # t(&) V(&) # r(€)}, tenemos que s ~ r.

Construiremos una familia (s, | @ < wy) tal que:

(1) sq € “w es inyectiva.
(2) a<f—=sq~sg]a.

(3) w\ rec(sy) es infinito.
Si existe esta (sq | @ < wi) entonces definimos

T* = | J {t € Leva(T) | t ~ sa}.

a<wi

Veamos que T es un arbol wi-Aronszajn, es decir, que es un wi-arbol y que toda
cadena en T™ tiene cardinalidad menor que wj.

Veamos primero T* es un subédrbol de 7. Claramente T* C T. Seat € T* y t' € T,
veamos que si t’ C ¢, entonces t' € T*. Como t € T*, existe un a < w; tal que ¢t € Lev,(T)
y t ~ sq. Como t' € Ty t' Ct, entonces existe § < a tal que t' € Levg(T) y t' =1t | 5.
Por (2), sg ~ sq [ By como t ~ s, (puesto que t € T%), t' =t [ B~ sq | B~ sgy, por
tanto, t' € T*.

Como ya hemos visto antes, toda cadena en T tiene cardinalidad menor que w; y, por
lo tanto, continia siendo cierto para las cadenas de T ya que este es un subarbol de T

Falta ahora ver que T™ es un wj-arbol. Por (1), tenemos que para todo a < wy, s € T
y, por lo tanto Lev, (T™*) # 0, de modo que ht(T*) = w;.

Veamos ahora que Vo < wq (| Leve(T™)| < wi). Para ello, sea s € “w y [s] su clase de
equivalencia, podemos definir la funcién f : [s] — [a]<* x [, ¢[qj<w “w que envia a cada
te[s], (Xi,t [ Xy) donde Xy = {€ < o [ £(£) # s(§)}. Probemos que [a] ¥ X [, < “w
es un conjunto numerable. Para ello, veamos que tanto [a]<“ como Uze[a]@ *w son nu-
merables.

2lel si  es finito
Sabemos que |[a]<¥| =
la] si  « es infinito

y, por lo tanto, es numerable. Por otra parte, |J J<w Tw es la unién numerable de

z€[o
conjuntos numerables, y, por lo tanto, es numerable. Entonces, [a]<* x Uxe[a]@ Tw es
numerable por ser el producto de conjuntos numerables. Por otra parte, demostremos que
la funcién definida f es inyectiva. Para ello, sean t,t’ € [s], supongamos que f(t) = f(t'),

es decir, (X, t | Xy) = (Xp,t' | Xp):

1. Si ¢ ¢ X; = Xy, entonces tenemos que t(£) = s(&) = ¢/(€).

2. Si ¢ € Xy = Xy, entonces tenemos que ¢t [ X; =t | Xy, de modo que t(§) = t/(€).

En cualquier caso, si f(t) = (X3, t | X¢) = (Xy,t' | Xy¢) = f(t), entonces t = ¢/, de
modo que la funcién es inyectiva.
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Como hemos definido una funcién inyectiva de [s] en el conjunto [a]<% x Uzefa)<e “w
numerable, entonces [s] también es numerable. Tenemos que t € Lev,(T%) si y solo si
t € Levy(T) y t ~ sq, es decir, t € [s5]. Como s, € “w, tenemos que |[s,]| < wi para todo
a < wi, de modo que | Lev, (T™)| < wy para todo o < wy.

De este modo, hemos visto que T™ es un arbol wi-Aronszajn.

Para finalizar la demostracién, debemos ver que existe (s, | @ < wi). Para ello cons-
truiremos la sucesién inductivamente. Supongamos que s, esté construido de manera que
se cumpla (1)-(3). Veamos ahora la construccién del siguiente elemento de la sucesion,
distinguiendo los casos sucesor y limite.

Para el caso sucesor, cogemos cualquier n € w\rec(s,) y definimos sq41 = soU{(a,n)}.
Con esta definicién se cumple (1), ya que s, € “w y es inyectiva y al anadir («,n), como
n € w\ rec(sa), Sar1 € *Tlw y es también inyectiva. Claramente se sigue cumplien-
do (2) por como hemos definido s,+1. Ademds, como w \ rec(s,) es infinito, entonces
w\ rec(sat+1) = w \ (rec(sq) U {n}) también es infinito.

Supongamos ahora que tenemos s, para todo a < v donde v es un limite. Fijamos a,
para n < w de manera que ap < a1 < @z < ... y que sup,, &, = 7. Veamos primero que
existe esta sucesion:

Como ~ es un ordinal limite y es numerable, podemos afirmar v = {f, | n € w}.
Cogemos entonces «g = [y arbitrario. Supongamos construida una sucesién de modo que
an > By ap < ... < ap. Definimos ahora a1 = max{ay,, Bntr1} + 1 < v (por ser v
limite). Tenemos entonces o, < apt1 ¥ Qi1 > Bnt1 tal y como queriamos ver.

Definimos ahora ty = s, y escogemos de forma inductiva ¢, : o, — w tal que ¢,, sea
inyectiva, t, ~ Sa, (es decir, {{ < a | tn(&) # Sa,(§)} es finito) y t,, | an—1 = tn_1.
Veamos la construccion de t,41:

Definimos t,41 : a1 — w como ty 41 =ty USa,,y [ (g1 \ (0 UX))U fx donde fx
es una funcién que envia a los elementos de X (X C ay41 \ oy, definido posteriormente)
elementos que no pertenezcan a los recorridos de t, ni de sq,,, [ (ans1\ (o U X)).

Entonces, t,11 es una funcién inyectiva por ser la unién de funciones inyectivas cuyos
dominios y recorridos son disjuntos.

Veamos ahora la construccion de X. Sabemos que t,,41 [ ap =ty ~ Sa, ~ Sany | Qn
es decir, t, ¥ Sa,., | an difieren en un ndmero finito de puntos, llamemos Y a este
conjunto de puntos. De este modo, t,, y Sa,., | (nt1\ ) son iguales en un conjunto de
puntos X C Y, de modo que X que tiene menos o igual elementos que Y, por tanto, X
también es finito.

Sea t = J,, tn. Entonces, t € Tw y t es inyectiva, ya que para toda n < w, t, son
funciones inyectivas y la sucesion esta formada por funciones que se van extendiendo. Si
definimos s, = t, entonces (1) se cumple y para o < 7, entonces s, ~ s, | @ de modo que
se cumple también (2). Sin embargo, (3) podria fallar, puesto que w \ rec(t) podria ser
finito. Para arreglar esto definimos s (o) = t(a2n) v s4(€) = t(§) para & ¢ {ay, | n € w}.
Veamos que ahora se cumplen las condiciones (1)-(3):

Veamos (1). Tenemos que s, € "w puesto que t € Yw. Veamos que s, es inyectiva
distinguiendo los distintos casos posibles:

1. Si sy(ap) = s4(§) donde & ¢ {a, | n € w}, entonces tendriamos t(ao,) = t(§) y
como t es inyectiva, ag, = £ pero esto no es posible, ya que £ ¢ {a,, | n € w}.
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2. Si sy(an) = sy(aym), entonces tendriamos t(ao,) = t(az,) y como t es inyectiva,
entonces o, = g, de donde obtenemos que o, = Q.

3. Sisy(€) = s,(¢') donde &, & ¢ {a, | n € w} tendriamos que ¢(§) = t(¢’) y como ¢ es
inyectiva, entonces £ = &'.

Por otra parte, (2) siguen cumpliéndose, ya que oo < f — 5o ~ sg | « no se ve afectada
por la modificacién en la construccion.

Finalmente, veamos (3). Tenemos que {t(a2,+1) | » € w} es un conjunto infinito y
ademas

{tlaznt1) [n € w} C (w\ rec(s,)),
de modo que w \ rec(sy) es infinito.

O

Veamos ahora que un arbol construido como en el teorema anterior no puede ser un
arbol wi-Suslin.

Lema 3.11. Ningin drbol wy-Aronszajn que es subdrbol de {s € ““'w | s es inyectiva}
puede ser un drbol wy-Suslin.

Demostracion. Supongamos que 1T es un arbol wi-Aronszajn, subarbol de
{s € “¥1w | s es inyectiva}. Entonces, T' es un wi-drbol tal que toda cadena en T tie-
ne cardinalidad menor que wy.

Queremos ver que T no es un arbol wi-Suslin, es decir, que existe alguna anticadena
con cardinalidad mayor o igual que w;.

Veamos que, para todo n € w, {s € T | Ja < wi(dom(s) = a+ 1A s(a) = n)} es
una anticadena. Fijado un n < w cualquiera, consideramos dos elementos cualesquiera
del conjunto definido, de modo que s € *tlw, s’ € #lw y s(a) = §'(3) = n. Suponemos
sin pérdida de generalidad B < « (el caso 8 = « es obvio). Claramente s ¢ s" puesto
que el dominio de s es mayor que el de s’. Tampoco es posible que s’ C s puesto que
si fuese cierto, tendrfamos s(a) = s'(a) = n y s(8) = n, con a # [, contradiciendo la
inyectividad de s. Esto demuestra que {s € T' | 3o < wi(dom(s) = a+ 1A s(a) =n)} es
una anticadena para todo n € w.

Dado que la altura del arbol es wi, hay w; posibles valores para « en la condicién
dom(s) = a + 1. Ademés, para cada eleccién de «, existe alguna funcién s € *Tlw
inyectiva que asigna el valor n en el nivel a. Por lo tanto, la cardinalidad de la anticadena
{s € T | Ja(dom(s) = a+ 1 A s(a) = n)} serd al menos w; para cada n € w y tenemos,
por lo tanto, anticadenas con cardinalidad mayor o igual que w;. De este modo, T" no es
un arbol wq-Suslin.

O

Veamos un resultado mas referente a los arboles k-Aronszajn bien podados.

Lema 3.12. Sea k regular, T un drbol k-Aronszajn bien podado y x € T, entonces,

Vn < wda > ht(x, T)(|{y € Levo(T) | y > z}| > n).

Demostracion. El caso n = 1 es claro, por ser T un arbol bien podado.

Estudiaremos ahora el caso n = 2.
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Si tuviésemos |[{y € Levo(T) | y > x}| = 1 para todo o > ht(x,T'), tendriamos
entonces que {y € T' | y > x} contiene elementos de todos los niveles por encima de z (y,
por lo tanto, tiene cardinalidad k) y este conjunto serfa una cadena. Esto no es posible,
puesto que T es un drbol k-Aronszajn y, por tanto, toda cadena debe tener cardinalidad
menor que K.

Para n > 2 procederemos por induccion.

Suponemos que se satisficiese para n. Fijado o > ht(x,T), sean y1,...,yn € Levy(T)
con cada y; > x. Ahora podemos afirmar por el caso n = 2 que existe un 5 > « tal que
hay zp,zn41 € Levg(T) con z,, zny1 > yn. Para i < n, hay z; € Levg(T) con z > y;.
Entonces {z1,...,2n4+1} establece el lema para n + 1. Veamos el siguiente dibujo para
visualizarlo mejor.

21 22 Zn Znt1 Levg(T)

1 Y2 a e Yn LCVQ (T)
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4. Hipdtesis de Suslin (SH)

Introduzcamos a continuacién las definiciones de denso y de separable tanto para
conjuntos totalmente ordenados como para espacios topoldgicos.

Definicién 4.1. Sea (P, <) un conjunto totalmente ordenado y sea A C P, decimos que
A es denso en P siVp,q e P(p < q— JIr € Alp <r <q)).

Decimos que un congunto totalmente ordenado (P,<) es denso en si mismo si
Vp,q e Pp<q—IrePp<r<yq)).

Un conjunto totalmente ordenado es separable si incluye un subconjunto denso nume-

rable.

Definicién 4.2. Un conjunto totalmente ordenado (P, <) es completo si todo subconjunto
acotado de P tiene supremo.

Definicién 4.3. Sea X un espacio topoldgico y A C X. Se dice que A es denso en X si
para todo abierto no vacio U de X, se cumple ANU # .

Un espacio topoldgico es separable si incluye un subconjunto denso numerable.

Definicion 4.4. La topologia del orden es la topologia que puede definirse sobre un con-
Junto totalmente ordenado. Si (X,<) es un conjunto totalmente ordenado, la topologia
del orden en X estd generada por los intervalos:

{z]a<a},

{z |z < b}

para todo a,b en X. Siempre que X tenga al menos dos elementos, esto equivale a decir
que los intervalos abiertos
(a,b) ={z | a <z < b},

junto con los intervalos anteriores forman una base para la topologia del orden. Los con-
juntos abiertos en X son los conjuntos que son uniones de tales intervalos.

Si no hay mayor ni menor elemento, bastan los intervalos de la forma (a,b) para definir
una base de la topologia del orden.

Observacion 4.5. En un conjunto totalmente ordenado, con la topologia del orden, las
definiciones de denso y de separable para conjuntos totalmente ordenados son equivalentes
a las respectivas definiciones para topologias.

Tal como se comenta en la introduccion, el problema de Suslin nace de un intento de
caracterizacién de la recta real (R, <). Con la condicién de que el espacio sea separable,
tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.6. Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado no vacio, que no tiene

extremos y que es denso, completo y separable, entonces (X, <) es isomorfo a la recta real
(R, <).

Para ver este resultado, veamos primero el Teorema de Cantor, que dice lo siguiente:
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Proposicién 4.7. Sea (L,<) un conjunto totalmente ordenado no vacio, que no tiene
extremos y que es numerable y denso, entonces (L, <) es isomorfo a (Q,<).

Demostracion. Veamos un resultado previo para ver que es posible construir un iso-
morfismo de orden g : Q — L.

Sea A CQy B C L donde A, B son finitos. Sea g un isomorfismo de orden de A en
B. Si g€ Q)\ A, entonces existe un isomorfismo de orden h que extiende g y que cumple
dom(h) = AU {q} y rec(h) C L. Sil € L\ B, entonces existe un isomorfismo de orden h
que extiende g y que cumple dom(h) C Q y rec(h) = B U {l}. Veamoslo.

Si A =10, sea ¢ € Q, podemos definir g(¢) = donde [ € L cualquiera.

Sean A C Q, B C L finitos, A # 0y g : A — B isomorfismo de orden. Sea ¢ € Q \ A,
escogemos [ € L\ B que tenga las mismas relaciones de orden con Iy, - ,l, que la que
q tiene con qi,- - ,qn. Esta eleccion es posible, ya que L no tiene extremos y es denso.
Definimos entonces h como h(q) =1y h(x) = g(x) para z € A. Sea l € L\ B, escogemos
g € Q\ A que tenga las mismas relaciones de orden con qi,---,q, que la que [ tiene
con ly,--- ,1,. Esta eleccién es posible, ya que Q no tiene extremos y es denso. Definimos
entonces h como h(q) =1y h(z) = g(z) para x € A. Esto demuestra la afirmacién.

Volvamos ahora a la demostracion de la proposicién inicial. Veamos que podemos
definir un isomorfismo g : Q — L inductivamente, anadiendo en cada paso un nuevo
punto a su dominio o recorrido.

Tenemos Q = {¢, | n <w} y L ={l, | n < w}. Definimos ahora gy = (). Supongamos
n > 0 y que hemos construido una cadena finita go C g1 C --- C g,—1 de modo que, para
todo i < n, g; : A; — B; son isomorfismos de orden y 4; C Q y B; C L son conjuntos
finitos.

Entonces, por la afirmacion anterior, podemos extender g,,_1 del siguiente modo:

Sign, € Q\ 4,1, usando el lema previo, existe un isomorfismo de orden g,, que extiende
gn—1y que cumple que dom(g,,) = Ap—1 U {m,} = A,. Definimos B,, = rec(g,) C L.

Sil, € L\ By_1, usando el lema previo, existe un isomorfismo de orden g,, que extiende
gn—1 y que cumple que rec(g,) = Bp—1 U {m,} = By,. Definimos A,, = dom(g,) C Q.

Sim, € A,_1 U B,_1 definimos ¢, = gn—1, An = Apn_1y Bn = Bp_1.

gn estd definida para toda n y como g, extiende g,_1, podemos construir un isomor-
fismo de orden g = |J77 ; gn. Esta construccién garantiza que dom(g) = Q y rec(g) = L.

Con esto hemos demostrado el teorema de Cantor.

O

Demostracidn de [4.6 Por ser X un conjunto separable, sabemos que existe un sub-
conjunto D C X denso en la topologia del orden y numerable. Veamos que D cumple las
hipétesis del Teorema de Cantor.

Claramente (D, <) es un conjunto totalmente ordenado por serlo (X, <). Ademas,
también es denso en el orden, por serlo en la topologia del orden.

Por otra parte, (D, <) no tiene extremos, puesto que si tuviese un extremo inferior
(idéntico para el caso superior), tendriamos entonces que existe un elemento d € D tal
que Yz € D(d < z). Por otra parte, D es denso en X, de modo que para todo (a,b)
abierto de X, DN (a,b) # (. Como X no tiene extremos, 3z € X tal que z < d, de modo
que (z,d) es un abierto de X y, por tanto, tendriamos (z,d) N D # ) contradiciendo que

20



no hay ningin elemento menor que d en D.

Entonces, por el teorema de Cantor, existe un isomorfismo de orden f :Q — D. Para
cada irracional p, definimos Q, = {¢ € Q | ¢ < p}. Podemos extender f a un isomorfismo
de orden g : R — X definiendo g(p) = sup f[Q,] (que existe por la completitud de X)
para p irracional y g(q) = f(q) si ¢ € Q. De este modo f[Q,] esta acotado en X por g(p).

Falta ver que g es un isomorfismo de orden, es decir, que es una funcién biyectiva que
preserva el orden. Veamos primero la exhaustividad. Sabemos que f es exhaustiva, de
modo que para todo z € D C X, existe un ¢ € Q tal que f(q) = x y como g extiende a f,
g(q) = z. Ahora, si x € X \ D, entonces existe algin p irracional tal que z = sup f[Q,],
de modo que g(p) = x. Para ver que g es inyectiva, es suficiente ver que preserva el orden,
es decir, que sean 1, s € R, si r < s, entonces g(r) < g(s). Vedmoslo por casos:

1. r,s € Q.
g(r) = f(r) y g(s) = f(s) y como f es un isomorfismo de orden, ¢g(r) < g(s).

2.1reQyseR\Q.
g(r) = f(r)y g(s) = sup f[Qs]. Comor < s, se tiene g(r) = f(r) < sup f[Qs] = g(s).
La desigualdad es estricta por ser Qs denso.

3. reR\QyseQ.

g(r) = sup f1Qr] y g(s) =
como r < s, g(t) = f(t) <

4. r,s e R\ Q.

g(r) =sup f[Q:] y g(s) = sup f[Qs]. Comor <'s, Q, C Qs de modo que g(r) < g(s).
La desigualdad es estricta por ser Qs y Q, densos.

f(s). Para todo t € Q,, tenemos quet € Q y que t <ry
f(s) = g(s). Entonces, g(r) = sup f[Q,] < g(s).

O

El problema de Suslin cuestiona qué pasa si cambiamos en la proposicién la
condiciéon de separable por la condiciéon de cadena numerable. Definamos entonces la
condicién de cadena numerable tanto para espacios topoldgicos como para érdenes.

Definicién 4.8. Un espacio topoldgico X tiene la condicion de cadena numerable (c.c.c.)
si no existe una familia no numerable de subconjuntos abiertos de X disjuntos dos a dos,
no vacios.

Definicién 4.9. Un preorden (P, <) tiene la c.c.c. si cada anticadena en P es numerable.

Observacion 4.10. En un conjunto totalmente ordenado, con la topologia del orden, la
definicién de c.c.c. para érdenes es equivalente con la definicién de c.c.c. para topologias.

Definamos ahora formalmente el concepto de recta de Suslin asi como la hipdtesis de
Suslin.

Definicién 4.11. Una recta de Suslin es un conjunto totalmente ordenado (X, <) que
tiene la c.c.c. pero que no es separable. La hipdtesis de Suslin (SH) dice: “No existen
rectas de Suslin”.

Observacién 4.12. Tal como se comenta en la introduccién de la memoria, es un resul-
tado conocido que tanto SH como —SH son consistentes con ZFC, es decir, que si ZFC es
consistente, entonces tenemos que Con(ZFC+SH) y Con(ZFC+—-SH). De este modo, SH
es independiente de ZFC.
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Veamos un resultado inicial sobre rectas de Suslin.

Teorema 4.13. Si hay una recta de Suslin, entonces hay una recta de Suslin X tal que:

(1) X es denso en el orden.

(2) Ningin subconjunto abierto de X no vacio es separable.

Demostracion. Sea Y una recta de Suslin cualquiera. Definimos una relacién de equi-
valencia ~ en Y de manera que x ~ y si y solo si el intervalo que forman es separable.
Veamos que es una relaciéon de equivalencia:

1. Reflexiva: Cierto, puesto que sea x € Y, definiendo (x,z) = (), cualquier conjunto
es separable en si mismo, por tanto z ~ .

2. Simétrica: Sean x,y € Y, z < y (sin pérdida de generalidad) con = ~ y, entonces
(x,y) es separable. Como y ~ x siy solo si (z,y) es separable, esto es también cierto.

3. Transitiva: Sean x,y,z € Y tales que = ~ y, y ~ z. Veamos por casos que « ~ z.

a) r<y<z (idem para z < y < x):
Tenemos entonces (z,y) y (v, z) separables. Entonces (z, z) = (x,y)U{y}U(y, 2)
que es claramente separable, de modo que x ~ z.

b) r<z<y(ldemparay<z<z,y<z<zyz<z<y):

Entonces (z,z) C (x,y) que es separable, y, por tanto, (z,z) es separable y
entonces xr ~ z.

Sea X el conjunto de clases de ~-equivalencia. Si I € X, veamos que entonces I es
convexo. Sean z,y € I tales que x < y, entonces z ~ y, de modo que (z,y) separable.
Sea z € (x,y), entonces (z,z) C (z,y) de modo que (z, z) es separable. Esto implica que
x ~ z, de modo que z € I. De este modo, (z,y) C I.

Ordenamos totalmente X de manera que I < J si y solo si algin elemento de I es
menor que algin elemento de J. De hecho, si algiin elemento de I es menor que algin
elemento de J, esto se cumple para todos los elementos de I y J. Vedmoslo:

Suponemos que existen a € I,b € J tales que a < b. Supongamos ahora que existen
r#acl,y#be Jtalesquex >y. Comoa,x € 1,a~xycomob,yeJb~y. Veamos
por casos que esto no es posible y que, por tanto, x < y.

l.a<zyb<uy:

Como a < by x >y, tendriamos a < b < y < x de modo que (a,b) C (a,z) y
entonces a ~ b que no es posible si I # J.

2.a<zyy<b

Como a < by z >y, tendriamos cuatro posibles situaciones:

a) a<y<z<boy<a<z<b: (y,x)C (y,b)y tendriamos y ~ z.
b) a<y<b<zoy<a<b<ua: (a,b)C (a,x)y tendriamos a ~ b.

.x<ayb<y:

Esto es contradictorio, ya que, por una parte, y < x pero por otra x < a < b < y.
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4. x<ayy<b:

Como a < by z > y, tendriamos y < x < a < b de modo que (a,b) C (y,b) y
entonces a ~ b que no es posible si I # J.

Cada I € X es separable. Para demostrarlo, consideramos .# la coleccién disjunta y
maximal de intervalos abiertos no vacios de la forma (z,y) con z,y € I (v ~ y). A es
numerable ya que Y tiene la c.c.c., asi que podemos escribir # = {(xn,yn) | n € w}.
Como &y, ~ Yn, (xn, yn) es separable, definimos D,, como un subconjunto numerable denso
de (2, yn). Sea D = J,, Dy, D es denso en |J,,(zn,yn). Siz € I 'y z € (x,y) C I, entonces
(z,y) interseca algin (z,,y,) por la maximalidad de .#. Esto implica que z € D a no ser
que z sea el primer o el Ultimo elemento de I. De este modo, D juntamente con el primer
y ultimo elemento de I (si I tiene primer o tltimo elemento) forma un subconjunto de I
denso y numerable, es decir, I es separable.

Veamos (1). Para ver que X es denso en el orden, supongamos que I < J pero que
(I,J) = 0. Escogemos x € [ y y € J, entonces x,y € I UJ y z < y y, por tanto,
(x,y) € IT'UJ (por la convexidad de los elementos de X), que es separable (por ser la
unién de conjuntos separables numerables) y, por tanto x ~ y, que contradice que I < J.

Para ver (2), es suficiente ver que (I,.J) no es separable cuando I < J, ya que todo
abierto de X contiene algin intervalo de la forma (I, J). Supongamos que si lo es, es decir,
supongamos que tiene algin subconjunto denso numerable. Consideramos el conjunto
{Kn | 2 <n < w} denso en (I,J) con Koy = I, K1 = J. En Y, definimos D,, un
subconjunto de K, numerable y denso, entonces |J,, Dy, es denso en |J{L | I < L < J},
asi que los puntos de I son equivalentes a puntos de J, una contradiccién.

Comprobemos ahora que X es una recta de Suslin. Claramente (2) implica que X no
es separable. Veamos que X tiene la c.c.c.

Supongamos que no es asi, es decir que existe una familia no numerable de subconjuntos
de X abiertos, disjuntos dos a dos y no vacios, tendriamos entonces intervalos abiertos
disjuntos en X, (I,, Jo) donde a < wy. Escogiendo z4 € I, € yo € Jo, entonces (zq, Yo)
seria una familia de elementos disjuntos dos a dos y no vacios en Y, contradiciendo la
c.c.c. de Y.

O

Veamos ahora la equivalencia entre la existencia de arboles wy-Suslin y la existencia de
rectas de Suslin. Para ello recordemos primero el concepto de clausura topoldgica, puesto
que aparecera en la demostracién.

Definicion 4.14. Sea X un espacio topologico, definimos la clausura de un subespacio
Y C X y lo denotamos cl(Y) o bien' Y como:

AY)=Y ={z e X |VW(EeVCX-=VNY #£0)}
Teorema 4.15. Eziste un drbol wi-Suslin si y solo st existe una recta de Suslin.

Demostracion. Supongamos primero que existe un arbol wi-Suslin.

Tenemos entonces un arbol 7' tal que |T'| = w; y toda cadena y anticadena de T tienen
cardinalidad menor que w;. Por el lema podemos suponer que 1" es un arbol bien
podado. Definimos el conjunto

L ={C CT|C es una cadena maximal en 7T'}.
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Si C € L, entonces existe un ordinal h(C) tal que C contiene exactamente un elemento
de Lev,(T) para a < h(C) y no contiene elementos de Lev,(T) para o > h(C). Como
T es un arbol wi-Suslin, toda cadena tiene cardinalidad menor que w; y, por lo tanto
h(C) < wy. Como T es un arbol bien podado, una cadena maximal no puede tener un
elemento mayor y, por tanto, cada h(C') es un ordinal limite. Ahora, para a < h(C),
definimos C'(a) como el elemento de C en el nivel a.

Ordenamos L de la siguiente forma: fijamos (7', <) un conjunto totalmente ordenado
arbitrario. Si C,D € L'y C # D, definimos d(C, D) como el menor « tal que C(a) #
D(«). Observamos que entonces d(C, D) < min(h(C), h(D)). Definimos C < D si y solo si
C(d(C,D)) < D(d(C, D)) (relacién definida para C' # D).

Veamos que (L, <) es un conjunto totalmente ordenado. La antisimetria y la totalidad
son directas por la totalidad de la relacién <. Veamos la transitividad. Sean C, D, E € L
distintas tales que C'< D y D < E (claramente debemos tener C' # D y D # E por como
hemos definido el orden <, tampoco se puede dar C' = E ya que en este caso tendriamos
C <Dy D<C que no es posible, ya que esto resultaria en C(d(C, D)) = D(d(C, D)) que
contradice la definicién de d) tenemos entonces C'(d(C, D)) < D(d(C, D)) y D(d(D, E)) <
E(d(D, E)). Queremos ver que C(d(C, E)) < E(d(C, E)). Separamos por casos:

1. d(C, D) = d(D, E) = d(C, E):

d(C, D) = d(D,E) = d(C. E)

Como C <D, C(d(C,D)) < D(d(C,D)) y como D<E, D(d(D,E)) < E(d(D,E)).

Entonces,
C(d(C,E))=C(d(C,D)) < D(d(C,D)) = D(d(D,E)) < E(d(D,E)) = E(d(C, E)),

de modo que C' < E.
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2. d(C,D) > d(D, E) = d(C, E):

d(C, D)

d(D,E) = d(C, E)

Como C' <D, C(d(C,D)) < D(d(C,D)) y como D<E, D(d(D,E)) < E(d(D,E)).

Entonces,
C(d(C,E)) =D(d(D,E)) < E(d(D,FE)) = E(d(C,E)),
de modo que C < E.
3. d(C,D)=4d(C,E) <d(D,E):

d(D,E)

d(C,D) = d(C, E)

Como C' <D, C(d(C,D)) < D(d(C,D)) y como D<E, D(d(D,E)) < E(d(D,E)).

Entonces,
C(d(C,E))=C(d(C,D)) < D(d(C,D)) = E(d(C,D)) = E(d(C, E)),

de modo que C' < E.
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4. d(C,D) = d(D, E) < d(C, E):

d(C, E)

Como C' <D, C(d(C,D)) < D(d(C,D)) y como D<E, D(d(D,E)) < E(d(D,E)).

Entonces,
D(d(C,D)) =D(d(D,FE)) < E(d(D,E)) =C(d(D,E)) = C(d(C, D)).

En este caso tenemos C(d(C,D)) < D(d(C,D)) y D(d(C,D)) < C(d(C, D)), de
modo que tendriamos C(d(C, D)) = D(d(C, D)), que no es posible por la definicién
de d.

Tenemos entonces que (L, <) es un conjunto totalmente ordenado.
Veamos que (L, <) es una recta de Suslin.

Primero, para ver que L tiene la c.c.c., supongamos que {(C¢, D¢) | € < wi} es una
familia de intervalos abiertos disjuntos dos a dos, no vacios. Tomamos E¢ € (C¢, D) y
por ser h(E¢) un ordinal limite, podemos tomar ¢ de manera que

méX(d(Cg, Eg), d(Eg, Dg)) <oae < h(Eg)

Entonces, veamos que {E¢(og) | £ < wi} formarfa una anticadena en 7'. Sean &1 < w.
Tenemos que ver que E¢(ag) y Ey(ay) no son comparables. Supongamos que si lo son, es
decir, suponemos sin pérdida de generalidad que F¢(ag) < Ey(ay). Como los intervalos
(C¢, D¢) y (Cy, Dy) son disjuntos, podemos distinguir dos casos:

1. C£<IE§<1D§ < Cn<IE,7<anI
Como E¢(ag) < Ey(ay) y ag > d(E¢, De), tenemos:
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Por una parte, tenemos Eg¢ < D¢. Por otra parte, como D¢ < E;), entonces
De(d(Eg, De)) = De(d(Dg, Ey)) < Ey(d(Dg, Ey)) = E¢(d(De, Ey)) = E¢(d(De, E)).
Tendriamos entonces E¢ < D¢ y D¢ < E¢ que es una contradiccion.

2. Cy<E <D, dCe<aE: QD
Como E¢(ag) < Ep(oy) y ag > d(Cg, E¢), tenemos:

Por una parte, tenemos £, < C¢. Por otra parte, como C¢ < E¢, entonces

Ce(d(Ey, C¢)) = Ce(d(Ce, E¢)) < Ee(d(C, Ex)) = E¢(d(Ce, Ey)) = Ey(d(Ey, C)).
Tendriamos entonces E;, < C¢ y C¢ < E;) que es una contradiccion.

El hecho de que {E¢(ag) | £ < w1} forme una anticadena en T' contradice que T" sea un
arbol wi-Suslin, ya que {E¢(og) | € < wi} tiene cardinalidad wq y en un arbol wi-Suslin,
toda anticadena debe tener cardinalidad menor que w;. Esto finaliza la demostracién de
que L tiene la c.c.c.
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Para demostrar que L no es separable (es decir, que no tiene ningtin subconjunto denso
numerable), veamos que es suficiente ver que para cada § < wi, {C' | h(C) < d} no es
denso en L.

Para cualquier A subconjunto de L, definimos § = sup{h(C) | C € A} + 1. Entonces,
A C{C | h(C) < d}. De este modo, si {C' | h(C) < §} no es denso, A tampoco serd denso
y, por lo tanto, es suficiente ver que para cada ¢ < wy, {C | h(C) < §} no es denso en L.
Veamos ahora esto tltimo.

Sea x € Levy(T), por el lema Ja > 0 ({y € Levy | y > x}| > 3), es decir,
existe un a > J con tres elementos distintos y, z,w € Lev,(7T) por encima de z. Sean
D, E, F elementos de L que contienen a vy, z, w respectivamente. Supongamos que estan
ordenados de forma que D < E < F, entonces (D, F') es un intervalo no vacio (ya que
E € (D,F)), pero como z € DN F, (D, F) no contiene ningiin C' € L con h(C) < 4,
yva que si asi fuese, tendriamos entonces D < C' < F. Por una parte D < C, por otra parte,
como C < F, d(D,C) =d(C,F)y D(d(C,D)) = F(d(C, F)), tendriamos C(d(C, D)) =
C(d(C,F)) < F(d(C,F)) = D(d(C,D)) vy, por lo tanto, C' <« D. Entonces se concluye
D(d(D,C)) = C(d(D,C)) que no es posible por la definicién de d(D, C). Visualicémoslo
con el dibujo.

Lev,(T)

Levs(T)

Queda visto entonces que (L, <) es una recta de Suslin.

Veamos ahora la otra implicacién del enunciado del teorema. Para ello, supongamos
que existe una recta de Suslin, (L, <), es decir, que (L,<) es un conjunto totalmente
ordenado que tiene la c.c.c. pero que no es separable.

Por el teorema [4.13] podemos suponer que L es denso en el orden y que ningin sub-
conjunto de L abierto no vacio es separable. Sea .# el conjunto de todos los intervalos de
L no vacios, los elementos de .# son de la forma (a,b) tal que a<b. .# es preordenado por
inclusién inversa: I < J siy solo si J C I. Debemos ahora definir un subconjunto T' C .¢
de manera que (T, <) sea un arbol de Suslin.

Para definir 7', primero vamos a encontrar .#g C .# para < w; de manera que para
cada (:

(1) Los elementos de .#5 son disjuntos dos a dos.

(2) U A es denso en L.
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(3) Sia< B, I €S,y Je I entonces:

(a) INJ =10, o bien
(b) JCIyI\cl(J)0.

Supondremos primero que es posible definir (#g | 8 < w1) y luego veremos su cons-
truccion.

Definimos T' = (Jz -#. Veamos que (T, <) es un drbol:

1. (T, <) es un conjunto parcialmente ordenado por serlo la inclusion.

2.VIeT, Tr={Je€T|J DI} estd bien ordenado por D:

Para ver la totalidad de (77, D), cogemos dos elementos distintos J, K € T7. De este
modo, como J, K € T tenemos que J, K € T', de modo que J € .#, y K € %3 para
algunos «, 8 < wy y ademés J, K D I. Por esto ultimo, J N K # () y, por lo tanto,
por (1), a # . De este modo, si & < 8 por (3) y por el hecho que J N K # (),
tenemos que K C J (andlogo si 8 < «). Ademds, todo subconjunto de T no vacio
tiene elemento minimo debido a que I C J VJ € T7.

Veamos ahora un resultado previo que nos ayudard a ver que V3 < wi (&g = Levg(T)).
Sia<fB,VIe I 3] e S, tal que I C J. Vedmoslo:

Sea a < fy I € F como |J.#, es denso en L, entonces existe un € I N|J .7, de
modo que hay un J € .#, tal que x € J. De este modo, x € I N.J y, por tanto, I N J # ()
ypor (3), I CJy J\cl(I)# 0, de modo que I # J y, por tanto, I C J.

Estudiemos ahora que %3 = Levg(T) viendo las dos inclusiones. Veamos primero que
VB < wl(fg - Lev5(T)).

Sea o <wy y I € #,, por la afirmacién anterior existe (Ig | f < a) tal que Ig € F3y
I3 D Ig siempre que < ' < ay ademés I C Ig Vf < o La existencia de esta cadena
muestra que ht(I,T) > a. Vedmoslo:

Tenemos ht(I,T) = OT({J | J < I}) = OT(W) definiendo W = {J | J < I} =
{J | J D I}. Existe entonces una funcién f : @ — W estrictamente creciente, y W =
OT(W) = ht(I,T), de modo que la funcién g : @ — ht(I,T’) también es estrictamente
creciente. Ahora, para cualesquiera «, 3, si tenemos una funcién f : o — (8 estrictamente
creciente, entonces a < ( ya que si fuese § < «a tendriamos f : a — « estrictamente
creciente y existirfa un v < « tal que f(§) < 7 para todo § < . Como f(vy) > =, no
puede ser que f(v) < 7. De este modo, como g : « — ht(I,T) es estrictamente creciente,
entonces a < ht(Z, 7).

Supongamos ahora que ht(I,7) > «. Entonces existe un intervalo J tal que I > J y
J > Ig para todo 8 < . Como J C Ig para 3 < «, entonces J ¢ #5 (puesto que los
elementos de #g son disjuntos y Is € .#3) y como I C J, entonces J ¢ .7, (puesto que los
elementos de .#, son disjuntos y I € .#,). De este modo, existe un n > « tal que J € .%,.
Como I NJ # (), entonces por (3) tendriamos J C I pero esto contradice que I C J. De
este modo, ht(I,T) = «, es decir, I € Lev,(T), como queriamos ver.

Veamos ahora la otra inclusion, es decir, demostremos que V5 < wi(-#3 2 Levg(T)).

Sea I € Lev,(T) pero I ¢ .7,. Entonces I € .#3 para algin 8 # «a y, por lo tanto,
I € J3 C Levg(T) por la otra inclusiéon ya vista. De este modo, I € Lev,(T) y
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I € Levg(T) que no es posible, ya que los niveles de un arbol son disjuntos. Por tan-
to, si I € Levy(T) entonces I € .Z,.

Sea A C T una anticadena en T, entonces los elementos de A son disjuntos dos a dos
(si tuviésemos I,J € A, por ser A una anticadena I Z JAJ Z Iy, por lo tanto, I y J son
disjuntos), por lo tanto, debido a que 7' C .# y .# es el conjunto de todos los intervalos
de L, como L tiene la c.c.c., |A| < w;.

Por otra parte, T' no puede tener cadenas no numerables, puesto que si {I¢ | { < w1}
fuese una cadena no numerable, podrfamos coger §,n7 < w; tales que { < n — I < I,
Entonces por (3), como I N I, # 0 tendrfamos,

§<77—>(Ing15/\15\c1([n)7§®),

y {Ie \ cl(Igq1) | € < wi} serfa una familia no numerable de subconjuntos de L, puesto
que {I¢ | £ < w1} es una cadena no numerable. Ademas, veamos que los elementos de
este conjunto son disjuntos dos a dos: sean I,J € {I¢ \ cl(I¢41) | £ < wi}, entonces,
I =TI\ cl(Iggyq) y J = I\ cl(Iyg1) con &,m < wy y & # 1. Podemos suponer { < n
sin pérdida de generalidad y tenemos entonces ¢ < £ +1 < 1 < n+ 1 de manera que
Iy1 €I, C Ieqy C Ie. Entonces, 1N J = (Ig \ cl(deg1)) N (L) \ cl(Ly41)) = (I N Ie) \
(cl(Ip41) Ucl(Ieqr)) = In \ el(leqn) € Teqa \ cl(Lgqa) = 0.
Ademas, todo elemento de {I¢ \ cl(Z¢41) | £ < w1} es no vacio por (3).

Hemos encontrado entonces una familia no numerable de subconjuntos de L no vacios,
disjuntos dos a dos, contradiciendo la c.c.c. de L. De este modo, toda cadena tiene cardi-
nalidad menor que wj.

Finalmente, |T'| = w1, ya que (2) implica en particular que V3 < wy (&g # ().

De este modo, T es un arbol wi-Suslin.

Falta ver ahora que es posible definir (.#3|8 < w1). Lo haremos por induccién. Defini-
mos % como cualquier subfamilia de .# disjunta y maximal (observemos que podemos
afirmar la existencia de una subfamilia maximal, puesto que toda cadena es numerable
y, por tanto, podemos aplicar el lema de Zorn). Entonces, | .# es denso en L, ya que si
no lo fuese, existirfa algin punto z € L que no estd en ningun intervalo abierto de %

de manera que surgiria una contradiccion con la maximalidad de .#, ya que no podemos
agregar un nuevo intervalo abierto que contenga a x sin violar la maximalidad.

Ahora, dado .%,, debemos definir inductivamente .#,,1 y .#, con v > « limite.
Veamos primero la construccién para el caso sucesor. Primero, para I € .#,, definimos

como #7 una subfamilia disjunta maximal de

(Kes|KCINI\c(K)#0}.

Existe una subfamilia disjunta maximal del conjunto por el lema de Zorn, ya que toda
cadena del conjunto estd acotada por I. Definimos entonces 11 = | J{H#7 | I € S,}.
Comprobemos que esta definicién cumple las condiciones (1)-(3).

Para ver (1) debemos ver que los elementos de .#,4; son disjuntos dos a dos. Sean
1,J € .41, hay dos casos:

1. I,J € Zy paraun K € .Z,. Por definicién, .k es una familia disjunta y, por tanto,
I y J son disjuntos.
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2. 1 e Xy Je K con K, L e .7, distintos. Como K, L € .#,, por (1) sabemos que
K y L son disjuntos. Como I € #x, I C K y como J € 7, J C L. Entonces,
como K y L son disjuntos, también lo son I y J.

Veamos (2), es decir, que | .Z4+1 es denso en L. Sabemos que | J.#, es denso en L y, por
lo tanto, VI € .# 3J € |J H, tal que I N J # (). Tomamos ahora K C I N J. Claramente
K cIndJCJyademss, J\ cl(K) # 0. De este modo, K € #; C |J#,+1. Por otra
parte, KNI # (). Hemos visto entonces que para todo I € &, INK # () con K € |J Fp41,
de modo que | J -#,41 es denso en L.

Para ver (3), veamos que si tenemos f < a+1, I € S5, J € Z,41 entonces:

(a) INJ =10, o bien
(b) JCIAT\cl(J)# 0.

Supongamos primero el caso f < a. Como J € F,11, J € K, para algun L € .Z,. Re-
cordemos que #7, es una subfamilia disjunta maximal de { K € .# | K C LAL\cl(K) # 0}.
Entonces, J C L€ S,y L\ cl(J) # 0. Como I € #3y L € .7, tenemos:

(a) INL =10, o bien
(b) LCIAT\ (L) #0.

En el primer caso, tenemos J C Ly I N L = () de modo que J NI = (). En el segundo
caso, J C Ly como L C I, entonces J C I. Por otra parte, L \ cl(J) C I\ cl(J) y como
L\ cl(J) # 0, entonces I\ cl(J) # 0.

Veamos ahora el caso § = a. Tenemos [ € S,y J € Foy1. Como J € Fy11, J € H
para alguna L € .#,. Entonces, J C L € .4, y L\ cl(J) # (). Como I, L € .7,, entonces
INL =0y tenemos entonces J C Ly INL=( de modo que JNI = .

Hemos visto entonces que siempre se cumple (a) o (b), de modo que se satisface (3)
para %,1. Esto finaliza la construccién de Z,1.

Debemos definir ahora .#, con v > « limite. Para ello suponemos que hemos definido
Fo para a < vy cumpliendo (1)-(3) para o < 8 < 7.

Definimos .#, como una subfamilia de .2~ maximal disjunta donde

H ={KeI|Va<WVIe F[INK=0V(KCINI\c(K)#0D)]}.

Podemos afirmar la existencia de esta subfamilia maximal gracias al lema de Zorn,
puesto que toda cadena de £ estd acotada por I.

Notemos que (1) y (3) se ven directos en .#,, por su definicién. Veamos entonces que
se satisface también (2).

Que |J &, sea denso en L se sigue de la maximalidad de .#,, si podemos demostrar
que para todo J € ., 3K € J# (K C J). Vedmoslo:

Sea FE el conjunto de los extremos, derecho e izquierdo de todos los intervalos de
Ua <y Z,. E es numerable por tener L la c.c.c. y J no es separable por ser un intervalo.

Entonces, podemos fijar K1 € £ con K1 CJy Ki1NE=0.Si1¢ Ua<,y ., entonces Ky
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no contiene los puntos finales de I, asi que INK; = o K; C I. Tomamos ahora K € .
con K C K1y K1\ cl(K) # 0. Entonces, K C J y K € J, como querfamos ver.

O

Hemos visto en este capitulo la equivalencia entre la existencia de drboles wi-Suslin y
la existencia de rectas de Suslin de modo que el estudio de la hipdtesis de Suslin equivale
al estudio de la existencia de arboles wi-Suslin. Es decir, la no existencia de drboles wq-
Suslin implica que si tenemos un conjunto X totalmente ordenado, denso, completo y sin
extremos, y que tiene la c.c.c., entonces, X es isomorfo a la recta real, R.
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5. Axioma de Martin (MA)

Definamos primero los conceptos de denso y de filtro en un preorden, necesarios para
enunciar el axioma de Martin.

Definicién 5.1. Sea (P, <) un preorden, D C P es denso en P si Vp € P g < p(q € D).

Observacion 5.2. Observemos que hemos introducido una nueva definicién de denso.
Debemos tener en cuenta que este concepto es distinto al definido para conjuntos total-
mente ordenados y para topologias.

Definicién 5.3. Sea (P, <) un preorden, G C P es un filtro en P si:

(a) Vp,qe G Ire Gir <pAr<q)y,
(b)) Vpe GVqeP(p<q—qeqG).

Definicién 5.4. MA(k) es la afirmacion: Sea (P, <) un preorden que tiene la c.c.c. y es
no vacto. Sea 9 una familia de < k subconjuntos densos de P, entonces hay un filtro G
en P tal que VD € 2(GN D # ).

Definicién 5.5. MA es la afirmacion: Vi < 2¥(MA(k)).

Observacioén 5.6. Es conocida la consistencia de MA con ZFC, es decir, si Con(ZFC),
entonces Con(ZFC+MA). De hecho, de forma mas general, MA es independiente de ZFC.

Veamos un primer resultado sobre MA(2%).

Lema 5.7. MA(2¥) es falso.

Demostracion. Sea P el conjunto de las funciones parciales finitas de w a 2, es decir,

P={p|pCwx2A|p| <wAp es una funcién}.

Sean p,q € P, definimos p < ¢ si y solo si ¢ C p (si y solo si p extiende ¢ como una
funcién, es decir, p y ¢ coinciden en el dominio de q).

Entonces, p y ¢ son compatibles si y solo si 3r € P(r < p Ar < g), que es equi-
valente a 3r € P(p C r A g C r). Esto equivale a 3r € P(p y r coinciden en dom(p) A
q y r coinciden en dom(q)) que a su vez equivale a: p y ¢ coinciden en dom(p) N dom(q).
En caso de que p y ¢ sean compatibles, p U ¢ es una extensiéon de ambas p y ¢, es decir,
pUqg<pypUqg=gq.

Claramente P tiene la c.c.c., ya que toda anticadena A de P cumple A C P, de modo
que |A| < |P| = w.

Sea G un filtro en P, por definicién, Vp,q € GIr € G(r < p Ar < q), de modo que los

elementos de G son compatibles por pares y definiendo f = fo = |JG, entonces fg es
una funcién tal que dom(fg) C w.

Sea h : w — 2, definimos los conjuntos Ep, = {p € P | In € dom(p)(p(n) #
h(n))} v Dp, = {p € P | n € dom(p)}. Claramente Ej y D, son densos en P. Sea
2 ={D,, | n € whU{E} | h € “2}, entonces |Z2| = 2. Como G es un filtro en P,
suponiendo cierto MA(2¥), tendrifamos que G N D # () para todo D € 2 y entonces fg
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serfa una funcién de w (ya que interseca todo Dy,) a 2 que difiere de cada funcién de w en
2 (ya que interseca cada E},), que es imposible.

O

Queremos estudiar ahora una serie de equivalencias de MA(k). Para ello definamos
primero el concepto de dlgebra de Boole asi como otros relacionados.

Definicién 5.8. Un dlgebra de Boole es una estructura de la forma (A,M,U,50,1), donde
0,1 € A,” es una aplicacion de A en A y 1, U son operaciones binarias en A y se cumple:

1. Conmutatividad: aMb=0bMNa yallb=>bUa.

2. Asociatividad: a1 (bMc) = (aMb)Necyal(blec) = (allb)Uc.
3. Distributividad: a1 (bUc) = (aMb)U(aMc) yal (bMec)=(alb)M(alec).
4. Idempotencia: aMla=a yala=a.

5. a=a.

6.0=1y1=0.

7. anM0=0yall=a.

8. all0=ayaldl=1.

9. ala=1yaMNa=0.

10. (am1b) = (@Ub) y (aUb) = (@mnb)

11. 0 # 1.

Definicion 5.9. Sea # un dlgebra de Boole, definimos el orden de B de modo que sean
abe B, a<bealb=boaNb=a<aNb=0<allb=1.

Definicion 5.10. Sea B un dlgebra de Boole, decimos que B es completa si todo sub-
conjunto S C A tiene tanto supremo como infimo en el orden < definido.

Veamos un resultado sobre algebras de Boole.

Lema 5.11. Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. Entonces hay un dlgebra de
Boole completa  y una funcion i : P — 2\ {0} tal que:

(1) i(P) es denso en A\ {0}.

(2) ¥p,q € P(p < q — i(p) <i(q))-

(3) ¥p,q € P(p L g+ i(p) Ni(q) = 0).

Demostracion. Sea p € P, definimos N, = {¢ € P | ¢ < p}. Cogemos como P la
topologia que tiene como base {N, | p € P}. Los N, forman una base, ya que si ¢ € Ny,
entonces ¢ <py Ny={reP|r<q} C{reP|r<p} =N, Para cada p, N, es el
conjunto abierto mas pequeno que contiene a p.

Definimos % = ro(P). Esto quiere decir que Z es el dlgebra regular abierta de P, de
modo que los elementos de % son los conjuntos b C P regulares (b es regular si y solo si
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b =intcl(b)) y abiertos. Ademas, las operaciones algebraicas en ro(P) son aMb=anb,
alb=1intcl(aUb)y a=int(P\ a). Observemos también que a < b <> a C b. Entonces,
por como hemos definido %, es un algebra de Boole completa. Una demostracién de que,
para todo espacio topoldgico X, ro(X) es un algebra de Boole completa se encuentra en
[Hal74].

Por otra parte, definimos la funcién i : P — 2% \ {0} de modo que, para todo p € P,
i(p) = int cl(N,).

Pasemos ahora a verificar las condiciones (1)-(3).

Para verificar (1), escogemos b € # \ {0}. Fijamos p € b, entonces N, C b, de modo
que si i(p) = int cl(N,) C int cl(b) = b.

La afirmacion (2) es obvia, ya que si p < ¢, N, C Ny. De este modo, i(p) = int cl(NV,,) C
int cl(Ny) = i(q).

Para (3), veamos las dos implicaciones.

Supongamos primero que p y ¢ son compatibles y fijamos r € P tal que r <py r <gq.
Por (2), i(r) <i(p) e i(r) < i(q), de modo que i(p) Mi(q) # 0.

Supongamos ahora que p L ¢, es decir, p y ¢ son incompatibles. Entonces N, NN, = 0.
Como Ny es abierto, cl(Np) NN, = (), de modo que i(p) N Ny = int cl(N,) NNy = 0. Como
i(p) es abierto, i(p) N cl(Ny) = 0, es decir i(p) Mi(g) = int cl(N,) Mint cl(N,) = 0.

O

Definamos ahora una serie de conceptos topoldgicos que apareceran en el siguiente
teorema.

Definicion 5.12. Decimos que un espacio topoldgico X es de Hausdorff si para todo par
de puntos x ey distintos de X existen abiertos U y 'V tales quex e U C X eyeV C X
que cumplen UNV = 0.

Definicion 5.13. Un recubrimiento abierto de un subconjunto A C X de un espacio
topoldgico, es una familia de conjuntos abiertos {U;}ier de X, tales que:

AgUm
el

Definicion 5.14. Decimos que un espacio topolégico X es compacto si para todo recu-
brimiento abierto de X, existe un subrecubrimiento finito del mismo.

Definicion 5.15. Decimos que un espacio topoldgico X es reqular si para cada conjunto
cerrado F de X y cada punto x ¢ F, existen abiertos U,V tales que x € U C X y
F CV C X de manera que UNV = (.

Definicion 5.16. Definimos anticadena en un dlgebra de Boole 98 como un conjunto
A C A\ {0} tal que
Va,be Ala#b—alb=0).

Observacién 5.17. La definicién de anticadena en & es equivalente a la definicién de
anticadena para el preorden de % \ {0}.

Veamos ahora las equivalencias de MA (k).
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Observaciéon 5.18. En la siguiente demostracion utilizaremos un teorema que veremos
mas adelante, el teorema junto con los conceptos necesarios, que se encuentran en
las definiciones y Este resultado inicamente nos ayuda a afirmar la existencia
de un conjunto, asi como informacién de su cardinalidad. Como de momento no es de méas
interés, se vera con detalle mas adelante junto a otros resultados relacionados.

Teorema 5.19. Para todo k > w, son equivalentes:

(a) MA(k).

(b) MA(k) restringido a conjuntos parcialmente ordenados de cardinalidad menor o
igual que K.

(¢) MA(k) restringido a un dlgebra de Boole completa.

(d) Si X es cualquier espacio de Hausdorff, compacto, que tiene la c.c.c. y Uy son
conjuntos densos abiertos para o < K, entonces ﬂa<ﬁ Uy # 0.

Demostracion. Claramente la forma general de MA (k) implica cualquiera de sus formas
restringidas, de modo que ya tenemos que (a) implica tanto a (b) como a (c).

Veamos primero que (b) implica (a). Para ello, asumamos MA(k) restringida a con-
juntos parcialmente ordenados de cardinalidad menor o igual que k.

Sea (T, <) un conjunto parcialmente ordenado de cardinalidad arbitraria que tenga la
c.c.c., y Z una familia < k subconjuntos de T densos, debemos encontrar un filtro H C T
que interseque cada D € Z aplicando la forma restringida de MA (k) a un suborden P C T
adecuado con |P| < k. Veamos primero que podemos encontrar P C T de modo que:

(1) |P| < .
(2) DNP es denso en P para todo D € 2.

(3) Sip,q €P, py qson compatibles en P si y solo si son compatibles en T.
Para D € 2, definimos fp : T — T tal que
Vp e T(fp(p) € DA fp(p) < p),
yg:T xT—T tal que
Vp,q € T(p, q compatibles — g(p,q) < p A g(p,q) < q)-

De este modo, podemos escoger P C T tal que |P| < k y IP sea cerrado bajo g y bajo
cada fp (esto es posible por el teorema |6.16)).

Entonces, veamos que P satisface (3) por ser P cerrado bajo g. Sean p, ¢ € P compatibles
en P, entonces Ir € P(r <pAr < q), como P C T, entonces r € P C T de modo que p, q
son compatibles en T. Supongamos ahora que p,q € P C T son compatibles en T, entonces
Ir € P(r <pAr <gq). Como P es cerrado bajo g, g(p,q) € Py g(p,q) <pAg(p,q) <q
por como hemos definido la funcién g. De este modo, p, ¢ son compatibles en P.

Por otra parte, veamos que se satisface (2) por ser P cerrado bajo fp. Como P es
cerrado bajo fp, si p € P, entonces fp(p) € P, y por como hemos definido fp, fp(p) <p
y fp(p) € D, de modo que tenemos que D NP es denso en P para todo D € 9.
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(3) implica que P tiene la c.c.c., ya que no existe familia no numerable de subconjuntos
de PP disjuntos 2 a 2 no vacios (por tener T la c.c.c.). De este modo, podemos aplicar la
forma restringida de MA(k) a P obteniendo un filtro G en P tal que

VD e 2(GNDNP#0D).
Definamos ahora H como:
H={qeT|3IpecGp<q)}

y comprobemos que H es un filtro en T que interseca cada D € Z. Para ello, veamos
primero que H es un filtro en T, comprobando las dos condiciones necesarias.

Sean p,q € H, entonces 3r,s € G(r < p A s < q). Entonces, por ser G un filtro en P,
Jt € G(t <rAt<s),deeste modo, It € G(t < pAt<gq),ycomoG C H (yaque P C T),
H cumple la primera condicién de filtro.

Sea ahora p € H y q € T tales que p < ¢q. Como p € H, entonces Ir € G(r < p)y
como p < ¢, entonces r < g, de modo que q € H.

Observamos finalmente que H interseca cada D € . Esto es cierto puesto que ya
sabemos que GN D NP # () para todo D € 2,y GND NP C HN D, de modo que
VD e 2(HND #0).

Veamos ahora que (c) implica (b). Para ello, asumamos MA (k) restringida a un algebra
de Boole completa.

Consideramos (P, <) un conjunto arbitrario, parcialmente ordenado, de cardinalidad
menor o igual que kK y que tenga c.c.c. y &Z una familia de < k subconjuntos de P densos.
Sean % y i como en el lema entonces A tiene la c.c.c., ya que si {b, | & < w;} fuese
una anticadena en %, para todo a < w; podriamos por (1) (de encontrar p, € P
con i(py) < by. Entonces, {p, | @ < wi} seria una anticadena en P. Veamos esto tltimo
con mas detalle:

Si {pa | @ < w1} no fuese una anticadena en PP, existirfan «, 8 < w; tales que po, < pg
(idéntico en el caso pg < po). Por (2) (de 5.11)), tendriamos entonces i(p,) < i(pg) y, por
lo tanto, i(pa) < ba y i(pa) < i(pg) < bg, de modo que b, Mbg # 0, contradiciendo que
{ba | @ < w1} es una anticadena en A\ {0}.

Tenemos entonces que {p, | @ < wj } seria una anticadena en PP, pero esto no es posible,
ya que PP tiene la c.c.c. Por lo tanto, 4 tiene la c.c.c.

Sea D € 92, i(D) es denso en £\ {0}, ya que, por ser i(IP) denso en £\ {0}, para toda
b e #\ {0}, existe una p € P tal que i(p) < by ademas, por ser D denso en P, existe una

q € D con q < p. Por (2) (de , como ¢ < p, entonces i(q) < i(p) < by i(q) € i(D).

Por la forma restringida de MA(k) a %, hay un filtro G en # tal que G Ni(D) # 0
para cada D € 9. Sea H = i~ '(G), entonces H N D # () para cada D € 2. Sin embargo,
H podria no ser un filtro, puesto que es claro, por (2) (de [5.11)), que H satisface

Vpe HYqeP(q>p—q€ H),
pero la dificultad esta con
Vp,g € HIre H(r <pAr <q),

ya que sean p,q € H, entonces p y ¢ podrian no tener una extensién comun en H. Para
remediar esto, definimos

Dyy={reP|(r<pAr<qVvrLlpvrLlgqg}
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Veamos primero que D), es denso en [P para todos p,q € P. Fijamos ro € IP. Si existe
un s € P tal que s < rg y s es incompatible con alguna p o g, entones, s estd en D,,. Si
no, entonces en particular rg es compatible con p, asi que fijamos r; € P tal que r < rg
y r1 < p. Como rq es compatible con ¢, fijamos ro € P tal que ro < 71 y 793 < q. Como
ro <11 <p, rog < rgcon 1y € Dy,

Ahora, como |P| < &k, podemos asumir que cada D,, € Z ya que anadiendo {D,, |
p,q € P} a 2 seguimos teniendo |Z| < k. En este caso, sean p,q € H, fijamos r €
H N Dpy. Como los elementos de H son compatibles dos a dos, no podemos tener r L p
or L g,asi que r < pyr <gq.De este modo, se satisface también la condicién de filtro
Vp,q € HIr € H(r < pAr <q)y, por tanto, H es un filtro que cumple que H N D # ()
para todo D € 2.

Hemos entonces demostrado que MA(k) restringida a un dlgebra de Boole completa
implica MA(k) restringida a érdenes parciales con cardinalidad menor o igual que k. De
este modo, ya hemos visto que (a), (b) y (c) son equivalentes.

Veamos ahora que (a) implica (d). Para ello asumimos MA (k).

Consideramos X un espacio de Hausdorff, compacto, que cumple la c.c.c. y sean U,
conjuntos densos abiertos con a < k.

Recordemos que es un sabido resultado de topologia que son equivalentes:

1. X es compacto.

2. Si {F;}ics es una familia de subconjuntos cerrados en X con la propiedad de la in-
terseccién finita (la interseccién de toda subfamilia finita no vacia tiene interseccién
no nula), entonces ();c; F; # 0.

SeaP = {p C X | p abierto Ap# 0}, con p < g siysolosipCq. Entoncesp L gsiy
solo si pN g = (), de modo que P tiene la c.c.c., ya que X la tiene. Si G es un filtro en P,
entonces para todo p,q € G existeunr € Gtalquer <pyr < q,esdecir,rCpyr Cp.
Por tanto, pNgq # (. De este modo, G tiene la propiedad de interseccién finita, asi que por
la compacidad de X, ({p | p € G} # 0. Para cada «, definimos D, = {p € P | p C U, }.
Veamos ahora que D, es denso en P.

Queremos ver que Vq € Pdp € D,(p < ¢q). Sea ¢ € P, como U, es denso en X,
Uy Nq # 0 de modo que Ja € U, Ng. Como X es regular, existen conjuntos p, Z tales que
a€pCZ CUyNgcon p abierto y Z cerrado. Por ser p abierto y Z cerrado y p C Z,
tenemos que p C Z, de modo que p € D,. Como también p C ¢, hemos demostrado que
D, es denso en P.

Tenemos entonces G N D, # () para todo o < k. Veamos ahora que ({p | p € G} es un
subconjunto de (.. Us. Sea a € (\{p | p € G}, tenemos que Vp € G(a € p), por tanto,
existe algin p € G tal que p € D, (ya que G N D, # 0), es decir, p C U,. De este modo,
a€pCU,.

Entonces (1{p | p € G} es un subconjunto no vacio de (., Us, de modo que

na<li UOé 7& Q)

Finalmente, veamos que (d) implica (c).

a<k

Sea & un algebra de Boole con la c.c.c. y Z una familia de < x subconjuntos densos
de £\ {0}. Suponiendo (d), debemos encontrar un filtro G C % que interseque cada
elemento de 2. No es necesario aqui que £ sea completo.
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Sea X el espacio Stone (espacio de Hausdorff compacto totalmente desconectado, es
decir, que tiene solo elementos tinicos como subconjuntos conexos) de Z. Los elementos
de X son los ultrafiltros de # (colecciones de subconjuntos de 4, tales que, son filtros y
no puede agrandarse como filtro) y si b € %, un conjunto bésico abierto en X estd dado
por

Ny={Ge X |beG}.

Tenemos que N, N N. = ) si y solo si bM ¢ = (), de modo que X tiene la c.c.c., por
tenerla %4. Ahora, para cada D € &, definimos

WDZU{Nb|b€D}

Wp es abierto y denso topolégicamente en D, ya que si algin N, fuese disjunto de
Wp, entonces tendriamos N, N N, = () para todo b € D, es decir, ¢cb = () para todo
b € D. Esto es imposible, ya que D es denso en £ \ {0} en el orden y de este modo, D
contiene una extension de c.

Por (d), tenemos que (\{Wp | D € 2} # () de modo que podemos tomar un elemento
G e ({Wp | D € Z}. Entonces G es un filtro por serlo los elementos de X y G € Wp
para todo D € 2, asi que 3b € D(G € Ny), de modo que 3b € D(b € G). Por lo tanto,
GND 0.

O

Veamos ahora la relacion entre el axioma de Martin y la hipotesis de Suslin.

Teorema 5.20. MA(w;) implica que no ezisten drboles wi-Suslin (SH).

Demostracion. Supongamos que existe (7', <) un arbol wi-Suslin y sea P = (T, >) el
orden inverso de T. Como T es wi-Suslin, T no tiene anticadenas no numerables y, por
tanto, P tampoco, de modo que P tiene la c.c.c.

Por el lema podemos asumir que 1 es un arbol bien podado, en cuyo caso
D, ={x €T |ht(x,T) > o} es denso en P ya que Vp € P 3¢ > p(q € D,).

De este modo, (IP, >) es un preorden c.c.c. no vacio y { Dy, | @ < w1} una familia de < w;
subconjuntos densos de P. Por MA (w1), hay un filtro G C P tal que Vo < w1 (GND,, # 0).
Entonces, G es una cadena (ya que si tuviésemos z,y dos elementos no comparables, por
ser (G un filtro tendriamos que dr € G tal que r > p Ar > q y con p L ¢, esto contradice
que T sea un arbol).

Veamos ahora que G no es numerable. Supongamos que si lo es. Entonces Vg € G, sea
ay = ht(g,T), tendriamos que {ay | g € G} es numerable. Por ser {a | g € G} numerable,
podemos fijar un a < w; tal que Vg € G(a > ay). Como hemos visto anteriormente, por
ser G un filtro, G N D, # 0, de modo que existe g € G N D, y, por lo tanto, tendriamos
ag > «, contradiciendo que a > ay.

Entonces, tenemos que G es una cadena no numerable, contradiciendo el hecho de que
T es un arbol wi-Suslin.

O

Hemos visto en este capitulo que la introduccién del axioma de Martin MA (w;) implica
la hipdtesis de Suslin, es decir, que si tenemos un conjunto X totalmente ordenado, denso,
completo y sin extremos, y que tiene la c.c.c., entonces X es isomorfo a la recta real, R.
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6. Axioma ¢

Veamos una serie de conceptos previos, necesarios para enunciar el axioma .

Definicién 6.1. Sea A un conjunto no vacio, un filtro en A es un subconjunto % C P (A)
tal que:

() Ac F yl¢ F.
(b) VX,Y € F(XNY € F).
()VX € FVY CAXCY Y €.%).

Observacién 6.2. Un filtro en A es un filtro en Z(A)\ {0} en el sentido de la definicién
0.3

Definicién 6.3. Sea A un conjunto no vacio, un ideal en A es un subconjunto & C P (A)
tal que:

(a) Ve s yA¢ .s.
(b) VX,Y € #(XUY € 7).
()VX e FVY CAXDY 5Y e .9).

Definicién 6.4. Si .Z es un ideal en A, el filtro dual * es * ={X C A| A\X € J}.
Si F es un filtro en A, el ideal dual F* es F* ={X CA| A\ X € Z}.

Definicién 6.5. Decimos que un ideal ¥ es k-completo si
Vel C I (|| <k — | o €.7).
Decimos que un filtro F es k-completo si

Vet C F (|| <k — (o € F).

Introduzcamos el concepto de conjunto c.u.b. y definamos el filtro Cub(pu).

Definicion 6.6. Para cualquier p ordinal limite, un conjunto C' C p es cerrado si para
todo limite 6 < p, si C'N 6 no estd acotado en §, entonces § € C.

Definicién 6.7. Decimos que un conjunto C C u es c.u.b. (closed unbounded) en p si C
es cerrado y no acotado en p.

Definicién 6.8. Sicf(u) > w, el filtro c.u.b. en p, denotado Cub(u), es

Cub(p) ={X Cu|3C C X(C es cu.ben p)}.

Vamos ahora una serie de resultados previos que nos ayudardn a ver que el axioma ¢
implica la negacién de SH.

Veamos primero algunos resultados sobre los conjuntos c.u.b. y concretamente sobre
el filtro Cub(p).
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Lema 6.9. Sicf(u) > w, entonces

(a) La interseccion de cualquier familia de menos de cf(u) subconjuntos c.u.b. de p es
c.u.b.

(b) Cub() es un filtro cf(p)-completo.

Demostracion. Probemos (a). Sea Cy c.u.b. en p para todo a < A, donde A < cf(pu).
Definimos D = (., Ca.

Veamos primero que D es un conjunto cerrado.

Sea 0 = sup B, con B C D = (|, Ca. Asi, B C C, para todo o < A. Como C, es
cerrado para todo o < A, si v = sup F con E C C,, entonces v € Cy. De este modo,
§ € Cy Ya < Ay, por tanto, § € [),cy Ca = D.

Veamos ahora que D no estd acotado.

Definimos f,(§) el menor elemento de C, mayor que ¢ y definimos también
9(&) = sup{fa(&) | @ < A}. Entonces £ < ¢g(§) < p puesto que cf(u) > A (es decir,
no podemos escribir p =,y ;).

Sea ¢°(€) = &, ¢"1(§) = 9(g™(&)) v g (&) = sup{g"(€) | n < w}. Entonces se tiene
€ < g“(&) < p puesto que cf(pu) > w. Para cada «, por ser C, c.u.b., Cy, no esté acotado

en ¢g¥ (&), de modo que g¥(§) € Cy para todo a < A, asi que ¢*(§) € [\yerCa = D.
Entonces, para cada &, ¢“(£) es un elemento de D mayor que £, de modo que D no estd
acotado.

Para ver (b), veamos primero que Cub(u) es un filtro en p:

(a) Se cumple p € Cub(p) y 0 ¢ Cub(u).

(b) VX,Y € Cub(u)(X NY € Cub(u)):
Si X, Y € Cub(u), entonces, existen C C X, D C Y tales que C, D son c.u.b. en p.
Entonces, por (a), CNDescub.enpycomoCNDCXNY, XNY € Cub(p).
(c) VX € Cub(pu) VY Cu(X CY =Y € Cub(u)):

Sea X € Cub(u), existe C C X tal que C' es c.u.b. en p. Sea Y C ptal que X C Y,
entonces C' C X C Y, de modo que Y € Cub(u).

Veamos ahora que Cub(u) es cf(u)-completo.

Sea X, € Cub(p) ={X Cp|3C C X(C cuben p)} para a < A, donde A < cf(pu).
Para todo o < A escogemos C, € X, c.u.b. en p. Entonces, (), \ Ca € [y<y Xa, veamos
que (Nyer Xa € Cub(p). Como X, C p para todo v < A, (., Xa € . Por el apartado

(@), Naer Ca es cub. y (Nycx Ca € Naer Xas de modo que (), Xo € Cub(p)
U

Veamos como se define un conjunto estacionario. Esta definicién serd también necesaria
para enunciar el axioma ¢.

Definicién 6.10. Si cf(u) > w, decimos que X C p es estacionario st X ¢ Cub*(u) v,
contrariamente, decimos que X es no-estacionario si X € Cub*(p).

Veamos un resultado que nos ayudara a estudiar los conjuntos estacionarios.
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Lema 6.11. Sea cf(u) > w y X C u. X es estacionario si y solo si X NC # () para todo
C c.u.b. en .

Demostracion. Supongamos primero que X es estacionario.

Entonces X C p y no existe ningin D C p\ X tal que D sea c.u.b. en u. De este
modo, sea C' C u c.u.b., entonces C' Z i\ X por ser X estacionario. Queda probado que
CNX #0.

Veamos ahora la otra implicacién, suponiendo que X NC' # () para todo C c.u.b. en p.

Supongamos que X C p es no-estacionario. Entonces, 3D C u\ X(D c.u.b. en pu).
Como D es c.u.b. en p, entonces X N D # () pero esto no es posible, ya que D C p\ X.
De este modo, hemos llegado a contradiccion y, por tanto, X es estacionario.

O

Introduzcamos una nueva definicién junto a un resultado que utilizaremos posterior-
mente.

Definicién 6.12. Decimos que un drbol (T, <) es siempre-ramificado si, para todo x € T,
{y €T |y > x} no estd totalmente ordenado por <.

Teorema 6.13. Sea (T,<) un wi-drbol siempre-ramificado en el que toda anticadena
maximal es numerable. Entonces T es un drbol wy-Suslin.

Demostracion. Por el lema de Zorn, toda anticadena esta contenida en una anticadena
maximal, de modo que toda anticadena es numerable, por serlo toda anticadena maximal.

Probemos ahora que |T'| = wy. Por una parte, podemos escribir 7' = | J,,,, Leva(T),
de modo que |T| = |Uqey, Leva(T)| = Yoy, [Leva(T)| < wi (ya que |Levy(T)] < wi
por ser Lev,(7T) una anticadena para todo o < wy). Ademads, |T'| > w; ya que por ser T'
un wi-arbol, ht(7") = wy, es decir, para todo o < wy, existe un x € Lev, (7).

Supongamos que B fuese una cadena no numerable. Podemos asumir que B es maxi-
mal, de modo que B intersecaria cada nivel de T. Como T es siempre-ramificado, para
cada x € T existe un f(z) > = tal que f(z) ¢ B. Ahora, podemos coger inductivamente
ZTo € B para a < wy de modo que ht(z,,T) > sup{ht(f(z3),T) | 8 < a}. Entonces,
{f(zs) | @ < w1} serfa una anticadena no numerable. Veamos que es una anticadena:

Sean «, < wi, podemos suponer sin pérdida de generalidad que o > (. Tenemos
entonces f(xzq) > xa y f(xg) > xg con x4, 28 € B, tales que f(x.), f(xg) ¢ B, de modo
que

ht(f(za),T) > ht(za,T) y ht(f(xzg),T) > ht(xs,T).

Por otra parte,
ht(zq,T) > sup{ht(f(z¢),T) | £ < a} y ht(zg, T') > sup{ht(f(z¢),T) | £ < B},

es decir, tenemos:

ht(xzg, T) < ht(f(xp),T) < ht(ze,T) < ht(f(zq),T).
Como x4, 73 € B y B es una cadena, tenemos que xg < z,. Claramente no es posible
que f(zqo) < f(zp) puesto que ht(f(zq),T) > ht(f(xzg),T). Supongamos entonces que

f(z5) < f(xa). Entonces tendriamos:
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Es decir, o < f(za) v f(z5) < f(za) conzy € By f(xzg) ¢ B, contradiciendo que T sea
un arbol. Por tanto, f(x.) y f(xg) no son comparables y, por tanto, {f(zs) | @ < w1} es
una anticadena, claramente no numerable. Por lo tanto, toda cadena es numerable y, por
tanto, T es un arbol wi-Suslin.

O

Veamos ahora conceptos y resultados relacionados con funciones finitarias. Estos re-
sultados nos ayudaran posteriormente a ver que el axioma ¢ implica la negacién de SH.

Definicion 6.14. Una funcion n-aria en A es una funcion f : A" — A sin >0 o un
elemento de A sin = 0.
Una funcion finitaria es una funcion n-aria para algin n.

Sea B C A, decimos que B es cerrado bajo f si f(B") C B (o f € B cuandon =0).

Definicion 6.15. Si .7 es un conjunto de funciones finitarias en A y B C A, definimos
la clausura de B bajo & como el subconjunto C' C A mds pequeno tal gque B C C y C es
cerrado bajo todas las funciones de & .

Teorema 6.16. Sea k un cardinal infinito. Sea A C B, |A| < k y F un conjunto de < Kk
funciones finitarias en B, entonces la clausura de A bajo F tiene cardinalidad menor o
igual que K.

Demostracion. Sea f € Z, f : B™ — B con my < w. Definimos A9 = Ay
Apt1 = Ap U Upesr f[An”]. Veamos por induccién sobre n que |A,| < & para toda
n:

Tenemos el caso inicial |Ag| = |A| < k. Supongamos ahora que |A4,| < Kk y veamos que
es cierto para n + 1.

Tenemos que Apy1 = AUl e o f[AnY], de modo que |Apy 1| = [AnUUse s fIAZ]] <
|An| + | Uje s FIAR7]]. Como A7 | < &, |f[An”]] < k. Ademss, |Z| < &, de modo que
|Usesr FIART]| < k.

De este modo, utilizando lo que hemos visto y la hipétesis de induccidn, |A,4+1]| <
K+ K =K.

Definimos ahora cl(4) = |, -,
Para ello, veamos primero que | J

A,. Veamos que efectivamente es la clausura de A.

n<w An es cerrado bajo toda funcién de .7:
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Sea f € F ysean ay,...,am; € U, An, existe un n < w tal que a1, ..., am,; € Ap,
de modo que f(ai,...,am;) € Any1 € U, A

Veamos ahora que J,,_,, An es el subconjunto de B més pequeno que contiene a A y
que es cerrado bajo toda funcién de &

Sea C' un conjunto tal que A C C' C B y sea C cerrado bajo toda funcién f € %,
veamos que J, ., An € C. Tenemos Ag = A C C. Supongamos inductivamente que
A, C C. Por ser C cerrado bajo toda funcién de .%, f[A,f] C f[C™f] C C, de modo que
Apy1 = Ap U Ufeﬁ? f[Anmf] cC.

Por tanto, |J,,,, An es el subconjunto de B mds pequeno que contiene a A y que es
cerrado bajo toda funcién de .#, de modo que |, ,, A, es la clausura de A.

Veamos finalmente que la cardinalidad de la clausura es menor o igual que k. Hemos
visto que |A,| < Kk y K es un cardinal infinito, de modo que |cl(A)| = |U,,,, An| < k.

O

Lema 6.17. Sea k > w regular y sea ¥ un conjunto de < Kk funciones finitarias en k,
entonces C = {y < k| v es cerrado bajo F} es c.u.b. en k.

Demostracion. Veamos primero que C' es cerrado en k.

Supongamos § < k limite tal que § = sup A donde A C C. Queremos ver que
d € C, es decir, que ¢ es cerrado bajo #. Sea f € F, f : k™ — k. Sean £1,...,&m,
ordinales menores que J, entonces, para todo i = 1,...,m; existe a; € A tal que §; € a;.
De este modo, tomando a = max{ai,...,am,} se tiene &1,...,&n, € a € A. Como
a € ACC, aes cerrado bajo F y se concluye f(&1,...,&m,;) € a <.

Veamos ahora que C no estd acotado.

Definimos primero G(§) la clausura de & bajo %, es decir, G(&) es el subconjunto de x
mas pequeno tal que £ C G(§) y G(€) es cerrado bajo todas las funciones de .#. Entonces
€ C G(&) C k. Veamos que |G(§)| < k, separando en dos casos posibles, segin x sea
sucesor o limite.

1. k= p':
€| < py || < p. Entonces, por el teorema [6.16] |G(£)] < p < k.

2. k es un cardinal limite:

Como |§| < K, existe p tal que |£| < p < ky como [F]| < k, existe u' tal que
|Z| < ' < k. Entonces, por el teorema [6.16] |G(¢)| < p+ 1/ < k.

Si G(&) estuviese acotado en k, entonces para todo o < k, existiria un § € G(§) tal que
a < f3. De este modo tendriamos | JG(§) = k pero esto no es posible por la regularidad de
k. Podemos escoger ¢(&) donde g : k — k de modo que £ < g(§) < k' y G(§) C g(§). Sea
g" el n-ésimo iterado de g y g“(§) = sup,, g"(&). Claramente g“(£) > &, por lo tanto, solo
falta ver que g*(£) es un elemento de C. Para ello, tenemos que ver que g¥(§) es cerrado
bajo &

Sea f € F, f : k™ — k. Sean ai,...,0an,, € g¥(§), entonces existe n; tal que
a; € g"(§) para toda i = 1,...,my. De este modo, sea n = max{ni,...,nm,,}, te-
nemos ai,...,am,; € g"(§) C ( "(€)). Por tanto, como G(g™(§)) es cerrado bajo .Z#,
flaa,.. am,) € G(g™(€)) € g™ (€) € g¥(8).

U
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Definicién 6.18. Definimos T, = |J{Levg(T) | 5 < a}.

Lema 6.19. Sea T = (w1,<) un wi-drbol. Entonces:

(a) C ={a<wi|Ty =a} es cu.b.

(b) Si A C wy esuna anticadena mazimal en T, entonces C = {a < wy | Ty = aNANT,,
es una anticadena mazximal en Ty} es c.u.b. en wy.

Demostracién. Probemos (a):
Veamos primero que C' es cerrado.

Sea 0 = sup B donde B C C'. Podemos suponer § limite, ya que en otro caso el supremo
serfa el maximo y es claro que T5 = 6. Tenemos entonces T5 = 570 = Upep Lo =
Uaep @ = 6, como queriamos ver.

Veamos ahora que C no estd acotado.

Definimos f(£§) = ht(&,T) y g(§) = sup{n | n € Lev¢(T)}. Por el lema el conjunto
de « cerrado bajo f y g forma un c.u.b. Probemos que T,, = « para cualquier a:

Veamos primero la inclusién o C Ty,. Sea £ € a, tomamos 5 = ht(£,T) = f(£), por ser
a cerrado bajo f, entonces f(§) = 8 < a y, por tanto, tenemos que § € Levg(T) C T,.

Para la otra inclusion, sea { € T,, entonces 33 < « tal que £ € Levg(T). De este
modo, & < sup{n | n € Levg(T) = g(f) < a. La tltima desigualdad es debida a que « es
cerrado bajo g.

Probemos ahora (b):
Veamos primero que C' es cerrado.

Sea 0 = sup B donde B C C'. Podemos suponer § limite, ya que en otro caso el supremo
serfa el maximo. Debemos ver que T5 = § y que ANTy es una anticadena maximal. Como
hemos visto en la demostracién de (a), Ts = 0, por tanto, inicamente falta ver que ANT;s
es una anticadena maximal en T5 = §. Claramente A N Ts es una anticadena, por serlo
A. Supongamos que no es maximal. Entonces, existiria un § < J no comparable con
ningtin elemento de ANTs = AN4J. Por ser § limite tendriamos que existe un 8’ tal que
B < B € BCC, conf8 < 4. De este modo tendriamos que 3 no es comparable con
ningtin elemento de AN S’ y, por lo tanto, que AN S’ no es maximal en 3, contradiciendo
que B’ € C.

Finalmente, veamos que C no esta acotado.

Definimos h(&) algin elemento de A comparable con & € T' (de este modo, si £ € A,
entonces h(§) = &). De nuevo, por el lema el conjunto de « cerrado bajo f,g vy
h forma un c.u.b, de modo que unicamente falta ver que, para todo «, T, = «a y que
ANT, es maximal en T,. Por (a), por ser a cerrado bajo f y g ya tenemos que T, = a.
Falta ver entonces que ANT, es maximal en T, para todo . Notemos que ANT, es una
anticadena maximal en Ty, si y solo si todo z € T, \ ANT, =T, \ A es comparable con
algin elemento de A N T,. De este modo, AN T, puesto que para todo = € T, \ A, h(x)
es un elemento de A N7, comparable con z.

O

Enunciemos ahora el axioma ¢ y veamos un ultimo resultado previo a la demostracion
de que el axioma ¢ implica ~SH.
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Definiciéon 6.20. El axioma { es la afirmacion: Hay conjuntos A, C « para o < wi
tales que
VACwi({a<w | AnNa= Ay} es estacionario).

Definicién 6.21. La secuencia (Ay | @ < wy) se llama $-secuencia.

Observacién 6.22. Es conocida la consistencia de ¢ con ZFC, es decir, si Con(ZFC),
entonces Con(ZFC+¢). De hecho, de forma mas general, ¢ es independiente de ZFC.

Teorema 6.23. Sea T = (w1,<) un wy-drbol siempre-ramificado y sea (Aq | @ < wi) una
O-secuencia. Supongamos que para cada o < wy limite,

(To, = a N Ay es una anticadena mazimal en o) — Va € Levy(T)3Jy € Aa(y<x). (%)

Entonces T es un arbol wy-Suslin.

Demostracion. Por el teorema [6.13], es suficiente ver que toda anticadena maximal A
en T es numerable. Por el lema [6.19]

C={a<w|aesun limite AT, =a A ANT, es maximal en Ty}

es c.u.b. en wy. Como {a < wy | ANa = A,} es estacionario, podemos fijar un o € C,
tal que ANa = A,. Por , como A, = ANT, es una anticadena maximal, si z € T
y ht(z,T) > «, entonces z estd por encima de algtin elemento de A, = AN« ya que
si ht(z,T) = a, es directamente la hipdtesis de y si ht(z,T) > «, existe un 2’ con
ht(2/,T) = « tal que z > 2’ y podemos aplicar a z/, de modo que 2’ estd por encima
de algin elemento y € A, y, por tanto, z>2' >y € A,. De este modo z ¢ A ya que es
comparable con algin elemento de A y A es una anticadena.

Hemos visto que si z € T con ht(z,T) > «, entonces z ¢ A, de modo que si z € A,
entonces ht(z,T) < «, es decir, existe un 8 < « tal que z € Levg(T) C Ty,. Se concluye
que z € A implica z € ANT, = Ag, es decir, A C A,. Por otra parte, claramente,
Ay =ANaC A, de modo que A = A, C a y, por tanto, A es numerable.

O

Teorema 6.24. El axioma O implica que existe un drbol wi-Suslin (-SH).

Demostracion. Sea Ig = {w -+ n | n € w}. Observemos que es una particién de w:
por la divisién con resto (proposicién , podemos escribir cada ordinal como w -8 +n
con n < w, de forma unica. Ademds, los Ig son conjuntos disjuntos, que demuestra que
I3 es una particién de w.

Ahora, fijamos una {-secuencia (A, | @ < wy). Definimos T' = (wy, <) construyendo <

de forma inductiva de modo que:

1) <es un orden en wy y para cada 3 < wy, Levg(T) = I3.

(1)

(2) Paracada f <wyyn <w, (w-f+n)(w-(f+1)+2n) y (w-B+n)d(w-(B+1)+2n+1).

(3) Sif<a<w yxe€ lg, entonces Iy € Io(x<y).

(4) Se cumple (%)) del lema es decir, (T, = a A A, es una anticadena maximal en
a) = Vo € Levy(T)3y € Aa(y < z).
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Entonces, para demostrar el enunciado del teorema, debemos ver que existe este orden
4y que si existe, entonces T' es wy-Suslin.

Asumamos primero que < puede ser construido.

Por (1), para todo 8 < w1, |Levg(T)| = |Ig] < w1 y claramente ht(T') = w;. De
este modo, ya tenemos que T es un wi-arbol. Por otra parte, (2) garantiza que T es
siempre-ramificado. Tenemos entonces que se cumple de (4), de modo que T es un
arbol wi-Suslin.

Veamos ahora que es posible construir <.

Asumamos primero que esta construccion es cierta para todo 8 < «. Notemos que
Tow =w-ayaque Ty, =g, Levp(T) = Uz Ip = Upo{w-B+n|n € w} =w-a. Para
construir < de forma inductiva, asumamos que < ha sido definido para los elementos de
w -« tales que (1)-(4) se mantiene bajo «, y describamos como extender < a los elementos
de w- a U I,. Veamos los dos casos: « sucesor, y « limite.

Veamos primero el caso en que « es sucesor, es decir, « = 8+ 1. Seaz € w-a =T,
entonces o bien z = (w-5+n) o bien x<(w-5+n). Definimos entonces el orden x<(w-a+2n)
yrd(w-a+2n+1)siysolosiz<d(w-f+n).

Esto preserva (1), ya que hemos cogido como elementos de Lev,(T') los elementos I,,.
También se preserva (2), puesto que para los elementos hasta el nivel menor que 5 era
cierto por hipétesis y ahora, para los elementos de Ig, también es cierto por como hemos
construido el orden para los elementos de este nivel. Para el nivel a no hay que ver nada,
puesto que el drbol no estd definido para elementos superiores. Se mantiene también (3)
puesto que sea v < 0 y « € I, por la hipdtesis de induccién, ya teniamos que si § < a,
entonces Jy € I5(x<y). Para el caso § = «, tenemos que Jy € Ig(x<y) y por como hemos
construido el orden, y < (w - a4 2n), de modo que z < (w - o + 2n) € I,. Finalmente, (4)
se cumple, puesto que la construccion del nivel a no dice nada sobre los sucesores de a.

Hemos visto entonces que con la construccién dada para el caso o sucesor, se mantienen
(1)-(4).

Supongamos ahora que « es un limite. Para cada x € T, = w - «, definimos B(z) una
cadena en T, tal que € B(z) y B(z) interseca I,, = Lev, (T;,) para cada n < a: primero
escogemos &, = &n () param < w, tal que ht(z) < § < & < ... ysup{&n | m € w} = a.
Entonces escogemos inductivamente y,, = ym(x) € I¢, tal que x 9yp <y <... (esto es
posible por (3)). Entonces, tomamos

B(z) ={z €Ty | In(z<yn(x))}.

Veamos primero que este conjunto satisface las condiciones anteriores. Por una parte,
x € B(zx) puesto que z € Ty, y = <yo. Ademds, B(z) NLev,(T,) # () para cada n < o ya
que si z € B(x), z € T, y 2 9y, para algin n donde y,, € Levg, con &, < a.

Ahora, sea w - a = {x, | n € w}, definimos para z € w-a, 2<(w-a+n) siy solo si
z € B(xy).

El hecho de que B(z,,) interseque cada nivel de T, implica que w-a + n tiene altura «
en T, de modo que se cumple (1). Se ve claramente que (2) y (3) se contintian preservando
por como hemos construido el orden en el nivel a. Finalmente, la condicién (4) en el nivel
« solo es un problema si w-a = a y A, es una anticadena maximal en T, asi que
asumimos que este es el caso. Modificamos entonces la construccién de B(z) para x € Ty.
Primero escogemos yo(z) de modo que z <yp(z) y 3z € An(z<yp(x)), que es posible, ya

47



que x es comparable con algin elemento de A,. Entonces, &y(x) = ht(yp(x)). Escogemos
ahora &, (z)(1 <m < w) y ym(x)(1 < m < w) como anteriormente y de nuevo

B(z) ={z €T, | In(z<yn(z))}.

Entonces cada B(z) interseca A, de modo que (4) también se sostiene.
U

Hemos demostrado en este capitulo que asumiendo el axioma ¢, entonces no se cumple
la hipétesis del Suslin y, por tanto, si tenemos un conjunto X totalmente ordenado, denso,
completo y sin extremos, y que tiene la c.c.c., entonces no podemos afirmar que X sea
isomorfo a la recta real, R.
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7. Hipétesis del continuo (CH)

En teoria de conjuntos, la hipdtesis del continuo es un enunciado de gran interés. Es
por ello que se incluye este apartado en la memoria, donde discutiremos las relaciones
entre la hipdtesis del continuo y los axiomas que hemos introducido.

Enunciemos entonces la hipétesis del continuo, asi como su versién generalizada.
Definicién 7.1. La hipdtesis del continuo (CH) es la afirmacion: 2 = w;.

Definicién 7.2. La hipdtesis generalizada del continuo (GCH) es la afirmacion:
Va (29 = wat1).

Observacion 7.3. Es conocido que tanto CH como GCH son independientes de ZFC.

Proposicién 7.4. El axioma { implica la hipdtesis del continuo (CH).

Demostracion. Sea (A, | @ < wi) una O-secuencia, entonces tenemos que
VACwida<wi(ANa=A,),
donde A, C «. Tenemos también entonces
VA Cwla > w(A = A,),

ya que, sea A C w existe algin a >w talque A= ANwC ANna=A4, C A.

De este modo, el conjunto {4, | A, C w} contiene todos los subconjuntos de w, es
decir, {Ay | Ag Cw} = P(w).

Como [{Aqy | Aa Cw}| =wi y |2 (w)| = 2¥, tenemos 2% = w.

O

Observacién 7.5. Como habiamos comentado al introducir el axioma ¢, si Con(ZFC),
también Con(ZFC+¢). Como hemos visto que el axioma ¢ implica la hipdtesis del con-

tinuo, tenemos también Con(ZFC+Q+CH). De hecho, es un resultado conocido que
Con(ZFC+0+GCH).

Por otra parte, hemos visto en el teorema [6.24] que el axioma ¢ implica la negacion
de la hipétesis de Suslin. De este modo, de nuevo suponiendo la consistencia de ZFC,
tenemos Con(ZFC+—-SH+GCH).

Ademsds, Jensen demostré que suponiendo la consistencia de ZFC, entonces se da
también Con(ZFC+SH+GCH).

Por tanto, tenemos que si ZFC es consistente, entonces Con(ZFC+—-SH+GCH) y
Con(ZFC+SH+GCH), es decir, SH es independiente de GCH.

Proposicién 7.6. MA(w;) implica la negacion de la hipdtesis del continuo (wCH).

Demostracion. Por el lema sabemos que MA(2¥) es falso. De este modo, MA (w1)
implica la negacién de la hipdtesis del continuo, ya que si no fuese asi, tendriamos 2% = w;
y como MA(2%) es falso, también lo seria MA (w;).

O

Observacién 7.7. Como habiamos comentado al introducir el axioma de Martin, si
Con(ZFC), también Con(ZFC+MA). Como MA(w1) es un resultado concreto de MA y
hemos visto ahora que MA(w;) implica la negacién de la hipdtesis del continuo, tenemos
Con(ZFC+MA+-CH) y, por tanto, también Con(ZFC+MA+-GCH).
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8. Conclusiones

A lo largo de la memoria, hemos introducido el problema de Suslin, llamando hipétesis
de Suslin a la respuesta afirmativa a la pregunta: supongamos que tenemos un conjun-
to denso (X, <) totalmente ordenado, completo, sin extremos, y que X tiene la c.c.c.
Entonces, (X, <) es isomorfo a la recta real, (R, <)?

Tal como se comenta en la introduccién, la hipétesis de Suslin puede ser expresada
como: todo conjunto totalmente ordenado, denso que satisfaga la c.c.c. es separable, de
modo que se requiere el estudio de la existencia de un conjunto totalmente ordenado que
satisfaga la c.c.c. y no sea separable, es decir, el estudio de la existencia de rectas de
Suslin. Asi se ha abordado el trabajo.

Dentro de los principales resultados a los que hemos llegado se encuentra que, bajo
el axioma de Martin MA(w;), no existen drboles wy-Suslin. Como también se ha visto la
equivalencia entre la existencia de arboles wi-Suslin y la existencia de rectas de Suslin,
tenemos que MA (w7 ) implica que no existen rectas de Suslin. De este modo, bajo el axioma
de Martin MA(w; ), si tenemos un conjunto denso (X, <) totalmente ordenado, completo,
sin extremos, y que X tiene la c.c.c., entonces, (X, <) es isomorfo a la recta real, (R, <).

Hemos demostrado también que el axioma ¢ implica la existencia de arboles wq-Suslin
y, por lo tanto, de rectas de Suslin. De este modo, bajo el axioma ¢, si tenemos un
conjunto denso (X, <) totalmente ordenado, completo, sin extremos, y que X tiene la
c.c.c., entonces no podemos afirmar que (X, <) sea isomorfo a la recta real, (R, <).

Hemos visto también que el axioma ¢ implica la hipdtesis del continuo, mientras que
MA (w1) implica la negacién de la hipdtesis del continuo.
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