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Abstract

In this work we delve into the world of dynamical systems, both continuous and discrete,
studying how certain mathematical models evolve over time. We will see that, for some
systems, by varying the initial conditions very little, they can turn into completely dif-
ferent results. This phenomenon is called chaos and is present, as we will see, in several
models applied to ecology or climate. The aim of the project is to understand what are
the ingredients for chaos, how to detect it and how to measure it.

Resum

En aquest treball ens endinsem al mén dels sistemes dinamics, tant continus com discrets,
estudiant com evolucionen certs models matematics al llarg del temps. Veurem que,
per alguns sistemes, variant una mica les condicions inicials, poden esdevenir resultats
completament diferents. Aquest fenomen s’anomena caos i és present, com veurem, en
diversos models aplicats a ’ecologia o al clima. L’objectiu del projecte és entendre quins
sén els ingredients perque hi hagi caos, com detectar-lo i com mesurar-lo.
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Capitol 1

Introduccio

El projecte

Els sistemes dinamics descriuen ’evolucié temporal de models matematics i permeten
estudiar-ne el comportament futur. Es per aixo que son essencials en nombroses disciplines
com l’ecologia, la fisica, la biologia, ’economia i ’enginyeria. Segons la seva naturalesa,
es poden classificar en sistemes dinamics deterministes i estocastics. En els primers,
I’evolucié del sistema esta completament determinada per les condicions inicials; en canvi,
en els segons, aquesta inclou elements d’atzar. En aquest projecte només treballarem amb
sistemes dinamics deterministes, per tant, donada una condicié inicial, el futur del sistema
esta fixat.

El caos determinista és un fenomen que presenten alguns sistemes dinamics amb ex-
tremada sensibilitat respecte les condicions inicials i déna lloc a trajectories aparentment
aleatories. A la practica, aixo fa que predir el comportament futur del sistema en qliestio
sigui impossible.

La motivacié d’aquest treball és entendre que és el caos, que cal per que alguns models
matematics en presentin, com detectar-lo i com mesurar-lo.

Estudiarem en detall I'aplicacio logistica, exemple de sistema dinamic discret, molt
important en I’ecologia i 'atractor de Lorenz, com a exemple de sistema dinamic continu,
que modela la conveccié atmosferica. Farem servir simulacions numeriques per entendre
i graficar les diferents situacions dels models estudiats, aixi com un integrador numeric
pel calcul de solucions.

Estructura de la Memoria

Al capitol 1, introduirem les primeres definicions i conceptes basics sobre els sistemes
dinamics. Diferenciarem entre els discrets i els continus i parlarem d’orbites i conjunts
invariants.

A continuacié, tractarem ’aplicacié logistica i farem un analisi detallat, amb ajuda de
programes, per veure il-lustrar la seva dinamica caotica.

El capitol 3 esta dedicat a 'atractor de Lorenz. Estudiarem les propietats del sistema
i veurem que presenta caos.

Seguidament ens dedicarem a mesurar el caos trobat en els models anteriors, gracies



al calcul dels respectius exponents de Lyapunov.

Finalment, al capitol 6, expliquem el metode fet servir per integrar les EDOs que han
aparegut al llarg de la memoria.



Capitol 2

Sistemes dinamics continus 1
discrets

Un sistema dinamic descriu I’evolucié temporal d’un fenomen fisic o biologic, com podria
ser l'oscillacié d’un pendol de rellotge, el flux de I'aigua en una canonada, el moviment
de les particules a I’aire o el nombre de peixos en un llac. Normalment, voldrem predir el
desti del sistema al cap de molt de temps. Per exemple, si estudiem el moviment d’uns
quants planetes sota la influencia de les seves respectives forces gravitatories, ens podem
preguntar si el sistema persistira per sempre o els planetes acabaran xocant. En aquest
cas, sabem que el moviment del sistema és regular i convergeix cap a un equilibri, pero,
en general, els sistemes no sén tan regulars i condicions inicials molt properes es podrien
distanciar molt entre si en molt poc temps.

2.1 Primeres definicions

El concepte de sistema dinamic té els seus origens en la mecanica Newtoniana i esta
subordinat a la nocié d’accié d’'un semigrup sobre un conjunt:

Definicié 2.1.1. Una accié d’un semigrup A sobre un conjunt M és una aplicacio ¢ :
Ax M — M, que verifica:

i) ¢(0,x) =z, per a cada x € M;

it) ¢(s,0(t,x)) = ¢(s +t,x), per a cada s,t € A i cada x € M.

A cada accié ¢ : A x M — M, assignem una familia de transformacions a M:

O M — M o(x) = ¢(t,x) (2.1.1)

Aquesta familia forma un semigrup amb la composicid, ja que ¢g = idyr 1 ¢s0Ps = Pgyt.

Si A és un grup, aleshores les aplicacions ¢s sén invertibles amb (¢;)™! = ¢_; i la
familia {¢;}tca esdevé un grup. Aleshores, diem que ’accié és reversible i parlarem de
sistemes dinamics invertibles.

Definicio 2.1.2. Un sistema dinamic és una accid

o AxXx M — M,p=o¢(t,x), (2.1.2)
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exercida per un semigrup A.

Normalment A s’interpreta com l'interval de temps d’existéncia del sistema i M com
Pespai de fase. Els punts de M representen estats del sistema i ¢(t, z) representa el flux
o procés evolutiu a temps ¢, comengant per 'estat inicial ¢(0,z) = z. A vegades farem
servir la notacid ¢, (t) = ¢(z,t) i ¢(x) = ¢(t, x).

Quan A = Ny o A = Z, parlarem de sistema dindmic discret i quan A = RT o
A = R, de sistema dinamic continu. Es facil passar d’un sistema dinamic continu a
discret mitjancant I'aplicacié de Poincaré. Aixd ho veurem més endavant.

L’exemple més tipic de sistema dinamic discret és (AIXO POTSER NO HO POSO)

2.2 Orbites i conjunts invariants

Sigui ¢ : S x M — M un sistema dinamic i  un punt de M.
Definicio 2.2.1. L’orbita positiva de x és el conjunt:
O*(2) = {o(t, 2);t € Sy} (2.2.1)

Per als sistemes temporalment complets, també podem parlar de l’orbita negativa de zx,
que es defineix com:

O~ (x) = {6(~t, )it € 8,} (2:22)
Aleshores, 1’orbita completa de x és senzillament la unié de d’aquestes dues. Es a dir,

O(z) =0t (z) UO~ (2).

Per tant, aquests tipus d’orbites son les imatges de trajectories al llarg de Sy, —S4 o
S respectivament. Notem que si y € O(x) vol dir que y = ¢(t, z) i per tant O(z) = O(y).
En particular, orbites diferents son disjuntes.

Definici6 2.2.2. Diem que un subconjunt A de M és positivament invariant si
1 invariant si

P1(A) € AVE € 5. (2.2.4)

L’exemple més senzill de conjunt invariant és el de punt fix:

Definicié 2.2.3. Un punt fix (o punt singular, estacionri o d’equilibri) és un punt x € M
tal que

¢(z,t) =z, Vt € S. (2.2.5)

Definicié 2.2.4. Diem que x € M és un punt periodic de ¢ si existeix unl € S, T >0
tal que

o(T,z) = x. (2.2.6)

El periode de x és laT € S, T > 0 més petita que satisfa la propietat anterior. En el cas

dels sistemes dinamics discrets, els punts periodics son precisament els punts fizos dels
diferents iterats, i per aizo el seu estudi es redueir al cas dels punts fizos.

Una orbita es diu orbita periodica si un (i per tant, tots) punt de I’orbita és periodica.

Les orbites de punts periodics també es diuen orbites periodiques o orbites tancades.



Capitol 3
L’aplicacié Logistica

En aquesta seccid, farem servir petits programes en C per il-lustrar un model d’aspecte
molt senzill, que presenta una transicié al caos. No hi ha una tunica via cap al caos, pero
el model que estudiem aqui, en mostra una, la coneguda com a duplicacié de periodes.
De fet, és el model més senzill del mén amb una transicié cap al caos.

L’aplicacié logistica va néixer amb la intencié de trobar un model demografic senzill
que expliqués la dinamica d’una poblacid, suposant que aquesta té un creixement més
lent a mesura que s’apropa a una quantitat d’individus considerada limit.

Considerem la segiient aplicacid, coneguda com 'aplicacié logistica:

F,:[0,1] = [0,1]

3.0.1
x— px(l—x) ( )
on p és un parametre positiu.
Si &p41 = Fj(2y), obtenim el sistema dinamic discret:
Tpt1 = prn(l — xp) (3.0.2)

on x, representaria el percentatge del maxim teoric d’una poblacié 'any n i p és a
taxa de creixement d’aquesta poblacio.

Ens interessara estudiar el comportament de les iteracions successives d’aquest mapa,
en funcié del parametre u, que restringirem al rang 0 < u < 4 per tal que 0 <z < 1. En
particular, estudiarem el comportament de x,, per a n gran.

Si grafiquem F),(z) = pxp(l — ), obtenim una parabola invertida que s’anulla en

x =012z =11 que presenta un tinic maxim de § en z = %
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3.1 Doblacié de periode

Veiem que passa per diferents iteracions successives per a uns quants valors de pu.

e S5i0 < p < 1, la poblacié eventualment morira, independentment de la poblacid
inicial:

mu=05

08

06

04

02

e Sil < p< 2, la poblacié s’acostara rapidament al valor “7_1, independentment de
la poblacié inicial:

mu=12

08

06
04
0.2

e Si2 < pu < 3, la poblacié també s’acostara al valor “Tfl, independentment de la
poblacié inicial, pero primer fluctuara al voltant d’aquest valor durant un temps:

mu=28

08

06 /\A‘W

04

0.2

e Si3 < u < 1+ 6, lapoblacié s’acostara a oscil-lacions permanents entre els dos
r4+1+4/(r—3)(r—1)
2p

valors , independentment de la poblacié inicial:

mu=33

AW
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Aquest tipus d’oscil-lacio, en el qual x, es repeteix cada dues iteracions, s’anomena
cicle de periode 2.

e Si 3,44949 < p < 3,54409, la poblacid s’acostara a oscil-lacions permanents entre

quatre valors:

1

08

06

04

02

0
0 10 20 30 40 50

Es a dir, el cicle anterior ha duplicat el seu periode, creant un cicle de periode 4.

e Per 1 > 3,54409, la poblacié s’acostara a oscil-lacions permanents entre 8 valors,
després 16, 32, 64, 128, 256, 512... etc:

mu=3.56

1

08

06

04

0.2

0

0 10 20 30 40 50

A mesura que anem augmentant la u, es produeixen més duplicacions de periode, que
donen lloc a cicles de periode 16, 32, 64, 128, 256, 512... etc. Sigui u, el valor de p on
apareix per primera vegada un cicle de periode 2". Tenim que:

w1 =3 neix un cicle de periode 2

o = 3.44948974278317 4
w3 = 3.54409035955192 8
1a = 3.56440726609543 16
ps = 3.56875941954382 32
e = 3.56969160980139 64
pr = 3.56989125937811 128
g = 3.56993408000001 256
to = 3.56994317604840 512
110 = 3.56994513734218 1024
w1l = 3.56994555739125 2048
112 = 3.56994565120000 4096
113 = 3.56994567413760 8192
w14 = 3.56994567520255 16384
115 = 3.56994567536639 32768

116 = 3.56994567540244 65536

lioe = 3.5699456 . .. 00
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Notem que les doblacions de periode passen cada vegada més rapic i finalment, 7o
convergeix cap a un valor acotat. En el limit quan n — oo, la distancia entre doblacions
de periode consecutius és la coneguda constant de Feigenbaum:

§ = lim Hn=t— Hn=2

n—oo Iun — /U/nfl

= 4.669201609. ..

3.2 Caos i finestres periodiques

Estudiem ara, que passa quan pu > . Resulta que per molts valors de u, la seqiiencia
{z,} mai s’estableix en un punt fix o orbita periddica, siné que té un comportament
aperiodic:

Un podria pensar que a mesura que p augmenta, el sistema es va tornant més i més
caotic, no és aixi. Per veure el comportament a llarg termini de tots els valors de p alhora,
he escrit un programa en C que dibuixa el diagrama d’orbita. Consisteix basicament en
dos bucles: primer de tot es tria el valor de p. Aleshores, es genera una orbita comenA§an‘c
triat qualsevol altre valor entre 0 i 1. Iterem fins que el sistema s’estabilitzi en alguna
cosa i dibuixem uns quants punts a partir d’alla. A continuacid, repetim el procés per al
seglient valor de p, fins a arribar a p = 4.

Aquest és el codi en C que he escrit:
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I #include <stdio.h>
5> #include <stdlib.h>

+ int main(void){

6 int i, j;
7 double x[600], mu;

9 for(mu=0; mu<=4; mu+=0.0001){
10 X[O]=O.5;

i2 for(i=0; i<600; i++)

13 x[i+1]l=mu*x[i]*(1.-x[1i]);

14 for (j=400; j<600; j++)

15 printf ("%le %le \n", mu, x[jl);
16 }

17 return O;

La Figura 3.1 mostra el dibuix que en resulta.

Logistic Map

“logistic_1.txt"

Figura 3.1: Aplicaci6 logistica amb 0 < p < 4

Les branques indiquen que al principi, 'atractor és un sol punt. A mesura que p
creix, I'atractor és un cicle de periode 2, i després, aquestes dues branques es divideixen
simultaniament, donant lloc a un cicle de periode 4. Aquesta bifurcacié divisié és la
duplicacié de periode esmentada anteriorment. Es produeix una cascada de duplicacions
de periode addicionals a mesura que p augmenta, donant lloc a cicles de periode 8, 16... i
aixif successivament fins que p = po, = 3,57, on la dinamica es torna caotica i I’atractor
passa de ser un conjunt finit de punts a un conjunt infinit de punts.

Per a p > poo, €l diagrama de ’orbita experimenta una barreja d’ordre i caos. Es a
dir, alterna finestres periodiques i zones caotiques amb infinits punts. La finestra gran
que comengca a prop de p = 3,83 conté un cicle de periode 3 estable.

Observem que la Figura 3.3 és una copia en miniatura del diagrama d’orbites de les
anteriors.



3.3. ANALISI 10

Logistic Map

“Togistic_2. %"

0.9
08
07
0.6
0.5
04
0.3
0.2
01

26

Figura 3.2: Aplicacié logistica amb 2.8 < y < 4

Logistic Map

“Togistic_3.txt"

3.848 3.85 3.852 3.854 3.856
mu

Figura 3.3: Aplicacié logistica amb 3.847 < < 4

3.3 Analisi

Considerem ’aplicaci6 logistica x,+1 = pap(l —x,) per 0 <z, <1i0< pu <4. Anem a

trobar-ne els punts fixos, és a dir, els punts que compleixen que z* = f(z*) = px* (1 —z*).

Trobem que o bé z* = 0 0o bé z* =1 — %, per tant, 'origen és un punt fix Vu i z* =

pxr*(1 — z*) només ho és si pu > 1, per tal que z* pertanyi al domini de definicié.
Estudiem ara ’estabilitat d’aquests dos punts fixos trobats. Tenim que
f'(@") = p—2pz*

i per tant

e Punt fix 2* = 0:
Com que f'(0) = p, el punt z* = 0 és estable per p < 1 i inestable per pu > 1.

e Punt fixz*=1—

E =

Com que f'(1 — %) =pu—2u(l - i) =2 — pu, el punt z* = 1 — = és estable per

1
“w

|2 — u| > 1, és a dir, per 1 < p < 3. Es inestable per p > 3.
Veiem-ne 'analisis grafic:

Per a p < 1, la parabola es troba per sota de la diagonal i 'origen és 1'inic punt fix.
A mesura que y augmenta, la parabola també ho fa i es torna tangent a la diagonal quan
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Figura 3.4: x,41 per diferents valors de p

pu=1. Per a u > 1, la parabola talla la diagonal en el segon punt fix, z* =1 — % Aixi,
en = 1 tenim una bifurcacié transcritica.

Veiem ara, que 'aplicacié logistica té un cicle de periode 2 per a u > 3: per tal que
aix0 passi, hi ha d’haver un punt p tal que f(f(p)) = p, on f(x) = px(l — x). p seria,
aleshores, un punt fix de I'aplicacié f2?(x) = f(f(x)). Per u > 3, la funcié f? és la segiient:

Figura 3.5: f2? per a pn > 3

Per trobar els punts on la grafica talla la diagonal, resolem I'equacié f2(z) = .
Es a dir, hem de resoldre f(f(z)) = p(pz(l — ) - (1 — (uz(l — z))) = 2.

Ara bé, com que sabem que z* =0iz* =1 — i satisfan f(x) = z, també satisfaran
f(f(x)) = x. Per tant, podem factoritzar i aixi simplificar I'equaci6 a resoldre:

p(pa(l = 2)) - (1= (ua(1 - 2))) = 2 (33.1)
prr(l—x) — pda?(l —2)? =2 =0 (3.3.2)

Dividint ’equacié entre x, queda:
pr(l—xz) —pdr(l—2)?-1=0 (3.3.3)

Dividint ara entre x — (1 — i), obtenim:

1
pr? —(p+ D)z +1+=-=0 (3.3.4)
o’
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Per tant,
+14/pu2—2u-3
I ot (3.3.5)
2-u

Aquestes dues arrels obtingudes sén reals per a u > 3, cosa que demostra que existeix
un cicle de periode 2 per a tots els > 3. Quan p = 3, les arrels coincideixen i valen
¥ = 34;;[0 = % = %, la qual cosa mostra que el cicle de periode 2 es bifurca de manera
coninua a partir de z*. Per a u < 3, les arrels sé6n complexes i per tant no existeix cap
cicle de periode 2.

Procedim ara a anal-litzar I'estabilitat dels cicles de periode 2. Per fer-ho, estudiarem
lestabilitat dels punts fixos de I’aplicacié f?(x) trobats:

_ ptl—/u2—2u-3
b= 20
 ptlty/p2—2u-3
® =y
Si p i ¢ sén estables, aleshores el cicle de periode 2 també ho sera.

Per determinar si p és un punt fix estable de f2, calculem el multiplicador:

A= %(f(f(fc))) = FUF@)f (@), = F(F)f (p) = (@) f (b)
on hem fet servir la regla de la cadena i que f(p) = q.

Notem que obtenim exactament la mateixa A avaluant l’expressié anterior en x = ¢, ja
que f(q) = p. Per tant, quan les branques de p i ¢ es bifurquin, ho faran simultaniament.

Calculem ara el valor de A (en funcié de p).

Recordem que f(z) = px(1 —x), i que f'(x) = pu — 2ux. Per tant,

A= f(9)f (p)
_ (u—m <u+1+~/u2—2u—3)> . <N—2H <u+1—~/u2—2u—3))

2u 2u

:<u—u—1—m>-<u—u—1+\/m)

=(-1-Vu2=2u—=3)- (14> =2 -3)
=12 — /2 —2u—-3

=1—p®+2u+3

=442 — 2.

Aixi, el cicle de periode 2 és linealment estable per |4+ 2u — p?| < 1, és a dir, per
3<pu<1++6.

Observem que el diagrama de bifurcacions reflecteix el que hem vist fins ara:

A la secci6 5.2.1, tornarem a veure ben reflectit que que hi ha zones d’ordre dintre del
caos, fent servir el calcul de 'exponent de Lyapunov.
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Figura 3.6:
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0.1

Diagrama de bifurcacions aplicacié logistica

Diagrama de bifurcacions

[ Py - ons.0d

05

13
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L’atractor de Lorenz

L’any 1963, el matematic i meteoroleg Edward Lorenz, mentre estudiava els limits de
la predictibilitat de les condicions meteorologiques, va descobrir i analitzar, amb I'ajuda
d’un ordinador, un atractor caotic sensible a les condicions inicials. El sistema que va
considerar és el segiient:

i =—o(xr—y)
re —y—xz (4.0.1)

z=uxy— bz

on o, r, i b sén parametres positius.

Aquest sistema és un model simplificat del moviment convectiu d’una cellula de fluid
bidimensional escalfada des de dalt i refredada des de baix. La variable x mesura la
velocitat de gir convictiu, la y mesura el gir horitzontal i z el gir vertical del fluid a través
de la cellula. El parametre o és proporcional al nombre de Prandtl, que representa la
relacio entre la viscositat cinematica i la seva conductivitat téermica, el parametre r és
proporcional al nombre de Rayleigh, que representa la diferencia de temperatura entre
la part superior i inferior del sistema, i el parametre b és proporcional a les proporcions
fisiques de la cellula. Per tant, els tres parametres sén positius, ja que representen
magnituds fisiques.

Els valors més estudiats dels parametres sén o = 10, r = 28 i b = %, pero també és
interessant estudiar queé passa quan r creix de 0 a oo.

4.1 Propietats del sistema

En primer lloc, observem que el sistema de Lorenz (4.0.1) no és lineal. Concretament, té
dos termes quadratics, zy i xz.

Observem també que hi ha una simetria important en les equacions de Lorenz:

Proposicié 4.1.1. El sistema de Lorenz és invariant sota la transformacid (z,y,z) —
(_ma -Y, Z) .

Demostracié. Veiem que substituint (x,y) per (—z, —y) a (4.0.1), obtenim exactament el

14
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mateix sistema:

- =—0o(—z+vy) T =—0o(z—vy)

—y=-rrx+y+zz Y=rTr—Yy— T2

z2=—(—xy) — bz Z=uxy—bz
O

Per tant, si (z(t),y(t), z(t) és una solucid, aleshores (—z(t), —y(t), z(t)) també ho és.

Proposicié 4.1.2. L’eix z €és invariant.

Demostracié. Prenem un punt qualsevol de 'eix z, per exemple, el (0,0, zp). Restringing
el sistema de Lorenz (4.0.1) a aquest eix, obtenim:

z=—bz

Integrant aquestes equacions i aplicant la condicié inicial (xg, Yo, 20) = (0,0, zp), obte-
nim que:

Per z(t):
x(t) =xo=0,Vt >0
Per y(t):
y(t) =yo=0,vt >0
Per z(t):
dz
2y
at -~
d
%~ _pat
z
z d t
/ R / —bdr
20 S to
logs]7, = —b- [T]io

logz —logzy = —b- (t — to)
log z = log zg — bt + bty
Z(t) — elog z0 . e—bt—i—bto

Com que tg = 0, obtenim, finalment, que

2(t) = 20e 'Vt > 0

Per tant, I'eix z és un conjunt invariant, és a dir, que totes les trajectories que comencen
en aquest eix, s’hi queden.

A més a més, notem que

lim z(t) = lim zpe % =0
t—o0 t—00
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la qual cosa vol dir que les trajectories que comencen a l’eix z, no només s’hi queden, siné
que també tendeixen 1’origen (0,0,0) quan ¢t — oo. O

Veiem ara, que el sistema de Lorenz és dissipatiu, és a dir, que el volum en l'espai de
fases es contrau sota el flux.

Abans, pero, enunciem alguns resultats que ens permetran demostrar-ho.

Lema 4.1.3 (Férmula de Liouville). Considerem ’equacid lineal homogénia definida com
& = A(t)x 1 sigui N(t) una matriu de solucions. Aleshores per a tot to € I tenim que

<EMN@»:uthﬁwﬁmp</‘ﬂLM@)%) (4.1.1)

to

on Tr(B) denota la traca de la matriu B.

Demostracié. Veuere a [10]. O

Lema 4.1.4. Sigui & = f(x) un sistema dinamic a R™ amb el corresponent flur ¢(t,x).
Sigui U un subconjunt obert acotat de R™ i V = fU dx el seu volum. Per abreviar la

notacid, escriurem U(t) = ¢(t,U) i V(t) = fU(t) dx. Aleshores,

V(t) = / div(f(x))dz (4.1.2)
U
Demostracio. Per la formula del canvi de variables en R™ tenim que

V() = m:/@wm@mw,
Ut) U

on Dy(t,x) és el Jacobia del flux.

Com que per definicié II(t,x) = Dy(t, z) satisfa la primera equacié variacional,
1(t,2) = Do f((t, 0)TI(, 7).

la férmula de Liouville 4.1.3 implica que

derD(ta)) = exp ([ t TH(D (ol 2)s )

Notem que Tr(Df(x)) = div(f(x)) 1 que per tant Tr(Df(p(s,z))) = div(f(¢(s,x))).
Es a dir, ens queda que

det(Dy(t,x)) = exp </Ot div(f(cp(s,a;)))ds) .

Derivant respecte el temps:

< det(De(t, 1)) = div(f(p(t, 7)) det( D1, 2))
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Es a dir, que derivant el volum respecte el temps, obtenim:

V(t):/Udiv(f(go(t,:v))det(Dgp(t,x))dm.

Aplicant un cop més la férmula del canvi de variable,

V(t) = /U(t) div(f(x))dx

Definicié 4.1.5. Un camp f és conservatiu < div(f) = 0.

Teorema 4.1.6. El sistema de Lorenz és dissipatiu, Vo,b,r > 0. Es a dir, els volums a
l’espai de fase es contrauen sota el flux.

Demostracio. Sigui V(t) un volum arbitrari acotat. El lema 4.1.3 ens diu que

Vm:/dmmmm.
1%
Per aplicar aquest resultat al sistema de Lorenz, ens cal calcular-ne la divergencia:

of of 0
mmm:£+£+£.

Veiem que la divergencia és constant i estrictament negativa

div(f(z))=—0—-1-b=—(c+1+b) <0,

ja que o,b,7 > 0. Per tant, el sistema no és conservatiu.

Com que la variacié del volum ve descrita per

V(t)=—(c+1+b)V,

resolent I'equacié diferencial obtenim que

V(t) _ 67(0'+1+b)V(O)

Y

on V(0) denota el volum inicial del conjunt de partida. Aixo conclou que el sistema de
Lorenz ésdissipatiu. qualsevol volum en ’espai de fases es redueix de manera exponencial
fins a un conjunt atractor de volum 0. (]

Aquesta contraccié de volum imposa fortes restriccions sobre les possibles solucions de
les equacions de Lorenz. Les proposicions 4.1.7 i 4.1.8 n’il-lustren dues.

Proposicié 4.1.7. Les equacions de Lorenz no presenten solucions quasiperiodiques.
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Demostracio. Demosracié per contrdiccié. Suposem que existeix una solucié quasipe-
riodica del sistema de Lorenz. Aleshores, aquesta solucié han d’estar sobre la superficie
d’un tor invariant respecte el flux. (veure a la seccié 8.6. del llibre X). Per tant, el volum
interior d’aquest tor hauria de ser constant per tot temps, cosa que contradiu el fet que
els volums es contrauen exponencialment. O

Proposici6 4.1.8. El sistema de Lorenz no té punts fizos totalment repulsors ni orbites
tancades totalment repulsores.

Demostracio. Els repulsors sén incomptibles amb la contraccié del volum, perque sén
justament causants de volum: Suposem que englobem un repulsor amb una superficie
tancada de condicions inicials properes a l’espai de fase. Imaginem una petita esfera al
voltant d’un punt fix, o un tub prim al voltant d’una orbita tancada. Al cap de poc temps,
la superficie s’haura expandit a mesura que les trajectories corresponents s’allunyen. Aixi,
augmentaria el volum dins de la superficie, cosa que contradiu el fet que els volums es
contrauen. O

Veiem ara que el sistema de Lorenz (4.0.1) té dos tipus de punts fixos: 'origen (0,0, 0)
iCtiC~.
Proposicié 4.1.9. L’origen (0,0,0) és un punt fix del sistema de Lorenz (4.0.1) per tots
els valors dels parametres o, r 1 b.

Demostracié. Simplement substituint el punt (0,0,0) a (4.0.1), veiem que les equacions

0=—-0(0-0)
0=7r-0—-0—-0-0
0=0-0-0-0
es compleixen per qualsevol valor de o, r i b. O

Proposicié 4.1.10. Per r > 1, hi ha un parell de punts fizos simétrics C* i C~

C+:<+VMT—1L+VHT—1LT—1>
c- = (—\/b(r 1), —olr — 1), — 1)

Demostracio. Es tracta de resoldre el sistema

0=0(y—x)
O=re—y—axz

0=2xy— bz

Com que tots els parametres o, r i b > 0, passant la o de la primera equacié dividint,
trobem que x = y. Per tant, el sistema queda:

=y
O=rz—z—xz
0=2a%—bz
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i equivalentment

r=y
O0=xz(r—1-2)
0=22—bz

Sabem que 'origen és un punt d’equilibri, per tant, suposem que (z,y,z) # (0,0,0).
Aleshores:

rT=1y
z=r—1
% = bz

d’on trobem els dos punts fixos que buscavem:

Ct = (+Vo(r = 1), +/b(r = 1),r —1)
c = (—\/b(r 1), - olr — 1), — 1)

O

Observacié 4.1.11. Quan r = 1, aleshores C* = C~ = (0,0,0) i tenim, per tant, un sol
punt d’equilibri. En el limit » — 17, els punts fixos C* i C~ tendeixen a l'origen i per
tant, tenim una bifurcacié del tipus pitchfork a l'origen. (Recordem que una bifurcacié
del tipus pitchfork és un tipus de bifurcacié on el sistema passa d’un sol punt fix a tres).

Estudiem ara ’estabilitat dels punts fixos trobats, comencant per la de I'origen:

La linealitzacié a ’origen s’obté ometent els termes no lineals zy i zy de (4.0.1) i és:

t=0(y—x)
j=ra—y
z=—bz

L’equacié per z és independent de la resta i ens mostra que z(t) — 0 a velocitat
exponencial. Les altres dues direccions es regeixen pel sistema

r\ (-0 o T
) \r -1)\y
amb traga 7 = —o — 1 < 0 i determinant A = o(1 — 7).

e Sir>1:
L’origen és un punt de sella, perqué A < 0. Tenint en compte que z(t) — 0, la sella
té una direccié que s’allunya i dues que s’apropen.

e Sir<l:

L’origen atrau totes les direccions. Com que 72 — 4A = (0 + 1)2 —40(1 — 1) =
(0 —1)? +4or > 0, origen és un punt fix estable.
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Proposicié 4.1.12. L’origen és globalment estable per r < 1, ja que al t — o0, tota
trajectoria s’aproxima a ell.

Demostracio. Per demostrar la proposicid, ens caldra construir una funcié de Lyapunov,
que no és res més que una funcié definida positiva i C° que disminueix al llarg de les
trajectories. No hi ha cap manera sistematica de dissenyar funcions de Lyapunov, pero
sovint surt bé provar amb expressions que involucren sumes de quadrats.

En el nostre cas, considerem la funcié V(z,y, z) = %ZEQ +y? + 22

Quan V = constant, tenim un el-lipsoide concentric al voltant de 'origen, tal i com
mostra la Figura 4.1:

Figura 4.1: V(x,y, z) = constant

Si veiem que quan r < 11 (z,y,z) # (0,0,0), aleshores V < 0, ja haurem acabat,
perque aixo implicaria que V es va fent cada vegada més petit a mesura que avanca el
temps (V(z(t)) — 0, t — o0) i que per tant totes les trajectories tendeixen a 'origen
(z(t) = 0, t = 00).

Calculem, doncs, la derivada de V respecte el temps:

1
V=—a?+y*+2°
o
. 1
V = —2x2 + 2yy + 222
o
. 1
—V=—xx+yy+=z2z
2 o

Substituint & = o(y — ), y = rz —y i 2 = —bz, queda:

V= %asa(y —z)+y(re —y) + z2(—=bz)

:z(y—x)+yrm—y2—bz2
=y — 2 +yre —y? — bz?

= (r4 1)y — 22 — y* — b2?



4.1. PROPIETATS DEL SISTEMA 21

Completant quadrats pels dos primers termes, obtenim:

1. r4+1 2 r+1\%\ 5 .
2V——<:c— 5 y) —(1—( 5 >>y — bz

D’on veiem que clarament V' % 0, al ser una suma negativa de quadrats. Per tant, en
principi poden passar dues coses:

e V <0, que és el que voldriem

e V=0

Veiem doncs, que no pot passar que V = 0:

Si fos V = 0, cadascun dels termes de la dreta s’haurien d’anul-lar per separat. Com
que 7 < 1, el terme (”‘2*'1)2 ha de ser # 1, és a dir que 1 — (%)2 # 0, i per tant y ha de
ser igual a zero. Al ser b > 0, també veiem que z ha de valdre zero. Per tant, hem vist que
y =0ique z =0, que implica que —z? = 0. Sent aixi, tindriem que (z,y,z) = (0,0,0),
que contradiu directament (z,y,z) # (0,0,0), fet que hem suposat d’entrada. Per tant,
hem vist que V # 0.

Acabem de veure, doncs, que V < 0 quan 7 < 11i (x,y,2) # (0,0,0), que acaba la
demostracié. O

Observacié 4.1.13. Notem que la proposicié anterior implica que per r < 1, no pot
haver-hi cicles limit ni caos.

Estudiem ara 'estabilitat de la resta de punts fixos: C* i C~. Suposem, que r > 1,
per tal que aquests existeixin. Considerem la matriu Jacobiana del sistema de Lorenz

linealitzat:
-0 0o 0
r —1 0
0 0 -b

Calculem-ne els valors propis, trobant les solucions de ’equacié

—0— A o 0
T —1-X 0 =0
0 0 —-b— A
—0— A\ o 0
r —1-X 0 =(—0 =N (=1=XN)(=b—=X) —or(=b—A)

—AN) (==X (=1=X) —or)
—-A) ()\2+(0+1))\+0—JT)
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Solucions:
A1 =-b
Ny = 0+ )+ Vo +1)2—4o—or) _—(0+1)++/(0 — 1) +4or
2 2
Ny — —(c+1)—+/(c+1)2—4(c —or) _—le+1) - V(e =12 +4dor
2 2

Observaci6 4.1.14. La part real de tots els valors propis trobats és estrictament negativa,
la qual cosa implica que C* i C~ sén estables. En particular, existeix una direccid,
associada a Aj, que esta atreta al punt fix. També es podria arribar a demostrar que
al voltant de cada un dels punts fixos existeix un cicle limit inestable, pero aqui no ho
veurem.

Considerem ara la matriu Jacobiana del sistema de Lorenz no linealitzat:

—0 o 0
r—z —1 —x
Y xr b

Calculem-ne els valors propis, trobant les solucions de ’equaci6

—0— A o 0
r—z —1-—2M\ —z | =0
Y T —b—A
—0— A o 0
r—z —1—-X —z |=(—c=X)(-1=X)(-b—A)—oxy
Y x —b—A

Arreglant I'expressié, queda

N2 N —bA—2?A\—bo+bro—a?o—ayo—bzo—N2o—bAo+rAoc—z a—Xo = 0 (4.1.3)

Substituint C* = (z,y, 2) = <+\/b(7“ —1),+/b(r — 1),r — 1>, I'equacié 4.1.3 queda

— A —bA2 = A2 —bA = b(r — 1)\ — bo + bro—
—b(r —1)o —b(r —1)o —b(r — 1)a — XN2o —bA\a +7Ad — (r — 1)Ag — Ao =0

Agrupant termes

M4 b+1+a)X2+b(1+ (-1 +0)A+ (—ro+ (r—1)o 4+ o)A+ 2bo(r —1) =0

i simplificant termes, tenim

M4 b+14+0)A2 +b(o+7r)A+2bo(r —1) =0 (4.1.4)
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Observacié 4.1.15. Notem que per C~ = <—\/b r—1), \/b (r—1),r— 1) queda una
expressi6 identica, ja que tots els termes z, y i z de 4.1.3 s6n quadratics.

Mirem quan els valors propis tallen I’eix imaginari, és a dir, busquem les solucions de
la forma A = iw, amb w € R. Substituim, per tant, A = iw a 4.1.4

(iw)® 4 (b+ 14 o) (iw)? 4 b(o + 7)(iw) + 2bo(r — 1) =0 (4.1.5)
Tenim que
e Part real: —(b+ 1+ 0)w? + 2bo(r — 1)
e Part imaginaria: —w?® + b(o + r)w

D’anul-lar totes dues parts per separat, obtenim segiients equacions:

—~(b+1+0)w?+2bo(r—1)=0
—w? +b(o+1)w=0

Per w # 0 (que és una soluci6é que no ens interessa) tenim que

2 _ 2bo(r—1)
b+1+0

S

w? =b(o+7)

i igualant les w? trobem que

2b0(r—1)=(b+1+0)bloc+71) (4.1.6)
Aillant la r de 4.1.6 s’obté
olb+o0+3)
=_r=—7 4.1.
rH =T o —1 (4.1.7)

suposant que 0 —b—1 > 0.
Per tant,

A =w

= +i\/b(o + 1)

_ j:i\/b <a+ Ufj;j?)

2bo(o + 1)
c—b-1

=13

Aleshores, les tres solucions de 4.1.4 sén:

2ba 2bo (0 +1)
(c—b-1)
2bo (0 + 1

_ 2bo (0 +1)
Az = —i (J—b—l)
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on A1 € R ja que sabem que els zeros imaginaris van aparellats.

Com que el terme independent 4.1.4 satisfa

200 (r — 1) = (—1)3A1 A2 A3
trobem que

 2bo(r —1)
A2 A3
2bo(r — 1)

= T T 2bo(ot1) (4.1.8)
o—b—1

(r—=1)(c—-b-1)
(c+1)

Al =

i finalment, substituint el valor de r = ry calculat a 4.1.7, obtenim

(22 1) (e -b-1)
(o +1) (4.1.9)
=—(oc+b+1)

A= -

Com que A\; € Ri A; < 0, podem afirmar que la direccié que hem vist que és atreta
pel punt fix en el sistema linealitzat no varia de manera important.

El valor rg = w, per 0 —b—1 > 0 és un valor de bifurcacié de Hopf subcritica.

Quan r = rg, els punts fixos C* i C~ perden estabilitat. (Una bifurcacié respecte un
cicle limit s’anomena bifurcacié de Hopf. La bifurcacié de Hopf supercritica passa quan el
cicle limit és creat a partir d’'un punt fix inestable i la subcritica el mateix, pero a partir
d’un fix estable).

Fins ara, hem vist que el sistema de Lorenz és dissipatiu, és a dir, que les orbites
no se’n poden anar cap a l'infinit i que han de tendir a una superficie de volum zero.
Per altra banda, si » > rg, tenim moltes direccions inestables associades als punts fixos.
Ara es tractara de veure com es comporten les trajectories al anar-nos allunyant de les
dinamiques d’atraccié conegudes.

4.2 Caos
Edward Lorenz va fer servir la integraié numerica per a veure que farien les trajectories
a llarg termini. Concretament, va estudiar el cas ¢ = 10, b = % ir=28.

Recordem que

. _o(b+o+3)  10(3+10+3)
= —b-1 ~ 10-8-1

~2 24.7368

per tant, el valor de r que va estudiar Lorenz r = 28 > 24.7368 ~ rp i ja sabia que
alguna cosa estranya havia de passar.

......

podem observar que, després d’un transitori inicial, la soluci6 s’estableix en una oscil-lacié
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irregular que persisteix, pero que mai es repeteix exactament. La Figura 4.2 representa
I’evolucié de la coordenada y respecte el temps per a la solucié resultant i reflecteix aquest
moviment aperiodic.

30

._.
o o
—_—
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D }

N
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T

Figura 4.2: Coordenada y respecte el temps

Si representem les coordenades x(t) i z(t), obtenim el famés dibuix en forma d’ales de
papallona, tal i com mostra la Figura 4.3. Encara que sembli que la trajectoria s’intersequi
amb ella mateixa repetidament, no és aixi. No ho fa mai.

Figura 4.3: Coordenades x contra z

Observem que la trajectoria comencga a prop de I'origen, se’n va cap a la dreta i després
gira cap al centre d’una espiral a I’esquerra. Aleshores va espiralant lentament cap enfora
fins que es dispara cap al costat dret, on també s’hi queda espiralant una estona fins que
i se’n torna cap a 'espiral esquerra i aixi successivament i indefinidament. El nombre de
circuits fets a banda i banda varia de manera imprevisible d’un cicle a altre.

Veiem ara la trajectoria en tres dimensions, il-lustrada per la Figura 4.4.

Sembla que hi hagi dues superficies que es fusionen, pero aixo no pot passar, perque
contradiria el teorema d’unicitat de solucions, que ens diu que aquestes, no es poden
creuar ni fusionar. Tenim senzillament una il-lusié, causada per la forta contraccié de
volum del flux (i la insuficient resolucié numerica).



4.2. CAOS

60
S50
a0 F
EixZ30 [
20

Figura 4.4: Coordenades x, y i z
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Capitol 5

Mesura del caos

En aquest projecte treballem amb la segiient definicié de caos:

Definicié 5.0.1. El caos és un comportment aperiodic a llarg termini en un sistema
determinista que mostra una dependéncia sensible de les condicions inicials.

Analitzem una mica la definicié proporcionada:

Un comportament aperiodic a llarg termini simplement vol dir que hi ha trajectoies
que no s’estableixen en punts fixos, orbites periodiques o quasi periodiques al ¢ — oo.

Amb sistema determinista es refereix a que el sistema no té entrades o parametres
aleatoris. El comportament irregular sorgeix tinicament de la no linealitat del sistema.

La dependéncia sensible de les condicions inicials significa que les trajectories properes
se separen exponencialment rapid. A la segiient seccié veurem que aixo vol dir que el
sistema té un exponent de Lyapunov positiu.

5.1 Exponents de Lyapunov

L’exponent de Lyapunov d’un sistema dinamic és una magnitud que caracteritza la ve-
locitat de separacié de trajectories infinitesimalment properes. Si dues trajectories en
I’espai de fase, en el temps inicial, estan separades pel vector dZg, tindran una separacié
de [0Z(t)| = e [6Zg|, on X és I'exponent de Lyapunov.

El fet que la velocitat de separacié pot ser diferent per a diferents orientacions del
vector de separacio inicial, dona lloc a que hi hagi un espectre d’exponents de Lyapunov, de
mateixa dimensié que lespai de fases. Ens referim al més gran com a exponent maximal de
Lyapunov, que és el que determina una nocié de predictibilitat per a un sistema dinamic.
Aixo és, perque qualsevol vector de separacié inicial arbitrari, normalment conté algun
component en la direccié associada a I’exponent maximal de Lyapunov i, a causa de la
taxa de creixement exponencial, ’efecte dels altres exponents de Lyapunov s’esborrara
amb el temps.

Si Pexponent maximal de Lyapunov és positiu (A > 0), vol dir que les petites desviaci-
ons es multipliquen amb el temps, indicant una inestabilitat en el sistema. Si és negatiu
(A < 0), les petites desviacions es redueixen, indicant una estabilitat en el sistema. Si
I’exponent és zero, les desviacions es mantindran constants.

27
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Aquest concete va ser introduit per Aleksandr Lyapunov, un matematic rus del segle
XIX.

Veiem-ne la definici6 formal:

Definicié 5.1.1. L’exponent mazimal de Lyapunov A es defineix de la segiient manera:

A= lim lim 1ln<‘5z(t)|>

t—00 |§Z|—0 |0Z|

El limit |6Zoy| — 0 assegura la validesa de l’aproximacid lineal en qualsevol moment.

En general, pero, no podrem fer aquest calcul analiticament i haurem de recérrer a
tecniques numeriques. Ho veiem a la segiient seccio.

5.2 Calcul numeric

Seguidament, farem el cacul de l'exponent maximal de Lyapunov dels dos principals
exemples que hem tractat fins ara: 'aplicacié logistica i 'atractor de Lorenz, que com ja
sabem, el primer es tracta d’un sistema dinamic discret i el segon continu.

5.2.1 Aplicacié Logistica

Hem vist que 'aplicacié logistica presenta orbites periodiques per a determinats valors
del parametre p, pero per ser anomenat ¢aotic”, un sistema també hauria de mostrar una
dependencia sensible respecte les condicions inicials. Es a dir, que les orbites veines se
separen les unes de les altres exponencialment rapid (de mitjana).

Com que ara estem en un cas unidimensional, estenem la definicié 5.1.1.

......

inicial d és ben petita. Sigui &, la separacié després dels n iterats. Si |6,| ~ |do|e™,
aleshores A és ’exponent de Lyapunov. Recordem que un exponent de Lyapunov positiu
és una senyal de caos.

Per obtenir una férmula més explitic i programable de A, treiem logaritmes a I’expressio
|6n] = |d0|e* i notem que 6, = f™(xo + 6o) — f™(x0). Aleshores,

>
%

=3

sbs

(zo + do) — f"(w0)
do

I
SI=3= 3=
=)

In|(f")" (o)

on I'iltima igualtat s’ha obtingut fent tendir do — O.

Per la regla de la cadena, tenim que

n—1
(f") (o) = [T £ (@)
=0



5.2. CALCUL NUMERIC 29

Per tant,

n—1
A~ %m (H f’(x,-)> (5.2.1)
1 n—1 =
= > In|f/ (@) (5.2.2)
i=0

Definicié 5.2.1. Si existeix el limit de n — oo de 5.2.2, definim ’exponent de Lyapunov
per a l’orbita que comenca a xg com:

1 n—1
A= lim {n g ln\f’(zi)|} (5.2.3)

Observacié 5.2.2. Notem que A depen de xg, pero és la mateixa per a tots els zg a la
conca d’atraccié d’un atractor.

Per a punts i cicles fixos estables, A és negativa i per atractors caotics, A\ és positiva.

Procedim ara a calcular el valor de A per a I’aplicacié logistica 3.0.1, que recordem que
era:

F, :[0,1] — [0, 1]
x = px(l—x)
on u és un parametre positiu.

......

itera el mapa fins que el transitori decau i aleshores calcula un gran nombre d’iteracions
addicionals. Aleshores, calcula In|f’(z;)| = In|p — 2uz,| 1 ho afegeix a la suma de loga-
ritmes anteriors. Aixo es fa per cada valor de pu, i obtenim el resultat segiient (en funcid,
evidentment, de p):

" “exponent_de_lyapunov.bd® —

lambda

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Figura 5.1: Exponent de Lyapunov de I’apliccié logistica

Comparant aquest grafic amb la Figura 2 3.2 del capitol 3, observem que A es manté
negatiu per a p < o = 3.57, i s’acosta al zero a les duplicacions de periode. Els pics
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negatius corresponen als 2™-cicles que hem anat trobant al capitol 3. Fixem-nos que
I’inici del caos és visible al voltant de p ~ 3.57, quan A > 0 per primera vegada. A partir
d’aquell valor, ’exponent de Lyapunov va augmentant excepte pels valors de u pels quals
hi ha finestres periodiques.

Observacié 5.2.3. Tots els pics negatius de la 5.1 haurien de baixar fins a A = —o0,
pero és una linia massa fina per poder ser dibuixada.

5.2.2 Atractor de Lorenz

El moviment de ’atractor de Lorenz presenta una dependeéncia sensible a les condicions
inicials, aixi que dues trajectories que comencin molt juntes, s’allunyaran rapidament
I'una de l’altra i tindran futurs totalment diferents.

Fent servir la definicié d’exponent de Lyapunov 5.1.1 i un programa, trobem que
A = 0.905001.

Ara bé, el sistema de Lorenz no és 1-dimensional com ho era 'aplicacié logistica, sin6
que és tridimensional. Realment un sistema n-dimensional té n exponents de Lyapunov
diferents: Considerem I’evolucié d’una esfera infinitessimal de condicions inicials pertorba-
des. Durant la seva evolucid, s’anira distorsionant en un el-lipsoide infinitessimal. Si 6 (%)
denota la longitud del k-essim eix principal de 1’el-lipsoide, aleshores oy (t) ~ o (0)e s,
on els Ay sén els exponents de Lyapunov, per k =1,...,n.

Observaci6 5.2.4. Quan t és molt gran, el diametre de ’el-lipsoide queda controlat pel
valor de A\ més positiu. Es per aix0, que s’anomena exponent maximal de Lyapunov,
que és justament el que jo he trobat.

Hi ha maneres per trobar tots els exponents de Lyapunov, com per exemple, fent servir
el procés d’ortogonalitzacié de Gram-Schmidt, i aixi 'exponent maximal de Lyapunov no
s’empssaria els altres, ja que totes les direccions serien ortogonals entre si, i per tant
visibles. Si implementéssim aquesta idea, trobariem que els tres exponents de Lyapunov
del sistema de Lorenz (ja que n = 3) sén

A1 = 0.905001
Ao = —0.000123
A3 = —14.571545

Quan un sistema té un exponent de Lyapunov positiu, hi ha un horitzé temporal més
enlla del qual la prediccié es trenca, és a dir, que no té gaire sentit intentar predir a
llarg termini, ja que les petites incerteses rapidament s’agreugen. Justament per aquest
fenoment, és impossible predir el temps meteorologic que fara daqui a dues setmanes.



Capitol 6

Metodes computacionals

En aquest capitol explicaré el funcionament del metode numeric per integrar EDOs que
hem fet servir durant el projecte, pel calcul de solucions.

6.1 Integracié numerica d’EDOs

Considerem el segiient problema de valor inicial:

z(a) = x

{a'c(t) = f(t,2(t)) (6.1.1)

on f és una funcié analitica sobre el seu domini de definicié i z(t) esta definida per tot
t € [a,bl.

Volem aproximar la funcié z(t) a l'interval [a, b]. Definim el valor d’h > 0 com h = %22,

......

pot aproximar, mitjancant la serie de Taylor, de la segiient manera:

xg=x(t =0)
" (p)
1 Zonr:C’(to)-h—kL 2('t0) -h2+...+$p$t°).hp
x” t :U(p) t
w2 =mtal(h) et 2(!1) ’h2+”'+pgl)'hp (6.1.2)
" (p)
xm+1:xm+x’(tm)-h+x (tm) .h2+_,_+x7(tm),hp

2! p!

ont,=a+m-h,m=0,1,2,3,.... M — 1.

Ens cal, per tant, poder computar els valors de les derivades z() (tm) de manera
efectiva. Un dels procediments per obtenir aquests valors és el segiient:

Derivem lequacié x'(t) = f(t, z(t)) respecte t i Pavaluem en el punt ¢ = t,,:

31



6.1. INTEGRACIO NUMERICA D’EDOS 32

/

t
t

) = [f(t,z(t))
)
" (tm)
)
)

fe(t () + fo(t,2(1)) - 2'(2)
ft(tm, 2(tm)) + fo(tm, z(tm)) 'xl(t)

z(
/l(

l/l(t

:L'”/ (tm

D’aquesta manera, anirem obtenint els valors z7(t,,) que ens calen per aplicar 6.1.2.

El problema és que anar calculant les derivades successives i anar avaluant-les en t,,
és molt costds, aixi que veurem com fer-ho de manera eficient.

e Step size control (h > 0): esta basat en una estimacié assimptotica de l’error.
Després veurem com 'usuari del programa podra triar la seva propia tecnica de tria
del step size control.

e Coneixements sobre p € N: p € N és el nombre de derivades que calcularem.

Com que hem de seleccionar els valors de p i h respectivament, a part de que 'error
de truncament sigui menor a €, podem especificar una segona condicié.
Aquesta segona condici6 consistira en minimitzar el nombre d’operacions que necessitarem
per avancar ¢ una unitat.

El programa tindra tot aixo incorporat, és a dir, que ell sol decidira quin ordre p agafa
i quina step size control agafa, donat el problema de valor inicial.

Notem que aquest metode no ha de reduir h per incrementar la precisié, siné que
també pot augmentar I'ordre p.

6.1.1 Diferenciaci6é automatica

La diferenciacié automatica és un procediment recursiu que permet obtenir el valor de les
derivades de certes funcions fins a cert punt, que és justament el que nosaltres necessitem
pel programa.

Les funcions que considerarem soén aquelles que poden ser obtingudes a partir de sumes,
productes, quocients i composicions de funcions elementals com ara polinomis, funcions
trigonometriques, real powers, exponencials i logaritmes.

Notacié 1. Sia : I — R, t € I C R denota una funcié C> (smooth, en anglés),
denotem com a derivada normalitzada n-éssima a al™(t) = 1 a™(t), on a™(t) denota
l’enéssima derivada d’a respecte t.

Ens centrem, doncs, en com calcular all(t).

Assumim que a(t) = F(b(t),c(t)) i que coneixem el valor de bUl(t) i clil(t), per a
j=0,..,n1per aun ¢t donat.

La segiient proposicié ens déna ’eneéssima derivada d’a en el punt ¢ per a certes funcions
F.

Proposicié 6.1.1. Si les funcions b i ¢ son de classe C™ i« € R\ {0}, tenim:
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(1) a(t) = b(t) £ c(t) = al™(t) = bIM(t) £ cM(t)

(2) a(t) = b(t) - e(t) = al"(t) = z”: ol I(t) - Hl(e)
j=0
(5) alt) = 15 = ") = gy - o0 - > () ]
n—1
(4) a(t) = b(t)* = al’l(t) = n.b[})](t) N (e — jla+ 1)) - bl (1) - 6l (1)
i=0
n—1
(5) a(t) = "® = all(t) = 1. Z(n — ) -abl () - plral ()
=0
n—1
(6) a(t) =Inb(t) = al’l(t) = b[O]l(t) : [b["} ®) -1 (n—1j) bUl(t) - al"=71(t)
j=1
al”! (t) = =1, . . pln—1] (t) . ] (t)
a(t) = cosc(t) j;]
™ b(t) = sinc(t -
(t) = sinc(t) bty = 23 - al =il (e) -l 1)
j=1

Demostracié. (1) Suposem que a(t) = b(t) & c(t).
Volem veure que al™(t) = bl (t) & (t).

a(t) = H.a( )(t) = m.(()( ) (1) £ )(t)) — H.b( )(t)im.c( )(t) = bl (1) £l (¢)
(2) Suposem que a(t) = b(t) - ¢(t). Volem veure que al™(t) = Z pn=al(t) - Vl(e).
j=0

Per a demostrar-ho, farem servir la Regla de Leibniz, també coneguda com a regla
del producte generlitzada, que diu el segiient:

Regla de Leibniz

Si f i g son funcions derivables n cops, llavors la n-essima deivada del producte f-g
ve donada per:

Demostracio. Demostracié per induccid.
Casn=1: (f-g9) = fg+[fg.

Suposem cert per n > 1, cosa que implica que (f - g)(”) = <n) . f("*k) -g(k).
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Volem veure que és cert per n + 1.

Tenim que:

(f-g)+h) = [f: <Z> k) _g(k)], _

k=0
:i@‘) FoR) +§n:<> k) (k)
k=0
— (n (n+1—k) nH n+1—kz) (k)
E () e
<n> F(nt1) 40 +Z <Z> Flnti=k) Z < >f(n+1—k)g(k)+ <Z> F0) g(n+1)
_ <n;r 1) FOD) g (Z K > <Z>] f(n—i-l—k)g(k:)) (Zj: 1) F0) gn+1)

=1
n+1 n n+1 n+1
(n+1) ,(0) (n+1-k) (k) (0) ,(n+1) _
)f g +§::< . )f g <n+1>f g

k=1

@)

n! = J
= f:a(n) b9 (1)) (1) = Zn: T LA
=\ JO”J(” 7)
n 1 .
:Z : b(n—J)( an J )
= (n—J)!
0

- [ Z () - a1 )}

Per a demostrar-ho, farem servir (2) a la 1gualtat a(t) - c(t) = b(t).

Tenim que:

Za[n—j} @) - D) = bIM(t) = al™ (@) - 1) + Za[n (it )(t) = biM(t) =
=0

— Z a" =) - 9 (1)
L alil(p) = FIC[O} 0 - a5 [bw (1) = 3" d(t) - ol (t)} ,
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Suposem que a(t) = b(t)*.

|
—

n

Volem veure que al"(t) = n.b[(l)] R (na — j(a+ 1)) - b7(t) - V(1)

<
Il
o

a(t) =b(t)* = Ina(t) =a-Inb(t) = m d(t)=a- ﬁ V(L) =
= d'(t) b(t) = a-at)-V(t) = (d(t) b)) =a-(a(t) V()" V.
Aplicant la Regla de Leibniz a aquesta ultima igualtat, obtenim que:

n—1

Z(n >(3+1)b"13)az< ) @ pn=i) —
JO J

n—1
n—l n—l .
E : aUtDpn—1=j) _ § : a P pn—=i)
= (n—1-—7)! a]()]'n—l—j) =

n- 1 aU+Dpr=1-4)  j 41 =l G) p(n—3) n—j

= : =a- Z— =
AT ' — —
]:0 jin—=1=7! j+1 = m—=1—=7)! n—j
— n—1
Z G+1)-ait pl=1=0l = 0. N " (n — ) - al Bl o
=0 j=0
n—2 n—1

Snealtl B0 4 3G 1) el b = o S (= ) ol bl

<
Il

o
<
Il

o

n—2
a0 = alil =il = S 4 1) - a0 pln=1=7)
7=0

L gl g0 —

1 alUpl Z g gRlpln2 (1) gl 1l =
n—2 n—1
= arn-a"+Y " (na—j(a+1))-al ()b I(t) = Y (na—j(a+1))-abl (1)-bln (1)
j=0 j=0
n—1
=n-a’ - =3 "(na - jla+1))-d@) b (1) =
=0
1 et . .
= gl = — jz::()(na —j(a+1)) - all(t) - b=

+a-1-aP Ul — 1. gllpln=1l — 9. gRlpin=2 _ _(p —1). g Upl
n—1 ' )
Suposem que a(t) = *®). Volem veure que al”(t) = 1. Z(n —j)-aVl(t) - bl Il(2).
j=0

a(t) = et = ln a(t) =b(t) = L= -d(t) =V (t) = d'(t) = a(t) - V(t) =
= (d'(6))") = (a(t) - V()Y
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Aplicant la Regla de Leibniz a aquesta ultima igualtat, obtenim que:

n—1 n—1
A () = <” - 1) ) ) = 3 =D 6 e,

=0 J j:()]!(n_l_j)!
n a™(t) i, 1 . o
n. - g pn—a) T
n (n— 1) ]Zgj'(nlj)! b n—j’
n a(n)(t) _ nzl (n — j) . a(]) b(n 7)
n! =R )
n—1
n-a® = (n—j)-adl(t) - olr=Il(1),
=0
1 n—1 ' '
dlie) =~ 3 (=) alle) - o).
n s
(6) Suposem que a(t) = Inb(t).
n—1
Volem veure que al”}(t) = 35 - [b[n} ) — 2> (n—j)-0Ul(t) - a2y ]
j=1

CL(t) =In b(t) = a’(t) - ﬁ . b/(t) -
=V(t)=d(t) b(t) = (b/(t))(n—l) = (d(t) - b(t))(”_l)‘

Aplicant la Regla de Leibniz a aquesta ultima igualtat, obtenim que:

n—1
b =3 (” - 1) a0 )

j=o N/
n—1
m_N~_ =DV )
==
b n = 1 , Non—7
o= I R ) I X€)
MCEN Zj!(n—l—j)! “ n1_
R R e S S |
n! ;(n—])! 4! ( 7)
n—1
b= Y () o
=0
n—1 A
j=1
n—1 ' .
n - bl — Z a"=I bl (0 — )
= al" = =1 =
n - b0l
n—1
1 1 ) )
] — = |plgy) = 2 — 3. pllpy . gln—il
= = s [0 - >-(n=3) W10 a3

(7) Es fa de manera similar als punts anteriors.
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6.1.2 Grau i step size control

Siguin {x%} (tm)}; les derivades normalitzades a t,, de la soluci6 de

xz(a) =xg

c(t = f(t,z(
{x( ) = () 613
que satisfan z,,(t,,) = x,. Aleshores, si h =t — t,, és prou petit, tenim que

T (1) = ix% (tm)h.

J=0

Per tant, volem triar un h,, prou petit i un p,, prou gran per tal que els valors

75m+1 =tm + hm

Pm
T4l = Z 2l () hi .
j=0

tm+1 - tm —l—hm 1

satisfacin

|2 (tmt1) — Tmr]| S €

on € és la tolerancia.
Seguint [9], aix0 es pot aconseguir calculant:
G__€¢ 1 ;

|z || o

1)

i després fent servir ’estimacié h,, = min{p%v B ,p%v )} per a la mida del pas.
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Conclusions

Hem sabut entendre dinamiques caotiques dins del mén determinista, els factors que
produeixen caos, i com mesurar-lo.

Fent servir metodes numerics, hem pogut graficar i anal-litzar el comportament de
I’aplicacié logistica en funcié del seu parametre u. Hem vist que a mesura que aquest
augmenta, es produeixen més i més duplicacions de periode, donant lloc a cicles de periode
2". Per a u =~ 3.57 el sistema presenta un comportament aperiodic i la dinamica es torna
caotica. Sorprenentment, a mesura que aquest parametre segueix augmentant, veiem que
el diagrama de ’orbita presenta una barreja d’ordre i caos. El calcul de 'exponent de
Lyapunov en funcié de u, ha corroborat aquest fet.

Pel que fa a les equacions de Lorenz, hem vist les seves principals propietats i demostrat
que és un sistema dissipatiu, és a dir, que els volums a l’espai de fase es contrauen sota
el flux. També hem demostrat que no existeixen solucions quasiperiodiques i que tampoc
hi pot haver punts fixos totalment repulsors ni orbites tancades totalment repulsores.
Finalment, amb el calcul de ’exponent maximal de Lyapunov, hem vist que el sistema és
caotic, 1 que per tant no podem predir el comportment en un futur gaire llunya.

Part dels coneixements que hem hagut de fer servir han estat treballats en les assig-
natures de Models matematics i sistemes dinamics, Equacions diferencials ordinaries i
Metodes numerics.
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