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Abstract

In this Final Degree Project, we deal with the logics based in continuous t-norms as
many-valued logics with values in the real interval [0,1]. We introduce the basic examples
of these kinds of logics: Godel logic, Lukasiewicz logic and product logic. Furthermore,
we define the basic fuzzy logic as the logic of all the continuous t-norms.

Petr Héjek, in [12], presented the Hilbert calculus BL to be complete with respect to the
basic logic, but he did not prove its completeness. This proof is in [4].

This project wants to show the steps to get the BL calculus completeness with respect
to the logic of all the continuous t-norms. To get this proof, we need to obtain the
completeness theorems for Godel, Lukasiewicz and product logics.

Resum

En aquest Treball de Final de Grau, tractem les logiques basades en t-normes continues
com a logiques multivalorades que prenen valors a l'interval real [0,1]. Introduim els
exemples basics d’aquest tipus de logiques: la logica de Godel, la logica de Lukasiewicz
i la logica producte. A més, definim la logica basica fuzzy com la logica de totes les
t-normes continues.

Petr Hajek a [12] va presentar el calcul BL de tipus Hilbert per ser complet respecte la
logica basica, pero no en demostra la seva completesa. Aquesta demostracio es pot trobar
a [4].

Aquest treball pretén mostrar els passos per obtenir la completesa del calcul BL respecte
la logica de totes les t-normes continues. Per a aquesta demostracid, necessitem primer
obtenir els teoremes de completesa de les logiques de Gdédel, Lukasiewicz i producte.
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Introduccio

El projecte

En aquest treball, tractem les logiques multivalorades a l'interval real [0,1] basades en
t-normes continues.

Una t-norma és una aplicacié binaria en [0,1] que modelitza les propietats de la interseccié
en els conjunts fuzzy. Destaquem la t-norma de Goédel, la de Lukasiewicz i la producte.
Per a cada t-norma continua podem definir una logica associada. Per estudiar tot allo
que tenen en comu aquestes logiques, Héjek a [12] va definir la logica basica fuzzy com la
logica de totes les t-normes continues i va proposar un calcul de Hilbert per ser complet:
el calcul BL.

L’objectiu del treball és demostrar el teorema de completesa del calcul BL d’aquesta
logica. Per aixo, enunciarem primer un teorema de caracteritzacié de totes les t-normes
continues que ens diu que tota t-norma continua és suma ordinal de la t-norma de Godel,
la de Lukasiewicz i la producte.

La demostracié d’aquest teorema de completesa s’assoleix en tres passos. El primer pas
és la demostracio de la completesa del calcul respecte la semantica de la classe de totes
les BL-algebres. En el segon pas, es redueix aquesta classe a la classe d les BL-algebres
totalment ordenades. El tercer pas és la demostracié final del teorema de completesa
del calcul BL respecte la logica basica, tot fent s d’una generalitzacié del teorema de
Mostert-Shields a BL-cadenes i de les demostracions dels teoremes de completesa de la
logica de Godel, la de Lukasiewicz i la producte.

Tot i que he acudit a diferents fonts, tal i com hom pot comprovar a les referencies, he
consultat especialment el llibre Metamathematics of Fuzzy Logic de Petr Héjek [12] i pel
que fa a la demostracié del teorema de completesa de la logica basica fuzzy he seguit
Particle [5].

Estructura de la Memoria

El treball comenga amb uns premilinars, on definim els conjunts fuzzy que proposa Zadeh
el 1965 a [17]. Generalitzem les operacions conjuntistes classiques i trobem les t-normes,
t-conormes i complement fuzzy. Mostrem les tres t-normes basiques: la de Godel, la de
Lukasiewicz i la producte. Enunciem el teorema de Mostert-Shields (teorema 1.6), que
caracteritza les t-normes continues com a suma ordinal d’aquestes tres t-normes.

Tot seguit, introduim les logiques fuzzy basades en t-normes continues com a logiques
multivalorades que prenen valors a 'interval real [0,1]. En particular, definim les logiques
de Godel i Lukasiewicz i mostrem el seu context historic.

Acabem el capitol definint la logica basica que va introduir Héjek a [12] que sera el motiu
del nostre estudi.

El segon capitol esta totalment dedicat al calcul Hilbert. Donem el calcul BL que introdui
H&jek a [12] i mostrem algunes propietats que seran importants per demostrar el teorema
de completesa d’aquest calcul respecte la logica basica. Al final del capitol, veiem les
logiques de Godel, Lukasiewicz i producte com a extensions axiomatiques del calcul BL.
En el tercer capitol introduim la semantica algebraica de les BL-algebres. Després de de-
mostrar algunes propietats algebraiques, obtenim el teorema de completesa del calcul BL
respecte aquesta semantica (teorema 3.17). Cal comentar que la construccié de 1’algebra
de Lindenbaum-Tarski juga un paper clau per demostrar la completesa. Acabem el capitol
veient que els calculs de Godel, Lukasiewicz i producte sén complets respecte unes classes



de BL-algebres: les G-algebres, MV-algebres i algebres producte, respectivament.

A continuacié, introduim un capitol eminentment algebraic que ens permet demostrar el
teorema de completesa del calcul BL respecte la classe de totes les BL-cadenes (teorema
4.18). Per aix0, demostrem el teorema de representacié subdirecte (teorema 4.17) que
ens diu que tota BL-algebra és producte subdirecte de BL-cadenes. Veiem que podem
particularitzar aquest resultat a les G-algebres, MV-algebres i | [-algebres.

Finalment, en el darrer capitol, es demostra el teorema de completesa del calcul BL respec-
te la logica basica (teorema 5.44). En primer lloc, demostrem els teoremes de completesa
de les logiques de Godel, de Lukasiewicz i producte (teoremes 5.14, 5.27 i 5.34, respectiva-
ment). Tots tres es basen en una bona caracteritzacié de les seves cadenes (proposicié 5.7,
teorema 5.23 i teorema 5.31, respectivament) i en teoremes d’immersi6 (total o parcial)
en les algebres estandards (teoremes 5.12, 5.26 i 5.33, respectivament).

Finalment, la demostracié del teorema de completesa ’obtenim a partir de la generalit-
zacié del teorema de Mostert-Shields a BL-cadenes (teorema 5.42) i de la immersi6 local
de tota BL-cadena en la classe de les algebres estandards definides a partir de t-normes
continues (teorema 5.43).

Acabem el treball amb un capitol de conclusions i un de referéncies.

Com ja hem dit anteriorment, la bibliografia principal del treball és el llibre de Hajek [12],
per a la demostracié de la completesa he seguit [5] i per a la part d’introduccié a conjunts
fuzzy hem usat [6].



1 Preliminars

1.1 Conjunts Fuzzy

Lofty Zadeh va introduir la nocié de conjunts fuzzy el 1965 a [17] per generalitzar la nocié
de conjunt classic. En un conjunt classic, la funcié caracteristica del conjunt determina
el conjunt perque indica quins elements en pertanyen. Aixi, L. Zadeh el 1965 va donar la
segiient definici6 [6, chapter 6]:

Definicié 1.1. Un conjunt fuzzy F (sobre un univers U) és caracteritzat per una aplicacio
de U en [0,1] que indica el grau de pertinenca dels elements u en F.

F:U — [0,1] de manera que u — F(u), on F(u) indica el grau de pertinenca de ’element
u en el conjunt F.

D’aquesta manera 1 indica la pertinenca total i 0 la no-pertinenga total. Aixi, hom pot
pensar que conjunt classic és un conjunt fuzzy on la seva funcié caracteristica només pren
com a valors el 01i1'1.

De la mateixa manera que a la teoria de conjunts classica, hem d’introduir les operacions
basiques conjuntistes i hem de poder definir una interseccid, unié i complementari de
conjunts fuzzy. Zadeh va proposar com a definicié d’interseccid, unié i complementari de
conjunts fuzzy els segiients:

Siguin X,Y dos conjunts fuzzy.

e Interseccié: X NY : U — [0,1] tal que a — min{X(a),Y (a)}

e Unié: XUY : U — [0,1] tal que a — maz{X(a),Y (a)}

e Complementari: X¢: U — [0,1] tal que a — 1 — X(a)
Tanmateix, aquesta tria és subjectiva. Podem pensar quines sén les propietats que ha de
complir la unid, interseccié i complementari de conjunts fuzzy de manera que generalitzi

les operacions classiques. D’aqui neixen els conceptes de t-norma, t-conorma i complement
fuzzy, que seran els equivalents a interseccié, unié i complementari fuzzy, respectivament.

Definicié 1.2. Una norma triangular (o t-norma) és una operacid binaria & en [0,1] que
satisfa les seglients propietats:

e commutativitat: per tot a,b € [0, 1], a&b = b&a
e associativitat: per tot a,b,c € [0,1], (a&b)&c = a&(b&c)
o 1 és element neutre: per tot a € [0,1], a&l = 1&a =a

e és monotona creizent en les dues components: per tot a,b,c € [0,1], sia < b
aleshores a&c < b&c i c&a < c&b.

Proposicié 1.3. Sigui & una t-norma. 0 és element absorbent, és a dir, per tot a € [0,1],
0&a = 0.

Demostracié:
Tenim que 0&1 = 0 per ser 1 element neutre. Ara, sigui a € [0,1]. Com que a < 1,
aleshores 0 < 0&a < 0&1 = 0. Per tant, per tot a € [0, 1], 0&a = 0. O

Direm que una t-norma és continua si ho és en [0, 1] x [0, 1].



Exemples 1.4. Mostrem tres t-normes continues, que seran molt importants i ens refe-
rirem a elles al llarg del treball.

1. t-norma de Godel: z&y =z Ay = min{z,y},
2. t-norma de Lukasiewicz: z&y =z © y = max(0,z +y — 1),

3. t-norma producte: x&y =z - y.

A continuacid, definim la suma ordinal de t-normes, que ens permet construir t-normes a
partir d’altres, tal i com [8].

Definicié 1.5. Sigui {&; : i € I} una familia comptable de t-normes i per cada i € I
A; = [a;,b;] C10,1] de forma que

b UiEIAi = [Oa 1];
o Sii<jpertotac A;ipertotbec Aj, aleshores a <.
o Sii<jiAiNA;#0, aleshores b; =aj i AiNA; ={a;}
Definim la suma ordinal & ;(&;):
Per tot a,b € [0,1],
fi(f[l(a)&ifiil(b)) st a,be A;

min{a,b} altrament
on per cada i € I, f;:[0,1] — [a;,b;] és lVisomorfisme lineal de [0,1] en A;.

Tot seguit, enunciem el teorema de Mostert-Shields, que ens caracteritza les t-normes
continues [14].

Teorema 1.6. Teorema de Mostert-Shields

& és una t-norma continua si i només si & és una suma ordinal de t-normes de Godel,
Lukasiewicz i producte (o sigui, & = @;er(&;) on per cada i € I, &; és isomorf a la
t-norma de Gédel, a la de Lukasiewicz o a la producte).

Definicié 1.7. Una conorma triangular (o t-conorma) és una operacid binaria U en [0,1]
que satisfa les segiients propietats:

e commutativitat: per tot a,b € [0,1], aUb=bUa
e associativitat: per tot a,b,c € [0,1], (aUb)Uc=aU (bUc)
e ( és element neutre: per tot a € [0,1], a0 =0Ua =a

e és monotona creizent en cada component: per tot a,b,c € [0,1], si a < b aleshores
alde<bUcicla<clUb.

Definicié 1.8. Un complement fuzzy és una operacié unaria ~ en [0,1] tal que:
e ~0=1i~1=0

e per tot a,b € [0,1], si a < b, aleshores ~b <~ a



e pertota € [0,1], a <~~a.

Un complement sera classic quan per tot a € [0, 1], a =~~ a.
El segiient resultat ens diu que hi ha una equivaléncia entre t-normes i t-conormes [8].

Proposicié 1.9. Sigui ~ un complement classic, sigui & una t-norma i sigui LI una
t-conorma.

o Si definim allg b:=~ ((~ a)&(~ b)), aleshores Llg, €és una t-conorma.
o Si definim a&yb =~ ((~ a) U (~ b)), aleshores &, és una t-norma.

® &U&:&iu&u:u.

1.2 Logica

En aquest apartat s’introduiran les logiques fuzzy com a logiques multivalorades amb
valors a l'interval real [0, 1].

A la logica classica les connectives conjuncié, disjuncié i negacié estan lligades amb la
interseccid, la unio i el complementari. A la logica fuzzy, la conjuncio, la interseccié i la
negacié fuzzy estaran lligades amb la t-norma, la t-conorma i el complement fuzzy.

FEns manca doncs definir una implicacié fuzzy.

Definicié 1.10. Sigui & una t-norma. Definim una R-implicacid — associada a & com
una operacié binaria en [0,1] que satisfa que:
Per tot a,b,c € [0,1], a&b<c¢ <= a<b—c.

Proposicié 1.11. Sigui & una t-norma i sigui — una R-implicacié associada a &. Ales-
hores, a — b = sup{c € [0,1] : a&c < b}.

Demostracié:

Tenim que a — b < a — b. Ara, com que — és una R-implicacid, aleshores a&(a — b) =
(a = b)&a <b. Aixi, a - b€ {c€[0,1] : akc < b}.

Vegem que és el maxim. Sigui d € {c € [0,1] : a&c < b}, aleshores a&d < b i, com que
— és una R-implicacié, aleshores d < a — b. En conseqiiencia, a — b = maz{c € [0,1] :
a&c < b} = sup{c € [0,1] : a&ec < b}. O

Corolari 1.12. Sia < b, aleshores a — b = 1.

Demostracio:
a < b implica que 1&a < b. Per tant, 1 <a — b < 1. O

Observacié 1.13. Amb aquest resultat, trobem que tota R-implicacié queda determi-
nada de manera tnica per una t-norma. Aixo ens portara a escriure la R-implicacié com
—¢& 0, quan pel context ja s’entengui, només com —.

Exemples 1.14. Per a les tres t-normes abans esmentades trobem:

1 St a<b
1. la R-implicacié de Godel: a =5 b=
b altrament

2. la R-implicacié de Lukasiewicz: a —¢ b = min{l,1 —a + b}



3. la R-implicacié producte: a —. b =
b/a altrament

A partir del teorema de Mostert-Shields, ens podem preguntar també quina és la R-
implicacié d’una t-norma suma-ordinal de t-normes de Godel, Lukasiewicz i producte.
Si tenim present la notacié utilitzada a la definicié 1.5, obtenim:

Definicié 1.15. Sigui & una t-norma suma ordinal de t-normes. Per tot a,b € [0,1],

1 st a<b
a—gbi=13 filfi (a) = f71(D) si a>bya,be A;
b altrament

Observacié 1.16. Una t-norma & té R-implicacié si i només si és continua per ’esquerra
en les dues components [10].

Definicié 1.17. Sigui & una t-norma i sigui — la R-implicacié associada a &, definim
la negacié associada a — com — : [0,1] — [0,1] tal que a — —a = a — 0.

Exemples 1.18. Mostrem les negacions associades a les R-implicacions de Godel, Luka-
siewicz 1 producte.

1 st a=0
1. Negaci6é de Godel: —pa =
0 altrament

2. Negacié de Lukasiewicz: ~qa =1 —a

1 st a=0
3. Negaci6 producte: —.a =
0 altrament

Observem que tot i que la R-implicacié de Godel és diferent a la producte, les dues
negacions coincideixen.

Aixi, donada una t-norma, tenim una implicacié i una negacié. Tanmateix, no podem
assegurar que aquesta negacié sigui classica. Per aixo, introduim la segiient algebra.

Definicié 1.19. Sigui & una t-norma continua (de fet, amb continua per lesquerra ja
n’hi ha prou), definim [’algebra estandard associada a la t-norma & com

[0? 1]& = <[07 1]7&7 —&, N\, Vy g, 0, 1)

de manera que —g és la R-implicacid de la t-norma &, —g €s la negacio associada a
la R-implicacio, A\ 1 V s’interpreten com el minim i maxim, respectivament, i, L = 0 1
T=1.

Exemples 1.20. Trobem les algebres estandard de Godel, Lukasiewicz i producte:

e algebra estandard de Godel: [0, 1] = ([0, 1], A, =, A, V, 74,0, 1)
En aquest cas, s’identifica la t-norma i A, perque sén la mateixa operacio.

e algebra estandard de Lukasiewicz: [0,1]s = ([0,1],®, =@, A, V, 7,0, 1)



e algebra estandard producte: [0,1]. = ([0,1],-,—., A,V,—.,0,1)

Tal i com hem comentat a la introduccié el nostre objectiu és estudiar les logiques ba-
sades en t-normes continues. Per aquest motiu, cal definir quin llenguatge proposicional
utilitzarem i que és un logica.
Sigui X el conjunt de variables, suposem que el nombre de variables és comptable. Con-
siderem el segiient llenguatge:

L= {&a —, A\, V, 7, T7 J—}a

on &, —, A, V,— sén connectives i T, L constants.
Designarem per Propg(X) (o simplement per Prop(X)) el conjunt de férmules en aquest
llenguatge. Definim Prop(X) per recursio.

e z € Prop(X) per tota x € X;
e si p € Prop(X), aleshores (—¢) € Prop(X);

e si v, 9 € Prop(X), aleshores (p A ) € Prop(X), (¢ V1) € Prop(X), (&) €
Prop(X) i (¢ = ) € Prop(X);

e | € Prop(X)iT € Prop(X).

Definicié 1.21. Sigui >C  P(Prop(X)) x Prop(X). Diem que > és una relacid de
conseqiiéncia estructural, si per tot X, A C Prop(X) i ¢,v € Prop(X) es satisfa:

o Azioma: ¢ > ¢
o Monotonia: si A C X i A > ¢, aleshores > ¢
o Tall: si X > ¢ 1>, aleshores X > 1.

o Estructuralitat: Sigui o una substitucid. Si ¥ > ¢, aleshores o[X] > o ().

Si, a més a més, es compleir que:
st X >, aleshores existeir A C X finit tal que A > ¢,
aleshores diem que I> €s una relacid de conseqiiencia estructural finitaria.

Definicié 1.22. Una logica proposicional és una parella (Prop(X),>>). on>C P(Prop(X))x
Prop(X) és una relacié de conseqiiéncia estructural.

Per definir les logiques associades a t-normes, necessitem introduir el concepte d’interpre-
tacio.

Definicié 1.23. Sigui & una t-norma continua i sigui [0, 1]g, = ([0, 1], &, =g, A, V, g, 0, 1)
la seva algebra estandard. Definim una [0, 1]g -interpretacié com una aplicacié I : Prop(X) —
[0,1]¢ tal que:

1L I(L)=0

2. I(p — ) = I(p) =g I(1)
3. I(p&y)) = I(p) &I (¥)



4- L NY) = 1(p) N(Y)
5. (V) =1(p) VI(Y)
6. I(—p) = =g I(p)

Definicié 1.24. Definim la logica fuzzy associada a una t-norma & com [’obtinguda de
la segiient manera:

Per tot XU {p} C Prop(X),

¥ F0,1), ¢ si @ només si per tota [0, 1]g -interpretacié I tal que I() =1 per tota ¢ € X,
aleshores 1(p) = 1.

Per cada algebra, tenim una logica. El nostre objectiu és veure que tenen en comu aquestes
logiques.
Observem que, a partir de les tres t-normes abans esmentades, podem definir les segiients
logiques:

1. La logica de Godel:
Per tot ¥ U {p} C Prop(X),
¥ Fo,1), ¢ si i només si per tota [0, 1]r-interpretacié I tal que I(y) = 1 per tota
1 € 3, aleshores I(p) = 1.

2. La logica de Lukasiewicz:
Per tot ¥ U {p} C Prop(X),
¥ F,1], ¥ si i només si per tota [0, 1]e-interpretacié I tal que I(¢)) = 1 per tota
Y € 3, aleshores I(p) = 1.

3. La logica producte:
Per tot X U {¢} C Prop(X),
¥ o). » si 1 només si per tota [0, 1].-interpretacié I tal que I(¢)) = 1 per tota
1 € 3, aleshores I(p) = 1.

La logica de Lukasiewicz va ser introduida historicament amb un altre llenguatge el 1930
a [13]. Lukasiewicz va introduir I’algebra de Lukasiewicz. En aquest cas el llenguatge és
L={-—})

[0,1]z, = ([0, 1], —,—,0,1)

on —, - sén la R-implicacié de Lukasiewicz i i la negacié de Lukasiewicz, exemples 1.14 i
1.18, respectivament.

Observacié 1.25. Es pot veure que [0, 1]z, és equivalent a ’algebra estandard associada
a ®. N’hi ha prou amb veure que ®, A, V sén terme-definibles a partir de —,—: a ©® b :=
—(a—=b),aNb:=a0(a—b)iaVb:=(a—b) =0

Aixi, definim la logica |:[071] , de la mateixa manera que |:[0,1] o

Lukasiewicz proposa el calcul infinitvalorat de Lukasiewicz Fr__ a [13] amb la pretensi6 de
ser complet respecte la logica |:[0,1]L en el sentit feble. Es a dir, per tota ¢ € Prop(X),

Fre ¢ <= F1, ¥
Axiomes:

L= =9

2. (g =) = (¥ = x) = (¢ = X))



3. (e = ) = (¥ = )
4 ((p=19) =) = (¥ = 9) = 0)
Regla: ¢, o — 1 / ¥ (Modus Ponens)

Chang demostra la completesa feble d’aquest calcul per a aquesta logica el 1959 a [1].

D’altra banda, la logica de Godel va ser historicament introduida com a extensié de
la 1ogica intuicionista i com a logica multivalorada el 1932 per Godel a [9]. En aquest cas
el llenguatge és L = {—, —, A, V}.

0,1]e = {[0,1], =, A, V,=,0,1)

on a Ab=min{a,b}, aVb=mazx{a,b} i —,— sén la R-implicacié de Godel i i la negacié
de Godel, exemples 1.14 i 1.18, respectivament.

Observacié 1.26. Es pot veure que [0, 1]¢ és equivalent a I’algebra estandard associada
a A: son la mateixa algebra, pero la presentacié amb l'algebra estandard té 'operacié A
repetida. Per tant, definim la logica ):[071] . de la mateixa manera que |:[0,1] A

El calcul per a aquesta logica, el calcul infinitvalorat de Godel ¢, esta format per un
seguit d’axiomes (els nou primers sén els de la logica intuicionista) i una regla.
Axiomes:

Loo—= (=)

o= (Y= @AY

PN =@

eANY =Y

= eVY

Y=V

eV = ((p—=x) = (¥ —=x) = x)
(—=v)= (=W —=x) = (p—=x)
1L =

(e =) V(Y —o)

Regla: ¢, — ¢ / ¥ (Modus Ponens)

© »®» N e otk W
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o

Dummett demostra la completesa feble d’aquest calcul Pany 1959 a [7]: per tota ¢ €
Prop(X), Fa., ¢ < ):[0,1] o - Veurem que aquest teorema de completesa es pot
estendre de la segiient manera: per tot X U {p} C Prop(X), X Fq, ¢ <= X [Fp1, ¢

Recordem a partir d'una t-norma continua & tenim una logica = ),. Volem veure
que tenen en comu aquestes logiques basades en t-normes continues. Per aixo, definim la
logica fuzzy basica.

Definicio 1.27. Definim la logica fuzzy basica:
Per tot ¥ U {p} C Prop(X),

Y Eg—cont ¢ Si 1 només si per tota t-norma continua &, ¥ = 1), ¢-



2 Calcul BL i extensions

En aquest capitol presentarem els diferents calculs del treball. A més, aportarem propi-
etats de caire tecnic que ens seran necessaries per demostrar els teoremes de completesa.
Cal dir que no demostrarem totes les propietats, només algunes a tall d’exemple, la resta
es poden trobar en [12].

Convé esmentar que tot calcul - és una relacié de conseqiiencia estructural finitaria.
Donarem tots aquests calculs amb ’objectiu que siguin complets respecte a les logiques
definides anteriorment.

2.1 Calcul BL

Petr Héjek a [12, definici6 2.2.4] va proposar el segiient calcul per ser complet respecte la
logica fuzzy basica, Fg—cont-

Definicié 2.1. Definim el calcul BL, b1, a partir dels segiients axiomes i regla:
Axiomes:

1.

(

2. (

3. (p&ip) = (V&)

4. (& = ) = (V&(y = ¢))

5. (= (¥ = x)) = ((p&th) = X)

6. (&) = x) = (¢ = (¥ = X))
((p=v) = x) = (¥ = ¢) = X) = X)

8. L—=op

Regla: o, — 1 [ 1 (Modus Ponens)

Observacié 2.2. En aquest calcul, les connectives A, V, - sén definibles a partir de les
connectives &, — i de la constant 1:

PN i=p&(e =), eVii=((p 2 ¥) 2 V)N (Y = @) 2 )i pi=p— L

De la mateixa manera podem definir T := 1 — L.

Definicié 2.3. Siguin XU {p} C Prop(X). Una demostracio de ¢ a partir de ¥ és una
seqiiencia de formules (o1, ..., n) on @n = ¢ i tal que cada @; és una instancia d’azioma
de BL o ¢; € X o bé emisteizen j, k < i de manera que p; s’0obté a partir de pj,py per
Modus Ponens.

Diem que ¢ és provable en ¥ (notacid: ¥ g ) si i només si existeix una demostracio
de ¢ a partir de 3.

Observacié 2.4. Només en aquesta subseccid, usarem el simbol - per referir-nos a Fpgy,.

Tal i com trobem a [12], podem enunciar el segiient lema. Només provem els quatre
primers punts, la resta es trobem demostrats a [12, capitol 2].
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Lema 2.5. BL prova les segiients propietats:

1.

S S T O O

20.

© RS T e

o= (Y — )

(¢ = W —=x) = W= (p—x)
=

(eAY) =

(p&e(p = ) =2

o = (¥ = (p&))

(¢ = ¥) = ((p&x) = (Y&x))

(&) &ex — p&(P&x), p&(P&x) — (p&ip)&x
(&) = (@ A7)

o= (pV), v = (p V)

(e =) A (p—=x) = (@ = (¥ AX))
(e =)AW@ —=X) = (VYY) = x)
(p=¥) V(=)

T
o= (T&key)
A(T—=¢)—p

((p1 = Y1)&(p2 = ¥2)) = ((pr1&p2) = (P1&p2))

o= ((p— 1) = 1)

(V)= L) = ((p= LA = 1)), (= LA [W—= 1) = ((pVy) = 1)
(=L VR —=1) = (ery)—= 1), (eAd) = L) = (= L)V (Y —=1))

Demostracié de les quatre primeres propietats:

1.

= (Y= p)

Per I'axioma 2, tenim F (p&1))
Per l'axioma 6, F ((p&)) — ¢)
Per Modus Ponens, F ¢ — (¢ — ¢

— ¥

= (= (W —=9)

)

(b= W —=x) = @ —=(p—=x)

Per I'axioma 1, = ((p&p) — (&) = (((p&t)) = x) = (V&) = X))
Per l'axioma 3, - (&p) — (p&))

Per Modus Ponens de les anteriors, - ((p&) — x) — (V&p) — X))
Apliquem l'axioma 6 als dos costats de la implicacié i obtenim el resultat.

P

Apliquem Modus Ponens entre els punts 1 i 2 del lema i obtenim 1) — (¢ — @)
Prenem com a ¢ un dels axiomes i obtenim el resultat desitjat.

(e AY) =

Per l'axioma 2, tenim F (p&(p — 1)) — ¢ i per la definicié de A ja hem acabat. O
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2.2 Calcul de Godel

En el capitol anterior ja hem donat un calcul per a la logica de Godel. A continuacio,
donarem una presentaci6 equivalent, que proposa Hajek a [12].

Definicié 2.6. Calcul de Godel, b¢.

Agziomes:
1. (o =) = (b= x) = (¢ = X))
2. (p&t)) —
3. (p&t)) = (V&)
4. (p&(p = ¢)) = (&(¥ — ¢))
5. (¢ = (¥ = x)) = ((p&v) = X)
6. ((p&y) = x) = (¢ = (¥ = X))
7. (e =) = x) = (¥ = ¢) = X) = X)
8. L=
9. ¢ = (p&yp)

Regla: o, — 1 [ 1 (Modus Ponens)

Observacié 2.7. Aquest calcul utilitza les connectives —, A, V, & i la constant |. Ob-
servem que aquest calcul és una extensié del calcul BL perque els vuit primers axiomes
sén els del calcul BL.

Observacié 2.8. A més, amb aquesta presentacié del célcul kg (p&) — (p AY) i
Fa (p A1) = (&)

La primera implicacié la trobem en el calcul BL i per tant, és veritat en G.

D’altra banda, al calcul BL es compleix que Fpr, (pAY) — ¢ ibpr (pAY) — . Ara, usem

el lema 2.5.6: Fpr (¢ A Y) = @) = (P A Y) = ) = (P AY) = @)&((p AY) = 1))
i usant Modus Ponens dos cops, obtenim Fpr, (((p A ) = @)&((@ A ) — ¥)). Ara,

utilitzem un lema del calcul BL Fgr, (¢ AY) = @)&(@ AY) = ) = (((p Ap)&(o A

) — (p&)) 1 per Modus Ponens, Fpr, [(p A )&(@ A )] = (p&p). Ara, com que
amb la nova instancia d’axioma tenim (¢ A 1) — [(¢ A ¥)&(p A ¢)], podem fer servir

Vinstancia d’axioma 11 [(0Ay) = (@A) &(@AP))] = [(((pAY)&(pAY)) = (pdet))) —
((p A1) = (p&1)))] 1 amb Modus Ponens dos cops obtenim (p A 1) — (p&1)).

2.3 Calcul de Lukasiewicz

D’igual manera que en el cas de Godel, per Lukasiewicz també donem una presentacio
equivalent del calcul en el mateix llenguatge que en el cas BL. Aquesta presentacié fou
proposada per Hajek a [12].

Definicié 2.9. FEl calcul de Lukasiewicz, ‘.
Axiomes:

L (p—=9) = (¥ —=x) = (¢—X)

12
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(&) =

(&) = (&)

(p&e(p = 1)) = (V&(y = ¢))

(o = (¥ = x)) = ((p&th) = x)

((p&erp) = x) = (¢ = (¥ = X))
(=) = x) = (L= 9) = x) = x)
Loy

e

Regla: o, — v [ 1 (Modus Ponens)

Observacié 2.10. — es defineix de la mateixa manera que a BL. Observem que aquest
calcul també és una extensié del calcul BL perque els vuit primers axiomes sén els del

calcul BL.

2.4

A diferencia dels dos calculs anteriors, el calcul producte no té un equivalent historic an-
terior a la definici6 de logica basada en t-normes. De la mateixa manera que els anteriors,

Calcul producte

el proposa Héjek a [12].

Cal dir que el calcul producte és una extensié del calcul BL: té els mateixos axiomes
afegint-ne dos de nous i utilitzem la mateixa regla. Utilitza les mateixes connectives i la

negacié que apareix és la definida al calcul BL.

Definicié 2.11. Definim el calcul producte, -p a partir dels segiients axiomes i regla:

Azxiomes:

~

~
S

© % RS @™ L

o= Y) = (¥ —=x) = (¢ = X))
pderp) —

p&ip) — (V&)

p&(p = 1)) = (V&(v — )

= (¥ = x)) = ((p&y) = Xx)
(p&erp) = x) = (¢ = (¥ = X))
((p—=v) = x) = (¥ = ¢) = X) = X)
L=

X = ((p&ex) = (Yd&ex) = (@ = )
oA —p— L

(
(
(
(
(
(

Regla: @, — 1 [ ¢ (Modus Ponens)

13



3 BL-algebres

Aquest capitol esta dedicat a la introduccié de les semantiques algebraiques dels calculs
BL, Goédel, Lukasiewicz i producte definits en el capitol anterior.

3.1 Propietats algebraiques

Definicié 3.1. Un reticle és una algebra A = (A, A\, V) de tipus (2,2) en qué es compleizen
les segiients equacions:
TNT =T

rVr=x
TANYyyNx
tVyyvoe
s AyNz)=(@xAy) Az
zV(yVz)=(xVy Vz
zA(xVy) =z
zV(xAy) =z
Observacié 3.2. Podem definir I'odre associat al reticle com z < y si x Ay = . Vegem

que, en efecte, es tracta d’una relacié d’ordre (reflexiva, antisimetrica i transitiva).

e Reflexiva: com que x A x = x, aleshores = < .

e Antisimetrica: Suposem que x < y i que y < x, aleshores x =z Ay =y Ax = y.
Per tant, x = y.

e Transitiva: Suposem que x < yique y < z. Aleshoresz =z Ayiy=yA 2z Aixi,
r=xANy=xAYNz)=(xAy)ANz==xAz Pertant, z < z.

Aixi, amb aquesta relacié d’ordre <, (L, <) és un conjunt ordenat, on x A y és I'infim de
z,y iz Vy el suprem de z,y.

De la mateixa manera, si tenim (L, <) un conjunt ordenat on cada parella d’elements té
el seu suprem i infim, podem prendre x Ay = inf(z,y) i * Vy = sup(x,y) i, aleshores,
(L, A, V) és un reticle.

Definicié 3.3. Un reticle residuat és una algebra (L, \,V, &, —,0,1) de tipus (2,2,2,2,0,0)
tal que:

1. (L,A,V,0,1) és un reticle acotat, és a dir, 1 és l'element més gran i 0 el més petit
(respecte ordre del reticle <).

2. (L,&,1) és un semigrup commutatiu amb 1 com a element unitat, és a dir, satisfa
aquestes equacions:

2&(y&ez) = (x&y)&z &y ~ y&x &l ~x

3. & 1 — formen una parella adjunta, és a dir, per a tot a,b,c € L
c<a—b siiake <b.
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Aquest tercer punt es coneix com la propietat de residuacid.

Definicié 3.4. Una BL-algebra és un reticle residuat (L, \,V,&,—,0,1) tal que satisfa
les segiients equacions:

r ANy =z&(r —y)
(r—=y)V(y—2x)=1.

Observacié 3.5. Cal esmentar que es pot definir una BL-alegebra de forma equacional
ja que els punts 1, 2 i 3 de la definicié de reticle residuat es poden posar en forma
d’equacié. Pel que fa al primer punt, s’afegeixen les equacions 0 Az = 0iz Al = x.
El segon punt esta posat ja en forma equacional i el tercer punt el podem escriure com
x— (y = 2) = (z&y) — z, tal i com podem deduir de [8].

Aquesta presentacié equacional ens sera 1util més endavant quan parlem de filtres.

Lema 3.6. Sigui L una BL-algebra. Per cada a,b,c € L, tenim que:

1.

a<bsia—b=1

2. a&(a —b) <bia<(b— (akd))

3. a < b implica que a&c < b&e, (c = a) < (c—=b), (b—=c) < (a—c)
/.

5. avVb=((a—=b) —=bA(({(b—a)—a)

(aVb)&e = (a&ce) V (b&c)

Demostracio:

1.
2.

a<bsiil&a<bsiil<a—bsiia—b=1.

Com que (a = b) < (a — b) i (&, —) formen una parella adjunta, aleshores a&(a —
b) < b. De la mateixa manera, com que a&b < a&b, per la residuacié obtenim

a < (b— (a&eb)).

. Sigui a < b, aleshores pel punt 2 del lema a < b < (¢ — (b&c)), Ara, per la

residuacid, tenim la desigualtat buscada.

A més, si a < b, aleshores c&(c — a) < a < b. Per tant, per la residuacid,
(c—=a) < (c—b).

Finalment, com que a < b, aleshores a&(b — ¢) < b&(b — ¢) < c¢. Per tant, per la
residuacié, (b — ¢) < (a — ¢).

. Provarem les dues desigualtats.

Com que a < a Vb, aleshores pel punt 3 del lema a&c < (a V b)&c. Amb el mateix
raonament, b&c < (a V b)&ec. Per tant, (a&c) V (b&c) < (a V b)&e.
Com que a&c < (a&ece) V (b&c), aleshores per la residuacié a < (¢ — (a&ec) V (b&c)).
Pel mateix raonament, b < (¢ — (a&c) V (b&c)). Per tant, (a vV b) < (¢ — (a&c) V
(b&c)). Ara, per la residuacié obtenim (a V b)&c < (adec) V (b&c).

. Provarem les dues desigualtats.

D’una banda, (a — b)&(aVb) = (a&(a — b))V (b&(b — a)) < bVb = b. Per tant, per
residuacié tenim a Vb < (a — b) — b. De la mateixa manera, a Vb < (b — a) — a.
En conseqiiencia, a Vb < ((a — b) — b) A ((b — a) — a).

D’altra banda, [((a — b) — b) A ((b — a) — a)] = [...]&((a — b) V (b — a))
([).]..]&éa = b))V ([...]J&(b = a)) <[((a = b) = b)&(a—b)]VI[((b—a) = a)&(b
a)l <bVa.

o4
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Exemples 3.7.

e L’algebra estandard de Godel, [0,1]n = ([0,1],A,—A,A,V,—,0,1), és una BL-
algebra. Comprovem-ho.

1. ([0,1],A,V,0,1) és un reticle acotat. Siguin a,b,c € [0, 1]:
(a) aNa=min{a,a} =a=mazx{a,a} =aVa
(b) a Ab=min{a,b} =bAa
(¢) aVb=mazx{a,b} =bVa
(d) a A (bAc) = min{a,min{b,c}} = min{a,b,c} = min{min{a,b},c} =
(aANb) AN

(e) aV (bVec) = mazx{a,maz{b,c}} = maz{a,b,c} = mar{maz{a,b},c} =
(aVvb)Ve

(f) Com que a < max{a,b}, aleshores a A (a V b) = a.

(g) Com que min{a,b} < a, aleshores a V (a A b) = a.

2. ([0,1], A, 1) és un semigrup commutatiu amb element neutre 1 perque & és una
t-norma (és a dir, és commutativa, associativa i 1 és element neutre).

3. Es compleix la residuacié perque —x és la R-implicacié associada a A.

4. Siguin a,b € [0,1]. Fem casos: a < bib < a. Sia < b, aleshores a Ab=ai
aA(a—b)=aANl=a. Sib<a,aleshoresaAb=biaA(a—b)=aAb=0b.
En tots els casos es compleix que a Ab=a A (a — b).

5. Siguin a,b € [0,1]. Com que ([0,1],<) és un ordre total, aleshores a < b o
b<a.Pertant,a >b=10b—a=1. Aixi, (a = b)V (b —a)=1.

e De la mateixa manera, l'algebra estandard de Lukasiewicz i 1’algebra estandard
producte son BL-algebres.

e Prenem la segiient algebra L = ([0, 1], A, V, &, —,0,1), de manera que A iV sén el
minim i el maxim, respectivament. Definim & i — de la segiient manera:
Per tot a,b € [0, 1],

a-b st a,be€0,1/2]
adh = { min{a,b} altrament
1 st a<b
a—b=4¢ bla st a,be0,1/2]ib>a
b altrament

Aixi, (]0,1],A,V,0,1) és un reticle acotat. Podem comprovar sense fer casos que es
compleixen les propietats 2 i 3 de reticle residuat perque & és una suma ordinal de
t-normes, concretament, producte i Godel. Per tant, & és una t-norma. A més, —
és la R-implicacié associada a & i, per tant, es compleix la residuacié. Fent casos,
es comprova facilment que es satisfan les equacions de BL-algebra. Pert tant, L és
una BL-algebra.

e Siguin ¢,d € (0,1) tals que ¢ < d. Sigui L = ({0,¢,d, 1}, A, V,&,—,0,1) de manera
que & és la t-norma de Godel restringida a {0,¢,d, 1}, — és la seva R-implicacié
associada restringida a {0,¢,d,1} i A 1 V s’intrepreten com el minim i el méxim
respectivament, aleshores L és una BL-algebra.

e Siguin A = <A,/\A,\/A,&A,—>A,0A,1A> iB = (B,/\B,\/B,&B,—>B,OB,13> dues
BL-algebres. Si prenem A x B = (A x B,A,V, &, —,0,1) de manera que definim
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cada operacié component a component (és a dir, per exemple, (a,b) A (¢,d) =
(aNac,bApd))ide maneraque 0 = (04,0p5)i1 = (14,1p), AxB ésuna BL-algebra.
Observem que aquesta BL-algebra no és totalment ordenada: si (a,b), (¢,d) € Ax B
amb a < ¢1id < b, aleshores no puc comparar els parells perque (a,b) £ (c,d) i
(¢,d) £ (a,b).
Definicié 3.8. Sigui L = (L, A\, V, &, —,0, 1) una BL-algebra. Definirem una L-interpretacid
com una aplicacio I : Prop(X) — L tal que:

1. I(1)=0

2. 1(p =) = I(p) = I(¥)
3. 1(p&ep) = I(p) &I ()

4 Lo Ap) =1(p) N(Y)
5. 1(p Vi) = I(p) VI(Y)

S
~

I(—p) =1(p) = 0

Observacié 3.9. Tot i usar la mateixa notacié, fem notar que confonem, com es fa
habitualment, el simbol de la connectiva amb el simbol de 'operacié de ’algebra.

Una férmula ¢ sera una L-tautologia si per tota I L-interpretacid I1(p) = 1.

Definicié 3.10. Direm que ¢ és conseqiéncia logica de > respecte la classe de totes
les BL-algebres (escriurem ¥ =g ) si i només si per tota BL-dalgebra L i per tota
L-interpretacio I, si I1(1)) =1 per tota 1 € X2, aleshores I(¢) = 1.

3.2 Cohereéncia del calcul BL

A continuacid, enunciarem i demostrarem la coherencia del calcul BL respecte la logica
FBL.

Teorema 3.11. Teorema de coheréncia de BL
Siguin ¥ U ¢ C Prop(X),
Si X Fpr @, aleshores ¥ =pr, ¢.

Demostracié:

Cal provar que tots els axiomes sén tautologies, que es compleix la regla de Modus Ponens
i que coincideixen V, A del calcul i de la BL-algebra.

Sigui L una BL-algebra i sigui I una L-interpretacio.

L (=)= ((¥—=x) = (@—X)
Volem veure que 1 = I((¢ = ¥) = (¥ = x) — (¢ = X))).
Aixo sera cert si 1 = (I(¢) — I(¢)) = ((I(¥) = I(x)) = (I(v) — I(x))) sii (per
4.6.1) (I(p) = 1(v)) < ((L(Y) = I(x)) = ({(¢) — I(x))). Ara, per la propietat de
residuacio i per la propietat commutativa de &, aquesta desigualtat és equivalent a

(I(p) = I(W)&(I(Y) = I(x)) < (I(¢) = I(x)). Un altre cop, per la residuacié i
lassociativitat de &, és equivalent a (I()&(I(p) — 1(¢)))&(I(v) — I(x)) < I(x).
Ara, al terme de 'esquerra de la desigualtat utilitzem el lema 3.6.2 dues vegades:
(I(@&(I(p) = TWN&IW) > 1)) < TW)&I() = 1(x) < I(x). Per tant,
hem obtingut la desigualtat desitjada i (¢ — ¥) = ((¢¥ = x) = (¢ = X)) és una
L-tautologia per tota L-interpretacio.
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- (&) =

Volem veure que I((¢&)) — ¢) = 1.

Com que (I(p)&I(v)) < I(p)&1 = I(yp), aleshores per la propietat de residuacié es
compleix la igualtat i (p&1)) — ¢ és una L-tautologia per tota L-interpretacio.

- (&) = (Pey)

Volem veure que I((p&v) — (Y&¢p)) = 1.

Aix0 és equivalent, pel lema 3.6.1, a I(¢)&I(v) < I(v)&I(y), que és veritat per la
commutativitat de &.

- (Pl = ) = (P&(y — )

Volem veure que I((p&(p — 9)) = (Y& — ¢))) = 1.

Com que estem en una BL-algebra, aleshores I(p)&(I(¢) — I(v)) = I(v) A I(7).
Ara, podem utilitzar la commutativitat de A i, per tant, I(p) A I(¢) = I(¢) A
I(p). Per tant, I(p )&(I(gp) — I(y)) = ](¢)&(I(¢) I(p)) i, en particular,

H{p)&(I(p) = 1(¥)) < I()&(I(¢) = 1(p))-

)) <
(e = (¥ = x) = (p&d) = X)
Volem veure que I((¢p — (¢ = x)) = ((p&y) — x)) = 1. Aix0 és equivalent a
I(p) = (I(¢) — I(x) < (I(e)&I(v)) — I(x) sii (per la propietat de residuacié)
(I(p) = (I(¢) = I(x))&(I(p)&I(¢))) < I(x). Ens fixem només en 'expressié de
Pesquerra de la desigualtat, per la commutativitat i associativitat de &, (I(y¢) —
(L(¢) = 100)&(I(p)&I () = I()&(I(p)&(I(¢) = (I(4) = I(x)))) 1, pel lema
4.6.2, I()&(I(p)&(I(p) = (I(¢) = 1(x)))) < I()&(I() = I(x)) < I(x) i ja

hem acabat.

- (&) = x) = (¢ = (¥ = X))

Volem veure que I(((p&y) = x) = (¢ = (¥ — x))) = 1.

I(((p&y) = x) = (¢ — (¥ — x))) és equivalent, per la propietat de residuacié
a((I(p)&I(¥)) = I(x)) < (I(p) — (I(p) = I(x))). Ara, per la propietat de la resi-
duacid i la commutativitat i associativitat de &, tenim (I (¢)&I(¢))&((I(¢)&I()) —
I(x)) < I(x), que és veritat pel lema 3.6.2.

(e =) =) = (Y = 9) = x) = x)

Hem de veure que I(((¢ = ¢) = x) = (¥ = ¢) = x) = x)) = L.

I(((p = ) = x) = (¥ = ¢) = x) = x)) =1 és equivalent a ((I(¢) = I(¢)) —
I(x) < (H(y) — I(p)) — I(x)) — I(x)) sii (per la propietat de residuacid)
() = T(2)) = T0)&AU() > 1)) - 160) < 100,

Per provar aquesta desigualtat, partirem de ((z — y) — 2)&((y — z) — 2) =
(= 1) > 2)&el(y = 2) > )&z = 1) V (5 = 2)) = [-]&(z = 1) v [ Jely =
z) <[((x = y) = 2)&(z 2y VI = 2) 2 2)&(y 2 2)]<z2Vz==z

Per tant, si prenem I(¢) =z, I(¢) =y, I(x) = z ja haurem acabat.

L=
Volem veure que I(L — ¢) = 1.
Com que I(L) =010 < I(p), aleshores I(L — ¢) = 1.

Provarem ara la regla de Modus Ponens. Suposem que I(p) =1 = I(¢ — ). Volem
veure que I(¢) = 1.

Com que I(¢ — 1) = 1, aleshores pel lema 3.6.1, I(p) < I(¢)) i com que I(p) = 1,
obtenim que I(¢)) = 1.
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Per definicié de A a la BL-algebra i pel lema 3.6.5, podem afirmar que coincideixen A i V
del calcul amb els de la BL-algebra. O

3.3 Completesa del calcul BL

En aquest apartat, demostrarem la completesa del calcul BL respecte la semantica =py.
Observacié 3.12. Només en aquest apartat, usarem el simbol - per referir-nos a Fpr.

Definicié 3.13. Siguin SU{p, ¢} C Prop(X). Diem que ¢ ~x ¢ siinomés si¥ t o —
i

Vegem que la relacié que acabem de definir es tracta d’una relacié d’equivaléncia.

1. Reflexiva: Pel punt 3 del lema 2.5, sabem que F ¢ — ¢. Per tant, per monotonia
obtenim ¥ - ¢ — .

2. Simetrica: Si X @ =Y i X F Y — @, aleshores X 1 — pi X F @ — 1.

3. Transitiva: Suposem que X - Y iXFY > pique XY = xiXEFyx — .
Volem veure que X ¢ — x i X F x — .
Per una instancia de 'axioma 1 i monotonia, ¥ F (¢ — ¢) = (v = x) — (¢ = X))
i com que ¥ F ¢ — 1, per Modus Ponens, obtenim ¥ F (¢ — x) — (p — x). Ara,
com que X 1 — x, tornem a aplicar Modus Ponens i obtenim ¥ F ¢ — x .
L’altre raonament és analeg.

Com que es tracta d’una equivaléncia, podem definir ara [¢|s, := {¢ € Prop(X) : ¢ ~x
¥}, A més, 0:=[Ll]y i1l :=[T]g. Comprovem ara que es tracta d’una congruéncia.
Només caldra veure que la relacié preserva (&, —) ja que les altres connectives les podem
definir a partir d’aquestes. Suposem que [¢1]x = [p2]s.

e Volem veure [p1 &9y = [p2&t)]x.
Si [pily = [p2lw, aleshores ¥ F 1 — @21 X F @2 — ¢ i podem utilitzar el
lema (p1 — @2) = ((p1&Y) — (p2&1))) 1 el corresponent intercanviant o1, 2 i, si
apliquem Modus Ponens obtenim ¥ - (p1&¢) — (p2&)) 1  F (p2&1)) — (p1&1).
Per consegiient, [p1&]y = [p2&t)]s.

e Volem veure [p1 — ¢]x = [p2 = ¢]s.
Si [p1]y = [p2]s, aleshores ¥ F 1 — @2 i ¥ F @3 — ¢1. Cal veure que ¥ +
(p1 = ¥) = (p2 = )i 3 F (g2 = ¥) = (p1 — ). Com a instancia de
Paxioma 1 tenim ¥ F (p2 — ¢1) = ((¢1 = ¥) — (p2 — ¥)) i ara, per Modus
Ponens, obtenim X F (p1 — 1) — (p2 — 1). Amb el mateix raonament, obtenim

T (p2 =) = (o1 = ).

e Volem veure [¢) = ¢1]x = [ = p2]s.
Si [¢1]s = [p2]s, aleshores ¥ F 1 — w2 1 X w2 — 1. Cal veure que ¥ F (¢p —
e1) = (Y = 2) I E (¥ = p2) = (¥ = p1).
Per una instancia de 'axioma 1, tenim F (¢ — ¢1) = ((¢1 = v2) = (¥ — p2)).
Ara, pel lema 2.5.2, sabem que - ((¢ = 1) = ((p1 = p2) = (¥ = ¢2))) —
((p1 = w2) = (¥ = ¢1) = (¥ — ¢2))). Ara, podem aplicar Modus Ponens i
obtenim F (1) — ¢1) — (¥ — ¢2). Per monotonia, ¥ F (¢ — 1) = (Y — p2).
L’altre raonament és analeg intercanviant els papers de @1, @a.
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Un cop hem comprovat I’equivalencia i la congruencia, definim les BL-algebres de Lindenbaum-
Tarski (relatives a X).

Definicié 3.14. Sigui ¥ C Prop(X), definim l’algebra de Lindenbaum-Tarski com Ly, :=
(Prop(X)/ ~s,\,V,&,—,0,1), de manera que:

Proposicié 3.15. Ly és una BL-algebra.
Demostracié:

o (Prop(X)/ ~x,A\,V,0,1) és un reticle acotat.
Farem us de l'observaci6 3.2, definim un ordre [¢p|y, < [¢)]y <= X F ¢ — 1.
Clarament, és una relacié d’ordre ja que és reflexiva, transitiva i, per la definicié de
classes equivalents, antisimetrica.

— Cal demostrar ara que [p A ¥]s = inf{[¢]s, [¢¥]s}-
Cal veure que és una cota inferior de {[¢]x, [{]n} 1 que és la major d’aquestes
cotes inferiors.
Com que F (¢ A ) = ¢ (lema vist al calcul BL), aleshores per monotonia,
Y F (pAY) = @i, per tant, [p A Y]y < [¢]x. Ara, com que - (p&(p —
¥)) — 1, per la definicié de A i per monotonia, ¥ = (¢ A ) — 1 . Per tant,
(e AYls <els i [e Adls < [¢]s.
Sigui [x]x una altra cota inferior de [p]x i de [¢)]s. Aleshores, ¥ F x — ¢
i ¥ F x — ¢. Usem una de les propietats del lema 2.5: F (y — ¢) —
((x = v) = ((x = ¢)&(x — ©¥))) i per monotonia i usant Modus Ponens
dos cops, obtenim ¥ F ((x = ¢)&(x — ©)). Ara, utilitzem un lema del
calcul BL F ((x = ¢)&(x — ¢)) = ((x = ¢) A (x — v)) i per monotonia
i Modus Ponens, ¥ - ((x = ¢) A (x — ¢)). Finalment, utilitzem el lema
F(lx =@ Ax —=19) = (x — (@A), per monotonia i Modus Ponens,
acabem amb ¥ F x — (¢ A ). En conseqiiencia, [x]s < [p A ¢]s.

— Passem a demostrar ara que [p V ¢y = sup{[¢]s, [¢¥]s}-

Cal veure que és una cota superior de {[¢]x, [¢]s} 1 que és la menor d’aquestes
cotes superiors.

Com que - ¢ — (¢ V ¢) (lema vist al calcul BL), aleshores per monotonia,
Y F ¢ — (V)i per tant, [p]s < [¢ V ¥]s. De la mateixa manera,
[z < oV ils.

Sigui [x]x una altra cota superior de [¢]x i de [¢]x. Aleshores, ¥ F ¢ — x i
¥ F 1 — x. Per tant, usem el lema t (¢ — x) = (¢ = x) — ((¢ = )& —
X))) i per monotonia i Modus Ponens aplicat dos cops, obtenim F ((¢ —
)& (Y — x)). Ara, pel lema F ((¢ = )& (¥ = x)) = (¢ = X) A (¢ = X)) i
la monotonia i Modus Ponens, obtenim ¥ F (¢ — x) A (¢p — x)). Utilitzem el
lema F ((¢ = x) A (¥ = x)) = ((p V) = X), la monotonia i Modus Ponens
i obtenim ¥ - (¢ V ¢0) — x. En conseqiiéncia, [¢ V 9]y < [x]s.
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— Per veure que 0 és el minim, només cal fixar-se en ’axioma 8: per tota féormula
v, ¥ L — . Per tant, per tota férmual ¢, 0 = [ L]y < [¢]s.

— Cal veure que 1 és el maxim. Cal veure que per tota férmula ¢, X F ¢ — T.
Només cal utilitzar els segiients lemes F T i T — (¢ — T). Si apliquem
Modus Ponens obtenim F ¢ — T i per monotonia obtenim el resultat esperat.

Per tant, (Prop(X)/ ~s,A,V,0,1), per 'observacié 3.2, és un reticle amb element
minim 0 i maxim 1.

o (Prop(X)/ ~x,&,1) és un semigrup commutatiu amb element unitat 1.

— Per la propietat associativa hem de utilitzar el lema F (p&¢)&x — p& (& x)
ik p&(&y) = (p&)&x i la monotonia ja que aleshores [(p&i)& x|y <
(P& (V&x)]x 1 [e& (P& X)]s < [(p&1)&x]s i per antisimetria obtenim la igual-
tat.

— Per comprovar la commutativitat n’hi ha prou amb l'axioma F (p&)) —
(&) 1 la monotonia ja que aleshores [p&9]y. < [&p]s. De manera analoga,
[W&y]y < [p&]s i, per tant, obtenim la igualtat per antisimetria.

— Finalment, per comprovar que 1 és ’element neutre, només ens hem de fixar
amb l'instancia d’axioma F (p&T) — ¢ i amb el lema - ¢ — (T&yp) i la
monotonia.

e Es compleix la propietat de la residuacié.
X]z < [¢ls — [¢]x siinoméssi ¥ F x — (¢ — ) siinomés si (pels axiomes 51 6
i per Modus Ponens) ¥ F (x&p) — ¢ si i només si [x&yp|y < [¢]s.

Per tant, Ly és un reticle residuat.
e Es compleix [p A ¢]s = [p]n&]p — ¥]s per la definicié de A en el calcul BL.

e Es compleix [p — Ylx V[ — ¢y =1
Una desigualtat és clara ja que 1 és el maxim. Per tant, només cal veure que 1 <
[0 = Y] V[ — ¢|x. Pel lema 2.5 sabem que F (¢ — ¢) V (¢ — ¢). Tenim a més
per un altre lema inicial que - ((¢ = )V (¥ — ¢)) = (T = ((¢ = V)V (Y — ¢))).
Si apliquem Modus Ponens i la monotonia, aleshores ¥ = T — ((¢ — )V (¢ — ¢)).

Per tant, Ly és una BL-algebra. O

Teorema 3.16. Siguin XU ¢ C Prop(X),
Si ¥ EprL ¢, aleshores ¥ gy, .

Demostracié:

Ho demostrarem pel contrarreciproc. Veurem que si X Fpr, ¢, aleshores > gy, .

Fem emfasi a puntualitzar que ¥ Fpp ¢ vol dir que existeix una BL-algebra L tal que
Y ¥ ¢, és a dir, existeix una BL-algebra L i una L-interpretaci6 h tal que h(¢)) = 1 per
tot ¢ € X i h(p) # 1.

Prenem la BL-algebra de la proposicié Ly i la Ly-interpretacié h : Prop(X) — Ly tal
que ¢ > [¢s.

Aleshores, cal veure que per tota ¥ € X, [1h]y, = 1. Per tant, cal veure que per tota ¢ € ¥,
SEY—>TiXET = .

Y1 — T ésequivalent a X F ¢ — (L — L) siinomés si (pels axiomes 5 i 6 i Modus
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Ponens) ¥ - (¥&L) — L, que és veritat per la commutativitat de & i per 'axioma 2.
Ara, ¥+ T — 4. Per un lema inicial i la monotonia, ¥ ¢ — (T — 1) i com que X - 9,
aleshores per Modus Ponens X F T — .

A més, cal veure que [p]y # 1, o sigui que X ¥ ¢ - T o X ¥ T — . Veurem que
Y ¥ T — . Suposem que ¥ = T — ¢, aleshores si tenim present el lema - (T — @) = ¢
i apliquem Modus Ponens, obtenim que ¥ F ¢, que és una contradiccié amb el que
haviem suposat. Per tant, per reduccié a ’absurd, hem demostrat que > ¥ T — ¢ i, en
conseqiiéncia, [p]s # 1.

Per tant, pel contrarreciproc hem demostrat que si ¥ =pr, ¢, aleshores ¥ Fpr, ¢. O

Teorema 3.17. Teorema de completesa del calcul BL respecte la classe de les BL-algebres
Siguin ¥ U ¢ C Prop(X),
Y EBL ¢ si i només si ¥ Fpp .

Demostracié:
El teorema 3.11 i el teorema 3.16 so6n les dues implicacions.
Per tant, el calcul BL és complet. O

3.4 G-algebres, MV-algebres i algebres producte

De la mateixa manera que en el cas de les BL-algebres, els calculs que hem donat sén
complets respecte unes classes d’algebres.

En aquest apartat, ens centrem a obtenir els teoremes de completesa dels calculs de Godel,
Lukasiewicz i producte respecte les classes de les G-algebres, les MV-algebres i les algebres
producte.

Definicié 3.18. Una dlgebra de Gédel (o G-algebra) és una BL-algebra on es satisfa la
seglient equacio:
& = x.

Exemples 3.19.
e L’algebra estandard de Godel [0, 1], = ([0, 1], &, —, A, V,—,0,1) és una G-algebra.

Ja hem vist que és una BL-algebra. Comprovem ara que satisfa 'equacié z&x =~ z.
Sigui a € [0, 1], aleshores a&a = a A a = a.

e Siguin ¢,d € (0,1) tals que ¢ < d. Sigui L = ({0,¢,d, 1}, A, V,&,—,0,1) de manera
que & és la t-norma de Godel restringida a {0,c¢,d, 1}, — és la seva R-implicacié
associada restringida a {0,¢,d,1} i A 1 V s’intrepreten com el minim i el méxim
respectivament, aleshores L és una G-algebra.

Definicié 3.20. Una MV-algebra és una BL-algebra on es satisfa la segiient equacio:
z= ((z —0)—0).
Exemples 3.21.

e L’algebra estandard de Lukasiewicz [0,1]o = ([0,1],®, =@, A, V,7,0,1) és una
MV-algebra. Comprovem-ho.
Sigui a € [0, 1], aleshores (a +0) = 0=(1—a) >0=1—(1—a) =a.
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e Siguin € N, n > 21isigui S = {0,1/n,2/n,....,n — 1/n,1}. Prenem &,— com la
t-norma de Lukasiewicz i la seva R-implicacid restringides a S. A més, considerem el
minim i el maxim com a A i V. Tenim que (S, A, V, &, —,0,1) és una MV-algebra.

Definicié 3.22. Una dalgebra producte (o [[-dlgebra) és una BL-dlgebra on es satisfan les
dues equacions:

((z—=0) = 0)A((x&z = y&z) - (x = y)) = ((z = 0) = 0)
xA(x—=0)=0

Exemples 3.23.

e L’algebra estandard producte [0, 1]. = ([0,1],-,—., A, V,—.,0,1) és una [[-algebra.

1. Siguin a,b,c € [0,1]. Cal veure que (¢ = 0) = 0 < ((a-c) = (b-¢)) — (a — b).
Si ¢ =0, aleshores (¢ - 0) - 0=1— 0=01i es compleix la desigualtat.
Si ¢ # 0, aleshores (¢ — 0) — 0 = 1. Per tant, cal veure que (a-¢c — b-c) <
a — b. Tornem a fer casos: a-c<b-cob-c<a-c.
Sia-c<b-c, aleshores a < b, a — b =11 la desigualtat és veritat.
Sib-c<a-c, aleshoresb<ai(a-c—b-c)=(b-c)/(a-c)=0b/a. Com que
b < a, aleshores a — b = b/a.
En tots els casos es compleix (¢ - 0) = 0< ((a-¢c) = (b-¢)) = (a = b).

2. Sigui a € [0,1]. Sia # 0, aleshores a A (a — 0) =a A0 =0. Sia =0, aleshores
0A (0 — 0)=0. Per tant, per tot a € [0,1], a A (a — 0) = 0.

e Sigui 0 < ¢ < 1. Sigui S = {0,1} U {c" : n > 1}. Prenem &, — com la t-norma
producte i la seva R-implicaci6 restringides a S. A més, considerem el minim i el
maxim com a A i V. Tenim que (S, A, V,&,—,0,1) és una [ [-algebra.

Analogament, donarem semantica algebraica pels calculs.

Definicié 3.24. Direm que p és conseqiiéncia logica de 3. respecte la classe de totes les G-
algebres (escriurem ¥ =g @) si i només si per tota G-algebra L i per tota L-interpretacio
I, si I(v) =1 per tota ¢ € X2, aleshores I(p) = 1.

Definicié 3.25. Direm que ¢ és consequéncia logica de ¥ respecte la classe de totes
les MV-algebres (escriurem 3 E=pry @) si i només si per tota MV-algebra L i per tota
L-interpretacio I, si 1(1p) =1 per tota i € X, aleshores I(¢) = 1.

Definicié 3.26. Direm que ¢ és conseqiiéncia logica de X respecte la classe de totes les | |-
algebres (escriurem X =p ) si i només si per tota [ [-algebra L i per tota L-interpretacid
I si I(y) =1 per tota ¢ € ¥, aleshores I(p) = 1.

Com en el cas de BL, la construccié de I’algebra de Lindenbaum-Tarski juga un paper clau.
Els teoremes de completesa per als calculs de Gédel, Lukasiewicz i producte es demostren
de manera analoga al del calcul BL. Enunciem aquests teoremes de completesa.

Teorema 3.27. Teorema de completesa del calcul de Godel respecte la classe de les G-
algebres

Siguin ¥ U ¢ C Prop(X),

Y g ¢ siinomés si X tg p.
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Teorema 3.28. Teorema de completesa del calcul de Lukasiewicz respecte la classe de
les MV-algebres

Siguin ¥ U ¢ C Prop(X),

Y Emv @ sii només si L b op.

Teorema 3.29. Teorema de completesa del calcul producte respecte la classe de les |-
algebres

Siguin XU ¢ C Prop(X),

Y =p p siinomés si X kp .

Per veure la coherencia dels tres calculs, cal tenir present que tant el calcul de Godel,
com el de Lukasiewicz com el calcul producte sén cadascun una extensié del calcul BL.
Per tant, podem fer s del teorema 3.11.

e Sigui L una G-algebra i sigui I una L-interpretacio.
Pel comentari que acabem de fer, per veure que el calcul de Gédel és coherent,
nomsés cal comprovar que 'axioma ¢ — (p&p) és una L-tautologia.
Volem veure que 1 = I(¢ — (p&y)). Com que I(p) = I(¢)&I(p), aleshores, en
particular, I(¢) < I(p&p). Per tant, I(p — (p&y)) =

e Sigui L una MV-algebra i sigui I una L-interpretacio.
De la mateixa manera, per veure la coherencia del calcul de Lukasiewicz, només cal
comprovar que l'axioma ((¢ — L) — 1) — ¢ és una L-tautologia.
Volem veure que 1 = I[((¢ — L) — L) — ¢]. Com que I(p) = [I(¢) — 0] — 0,
aleshores, en particular, [I(¢) — 0] — 0 < I(p). Per tant, I[((¢p - L) - 1) —

p] = 1.

e Sigui L una [[-algebra i sigui I una L-interpretacio.
Per veure la coherencia del calcul producte, només ens queda comprovar que els
axiomes (pA(p— 1)) = Li((x = L) = L) = ((p&x — Y&x) — (¢ — ¥)) sén
L-tautologies.
Volem veure que 1 = I[(p A (¢ = L)) = L]iquel =I[((x - L) - 1) —
((p&ex — P&x) = (¢ = ¥))].
Com que I(¢) A (I(¢) — 0) = 0, aleshores I'axioma 9 és una L-tautologia.
Com que (I(x) = 0) = 0) A (I(P)&I(x) = I(HEI(X)) > (I(¢) — 1)) =
(I(x) = 0) — 0, aleshores (I(x) — 0) — 0 < (I(p)&I(x) = I(Y)&I(x)) —
(I(¢) = I(v))). Per tant, axioma 10 és una L- tautologla

De la mateixa manera que amb el calcul BL, definim una relacié per a cada calcul que en
tots les casos s6n congruencies.

Definicié 3.30. Siguin ¥ U {¢, ¥}
St =1 iShkg — .

N

Prop(X). Diem que ¢ ~x, ¥ Si i només si

Definicié 3.31. Siguin ¥ U {¢,v} C Prop(X). Diem que ¢ ~x, % Si i només si
Zl—L(p—>w ’ZZl—Ll/}—>(,0.

Definicié 3.32. Siguin ¥ U {¢,v} C Prop(X). Diem que ¢ ~x, ¥ $i i només si
El‘p(p—)ﬂ]iE"p?f)—)gD.

Construim les algebres de Lindenbaum-Tarski dels tres casos.
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Teorema 3.33. Sigui ¥ C Prop(X),
o (Prop(X)/ ~sq, N, V, &, —,0,1) és una G-dalgebra, on 1 = {¢p : ¥ Fg ¢} i 0 =
[Lse-
o (Prop(X)/ ~x,,A\,V,&,—,0,1) és una MV-algebra, on 1 = {¢p : ¥ ¢} i 0 =
[Ls-
o (Prop(X)/ ~sp,A,V,&,—,0,1) és una [[-algebra, on 1 = {¢p : ¥ Fp ¢} i 0 =
[L]sp-

Demostracié:
Podem raonar com en el calcul BL i només caldra provar:

o [¢lze = [p&lsg.
Per una instancia de ’axioma 2 més la monotonia obtenim ¥ g (p&y) — ¢. Per
una instancia de 'axioma 9 i la monotonia obtenim ¥ g ¢ — (p&¢p). Per tant,

[Plse = [p&pls,-

e [pls, =[l¢— 1) = Lls,.
Per una instancia de ’axioma 9 més la monotonia obtenim £ F, ((¢ — L) — 1) —
¢. Pel punt 18 del lema 2.5 i la monotonia tenim ¥k, ¢ — ((¢ — L) — 1). Per
tant, [‘P]EL =[p—1)— J‘]EL'

o [pA (9 = Dlsp = s 110 = 1) = 1) A ((pkex = &) = (9 = $)lsp =
(= 1) > Lz
Per una instancia de 'axioma 8 més la monotonia obtenim ¥ Fp L — (pA(p — 1)).
Per una instancia de ’axioma 10 i la monotonia ¥ Fp (p A (¢ — 1)) — L.
Per una instancia de ’axioma 9 més la monotonia obtenim ¥ Fp ((x - L) = L) —
((p&x — Y&x) — (¢ — ©)). Ara, com que el calcul producte és una extensié del
calcul BL, pel lema 2.5.3 i la monotonia X Fp ((x = L) = L) = ((x = L) — 1).
Pel lema 2.5.6, doblement Modus Ponens i la monotonia, obtenim ¥ Fp [((x —
L) =L = (k= L) = D&[((x = L) = L) = ((p&ex = v&x) = (¢ = ¥))].
Pel lema 2.5.9, Modus Ponens i la monotonia, ¥ Fp [((x = 1) = 1) = ((x —
L) = DIA[((x = L) = L) = (p&x = v&x) = (p — 9))]. Pel lema 2.5.11,
Modus Ponens i la monotonia, ¥ Fp ((x = L) = L) — [((x = L) = L) A
((p&x — Y&x) — (¢ — ))]. D’altra banda, pel lema 2.5.4 i la monotonia,
obtenim X Fp [(x = L) = L) A ((p&x — Yv&x) = (¢ = ¥))] — (x — L) = 1).
([l

Demostrem el teorema de de completesa del calcul de Godel respecte la classe de les
G-algebres. Els teoremes de completesa dels altres calculs es demostren amb el mateix
raonament.

Demostracié Teorema 3.27:

Ja hem demostrat la coherencia del calcul de Godel.

Cal veure la implicacié contraria. Raonem pel contrarreciproc. Suposem que . Fg ¢ i
volem veure que X Fqg .

Per tant, volem veure que existeix una G-algebra L i una L-interpretacié I de manera que
I(¢) =1 per tot v € 31 I(p) # 1.

Prenem com a G-algebra Ly, = (Prop(X)/ ~s4, A, V, &, —,0,1)icom a Ly, ,-interpretaci6
I : Prop(X) — (Prop(X)/ ~s,,N,V,&,—,0,1) tal que ¢ — [¢]|5n,. Com que I(¢) =1
si i només si ¥ b v, aleshores per tot ¢ € 3, I(¢)) =11 I(p) # 1. Per tant, ¥ Fg ¢. O
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4 BL-cadenes

4.1 Propietats algebraiques i descomposicié en producte subdirecte de
BL-cadenes

En el capitol anterior hem vist el Teoremes de Completesa del calcul BL, Goédel, Luka-
siewicz i producte respecte a les classes de les BL-algebres, G-algebres, MV-algebres i
algebres producte. En aquest capitol, obtindrem uns teoremes de completesa dels calculs
respecte les subclasses de les algebres totalment ordenades.

Definici6 4.1. Una BL-cadena és una BL-algebra tal que el seu ordre associat < és total.

Definim la semantica respecte les BL-cadenes. Direm que ¢ és conseqiiencia logica de
Y. respecte la classe de les BL-cadenes (escriurem ¥ =pr. ) si i només si per tota BL-
cadena L i per tota L-interpretacié I, si I(1)) = 1 per tota 1 € 3, aleshores I(¢) = 1.
L’objectiu d’aquest capitol és demostrar el Teorema de Completesa del calcul BL respecte
la semantica de les BL-cadenes:

Siguin ¥ U ¢ C Prop(X),

b ):BLC Y2 si i només si X l_BL ®.

Per demostrar els teoremes de completesa, obtindrem un teorema de representacié en
producte subdirecte de BL-cadenes. Per demostrar aquest resultat, necessitem primer
introduir la nocié de filtre i algebra quocient.

Definicié 4.2. Sigui L=(L,\,V,&,—,0,1) un reticle residuat. Un filtre de L és un
subconjunt no buit F* C L tal que per cada a,b € L:

1. siac€ FibeF, aleshores a&b € F
2. sia € F ia<b, aleshores b € F.

Observacié 4.3. Si F és un filtre, aleshores com que F és no buit, per la propietat 2 de
la definici6 de filtre, 1 € F.

Teorema 4.4. Sigui L una BL-algebra. Sigui F(L) el conjunt de filtres de L i sigui
Cong(L) el conjunt de congruéncies de L, aleshores (F(L),C) = (Cong(L),C).

Demostracié:

e Sigui h: (Cong(L),C) — (F(L), <), tal que 6 — h(0) = [1]p.
Cal veure que h esta ben definida, cal veure que [1]g és un filtre. Recordem que
[1]p ={x € L:x ~p1}. 1€ [l]pi per tant, no és buit. Siguin a,b € [1]y, aleshores
[a&blg = [alp&[blg = [1]p&[1]s = [1]g. Per tant, a&b € [1]g. Ara, sigui a € [1]p i
a < b, aleshores a — b = 1. Per tant, [a]lg — [blg = [1]o 1 [1]s = [a]o < [b]g. Per tant,
[1]9 = [b]g Aixi, b € [1]9.

e Sigui g : (F(L),C) — (Cong(L), <), tal que F —~p,onsia,be L, a~pb <
(a—b) € Fi(b—a)e F. Cal veure que ~p és una congruencia.

— Provem que es tracta primer d’una equivaleéncia ~p.

* Reflexiva: Com que per tot a, a < a, aleshores (a —a) =1 € F.
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% Simetrica: Suposem que a ~p b, aleshores (a — b) € F'i (b — a) € F i,
per tant, b ~r a.

* Transitiva: Suposem que a ~p b i que b ~p ¢. Volem veure que (a —
c) € Fi(c—a)eF. (c—=b&b—a) < (c— a)siinomés si
c&((c = b)&(b — a)) < a, que és veritat ja que c&((c — b)&(b —
a)) = (c&(c = b))&(b — a) < b&(b — a) < a. Per la definici6 de filtre,
(c—a)€F.

Amb un raonament analeg veiem que (a — ¢) € F.
Per tant, ara podem definir [z]., ={y € L:x ~p y}.
Comprovem que es tracta d’una congruencia, o sigui, que es preserven les
operacions. Només cal veure que es preserva &, — ja que les altres connectives
son definibles a partir d’aquestes.
Suposem que [z]~, = [y]~, 1sigui z € L.

x Vegem que [z&z]~, = [y&z]|~,.

Cal veure que ((z&z) — (y&=z)) € F i que ((y&z) — (z&=z)) € F.
Provarem primer que (xz — y) < ((z&z) — (y&=2)).

(r = y) < ((z&2z) — (y&=z)) si i només si per la propietat de residuacié
((x&2)&(z — y)) < (y&z) si i només si (per la commutativitat i ’asso-
ciativitat de & (z&(z&(x — y))) < (y&=z) si i només si pel lema 3.6.2,
(z&y) < (y&=z), que és veritat per la commutativitat de &.

Ara, per la propietat 2 de la definicié 4.2, com que per hipotesi (x — y) €
F, tenim que ((z&z) — (y&z)) € F.

Per comprovar que ((y&z) — (z&z)) € F cal fer un raonament analeg a
Panterior amb (y — z) € F.

Com que ((z&z) — (y&=z2)) € F i ((y&z) — (z&z)) € F, aleshores
[2&e2]|n e = [y&ez] .

* Vegem que [z — 2]~ = [y = 2]~p-

Cal veure que ((z = 2) = (y = 2)) € Fique (y = z) = (zr = 2)) € F.
Demostrem que (x = y) < ((y = 2) — (z — 2)).

(r = y) < ((y = 2z) > (r — z)) si i només si per la residuacio i la la
commutativitat de & ((z — y)&(y — 2)) < (x — z) si i només si per
la residuacié i 'associativitat de & ((z&(x — y))&(y — 2)) < z, que és
veritat per 'aplicacié doble del lema 3.6.2.

Ara, per la propietat 2 de la definicié 4.2, com que per hipotesi (z — y) €
F| tenim que ((y — z) = (x — 2)) € F.

Per comprovar que ((x — z) — (y — z)) € F cal fer un raonament analeg
amb (y — x) € F.

Per tant, [z — 2], = [y = 2]~p.

* Vegem que [z — Z]~p = [2 = Y]p-

Cal veure que ((z > z) > (z =2 y)) € Fique (z 2> y) = (2 > x)) € F.
Demostrem que (z = y) < ((z = z) = (2 = v)).

(r = y) <((z—z) = (2 — y)) siinomsés si, per la residuacié (dos cops)
i la commutativitat i associativitat de &, ((z&(z — =z))&(z — y)) < v,
que és veritat pel lema 3.6.2 aplicat dos cops.

Ara, per la propietat 2 de la definicié 4.2, com que per hipotesi (x — y) €
F, tenim que ((z = ) — (2 = y)) € F.

Per comprovar que ((z - y) = (z = z)) € F cal fer un raonament analeg
amb (y — z) € F.

Per tant, [z = |~ = [2 = Y]~p-
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e Cal comprovar que si F' C G, aleshores ~pCr~q.
Siguin a,b € L. Suposem que a ~p b, aleshores (a — b) € F'i (b — a) € F. Com
que F C G, aleshores (a -+ b) € Gi(b— a) € G. Per tant, a ~g b.

e Cal comprovar que si ~pCn~, aleshores F' C G. Sigui a € F, aleshores a — 1 =
1e Fil—a=a€ F. Pertant, a ~r 11icom que ~pCr~¢, aleshores a ~g 1. Per
tant,a > 1€ Gil —a=a€G. Aixi, a € [1]g i, per tant, F' C G.

e hog=1idrigoh =1idy. Comprovem-ho.
Sigui F un filtre. Sigui a € F, aleshores a € [1]y i, per tant, a € (ho g)(F). De la
mateixa manera, si a € (ho g)(F), aleshores a € [1]y i per tant, 1 - a=a € F.
Sigui # una congruéncia. Si a ~y 1, aleshores a € [1]y i per tant,a - 1=1¢€ [1]p i
1 —a=a¢€[l]y. Pertant, a € [1]., . Altrament, si a € [1]., , aleshores a € [1]y.
Per tant, a ~¢ 1. O

Un cop demostrat el teorema, en aquest capitol parlarem indistintament de filtres i con-
gruencies.

Com que ~p és una congruencia i com que sabem que tot quocient satisfa les matei-
xes equacions, si recordem que podem definir una BL-algebra a partir d’unes equacions,
aleshores el quocient L/ ~p preservara les equacions i L/ ~p sera una BL-algebra.

Observacié 4.5. Farem un abus del llenguatge i escriurem L/F en lloc de L/ ~f i, [a]p

en lloc d’escriure [a].,.

Definicié 4.6. Direm que un filtre F és propi quan F # L.

Definicioé 4.7. Diem que un filtre F és primer quan és propi i per tot a,b € L, siaVb € F,
aleshoresa € F o b e F.

Observacié 4.8. Sigui L un reticle residuat lineal (o sigui, per a tot a,b € L es compleix
que (@ — b) V (b — a) = 1) i sigui F un filtre, és equivalent que F sigui primer i que per
tota,beL,a—beFob—ackF.

Demostracié:

e Suposem que F és un filtre primer. Aleshores, per a tot a,b € L es compleix que
(a > b))V (b —a) =1 € F i per definicié de filtre primer, per tot a,b € L,
(a—b)eFo((b—a)eEF.

e Suposem ara que per tot a,b € L,a—>be Fob—ackF.

Si (aVb) € F, isuposem que (a — b) € F, aleshores (a — b)&(a V) € F,
per la propietat 1 de ser filtre. Ara, per la propietat distributiva de & i V, (a —
b)&(a Vv b) = (a&(a — b)) V (b&(a — b)) < bV b=10b. Per tant, (a — b)&(aVb) <b
i, per la propietat 2 de ser filtre, b € F. Per tant,a € Fob € F.

Si(aVvb)e Fi(b—a)eF, aleshores (b — a)&(aVb) € F, per la propietat 1 de
filtre. Ara, per la distributiva de & i V, (a — b)&(a V b) = (a&(b — a)) V (b&(b —
a)) < aVa=a. Per tant, (a — b)&(a V b) < a i, per la propietat 2 de ser filtre,
a € F. Pertant,a€e FobeF. O

Proposicié 4.9. Sigui L una BL-algebra i sigui F un filtre.
L/F és una BL-cadena si i només si F' és un filtre primer.

Demostracié:
Abans de demostrar la doble implicacid, vegem que [z]p < [y|F siinoméssi (x — y) € F.
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[z]F < [y]F siinomés si [x]p — [ylr = [1]F si i només si [x — y]p = [1]F si i només si
(x —»y) eF.

Ara ja podem demostrar la doble implicacio.

=] Suposem que L/F és una BL-cadena. Siguin z,y € L. Com que < és un ordre total
en L/F, aleshores [z]r < [y]r o [ylr < [z]p. Si [z]F < [y]F, aleshores (z — y) € F. Si
[y|r < [z]F, aleshores (y — x) € F. Per tant, en els dos casos (r - y) € Fo(y —» z) € F
i per ’equivalencia de ’observaci6 4.8, F és primer.

<] Suposem que F és primer. Siguin «, 3 € L/F de manera que o = [a]r per a un cert
a € Lif =[bp perauncert b € L. Ara, com que F' és primer per I'equivalencia de
Pobservacié 4.8, aleshores (a — b) € F o (b — a) € F. Per tant, o = [a]p < [b]r =B 0
B = [blr < [a]rp = a. Per tant, < és total i L/F' és una BL-cadena. O

Definicié 4.10. Sigui L una BL-dlgebra i sigui ) # B C L, definim el filtre generat per
B com F(B) ={x € L: t1&...&t, < x per a certs ti,...,t, € B}.

En efecte F'(B) és un filtre perque:

e 1 € F(B) i aleshores () # F(B).

e sia,b € F(B), aleshores t,1&...&tan < aitp&...&tyy, < bi, pertant, t,1&...&t &ty &.. &ty <
a&b i a&b € F(B).

e sia€ F(B)ia<b, aleshores t,1&...&tqn < a < b i, per tant, b € F(B).

Proposicié 4.11. Sigui L una BL-dlgebra i sigui ) # B C L. F(B) és el filtre més petit
que conté B.

Demostracié:

Veurem primer que B C F(B). Sigui b € B, com que b < b, aleshores b € F/(B).

Ara, volem veure que és el filtre més petit que conté B. Suposem que hi ha un altre filtre
B C F, volem veure que F(B) C F. Sigui b € F(B), aleshores existeixen t1,...,t, € B
tals que t1&...&t,, < b. Com que ty,...,t, € B, aleshores t1,...,t, € F i, per la propietat
1 de ser filtre, t1&...&t, € F. Ara, per la propietat 2 de ser filtre, com que t1&...&t,, < b,
aleshores b € F'. Per tant, F'(B) C F. O

Observacié 4.12. Sigui L=(L, A, V, &, —,0,1) una BL-algebra, sigui a € L isiguin € N,
2 < n, denotarem per a’ =1, a! = a i a" = a&...&a (n-1 vegades &).

Lema 4.13. Sigui L=(L,\,V, &, —,0, 1) un reticle residuat i siguin b,c € L. F({bVc}) =
F{b}) nF({c}).

Demostracié:

Veurem les dues inclusions.

C] Sia€ F(bVc), aleshores (bV ¢)” < a per algun n € N. Per tant, si tenim present el
lema 3.6.4, Vi k—nb'&c® < a. Per tant, b < aic* <aia€ F(b)N F(c).

D] Ara si a € F(b) N F(c), aleshores b* < a i ¢™ < a per a certs k,m € N. Per tant,
br&c™ < a i, aleshores (bV )™ =V, i g1, bi&c < aiper tant, a € F(bV c). O
Analogament es pot estendre aquest resultat de la segiient forma.

Proposicié 4.14. Sigui L=(L,\,V,&,—,0,1) un reticle residuat i siguin b,c € L. Si
G C L, aleshores F(GU{bV c}) = F(GU{b}) N F(GU{c}).
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Corotlari 4.15. Sigui L una BL-algebra, aleshores
{1} =N filtres primers de L.

Lema 4.16. Sigui L una BL-algebra i siguia € L, a # 1. Aleshores hi ha un filtre primer
F de L que no conté a.

Demostracié:

Observem que si a # 1, aleshores F' = {1} és un filtre que no conté a.

Sigui H el conjunt dels filtres propis que no contenen a, o sigui, H = {F : F filtre propi
que no conté a}. Observem que H # () ja que F' = {1} € H.

H és parcialment ordenat respecte la inclusio.

Si {F; :i €I} C H és una cadena amb la inclusié, és a dir per tot j,k € I, F; C Fj o
Fi, C Fj. Observem que U;crF; és una cota superior de {F; : ¢ € I} en H, ja que per tot
Fe{F;:iel}, F CUjrF;. Vegem que U;crF; és un filtre que pertany a H.

e Com que Fy # (), aleshores () # U;cr F;

e Siguin b, ¢ € U F;, aleshores existeixen n,m € N tals que b € F,, i ¢ € F,,. Com
que {F; : ¢ € I} C H és una cadena en H, aleshores F,, C F,;, o F};, C F,,. En el
primer cas, b&c € F), i per tant, b&c € U;crF;. En el segon cas, b&c € F), i per
tant, b&c € User F;.

e Siguin b € UjcrF; 1 b < ¢. Com que existeix n € N tal que b € F,,, aleshores ¢ € F),
i, per tant, ¢ € U;er Fj.

e Com que per tot i € I, a ¢ Fj, aleshores a ¢ U F;.

En conseqiiencia, tota cadena de H respecte la inclusié té cota superior en H.

Pel lema de Zorn, H té maximals.

Sigui G un filtre maximal, volem veure que G és primer.

Siguin b, c € L tals que bV ¢ € G, volem veure que b € G o c € G.

Com que bV e € G, aleshores G = GU{bV c}. Per la proposici6 4.11, G C F(G). Com que
G és maximal, G = F(G) = F(GU {bV c}). Ara apliquem la proposicié 4.14 i obtenim
que G = F(GU{b})NF(GU{c}). Sib¢ Gicé¢ G, aleshores com que G és maximal
F(GVv{b}) = F(GV{c}) = Lipertant, G = LN L = L iarribem a contradiccié perque
G és un filtre propi. Per tant, b € G o ¢ € G. Per tant, G és primer. O

Tot seguit enunciem i demostrem un teorema que podem trobar a [12].

Teorema 4.17. Teorema de representacio en BL-cadenes

Tota BL-algebra és representable com a producte subdirecte de BL-cadenes. Sigui L una
BL-dlgebra i sigui U el conjunt de tots els filtres primers de L, la representacio ve donada
per L — [[pey L/F, de manera que x — ([z]F)Feu.

En consegiiencia, tota BL-algebra és submergible en un producte directe de BL-cadenes.

Demostracié:

Sigui L una BL-algebra i sigui U el conjunt de tots els filtres primers de L. Sigui A :
L — [[pey L/F, que envia x — ([z]F)Fey, només cal veure que és un homomorfisme i
una immersié. Provem que h és una immersié. Sabem que es tracta d’un homomorfisme
perque es tracten de congruencies i és producte directe perque les operacions es comporten
component a component. Només cal veure que 'aplicacio és injectiva.
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Siguin a, b € L, tals que a # b, volem veure que h(a) = ([a|r)rev # ([b]F)rev = h(b).

Com que a # b, aleshores a — b # 1 0 b — a # 1. Per tant, (a — b) A (b — a) # 1. Com
que (a — b) A (b — a) # 1, aleshores existeix un filtre primer F' tal que (a — b)A(b — a) ¢
F. Per tant, [(a — b) A (b — a)]r # [1]F. Per tant, ([a]r — [b]F) A ([b]F — [a]r) # [1]F.
En conseqiiencia, [a]|p # [b]p. Per tant, h(a) # h(b). O

Teorema 4.18. Teorema de Completesa del calcul BL respecte la classe de les BL-cadenes
Siguin ¥ U ¢ C Prop(X),
Y bpr ¢ siinomés si ¥ Epre ¢

Demostracio:

=] Suposem que ¥ Fpy, ¢ i volem veure que ¥ Epre ¢.

Com que Y Fpr ¢, aleshores pel Teorema de Completesa respecte la classe de les BL-
algebres, ¥ =pr . Ara, com que una BL-cadena és, en particular, una BL-algebra, es
compleix que si X =g, ¢, aleshores ¥ =pr. . Per tant, si ¥ Fpp ¢, aleshores ¥ Epr. ¢.

<] Suposem ara que X =pr. ¢ 1 volem veure que X Fpr, .

Ho demostrarem pel contrarreciproc. Suposem que X ¥ g, ¢ i volem veure que X Epr. .
Com que X ¥pr, ¢, aleshores, pel Teorema de Completesa respecte la classe de les BL-
algebres, X Epr, .

Per tant, suposem que existeix una BL-algebra L i una L-interpretacié I : Prop(X) — L
tal que per tot ¢ € X, I(¢) =11 I(p) # 1.

Ara, utilitzant el teorema 4.17, L és submergible en [[pc; L/F, on U és el conjunt de
filtres primers de L. O sigui, existeix h : L < [[ ey L/F, que envia x — ([2]r)Fev.

Per la proposicié 4.9, sabem que per cada filtre primer F, L /F és una BL-cadena. Ara
pel lema 4.16, com que I(p) # 1, sabem que existeix un filtre primer que no conté I(yp).
Anomenem aquest filtre F;. Com que I(¢) ¢ Fj, aleshores [I(p)]r;, # [1]F;. Prenem
[I;0hol: Prop(X) — L/Fj, que és una L/Fj-interpretacié. Ens trobem aleshores que
El}j ohol)(y)) = (HJ oh)(1) = Hj([l]p)peU = [1]F;, per tot 1 € ¥ i que (HJ ohol)(yp) #
1]F..

Aixi’, hem trobat una BL-cadena K i una K-interpretaci6 I : Prop(X) — K tal que per
tot p € X, I(¢) =11 I(p) # 1.

Per tant, hem demostrat que si 3 ¥ gy, @, aleshores X EFpr. ¢. O

4.2 G-cadenes, MV-cadenes i cadenes producte

De la mateixa manera que en el capitol 4, volem obtenir els teoremes de completesa dels
calculs de Godel, Lukasiewicz i producte respecte les classes de les G-cadenes, MV-cadenes
i cadenes producte, respectivament.

Definicié 4.19. Una G-cadena és una G-algebra totalment ordenada.
Definicié 4.20. Una MV-cadena és una MV-algebra totalment ordenada.
Definicié 4.21. Una [[-cadena és una [[-algebra totalment ordenada.

Exemples 4.22.

e [’algebra estandard de Godel és una G-cadena perque l'ordre és total.

e [’algebra estandard de Lukasiewicz és una MV-cadena perque l'ordre és total.
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e [’algebra estandard producte és una cadena producte perque 'ordre és total.

e Siguin ¢,d € (0,1) tals que ¢ < d. Sigui L = ({0,¢,d, 1}, A, V,&,—,0,1) de manera
que & és la t-norma de Godel restringida a {0,¢,d, 1}, — és la seva R-implicacié
associada restringida a {0,¢,d,1} i A 1 V s’intrepreten com el minim i el méxim
respectivament, aleshores L és una G-cadena.

e Siguin € N, n > 21isigui S = {0,1/n,2/n,....,n —1/n,1}. Prenem &, — com la
t-norma de Lukasiewicz i la seva R-implicacié restringides a S. A més, considerem
el minim i el maxim com a A i V. Tenim que (S, A, V, &, —,0,1) és una MV-cadena.

e Sigui 0 < ¢ < 1. Sigui S = {0,1} U {c" : n > 1}. Prenem &, — com la t-norma
producte i la seva R-implicacié restringides a S. A més, considerem el minim i el
maxim com a A i V. Tenim que (S, A, V,&,—,0,1) és una [[-cadena.

Definicié 4.23. ¥ g ¢ si i només si per tota G-cadena L i per tota L-interpretacid I,
si I(yp) =1 per tota ¢ € X, aleshores I(p) =

Definicié 4.24. X =pye ¢ si i només si per tota MV-cadena L i per tota L-interpretacio
I, si I(v)) =1 per tota ¢ € X, aleshores I(p) =

Definicié 4.25. ¥ =p. ¢ si i només si per tota |[-cadena L i per tota L-interpretacio
I, si I(v)) =1 per tota ¢ € X, aleshores I(p) =1

Tota G-algebra (respectivament, MV-algebra i ][-algebra) és, en particular, una BL-
algebra. Per tant, pel teorema 4.17, tota G-algebra (respectivament, MV-algebra i []-
algebra) és submergible en un producte directe de BL-cadenes, on cada component és
la BL-algebra original quocient per un filtre primer. Com que tant les G-algebres, les
MV-algebres i les algebres producte estan definides com a BL-algebres que satisfan certes
equacions, els seus quocients també satisfan aquestes equacions.

Comprovem-ho.

1. Sigui L una G-algebra. Aleshores es satisfa ’equaci6
x&x =~ .

Per tant, per tot a € L, a&a = a. En conseqiiencia, per tot o € L/6, tenim

a = [alp = [a&alp = [a]p&[a]s = a&ka.
2. Sigui L una MV-algebra. Aleshores es satisfa ’equacié
(x—=0) =0~z
Per tant, per tot a € L, (a — 0) — 0 = a. En conseqiiéncia, per tot « € L/, si 0 =
[0]p, tenim que o = [a]g = [(a = 0) = 0]g = ([alg — [0]p) = [0]6 = (a — 0) = 0.
3. Sigui L una [[-algebra. Aleshores es satisfan les equacions
((z—=0) = 0)A((z&z = y&z) = (x — y)) = ((z = 0) — 0),
zA(x—0)=0.

En conseqiiencia, per tot «, 3,7 € L/0, si 0 = [0]p, tenim que

(v = 0) = 0) A ((adey = B&y) — (04 — B)) =

(([clo — [0]p) — [0]p) A (([a]o&[clo — [blo&[clo ) (lale — [blo)) = [((c = 0) —
0) A ((a&c — b&c) — (a = b))]p = [((c = 0) = 0)]p = (v — ) — 0.
aA(a—0)=lalgA([alg = [0]p) = [a A (a = 0)]g = [0]p =
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Per tant, podem enunciar els diferents teoremes de representacio.

Teorema 4.26.

e Tota G-algebra és representable com a producte subdirecte de G-cadenes.
o Tota MV-algebra és representable com a producte subdirecte de MV-cadenes.

o Tota [[-algebra és representable com a producte subdirecte de |[-cadenes.

Amb aquests teoremes ja podem enunciar la completesa dels calculs respecte aquestes
classes d’algebres.

Teorema 4.27. Teorema de Completesa del calcul de Gédel respecte la classe de les G-
cadenes

Siguin ¥ U ¢ C Prop(X),

Y kg ¢ siinomés si X Ege .

Teorema 4.28. Teorema de Completesa del calcul de Lukasiewicz respecte la classe de
les MV-cadenes

Siguin ¥ U ¢ C Prop(X),

Y bk @ siinomés si X Epve @

Teorema 4.29. Teorema de Completesa del calcul producte respecte la classe de les |-
cadenes

Siguin XU ¢ C Prop(X),

Y bp o siinomés si X Epe p.

La demostracié d’aquests teoremes és analoga a la demostracié del teorema 4.18.
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5 Teoremes de completesa estandard

5.1 Logica de Godel

Aquest capitol el destinarem a aprofundir en les G-algebres i a demostrar el teorema de
completesa del calcul de Godel respecte 1'algebra estandard de Godel.

Podem trobar una definicié alternativa a 3.18 que, en realitat, és la definicié original
a partir d’una algebra de Heyting. Donem la definicé d’algebra de Heyting de manera
equacional, tot i que no és la més tipica, tal i com [16].

Definicié 5.1. Una dalgebra de Heyting és una algebra L=(L,A\,V,—,0,1) de tipus (2,2,2,0,0)
tal que (L,\,V,0,1) és un reticle acotat i tal que L satisfa les seglients equacions:

ez N(z—=y =zxAy

ez A(y—z2)=zxA[(xAy) = (zA2)]
o r =l

e (zNy) —y=1

Definicié 5.2. Una algebra de Godel (o G-algebra) és una algebra de Heyting que satisfa
la prelinealitat, o sigui, (x = y)V (y = x) = 1

Observacié 5.3. Amb la definicié de G-algebra de 3.18, obtenim que & i A sén equiva-
lents.

Demostracio:

Demostrem que per tot a,b € L, a Ab < a&biakb < aAb.

aNb=a&(a —b) = (a&a)&(a — b) = a&(a&(a — b)) < a&b

Com que a&b < a i a&b < b, aleshores a&b < (a AD). O

Observacié 5.4. Les dues definicions 3.18 i 5.1 de G-algebres sén equivalents.
Demostracié:

=] Sigui (L, A, V, &, —,0,1) una G-algebra pensada com una BL-algebra. Per definicid,
(L, A, V,0,1) és un reticle acotat i (v — y) V (y = x) = 1. A més, com que identifiquem
& amb A, aleshores x A (x — y) = x Ay. Els punts 3 i 4 de la definicié 5.1 sén immediats
perque x <z iz Ay < y, respectivament.

Finalment, cal veure que per tot a,b,c € L, a A (b —¢) =a A[(aAb) — (aAc)].
b—c<(aAb)— (aAc)siinomés siper la residuaci6 i I'observacié 5.3, (a Ab) A (b —
¢) < (aANc)siinoméssiaA(bAc) <aAe, que és veritat. Per tant, a A (b — ¢) <
aAl(anb) = (aAc).

Ara, a AN (aANb— aAc) <a. Calveure que aA(aAb—aAc)<b—c aN(aNb—
aNc)<b—csiinoméssi (aAb—aAc)<a— (b—c). Com queaAc< c, aleshores
aNb—aANc<aAb— c. Sabem que aANb— c=a— (b— c), per la identificaci6 de &
i A il’observacié 3.5. Per tant, també obtenim ’altra desigualtat.

<] Només caldra veure la residuacié. Si ¢ < (a — b), aleshores a Ac < a A (a — b) =
aAb<b. SiaNc <b,aleshores cA(a — b) = cA[(cAa) = (cAD)]. Com que cAa < cAb,
aleshores (cAa)A(cAb) = cAaiper tant, (cAa) — (¢ = b) = [(cAa)A(cAb)] = (cAb) = 1.
Per tant, cA(a = b) =cA[(cNa) = (cAD)]=cAhl=c O

Lema 5.5. Sigui L=(L,&,N\,V,—,0,1) una G-cadena. Per cada a,b € L,

1 st a<b
b altrament

(a—>b):{
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a Ab=min{a,b}
aVb=maz{a,b}

Demostracié:

Només cal demostrar que si a > b, aleshores a — b = b. Mirem les dues desigualtats.
Sic < a — b, aleshores per la residuacié a Ac < b. Com que estem suposant que a > bi L
és una G-cadena. aleshores a A ¢ = c i, per tant, ¢ < b. Com que si ¢ < a — b, aleshores
¢ < b, tenim que, en particular, (a — b) < b.

Com que a < 1, aleshores (1 — b) < (a — b). Ara, com que b < (1 — b) (ja que per la
residuacié 1&b < b), aleshores b < (a — b). O

Lema 5.6. Sigui L=(L,&,A,V,—,0,1) una G-cadena. St H C L i{0,1} C H, aleshores
(H,&|my N, Vg, — |m,0,1) és una G-cadena.

Demostracié:

Només cal veure que les operacions estan ben definides. Siguin a,b € H C L, com que L
és una G-cadena, aleshores a < b o b < a. Sia < b, aleshores a&|gb = a&b =a ANb =
aNlgb=a,aVgb=aVb=b,a—|gb=a—b=1ib—|ga=b—>a=a. Sib<a,
aleshores a&|gb=a&b=aAb=aA|gb=b,aV|gb=aVb=a,a— |gb=a—b=0>b
ib— |ga =b— a = 1. Per tant, totes les operacions estan ben definides. Per tant,
(H,&|g A |g, Vg, — |#,0,1) és una G-cadena. O

A continuacié donem una caracteritzacié de com sén les G-cadenes.

Proposicié 5.7.

1. Sigui (L,<,0,1) un ordre lineal amb miiim 0 ¢ maxim 1. Si definim (L, <,0,1)* :=

) —

(L,A\,V,—,0,1), de manera que per tot x,y € L, x Ny := min{x,y}, x Vy :=

1 ) <
ot T=Y , aleshores (L,<,0,1)* és una G-

maz{r,y} i x = y = { y altrament

cadena.
2. Sigui (L,\,V,—,0,1) és una G-cadena. Si definim (L,\,V,—,0,1) := (L, <,0,1),

de manera que per tot x,y € L, x <y si i només si x Ny = x, aleshores (L, \,V,—
,0,1) és un ordre lineal amb minim 0 i mazim 1.

3. (L, <,0,1)*) =(L,<,0,1) i [(L,A,V,—,0,1)]* = (L,A,V,—,0,1).
Demostracié:

1. Es immediat comprovar que (L, A, V,0,1) és un reticle acotat. Comprovem les altres
cinc propietats, segons la definici 5.1. Siguin a,b,c € L:

(a) Si a < b, aleshores aAb=a =aAl=aA(a—b). Sib< a, aleshores
aNb=b=aANb=aA (a—b).

(b) Hiha6casos: a <b<c,a<c<bb<a<c¢b<c<a,c<a<bic<b<a.
Sia <b<e¢ aleshoresaA(b—c)=aANl=a=aAl=aA[(aNb) = (aAc)].
Els altres cinc casos també surten pas a pas.

(¢) Com que a < a, aleshores a — a = 1.

(d) Com que a Ab < b, aleshores (a Ab) — b= 1.
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(e) Com que a < bob < a, aleshoresa - b =10b — a = 1. Per tant,
(a—=b)V(b—a)=1.

2. Es immediat perque prenem l'ordre del reticle, que és total.

3. Com que sempre estem tractant el mateix ordre, les igualtats es compleixen. O

Per tant, a partir d’un ordre lineal amb extrems podem obtenir una G-cadena i viceversa.
Enunciem un parell de teoremes i un lema que sén vitals de cara a la demostracié de la
completesa, que podem trobar a [2].

Teorema 5.8. Tot ordre lineal és submergible en un ordre lineal dens.

Teorema 5.9. Tot ordre lineal dens numerable és isomorf a (Q,<) (i amb extrems a

([0,1]NQ,<)).

Lema 5.10. Tot ordre lineal comptable (o sigui, finit o numerable) amb extrems és sub-
mergible en ([0,1] N Q, <).

Com que [0,1] N Q C [0, 1], aleshores:

Corotari 5.11. Tor ordre lineal comptable (o sigui, finit o numerable) amb extrems és
submergible en (]0,1], <).

Del corollari 5.11 i de la proposicié 5.7 deduim el segiient teorema.

Teorema 5.12. Tota G-cadena comptable és submergible en [0, 1]A.

Demostracié:

Sigui L una G-cadena comptable tal que L = (L,<,0,1)* per a un cert ordre lineal
comptable (L,<,0,1) amb extrems. Pel corollari anterior, existeix una immersié h :
(L,0,1,<) — ([0,1], <) (aquesta immersié preserva l'ordre).

Per demostrar ’enunciat del teorema, només cal veure que es preserven les operacions
0, —, & (ja que les altre sén definibles a partir d’aquestes).

e Tenim que h(0z) = 0.

e Siguin a;,a;j,ar, € L. Volem veure que si a;&a; = ay, aleshores h(a;)&h(a;) = h(ay).
Com que h preserva l'ordre, si a < b, aleshores h(a) < h(b). Per I'observaci6 5.3
iel lema 5.5, si a; < aj, aleshores a;&a; = a;. A més, h(a;) < h(a;) i per tant,
h(a;)&h(a;) = h(a;). El cas a; < a; és analeg.

e Siguin a;,a;,ar € L. Volem veure que si a; — aj = ay, aleshores h(a;) = h(a;) =
h(ag).
Cas 1: a; < a;
Si a; < a;, aleshores a; — a; = 1. Com que h preserva l'ordre, aleshores h(a;) <
h(aj) i h(az) — h(aj) =1.
Cas 2: a; > a;
Si a; > a;, aleshores a; — a; = a; i h(a;) > h(a;). Per tant, h(a;) — h(a;) = h(a;).

Aixi, hem obtingut que L és submergible en [0, 1]. O
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Observacié 5.13. Sigui ¢ € Prop(X), Var(p) := {x € X : z és una variable de
o} 1 Sub(p) = {¢ € Prop(X) : ¢ és subférmula de ¢}. Ara, sigui ¥ C Prop(X),
Var(X) := UgesVar(y) i Sub(X) := UypenSub(v).

Teorema 5.14. Teorema de completesa del calcul de Gédel respecte ’algebra estandard
de Gédel:

Siguin ¥ U {¢} C Prop(X)

Y kg p siinomés si X =1, -

Demostracié:

Veurem les dues implicacions.

=] Suposem que ¥ kg . Aleshores, pel teorema de completesa del calcul de Godel
respecte la classe de les G-cadenes, tenim que ¥ =g. ¢. Com que l'algebra estandard de
Godel és un G-cadena, aleshores X =g 1), ¢-

<] Ho demostrarem pel contrarreciproc. Suposem que X ¥ ¢. Aleshores, pel teorema
de completesa del calcul de Godel respecte la classe de les G-cadenes, tenim que % Eg. .
Com que X Fg. @, aleshores existeix una G-cadena L i una L-interpretacié I tal que
I(Y)=1peratoty € Xil(p)#]1.

Sigui J = Var({¢}UX). Prenem la subalgebra generada per {I(z;) : x; € J} i ’anomenem
B. B és numerable perque les operacions sén finitaries i a més, hem suposat que hi havia
un nombre numerable de variables. Per tant, ¥ Fy, ¢ implica que ¥ g ¢. Com que B
és una G-cadena, existeix h : B < [0,1]x, que preserva les operacions. Prenem ara la
[0, 1]a-interpretaci6 I, : Prop(X) — [0,1]s de manera que z — ho I(z).

Com que h és una immersi6 i I(p) # 11 I(¢)) = 1, per tot ¢ € X, aleshores I;(¢)) = 1,
per tota ¢ € X1 I(¢) # 1. Per tant, ¥ ¥ ), ¢ O
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5.2 Logica de Lukasiewicz

Aquest capitol el destinarem a aprofundir en les MV-algebres i a demostrar el teorema
de completesa del calcul de Lukasiewicz respecte l'algebra estandard de Lukasiewicz.
Recordem que el calcul original de Lukasiewicz es defineix només amb dues connectives
primitives: — i —.

A continuacié, donarem una presentacié equivalent a les MV-algebres en el llenguatge

{_>7 _'}’
Definicié 5.15. Una dalgebra de Wagsberg és una algebra (L,—,—) de tipus (2,1) que
satisfa les seglients equacions:

(x—z)—>y=y

(z=y) =y =y =) =)
(nx——y) = (y =)=z — .

Lema 5.16. Sigui (L, —,—) una dalgebra de Wajsberg. Es compleix que, per tot a,b € L:

a—a=b—b

Demostracié:

Totes les justificacions vindran de les equacions de la definicié 5.15.

a—a=(a—a)— (a— a) per la primera equacio,
(a—>a)—(a—a)=((a—a)—(b—>b)—= (((b »b) —=b) = ((a > a)—0D)) perla
segona equacio,
((a—=a)—=b—=0)—=>{(b—=0b—=0b—=((a—a)—b)=0b—=0b) — ((b—=0b) —b) —
b) per la primera equacié aplicada en dos llocs,

(b—=0b) = ((b—0b) —=b) = b)=(b—b) = (b— b) per la primera equacié i,

(b = b) = (b — b) = b — b per la primera equacio.

En conseqiiéncia, © — x és una constant algebraica i definim 1 :=z — x. O

Lema 5.17. Sigui L una MV-algebra tal i com ’hem definit a 3.20. Per tot a,b € L:

ea—b=(b—0)—(a—0)

e akb=(a— (b—0)) =0
Demostracié:

e Sigui ¢ € L tal que ¢ < a — b, aleshores per la residuacié, c&a < b= (b — 0) — 0.
Un altre cop per la residuacié 3 cops ¢ < (b — 0) — (a — 0). Per tant, a — b <
(b = 0) = (a — 0). L’altra desigualtat s’obté amb el mateix raonament.

e Veurem les dues desigualtats.
a&b < (a — (b — 0)) — 0 si i només si (a — (b — 0))&(a&bd) < 0 si i només si
a— (b—0)<a— (b— 0), que és veritat. L’altra desigualtat s’obté de forma
similar. O

Observacié 5.18. Vegem que les dues presentacions sén equivalents.
Demostracié:
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e Si L és una MV-algebra, aleshores (L, —, ) és una algebra de Wajsberg, on -z :=
xz — 0.
Comprovem les quatre propietats. Siguin a,b,c € L.

— Cal veure que (@ — a) — b =>b. Com que a — a = 1, cal veure que 1 — b = b.
Pel lema 3.6.5 sabem que aV1 = ((a - 1) - )A((1 = a) = a). Ara, aV1 = 1.
Per tant, ((a = 1) - 1)A((1 = a) - a) = 1. Per tant, (a - 1) -1 =11
(1 >a) - a=1. Com que (1 = a) - a =1, aleshores (1 = a) < a. D’altra
banda, com que a = a&l < a, aleshores per la residuacié a < (1 — a). Per
tant, a =1 — a.

— Cal veure que (a — b) = ((b - ¢) = (a = ¢)) = a — a. Com que a < a,
aleshores a — a = 1. Per tant, (a = b) — (b = ¢) = (a = ¢)) = 1sii
nomsés si per la residuacié (3 cops) i la commutativitat i 'associativitat de &,
(a&(a — 0))&(b — ¢) < ¢, que és veritat perque (a&(a — b))&(b — ¢) <
b&(b —c) <ec.

— Cal veure (a = b) — b < (b = a) — a i viceversa. Per la definici6 de Vv, cal
veure que (a — b) = b < aVb. Recordem que (aVb) — 0= (a — 0)A(b— 0).
((a—=b)—=b) —-0=(b—0)— ((a—b) —0)) = 0 pel lema 5.17,
= (b — 0)&(a — b) pel lema 5.17,
=0b—=0&((b—0)—(a—=0)=((b—=0)A(a—0).

Per tant, ((a — b) — b) — 0= (a VvV b) — 01 per la residuacié ja ho tenim.

— Cal veure que ((a - 0) — (b —0)) - (b > a) =a — a. a — a = 1, per tant,
((a—0)—(b—0)—(b—a)=1siinoméssi ((a—0)— (b—0))<(b—
a), que és veritat pel lema 5.17.

e Si L és una algebra de Wajsberg, 0 := =1 i definim &, A,V de manera que, per tot
a,be L, a&b:=(a— (b—0) =>0,aNb:=a&(a —b)iaVb:=(a—b) —0b
Aleshores, (L, A, V,&,—,0,1) és una MV-algebra. ([

Ara, donarem una altra definicié equivalent de MV-algebra. De fet, és la definicié original,
la podem trobar a [3], pero depén d’un altre llenguatge.

Definicié 5.19. Una MV-dlgebra és una algebra (L,®,—,0) de tipus (2,1,0) que satisfa
les segiients equacions:
TD(Y®2) = (zDy) ®2

rPy~=ydw
ro0~ 2z
TR T
z® -0~ -0
“(rzey)ey=(yor)d

Observacié 5.20. Comprovem que aquesta definicié és equivalent a la definicié 3.20.
Demostracié:

Si partim de la definici6 3.20 i definim —a:=a - 0ia®b:= ((a = 0)&(b — 0)) - 0=
—(—a&—b) , comprovem que es compleixen les propietats de la definicié 5.19.

o ad(bdc) = a®[~(-b&—c)] = —[a&——(—b&—c)] = F[~a&(—b&k—c)] = —[(—~a&—b)&—c] =
== (ma&—b)&—c] = —[—(a @ b)&—c] = (a B b) & c.
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e Com que & és commutativa, aleshores a &b = b P a.

e a®0=—(-a&—0) = ~(-a&l) = ~—a = a.

e Tal i com hem definit — i per la propietat (a — 0) — 0 = a, clarament es compleix.
o r® 0= —(-2&=—0) = —(-2&0) = —0.

e 2(ma®b) Db = —(--(na®b)&b) = =((—a ® b)&&—b) = =(=(——a&—b)&—b) =
—(—(a&—b)&—b).
De la mateixa manera, =(—=b @ a) ® a = —=(==(-b® a)&—a) = =((=b ® a)&—a) =
—(=(=mb&—a)&—a) = = (= (b&—a)&—a).
Ara, volem veure que —(—(a&—b)&—b) = —=(—(b&—a)&—a).
Ara, pel lema 6.18, (= (a&—b)&—b) = =(=—=(=b = —a)&—b) = =((=b = —a)&—b) =
—(=b A —=a). Amb el mateix raonament, —(—(b&—a)&—a) = =((-a — —b)&—a) =
—(=b A —a). Per tant, sén iguals i hem acabat.

Si partim de la definicié 5.19, per obtenir la definicié 3.20 cal definir 1 := —0, per tot
a,be L, a&b:=—(-a®-b),a —>b:=—-adb,aVb:=(a&k-b)dbiaAb:=a&(-adb).
O

Un cop hem vist les diferents presentacions d’'una MV-algebra, volem trobar una carac-
teritzacié de les MV-cadenes.

Definicié 5.21. Sigui G = (G,+,—,0,<g) un grup abelia totalment ordenat. Sigui
u € G, 0 <qgu, I'(G,u) és lalgebra ([0,u],®,—,0) de tipus (2,1,0), on [0,u] = {g €
a+b st a+b<u

L0 <g g < j =
G :0 <¢ g <¢g u} ipertotabe [0,u, adb { u altrament

-ai=u—a.

Proposicié 5.22. Sigui G = (G,+,—,0,<g) un grup abelia totalment ordenat. Sigui
u € G, 0<g u, aleshores T'(G,u) és una MV-algebra.

Demostracié:
Siguin a, b € [0, u]:

1. L’associativitat de @ es demostra facilment fent tots els casos i amb ’associativitat
de +.

2. Com que a+b=>b+ a, aleshores a @b =0 D a.

3. Com que a = a+ 0 < u, aleshores a ® 0 = a.

4. =—a=u—(u—a)=a.

5. Com que =0 = u i a 4+ u £ u, aleshores a & —0 = u = —0.

6. Cal fer casos i en tots obtenim la igualtat. O

Tot seguit, enunciem un teorema de caracteritzacié de les MV-cadenes que va ser provat
per Chang [13] i que posteriorment el generalitza Mundici a totes les MV-algebres a [15].

Teorema 5.23. Per tota MV-cadena L existeix un grup abelia totalment ordenat G i
existeiz u € G, 0 <g u, tal que L=T(G,u).
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Expliquem tot seguit que vol dir que una algebra sigui parcialment submergible en una
altra.

Definicié 5.24. Siguin A = (A;f4: f € F) i B= (B;fB : f € F) dues algebres del
mateix tipus. Diem que A €s parcialment submergible en B si i només si tota algebra
parcial finita d’A és submergible en B. Es a dir, per tot {ai,...,an} € A existeir una
injeccié h : {a1,...,an} — B tal que si per {by,....,bn} C {a1,...,an}, si fA(b1,...,bm) €
{ai,...,a,}, aleshores h(fA(by,....,bm)) = fE(h(b1), ..., h(bm)).

El segiient resultat fou presentat per Gurevich i Kokorin I'any 1963, [11].

Teorema 5.25. Tot grup abelia totalment ordenat és parcialment submergible en R.

Ara, a partir de la caracteritzacio del teorema 5.23 podem obtenir el segiient resultat.

Lema 5.26. Tota MV-cadena és parcialment submergible en [0,1]q.

Demostracié:

Sigui L una MV-algebra tal que L=I'(G, u), per un cert grup G=(G, +, —, 0, <) abelia
totalment ordenat i per un cert u € G tal que 0 <g u.

Sigui S = {ap,a1,...,an,} € L. Aleshores, S = {ag,a1,....,an,} € G. Prenem S* =
SU{0,utU{ai+a;>u:0<ij<n}U{u—a;:0<i<n}

Com que S* és un subconjunt d’un grup abelia totalment ordenat, aleshores tenim una
immersi6 local f : S* — R que preserva les operacions +, —, A, V (i també I'ordre). Podem
definir g com f restringida a S U {0,u}. Veurem que g : SU{0,u} — I'(R, f(u)) és la
immersié local que busquem. Sera suficient comprovar que g preserva @, =, 0, ja que les
altres operacions sén definibles a partir d’aquestes.

e Clarament, g(0) = f(0) = Opr,f(u)) 1 9(u) = f(u).

e Suposem que a; ® a; = ay, i volem veure que g(a;) ® g(a;) = g(ax).
Cas 1: a; +a; <u
Si a; + a; < u, aleshores a; ® aj = a; +a; = ap < ui fla; +aj) < f(u). Per
tant, com que a;,a;,a, € S, tenim que g(a;) + g(a;) = g(ar) < g(u) i, per tant,
9(ai) @ g(a;) = glar).
Cas 2: a; +a; >u
Si a; + a; > u, aleshores a; ® a; = u = a;. A més, com que a; + a; > u, aleshores
flai+aj) > f(u). Com que a;+a; € S*, aleshores f(a;+a;) = f(a;)+ f(a;) > f(u).
Per tant, g(a;) + g(a;) > g(u). Per tant, g(a;) ® g(a;) = g(u) = g(ax).

e Suposem ara que —a; = a; i volem veure que —g(a;) = g(a;).
Com que —a; = u+ (—a;) i u € S* 1 —a; € S* (per tant, f(—a;) = —f(a;)),
aleshores —f(a;) = f(u) + (—f(a;)) = f(a;). Com que aj,a;,u € S, aleshores
—g(ai) = g(u) + (—g(ai)) = g(a ).

Com les altres operacions es poden definir a partir d’aquestes, ja ho tenim.
Per tant, S < I'(R,g(u)). Ara, com que I'(R, g(u)) = I'(R,1) (amb l'isomorfisme h :
I'(R,g(u)) — I'(R,1) de manera que a — a/g(u)), aleshores S — I'(R, 1) = [0, 1] O

Teorema 5.27. Teorema de completesa del calcul de Lukasiewicz respecte la MV-algebra
estandard.

Siguin ¥ U ¢ C Prop(X),

P1y s Pn FL @ 811 MOMES Si Q1,0 Pn Fl0,1], P
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Demostracié:

=] Suposem que @1, ..., o5 Fr @, aleshores pel teorema de completesa respecte la classe
de les MV-cadenes ¢1,...,on Emve . Com que [0,1]o és una MV-cadena, aleshores
PLy-5 Pn ):[0,119 Pp-

<] La implicacié contraria la demostrarem pel contrarreciproc. Suposem que @1, ..., n ¥,
¢ 1 volem veure que @1, ...,¢n Fg1]y, ¥ Sl @1,...,n ¥ @, aleshores pel teorema de
completesa respecte la classe de les MV-cadenes, 1, ..., on Prprve @. Per tant, existeix
una MV-cadena L i una L-interpretacié I de manera que I(¢1) = ... = I(p,) = 11
I(p) # 1.

Prenem ara Sub({¢1,...,n,¢}) 1 anomenem S = {I(¢)) : ¥ € Sub({¥1, ..., on,¥})}-
Observem que S és un subconjunt finit de L i, pel lema 5.26, existeix h : S — [0, 1]o de
manera que preserva les operacions. Prenem ara la interpretacié I, : Prop(X) — [0,1]q
holI(x) st x € Var({e1, ..., on, ¢})

0 altrament

Volem veure que per tota ¢ € Sub({¢1, ..., on, ¢}), In(1) = hol(¢). Raonem per induccid.

Slglﬂ 1/} S SUb({<7017 < Pns SO})

de manera que x —>

e Si ) = x, aleshores ¥ € Var({e1, ..., on, ¢}). Per tant, I} () = ho I(¢).

e Sigui ¢» = —y. Com que x € Sub({¥1,-.., ¥n, ¢}), per hipotesi d’induccid, Ip(x) =
holI(x). Com que X,y € Sub({®1, ..., on, p}), aleshores I(x), I(—x) € S. Ara, com
que h és una immersi6 parcial, aleshores Ip,(v)) = —1Ix(x) = —h(I(x)) = h(—1(x)) =
B(I(~x)) = o T(1). Per tant, I,(1) = ho I(1).

e Sigui ¢ = ¥ @ ¢e. Com que 1,92 € Sub({¢1,..., on,p}), aleshores Ip(¢1) =
hol(1)1 Ip(v2) = hol(1)2), per hipotesi d’induccié. Tenim que (1), I(¢2), I(11@®
1) € S. Com que h és una immersié parcial, aleshores I}, (v)) = Ip,(v1) @ In(v2) =

h(I (1)) @ h(I(y2)) = (I (1) © I(¢P2)) = h(I(r ® ¢2)) = ho I(1)).

Per tant, hem acabat la induccié i obtenim que, com que h preserva les operacions,
In(p1) = In(wn) = 11 In(p) # 1. Per tant, @1, ..., on Flo1], ¥- O
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5.3 Logica producte

Com en els dos anteriors apartats, aquest també el destinem a demostrar la complete-
sa. Volem demostrar el teorema de completesa del calcul producte respecte 1’algebra
estandard producte.

Comencem veient algunes propietats algebraiques que utilitzarem més endavant.

Lema 5.28. Sigui L una [[-cadena i siguin a,b,c € L, aleshores:

e Sia >0, aleshores a — 0= 0.

e ¢ > 0, aleshores a&c = b&c implica que a = b.
Demostracié:

e Tenim que a A (a — 0) = 0. Com que a > 0, aleshores a — 0 = 0.

e Sic > 0, aleshores ¢ — 0 =0 i, per tant, (¢ — 0) — 0 = 1. Per tant, 1 < ((a&c) —
(b&c)) — (a — b). Si suposem que a&c = b&e, aleshores (ad&c) — (b&c) =1 i, per
tant, a — b =11 a < b. De la mateixa manera, girant a, b obtenim b < a. Per tant,
a=nb. O

Necessitem obtenir una caracteritzacié de les cadenes producte.

Definicié 5.29. Per tot grup abelia totalment ordenat G= (G, +,—,0, <), definim [[(G)
com lalgebra L = (L,&,—,A\,V,0r,11) de tipus (2,2,2,2,0,0), on L = Negg U {L},
aqui Negg = {x € G : x < 0g} i L és un nou element més petit que qualsevol element
a € Negg i de manera que:

a&b=a+b per tot a,b € Negg i@ L&a=a&l = 1, pertota € L

O¢ st a<bjabelL
a—b=¢ b—a si a>babel—-{Ll}
al St b=1<a

aANb=min{a,b}, aVb=max{a,b}, 0p =L i1y =0g.

Proposicié 5.30. Sigui G un grup abelia totalment, aleshores [[(G) és una [[-cadena.

Demostracié:

Sigui G un grup abelia totalment ordenat, aleshores clarament (L,A,V,0r,17) és un re-
ticle i és acotat perque L. Aa=_1L =07 10g Aa=a per tot a € L.

Cal veure que (L, &, 11) és un semigrup commutatiu amb element neutre 17. & és com-
mutativa perque si a,b € Negq, aleshores a&b =a+b=b+a = b&a isi b= L, aleshores
a&l = 1&a = L. També l'operacié és associativa i 1 és I’element neutre (si a # L,
a&ly =a+0g=aisia=1, L&l =1).

Amb casos comprovem la propietat de la residuacié i I'equacié z Ay ~ x&(x — y).

Com que G és totalment ordenat, per tot a,b € L a < b o b < a. Per tant, per tot
a,be L, (a—b)V(b—a)=0g=1p.

Sia# L1, aleshoresa - 1L =1iaA(a— L)=1L=0. Amés, LA(L— 1)=L1.
L altima equacié d’una [ [-algebra també es satisfa per casos. O

El segiient teorema el podem trobar a [12], només indiquem com es demostra.
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Teorema 5.31. Sigui L = (L,&,—,A\,V,0r,11) una cadena producte. Existeix un grup
abelia totalment ordenat L' = G = (G, +,—,0¢, <) de manera que L — {01} = Negg =
{9 € G:g9<g0g} ide manera que, per tot g,h € L — {0},

0qg =1

g+ah=g&h
g<gh < g<h

A més, perg>h,g—>h=h—¢gg.
Per tant, L = [[(L").

Demostracié:

Com que L és una [[-algebra, aleshores (L,&,11) és un semigrup commutatiu amb 1
com a element unitat. Com que si a&b = 0, aleshores a = 0 0 b = 0, pel lema 5.28,
(L —{0.},&,11) és un semigrup commutatiu amb 1 com a element unitat. Ara, a
partir d’aquest semigrup amb un procés estandard de simetritzacié obtenim el grup abelia
totalment ordenat G tal que L = [[(G). O

Observacié 5.32. Sigui G un grup abelia totalment, aleshores [[[(G)] = G.
De la mateixa manera, sigui L una G-cadena, aleshores L=]](L’).

Tornem a utilitzar el teorema 5.25.

Lema 5.33. Tota [ [-cadena és parcialment submergible en [0, 1]..

Demostracié:

Sigui L una [[-cadena tal que L=]](G), per un cert grup G=(G,+, —,0q, <) abelia
totalment ordenat.

Sigui S = {a1,....,an,1} € L. Prenem S* = S — {0} U{-b:be S—{0.}}. Com que
S5* és un subconjunt d’un grup abelia totalment ordenat, aleshores existeix f : S* — R
que preserva les operacions +, — i l'ordre. Prenem ara h : {ai,...,a,} U{0r} < [[(R) de
manera que a; — f(a;) sia; € S—{0r} 10 — L, volem veure que és una immersié. Com
que f preserva l'ordre estricte i L és el més petit de [[(R, +, —, 0, <), aleshores h preserva
Pordre estricte. Només caldra mirar que preserva 0r, &, —. Fem eémfasi a recordar que
OL = J—H(G) i que 1L = 0(;.

e Tenim que h(0z) = L.

e Suposem que a;&a; = a, i volem veure que h(a;)&h(a;) = h(ag).
Cas 1: a; #0p ia; # 0y,
Com que a; # 0r, # aj, aleshores, pel lema 5.28, a; # Or. Tenim doncs que
a;&aj = a; + a; = ay. Per tant, h(a;)&h(a;) = f(a;) + f(a;) = f(ar) = h(ar).
Cas 2: a; =0y,
Sense perdua de generalitat, fem el cas a; # 0r, (per la commutativitat de &).
Si a; = 0y, aleshores ay, = a;&a; = 0r. Per tant, h(a;)&h(a;) = L&h(a;) = L =
h(ag).

e Volem veure que si a; — aj = ay, aleshores h(a;) = h(a;) = h(ag).
Cas 1: a; < a;
Sia; < aj, aleshores a; — aj = 15, = 0. Com que h preserva 'ordre, h(a;) < h(a;).
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Per tant, h(al) — h(aj) =0r = 1H(R,+,*,0,S)‘

Cas 2: a; > a; i a; #0p = J_H(G)

Tenim que h(ar) = fla; = aj) = flaj + (—a;)) = f(a;) + f(—a;) = f(aj) +
(—F(ai)) = Flai) = Fla;) = hla)) — hlay).

Cas 3: a; > a; i a; = 07 = —]—]—[(G)

Com que a; = 01 a; > aj, aleshores a; — a; = aj = 0, = a;. Tenim doncs que
h(aj) =11 h(az) - 1l=1= h(ak)

Com les altres operacions es poden definir a partir d’aquestes, tenim que S és submergible
en [[(R,+,—,0,<). Ara, com que [[(R,+,—,0,<) = J[(R*,-,7!,1, <) amb I'isomorfis-
mearse?sia# Lilw— L. Com que [J[(RT,-,7!,1,<) = [0,1]., obtenim que S és
submergible en [0, 1].. O

Teorema 5.34. Teorema de completesa respecte la [ [-algebra estandard.
Siguin {1, ..., pn, o} C Prop(X),
D1y ey P P 851 MOMES S0 P14 ..y Pn Fl0,1). P-

Demostracié:

=] Suposem que @1, ..., p, Fp @, aleshores pel teorema de completesa respecte la classe de
les [[-cadenes @1, ..., on = pc . Com que [0, 1]. és una P-cadena, aleshores @1, ..., on Fo,1).
®.

<] La implicacié contraria la demostrarem pel contrarreciproc. Suposem que @1, ..., @n ¥p
¢ 1 volem veure que 1, ..., on Flo1). ¥- Si @1, ..., n ¥ p p, aleshores pel teorema de com-
pletesa respecte la classe de les [[-cadenes, ¢1,...,0n Fp. . Per tant, existeix una
P-cadena L i una L-interpretacié I de manera que I(p1) = ... = I(¢n) =11 I(p) # 1.
Prenem ara Sub({¢1, ..., on, ¢}) i anomenem S = {I(¢) : ¢ € Sub({p1, ..., on,0})}. Ob-
servem que S és un subconjunt finit de L i, pel lema 5.33, existeix h : S — [0,1]. de
manera que preserva les operacions. Prenem ara la interpretacié Ij, : Prop(X) — [0, 1].

de manera que x — hol(x) st z € Var({e1, ..., on, ¢})

0 altrament.
De forma analoga a la de Lukasiewicz, obtenim Ij,(p1) = ... = Ip(pn) = 11 In(p) # 1.
Per tant, 1, ..., on Fo,1). ¥ 0
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5.4 Logica fuzzy basica

Finalment en aquest apartat demostrarem la completesa estandard del calcul BL. Per
obtenir aquesta completesa, demostrarem que tota BL-cadena A és localment submergible
en la classe de les BL-algebres estandard, és a dir, tota algebra parcial finita d’A és
submergible en alguna algebra de la classe de les BL-algebres estandard.

Per aixo necessitem primer obtenir algun tipus de caracteritzacié de les BL-cadenes.

Definicié 5.35. Sigui L una BL-dalgebra i sigui z € L. Diem que z és idempotent si @
només si z&z = z.

Definicié 5.36. Una parella (X,Y) és un tall d'una BL-cadena L si es satisfan les
segiients condicions:

e XUY =1L,

o x <y, pertotx e X ipertotyeY,

o Y és tancat per &,

o 2&y==x, pertotz € X ipertotyeY.

Lema 5.37. Sigui (X,Y) un tall d’una BL-cadena L. St X NY # 0, aleshores X NY =
{z}, de manera que z és un idempotent de L.

Demostracié:

Si X NY # (), aleshores existeix z € X NY. Ara, pel quart punt de la definici6 5.36,
tenim que com que z € X i z € Y, aleshores z&z = z. Per tant, z és idempotent.
D’altra banda, cal veure que la intersecci6 dels dos conjunts és només un punt. Suposem
que existeixen z,u € X NY. Pel segon punt de la definicié 5.36, com que z € X iu €Y,
aleshores z < u. De la mateixa manera, com que u € X i z € Y, aleshores u < z. Per
tant, z = u. U

Definicié 5.38. Direm que una BL-cadena és saturada si per cada tall (X,Y) de L
existeix un element idempotent z € L tal que x <u <y, per cadax € X iy €Y.

Observacié 5.39. Sigui L=(L, A, V,& —,0,1) una cadena no saturada. Aleshores exis-
teix un tall (X,Y’) de L de manera que no existeix z € L idempotent tal que x < z < y,
per tot x € X i per tot y € Y. Pel lema 5.37, aleshores X NY =0 (ja que si X NY # (),
aleshores si que existiria aquest element idempotent).

Ara, si afegim un nou element u a L, de manera que X NY = {u}, en el tall (X,Y)
trobarem un idempotent z.

Aquest plantejament el podem fer amb tots els talls i obtenim el segiient resultat:

Proposicié 5.40. Sigui L una BL-cadena. Fxisteix una BL-cadena saturada C tal que
L és submergible en C.

Passem a definir que és una suma ordinal de BL-cadenes, que generalitza la nocié de suma
ordinal de t-normes.

Definicié 5.41. Sigui (I, <) un conjunt totalment ordenat de manera que té un primer
element, que anomenarem 0.

46



Sigui {(L;, Niy Vi, &iy =4, 04, 1) Yier una familia de BL-cadenes. Definim la suma ordinal
de BL-cadenes com:

I—liEICi = (UZEI(Ll - {11}) U {1}7 AV &7 7, 0? 1)

de manera que 0 = 0y 7 1 és un element nou que afegim i que és més gran que tots els
altres.

Per una qiiestio de notacio, escriurem C; = L; — {1;}.

Definim Uordre: x <y si i només si (x,y € C; ix <;y)o (x€Ci,yeCjii<j)o
y=1.

Podem definir aleshores &, —:

x&iy st z,y € Cj
e z&y=+< =z si zeCy¢Cphax<y
Yy si yeCuré¢ Chy<zx
1 St r<y
e XY= Ty Si z,y € Cpy <z
Y si. x€ChyeCj, i>jox=1

Obtenim que la suma ordinal de BL-cadenes és una BL-cadena.

El segiient resultat ens caracteritza la BL-cadena saturada [5]:

Teorema 5.42. Tota cadena saturada C es pot escriure com C = U M;, on I és un
conjunt totalment ordenat amb mazxim i minim i cada M; és una G-cadena, MV-cadena
o P-cadena.

A continuacié, usant les diferents immersions (locals o totals) que tenim en el cas de les
MV-cadenes, G-cadenes o [ [-cadenes, obtenim:

Teorema 5.43. Tota BL-cadena és localment submergible en la classe de les dalgebres
estandards associades a t-normes continues.

Demostracié:

Sigui L=(L, A, V,&,—,0,1) una BL-cadena. Per la proposicié 6.40 i el teorema 6.42,
aleshores L < L;c; B;, on cada B; és una G-cadena, MV-cadena o [ [-cadena.

Sigui {ai,...,an,0,1} C L, aleshores existeix J = {0,7j1,...,57:1} € I de manera que
{a1,..,a,,0,1} — UjcyBj. Tal i com hem vist als capitols anteriors, sabem que cada
B; (que és una G-cadena, MV-cadena o [ [-cadena) és localment submergible en I’algebra
estandard de Godel, Lukasiewicz o producte, respectivament.

Volem veure que existeix una immersié h : {a1, ..., an, 0,1} < Ujes[0,1]g,, on &; = A si
B; és una G-cadena, &; = © si Bj és una MV-cadena i &; = - és una [[-cadena. Prenem
h:{ai,...;an,0,1} = Uje [0, 1]g,; de manera que a — h(a) = hj(a) sia € Bj il 1.
Com que cada h; preserva l'ordre i la suma ordinal preserva l'ordre, aleshores h preser-
va l'ordre (i és una immersié). Vegem que preserva 0,&,— (les altres operacions sén
definibles a partir d’aquestes).

e 1(0) = ho(0) = 0, perque 0 € By.
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e Vegem que si a; — aj = ay, aleshores h(a;) = h(a;) = h(ag).
Cas 1: a; < a;
Si a; < aj, aleshores a; — a; = 1. Com que h preserva l'ordre, aleshores h(a;) <
h(a;). Per tant, h(a;) = h(a;) =1 = h(1).
Cas 2: a; € By,, aj € By, amb n; > n;
Com que a; € By, a; € By, amb n; > n;, aleshores a; — a; = a;. Com que h
preserva l'ordre i a; > aj, h(a;) > h(a;) i h(a;) = h(a;) = h(a;) (ja que h(a;) €
[0,1]g,, i h(a;) € [0, 1]&nj amb n; > n;).
Cas 3: a;,a; € By, amb a; > a;
Com que aj,a; € By, i a; > aj, aleshores ay, € By, i h(a;) — h(a;) = hp,(a;) —
hm(aj) = hm- (ai —>&ni aj) = hnz(ak) = h(ak)
Cas4:a;=1ia; #1
Com que 1 > a;, aleshores 1 — a; = a;. Ara, 1 — h(a;) = h(a;).

e Vegem que si a;&a; = ay, aleshores h(a;)&h(a;) = h(ay).
Cas 1: a;,a; € By,
Si aj,a; € By,, aleshores ay, € By, i, per tant, h(a;)&h(a;) = hy,(a;)&hp,(a;) =
hni(a‘i&niaj) - h’m' (ak) - h<ak)
Cas 2: a; € By,, aj ¢ By, amb a; < q;
Sense perdua de generalitat, suposem a; € By, a; ¢ By, amb a; < a; (per la
commutativitat de &).
Tenim que a;&a; = a;. Com que h preserva l'ordre h(a;) < h(aj) i com que
h(aj) ¢ (0,1, , aleshores h(a;)&h(a;) = h(a;).

Pel teorema de Mostert-Shields, tenim una t-norma continua & = Uj;c;&; i per tant,
[0, 1]g = Ujes[0,1]g;. Per tant, ja hem acabat. O

Teorema 5.44. Teorema de completesa del calcul BL respecte la classe de les algebres
estandards associades a t-normes continues

Siguin {@1, ..., on, ¢} € Prop(X), ¢©1,...,on FBL @ St i nOMES Si P1, ..., Pn F&—cont ¢

Demostracié:

=] Suposem primer que @1, ..., o FBL . Pel teorema de completesa del calcul BL res-
pecte la classe de les BL-cadenes, aleshores ¢1,...,0n FEpLe ¢. Ara, com que per tota
t-norma continua &, la seva algebra estandard és, en particular, una BL-cadena, aleshores
Pl Pn ):&—cont ®-

<] Per veure la implicaci6 contraria, raonarem pel contrarrecproc. Suposem que @1, ..., n ¥ pBrL,
. Pel teorema de completesa del calcul BL respecte la classe de les BL-cadenes, alesho-
res Q1, ..., on FpLe . Per tant, existeix una BL-cadena L i una L-interpretacié I tal que
I(p1) =...=I(pn) =1iI(p) # L.

Tenim que L < U;crB;, on cada B; és una G-cadena, MV-cadena o [[-cadena. Prenem
ara Sub({¢1,...,on,¢}) 1 anomenem S = {I(¢)) : ¥ € Sub({¢1,....,on,p})}. Obser-
vem que S és un subconjunt finit de L i, pel teorema 5.43, existeix h : S < [0,1]g,
per a una certa t-norma &, de manera que h és una immersié que preserva les ope-
racions. Prenem ara la [0, 1|g-interpretacié I, : Prop(X) — [0,1]¢ de manera que

hoI(x) st z € Var({e1,.... on, ¢})
€T +—

0 altrament.
De forma analoga als anteriors teoremes de completesa, per induccid, obtenim I (1) =
o= Tylipn) = 11 Ii() # 1. Per tant, g1, ... o0 Ko ), .
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6 Conclusions

Com a conclusié principal, m’agradaria destacar que el treball ha estat un procés que
m’ha permes comprovar que, tot i que I’esquema de la demostracié de la completesa dels
calculs de Godel, Lukasiewicz, producte i BL respecte les seves algebres estandard (en els
tres primers casos) o respecte la classe de les algebres estandards associades a t-normes
continues (en el cas de BL) és semblant, tenim parts diferenciades.

En tots els teoremes de completesa d’aquest treball, sempre hi hagut una implicacié molt
més senzilla i Paltra ha estat forca més técnica. Aquesta ultima implicacié sempre ’he
demostrada pel contrarreciproc.

He comencat introduint la semantica de les BL-algebres i demostrant la completesa
del calcul BL respecte aquesta semantica. En aquest capitol, he definit ’algebra de
Lindenbaum-Tarski que ha jugat un paper clau. El fet de poder tractar els calculs de
Godel, Lukasiewicz i producte com a extensions del calcul BLL m’ha permes demostrar la
completesa d’aquests calculs respecte les subclasses corresponents de forma analoga a BL.
En el capitol de les BL-cadenes, les BL-algebres totalment ordenades, un cop he intoduit
la seva logica, he necessitat definir que és un filtre. Tot seguit, he vist que podem par-
lar indistintament de filtres i congruencies i aleshores he pogut demostrar el Teorema de
representacio en BL-cadenes. Aixi, els diferents teoremes de completesa d’aquest capitol
els he pogut demostrar de la mateixa manera que la completesa del calcul BL respecte la
classe de les BL-cadenes.

Arribats a aquest punt, ha comencat la demostracié dels teoremes de completesa que
voliem veure en un inici.

Al calcul de Godel la completesa respecte I’algebra estandard de Godel és forta, pero no
és finitaria. Atés que podem identificar una G-cadena amb un ordre lineal amb extrems i
tot ordre lineal comptable amb extrems és submergible en ([0, 1], <) (com a conseqiiencia
d’uns teoremes que podem trobar a [2]), he pogut obtenir la demostracié que buscava.
En canvi, per a la logica de Lukasiewicz i producte hem utilitzat un resultat fruit de
I’estudi de Gurevich i Kokorin, que afirma que tot grup abelia totalment ordenat és par-
cialment submergible en [0,1] [11]. En conseqiiéencia, fruit de la caracteritzacié de les
MV-cadenes i les [[-cadenes, en aquests casos, la completesa els calculs que he obtingut
ha estat forta finitaria respecte les seves algebres estandards.

Pel que fa a la logica basica fuzzy, també he pogut obtenir que tota BL-cadena és local-
ment submergible en la classe de les algebres estandards associades a t-normes continues.
Aqui he fet s principalment de la suma ordinal de BL-cadenes, d’un resultat que carac-
teritza les BL-cadenes saturades [5] i del teorema de Mostert-Shields [14]. Fruit d’aixo,
he obtingut la completesa forta finitaria del calcul BL que proposa Héjek a [12] respecte
la logica fuzzy basica (la logica de les t-normes continues).

Finalment, com a conclusié de caire més personal, m’agradaria afegir que quan vaig con-
tactar per primer cop amb el meu tutor, la logica fuzzy m’era completament desconeguda.
No sabia que era una t-norma, ni una R-implicaci6 i encara menys una BL-algebra. Uns
mesos més tard, puc afirmar que, tot i no ser-ne un expert, m’ha agradat endinsar-me en
la branca de les logiques multivalorades basades en t-normes continues.
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