\)
N

=k

UNIVERSITAT e
BARCELONA

1

Facultat de Matematiques
i Informatica

GRAU DE MATEMATIQUES
Treball final de grau

EL CRITERI DE KUMMER
PER A LA REGULARITAT DE
PRIMERS

Autor: Eudald Vilar Pages

Director: Dr. Francesc Fité Naya
Realitzat a: Departament

de Matematiques i Informatica

Barcelona, 10 de juny de 2024



Abstract

Fermat’s Last Theorem, written in 1637, states that the equation 2™ 4 ¢y = 2" has no
non-trivial solutions for integer x,y, z and integer n > 3. Fermat never wrote down the
proof of this theorem, but he did prove the case for n = 4 and that it was sufficient to
prove the case for prime n = p. It was not until 1995 that Andrew Wiles proved the
theorem.

During the first 200 years, there were various contributions to the proof, until the mid-
19th century when a paradigm shift occurred with Ernst Kummer. Kummer proved that
the theorem was true in the case that p does not divide the class number of Q((,). He
called primes satisfying this condition regular primes. I take this opportunity to mention
that my colleague Pol Plans has proven this case in his work [6].

The case where p is irregular has never been proven, as Wiles’ proof does not continue
Kummer’s proof. Nevertheless, in this work, I prove a statement that Kummer himself
already demonstrated, which is the following:

Teorema 0.1. Let p be an odd prime and By, ..., B, be Bernoulli numbers. Then:

plh(Q((p)) <= p|Bj, for some j=2,4,...,p—3.

To prove this theorem, I separate it into two double implications. These are:

pI(Q(¢p)) <= plh™(Q(¢p)) <= pIBj,  for some j =2,4,...,p—3.

I prove both in theorem 7. The one that will take more work is the second. First, I prove
a formula for the discriminant of a field in terms of the associated Dirichlet characters.
Then, using the generalized Bernoulli numbers, I provide an expression for the relative
class number hA~. Finally, with the help of p-adic numbers, fields, and functions, I find a
modular p equivalence between h~ and Bj, thus proving the second double implication.
With all the work done, a new definition, and a couple of results that I do not prove, I
also deduce the first, thus proving theorem 0.2.

For a full understanding of this work, it is assumed that one has taken courses in
arithmetic, algebraic structures, and algebraic equations. Additionally, it is recommended
to have taken courses in algebraic methods in number theory and analytical methods in
number theory. Nevertheless, in the first chapter, I provide a quick summary defining
the necessary concepts to introduce the concepts of class number, ramified primes, and
discriminant.

In the second chapter, I present Dirichlet characters and define the field associated
with one or more Dirichlet characters. Finally, I conclude the chapter by proving the
Conductor-Discriminant formula.

In the third chapter, I introduce the various Bernoulli numbers and find the value of
the L function at negative integers and also at 1 in terms of the Bernoulli numbers.

In the fourth chapter, I define p-adic fields, first defining valuations and non-Archimedean
absolute values, and finally, using completions, I define the p-adic fields.

In the fifth chapter, I define the functions exp,, log,, <>, Hp, and L,. These functions
are defined in p-adic fields.

Finally, in the sixth and last chapter of the work, I prove Kummer’s theorem using
Kummer’s congruences and the L, functions



Resum

Liltim teorema de Fermat escrit I'any 1637 afirma que 'equacié =™ + y™ = 2™ no té
solucions no trivials per a x,y, z enters i n > 3 enter. Fermat mai va deixar per escrit la
demostracié d’aquest teorema, pero va demostrar el cas n = 4 i que n’hi havia prou en
demostrar el cas per n = p primer. No va ser fins el 1995 que Andrew Wiles va demostrar
el teorema.

Durant els primers 200 anys hi van haver diverses aportacions per a la demostracié, fins
a mitjans del segle XIX que es va produir un canvi de paradigma amb Ernst Kummer.
Kummer va demostrar que el teorema era cert en el cas que p no divideix el nombre
de classes de Q((p). Va anomenar primers regulars als que complien aquesta condicio.
Aprofito 'avinentesa per comentar que el meu company Pol Plans ha demostrat aquest
cas al seu treball [6]

El cas que p sigui irregular no s’ha demostrat mai, ja que la demostracié de Wiles no
continua la demostracié de Kummer. Tot i aixo, en aquest treball demostro un enunciat
que el mateix Kummer ja va demostrar, que és la segiient:

Teorema 0.2. Sigui p un primer senar ¢ Bi,..., B, nombres de Bernoulli. Aleshores
son equivalents:

plh(Q((p)) <= p|Bj, peralgunj=24,...,p—3.

Per a la demostracié d’aquest teorema ho separo en dues dobles implicacions. Aquestes
sén:

plh(Q(¢)) <= plh™ (Q(¢)) <= p|B;, per algun j =2,4,...,p—3.

Demostro les dues en el capitol 7. La que portara més feina és la segona. Primer provo
una férmula pel discriminant d’'un cos en funcié dels caracters de Dirichlet que tingui
associats. A continuacié amb els nombres de Bernoulli generalitzats dono una expressio
per al nombre relatiu de classes h~. Finalment, amb ajuda dels nombres, cossos i funcions
p-adics trobo una equivaleéncia modul p entre h™ i Bj, provant aix{ la segona doble impli-
caci6. Amb tota la feina feta, una nova definicié i un parell de resultats que no demostro,
dedueixo també la primera, demostrant aixi el teorema 0.2.

Per a la plena comprensié d’aquest treball es suposa haver cursat les assignatures
d’aritmetica, estructures algebraiques, equacions algebraiques. A més es recomana haver
cursat metodes algebraics en teoria de nombres i metodes analitics en teoria de nombres.
Tot i aixo0, en el primer capitol faig un resum rapid definint els conceptes necessaris per
introduir els conceptes de nombre de classes, primers ramificats i discriminant.

En el segon capitol presento els caracters de Dirichlet i defineixo el cos associat a un
o diversos caracters de Dirichlet. Finalment, acabo el capitol demostrant la férmula del
Conductor-Discriminant.

En el tercer capitol introdueixo els diversos nombres de Bernoulli i trobo el valor en
els enters negatius i també en el 1 de la funcié L en funcié dels nombres de Bernoulli.

En el quart capitol defineixo els cossos p-adics, definint primer valoracions i valors
absoluts no arquimedians, i finalment mitjancant complecions definir els cossos p-adics.

En el cinque capitol defineixo les funcions exp,), log,,, <>, Hy, i L;,. Aquestes funcions
estan definides en cossos p-adics.

ii



Finalment, en el sise i ultim capitol del treball demostrem el teorema de Kummer,
utilitzant les congruéncies de Kummer i les funcions L,,.
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1 Introduccio

1.1 Conceptes previs

Primer de tot, llistem una serie de definicions i resultats que no demostrarem. Amb
aquesta seccié volem definir bé els conceptes necessaris per entendre ’objectiu final del
treball. Aixi doncs, al final de la seccié donarem sentit al que enunciarem durant aquesta.

Definicié 1.1 (DFU). Un domini de factoritzacié unica (DFU) és un anell integre en
queé tot element descompon totalment de manera unica en primers.

Definicié 1.2 (Anell de Dedekind). Un anell de Dedekind és un domini d’integritat que
és noetheria, és integrament tancat, no és un cos i tal que tot ideal primer no nul és
mazximal.

Observacié 1.3. En general un anell de Dedekind no és un DFU, pero el grup dels seus
ideals compleix el segiient resultat.

Proposicié 1.4. En un anell de Dedekind tot ideal no nul descompon de manera unica
com a producte d’ideals primers no nuls.

Definicié 1.5 (Cos de nombres). Un cos de nombres algebraics o simplement cos de
nombres és una extensid de cos K del cos dels nombres racionals Q tal que [’extensio
K/Q té grau finit.

Definicié 1.6 (Anell d’enters d’un cos de nombres). Donat un cos de nombres K, definim
el seu anell d’enters o anell d’enters algebraics O com les arrels a K de polinomics
monics amb coeficients enters.

Definicié 1.7 (Cos ciclotomic). Sigui ¢, una arrel primitiva n-éssima de la unitat. Ales-
hores definim el n-éssim cos ciclotomic com Q((p,).

Definicié 1.8 (Ideal fraccionari). Sigui R un domini d’integritat i sigui K el cos de
fraccions de R. Definim un ideal fraccionari de R com un R-submodul I de K tal que
existeir un element no nul a € A de manera que a I C R.

Definicié 1.9 (Grup de classes d’anells). El grup de classes d’anells d’un cos de nombres
K és el grup quocient Jx /Py, on Jx és el grup d’anells fraccionaris i Px és el grup
d’anells fraccionaris principals.

Definicié 1.10 (Nombre de classes). Sigui K un cos de nombres. Anomenarem nombre
de classes al cardinal del grup de classes d’anells. El denotarem per h(K).

Aquest nombre ens indica com de I'lluny”esta el nostre cos de nombres K de ser un
DFU. Com més gran el nombre de classes, més elements irreductibles del cos no sén
primers.

1.2 Ramificacidé

En aquesta seccié introduim el concepte d’index de ramificacié i de grau residual. Després
les usem per



Definicié 1.11. Sigui L/K una extensié de cossos de nombres i siguin Op i Ok els
anells d’enters dels cossos L i K respectivament. Sigui P un ideal primer de Or. Sigui
p =P Ox. Aleshores la factoritzacid de p en ideals primers de Op, és:

pOr = J[ ().

P'COL

On un dels termes és ‘BeL/K(m). Direm que P esta sobre p. Definim l'index de ramificacio
de B com ep i (P) i definim el grau residual fr,r(B) com fr/x(P) = [Or /30K /p].

L’index de ramificacié i el grau residual sén multiplicatius. Es a dir, compleixen la
segiient proposicié.

Proposicié 1.12. Siguin K C K' C K" tres cossos de nombres i sigui p” un primer de
K". Definim p' = p" N Ok i p =p'(Ok. Aleshores

fK///K(P”) = fxn /K (P”)fK'/K(P/),

€K”/K(P”) = EeRm/K’ (p )eK’/K(p,)'

Definicié 1.13. Sigui p un ideal de Og amb descomposicic en ideals primer de O,

pOL = H () /xR,

P'COL

Direm que p no ramifica en L si eL/K(‘B’) = 1 per tot B’ en la factoritzacié de p.
Altrament, direm que p ramifica en L. A més, si pOp, = (Y.B)BL/K((B), direm que p ramifica
totalment en L.

Proposicié 1.14. Sigui L/K una extensio abeliana, és a dir, de Galois i amb grup de
Galois abelia. Sigui p un ideal de O amb la segiient descomposicio en ideals primer de
OL.'

pOr = H () /xR,

P'COL

Aleshores per qualsevol ', B" per sobre de p, tenim que er,/(P') = er x (B").

Demostracio. Es dedueix del fet que tot grup abelia descompon com a producte directe
de p-subgrups i aquests com a producte directe de subgrups ciclics. O

Per tant, en extensions abelianes no cal fer distincions entre els indexs de ramificaci6
dels B’. Aleshores, fent un abis de notacié, parlem de ej, / x(p), ja que és independent
del P escollit. Per raonaments similars, també es té el mateix cas amb el grau residual
fL/K(p). Aprofitant aquests fets, podem definir ramificacié per extensions cossos de
nombres de la seglient manera:

Definicié 1.15. Sigui L/K una extensid de cossos de nombres abeliana tal que cap ideal
primer de K és ramificat en L. Diem aleshores que L/K és una extensid no ramificada.

Un resultat de teoria de nombres que no en veiem la demostracié relaciona el grup de
Galois de la maxima extensié abeliana no ramificada de K amb el seu anell d’enters.



Teorema 1.16. Sigui K un cos de nombres. Sigui L/K la mazima extensid abeliana no
ramificada de K. Aleshores
Gal(L/K) ~ Clg.

On Clg és el grup de classes d’anells de K.

Directament del teorema tenim el segiient corol-lari.

Corotari 1.17. Per tota extensié abeliana L/Q, existeix un primer p de Q ramificat en

L.

Demostracié. Tenim que h(Q) és un grup amb un sol element, ja que és un DFU, i el
grup Gal(L/Q) té sempre més d'un element si L # Q. Per tant com no sén isomorfs,
tenim pel teorema que existeix un primer de Q ramificat en L. O

Anem a veure un exemple per una extensié abeliana de Q, per deixar clar quan un
primer ramifica en K i quan un primer no hi ramifica.

Exemple 1.18. Sigui K = Q({3). Anem a veure que 7 no ramifica a K. Per fer-ho hem
de trobar la descomposicié en ideals primers de 7O . Primer, busquem un element de K
que tingui norma 7.

N(a+b(3) =1,
(a+bC3)(a+bG3) =7,

a® + abCs + abCz + b* =17,
a?—ab+b>=T1.

Escollint a =2 i b = —1 obtenim la igualtat. Per tant hem vist que
T0x = (2—G)(2-G).

Com els dos ideals sén diferents, aleshores 7 no ramifica en K. Ara veiem que 3 si que
ramifica en K. Novament, trobem la descomposicié en ideals primer de 3Ok buscant
primer un element de K que tingui norma 3.
N (a + ng) =3,
a® —ab+b* = 3.

Escollint @ =11 b= —1 obtenim la igualtat. Aleshores ens queda:
30K = (1-G)(1 = G3).

Pero com les arrels 3-essimes primitives de la unitat son les seglients:

—1++-3 s —1—+/-3
Cazf, ngf-

Observem que:

1-y/=3 2 -1-y/=3
R e e e
2 2 2 3

I per tant hem obtingut:
30k =(1-G)(1=¢3) =(1-G)(1 - (=G —1)=(1-¢)

Aixi doncs, 3 ramifica en Q((3).



Anem a veure una equivaléncia per saber quan un primer ramificara en el cos ci-
clotomic. També comentem un cas més general que no involucra cossos ciclotomics, pero
no entra dins dels objectius del treball i per tant no el demostrem.

Més endavant parlarem dels subgrups de descomposicié i inercia d’una extensié abeli-
ana L/K. Els definim ara i justifiquem tant els seus graus com les ramificacions entre les
subextensions.

Definicié 1.19. Sigui L/K una extensid de cossos de nombres de Galois. Sigui p un
ideal primer de Ok i B un ideal primer sobre p de Op. Aleshores definirem el grup de
descomposicio Dy i (B) i el grup d’inércia It (B) com:

Dp/k(PB) == {o € Gal(L/K)|o(B) = B},
IL/K(‘B) = {JEDL/K(Y,B)M(JU):J: (mod ), V:EGOL}.

Teorema 1.20. Sigui K/L una extensié de cossos de nombres de Galois tal que [K :
L] =efg. Sigui pOr, =P .. Py Aleshores obtenim el segiient diagrama:

L pOL =BT ... By
e totalment ramificat
Li/k(P) PO 1w = pL---Py
f totalment inert
DLk (B) PO, Dpjem) = P1---Pg
Y totalment descomposable
K p

On B =B, per algun i qualsevol, totalment descomposable indica que els primers p;
no tornaran a descomposar-se i totalment inert indica que ni es ramifiquen ni es descom-
posen.

Demostracié. El primer que demostrem és que #D(B) = ef. Per veure-ho cal obser-
var que Gal(L/K) actua transitivament sobre els primers Bi,..., By 1 que els grup de
descomposicié és l'estabilitzador. El primer fet és clar, doncs per qualsevol dos 9;,B;
existeix una o € Gal(L/K) tal que o(;) = P, doncs els elements de Gal(L/K) permu-
ten els P;. El segon fet també ho és, doncs els elements de Gal(L/K) actuen trivialment
sobre PP;. Aleshores, tenim que

_ #GA(L/K) _efg .

= sty (Gal N
#DOR) = (Bt (Gal(L/K)) = Z0 50 = &



L’orbita té g elements, doncs la imatge d’un 8 per una o de Gal(L/K) poden ser qualsevol
dels g elements ;. El seglient que veurem és que el grau residual de *B és f. Per definicié
tenim que

frye(B) =[O/ O o] = [Fyr - Fyl.

La segona igualtat surt de que Or/p i Ox/p s6n finits, per tant existeix un primer ¢ tal
que ho compleix. Ara, com el grau de 'extensié F /Fq és igual al cardinal del grup
Gal(F s /F;), tenim que per I'automorfisme de Frobenius,

[Fs: Fy] = #Gal (F s /Fy) = f.

Per acabar, demostrem que #IL/K(‘B) = e. En tenim prou, doncs ja sabem que [LDL/KW) :
K] =gjaque [l : LPr/x®)] = ¢f. Per fer-ho considerem la segiient successié

Si veiem que la successio és exacte, ja tindrem que #17,,x (F) = e, doncs [l : LPr/x (‘43)] =

ef i #Gal (qu/IFq) = f. L’aplicaci6 entre I/ (B) i Dy /i (*P) té per imatge B, i com
I'aplicacié entre Dy, /g (B) 1 Gal(Or/3/Ox/p) té per nucli P, la successié és exacte. O

Havent acabat aquesta demostracié, veiem ara la definicié de discriminant. Amb
aquesta definicié podrem caracteritzar quins primers ramifiquen al cos en el que estiguem
treballant i també quins no.

Definicié 1.21 (Discriminant). Sigui K un cos de nombres i O el seu anell d’enters.
Sigut by, ...,b, una base de Ok i 01,...,0, el conjunt del les immersions de K en els
complexos. FEs defineix doncs el discriminant de K com el quadrat del determinant de la
matriu (O-i(bj));zll7,..'...7,2' Es a dir:

ar(b) ... o1(bn)]?

d(K) = :

oa(Br) oo on(ba)

Separarem les immersion amb reals i no reals. Anomenarem ry el cardinal d’immersions
reals i 2ry el d’'immersions no reals. Per tant, seguint la notacié del teorema, tindrem que
n =11 + 2ry. El signe del determinant es pot obtenir usant el segiient resultat:

Proposicié 1.22. Sigui K un cos de nombres i ro el nombre de parelles d’tmmersions
complexes. Aleshores d(K) té signe (—1)"2.

Demostracid. Sigui ay, ..., am, una base de Ok. Aleshores d(K) = (det(c(;)?)). Si o
és una immersié no real, aleshores ¢ és una altre immersié, on la barra indica la conjugacié

complexa. Per tant
det(o(a;)) = (1) det(o()),

ja que ro files han estat intercanviades. Si ry és parell, aleshores el determinant és real
i per tant d(K) > 0. Si ry és senar, aleshores el determinant és imaginari i per tant
d(K) < 0. O

El seglient teorema ens dona una equivaléncia entre ramificacié de primers i divisibilitat
respecte el discriminant. Es un teorema que no demostrarem en aquest treball.



Teorema 1.23. Sigui K un cos de nombres i p un primer senar. Aleshores:

p ramifica o K < p’d(K).

Pel cas Q((p) tenim que no és complicat calcular el discriminant i gracies al teorema,
també saber quins son els primers que hi ramifiquen.

Proposicié 1.24. Al cos de nombres Q((p), p és linic primer ramificat.

Demostracio. En virtut del teorema anterior, en tindrem prou en calcular el discrimi-

nant de K = Q((,). Tenim que una base de Ok és 1,(p, ..., (572, i les immersions sén
o1,...,0p1 tals que 0j((p) = ). Aleshores tenim que:
_ o0 12
o1(1)  0o2(¢p) o1(Gp z) o1(Gp z)
o2(1)  02(Gp) oG ) oG )
op2(1) p2(G) o o2 opa(G)
op-1(1) op-1(¢p) op-1(Gp ) op-1(G )
1 ¢ ... 5_3 5_2 ?
_3).2 0.2
e (€0 N (¢
R R
LG @ @)
_ _3), (p— —9), (p—
g @ @)

Ens queda una matriu Vandermonde, per tant podem aplicar la férmula per a determi-
nants de matrius Vandermonde i obtenim el segiient resultat:

: : (r=1)(p—2) ; :
dQG) = [I G-¢=cn—=" I G-
1<i<j<p—-1 1<i,j<p—-1
i#]
Ara, per propietats de les arrels de la unitat i separant per la classe de p modul 4:

p—1)(p—2 -2 1 = m
aQe) = (- P, =l e

Per tant, I'tinic primer que divideix el discriminant és p. O

Més generalment, es pot veure que L = @(Cg) és totalment ramificat a p. Nogensmenys,
hem provat una férmula per a calcular el discriminant del cos ciclotomic p-essim. En el
segiient capitol veiem una formula més general.

2 Formula del Conductor-Discriminant

L’objectiu d’aquesta seccié sera demostrar la formula del Conductor-Discriminant. La
férmula donara un valor pel discriminant d’un cos qualsevol. Per la formula necessitarem
les definicions de Caracters de Dirichlet i el seu cos associat.



2.1 Caracters de Dirichlet

En aquesta seccié introduirem el concepte de caracter de Dirichlet i del seu conductor,
i definirem el cos associat a un grup de caracters de Dirichlet. També en comentarem
algunes propietats que usarem en les properes seccions.

Definicié 2.1 (Caracter de Dirichlet). Un caracter de Dirichlet modul m és una aplicacio
x:Z — C,
tal que, existeix un homomorfisme
X: (Z/mZ)* — C*,
que compleix les seglients condicions:
(1) x(n) = x(n) si (n,m) =1,
(2) x(n) =0 altrament.

Direm que x esta associat a X.

Definicié 2.2 (Conductor). Sigui x un cardcter de Dirichlet modul m associat a un
homomorfisme x : (Z/mZ)* — C*. El conductor de x és el menor n € N tal que n|m i
existeix un diagrama commutatiu

(Z/mZ)* cx,

S

(Z/nZ)*
on p és la projeccio natural. En altres paraules, el conductor de x és el periode de X.

Anotarem per fy el conductor de x.

Exemple 2.3. Sigui n = 8. Com #(Z/8Z)* = 4, tenim 4 caracters de Dirichlet diferents,
X0, X1 X2, X3, que estan definits de la seglient manera:

xo: Xo(1) =1L x0(3) = L,xo(5) = Lxo(7) =1, fy, =2,

xi: xi(l) =1L,xi(3) =-Lxi(5) =-Lxai(7) =1,  fy, =8,
x2: x2(1) = 1,x2(3) = Lixa(5) = —Lx2(7) = -1, fy, =8,
X3t x3(1) =1,x303) = —1,x3(5) =L, x3(7) = =1,  fys =14

El caracter més simple és el segiient:

[ 0 siged(n,m)#1
x(m) = { 1 si ged(n,m)=1

L’anomenarem caracter principal i el denotarem per xg.

Definicié 2.4. Sigui x un caracter de Dirichlet. Si x(—1) = 1, direm que x és parell.
Altrament si x(—1) = —1 direm que és senar.



Amb aquesta definici6 finalitzem la introduccié als caracters de Dirichlet. Com ca-
da caracter de Dirichlet modul n esta associat a un homomorfisme de (Z/nZ)*, i te-
nim l'equivalencia (Z/nZ)* ~ Gal(Q({,)/Q), és natural pensar xy com un caracter de

Gal(Q(¢n)/ Q).

Definicié 2.5 (Cos pertanyent a un caracter de Dirichlet). Sigui x un caracter de Dirich-
let modul m associat a x. Sigui T Uisomorfisme entre (Z/mZ)* i Gal(Q((n)/Q). Sigui
X la composicié x o', Sigui H C Gal(Q((m)/Q) el nucli de x. Sigui K = Q((m)™ el
cos fix per H. Observem que K depén unicament de x i l’anomenarem cos pertanyent a

X-

Més generalment, podem considerar un grup de caracters de Dirichlet. En cas que no
coincideixin en modul, considerarem tots els caracters de Dirichlet modul el minim comu
miultiple. Observem que seguiran mantenint el seu conductor i els seus valors.

Definicio 2.6. Sigut X un grup de cardacters de Dirichlet modul m. Escrivim els elements
de X com x;, amb i = 1,...,r associats cadascun a X;. Sigui T l’isomorfisme entre
(Z/mZ)* i Gal(Q((m)/Q). Sigui X; la composicid X; o 7~ L. Siguin H; € Gal(Q(Cn)/Q)
el nucli de x; i anomenem H = Ni—y Hi a la seva interseccid. Sigui K = Q(Cn)H el cos
fix per H. Aleshores K depén unicament de X i ’anomenem cos pertanyent a X.

Observacié 2.7. Es compleixen les seglients propietats:

1) X és un subgrup de caracters de Gal(Q((r,)/Q).

2) X és el conjunt de homomorfismes de Gal(K/Q) a C*.

4) deg(K/Q) =#X =r,iamés X = Gal(K/Q)V, el dual del grup de Galois.
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(1)

(2)

(3) K=Q(¢n)" =K1 ...K,, on K; sén els cossos pertanyent a x;.
(4)

(5) Si X és ciclic generat per x, aleshores K és el cos associat a .
(6)

6) El cos associat a x es real si i només si y és parell.

Exemple 2.8. Sigui X el conjunt de caracters de (Z/nZ)*. Aleshores com X és un grup
ciclic generat per un x,, tal que ged(m,n) =11 m # 1, tenim que L és el grup associat
a Xm. Per tant K = Q((p).

Exemple 2.9. Sigui X el conjunt de caracters parells de (Z/nZ)*. Aleshores la con-
jugacié complexa ((, +— ¢, !) és el nucli de cada y € X. El cos associat a X és doncs
Q¢ + ¢ 1), que és el maxim subcos real de Q(y).

2.2 Formula del Conductor-Discriminant

El segiient objectiu és demostrar la Férmula del Conductor-Discriminant, que és la
seglient:

Teorema 2.10 (Férmula del Conductor-Discriminant). Sigui K el cos de nombres as-
sociat al grup de caracters de Dirichlet X. Aleshores el discriminant de K wve donat
per

d(K) = (=1 [T £+

xX€X



Per a la demostracié d’aquesta férmula, necessitarem les segiients definicions i resultats.

Definicié 2.11. Sigui n = [[,p{*. Aleshores podem escriure un caracter de Dirichlet
modul n qualsevol com
X = H Xpi»
i

on Xp, €s un caracter de Dirichlet modul p*, degut a l’equivaléncia:

(z/nz)* ~ [ (2/piz)*.

1

I a que el segiient diagrama commuta:

[1:(Z/piZ)”

cx,

(Z/pi2)*

on mp, €s la projeccid de la component i-éssima del productori. Sigui X un grup de
caracters de Dirichlet, aleshores definim

Xp = {xplx € X}.

Definicioé 2.12. Sigui K un cos de nombres i X el grup de caracters de Dirichlet associat.
Sigui L C K un subcos de K. Aleshores

Gal(L/Q)" = {x € X|x(¢g) = 1,¥g € Gal(K/L)} =Y.
Notarem per Gy = Gal(K/L).
Observacié 2.13. Amb la notacié de la definicié, tenim que L = K.

El segiient teorema caracteritza 1'index de ramificacié amb els grups x,.

Teorema 2.14. Sigui X un grup de cardacters de Dirichlet © K el cos associat. Sigui p
un primer amb index de ramificacid e en K. Aleshores e = #(X,).

Demostracio. Sigui n el minim comd multiple dels caracters de X. Sigui doncs n = p*m
tal que pfm. Sigui F el cos associat al grup de caracters de Dirichlet X, i considerem el



segiient diagrama:

N

)
/
v
\ /
F \ no ramifica en p

on K((n) = K - Q((n). Aleshores tenim que:

Gal(K/Q)Y = X = X, x (Xﬂ 1 @/q"z)*
q#p

D’altra banda obtenim de la igualtat:
Gal(K(Cn)/Q)" = X, x Gal(Q(¢m)/Q)"

I deduim que:
K(Gm) = F x Q(Cm)-
Per la multiplicitat de I'index de ramificacid, obtenim

ek (cm)/0(P) = eqien)0®) - exo(P) = exP),

€K (¢m)/@(P) = €ra(p) - €q(en)/a(P) = €r/(p)-
Per tant sera suficient veure que ep/g(p) = X,. Per acabar utilitzarem que Q((pa/Q) esta
totalment ramificat. Per una demostracié veure [1][Teorema 2.13]. Com Q((,/Q) esta
totalment ramificat, aleshores F' també esta totalment ramificat i per tant:

H#X

er/(p) = [F: Q= [QG) ™ : Q) = g

—#X
(]

Usem la proposicié anterior per a provar una nova equivalencia per a la ramificaci6
d’un primer. Anteriorment hem provat la relacié amb el discriminant d’un cos, i ara ho
fem amb el caracter de Dirichlet associat al cos.

Proposicié 2.15. Sigui x un caracter de Dirichlet i K el seu cos associat. Aleshores:
p ramifica en K <= x(p) = 0.
Més generalment, sigui K el cos associat a un grup de caracters de Dirichlet X . Aleshores:

p no ramifica en K <= x(p) #0 Vx € X.
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Demostracié. p ramifica en K <> egg(p) > 1< #X, > 1 Iy € X tal que x;, # 1 <
dx € X tal que p‘fx + Iy € X tal que x(p) = 0. O

En el capitol 1 hem definit el grup de descomposicié i el grup d’inércia d’una extensio
de cossos de nombres de Galois. La proposicio segiient demostrem que el grau entre els
dos grups és el grau de la classe residual, que en la notacié del teorema 1.20 és f.

Proposicié 2.16. Sigui X un grup de caracters de Dirichlet i K el seu cos associat.
Siguin:
V={xeXx(p)#0}, Z={xeXxp)=1}

Aleshores f = 1Y : Z] és el grau de la classe residual i Y/Z és un grup ciclic d’ordre f.

Demostracié. Sigui p un primer de Q i B un primer de K per sobre de p. Siguin Gy, =Y
i GY, = Z. Aleshores considerem l'extensié de cossos segiient

L K
K&
KGz

P Q

Per 2.16, com lextensié K¢ /Q és la maxima subextenci6 en la qual p és no ramificat,
Gy és el grup d’inercia. A més, el seu grau és:

X:v] =X _ugy =

#Y

Ara, sigui n = lemyey (fy). Ens fixem ara en la segiient I'extensio:

Q(¢n)

(Z/nZ)* { KGy = Kk

Q

)

on (Z/nZ)* = Gal(Q(¢m)/Q) 1 Q(¢n) € K. Tenim doncs una aplicacié (Z/nZ)* —
Gal(K/Q) /1y )q(p). Per altra banda, per l'aplicacié p (mod n) tenim un isomorfisme amb
I'isomorfisme de Frobenius < x — 2P >. Seguidament observem que:

<z 2P >= Gal (F,r r) = Dx/o(P) /I jo(p) C Gal(K/Q) /Iy ) (p).

11



Per veure que sén iguals, en tindrem prou en veure que un element de Gal (K7 /g)" també
estd en Gal (KPx/2® /g)¥. Aleshores obtenim les segiients equivaléncies:

x € Gal (K2 /)" <+ x € Z +» x(p) = =1 x € Gal (KPxr® fg)Y .

14 X‘DK/@(P)

Per tant K¢z = KPx/0®)  Aleshores Gy = Dk o(p) i #Gz = ef. Finalment, com
Y : Z) =#Y/#Z = f, hem vist que Y/Z és un grup ciclic d’ordre f. O

Definicié 2.17 (Funcié zeta de Dedekind de K). Sigui K un cos de nombres. Aleshores
per s > 1 definim la funcid zeta de Dedekind de K de la segiient manera:

Crels) = T[L =N,
p
on p son els ideals primers de K.

Teorema 2.18. Sigui X un grup de caracters de Dirichlet, K el cos associat i (x(s) la
funcio zeta de Dedekind de K. Aleshores

Cr(s) = H L(s,x).

XX

Demostracid. Per una banda, considerem un primer qualsevol i sigui (p) = (P1,...,Py)°
la factoritzacié en primers de p en K, amb cada P amb grau de la classe residual f, per
tant N(P) = p/. Aleshores (x(s) conté el segiient factor:

[[a-v@E)=)"t=a-p7).

Plp
Per altra banda, tenim que la funcié L és:

IT 26s) = T 0 = x(pp™) "

xeX x€X

No tenim en compte els x € X tals que x(p) = 0, ja que no contribueixen en el productori.
Pel 2.16, Y/Z és ciclic d’ordre f, amb la notacié Y = {x € X|x(p) # 0}, Z ={x €
X|x(p) = 1}. A mesura que y passa pels representants de Y/Z, x(p) passa per les arrels
f-eéssimes de la unitat. Cada conjunt té g elements. Ara, com:

F-1
[[a-¢p) = -p),

a=0

doncs ja ho tenim. O

Ja hem provat totes les propietats que necessitarem per a la demostracié de la férmula

del Discriminant-Conductor. Ens falten per definir les equacions funcionals de la funcié
(x de Dedekind i de la funcié L.

Proposicié 2.19 (Equacié funcional de (x). Sigui I' la funcid gamma. La funcié zeta
de Dedekind de K compleix la equacid funcional:

S\T" 1—s

) Tt =2

A ( ) P(1 = 872 (1 — 8),

on
A=277 N2 JId(R)),

amb N = deg(K/Q).
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Demostracio. Veure [2, p. 254]. O

Proposicié 2.20 (Equacié funcional de L(s, x)). Sigui 7(x) = Z({le x(a)e? @/ Ix yna
suma de Gauss. La funcio L compleix la segiient equacio funcional:

s/2 (1-s)/2 _
(fX) r (3”) Lisx) =W, (f") r (1”> L(1-s,%),
T 2 T 2

ond=0six(—1)=1id=1 si x(—1) = —1 i també:

7(x)

Wy =

amb [[, Wy = 1.

Demostracié. Veure [1, p. 29]. O

Teorema 2.21 (Férmula del Conductor-Discriminant). Sigui K el cos de nombres asso-
ciat al grup de caracters de Dirichlet X . Aleshores el discriminant de K ve donat per la
seguient formula:

d(K) = (1) [ f-

xEX

Demostracié. Com K/Q és de Galois, tenim que o bé 1 = 0 0 bé ro = 0. Suposem primer
que r2 = 0. Per tant el cos K és totalment real i x(—1) =1 per tot x € X i N = ry.
Expressant la equacié funcional de (i amb el canvi del 2.18 i aplicant que ro = 0, tenim:

1—s

w7 (3) " et = a1 (10) - el - )

AT (g)N [T L(s:x) = AT (1 - 8>N T 201 = 5.%)- (2.1)

XEX XEX

En I'equacié funcional de L, fem el productori a cada costat perqueé passi per totes les x
de X i apliquem que 6 = 0.

5/2 (=s)/2 /1y _
() (s () (5 s

I (%) v () e =T (5) 7 r (57 su-om

XEX xX€X
S\ N fx 5/2 B 1—s N fx (1—s)/2
e T(E) e =r (50 (L) T esn )
x€X Yex
Dividint I'expressié (2.1) per (2.2), obtenim:
AS Al—s

HXEX (%)5/2 HXeX (%)(1—5)/2-
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Aleshores, operant i simplificant arribem a veure que:

426172 Z ] <fx>“/ :
xE€X T
A2 =1] (fx)

xEX

Finalment, substituint per I'expressié de A i simplificant, deduim:

e = 11 (%),

d(K) =TT fi

xEX

Per tant ja hem comprovat el cas que ro = 0. Sigui ara r; = 0. Aleshores 7o = N/2 i
observem que tenim el mateix nombre de y parells que senars. Anem ara a tractar les
equacions funcionals per separat i després dividirem com hem fet per l'altre cas. Per una
banda, per I’equacié funcional de (i tenim

AT (5) 7 1) Cls) = AT <1 3 ) T(1 - s)2¢k(1—s)
AT(s)N? I L(s,x) = A"°T(1 = )M T] L(1 - 5,x) (2.3)
XEX x€X

Per altra banda, com en aquest cas tenim que hi ha el mateix nombre de caracters de
Dirichlet parells que senars, podem separar els productoris depenent dels valors de delta.
Per tant partint de I’equaci6 funcional de la funcié L

I () (35 I (8) 0 (55 -

XX x€X

El costat esquerre de la igualtat és igual a:

I1(5)" 11 r(G)men I r(45)se

xX€X x parell X senar

De manera similar, el costat dret de la igualtat és:

I Wi ("’7})(1_5)/2 I1 r<1;8> Li-s% [] F<2;8> L(1 - s,%).

x€X x parell X senar

Ara traiem les funcions Gamma fora dels productoris apliquem la férmula de la duplicacio,

que diu el segiient:
s s+1
F(s)—F(2>F( . >

Per tant la banda esquerra ens queda:

f Ns/2
() N9 (V2 TT L(s, ).

T
x€X
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I la banda dreta:

£\ (7972
1T wa (?) 29N2p(1 — )N T L1 - 5,%).

xX€X xeX
Finalment aplicant que [] oy Wy = 1:
AN N(1—s)/21( \N/2 (BN SN/2 N/2 —
2 T(s)V2 I] L(s.x) = 25NPP(1 — )N T L(1 - 5,%).
g xeX T xXE€X

(2.4)
Dividint I'equacié (2.3) per (2.4), aplicant la definici6 de A i eliminant termes comuns
obtenim finalment:

7r7Ns/2’d([()‘s/2 WfN(lfs)/2|d(K)‘(lfs)/2

(l%x)Ns/Q - (J%X)N(l—s)/Q HXEX W,
d(K) = ] £«
XEX

Directament del teorema obtenim el segilient corol-lari:
Corolari 2.22.
B |d(K)| st K és totalment real

H T(x) = { iKA2 /(K| 8i K és complex

xEX

3 Funcié L(s, x)

L’objectiu d’aquest capitol és calcular el valor de L(1, x) quan x és parell. El primer que
veiem és quan s’anul-la la funcié L(s, x) depenent de la paritat del caracter de Dirichlet.
Després definim els nombres de Bernoulli i les seves variants, i les relacionem entre elles.
També en veiem les seves propietats principals. Aquesta primera seccié sera perque
donarem el valor de L(1,x) en funcié dels nombres de Bernoulli.

Comencem doncs veient quan s’anul-la la funcié L(s, x) en els enters negatius depenent
de la paritat de .

Proposicié 3.1. Sigui n € Z tal que n > 1. Aleshores tenim que:

(1) L(1 —n,x) #0 sin iy tenen paritats diferents.

(2) L1 —n,x) =0 sin iy tenen la mateiza paritat.

Demostracio. Reescrivim 'equacié funcional de la funcié L de la segiient manera
-9 27\ °
rseos (050 20 = () 20 - s
Sigui x parell. Aleshores x(—1) = x(1) i 6 = 0. Per tant el cosinus s’anul-la en n senar.
En conclusié, L(1 —n,x) =0 si n és senar i L(1 —n,x) # 0 si n és parell.

Sigui ara x senar. Aleshores x(—1) = (—1)x(1) i § = 1. Per tant el cosinus s’anul-la
en n parell. En conclusié, L(1 —n,x) = 0sin és parell i L(1 —n,x) # 0 si n és senar. [
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3.1 Nombres de Bernoulli

Comencem la seccié definint els nombres de Bernoulli i veient les relacions entre ells.
També definim els polinomis de Bernoulli i trobem les seves relacions amb els nombres de
Bernoulli.

Definicié 3.2 (Nombres de Bernoulli). Els nombres de Bernoulli son els termes By, de

la segiient série
o0

L _Nopt
et —1 Z "l
n=0
A més, els nombres de Bernoulli generalitzats sén els termes By, de la segiient série
fx
efx — ZB ’X
a=1

On f\ és el conductor del caracter de Dirichlet x.

Observacié 3.3. Sigui x un caracter de Dirichlet no principal. Aleshores

Boy = 0.
Demostracié. Es deu al fet que Za 1 x(a) =0. O

Els nombres de Bernoulli i els nombres de Bernoulli generalitzats estan relacionats de
la segilient manera.

Proposicié 3.4. Sigui x = 1 el caracter principal. Aleshores tenim que B, 1 = By per
n # 1, ja que pern =1, By :% i B = —%.

Els nombres de Dirichlet generalitzats es comporten diferent depenent de si x es parell
o senar. Aix0 en porta a pensar que podran estar relacionats amb els valors de la funcié
L(s,x) d’alguna manera.

Proposicié 3.5. Siguin > 1. Si x és un caracter de Dirichlet senar, aleshores
B, =0 sin és parell.
Altrament, si x és un caracter de Dirichlet parell, aleshores

B, =0 sin és senar.

Demostracid. Demostrem el primer cas i 'altre es veu analogament. De la definicié dels
nombres de Bernoulli generalitzats, denotem per F) (t) a

> (aytent

FX(t) efX _1

El que volem veure ara és que la funcié F), és una funcié senar quan x és senar (analogament
sera parella si x és parell). Per fer-ho multipliquem i dividim F) (—t) per —efxt § obtenim:

—at te (fx—a)t

x(a x(a
Z efX—l .—e Z eth—l

a=1 =
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Com que x és un caracter de Dirichlet de conductor f,, podem aplicar que x(a) =
X(=1)x(fy —a), i ens queda el segiient:

te(fX a)

_ (fx a)t
Z o - Z XEDMAC O (1B 0 = R,

Hem vist doncs que F(t) és una funcié senar respecte ¢t. Finalment aplicant la definicié
dels nombres de Bernoulli generalitzats obtenim

B, ,=-B si n és parell
Fo(—t) = :Zan — Zan { o nx sinésp

By = By, sin éssenar

Per tant per x senar B, , = 0 sin és parell. Analogament es veu que per x parell B, , =0
si n és senar. O

Per finalitzar la seccié, definim els polinomis de Bernoulli i els relacionem amb els
nombres de Bernoulli i també amb els nombres de Bernoulli generalitzats.

Definicié 3.6 (Polinomis de Bernoulli). Els polinomis de Bernoulli By,(X) son els coefi-
cients de la segiient série
teXt e "

d—1 B”(X)H’
n=1

Xt nt"
on e = Zn>1x ol

Observacié 3.7. Els polinomis de Bernoulli compleixen B, (1 — X) = (—=1)"B,(X).

Demostracié. Amb un procediment similar al de la demostracié anterior es veu aquesta
propietat. U

Per comencar amb les relacions entre nombres i polinomis de Bernoulli, relacionem els
polinomis de Bernoulli amb els nombres de Bernoulli.

Proposicié 3.8.

Bp(X) = i (TZ) B X",

i=0
Demostracid. Per la definicié dels polinomis de Bernoulli tenim que:

teXt

[ee] tn
ZBH(X)H =5
n=1

Traient factor comi i aplicant les definicions dels nombres de Bernoulli i de I’exponencial

seglients:
e n i & mn
JE— P —_— ni
=2 Bugs M=) X

obtenim:
" o 7

t—1 ZB n' n!'
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Finalment unint els sumatoris:

1 nztn
2 (1)t

=0

Per tant obtenim la igualtat desitjada. ([

Ara anem a relacionar els polinomis de Bernoulli amb els nombres de Bernoulli gene-
ralitzats.

Proposicié 3.9. Sigui F' un miltiple qualsevol de f,. Aleshores

By =F"1 ix(a)Bn (%) .
a=1

Demostracid. Per veure la igualtat, comencem per la definicié dels nombres de Bernoulli
generalitzats i els substituim per I’enunciat. Aleshores operant volem arribar a veure que

sén iguals.
o) F
ZF”flzx(a)Bn ( > ZX (a
n=0 a=1

Sigui g = F'/f, i a = b+ cfy. Per tant ens queda

te(a/F

Ix g—1 (btcfy)t Ix )
telbtelx t"
ZZX efxgt ZX efx — ZB”’XE‘
b=1 c=0 n=0
O
Observacié 3.10. En el cas n = 1, com tenim que Bj(X) = X — 7, si x no principal,

observem que

1 Ix
Biy=— Z x(a)a.
fX a=1

3.2 L(s,x) avaluada en s =1

Per trobar el valor de L(1,x) en funcié dels nombres de Bernoulli, avaluem primer la
funcié L en s = n — 1 i després mitjancant ’equacié funcional de la funcié L trobem el
resultat. Primer de tot trobem el valor de L(s, x) en els enters negatius en funcié dels
nombres de Bernoulli generalitzats.

Teorema 3.11. L(1 —n,x) = —By/n, pern > 1.

Demostracié. Sigui Fy(z) la segiient funcié meromorfa.

fx

x(a)ze®

FX(Z): efxz —1°
1

a=
Aleshores considerem F,(z)z "1

amb residu

. Aquesta nova funcié té un pol a z = 0 per tot n > 1

L1 —n,x)
I'(n)
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Per un argument sobre aquest resultat, veure [4|][Apéndix]. Seguint amb la demostracid,
obtenim que:

Ix
Fy(z) = 73&2—1 _ZBnX
1

I per tant ja queda demostrada la formula. O

Ja podem demostrar la segiient férmula,, que ens dona el valor de la funcié L en s = 1
per un caracter de Dirichlet senar.

Teorema 3.12. Sigui x un caracter de Dirichlet senar, aleshores

L(la X) =i ;-X)Bl,xv

on By, €és un nombre de Bernoulli generalitzat i T(x) €s una suma de Gauss.

Demostracid. Sigui y un caracter de Dirichlet senar. Avaluem en s = 1 I’equacié funcional
de L, vista en 2.20 i substituim § per 1, doncs x és senar.

({f)s/zr (S ; 5) L(s,x) = Wy ({;<>(1_S)/2r <1_;+5> L(1 = 5,X),
(2= (1) e (5

<fx)1/211:<1, v ="Y 0.3,

™

fz

L1, = 9 10,9,

L(1,x) = —mT;i:)L(o,X).

Ara, pel 3.11 agafant n = 1, tenim

L(1,x) = —m'T](ci) (_Bi7x> = T}X)BLX'

O

Finalment comentem el que val la funcié L(s, x) en s = 1 quan x és un caracter parell.

No usarem aquest resultat, per tant tampoc el demostrem. Per una prova, veure [1,
Pagina 37]

Observacié 3.13. Si x un caracter de Dirichlet parell, tenim que

Ix
L1, = - "9 S faylog 1 - ¢4 .

a=1
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4 Formula del nombre de classes

L’objectiu d’aquest capitol és trobar una férmula per a calcular el nombre de classes
relatiu d'un cos CM. En la primera seccié definim que és un cos CM i definim que és
el nombre de classes relatiu d’un cos. En la segona seccié definim la nocié de regulador
d’un cos, demostrem un resultats previs i finalment demostrem la formula del nombre de
classes.

4.1 Nombre de classes relatiu

Com hem dit, en aquesta seccié volem definir el nombre relatiu de classes. Aquest resultara
de la divisié del nombre de classes d'un cos CM entre el nombre de classes del seu cos
totalment real maximal. El resultat important d’aquesta seccié sera veure que aquesta
és una divisié que dona un enter. També veurem que els cossos protagonistes (Q((, i
Q(¢, 1)) compleixen aquestes condicions. Comencem doncs amb la seccié definit cos
totalment real i cos CM.

Definicié 4.1 (Cos totalment real). Un cos de nombres F es totalment real si totes les
immersions de F' en els complexos son reals. Es a dir, si o és una immersio de F en C,
aleshores o(F) C R.

Observacié 4.2. Comprovem que Q((, + ¢, ') és totalment real. Sigui ¢ una immersié
de Q(¢n + ¢, 1) a C. Aleshores

2mi 27i 27 ; 27

oG l=en +em Dendfew, jeN.

27

La j ve definida per la 0. Ara bé, per tot j tenim que e » 7 + e 2t € R, per tant
Q(Cn + ¢, 1Y) 6s totalment real.

Per a la definicié de cos CM, primer necessitem definir que és un cos totalment ima-
ginari.
Definicié 4.3 (Cos totalment imaginari). Un cos de nombres F' és totalment imaginari

st totes les immersions de ' en els complexos son no reals. Es a dir, si o €s una immersio
de F' en C, aleshores o(F) € R.

Exemple 4.4. Comprovem que Q((,) és totalment imaginari. Sigui o una immersié de
Q(¢n) a C. Aleshores

2mi 27

(p=en +rend = 7 j=1...,0(n).
Com p és un primer senar, tenim que Czj) ZRperj=1,...,p—1. Per tant, Q({,) és un
cos totalment imaginari.

Definicié 4.5 (Cos CM). Un cos de nombres F és un cos CM si és una extensio
quadratica d’un cos totalment real 1 F' €s totalment imaginari.

Proposicié 4.6. Lextensid Q(C,)|Q(¢n + ¢ b) té grau 2.
Demostracié. Comencem observant que Q(¢,) € R i que Q(¢n, + ¢, ) € R. Aleshores
com a minim serd una extensié de grau 2. Com z% — ((, + ¢, o + 1 € Z[¢, + ¢, Y] és

irreductible en Q(¢, + ¢, 1), té grau 2 i és reductible en Q(¢,) doncs 22 — (¢, + ¢, Vo +1 =
(x — G2 —¢7Y), ja ho tenim. O
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Observacié 4.7. Q((,) és un cos CM.

Ja hem definit els conceptes necessaris i hem vist que en el cas que estem treballant es
compleixen les mateixes condicions. Ara veiem el seglient teorema, que ens dird que els
respectius nombres de classes es poden dividir.

Teorema 4.8. Siguin K un cos CM, KT el seu subcos real maximal i siguin h i h™ els
nombres de classes respectivament. Aleshores ht divideiz h.

Demostracio. Necessitem el segiient lema:

Lema 4.9. Sigui K/L una extensié de cossos de nombres tal que no hi ha cap subextensio
no trivial no ramificada F/L amb Gal(F'/L) abelia. Aleshores el nombre de classes de L
divideiz el nombre de classes de K.

Demostracio. Siguin K i L cossos de nombres com a la hipotesi. Sigui H 'extensid
maximal no ramificada i abeliana de L. Per teoria de classes, el grup Gal(H/L) és isomorf
al grup de classes d’ideals de L, és a dir Op,. Per una demostracid, veure [2|[Teorema 2.2].
Com hem suposat K/L, aleshores H(\K = L. Per tant [KH : K| = [H : L]. Ara,
com KH/K és abelia i no ramificat, esta contingut en l’extensié abeliana maximal no
ramificada de K. En conclusié, el nombre de classes de L = [H : L] = [KH : K| divideix
el nombre de classes de K. U

Seguim amb la demostracié del teorema. Com l'extencié K/K™ és totalment ramifi-
cada en els primers arquimedians, no existeix cap subcos I’ de K no trivial i no ramificat
tal que Gal(F'/L) sigui abelia. Per tant podem aplicar la proposicié i hem demostrat que
ht|h. O

Aquest era un fet que en principi no tenia per a que ser cert. Per tant ara que sabem

que h/h™ € Z, podem donar-li un nom, que sera nombre de classes relatiu.

Definicié 4.10 (Nombre de classes relatiu). Siguin K un cos CM i KT el seu subcds
real mazimal. Siguin h i h* els nombres de classes de K i K+ respectivament. Aleshores
definim el nombre de classes relatiu h™ = h/h™*.

4.2 Foérmula del nombre de classes

La férmula del nombre de classes sera una formula per A~. Per veure-la comencem definint
la Q. Q pren valors diferents depenent del cos CM sobre el qual treballem. Per acabar,
donarem una féormula per al nombre de classes relatiu, anomenada féormula del nombre
de classes.

Teorema 4.11. Sigui K un cos CM i E el seu grup d’unitats. Sigui E™ el grup d’unitats
de KT i sigui W el grup d’arrels de la unitat en K.

[E:WET]=102.

Anomenarem Q = [E : WE™].
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Demostracio. Sigui ¢ : E — W tal que ¢(€) = €/€, amb € una unitat de K. Veiem primer
que ¢ esta ben definida.

Com K és CM, tenim que €7 = €°. Per tant |¢(e)?| = |(¢/€)| = |e7]/]e”| = 1/1 =1
per tot immersi6 o. Aleshores hem vist que ¢(€) és una arrel de la unitat de K, per tant
¢(e) € W i la funcié ¢ esta ben definida.

Sigui ara 1 : E — W/W? la funcié induida per ¢ que envia ¢ a 1. Tenim 2 casos. El
primer cas és € = Ce; amb ( € W ie € ET iel segon cas és € = (2 € W2. Si tenim el
primer cas, aleshores

a1 Cea ¢
€) = = —_=— = = — =
9 e (la (T
I per tant € € Ker(¢)). Aleshores ¢(E) = W?i Q = 1.

En el segon cas tenim que

efe=C e = e T= =

¢t

(LI E)

Per tant e( ™1 és real i és una unitat de E*. Aleshores Ker(v)) = WE™. Per tant el nucli
de v té grau WE™. T com [W : W?] = 2, hem vist que si ¢(E) = W aleshores Q = 1. [J

Finalment trobem el valor per Q@ quan K = Q((,). Aquest valor sera important en la
demostracié de la férmula del nombre de classes.

Corotari 4.12. Sigui K = Q((,) amb p > 2. Aleshores Q = 1.

Demostracié. Veurem que ¢(E) = W2. Primer demostrem que ¢(E) C W2, Sigui € € E,
aleshores € = CZ’f, per alguna k =0,1,...,p—1 0 €= —1, ja que el grup d’unitats de Q((p)
és E=7Z[(]*. Sie=—1, ¢(—1) =1€ W2 Ara, si e = ¢ llavors:
k
e S 2

Veiem ara que W2 C ¢(E). Sigui Cgk un element qualsevol de W?2. Aleshores:

Ck

b=t € o(B).

Cp

Per tant com ¢(E) = W2, tenim que Q = 1. O

Es pot veure també que Q = 1 si K = Q((,,) amb n una potencia d’un nombre primer.
Altrament si K = Q({,) i » no és una poténcia d’un primer, aleshores Q = 2.

Ara definim el regulador, I'tltim concepte que ens falta per presentar la Férmula del
nombre de classes.

Definicié 4.13 (Regulador). Siguin K un cos de nombres, r =11 +ro— 1 i €1,..., €
un conjunt d’unitats independents de K. Siguin o1,...,0., les immersions reals de K a
C i siguin 0y 41,0741 -« - s Opj4+ry = Or41, 0711 les immersions complexes no reals de L a
C. Aleshores sigui 0; = 1 si 0j és real i ; = 2 si 0j €s no real. Finalment definim el
requlador de K associat a €1,...,€. com

RK(El, e ,Er) = ‘ det(éi log |O'i(€j)’)1§i,j§r|-
Si €1,...,€6 €s una base pel grup d’unitats de K modul arrels de la unitat, aleshores

anomenem a Rk (e1,...,€) = Ri el requlador de K.
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Tenim r 4+ 1 immersions pero hem definit el regulador amb un determinant r x r. Per
tant hem de no usar una de les immersions. Agafem el valor absolut del determinant
perque aixi no sigui rellevant quina columna obviem. Ara anem a relacionar els valors
dels reguladors d'un cos CM K i del seu cos real maximal K.

Proposicié 4.14. Sigui K un cos CM i K+ el seu maxim subcos totalment real. Siguin
€1,...,6 una base de les unitats de K™ modul £1. Aleshores

RK(El, R ,67«) = 2TRK+.

Demostracié. Sigui €1, ...,€, una base de K™ modul £1. Aleshores €1, ...,¢, forma una
base per a un subgrup d’index Q en les unitats de K modul arrels de la unitat. Recordem
que Q =1 o 2 depenent de K. Nogensmenys cada §; = 1 en KT i cada §; = 2 en K. Per
tant

RK(El, ey 6T> = QTRKJr(El, ce 767‘) = QTRK+.

O

Hem vist una relaci6 entre el regulador de K i el de K amb unes bases especifiques.
Volem relacionar els reguladors de K i K independentment de les bases. La relacié ve
donada pel segiient teorema:

Teorema 4.15. Sigui K un cos CM i Kt el seu subcos real. Aleshores

Ry 2"

R+ Q'

onr=3K:Q]—1.

Demostracio. Necessitem el segiient lema.

Lema 4.16. Siguin €1, ..., €. unitats independents d’un cos de nombres K tal que generen
un subgrup A d’unitats de K modul arrels de la unitat. Siguin n1,...,n, generadors d’un
subgrup B. Si A C B i l'extensié B/A té grau finit, aleshores
R ey
A = Brlane)
Ric(11, - 710)
Demostracié. Com e€q,...,€. generen A, 11,...,7, generen B i A C B, podem escriure

les unitats ¢; en funcié dels generadors de B de la segiient forma.

€ = ( n22k> '€7
k

on ( és una arrel de la unitat i a; ;, € Z. Volem ara arribar a I’expressié del regulador, per
tant modifiquem la igualtat aplicant logaritmes, aplicant una immersié o; i multiplicant
pel seu d; associat. En conclusié, acabem obtenint

§jlogle’| = Z a; 105 log |m;” |.

k
D’aquesta igualtat, en deduim que
Ri(e1,...,€)
———— = |det(a; %)
RK(Th?"'un’r’) ‘ ( 2 )|
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Per una banda, sabem que existeixen dues matrius ortogonals M i N tal que M(a; ;)N =
D, amb D una matriu diagonal tal que D = diag(dy,...,d,). Per tant deduim que
det(a; ;) = £ ][], d;. D’altra banda, podem interpretar les matrius M i N com a canvi
de base de A i de B respectivament, per tant tenim dues bases x1,..., %, 1 Y1,-..,Yr
de A i B respectivament tal que x; = d;y;. Aleshores B/A = @,7Z/d;Z i finalment
(B A] = |1, dil O

Pel lema, obtenim que Rx (€1, ..., €6.) = QRk, seguint amb la notacié del lema. Unint-
ho amb el resultat de 4.14 queda demostrat el teorema. O

Teorema 4.17 (Férmula del nombre de classes). Sigui K un cos CM i X el grup de
caracters de Dirichlet associat a K. Sigui w el nombre de arrels de la unitat en K.
Aleshores el nombre relatiu de classes compleiz la segiient formula:

() = Quw [] (—%BLX). (4.1)

xsenar

Demostracid. Per aquesta demostracid, donarem per conegut que la funcié (g té un pol
simple a s = 1 amb residu

9r1 (27)"2h(K) Ry

wy/|d(K)]

Aixi doncs, per 2.18 i usant que ((s) té un pol simple a s = 1 de residu 1, obtindrem

[Tex L(Lx) M - 2m1(27)2h(K) Ry

O w/J(K)]

X no principal

Aleshores com K és CM, si [K : Q] = n, sabem que 1 = 01 ny = n/2. Ens queda
aleshores que

n/2
I 0= (2m)"“h(K) R
o A(K)]
X ho principal

Raonant analogament per KT, obtenim la segiient equacié funcional:

[T b= 20 e

= YT T )

X parell
X no principal

Dividint, aplicant 4.15 i simplificant termes:

T 20y = 212 h(K) Ry

XEX wh(K+) R+ /[d(K)]/|d(KH)[
X senar

_ 7Tn/th (K)2T+l
wQ/[d(K)[/[d(KT)[

_ 7rn/2hf(K>2n/2
wQ/[d(K)[/[d(KT)]

Ja que r = %[K : Q] —1=n/2—1. Ara llistem els resultats principals que usem per la
demostracio:
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(1) Com tots els caracters sén senars, per 3.12 obtenim que L(1, x) = mi (X )Bl,x

1/2
(2) Per la férmula del Conductor-Discriminant 2.19, /|d(K)/d(KT)| = ( H fx) .

X senar

(3) Per2.22, [[ (o) ="*VI]d(K)/d(ET)|.

X senar

(4) Si x és un caracter de Dirichlet senar, aleshores ¥ també ho és. Per veure-ho és
suficient suposar que Y és parell i aleshores

1= x(1)x(1) = —x(=1)x(-1) = -1

Per tant y també és senar.

Comencem substituint la funcié L per (1):

7"/2h = (K)2"/?
L(1, = )
11 20 =20 Zamace)

X senar
n/th K)on/2
[[ =70, = =2
wQH x€X fx/2
| Sonar X senar

Ara separant en diversos productoris, aplicant (2), (3) i (4), i eliminant termes comuns:

R R | |

XEX xeX wQ I1 xex Jx
X senar X senar X senar X senar
() JA(KT) ]| ][ h(K)
2"/ 2 1/2 )
x€X wQ H x€X x
X senar X senar X senar

Finalment, aplicant (2), eliminant termes i entrant el 1/ 2"/2 dins el productori obtenim:

N h (K
i 11 (1) 2n/2 H H &) 12

XeX XeX wQH xex Jx
X senar X senar X senar X senar
. 1 h=(K)
A R
2 wQ
x€X
X senar
_ n 1
h(K)=1i"wQ H §Bl7X'
xXEX
X senar

Per acabar, podem entrar el :" dins el productori. Es clar que n és parell, ja que n = 2rs.
Aleshores si n és miultiple de 4, tenim que " = 1 i dins el productori també seria positiu.
Altrament, si n no és muiltiple de 4, queda que ¢" = —1, i dins el productori tindrem
(=1)™? = —1. Per tant hem demostrat que

h(K)=wQ ] —%BLX.

x€X
X senar
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5 Cossos p-adics

A partir d’ara volem treballar en cossos p-adics. Per tant dediquem aquest capitol a
definir-los. Primer de tot necessitem la definicié de valoracié.

5.1 Valoracions

En aquesta seccié definim que és una valoracid, en donem alguna propietat basica i final-
ment definim la valoracié p-adica, que sera la que utilitzarem en la resta del treball.

Definicié 5.1. Sigui K un cos i« G un grup abelia totalment ordenat per una relacio
d’ordre <. Anomenarem valoracié a una aplicacio v : K* — G tal que per tota parella
d’elements x,y € K* tals que x +y # 0 compleizin

(1) v(zy) = v(z) + o(y).
(2) v(z +y) = min(v(z), v(y))-

Per a completar la definicié per tots els elements de K, es diu que v(0) = +oo. L’infinit
compleix les regles habituals per 'infinit. A més, demanarem que la valoracié sigui una
funcié exhaustiva, i aleshores es diu que v és una valoracié de K del grup de valors G.

Anem ara a classificar dos diferents tipus de valoracions depenent de com és el grup
imatge.

Definicié 5.2. Una valoracid v s’anomena discreta quan el grup de valors v(K*) = G
és isomorf a Z. Una valoracic v s’anomena real quan el grup de valors és isomorf a un
subgrup del grup additiu dels nombres reals.

Proposicié 5.3. Sigui K un cos iv: K — G|J+oo una valoracio de K. Aleshores el con-
gunt A, =z € K|v(x) > 0 és un subanell de K amb ideal mazimal B, := x € Kl|v(z) > 0.
A més, K és el cos de fraccions de A,.

Demostracio. A, és un subanell de K, doncs compleix les propietats de subanell. També
és facil veure que B, és un ideal de A,. Per veure que B, és el seu ideal maximal, veurem
que A, \ By és el grup multiplicatiu dels elements invertibles de A,. Sigui z € A, un
element invertible. Aleshores v(x) + v(z™1) = v(zz™!) = v(1) = v(1) + v(1) i per tant
v(1) = 01 com les valoracions sé6n positives, doncs sén de 4,, tenim que v(z) = v(z~1) = 0.
Per tant € A, \ ‘B,. Per veure laltre inclusi6, agafem = € A, \ PB,. Aleshores com
0 =v(1) = v(z)+v(z~!), obtenim v(z~1) = 0 i per tant 27! € A, i x és invertible en A,
Falta veure ara que efectivament K és el cos de fraccions de A,. Per fer-ho suposem que
r €Kiz g A, Aleshores v(zr) < 01i per tant com 0 = v(1) = v(z) + v(z~!), obtenim
que v(z~1) > 0. En conclusié, 271 € A, iz =1/z"! € K. O

Definicié 5.4. Anomenarem anell de valoracid a A, i ideal de valoracid a B,.
Anem a veure ara ’exemple més important sobre valoracions. Es centra en definir la
valoracié p-adica, una valoracié discreta associada a un primer d’un anell de Dedekind. En

els propers temes ens referirem majoritariament a aquesta valoracié, aixi que la descriurem
amb detall.
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Definicié 5.5. Sigui A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions i p C A un ideal
primer no nul. Definirem la valoracié p-adica vy(x) per x € K com Uexponent de p en la
descomposicid unica com a producte d’ideals primers de T A.

Es clar que vy, és una valoracié. També observem que la imatge de v, és Z, per tant
sera una valoracié discreta.

5.2 Complecions

En aquesta secci6 definirem els cossos Z,,Q, i C,. La idea sera que adjudicant el valor
absolut p-adic a Q, i modificant el mateix cos Q podrem definir Q,. A partir de Q, sera
senzill definir els altres.

Comencem doncs definint valor absolut. Diferenciarem entre valor absolut arquimedia
i no arquimedia. Tot i que podriem estudiar moltes propietats de cada un i observar quins
cossos surten de dotar cada un a un cos, en aquest treball ens centrarem només en els no
arquimedians, doncs seran els que haurem de fer servir.

Definicié 5.6. Sigui K un cos. Un valor absolut de K és una aplicacié || : K — R tal
que Vx,y € K tenim que:

(1) || >0i|z|=0<= 2z =0.
(2) lzy| = lzlly| -
(3) o +yl < [z +yl.

Definicié 5.7 (Valor absolut no arquimedia). Sigui |.| un valor absolut d’un cos K. Diem
que |.| és no arquimedia si compleiz la desigualtat ultramétrica, és a dir:

|+ y| < max(|z], [y])-

Definicié 5.8. Direm que dos valors absoluts de K |.|1,].|2 son equivalents quan per tot
x € K tenim que |z|; <1 ¢ |z|2 < 1.

Definicié 5.9. Sigui K/Q una extensid de cossos de nombres. Siguip C Ok i siguic € R
qualsevol. Aleshores definim el valor absolut p-adic associat a la valoracié p-adica com:

||y == p @,

Proposicié 5.10. Sigui K/Q una extensid de cossos de nombres. Siguin |.|1 i |.|2 dos

valors absoluts de K p-adics donats per |z|y := cl_v"(x op (@)

reals. Aleshores |.|1 i |.|2 son equivalents.

) |z]2 == cy 77, amb c1,c0 > 1

p(2)

Demostracid. Sigui x un element de K tal que |z|; < 1. Aleshores ¢; " < 1. Com
—vp(2)

c1 > 1, tenim que —vp(z) < 0. Per tant c, < 1. L’altre cas és analeg. O

Gracies a aquesta proposicié li donem sentit a 1’eleccié de p com a base per al valor
absolut p-adic. També es pot veure que a QQ tot valor absolut no arquimedia és equivalent
a un dels valors absoluts p-adics amb p primer. Per una demostracié veure [5][Teorema
9.3.2].
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Ara ja hem definit valor absolut i hem escollit el que ens interessa per la complecié de
Q. El seglient pas sera definir una distancia en aquest valor absolut i escollir un cos que
sigui complet per aquesta. Recordem que us cos és complet si tota successié de Cauchy
és convergent.

Definicié 5.11. Sigui |.| un valor absolut d’un cos K. Definim doncs la distancia entre
dos elements x,y associada a |.| com d(z,y) = |y — x|.

Definicié 5.12 (Complecié). Sigui (K, |.|1) una parella on K és un cos i |.|1 és un valor
absolut de K. Aleshores definim a la parella (L,|.|2) com a complecié de (K,|.|1) si
compleix les segiients condicions:

(1) L és un cos complet amb la distancia associada al valor absolut |.|s.
(2) L conté K com a subcos i |x|o = |x|1 per tot x € K.
(8) K és dens en L.

(4) Si (L1,|.17) @ (La,|.|5) son dos cossos que satisfan les propietats anteriors, aleshores
existeir un isomorfisme de cossos ¢ : L1 — Lo que és la identitat sobre K i que
[¢(2)]5 = |3

Exemple 5.13. Anem a veure una compleci6 de Q. Sigui p un primer de Qi |.|, el valor
absolut p-adic a Q. Considerem l'anell C(Q),, de les successions de Cauchy de racionals
amb el valor absolut p-adic. Sigui I,(Q)p I'ideal format per les successions que tenen limit
0. I,(Q)p és un ideal maximal de l'anell C(Q), i podem identificar Q amb un subcos de
C(Q), enviant cada element x € Q a la successi6é constant de valor z. L’anell quocient
L =C(Q)y/Z(Q), és la compleci6é de Q amb el valor absolut p-adic |.[,. Per veure-ho bé
hauriem de mirar que podem estendre el valor absolut de Q a L. Per fer-ho el definim de
la segiient manera: |{a,}n| = lim|a,|. Es clar doncs que es compleixen les propietats (1)
i(2), 1 es pot veure que amb aquesta construccié també es compleixen les propietats (3)
i(4).

Denotem L = @Q,. Denotem el seu aneu d’enters per Z,, és a dir, I’anell de la valoracié
p-adica de Q. Finalment, sigui @p la clausura alegraica de Q,. Per dotar a @p de valor
absolut és suficient estendre el valor absolut de Q, a @p. Es pot veure que ni Q, ni @p
no sén algebraicament tancats, i a més, @p no és complet. Per tant podem definir la
complecié de @p, i aquesta sera C,.

6 Funcions p-adiques

6.1 Funcions p-adiques per definicié

Les funcions p-adiques sén funcions que estan definides d’un cos p-adic fins a un altre cos
p-adic. Per exemple podem definir la funcié exponencial p-adica i la funcié logaritmica
p-adica de la segiient manera. En principi no demostrarem cap de les propietats que
anunciem. Per veure demostracions veure [1][Seccié §5.1]. Si no es diu el contrari, en
aquesta seccié estarem treballant en C,.

Definici6 6.1 (Exponencial p-adica). Definim la funcié exp, : C, — C,, tal que
o0
X'n
epr(X) = Z F

n=0
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L’anomenarem exponencial p-adica.
Proposicié 6.2. La funcid exponencial p-adica té radi de convergéncia p- »=1 < 1.

Demostracid. Per a la demostracié necessitarem el segiient lema:

Lema 6.3. Sigui n tal que p® < n < p®Tt. Aleshores

n—p logn n

— < < ——.
p—1 logp %e(n) p—1

Demostracié. Veurem primer la primera desigualtat. Com n compleix que p® < n < p®*1,

tenim que
n n
vp(n!) = [p] + [2] +...,

ja que cada terme i conta els miltiples de p’. Ara, aplicant que [n/p] > n/p — 1, obtenim

n n n n 1—p @
|+t (1) + (5 -1)+...=n— —a.
D D P D p—1

Finalment per la restriccié inicial de n, agafant logaritmes obtenim que a < logn/logp i
d’altre banda np~® < p. Per tant
1—p@ n—p logn

—— —a> - :
np—l @ p—1 log p

Per laltre desigualtat comencem de manera similar i observem que

(n!) [n]+{n]+ <242y

vp(n!) = [— — oS =+ =+

? pl [P p P

Ho tornem una série harmonica sumant el terme inicial ¢ = 0, que seria n i per tant ens
queda

O
1
N n , . < . _— N
Anem a veure que la serie ) = OOO)T(L—, té radi de convergencia p p-1. La serie
convergeix si el valor absolut del terme n-eéssim tendeix a 0 quan n tendeix a infinit. Ara,
el valor absolut del terme n-essim és

X’I’L

= | = pr @) —upnh),
n:

Per tant tenim les segiients equivaléncies

X’Vl
i e 0 <— nup(x) — vp(n!) ST T T
%‘ S <— —nwp(x) + vp(n!) —Sie T
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1 . .
Sigui || < p~ »=T. Aleshores tenim que —v,(z) < —p%l i per tant vy,(z) > p%l. Volem
que es compleixi la primera equivalencia, doncs volem veure que convergeix. Substituint

per les desigualtats del lema obtenim que

nop(z) — vp(n!) > nuy(xr) — —— = (vp(x) — pil)n — 400.

Ja que (vp(z) — ﬁ) > 0.
1
D’altra banda, suposem que |z| > p #=1. Aleshores pel mateix raonament v,(z) <
p%l. Analogament al primer cas, obtenim

n P logn
—nvp(z) +up(n!) > —m}p(:c)—I—p o1 logp n (vp(a:) +

1 __p  logn
p—1 p—1 logp

Com (vp(x) +1/(p— 1)) > 0, tenim que el resultat tendeix també a +oo. O

1
A més, per a |x|,|y| < p~ =T compleix les segiients propietats:

oxp(z +y) = exp(z)exp(y),  exp(—z) = exp(a) .
Definicié 6.4 (Logaritme p-adic). Definim la funcié log, : C, — C, tal que

> -1 n+1Xn
log,,(X) = Z (>n
n=1

L’anomenarem logaritme p-adic o funcié logaritmica p-adica.

La funcié logaritme p-adic té radi de convergencia 1. A més per |z|, |y| < 1 compleix
que:
log,, (zy) = log, (x) + log, (y).
Es pot veure que existeix una extensié de log,, a C tal que log,,(p) = 01 que log,(vy) =
log,, () + log,(y) per tot x,y € C.
Per a definir I'dltima funcié p-adica d’aquesta seccid, necessitem introduir els simbols

<> com a operadors. Ho definim de la segiient manera:

Definicié 6.5. Sigui Q, amb p primer. Aleshores definim

_J p sip#2
1= 4 sip=2

Sigui ara a € Zy, tal que pfa. Aleshores existeiz una unica ¢(q)(= 2 o p — 1)-éssima arrel

de la unitat w(a) € Zy, tal que
a=w(a) (mod q).
Finalment, definim l'operador <> de la segiient manera
<a>= w(a)ta.

Aleshores tenim que <a>=1 (mod g), i per tant que log,(<a>) = log,(a). També
podem veure que com a?~' =1 (mod p), aleshores log,(a) = log,(a?~)/(p — 1). Fi-
nalment, veiem una serie de propietats del logaritme p-adic que si que demostrem per
donar-li sentit a la propera definicié.
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1 1
Proposicié 6.6. Si|z| < p 7T, aleshores |log,(1+x)| = |z|. Altrament, si|z| <p »-T,
aleshores només podem assegurar que |log,(1+ z)| < |z|.

1
Demostracié. Sigui |x| < p »=1. Primer de tot, usarem la desigualtat |n| > 1/n per
n > 1. Es certa ja que n|n| = np~ (" > 1. Dit aixd, tenim els dos segiients casos

‘n—l

x| < x| si2<n<p,

n
HR

‘ n

1—n
<npr-t|z| <|z| sin>p.

1—n
On l'altima desigualtat és certa ja que npr—1 és decreixent per n > pival 1 per a n = p.

Per tant el valor absolut del terme general de la serie de poténcies segiient
© (1)n+1xn

n=1 n
Es més petit o igual a |z|, el primer terme. Per tant el valor absolut de les sumes parcials
és igual a |z|, doncs recordem que || és un valor absolut no arquimedia i per tant compleix
la desigualtat ultrametrica. Aleshores és una successié de Cauchy i com C, és un espai
complet és una serie convergent i per tant ha de convergir al valor del limit de les sumes
parcials, que és |z|. Per tant |log,(1 + )| = |=|.

El segon cas es analeg al primer intercanviant les desigualtats < per <. O

1
Corolari 6.7. Sigui |x| < p »—1. Aleshores es compleizen les segiients igualtats.

(1) logp(expp($)) =,
(2) exp,(log,(1+x)) =1+ z.

Demostracié. Per veure les dues hem de comprovar tinicament que les series convergeixen.
Per veure (1), només ens cal demostrar que | exp,(z)| < 1. Podem acotar el terme general
de la seva serie per 1, doncs
n
n x
vp(n!) < —— — " <1, pern>1.
p—1 n!

Per tant, també esta ben definit el logaritme p-adic i per tant log,(exp,,)(w) convergeix i
clarament dona . Per veure (2), usant la proposicié anterior, obtenim que |log,(1+z)| =

1
|z| < p~»=T, per tant I'exponencial p-adica esta ben definida i exp,,(log,(1+x)) convergeix
i dona 1+ z. O

Definicié 6.8. Sigui a € Z,, tal que p fa. Definim doncs la funcio <a>11: Cp, = C, de
la segiient manera.

<a>*= exp(slog, <a>).
Té radi de convergencia qpﬂfll, doncs |log,(<a>)| < |q| = 1/q. Igual que les funcions
p-adiques anteriors podem expressar <a>° en funcié d’una serie de poténcies. Enunciem
un resultat més general per a una funcié p-adica arbitraria i ho aplicarem posteriorment
a la funcié <a>°%.
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1
Proposicié 6.9. Siguinr <p »1 <11

=3 (),

n=0

tal que |ap| < Mr™ per algun M > 0 i (‘;{) sequeix la definicié natural

<X> X(X=1)...(X=n+1)

n n!

Aleshores f(X) pot ser expressada com una série de poténcies amb radi de convergéncia

-1-L._4
R>(rp p-1)7F > 1.

Per veure quina serie de potencies estaria adjudicada a la funcié < a >°, 'expandim
de la segiient manera:

o
s
<a>°=(1 -1)° = —1)".
(14 <a>-1)"=>" <n>(<a> 1)
n=0
Com | <a> —1 < 1/q, per la notacié de la proposicié r = ¢ i aleshores tenim que

_ 1
< a >° és una funcidé analitica amb radi de convergencia més gran o igual que ¢gp »-1.
Tenim doncs que

<a>"= exp,(slog,(<a>)),

1
per s € C, tal que |s| < gp 7T > 1.

6.2 Funcions p-adiques mitjangant interpolacié

En aquesta seccié definirem dues funcions p-adiques mitjancant interpolacié. Definirem
una funcié p-adica relacionada amb la funcié zeta de Hurwitz i D'altre sera la funcié L
p-adica. Les definirem per valors enters i després veurem que es poden estendre a funcions
meromorfes a C,, amb un cert radi de convergencia més gran que 1.

Primer fem una petita modificacié a la funcié zeta de Hurwitz de la segiient manera.
Definicié 6.10. Siguin s € C, a,F € Z tals que 0 < a < F i ((s,b) la funcid zeta de

Hurwitz. Definim doncs
H(s,a, F) Z m~®.

m=a(F)
m>0
Operant obtenim que
e > 1 s a
HSCLF Z m :TZ;JMTL_F)S:F C(&F)

m>0

H té un pol simple a s = 1 de residu 1/F. Farem servir aquesta funci6 per a la
interpolacid, per tant ens interessa saber els seus valors a 1 — n, que sén
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F 1B, ()

H(l—-n,a,F)=— €Q, n>1.

Teorema 6.11. Sigui q|F i p Ja. Aleshores existeix una funcid p-adica meromorfica
Hy(s,a,F) a D= {seCplls| < qp— p—il > 1} tal que pern > 1

H,(1-n,a,F)=w"(a)H(1 — n,a, F).

On recordem w(a) és l'inica arrel ¢(q)-éssima de la unitat tal que a = w(a) (mod q). A
més, la funcio Hy és analitica amb un pol simple a s =1 amb residu 1/F.

Demostracid. Definim la funcié H,(s,a, F') de la segiient manera.

o0

Hy(s,a, F) = %% <a>'"")" (1 ; s) (B;) (Z)i,

=0

on B; és el nombre de Bernoulli i-essim. Cal veure la convergencia, que coincideix en els
valors n — 1 amb el que hem enunciat, i que a s = 1 té un pol simple de residu 1/F.

Per veure la convergencia, usarem el teorema de von Staudt-Clausen que en particular
justifica que pB,, € Z, per tot pi per tot n positiu i parell. Aleshores, comencem observant

que |((B;) (E)l |). Per tant per la proposicié 6.9, tenim que r = |q| = 1/q, per tant

2 (e (2)

1
és analitica en D. Ara, observem que D = {s € C,||1—s| < gp— p%l}, doncs gp~ »—1 > 1.

Per tant . o
2 (e (5)

també és analitica en D. Ja hem comentat que < a >° és analitica en D, per tant pel
mateix raonament < a >'"% també ho sera. Per tant H,, és una funcié analitica amb un
pol a s =1.

Anem a veure ara la igualtat pels valors n > 1. Substituint obtenim que

11 < /n F\*
Hp(l—n,a,F):<a>”Z<,>(Bi) <) :
—n F —\i a

_ Preme) (L),
n F
=w "(a)H(1 —n,a,F).
Ara, per acabar, en s =1

Hy(1,a,F)(s — 1) = ! <a>0i<?)(3i) (Z):;

=0

|

Observacié 6.12. Sin =0 (mod ¢(q)), aleshores

H,(1-n,a,F)=H(1—n,a,F).
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Ja hem definit la funcié p-adica associada a la funcié zeta de Hurwitz mitjangant
interpolacié. De manera similar, anem a definir la funcié L,. Abans de tot, comentem
que podem suposar els caracters de Dirichlet x en C,. Per tant w(a) és un caracter de
Dirichlet en C,, de conductor ¢ i ordre ¢(q).

Teorema 6.13. Sigui x un caracter de Dirichlet no principal de conductor f i sigui F' un
maltiple qualsevol de q i de f,. Aleshores existeix una funcid p-adica meromorfa Ly(s, x)
1
a{se€Cplls| < gp P} tal que:
—-n n—1 Bn xw™ "
Lyl =n,x) = - =xw™"(p)p")— =, n=1
A més, tenim la formula segiient:

Mi a) <a>'" si(l—s) (Z)j

Ly(s,x) =

Demostracio. Sigui

ZX »(s,a, F).

pfa
Per tant les propietats meromorfes ens venen del teorema anterior. Si s = 1, tenim un
residu

F F F/p
Zx JA/F) = 23 x(@) — > x(a) = 5 > x(oh).
a=1 alp b=1

pm

Volem veure que el segon sumand també és 0. Si p|f,, aleshores x(pb) = 0 per tot b.

Altrament, si p /|fy, aleshores f,|(F/p), doncs F' és un miltiple de f,, i per tant el
sumatori es 0. Per tant, L,(s, x) realment no té cap pol a s =1 si x és no principal.

Hem comprovat que la funcié és una funcié p-adica meromorfa a L,(s,x) a {s €

1
Cpl|s| < gp »=1}. Ara anem a veure que els seus valors en enters negatius concorden amb
el que hem enunciat. Sigui n > 1. Aleshores substituint per la defincié de H,,:

F
Lp(l - an) = ZX(G’)HP(]' - ’I’L,CL,F),
a=1
pfa
—ZX “™a)H(1 —n,a,F).
p’[a

Ara aplicant la definicié de H i reordenant termes:

F" B, (£)
Ly(1—-n,x) = Zx (a <_n ,

g
= _le éxw‘"(a)Bn (%) .
la
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Separant el sumatori en dos:

J e il a iy bp
Ly —nx) =1 [ Y @B, (5) =3 " tn)B, (F)
a=1 b=1

Entrant les F' dins, substituint per la relacié entre polinomis de Bernoulli i nombres de
Bernoulli generalitzats vistes a 3.9, i reorganitzant termes obtenim:

—1 F/p

F
Ly(1—n,x) = —% F1> " xw ™(a)B, (%) P ZXW "(bp)Bn <I;’p> ’
a=1

1 - _
= _E (B",wan - Xw n(p)pn 1Bn,xw*") >

n—l) BT%XW_" )
n

= —(1—xw "(p)p
0

Corotari 6.14. Si x és un caracter de Dirichlet principal, aleshores Ly(s,xo0) €s una
funcié analitica amb un pol a s =1 de residu (p — 1) /p.

Demostracid. Sigui x = xo un caracter de Dirichlet principal. Aleshores el residu a s =1
de Ly(s, xo0) és

zx -
pfa

Per tant té unpolas:lderes1du1—%:% O

Observacié 6.15. Si x és un caracter de Dirichlet senar, aleshores n i xw™" tenen paritats
diferents, i per tant B, ,,—» = 0. Aix{ doncs si x és senar, obtenim que L,(s,x) = 0.
Per tant en general treballarem amb y parells, aixi no tenim que tot és igual a 0. La

funcié L, es pot expressar també en forma de serie de potencies de la segiient manera:

Teorema 6.16. Sigui x un caracter de Dirichlet no principal de conductor fy 1 siguin
pqffy- Aleshores

o
Ly(s,x) = ap +ai(s — 1) + az(s — 1)? Zazs—l
a=0
tal que |ag| <1 i pla; per tot i > 1.
Demostracié. Per aquesta demostracié es prova que per a i > 6 és cert que pla; i després

es comprova a ma que per les altres ¢ també és cert. Per una demostracié detallada veure
[1][Teorema 5.12]. O

7 Teorema de Kummer

En aquest dltim capitol demostrarem el dos ultims teoremes del treball. El primer diu
que que p divideix el nombre de classes relatiu si i només si p divideix el numerador d’un
nombre de Bernoulli B; tal que j és un nombre senar més petit o igual a p — 3. El segon
teorema ens dona la implicaci6 p|h,}; — p|h,, .
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7.1 Congruencies

En aquesta seccié veurem tres resultats que donen equivaléncies entre funcions L,,, i entre
nombres de Bernoulli. Seran resultats clau per les demostracions dels teoremes de la
seglient seccio.

Proposicié 7.1. Sigui x un cardacter de Dirichlet no principal de conductor f, i siguin
P ffy- Siguin m,n € Z. Aleshores

Lp(m,x) = Ly(n,x) (mod p).

Demostracio. Per 6.16 els dos costats sén congruents a ag amb la notacié del teorema, i
per tant sén congruents entre ells. U

Proposicié 7.2 (Congruéncies de Kummer). Siguin m = n # 0 (mod p — 1) enters

parells positius. Aleshores
B, By

m n

(mod p).

Demostracié. Com w és una arrel ¢(g)-essima de la unitat, tenim Ly (s, w™) = Ly(s,w™).
Per tant pel teorema 6.13

1 s 1 .
Lp(1 = n,w") = =—(1 =" " (p)p" ") Boy = ——(1 = p" ") Ba.

Finalment obtenim doncs que

—— (1 =p" B, = Ly(1 — n,w™),
= L,(1—n,w™),
=Ly(1—-m,w™) (mod p),
1 _
= ——(1=p""")Bn

O

Per dltim, veiem una equivaléncia entre els nombres de Bernoulli generalitzats i els
nombres de Bernoulli.

Proposicié 7.3. Siguin € Z senar tal que n Z —1 (mod p — 1). Aleshores

B
By = nrri (mod p).

Demostracié. Primer de tot observem que w™"™ #£ 1, ja que n Z —1. A més, com w" # 1,
obtenim que w™(p) = 0. Per tant

Bl,w" = (1 — wn(p))BLwn.
Ara aplicant 6.13:

(1 —w"(p))Biwn = —Lp(O,w"H).
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Utilitzant 7.1 obtenim:
Lp(07wn+1) = _Lp(l - (n + 1)’wn+1).

Finalment, tornant a utilitzar 6.13 i operant:

By B,
—Ly(1—(n+1),0") = (1 —p") =2 = 221 (mod p).

7.2 Teoremes de Kummer

En aquesta tltima seccié veiem els ultims resultats del treball. Usarem resultats im-
portants com la féormula del nombre de classes que van demostrar al capitol 4 i altres
proposicions vistes al capitol anterior.

Teorema 7.4. Sigui p un primer senar i sigui h,, el nombre de classes relatiu de Q((p).
Aleshores

plh, < p divideiz el numerador de B; per algun j € {2,4,...,p — 3}.

Demostracié. Abans de comengar, hem de trobar els caracters senars de Q(¢,). Esta clar

que els caracters senars corresponents sén w,w?, ..., wP=2,

Aleshores, pel teorema 4.17, com Q =1 i w = 2p, obtenim que
p—2 1
h, =2p H (—§Bl,w1)-
j=1
j senar

Trobem primer una equivalencia de I'iltim terme del productori:

-1
1% ~1
By -2 =By -1 =— Zaw‘l(a) = (mod Zy).
K K p a:1 p

Per tant
1

(227)(_531@%2) =1 (mod p).

Per tant podem eliminar I'tltim terme i el 2p i el resultat sera equivalent a h,” modul p.
Finalment obtenim:

1
hp = (_531 wﬂ) (mOd p)v
J=1
j senar
p—4
7.3 1B+
h = J od
Jj=1
J senar
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Ara tenim una férmula per a h,; i també per als nombres de Bernoulli. Ens falta encara
relacionar que p divideixi h;, 1 que p divideixi h,,. Primer observem que una implicaci6 és
trivial, dones si p|h, , per definicié p|hy, ja que h, = hy/ h; . Per tant, només ens queda
per veure que si p|hy, aleshores p|h,, . Per veure-ho sera suficient veure que p|h; — plh, .

Usarem la segiient formula, anomenada la férmula del nombre de classes p-adica. La
seva, demostracié queda fora de I’abast d’aquest treball. Abans de tot, necessitem la
seglient definicid.

Definicié 7.5 (Regulador p-adic). Sigui K un cos de nombres. Sigui r = r; + 1o — 1,
on r1,T9 s6n el nombre d’immersions reals i imaginaries respectivament. Siguin doncs les
immersions de K a C, 01,...,00,00 41,001 415+ Ori4r9, Oryro- Stgui 0; = 1 8i 0; €s
real i d; = 2 si 0; és imaginari. Siguin €1, ..., €, unitats independents de K. Aleshores

RK,p(fh ey Gr) = det((Si logp<0i€j))1§i’j§,«.

St €1,...,€6 €s una base d’unitats de K modul arrels de la unitat, aleshores usarem la
seglient notacio:
Ri p(€1,...,6) = Rp(K).

Teorema 7.6 (Férmula del nombre de classes p-adica). Sigui X un grup de caracters de
Dirichlet tal que el seu cos de nombres associat K és totalment real, abelia i de grau n.

Aleshores
2" (K Ry(K) X))\
o I () oo

XX p

X mo principal
Proposicié 7.7. Sigui K un cos de nombres totalment real i abelia. Si p no divideix
[K : Q], existeiz només un primer de K sobre p, i l'index de ramificacid de p és com a
molt p — 1, aleshores

Demostracio. La demostracié usa alguns resultats vistos en aquest treball, pero princi-
palment usa raonaments basats en cossos p-adics. Com no hem profunditzat massa en
aquests cossos i les seves propietats, no farem la demostracié en aquest treball. Per una
demostracié detallada veure [1][Teorema 5.33]. O

Teorema 7.8. p|h} = plh, .
Demostracid. Els caracters corresponents a Q(¢,)" = Q(¢p + Cp_l) sén 1,w?,...,wP™3. El

grau de Pextensié Q((,)*/Q és n = %(p — 3). Per tant, per la férmula del nombre de
classes p-adic 7.6, tenim que

2 OECG) T )
=2

VA(QT((p))

j parell

Ara, observem que Q*((,) satisfa les condicions de 7.7, per tant

dQF ()|
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Aleshores obtenim que no poden ser divisibles per p. En conclusid, si p|h*t, aleshores cal

que p|Ly(1,w’) per algun j € {2,4,...,p — 3}.
Sigui i = j tal que p|L,(1,w’). Obtenim doncs que

-3

.1 6.13

0=Ly(l,w") = Ly(0,0") = —(1—w' ' (p))Byi-1 = —Bj i1 (mod p).
Finalment, com
p—4 1
h, = H (—§Bl,wj) (mod p),
j=1
j ‘senar
obtenim que p|h~. O
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