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Abstract

El teorema que ens esforcarem a demostrar en aquest Treball de fi de Grau és el
dels quatre colors. Plantejat per primera vegada per correspondéncia entre els ma-
tematics A. De Morgan i W. Hamilton I'any 1852. Dos anys més tard, I’any 1854,
es publica en la revista The Athenaeum un plantejament més formal.

No va ser fins cent vint-i-cinc anys més tard des del primer plantejament, l'any
1977, que es va demostrar el resultat. La prova, a carrec de K. Appel i W. Haken,
va ser pionera en 1'is de programes informatics per a demostrar resultats matema-
tics. Precisament per aquest motiu, la demostracié va generar prou controvérsia.

Demostrarem en aquest treball resultats necessaris, discutirem l'estratégia utilit-
zada per la primera i la segona prova (més establerta i simplificada, a carrec de
N. Robertson, D. Sanders, P. Seymour i R. Thomas) i justificarem la validesa dels
resultats obtinguts computacionalment per ordinadors.
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Agraiments

Vull agrair primerament aquest treball, com no podria ser d’una altra manera, a
I’Arnau, qui m’ha dirigit i tutelat, segurament sense saber-ho, de la millor manera
que podria haver demanat. Animant-me sempre a redactar un treball que fos meu,
que em sentis, en acabar-lo, molt propi. Deixant-me sempre espai perqué intentés
jo resoldre els entrebancs a la meva manera, i alhora, proporcionant-me les eines per
poder fer-ho. Sempre, també, disposat a dedicar-me temps i esfor¢os quan no me'n
sortia, i per veure quin podria ser el millor cami endavant quan si. En una altra no-
ta, he trobat preciés com ha aconseguit, durant tot el procés que ha estat redactar
aquest treball, fer-me sentir orgullés de la feina que he fet, sobretot, perqué ho ha
aconseguit fins i tot en els moments que més dificil m’ha semblat acabar produint
un treball amb cara i ulls. Potser els continguts apresos en si, tard o d’hora, em
volin del cap, pero, no crec que oblidi mai com i amb qui els vaig aprendre. Ha
estat tot un plaer poder treballar amb tu, Arnau.

Als matematics autors dels continguts sobre els quals m’he recolzat per apren-
dre i poder redactar el meu treball. Crec que en acabar jo aquest treball, potser
puc fer-me una idea de com de colossal i immens és el valor de la seva feina i treball.
Més personalment, a algunes persones que m’ho posen molt facil per estimar-les
i que m’han fet sentir també molt estimat en moments dificils. Al Jan, al Ferran,

al Roc, al Gerard, al Pol, a I’Alba, al Lluis i a la Marina, gracies per tot.

Als meus pares, 'Eduard i la Isabel, qui sempre m’han ofert un suport que ha
ressonat en totes les passes del meu cami fins aqui.

I a la Martina.

Tothom que he esmentat, i malauradament segur que també gent que no, m’ho
ha posat molt facil. Altre cop, gracies.
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1 Introducci6

Comencarem aquest treball contextualitzant historicament el problema dels qua-
tre colors, aixi com introduint terminologia i estratégies preliminars per discutir-lo
adequadament.

El problema fou inicialment formulat de manera molt innocent, ’any 1852, per
correspondéncia entre el matematic A. De Morgan i el també matematic W. Hamil-
ton. El primer plantejava al segon, que un estudiant seu li va demanar una ra6 per
la qual era cert que per qualsevol possible divisié (en regions) d’una 'figura’, eren
suficients només quatre colors per a poder trobar una assignacié entre les regions
i quatre colors de tal manera que dues regions adjacents rebessin diferents colors.
En aquesta carta, A. De Morgan ensenyava un exemple en el qual tres colors no
eren suficients, establint una cota inferior al nombre de colors necessaris per acolorir
qualsevol figura. I preguntava a W. Hamilton si no es podia trobar una figura amb
una subdivisié on cinc colors fossin necessaris.

Dos anys més tard, I'any 1854, F.G. publicava a la revista britanica The Anat-
heum un plantejament més formal del problema i feia incis en no haver trobat mai
cap exemple en el qual fossin estrictament necessaris cinc colors. Confessava pero,
no poder demostrar-ho per figures amb més de cinc subdivisions. I demanava on
podria trobar la prova pel cas general (que no existia) comentant I’aparent simpli-
citat del problema i la seva sorpresa al no haver-se creuat mai amb cap demostracio
d’aquest durant el seu estudi matematic.

A. Kempe publica a ’American Journal of Mathematics 'any 1879 una prova de
la conjectura, malauradament erronia. Pretenia demostrar la conjectura a través
d’inducci6 sobre el nombre de regions p d'un mapa M qualsevol (on un mapa és una
subdivisio en regions del pla). Assumia que qualsevol mapa dins d’una restriccio
d’aquests (tal que demostrar la propietat sobre la restriccié és suficient per demos-
trar la conjectura per qualsevol mapa) amb p < r regions és 4-colorable. Seguit,
considerava un mapa M, ; amb r + 1 regions. Havent demostrat que qualsevol
mapa dins la restriccié conté una regié P, amb exactament k regions adjacents per
k€ {1,2,3,4,5}, tenim que M,,; conté una d’aquestes possibles regions Pj. Per
cada cas, demostrava que M, és, efectivament, també 4-colorable. Considerava un
mapa M, amb r regions construit a partir de M, tot eliminant una frontera entre
la regi6 Py de M, i una de les regions adjacents (4-colorable per hipotesi d’in-
duccid) 1 demostrava a partir d’una 4-coloracié qualsevol de M, que M, també és
4-colorable. Com hem comentat, pero, la prova tenia un error que va ser esmentat
per P. Heawood 'any 1890. En el cas que M, conté P; els seus arguments fallen.
La seva feina, pero, va ser suficient per demostrar el teorema dels cinc colors, i les
técniques que va utilitzar van ser indispensables per la demostracio del teorema dels
quatre colors.

Les dues demostracions correctes del teorema dels quatre colors es basen a ob-
tenir conjunts finits de configuracions tals que una apareix en qualsevol possible



contraexemple minim, i demostracions del fet que les configuracions d’aquest con-
junt son reduibles, és a dir, no poden apareixen en contraexemples minims. Si fos
el cas, tenim demostrat per reduccié a ’absurd que no existeixen contraexemples
minims del que es desprén que no existeixen contraexemples i, per tant, el teorema
és cert. Veurem més endavant la definicié de contraexemples minims, configuracié
i la implicacié comentada. Es pot veure prou clarament la similitud entre aquesta
estratégia i la de A. Kempe.

Des de l'intent de demostracid6 de A. Kempe a la publicacié de les dues proves
que hem comentat, diversos matematics van publicar resultats al llarg dels anys
sobre conjunts inevitables (conjunts de configuracions tals que una apareix segur
en qualsevol possible contraexemple minim) i reductibilitat de configuracions, sense
arribar mai a combinar adequadament les dues parts.

Un pas important en ’obtencié de conjunts inevitables va ser la invenci6é del méto-
de de descarrega per H. Heesch. Aquest va permetre avancar més efectivament en
I’obtencié de conjunts inevitables.

Son K. Appel i W. Haken qui per primera vegada, ’any 1977, demostren que exis-
teix un conjunt inevitable de 1936 configuracions reduibles pel teorema dels quatre
colors. Ho aconsegueixen pero, comprovant amb ordinador la reductibilitat de les
seves configuracions. Aquesta aproximacié va ser pionera, en el sentit d’utilitzar
programes informatics per demostrar propietats desitjades d’objectes matematics.
El calcul, pero, és practicament impossible de reproduir a ma, el que va fer que la
seva demostracié no fos immediatament i global acceptada. No va ajudar tampoc el
fet que se n’hi van trobar errors, tot i que sempre es van poder corregir amb petites
modificacions de la demostracié original.

L’any 1994 es publica una demostraci6 alternativa del teorema per part de N. Ro-
bertson, D. Sanders, P. Seymour i R. Thomas. Aquesta segueix la mateixa estratégia
que hem descrit, pero utilitza certs resultats addicionals per arribar a un conjunt
inevitable molt més petit, amb només 600 configuracions tals que sén reduibles.

Com hem esmentat repetidament, el teorema dels quatre colors estableix que per
qualsevol mapa existeix una 4-coloracio de les seves cares en un maxim de 4 colors
de tal manera que dues cares amb una frontera comuna no comparteixin color.

El primer pas és en el nostre treball, és traduir el problema al llenguatge dels
grafs. De cada mapa M en podem construir el graf dual D(M), assignant a cada
cara un vértex i afegint una aresta entre dos vértexs (si les respectives cares eren
veines) per cada aresta comuna en el mapa i un bucle per cada aresta que només
té una cara incident, és a dir, un pont.

Observem que podem operar sobre qualsevol mapa de tal manera que la propie-
tat de ser 4-colorable es mantingui en el nou mapa, i que el graf dual d’aquest nou
mapa no tingui arestes dobles o bucles.



Aixo ho aconseguim contraient en un punt tots els ponts i totes les arestes ex-
cepte una les quals son incidents a les dues mateixes cares. Per la definicioé de graf
dual, només obtenim arestes dobles o bucles en aquests casos, i aixi els evitem. El
mapa resultant és essencialment el mateix per al problema que tractem perqueé les
adjacéncies entre cares es mantenen. Aixi doncs, veiem que demostrar la propietat
de ser 4-colorable sobre els grafs plans simples és equivalent a demostrar-la sobre
els mapes. Es poden trobar il-lustracions sobre el procés que hem comentat que
I'esclareixen molt adequadament a [14]

Estructura de la Memoria

Veurem al llarg de les tres seccions principals d’aquest treball, que no pot existir
cap graf que sigui un contraexemple pel teorema dels quatre colors. Per aixo, ens
basem en tot 'aprés a partir dels continguts [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10],
[11], [12], [13], [14] que es troben a les referéncies.

Al llarg de la primera, veurem algunes propietats que ha de complir qualsevol
suposat contraexemple minim (altre cop, definits més endavant), com ara la se-
va k — connectivitat o una cota inferior pels graus dels seus vértexs.

En la segona, il-lustrarem el métode de descarrega amb el qual construirem un
conjunt finit de configuracions (si fa o no fa, subgrafs amb algunes propietats esti-
pulades) les quals com a minim una d’elles ha d’aparéixer en qualsevol dels suposats
contraexemples que considerarem (altre cop, minims), aixo serd, construir un con-
junt inevitable de configuracions pels contraexemples minims del problema dels
quatre colors.

Per acabar, discutirem la metodologia amb la qual és possible comprovar amb ordi-
nador la reductibilitat de les configuracions que formen el nostre conjunt inevitable,
sent la reductibilitat la propietat que indica, com hem comentat, que una configu-
racié no pot ser present en un contraexemple minim.

També veurem on queda curt pel que fa a resultats el nostre treball, i com s’hauria
de complementar.



2 Contraexemples minims

En aquesta primera secci6, comentarem 'estratégia de la prova del teorema, que es
demostra per reduccié a ’absurd arran de suposar que existeixen contraexemples,
és a dir, que existeix com a minim un graf pla G tal que no és 4-colorable.

També demostrarem propietats dels elements d'un subconjunt d’aquests suposats
contraexemples necessaries per arribar a contradiccié. Dels elements d’aquest sub-
conjunt, en direm contraexemples minims.

2.1 Estratégia

Es senzill veure que en cas que existeixi un conjunt de contraexemples no nul pel
teorema dels quatre colors, entre aquests en tenim alguns tals que la suma del
nombre dels seus vértexs i el nombre de les seves arestes és menor o igual que la
dels altres contraexemples. Per tant, si demostrem que no existeixen aquests grafs,
per contrareciproc, tenim que no existeixen contraexemples. Aquest subconjunt de
contraexemples, seran els contraexemples minims.

La demostracié del teorema s’obté per reduccié a l’absurd, com ja hem comen-
tat. Suposarem que no existeixen contraexemples minims i construirem un conjunt
inevitable finit de configuracions per a qualsevol suposat contraexemple minim del
teorema dels quatre colors. Es a dir, un conjunt tal, que qualsevol contraexemple
minim conté un element d’aquest conjunt. Seguit, amb 1’ajuda de 'ordinador, es
comprova que efectivament, totes aquestes configuracions, son reduibles (sent la
reductibilitat la propietat que indica que una configuracié6 no pot ser continguda
en un contraexemple minim). Amb el qual tindriem que qualsevol contraexemple
minim conté una configuracié reduible, arribant aixi a contradiccié. En aquest cas,
no existeixen contraexemples minims i, per tant, no existeixen contraexemples

Definim adequadament a continuacio tots aquests conceptes esmentats.

Definici6 2.1. Un graf pla G és una parella ordenada (V(G), E(G)) de conjunts
finits que compleixen les segiients propietats:

1. V(G) C R?%

2. tota aresta e € E(G) és un arc entre dos vértexs diferents;

3. dues arestes diferents no tenen els mateizos dos extrems;

4. Uinterior (com a tot l'arc excepte els extrems) de cada aresta no conté vértexs

ni punts de cap altra aresta.

Diem que dos vértexs u,v € V(G) son adjacents (o veins), si son els dos extrems
d’alguna aresta de G, i notem (u,v) € E(G)



Es despren de la definici6 de graf pla, que no considerem grafs amb arestes dobles
o bucles.

Definicié 2.2. Una 4-coloracio d’un graf G és una assignacid de quatre colors
(codificats per 1,2,3,4) als vértexs de G tal que dos vértexs adjacents reben diferent
color. Es a dir, una 4-coloracio és una aplicacio

¢ V(@) — {1,2,3,4)
v —  c(v)

tal que per qualssevol dos vértexs u,v € V(G), si (u,v) € E(G) o (v,u) € E(G),
aleshores c(u) # c(v). I finalment, diem que un graf G és 4-colorable (o que admet
una 4-coloracid) si existeix una 4-coloracié de G.

Definicié 2.3. Definim un ordre parcial en els grafs plans de la segiient manera.
Siguin G+ H grafs plans,

H < G siinomés si |V(H)|+|E(H)| < |V(G)|+ |E(G)]

Definicié 2.4. Diem que G és un contraexemple minim (del teorema dels quatre
colors) si G és un graf pla tal que no existeix una 4-coloracid de G i si cap altre
contraexemple és menor que G amb Uordre que hem definit. Es a dir, per qualsevol
graf pla H, st H és contraexemple del teorema dels quatre colors, tenim H £ G.

Tenim, doncs, que si G és un contraexemple minim, qualsevol graf pla H tal que
H < G admet una 4-coloracio.

Per aquesta propietat dels contraexemples minims, podem demostrar també per
reduccié a ’absurd diverses propietats sobre aquests. Sigui G un contraexemple
minim. Definirem grafs H < G a partir de G que admeten una 4-coloraci6 a partir
de la qual podrem trobar una 4-coloracié de GG, arribant aixi a contradiccio.

Definim també configuraci6 i reductibilitat.
Notacio 1. Sigui S un conjunt. Notem P(S) al conjunt de parts de S.

Definici6é 2.5. Una configuracio és una parella ordenada (K, k) on K és un graf
pla i v €s una aplicacio

ko V(K) — P(Zy)

Les explicitarem de manera més laxa quan ho fem, per estalviar feina innecessa-
ria, sempre que quedi prou clara la configuracié. El conjunt v (u) per u € V(K)
seran els valors que pot prendre el grau d’u en el contraexemple minim que contin-
gui la configuracié. Sera sempre, o bé un valor concret, o bé tots els enters majors
que una cota inferior.

Observem que en qualsevol graf pla, els veins de cada vértex tenen un ordre concret.



Notacio 2. Sigui G un graf pla, i siguiv € V(G). Notem dg(v) el grau de v en G.

Definicié 2.6. Diem que un graf pla G conté una configuracid (K, k) si ezisteix
una aplicacio f: V(K) — V(Q) tal que satisfa les segiients propietats:

1. per u,v € V(K), si (u,v) € E(K), aleshores (f(u), f(v)) € E(G);

2. per u € V(K), sivy,...,v, son els vértexs adjacents a u en K, en aquest
mateiz ordre, aleshores, f(vy),..., f(v,) son els vértexs adjacents a f(u) en
G en aquest mateix ordre també. Es a dir, f preserva 'ordre d’adjacéncies;

3. perv e V(K) es compleix dg(f(v)) € yx(v).

Definicié 2.7. Diem que una configuracio K és reduible, si un contraexemple mi-
nim no la pot contenir, en el sentit que si la contingués, podriem 4-acolorir G i no
seria, per tant, un contraexemple minim.

2.2 Propietats

Demostrarem en aquesta seccioé certes propietats dels contraexemples minims tot
demostrant que certes configuracions séon reduibles pel teorema dels quatre colors.
Aquestes demostracions es poden fer enrevessades, i, de fet, no segueixen del tot
la metodologia general amb la qual es demostra, com veurem en la seccié quatre,
la reductibilitat de la gran majoria de configuracions en les proves acceptades del
teorema.

Tot i aix0, en fem un particular incis perqué il-lustren, aquestes demostracions,
la direcci6 dels esforcos amb els quals es va atacar el problema abans d’afegir pro-
grames informatics per obtenir resultats.

Seria ideal, poder demostrar la reductibilitat d’un conjunt inevitable de configu-
racions amb arguments més similars als d’aquesta seccio, i no haver de dependre de
calculs d’ordinador tan extensius. Malauradament, no s’ha aconseguit mai.

Notacidé 3. Sigui G un graf, v un vértex de G © S un subconjunt de vértexs de
G. Notem G —wv i G — S el graf resultant d’eliminar el vértex v de G 1 les arestes
wncidents amb v 1 el graf resultant d’eliminar tots els vertexs u € S de G 1 les arestes
incidents a qualsevol vértex u € S respectivament.

Proposicié 2.8. Si G és un contraezemple minim aleshores G és connex

Demostracio. Demostrem per reduccié a 'absurd. Suposem que no és connex. Si-
guin Hy,..., H, les components connexes de G. Els grafs Hy,..., H, admeten
cadascun una 4-coloracio ¢;, ja que H; < G per i =1,...,n, i, G és minim. Definim
la 4-coloraci6 ¢ tal que c¢(v) = ¢;(v) si v € H;. Tenim que ¢ és una 4-coloracié de G
i tenim, per tant, contradiccié per ser GG contraexemple. O]



Observem que en el que resta de seccio, farem servir incidentalment la nocié de
configuraci6. Comentem que cometrem un abtis de notacié a I’hora de definir-les
per facilitar la presentaci6 i alleugerar la lectura. Creiem que queden prou clares
les configuracions que estem considerant.

Proposicié 2.9. Si G és un contraezemple minim, totes les cares de G son trian-
gles, és a dir, un k — cicle amb k > 4 i amb Uinterior o ’exterior sense vertexrs és
una configuracio reduible. Per tant, G és una triangulacio.

Demostracio. Demostrem per reduccié a I'absurd. Suposem que G té una cara tal
que la seva frontera és un cicle C' amb longitud major que tres i amb l'interior
sense vértexs (analogament amb l'exterior). Tenim, doncs, per planaritat de G,
dos vertexs u,v € V(C') que no son adjacents. Considerem H el graf resultant
d’identificar u i v en un veértex x en 'interior de C'. H admet una 4-coloraci6 ¢, ja
que H < G (té un vértex menys) i G é minim. Definim c|v @\ fup) = ¢ @ c(u) =
c(v) = d(x). Amb el qual G és 4-colorable i per hipotesi un contraexemple amb el
que tenim la contradiccio. O

Proposicié 2.10. Un contraexemple minim G no té cap vértex v de grau 1, 2 0 3.
Es a dir, els vertexs de grau 1, 2, o 3 son configuracions reduibles.

Demostracio. Demostrem per reduccié a 'absurd. Suposem v € G tal que dg(v) =
3. Considerem el graf pla H = G —v. H admet una 4-coloraci6 ¢, ja que H < G
i G és minim. Aquesta 4-coloraci6 I'estenem a una 4-coloracié ¢ de G. En G, v
té 3 vertexs adjacents. Siguin wui, ug ¢ ug aquests vértexs. Tenim que existeix
ke {1,2,3,4} tal que k & {c'(u1), ¢(u2), ¢'(u3)}. Definim c|ygpo = ¢ i c(v) =k
amb el que tenim una 4-coloraci6 de GG. Tenim contradiccid per ser G' contraexemple.
Els altres dos casos es resolen de forma analoga. O

Observem que de manera analoga, podem veure que un contraexemple minim
pel teorema dels cinc colors, no conté cap vertex de grau 1, 2, 3 o 4. En tenir accés
a un color més, podem procedir de la mateixa manera i assignar al vértex v que
hem eliminat per obtenir H el color que quedi per assignar en els vértexs adjacents
av.

Definicié 2.11. Sigui G un graf i S C V(G). Definim el subgraf induit G(S) com
el graf amb conjunt de vertexs V(G(S)) = S i conjunt d’arestes E(G(S)) C E(G)
tal que e € E(G(S)), si i només si, els dos extrems u,v de e en G son tals que
u,v € S.

Definicioé 2.12. Sigut G un graf pla © ¢ una 4-coloracio de G. Siguin a,b €
{1,2,3,4}, a # b iu € G tal que c(u) = a o c(u) = b. Sigui S el subconjunt
de vertexs de G tals que ¢ els hi assigna el color a o'b. Es a dir,

S ={veV(Q)|cv) e {a,b}t}. Definim la (a,b) — cadena de Kempe K que conté

u en G amb la 4-coloracié ¢ com la component connexa de G(S) que conté u.

Ometrem esmentar la 4-coloraci6 si no hi ha ambigiiitat.



Observem que si tenim una 4-coloracié6 ¢; d'un graf G i una (a, b)—cadena de Kempe K,
podem obtenir una 4-coloraci6 c, alternativa. Definim ¢, tal que ca|y@pvx) = a1

asic(u)=2>b

i per u € V(K), cy(u) = , ()
bsic(u)=a

¢y també és una 4-coloraci6é de G. Diem que obtenim ¢ a través d’un intercanvi de

Kempe.

Proposicié 2.13. Un contraezemple minim G no té cap vértex de grau 4. Es a
dir, un vertex de grau 4 €s una configuracio reduible.

Demostracio. Demostrem per reduccié a 'absurd. Sigui G' un contraexemple i
v € G tal que dg(v) = 4. Considerem H = G —v < G que admet una 4-coloraci6 ¢
per ser G minim. Siguin uy, us, u3, uy4 €ls vértexs veins de v en sentit horari en G.

Si {d(uy),d (ug),d (us),d(ug)} # {1,2,3,4} estenem ¢ a ¢ de tal manera que
cviene = ¢ 1c(w) = a amb a € {1,2,3,4}\{c'(w1), ¢ (u2), (us), ¢ (uqg)}. Tin-
driem aixi contradiccié per ser GG contraexemple.

Si {c(u1),  (ug), ' (us), ' (ug)} = {1,2,3,4}, suposem sense pérdua de generalitat
d(u;) =i per i =1,2,3,4 i considerem les cadenes de Kempe K; i K tals que K,
és la (1,3) — cadena de Kempe que conté uy i Ky és la (2,4) — cadena de Kempe
que conté uy en H amb la 4-coloracié ¢’. Observem que no podem tenir alhora
uz € Ki 1wy € Ky perqué aleshores K; i K, intersecarien per planaritat de G i
tindriem w € V(K;) N V(K3) que no pot ocorrer perqué K; i Ky son en colors
complementaris, és a dir, tenim que per tot w; € Ky, ¢(w;) = 1 0 3 i per tot
wy € Ky, d(wy) =20 4.

Siuz € Kiiug € Ky

w

@ Vértex que rep el color k
— K
— K,

Si usz ¢ K, intercanviem els colors en la cadena K i obtenim la 4-coloracié ¢’ de
H amb ’(u;) € {2,3,4} per i = 1,2,3,4 que podem estendre a una 4-coloracié
c de G de la mateixa manera que en la proposicié anterior. Il-lustrem els vertexs
Uy, Usg, Uz, Uy en el graf H = G — v.



Uus ¢ Kli

23-2¢
—
OnOBNOSE)
@ Vértex que rep el color k

Si, en canvi, uz € K; i ug ¢ Ky, intercanviem els colors de la cadena K i procedim
igual.

Us € Kli

83-35

@ Veértex que rep el color k
— K

En tot cas, tenim contradiccié per ser G contraexemple. O

Observem altre cop, que de manera analoga, podem demostrar que cap contra-
exemple minim pel teorema dels cinc colors conté un veértex v de grau cinc. En el
pitjor dels casos, H = G — v acoloreix els veins uq,...,us de v utilitzant els cinc
colors. En aquest cas, i com hem comentat, de manera analoga, veiem que no po-
dem tenir alhora dues cadenes de Kempe en colors complementaris que continguin
la primera uq i uyg, i la segona us i us. Per tant, ens podem deslliurar d’un dels
colors a través de l'intercanvi de Kempe permes.

Veiem ara que és prou senzill obtenir un conjunt inevitable de configuracions redu-
ibles pel teorema dels cinc colors utilitzant alguns resultats previs.

Proposiciéo 2.14. Sigui G un graf pla connex tal que |V(G)| > 3. Aleshores es
compleix

[E(G)] < 3|V(G)] - 6.

Proposicioé 2.15. Sigui G un graf pla. Aleshores existeiz v € V(G) tal que dg(v) <
5

Demostracio. Demostrem per reducci6 a 'absurd. Suposem que dg(v) > 6 per tot
v € V(G). Tenim, doncs,

AE@) = 3 dolv) = 6]V(G)].

veV(Q)



Per tant,
|E(G)| = 3|V(G)]
i tenim doncs contradiccidé amb la proposicié anterior. O

Proposicié 2.16. El conjunt A = {vy, va,v3, 04,05} amb vy un vértex de grau k és
un conjunt inevitable de configuracions reduibles pel teorema dels cinc colors.

Demostracio. Es desprén de la proposicié anterior (la inevitabilitat) i d’haver vist
anteriorment que séon reduibles. O

D’aquesta manera es va demostrar el teorema dels cinc colors a partir de la pro-
va erronia del teorema dels quatre colors de Kempe. Hem comentat que ell la va
escriure utilitzant la induccio, pero és senzill passar d’'un métode de demostracio a
'altre (sent l'altre, clarament, la reducci6 a I’absurd).

Estudiarem ara la k — connectivitat d’'un contraexemple minim G pel teorema
dels quatre colors. Per a aixo, demostrem primer el segiient teorema i corresponent
corol-lari.

Teorema 2.17. Sigui G una triangulacid plana connexa amb |V (G)| > 4. Sigui
S C V(G) un conjunt desconnectant, aixo és, que G — S no és connez. Siguin Gy
i Gy dues components connexes de G — S. Aleshores, G(S) conté un cicle C' que
separa les components G i Gs.

Demostracio. Siguin v; € V(G1) 1 vy € V(G3). Pel teorema de la corba de Jordan
és suficient veure que no existeix un cami

v [0,1] — R2\G(S9)
tal que y(0) = vy 1 (1) = vo.

Demostrem per reduccié a I'absurd. Suposem que existeix 7, i veiem que podem
construir una successio finita de vértexs tals que cap pertany a S i tals que cadas-
cun ¢és adjacent al segiient en G, fet que contradiu que v; i v9 no formen part de
la mateixa component connexa de G — S. Siguin T7,..., T, els triangles de G pels
quals passa ~. Definim una aplicacid

f An,.... 7.} — V(G)

T; — f(Ti) = wi
de tal manera que u; € T; q,peri=1,....n—1liu; € T;iu; ¢ Speri=1,...,n.
Definim també ug = v;.
Per i = 1,...,n — 1, sigui e; la i — essima aresta de G que 7 creua. Sabem

que e¢; ¢ E(G(Y)), i per aixo, com a minim un dels extrems d’e; no pertany a S i
e; és incident amb els triangles T; i T;41. Si e; és 'aresta oposada a u;_1 (és a dir,
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és I'inica aresta del triangle T; tal que u; no n’és incident), definim f(7;) = u; amb
u; el vértex incident a e; que no pertany a S (si cap dels dos vértexs incidents a e;
pertany a S, en podem escollir qualsevol dels dos). Si, en canvi, e; és incident a
u;—1, definim f(7}) = u;_1.

Sigui com sigui, observem que u; € e; per i = 1,...,n — 1, per tant, es compleix
u; €Tyiu; € Tiyqg peri=1,...,n — 1. Definim per dltim f(7,,) = u, = vy € T,.

D’aquesta manera tenim la successio de vértexs {v; = wug, U1, ..., Up_1,U, = U2}
amb u; € Tyyq,peri=0,...,n—1liu; €T;iu; ¢ Speri=0,...,n. Pertant, dos
vertexs successius formen part del mateix triangle, i com que tots els vértexs d’un
mateix triangle son adjacents en G, i cap d’aquests forma part de S, tenim arestes
que uneixen les parelles de vértexs successius tals que, les arestes, no formen part
de E(G(S)), amb el que v; i vy formen part de la mateixa component connexa de
G — S i hem arribat a contradiccio.

[l-lustrem un exemple:

Vo = Up

Up—g4 = Up—3 =
51 U2 = Up—2 = Unp-1

V1 = Uop us
Ug

Ug = U = Ug \/ U7 = Ug Un—6

° Vertex de V(G)\S.
° Veértex de S.

—— Cami entre vq i1 vy dins G.

]

Definici6 2.18. Definim S un conjunt desconnectant minim si G —.S no €s connex,
pero si que ho és G — S per tot 8" C S.

Corol-lari 2.19. Sigui G una triangulacio plana connexa i sigui S un conjunt
desconnectant minim. Aleshores G(S) és un cicle.

Demostracio. Pel teorema anterior, G(S) conté un cicle C' que desconnecta el graf
G. Tenim G(S) = C'. Si no ho fos, S no seria minim. O

11



Proposicié 2.20. Sigut G un contraezemple minim, aleshores, G és 4 — connex.

No incloem la demostracié perqué veurem la de la segiient proposicio.

Notaci6é 4. Notarem, si tenim un graf G que conté un k — cicle C' amb vertexs
{v1,...,uc} en sentit horari i una coloracié ¢ de G, ¢(C) = (ay,...,ax) si i només
si c(v1) = aq, ..., c(vg) = ag.

Proposicié 2.21. Sigui G un contraezemple minim, aleshores, G és 5 — connex.

Demostracio. Pel corol-lari i la proposicio anterior, és suficient veure que G no conté
un 4 — cicle separador.

Demostrem per reduccié a 'absurd. Suposem que G conté un 4 —cicle C' que separa
G en dues o més components. Aquestes les podem separar segons si soén internes o
externes, i en tenim com a minim una de cada, ja que, si no, tindriem una cara de
GG que no és un triangle, i, sabem que tot contraexemple minim és una triangulacio.
Siguin vy, va, v3, vy els vértexs de C' en sentit horari. Siguin I C V(G) els vértexs
interiors i £ C V(G) els vértexs exteriors. Definim E+C =G—-1il+C=G—-FE
i definim també H; i Hy com els grafs resultants d’identificar v; i v3 en un sol ver-
tex x en el graf £+ C'itambé vy i v3 en un vértex y en el graf I + C respectivament.

H, i Hy admeten coloracions ¢ i ¢; perqué séon menors que G. Aquestes les
podem estendre a coloracions cg i ¢; de £+ C i de I + C' respectivament pre-
nent cg(v1) = cp(vs) = cp(x) i celvEron{uwy = Cg 1 cr(v) = cr(vs) = ci(y) i
CI’V(I+C’)\{1;1,U3} = ¢}. Tenim doncs coloracions cg i ¢; de £+ C' i de I 4+ C respec-
tivament tals que sén en tres colors sobre els vértexs de C. Podem assumir sense
pérdua de generalitat, cg(C) = (1,2,1,2) o cg(C) = (1,2,1,3) i ¢;(C) = (1,2, 1, 2)
oc(C)=(1,2,1,3). Aix0 és, perqué podriem obtenir aquestes coloracions a partir
d’una permutacié dels colors sobre qualsevol possible 4-coloracié de C' tal que els
vértexs vy 1 v3 reben el mateix color. Es a dir, les coloracions cg i ¢y s6n aquestes
llevat d'una possible permutacié. Farem un seguit d’il-lustracions per complementar
la demostraci6. Les linies discontinues representen les identificacions, els vértexs en
negre son els vértexs de C' en C' + F i els blaus son els vértexs de C' també, pero
en C' 4 I. En cas que aparegui un veértex numerat, sera el valor que li assigni una

4-coloracio.

,
/
.
,
o.g ' o.g
\ -

Veiem a continuacié, que, o bé cg(C) = ¢;(C), o bé podem obtenir coloracions
ep 1 ey alternatives de F 4+ C' i de I + C respectivament tals que eg(C) = e;(C).
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Suposem cg(C) # ¢1(C), ce(C) = (1,2,1,2) i ¢;(C) = (1,2,1,3) (en cas contrari
repetim la demostracié intercanviant els papers de cg i ¢j).

€ )
wr-$ P a7

Considerem el graf H resultant d’identificar v, i v4 en un vértex z en el graf I + C'.
H admet una 4-coloraci6 €}, que podem estendre altre cop a una 4-coloraci6 e; de
I+ C. Podem assumir ara també, gracies a possibles permutacions dels colors, que
er(C) =(1,2,1,2) o bé ef(C) = (1,2,3,2). En el primer cas, ja tenim coloracions
de E+ Cide I + C que coincideixen en V(C') (cg i e; respectivament). Suposem

doncs ¢;(C) = (1,2,3,2).
@0 O—@
O—@ 20—

Siguin K7 i Ky la (1,4)—cadena de Kempe que conté vs ila (2, 3)—cadena de Kempe
que conté vy en £+ C' amb la 4-coloraci6 cg respectivament. Observem que no po-
dem tenir alhora v; € Kj i vy € Ky perqué intersecarien per planaritat de G (ja
hem vist que dues cadenes de Kempe de colors complementaris no poden intersecar).

Suposem v; ¢ K;. Podem obtenir una 4-coloraci6 alternativa e, de E + C' inter-
canviant els colors de la cadena K7, tal que e%z(C) = (1, 2,4, 2) i aquesta 4-coloraci6
compleix que permutant en ella tots els quatres per tres i viceversa, obtenim la
4-coloraci6 e tal que ep(C (1,2,3,2) = ¢;(C

9 0 9 0
U1¢K1 —eEC ) =er(C)
0 9 ol 9

Si, en canvi, v; € K, tenim vy ¢ Ky i podem obtenir la 4-coloraci6 e de E 4 C'
intercanviant els colors de la cadena K, tal que eg(C) = (1,2,1,3) = ¢/(C), i
definir e; = ¢;.

weki (D2 O
R O @ SVt

En tot cas, tenim coloracions eg de E + C'i ey de I + C tals que eg(C) = ¢;(C).
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Es facil veure ara que G admet una 4-coloracié ¢. Cap vértex de I és adjacent
amb cap vertex de E'1 V(I) NV (E) = (), per tant, definim la 4-coloraci6 ¢ tal que
er(v) sivel
perv € G, c(v) =< ep(v) sive E
ep(v) =¢e;(v) sivel
O

Proposicié 2.22. Sigui G un contraezemple minim. G no conté un 5-cicle sepa-
rador C' excepte si l'interior o l'exterior és un sol vértex. Fs a dir, un 5 — cicle tal
que 'interior o ’exterior son més d’un vértexr és una configuracio reduible.

Demostracio. Demostrem per reduccié a ’absurd de manera similar a la proposicio
anterior. Suposem que GG conté un 5—cicle separador C' tal que I'interior i ’exterior
no so6n un sol vértex. Siguin vy, ve, v3, vy, V5 els vértexs de C en sentit horari i siguin
I C V(G) els vertexs interiors i £ C V(G) els vértexs exteriors.

Definim F4+C =G—111+C = G— E idefinim també H; i Hy com els grafs resul-
tants d’identificar tots els vértexs del conjunt I en un sol vértex x en el graf G i tots
els vértexs del conjunt E en un sol vértex y també en el graf G. Aquests vértexs x i
y son adjacents en H; i Hs respectivament a tots els vértexs de C', per no ser trivi-
als 'interior i 'exterior, i perqué sabem que el grau minim dels vértexs de GG és cinc.

Hy i Hy admeten coloracions tals que acoloreixen V(C') com a molt en tres co-
lors. Per ser cinc senar, ha de ser exactament en tres colors. Suposem sense pérdua
de generalitat que els colors sén 1,21 3. Per tant, tenim coloracions cg i ¢y de E+C
i de I + C tals que son en tres colors sobre C. Les coloracions cg i ¢y indueixen
coloracions sobre C, i aquestes queden univocament determinades, excepte per per-
mutacions de colors, pel vértex de C' que no comparteix color amb cap altre vértex

de C. D’aquest vértex v en direm veértex tnic, i notarem, per ¢ una 4-coloraci6 de
E+Codel+C, m(c)=n.

Suposarem m(cg) = v;. Si m(c;) = vy, tenim la mateixa 4-coloracio en C' lle-
vat d’una permutaci6 dels colors, i aleshores podriem obtenir una 4-coloracié de G
combinant de la mateixa manera que en la proposicié anterior cg i c;.

Si m(cg) # m(cr), podem suposar que m(cy) = ve 0 m(cy) = vs. Veurem ara,
que si m(cr) = vz, podem obtenir coloracions alternatives dg idy de E4+Cil+C
respectivament tals que, o bé m(d;) = vq, 0 bé dg(C) = d;(C).

Si m(cg) = v1 1 m(cr) = vs, tenim cg(C) = (3,1,2,1,3) 1 ¢/(C) = (1,2,3,1,2)
llevat de possibles permutacions. Siguin Kj i K la (2,3) — cadena de Kempe que
conté vy ila (1,4) — cadena de Kempe que conté vy amb la coloracio ¢y en I + C
respectivament. Altre cop, no podem tenir alhora v5 € K i v; € K5 per planaritat
de G, i, per tant, de I + C.

Si vs ¢ K;, podem obtenir la 4-coloraci6 d; de I + C tal que d;(C) = (1,3,2,1,2)
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amb un intercanvi de Kempe sobre els vértexs de K; amb el que m(d;) = vs.
[l-lustrarem alguns passos: els vértexs en negre son els vertexs de C'en C' + F i
els blaus soén els vertexs de C' també, perd en C' + I. Altre cop, les numeracions
corresponen al valor que assigna la 4-coloracio, i les linies discontinues representen
identificacions.

U5¢K1

(D) (D)
O3 O—®
Si, en canvi, vs € K7, tenim v; ¢ Kj i podem obtenir la 4-coloraci6 d; de I + C' tal

que d;(C) = (1,2,3,4,2).

’U5€K1
- Kl

SRt O

Obtenim en aquest cas, també una 4-coloraci6 dg alternativa de E + C en la qual
dg(v2) = dg(vs). La obtenim identificant aquests dos vertexs en E + C acolorint el
graf resultat, i estenent-la a la coloraci6 dg de 4+ C' com hem fet en la proposicio
anterior. Sense pérdua de generalitat, suposem dg(C) = (x,1,2,3,1).

Siz = 2, aleshores dg(C) = (2,1,2,3,1) i m(dg) = v4 que és adjacent a m(cy) = vs.
Si x =3, m(dg) = m(cs) i, per tant, llevat de permutacio, dg(C) = d;(C).

I finalment, si x =4, dg(C) = d;(C) llevat d’una permutacié dels colors.




Per tant, podem suposar que, o bé cg(C) = ¢;(C), o bé m(cg) = v1 i m(cr) = vs.
Veiem ara que sempre podem obtenir coloracions que coincideixen en C' de I + C'i
de E + C a partir de coloracions cg i ¢y de C'+ E i de C + I tals que m(cg) = vy i
m(cy) = vs.

Siguin ara K i Ky la (1,4) — cadena de Kempe que conté vs ila (2,3) — cadena
de Kempe que conté vy en I + C amb la 4-coloracio ¢y tal que ¢;(C) = (2,3,1,2,1)
respectivament. Altre cop, no podem tenir alhora vs € K; i vy € K.

Si vy ¢ Ky (tenim també vy ¢ Ks), podem obtenir la 4-coloracié d; de I + C' mit-
jangant un intercanvi de Kempe tal que d;(C) = (2,3,1,3,1) i, per tant, m(d;) =

V1 = m(dE)

1)2¢K2

(2) (2)
20— B
Si, en canvi, vy € Ky, aleshores, v5 ¢ K i podem obtenir la 4-coloraci6 dy de I 4+ C'

tal que d;(C) = (2,3,4,2,1).

vy € Ko

— K
En aquest cas, de la mateixa manera que abans, obtenim una 4-coloraci6é dg de
E+ C tal que dg(v1) = dg(vy). Sense pérdua de generalitat, dg(C) = (2,3,4, 2, z).

Sixz=4,dg = (2,3,4,2,4) i, per tant, m(dg) = vy = m(cs) i aleshores dg(C) =
d;(C) llevat d’'una permutacio dels colors.

Finalment, si x = 3, dg(C) = (2,3,4,2,3) i m(dg) = vs.
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(2) (2) (2)
o e.e OB
@—® 2—® @—®
Hem obtingut, en el pitjor dels casos, a partir de coloracions cg i ¢; de E+ C'i
de I + C tals que m(cg) = v1 1 m(e¢;) = vy respectivament, coloracions dg i ¢; de
E + Cide I+ C respectivament tals que m(dg) = v3 i m(cy) = vy. Repetint el
procés intercanviant els papers de £+ C'i [ +C', podem obtenir coloracions dg i d;
de E+ C ide I + C respectivament tals que m(dg) = v3 i m(dy) = vy. Iterant dues
vegades més, obtenim dues coloracions eg i ey de £+ C'i de I 4+ C' respectivament
tals que m(eg) = vs 1 m(ey) = vy, per tant, tenim les coloracions cg i ey de E+C'i

de I + C respectivament tals que m(cg) = m(es) i, per tant, cg(C) = e;(C) llevat
d’una permutaci6 dels colors. O

Amb aquesta proposicioé tenim que qualsevol 5 — cicle separador en un contrae-
xemple minim G separa el graf en components on com a minim una és trivial. Pel
resultat que un conjunt desconnectant minim és un cicle, tenim que G és essencial-
ment 6-connex. Aix0 és, que per qualsevol conjunt S C V(G) amb |S| =51 tal que
G — S no és connex, tenim que S és un 5 — cicle tal que el seu interior (o exterior)
és un sol vertex.

Tenim doncs, que qualsevol contraexemple minim, és una triangulacio, cinc és una
cota inferior pels graus dels seus vértexs, i és essencialment 6-connex.
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3 Meétode de descarrega: conjunts inevitables

En aquesta seccié il-lustrarem el métode amb el qual obtindrem un conjunt de
configuracions tals que com a minim una d’elles apareix en qualsevol possible con-
traexemple minim.

Sigui G un graf. Definirem una funcié £ que anomenarem carrega

& V(G) — R
v — &)

tal que coneguem Z £(v). I definirem un algorisme de descarrega el qual donada

veV(G)
una carrega inicial & obtindra una segona carrega &1. Aquest algorisme el definim
localment i tal que Z &o(v Z & (v). Donat un conjunt de configuraci-
veEV(Q) veV(G)

ons, demostrarem per contradiccié que un graf amb certes propietats conté alguna
d’aquestes configuracions. Suposarem que no en conté cap, i aplicant 1’algorisme

arribem a contradiccié veient Z Eo(v) # Z &1(v)

veV(G) veV(G)

Definicioé 3.1. Sigui S un conjunt finit de configuracions i G un graf. Diem que S
és un conjunt inevitable per G si G conté com a minim alguna configuracio de S.

3.1 Exemple del métode

Proposicié 3.2. Sigui G un graf qualsevol tal que el grau mitja sobre G, d(G),
és menor que 3. Sigui S = {vo,v1,l1,l2,13,14,l5} amb v; un vértex de grau i per
1=0,111; un vertex de grau 2 amb un vei de grau i en G peri=1,2,3,4,5. S és
un conjunt inevitable per G.

Demostracio. Definim la carrega inicial &

&o: V(G) — Z
v — &(v) = d(v)

tenim Z £(v) = nd(G) < 3n. Definim l'algorisme de descarrega tal que els vér-

2+ 1 -5 sid(v) =
fo— % Sld( )7&2

on k, és el nombre de veins de grau 2 de v. Suposem que G no conte cap element
de S. Veiem que & (v) > 3 per tot v € v(G). Tenim per hipotesi, d(v) > 2 per tot
v € V(G) (perqué suposem G no conté vy ni v,). Tenim que pels vértexs v de grau
2,3,4,5, k, = 0 (perqué G no conté [; per i = 1,2,3,4,5). Per tant, els vertexs
v de grau 2 queden amb & (v) = 2+ 1 i els vertexs w de grau 3,4,5 no perden

texs de grau 2 reben carrega 1 de cada vef. Aixo és, & (v) = {
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carrega i queden amb & (w) > 3. Sigui t € V(G) amb dg(t) = m > 6. Tenim

&(t) = kt >m — 3 =% > 3. Tenim doncs & (v) > 3 per tot v € G, per tant,

3n > Z §0 Z &1(v) > 3n que és clarament una contradiccio. O
veV(G) veV(Q)

3.2 Primer conjunt inevitable pel problema dels 4 colors

Utilitzarem ara el métode de descarrega per trobar un conjunt inevitable de confi-
guracions per una triangulacié plana G essencialment 6-connexa tal que

min{de(v) | v € V(G)} > 5.

Com hem comentat, suposarem que un graf amb aquestes propietats no conté cap
de les configuracions del conjunt a demostrar inevitable. Per tant, podriem ob-
viar aquestes propietats, i afegir al conjunt inevitable les configuracions que en
demostrar-se la seva no preséncia ens les proporcionen. En suposar que aquestes
configuracions no formen part del contraexemple minim, Tindriem les mateixes pro-
pietats.

No procedim aixi, primerament perqué queda més recollida tota la demostracioé si
no ho fem, i, en segon lloc, perqueé la reductibilitat de les configuracions del conjunt
inevitable, es demostra com comentarem en la seccidé quatre, altre cop, utilitzant
programes informatics, i és, per tant, interessant separar-les.

Necessitem primer trobar una carrega inicial &, tal que coneguem Z &o(v).
veV(G)

Sigui n = [V(G)| i e = |E(G)|.

Tenim e = 3n — 6 per ser GG triangulaci6. Observem

Y 6—dg(v)=6n— Y  da(v)=06n—2e=06n-—2(3n—6)=12
veV(Q) veV(Q)

ja que, com que cada aresta 'compta’ per dos vértexs,
Z dg(v) = 2e.
v(G)

Per tant, podem definir £ (v) = 6 — dg(v) per v € V(G)

Notacié 5. Notarem vy, un vértex de grau k.

Farem servir a continuacio, ara més explicitament, la nocié de configuraci6. Al-
tre cop cometrem un abtus de notaci6 a I’hora de definir les configuracions que
considerem en la segilient proposicio, pels mateixos motius que abans.

Proposicié 3.3. Sigui G una triangulacio essencialment 6 — connexa tal que
min{dg(v) | v € V(G)} > 5. Sigui K el conjunt de totes les configuracions
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amb un v; amb com a molt j — 2 vértexs vs adjacents per j = 9,10,11, i sigus
A= KU{vs,v7,T,U, K;} onT és un vs amb tres veins vs consecutius i U és un vg
amb cinc veins vs consecutius. Aleshores A €s un conjunt inevitable de configura-
cions per G.

Demostracio. Demostrem per reduccié a I'absurd. Suposem que G no conté cap
element d’A. Definim &y(v) = 6 — dg(v) per v € V(G). Per ser G triangulacio, els
veins de cada veértex v formen un cicle, en direm C,, tal que cada vertex del cicle
només és adjacent al precedent i al posterior vértex del cicle, per connectivitat de
G. Per tant, cada vertex de C,, té només dos veins que pertanyen a C,. Fixem vy
amb k£ > 8. Siguin uy, ..., u, els vértexs de grau cinc de C,,, definim el pes

Wy, : Aur,...u,} — {1,2}
s Wy, ()

1 si s té un vei de grau cinc en C,,

tal que w,, (s) =

1 () {2 altrament

i transferirem carrega des dels vértexs u de grau cinc als vertexs vy amb k > 8 veins
d’u segons el seu pes w,, (u). Notem p,, i ¢, la quantitat de vértexs vs amb pes
1 i amb pes 2 en C,, respectivament. u transfereix a cada vef v, amb k& > 8 una
carrega de

woy (W&o (v) _ woy (W) (k—6)
Dog, +2qv, Do, +2qu;,
Sigui v un veértex de G i siguin vy, ..., vs els veins de grau k > 8 d’u. Aixi, tenim:

6oln) — Sig " si da(u) =
&i(u) =

Eo(u) + pu 220 4 g, 290 g Gy (u) > 8

La nova carrega & és negativa o 0 per tots els vertexs de G. Veiem per qué. Primer
de tot, els vértexs v que augmenten de carrega son els de grau dg(v) = k > 8.
Reben exactament una carrega de

(k—6)

2(k—6)
Py Pv+2qv

Pv+2qy’

+ o
per tant, queden amb carrega total

6_]{:_'_%(16*6)_}_2%(]?*6):6_k+pv+2qu(k_6):6_k+k_6:0

Pv+2qu Pv+2qu Pvt2qu

Veiem ara els vértexs vs. Sigui w un vértex vs qualsevol. u no pot tenir quatre o
cinc veins vs, ni tres veins vs consecutius per haver suposat que G no conté T'. Per
tant, en té tres no consecutius, dos, un, o cap. Veiem els pesos que té u respecte
als vértexs veins v, amb &k > 8 (en direm vértexs majors) en tots els casos, i veiem
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Wy, (1)

que, si u envia com a minim carrega als veins majors, u quedaria amb carrega
final & (u) < 0. Siguin vy, ..., v, els veins majors d’u.

Cas 1: u té tres veins vs no consecutius en C,. I els altres dos veins, sén, doncs,
vértexs majors no consecutius en C,. Siguin aquests dos vértexs majors vy i vs.
Veiem que w,, (u) = w,,(u) = 2, per tant, la carrega final d'u, & (u), quedaria

&(u) <1-—

= 1N

2
-2=0

si u envia com a minim la quantitat de carrega que hem comentat a cada vei major.

D Vértex de grau > 8.

Q Veértex de grau 5.

Cas 2: u té dos veins v consecutius en C),. Els altres tres, son, doncs, vértexs
majors consecutius en C,. Siguin vy, v9, v3 aquests veértexs en sentit horari. Els
pesos queden doncs: wy, (u) = Wy, (u) = 11 w,,(u) = 2 i, per tant, la carrega final
quedaria

si u envia com a minim la quantitat de carrega que hem comentat a cada vei major.
Cas 3: u té dos veins vs no consecutius en C,. Els altres tres, son, doncs, vértexs
majors, dos dels quals sén consecutius i ’altre no en C,. Siguin vy, vo, v3 aquests

vertexs en sentit horari. Suposem vy, v, s6n consecutius en C,,. Els pesos queden
doncs: wy, (1) = wy,(u) = 11 wy,(u) = 2 1, per tant, la carrega final quedaria

si u envia com a minim la quantitat de carrega que hem comentat a cada vei major.
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I:] Vertex de grau > 8.

Q Vertex de grau 5.

Cas 4: u té un vei vs. Els altres quatre, son, doncs, vértexs majors consecutius en
C,. Siguin vy, v9,v3,v4 aquests vertexs en sentit horari. Els pesos queden doncs:
Wy, (1) = wy, (1) =11 wy,(u) = w,, =2 1, per tant, la carrega final quedaria

si u envia com a minim la quantitat de carrega que hem comentat a cada vei major.

Cas 5: u té cinc veins majors. Siguin vy, vs, V3, V4, V5 aquests vértexs en sentit
horari. Els pesos queden doncs: w,, (u) = 2 per ¢ = 1,2,3,4,5 i, per tant, la carrega
final quedaria

Gi(u) <1-52=-2<0

N

si u envia com a minim la quantitat de carrega que hem comentat a cada vei major.

Cas 4: Cas 5:

I:] Veértex de grau > 8.

Q Veértex de grau 5.

Siguin altre cop u un vértex vs qualsevol i v un vértex vy amb k£ > 8 adjacent a
u. Veiem ara que la quantitat de carrega que envia v a v és més gran que w“T(“).
Separem per casos sobre k.

Cas k > 11: Tenim p, + ¢, < k, i en particular ¢, < k. Recordem que la car-
rega que perd u i guanya v és

wy(u)(k — 6)
Do+ 2¢y
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Veiem que,

wo () (k=6) < wy(w)(k=6) ~ wy(u)
Po+2qu Z 2k 2 4

ja que,

Pot ot ao <k+k i, 55> 1 perk>11
Cas k =9,10,11. Com que G no conté K; per j =9,10,11, tenim p, + ¢, < k — 2.
Siguin wuq, ..., u, els vértexs vs adjacents a v, i sigui H el graf format pels vértexs
u; per ¢ = 1,...,n i tal que dos vertexs u;,w; € H son adjacents en H si ho son en
Cy,. H esta format per vertexs de grau zero, i per camins. Els extrems d’aquests
camins son els vertexs w, ' (1), per tant, p, és parell (cada cami té exactament dos
extrems que corresponen a un vértex de w,'(1)). Veiem que g, < k — 4.

Si Dy = 07

I

Go < E<k—4sik=0910,11,

ja que H consisteix forcosament només de vértexs aillats.

Sip, > 2,
Qo=DPo+q—DPo<pst+q@—2<k—4
perque
Pt g < k=2,
per tant,
e > M 2
perqué

Dot qp<k—2 14, g <k—4ipertant, p,+q+q < (k—2)+(k—4)=2k—6
i perqué

k—6 2

T per k=9,10,11

1
1
Cas k = 8: Com que G no conté U, v té com a molt sis veins vy (si en té més, en
té segur cinc consecutius). Per tant, p, + ¢, < 6. Si p, + ¢, = 6, Les components
de H, definit com en el cas anterior, tenen com a molt quatre vértexs, altre cop,
perqué G no conté U. Per tant, H té dues components cadascuna amb tres vértexs,
o una amb quatre i l'altre amb dos. En tot cas, p, = 41 ¢, = 2, i, per tant,
Po + 2q, = 8. Sip, + q, = 5, H pot tenir les segiients seqiiéncies de nombres de
vértexs per component: (4,1),(3,2),(3,1,1),(2,2,1). En tots els casos, p,+2¢, < 8.
Si py + ¢p < 4, tenim p, + 2¢, < 8 (es pot comprovar directament per casos sobre
els valors que poden prendre p, i ¢,). Per tant,
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W, (u)(8—6) > 2wy, (u)  wey (u)

Pu+2qu - 8 4

Queda doncs demostrat que cada vértex u de grau cinc envia a cada vei v, amb
k > 8 una carrega igual o major que w”’“T(u), i hem vist que en aquest cas, vs queda
amb carrega & (u) < 0. Juntament amb el resultat que els vértexs v, amb k > 8
reben prou poca carrega per quedar també amb carrega & (v) < 0, i sabent que la
suma de carrega incial Z &o(t) = Z 6 —dg(t) = 12, tenim una contradiccio, a
teV(G) teV(G)
I’haver transferit carrega de manera que no canvii el valor de la suma de carregues.
Per tant, com a minim, una de les configuracions d’A ha d’aparéixer en qualsevol

triangulacio G essencialment 6 — conneza tal que min{dg(v) |v € V(G)} =5. O

Observem que qualsevol possible contraexemple minim compleix les hipotesis
sobre (7, per tant, A també és un conjunt inevitable per a qualsevol possible con-
traexemple minim, és a dir, qualsevol possible contraexemple minim G, conté un
element d’A.
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4 Reductibilitat

En aquesta seccié discutirem la manera de comprovar que un contraexemple mi-
nim no pot contenir certes configuracions, és a dir, la manera de demostrar que
una configuracié és reduible, amb 'objectiu d’arribar a demostrar que totes les
configuracions d’un conjunt inevitable sén reduibles.

4.1 D-reductibilitat

Veurem un cas concret de reductibilitat, la D — reductibilitat.

Definicié 4.1. Sigui K una configuracio. Direm que K €s una configuracio bona
st sempre que un contraexemple minim G la conté, G també conté una configuracio
estesa K tal que K n’és una subconfiguracio 1 Q = K — K és un cicle.

Proposicié 4.2. FExisteix un conjunt inevitable de configuracions bones.

Demostracio. La demostracio es desprén de les propietats dels contraexemples mi-
nims, com ara la connectivitat i que séon triangulacions i de les funcions v de les
configuracions d’un conjunt inevitable obtingut per K. Appel i W. Haken [1], [2]. O

Definici6 4.3. Sigui G un contraexemple minim que conté la configuracio bona K.
Stgui ¢ una 4-coloracio de U = G — K qualsevol, i ¢ = c|y(q). Diem que K és D-
reduible si o bé existeir una 4-coloracid d de K tal que dlvg) = ¢, o bé existeix un
congunt d’intercanvis de Kempe sobre la 4-coloracio ¢ tal que la 4-coloracio resultant
e compleixi l’anterior propietat.

4.2 Comprovacié de reducibilitat sobre configuracions bones

Podem veure ara a ’abast I'altim pas a demostrar per veure que no existeixen con-
traexemples minims (i, per tant, no existeixen contraexemples) pel teorema dels
quatre colors. Tenim un conjunt A de configuracions tals que qualsevol contra-
exemple minim G conté un element K € A. El segiient pas és veure que si un
contraexemple minim G conté un element d’A, G admet una 4-coloraci6, contra-
dient que G sigui contraexemple. Aix0 ho veiem demostrant que tots els elements
d’A (o qualsevol conjunt inevitable pels contraexemples minims) sén D-reduibles.

Observem que la configuraci6 complementaria U = G — K admet una 4-coloracio
¢, per ser G contraexemple minim, que indueix una 4-coloraci6 ¢ de Q = K — K.
Perd donades les configuracions, no tenim informacié sobre U ni sobre c. Per tant,
hem de veure que per qualsevol possible ¢ 4-coloracié de @, podem obtenir una
4-coloraci6 d de K tal que d|v(g) = ¢, i tindrem aleshores que K és reduible perqué
¢ induiria for¢osament una d’aquestes coloracions ¢’ que sabem que podem estendre
a K i podriem obtenir una 4-coloracié de G' combinant ¢ i d, ja que coincideixen
en els vértexs de (). Veurem a continuacié com comprovar que existeix d per cada
possible ¢’ 4-coloraci6 de @@ per cada configuracio d’A.
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Sigui G un contraexemple minim que conté la configuracié bona K. Sigui U = G—K
i) = K — K. Per comprovar la D-reductibilitat de K, hem de considerar els se-
glients conjunts:

Co = {c | ¢ és una coloracié de Q}
Cu = {c | ¢ és una coloracié de U}
Cz = {c | ¢ és una coloracié de K}
Criq =1 | ¢ = clv(q) amb c € Cx}

Per comprovar la reductibilitat d’una configuracié K, es generen i llisten tots
els elements de Cq 1 tots els de Cgq (és possible perqué tenim un nombre finit de
vértexs i un nombre finit de colors en els dos casos). Per cada ¢’ € Cp, comprovem
primerament si ¢’ € CF‘Q. En cas afirmatiu, passem al segiient element de Cg, ja que

tenim que ¢’ la podem estendre a una 4-coloraci6 de K. Si ¢ ¢ Cg|q» hem de trobar
una 4-coloraci6 d de ) que puguem obtenir a partir de ¢’ tal que d € Crig- Aixo
ho farem llistant els possibles residus de Kempe (definits a continuacio) i trobant
un conjunt d’intercanvis de Kempe sobre ¢’ tal que la 4-coloracio resultant d sigui
la desitjada.

Definici6 4.4. Sigui K una configuracio bona, G un contraexemple minim que conté
K icuna 4-coloracid deU = G—K. Sigui Q = K—K i1 = af3/v6 una particid dels
colors de c. Anomenem residus de Kempe als conjunts de vertexs de (Q que formen
part de la mateiza, o bé (o, B) — cadena de Kempe o bé (v,9) — cadena de Kempe
en U. Anomenem R(c,m) al conjunt de residus de Kempe.

Veiem doncs que es desprén de la definicié anterior la manera com podem ob-
tenir diferents coloracions de () segons la 4-coloracié de U. Podem dur a terme
intercanvis de Kempe sobre els residus de (), no sobre les cadenes de Kempe de Q).
Encara, pero, aquests intercanvis depenen d’U i de la 4-coloracié de U, sobre els
quals no tenim informacio.

Altre cop, si ¢ ¢ Cr|q. cal considerar les cadenes de Kempe que es generen en
() amb la partici6 7 i la 4-coloracié ¢ i tots els possibles conjunts R(c, 7), que n’hi
ha finits per finitud de cadenes de Kempe en () i finitud de maneres com es poden
agrupar. Per cada R(c,m) doncs, cal trobar-ne un subconjunt F' tal que, si en cada
residu r € F, executem un intercanvi de Kempe en ¢/, en obtenir la nova 4-coloracio
d, aquesta pertany a Cgq-

Comentar altre cop que cal dur a terme aquest calcul per cada possible R(c, ),
perqué sabem que per GG contraexemple minim que conté una configuracié6 bona
K, U = G — K admet una 4-coloraci6 ¢, perd com que no tenim informacié sobre
aquesta, i, per tant, no tenim informacié sobre les cadenes de Kempe en aquesta,
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cal veure que per qualsevol de les possibles agrupacions en cadenes de Kempe dels
vertexs de () podriem obtenir la coloracié d’U desitjada, tal que indueixi una colo-
raci6 de () que pertanyi a C ‘?IQ'

Si no trobéssim que per la partici6 triada, queda demostrat que K és D-reduible,

procedim igual amb una altra particié dels colors. Només cal trobar el resultat per
una d’elles.
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5 Revisio dels resultats i on queda curta la nostra
prova

Arribats a aquest punt, caldria elaborar I’algorisme per la generacié de tots els pos-
sibles conjunts R(c, ) pels cicles Q = K — K amb K una configuracié del nostre
conjunt inevitable, i la manera d’iterar sobre els possibles subconjunts de residus i la
generaci6 de les coloracions alternatives comentades a partir d’aquests subconjunts.
Caldria també elaborar ’algorisme per generar les possibles coloracions de K i de
(). En aquest aspecte queda molt curt aquest treball.

Comentarem a continuacié, perd, que no només queda curt en aquest aspecte, i
per queé tot i que tinguéssim aquests algorismes, no quedaria demostrat el teorema
dels quatre colors.

5.1 Configuracions no reduibles del nostre conjunt inevitable

Veiem ara amb un exemple que no totes les configuracions del conjunt inevitable
trobat en la secci6 tres son D-reduibles.

Si un contraexemple minim G conté la configuraci6 K = w amb u un vertex de
grau sis, tindriem Q = K — K és un 6 — cicle. Siguin vy, ..., vs els seus vértexs en
sentit horari. Per ser G contraexemple minim, tindriem que U = G — v admet una
4-coloracio c¢. Depenent de U, aquesta 4-coloracié podria ser perfectament tal que
c(v1) =1, c(vg) =2, c(vs) =4, c(vs) =3, c(vs) =2, c(vg) = 3.

Prenem la primera particio 7 = 1,2/3,4. Pot ser, que en U = G — v, vy, vg i U3
formin part de la mateixa (1,2) — cadena de Kempe K; i vs ¢ vy formin part de
la mateixa (3,4) — cadena de Kempe K. En aquest cas, no podem obtenir una
4-coloraci6 alternativa d’U tal que la puguem estendre a G, ja que tant si inter-
canviem els colors dels vertexs de K7, com si no, continua havent-hi vértexs de C
en colors u i dos. El mateix passa amb la cadena K5, i amb els altres vértexs de
(). Per tant, sempre tindrem una 4-coloracié d’U tal que els vértexs de C' reben
quatre colors diferents. Observem pero, que encara que vy ¢ K, seguirfem tenint
el mateix problema.
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(D
a 9 @ Vertex que rep el color k

K,

ONER-

Si prenem la particio m# = 1,3/2,4, la cosa no millora. vy ¢ vg formen part de la
mateixa (1,3) — cadena de Kempe K; en U i vy i v formen part de la mateixa
(2,4) — cadena de Kempe K, també en U. En aquest cas, no podem tampoc
desfer-nos de cap dels colors en C'.

(D)
e 9 @ Vertex que rep el color k

K

ONE. -

Finalment, si prenem la particio 7 = 1,4/, 3, pot ser que en U, v; i vs formin part
de la mateixa (1,4) — cadena de Kempe K1 i vg, vs i vg formen segur part de la
mateixa (2,3) — cadena de Kempe K, i en aquest cas, tornem a tenir el mateix
problema.

(D)
e 9 @ Vertex que rep el color k

K,

ONE.

Hem vist, per tant, que I'algorisme descrit en la seccié quatre no arribaria a afirmar
que la configuracié K = u amb u un vértex de grau sis és D-reduible. Per solucionar
la situacio, podriem demostrar la reductibilitat d'un vértex vg amb arguments més
similars als de la primera secci6, obtenint coloracions d’U amb millors propietats. O
podriem modificar 'input de ’algorisme que verifica la D-reductibilitat. Aixo seria,
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trobar un altre conjunt inevitable de configuracions. El que ens porta al segiient
punt, trobar un nou conjunt inevitable.

5.2 Nou conjunt inevitable

El segiient pas és doncs trobar un 'millor’ conjunt inevitable de configuracions. Mi-
llor en el sentit que no contingui configuracions que sabem que no sén D-reduibles,
com un vertex de grau sis.

Primer eliminem del nostre conjunt inevitable la configuracié vg. Podem inten-
tar ara, modificar 'algorisme de descarrega per tal que, tot i la possible preséncia
de vértexs de grau sis, continuem arribant a una carrega final no positiva per tots
els vertexs. No és l'alternativa més senzilla.

Podem també, afegir altres configuracions al conjunt a demostrar inevitable, de
tal manera que sense modificar I'algorisme, es descarreguin tots els vertexs. Una
manera, en el nostre cas, prou poc elegant d’aconseguir aix0, seria afegir al nostre
conjunt a demostrar inevitable la configuracié que consisteix en un vértex de grau
sis adjacent a un veértex de grau cinc. Com que amb el nostre algorisme només
augmenten de carrega els vertexs adjacents als vértexs de grau cinc, cap vértex de
grau sis augmentaria de carrega i, per tant, tots els vértexs de grau sis quedarien
amb carrega final igual a la carrega inicial, és a dir, 0. Els altres vértexs quedarien
descarregats pels mateixos arguments de la demostracio.

Si filem una mica més prim, perod, podem veure que podem permetre adjacénci-

es entre vertexs de grau cinc i de grau sis. Si modifiquem lleugerament 1’algorisme,
per tal que permeti ara la preséncia de vértexs de grau sis de tal manera que quedi

(o(u) — Y5 20l g gi(u) = 5

Pv; +2Qvi

§1(u) = &o(u) si dg(u) =6

[ &o(u) + pu 2l 4 g, 200 5 d(u) > 8.

On altre cop, vy,...vs son els veins de grau k > 8 d’u un vértex de G. Tenim,
doncs, que els vértexs de grau k > 8 queden descarregats, pel mateix argument i
els de grau sis queden amb carrega final exactament zero.

Veiem, pero, que aixi com estan les coses, els vértexs de grau cinc podriem quedar
amb carrega positiva, en el cas, per exemple, que tinguin només dos veins de grau
k > 8 no consecutius, i un vei de grau sis. En aquest cas, segons els pesos definits,
no seria suficient demostrar que la carrega enviada als vértexs v de grau k > 8 sigui

major o igual a w“T(").
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D Vértex de grau > 8.

<:> Vertex de grau 6.

ﬁ

Caldria, doncs, o bé redefinir I’algorisme de descarrega, per exemple, redefinint els
pesos, o evitar aquesta situacio (i totes aquelles en les quals tinguem el mateix pro-
blema).

Q Vértex de grau 5.

Podriem afegir al conjunt a demostrar inevitable les adjacéncies entre vértexs de
grau cinc i de grau sis que ens generin aquests problemes, permetent només els casos
on els veértexs de grau cinc quedin sobradament descarregats. Podriem permetre,
per exemple, un vértex vs amb tres vértexs vg consecutius o no, i dos vértexs vy
amb k > 8 adjacents a vs.

I:] Vértex de grau > 8.

<:> Vertex de grau 6.

Q Vértex de grau 5.

També podriem permetre un vertex vy amb dos vértexs vg consecutius o no, i tres
vertexs v, amb k > 8 adjacents a vs.

()
.‘ [ ] Veértex de grau > 8.
(w () Vertex de grau 6.
() Vartex de grau 5.

Les tltimes configuracions que hem considerat a permetre, son un veértex vs amb
un veértex vs, un vertex vg i tres vertexs v consecutius o no, amb k£ > 8 adjacents
a Us.
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I:] Vértex de grau > 8.

<:> Vértex de grau 6.

Q Veértex de grau 5.

Caldria, doncs, afegir al conjunt a demostrar inevitable, totes les altres possibles
maneres com un vertex vs és adjacent a un veértex vg.

La millor manera d’aconseguir un nou conjunt inevitable, en el nostre cas, seria
combinar les dues opcions. Redefinir I'algorisme de descarrega, treure les configu-
racions que sabem no sén D-reduibles i afegir-ne de noves que poden ser-ho.

El segiient pas seria, explicitar adequadament el nou conjunt inevitable que hem co-
mentat implicitament, i executar el programa per comprovar-ne la D-reductibilitat.
En cas que es trobessin configuracions no D-reduibles, tornar a millorar el conjunt
inevitable.

5.3 Meétode de descarrega alternatiu

En la primera prova del teorema, K. Appel i W. Haken, defineixen una llista de
transferéncies de carregues dibuixant-les, i n’extreuen el conjunt inevitable. Afe-
gint transferéncies, podien millorar més senzillament 1’algorisme de descarrega. En
posarem algun exemple i les explicarem a continuacio.

Aquestes transferéncies son de dos tipus. Transferéncies seguint arestes que uneixen
vértexs de grau cinc amb vértexs de grau set o més (com en el nostre algorisme,
en el sentit de ser transferéncies al llarg d’arestes), i transferéncies a través d’una,
dues o tres arestes que uneixen dos vértexs de grau sis. Les segones reben el nom

de T' — dischargings i son les que il-lustrarem.

Si apareix a la triangulacié una de les configuracions dibuixades a continuaci6 (amb
'orientaci6 explicitada o una altra), es transfereix carrega segons indica la fletxa.

xea m @ea e
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ey =6 (6)——(6)
s

(6)—35—6) (6)——6)

w

@ Veértex amb restriccié sobre el seu grau.

S’afegeix, a aquestes normes de transferéncia, les segiients excepcions. Si ocorren
dos T' — dischargings des d’'un mateix vértex vs a través de la mateixa primera
aresta, perd s’arriba a diferents vértexs majors (en el seu cas, els vértexs majors
son vértexs amb grau k > 7), es modifica la quantitat enviada. Ho il-lustrem a
continuacio.

Canviem

@A@ (6) (6) @A@
VAR VAN,

per:

@ Vértex amb restriccié sobre el seu grau.
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Posem un exemple on sigui necessaria una d’aquestes modificacions. Si apareix la
segiient configuracié en la triangulacié, hauriem de fer dos T' — dischargings T6,
als quals canviem la carrega transferida com il-lustrem també.

Canviem
per:

@ Vértex amb restriccié sobre el seu grau.

K. Appel i W. Haken, en el seu paper, defineixen també les transferéncies de carrega
de curt abast, seguint arestes que uneixen un veértex de grau cinc amb un vértex
de grau set o més. Es poden trobar a [1]. També defineixen un conjunt A de 1834
configuracions que es pot trobar a [2]. Com hem fet nosaltres a la secci6 3, suposen
que una triangulacié essencialment 6 — connexa qualsevol no conté cap element del
conjunt A i demostren que aleshores, aplicar les transferéncies descarregaria tots els
vertexs de la triangulacio, arribant a contradiccié per haver establert una carrega
inicial com la nostra, la qual sumada sobre tots els vértexs és dotze.

Afegim un resultat que demostren K. Appel i W. Haken a [1| per mostrar com
utilitzen les normes de transferéncia i el seu conjunt inevitable.

Proposicio 5.1. Sigui G una triangulacio essencialment 6 — connexa que no conté
cap element del conjunt A de 1834 configuracions. Sigui u € V(G) un vertex de
grau cinc amb tres veértexs adjacents vy, vs,v3 conseculius de graus cinc, sis i Sis
respectivament. Aleshores, es transfereiz % de carrega des de u a través de [’aresta
que té per extrems vy 1 V3.

e @ @ Vertex amb
restriccio
sobre el seu grau.

u

Demostracio. Demostrem per reduccié a ’absurd. Suposem que cap T'—discharging
transfereix la carrega comentada. Tenim, doncs, que cap de les configuracions amb
les que definim les normes de transferéncia 15,76, T7 apareix en GG, perqué alesho-
res Tindriem just el T' — discharging que hem suposat que no tenim. Per tant, G
conté una de les segiients quatre configuracions:
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@ Vértex amb restriccié sobre el seu grau.

I, per tant, necessariament conté una de les segiients configuracions, que formen
part del conjunt A:

@ Vértex amb restriccié sobre el seu grau.

Demostren de manera analoga proposicions similars.

Demostren també, que si després d’aplicar els T' — dischargings i un subconjunt de
les normes de descarrega seguint arestes, les que anomenen L — Situations, algun
vertex vs queda amb carrega terminal major que zero, la triangulacié conté forco-
sament una d’entre les configuracions d’una llista. D’aquesta llista, s’eliminen les
configuracions que apareixen en A, i les restants es revisen. D’aquesta revisié s’ob-
té que en tots aquests casos, hi ha present una configuraci6 tal que, aplicar també
les altres normes de descarrega seguint arestes, les L — Situations, seria suficient
perqué la carrega terminal de tots els vértexs v sigui igual o menor que zero.

De les normes de transferéncia, directament s’obté que cap vértex de grau sis rep
carrega, per tant, la carrega terminal d’aquests vertexs és igual a la incicial, que és
Zero.

Demostren també, que els vertexs vy amb k > 7 tenen tots carrega terminal menor
o igual que zero, arribant aixi a contradicci6, amb el que demostren la inevitabilitat

del seu conjunt.

Un cop aqui, com ja hem comentat, comproven amb ordinador la reductibilitat
de les configuracions del conjunt A, demostrant aixi el teorema dels quatre colors.
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Comentari final al lector

El treball acaba aqui, amb la meva esperanca, de tot cor, d’haver aconseguit que al
lector li hagi resultat agradable i lleugera la lectura, d’haver-me explicat de manera
prou entenedora, i, sobretot, d’haver aconseguit que aprengui alguna cosa nova que
hagi trobat interessant.

El teorema dels quatre colors, he descobert, té molta historia a la qual hi ha con-
tribuit un munt de matematics, amb un munt de feina. Feina que ha resultat
indispensable per assolir la demostracio, i feina que no. Tanmateix, animo al lector,
si ha trobat el treball minimament interessant, a explorar aquests continguts en els
quals he basat el meu treball.

Finalment, vull agrair el temps dedicat a la lectura de les meves paraules. Gra-
cies.
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