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Abstract

This paper presents a methodology for pricing financial instruments such as capped vola-
tility swaps using machine learning techniques. Its price, given as a function of volatility,
is relegated to second place and brought the underlying asset’s volatility into focus, essen-
tial part of the instrument. In order to predict the volatility and, consequently, establish
a price, we examine distributional characteristics of the underlying. With this aim, we
investigate market-implied moments and the implied volatility of the asset. Finally, using
machine learning techniques and a Gaussian process regression we evaluate the predictive
performance of the methods used and the dataset itself, thus establishing a model for
both verification and prediction of prices.

Resum

Aquest treball desenvolupa una metodologia per a la valoracié d’un instrument financer
com sén els swaps de volatilitat topada mitjancant teécniques d’aprenentatge automatic.
El preu d’aquests instruments, donat com a funcié de la volatilitat, es deixa en segon pla
i se centra ’atenci6 en la volatilitat de I'actiu subjacent, part essencial de 'instrument.
Per tal de predir aquesta volatilitat i, en conseqiiéncia, determinar un preu, s’estudien les
caracteristiques distribucionals dels actius subjacents. Amb aquest objectiu s’investiguen
en concret els moments implicits del mercat i la volatilitat implicita dels actius. Final-
ment, amb metodes d’aprenentatge automatic i la regressio del procés Gaussia s’avalua la
capacitat predictiva dels metodes i de les dades, establint aixi un model tant de verificacié
com de prediccié de preus.
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1 Introduccio

El 6 de maig del 2010, els mercats financers dels Estats Units van viure un esdeveniment
sense precedents, conegut com a Flash Crash. En qiiestié de 30 minuts, I'index Dow
Jones Industrial Average (entre d’altres), més conegut simplement com a Dow Jones (de
forma erronia, ja que hi ha altres index Dow Jones) va partir una caiguda de quasi 1.000
punts, que suposaven un 9% del seu valor total. Aquesta caiguda va ser seguida per una
recuperacio immediata de quasi tots els punts que acabava de perdre, deixant als analistes
i inversors perplexos amb el que acabava de succeir.

Tot i que inicialment es va sospitar que la causa havia estat un atac cibernetic, les in-
vestigacions posteriors van revelar que el succés va ser desencadenat per un conjunt de
factors. La preocupacié pel deute public grec, les practiques de manipulacié del mercat
com el spoofing i els algorismes de trading d’alta freqiiencia (HFT), dissenyats per apro-
fitar diferéncies minimes en preus dels mercats, que llancen ordres de compra i venda
en millisegons van crear un efecte dominé. Davant la caiguda inicial, aquests algorismes
van reaccionar de manera agressiva i aixo va fer que la volatilitat augmentés, cosa que va
provocar que altres sistemes s’activessin i aixi successivament.

El Flash Crash va posar en evidencia els riscs inherents d’un mercat fortament auto-
matitzat, on la interaccié d’algorismes pot desencadenar successos de volatilitat extrema.
També va posar de manifest la fragilitat del sistema financer i com, en qiiestié de minuts,
la volatilitat pot convertir un mercat aparentment estable en un caos total. Per tultim,
aquest incident va recalcar la necessitat de I'existéncia d’un equilibri entre les operacions
i supervisié humana i les operacions automatitzades o trading automatitzat.

La gestio dels riscs i 'especulacié han portat als mercats i als seus agents a desenvo-
lupar instruments financers que permetin cobrir unes necessitats latents per a tota mena
d’empreses. Entre aquests hi trobem els swaps de volatilitat topada, que destaquen com
a eines per gestionar ’exposicié a la incertesa dels preus d’actius i per a especular.
Parallelament al desenvolupament d’instruments, els academics s’han interessat a crear
eines, teories i férmules per a quantificar i estimar de la millor forma possible tots els
elements que componen el mercat financer.

Com es veura més endavant, la formalitzacié matematica, duta a terme per Robert Weiner
I’any 1923, del moviment Brownia, descobert per Robert Brown ’any 1828, va suposar un
gran aveng per descriure els moviments del mercat, que deuen el seu comportament a un
component estrictament aleatori. Aquesta aleatorietat intrinseca dels mercats no és res
més que un reflex de la naturalesa de I’ésser huma i dels seus comportaments, a vegades
irracionals, que tenen un paper notable en els moviments dels preus. Aixo0 és exactament
el que va formular Louis Bachelier 'any 1900 en la seva tesi doctoral, on va introduir la
idea que les fluctuacions dels preus dels actius financers podien modelar-se amb un procés
aleatori continu.

El moviment Brownia, juntament amb altres resultats, van establir les bases per que
Samuelson en primera instancia i Black, Scholes i Merton, més endavant, extraguessin un
resultat, en forma de formula senzilla, per calcular els preus d’un instrument molt conegut
al mercat, les opcions financeres.



Més recentment, i degut a ’augment de la capacitat computacional dels ordinadors, hi
ha hagut grans avengos en un camp com és l'aprenentatge automatic o machine learning.
L’objectiu d’aquest és el desenvolupament de tecniques i models que permetin que els
ordinadors aprenguin a partir de les dades i, d’aquesta manera, puguin fer projeccions
per al futur.

L’objectiu d’aquest treball és la implementacié de tecniques d’aprenentatge automatic
per a la valoracié dels swaps de volatilitat topada. Per aixo caldra establir les bases
teoriques per determinar els preus dels swaps de volatilitat topada, aixi com els preus de
les opcions financeres. Seguidament, es presentaran els models o tecniques d’aprenentatge
automatic que es faran servir per avaluar la capacitat predictiva. Finalment, es presen-
taran els resultats obtinguts en implementar els models i n’avaluarem el seu rendiment.



2 Terminologia basica

En aquesta seccio es defineixen breument conceptes necessaris per al desenvolupament i
comprensio del treball.

2.1 Arbitratge

Estrategia o practica que es duu a terme als mercats financers basada en la capacitat de
generar beneficis sense incérrer en riscs. Aixo és possible, ja que en diferents mercats,
un mateix actiu financer pot tenir diferents preus. L’estrategia, doncs, és comprar en el
mercat de preus baixos i vendre en el de preus més elevats, obtenint un benefici de la
diferencia. Aquesta diferéncia es deu a les ineficiencies presents als mercats. Com més
eficient és un mercat, més dificil és realitzar 'arbitratge.

Durant tot el treball ens referirem a condicions on no s’admet 'arbitratge, aixo implica
que no és possible obtenir beneficis sense risc o el que és el mateix, sense invertir un
capital inicial.

2.2 Posicions llarga i curta

Al mercat de valors existeixen dues formes d’exposar-se a un actiu subjacent. Aquestes es
basen en 'expectativa que es té de I’evolucié del preu de I'actiu. Si es té una expectativa
alcista, és a dir, que el preu de 'actiu augmentara, l'estrategia evident és comprar per
vendre en el futur i obtenir benefici de la diferéncia. A aquesta se ’anomena posicié
llarga.

En contrast, quan 'expectativa és baixista, aixo és, que el preu de ’actiu baixara, es pren
una posicié curta. L’estrategia en aquest cas consisteix a agafar en préstec 'actiu per
vendre’l, i passat un temps en que el preu hagi baixat, recomprar ’actiu per tornar-lo.
En ambdds casos, si el preu de 'actiu fluctua en direccié contraria a ’expectativa, s’in-
correrran en perdues.

2.3 Cartera o portfolio

Una cartera és qualsevol combinacié d’actius financers com accions, bons, etc. El seu
valor és la suma dels valors de cada actiu.



3 Que és un swap de volatilitat?

Abans de definir que és un swap de volatilitat, cal entendre quin tipus d’actiu és i quin
lloc ocupa en la classificacié d’actius en un mercat financer.

3.1 Instruments financers derivats

Un mercat financer és un espai fisic o virtual en que els agents economics compren i ve-
nen actius i en el que es determinen els seus preus. Dins d’aquest, podem trobar un gran
ventall d’actius que es poden intercanviar. Entre els actius més famosos hi trobem les
accions, els bons i les obligacions.

Tanmateix, hi ha molts altres instruments financers. Per exemple, existeixen instruments
que basen el seu valor en el preu d’un altre actiu. Aquests s’anomenen derivats financers
o senzillament derivats. L’actiu en queé es basa el valor dels derivats s’anomena actiu
subjacent i aquests solen ser accions, bons, materies primeres, tipus d’interes, indexs
borsaris o monedes (currencies).

Aquests instruments representen un contracte en que dues parts acorden una transaccié
basada en el valor de ’actiu subjacent en un moment del temps determinat. Dins d’aquest
tipus d’instruments hi trobem els futurs, els forwards, les opcions i les permutes (swaps).

3.2 Opcions financeres

Una opcié financera és un contracte entre parts que déna el dret, pero no 'obligacid, a
comprar (call) o vendre (put) béns o actius a un preu predeterminat (Strike o preu
d’exercici) fins a una data determinada (venciment). El venedor de 'opcié té I'obligaci6
de vendre o comprar en cas que el comprador vulgui exercir el seu dret.

Les opcions més senzilles s’anomenen opcions ‘vainilla’ que consisteixen en contractes
basics d’opcions call i put. Dins d’aquestes, hi ha les opcions europees i les americanes.
La diferéncia entre aquestes és que en el cas de les primeres, les opcions només poden ser
exercides al venciment. En canvi, les opcions americanes poden ser exercides en qualsevol
moment al llarg de la vida de 'opcid, fins al venciment. D’ara en endavant considerarem
només les opcions europees ‘vainilla’.

El benefici d’aquestes opcions ve determinat per la diferencia entre el preu de l'actiu
subjacent al venciment i el preu d’exercici, en el cas d’un call

(St — K)4+ = maz(0,Sr — K)

i en el cas d'un put
(K — S7)4+ = max(0, K — St)

Es clar que el comprador d’una opcié call espera que el preu St de I'actiu al venciment
sigui superior a K, aquesta és una estrategia alcista. En contrast, el comprador d’una
opcié put espera que St sigui inferior a K. En aquest cas, 'estrategia és baixista.

Aixi mateix, el venedor d’una opcié call adopta una estrategia no baizista i el venedor
d’una opcié put una no alcista.

Un dels problemes classics és com determinar aquest preu K, aquest s’anomena The
pricing problem o problema de la fixacié de preus.



3.3 Swaps o permutes financeres

Els swaps sén contractes que consisteixen en intercanvis de fluxos monetaris entre du-
es parts en dates futures. Els swaps més comuns al mercat sén de taxes d’interes, de
moneda (currency), d’inflacié, de volatilitat, de variancia i de mercaderies. La majoria
d’aquests tltims involucren el petroli, de forma que moltes companyies aeries i ferroviaries
acorden swaps de productes petroliers per tal de garantir costos més baixos a llarg termini.

Un swap de volatilitat és un contracte entre dues parts, en un mercat extraborsari (Over
The Counter), basat en la volatilitat realitzada d’un actiu subjacent. Al final del con-
tracte es liquida en funcié de la diferencia entre la volatilitat realitzada og i un nivell de
volatilitat fixat a l'inici del contracte (Strike o K).

El preu strike, K o preu d’exercici és un preu que es determina a I'inici del contracte.
En el cas dels swaps de volatilitat, aquest preu acabara determinant si el comprador del
contracte obtindra beneficis o perdues i reflecteix les expectatives de volatilitat del mercat
a l'inici del contracte. Més endavant s’aclarira com es determina aquest preu.

Per tant, aquest tipus de contracte és interessant tant per la cobertura de possibles riscs
com per especular inicament sobre el moviment de volatilitat d’un actiu, sense negociar
directament aquest actiu, tal com descriuen Demeterfi et al. (1999) [11].

Hi ha una gran varietat d’actius subjacents sobre els quals es poden efectuar operacions
financeres i poden ser tant accions, bons, divises o indexs borsaris. En el present treball,
els actius subjacents amb que treballarem seran I'index Stardard & Poor’s 500 (S&P
500) i accions individuals de JPMorgan Chase & Co (JPM), ambdés cotitzant a la
borsa de Nova York.

3.3.1 La volatilitat

La volatilitat és una mesura de freqiiéncia i intensitat dels canvis del preu d’un actiu. Es
fa servir per a quantificar el risc d’un instrument. Una volatilitat alta indica una rapida i
forta fluctuacié de preus, el que pot comportar majors oportunitats de benefici i perdua.
En canvi, una volatilitat baixa indica un instrument estable, de baix risc, atractiu per a
inversors conservadors.

Generalment, es calcula la volatilitat usant la desviacié tipica.

La volatilitat realitzada és una mesura ez-post, és a dir, mesura la volatilitat observada
al mercat durant un temps determinat. Es basa en els retorns diaris de ’actiu subjacent
i el seu calcul es fa prenent 'arrel quadrada de la variancia realitzada. En primer lloc, es
calculen els log-retorns per a cada dia: log(.S;) - log(S;—1). Aixi doncs, calculant la suma
dels retorns quadrats al llarg del periode T que consta de N dies, obtenim la variancia

realitzada
N S 2
0R2 - Z <log[sill]>
i=1

7




Finalment, s’anualitza o escala aquesta mesura amb una constant %2 i es pren l'arrel
quadrada, on 252 son els dies de trading al llarg d’'un any. Finalment, obtenim que la
volatilitat realitzada ve donada per la férmula:

N 2
252 Si

=1

On S; és el preu de tancament de ’actiu subjacent al dia ¢, i N els dies de trading entre
Iinici del contracte i el final en T

Per tal de mitigar el risc d’aquests de volatilitat, sovint s’'introdueix un topall (cap) a
la volatilitat realitzada. Normalment, aquest topall se situa a 2,5 vegades la volatilitat
fixada a l'inici del contracte (Strike). Aquests contractes es coneixen com a swaps de
volatilitat topada o capped volatility swaps.

El benefici d’un instrument com aquest ve donat per la segiient expressid, tal com descriu
Flavell (2010) [12]

b = nocional x [min(cap, volatilitat realitzada) — Strike]. (3.1)



4 Processos estocastics de temps continu

Definicié 4.1. Un procés estocastic és una familia de variables aleatories reals (X¢)i>0
definida en un espai de probabilitats (Q, F,P).

Definicié 4.2. Una filtracio (Fi)e>0 és una seqiiéncia creizent de sub-o-algebres de {Fy,t €
[0,T]} complint que Fs C F; per a tot s < t. F; representa la colleccid de tots els esde-
veniments observables fins al moment t. Prenem Fo = {0,Q} i Fp = F.

Definicié 4.3. Un procés estocastic (Xi)i>o definit a l’espai de probabilitats (Q, F,P) es
diu que és adaptat a una filtracid (Fi)e>o si per a tot t > 0, X; és Fi-mesurable.

Observacié 4.4. Podem construir la filtracié generada pel procés (Xi)i>o 1 escriure
Fi=NVo(Xs,0<s<t)=05(X;5,0<s<t)on N C FyiN ésla colleccié dels conjunts
negligibles (conjunts amb probabilitat zero).

4.1 Moviment Brownia

El moviment Brownia descriu el moviment irregular i aleatori que segueixen algunes
particules microscopiques en un fluid. La historia del moviment Brownia es remunta
fins al 1828 i rep aquest nom en honor a Robert Brown, bioleg i botanic, que mentre
mirava a través d’un microscopi les particules atrapades en les cavitats d’'un gra de pol-
len a I’aigua, va observar que aquestes es movien a través del liquid de forma constant i
irregular. Replicant-ho amb particules de pols, va poder descartar que el moviment fos
degut al fet que les particules de pollen estiguessin ‘vives’.

Al 1900, Louis Bachelier va considerar el moviment Borwnia com a un possible model per
a preus del mercat de valors [1]. Pero no va ser fins al 1923, que Norbert Weiner va definir
i construir rigorosament el moviment Brownia per primera vegada. El procés estocastic
que se’'n resulta és sovint conegut com a procés de Weiner en el seu honor.

Definicié 4.5. Diem que (X¢)i>0 €s un procés amb increments independents si per tot
0 <ty <o < ty, es té que Xy, Xy, — Xy, - Xy, — Xy, , s0n variables aleatories
independents.

Observacié6 4.6. De forma equivalent podem dir que (X;);>0 és un procés amb increments
independents si per tot 0 < s < t, X; — X és independent de 0(X,,0 <u < s) = Fi.

Definicié 4.7. Un moviment Brownia és un procés estocastic a temps continu amb in-
crements independents, estacionaris i amb trajectories continues. Es a dir,

o P-c.s. s = Xq(w) és continu
o s <t X;— X ésindependent de 0(X,,0 <u < s)=Fg
e s< 1, Xy —Xg~ Xy s —Xo

Teorema 4.8. Si (X;)i>0 és un moviment Brownia aleshores

X; — Xo ~ N(rt,o%t) (4.1)

La demostracid es pot trobar al capitol 2 de Karatzas i Shreve (1988) [17].



Definicié 4.9. Diem que un moviment Brownia és estandard st Xg =0 P c.s., r =0 4
2
o“=1.

A partir d’ara, ens referirem al moviment Brownia estandard simplement com a
moviment Brownia.

Observacié 4.10. Veiem que X; — X5 ~ N (0,t — s) per a tot 0 < s < ¢t.

Aquest procés sera de vital importancia per a la construccié del model de Black-
Scholes.

4.2 Martingales

Sigui (2, F, F, P) un espai de probabilitat filtrat, on F = (F;):>0 és una filtracid.

Definicié 4.11. Una seqiiéncia de variables aleatories (Xi)i>0 €s una martingala si sa-
tisfa:

1. Per tott >0, X; és Fi-mesurable, és a dir, Xy és conegut en t.

2. Per tott >0, X; és integrable, és a dir, E[|X¢|] < oc.

3. Per tot s <t es compleix que el valor esperat de X; donat Fs és X, és a dir,
E[X:| Fs] = X cs. P

Proposicié 4.12. Si (X;) és un moviment Brownia (estandard) aleshores (X¢) és una
martingala.

Demostracié. Sigui F; = 0(X;,0 < s < t), la demostracié és immediata considerant
E(X|Fs) = E(Xy — X + X;|Fs) 1 aplicant I'observacié 4.10.

Definici6 4.13. Diem que dues mesures de probabilitat P i P* en el mateix espai mesurable
(Q, F) son equivalents si tenen els mateizos conjunts de probabilitat zero. Es a dir, si N
denota el conjunt d’esdeveniments amb probabilitat zero, aleshores Np = Np«. Escrivim
P ~ P*.

Definicié 4.14. Diem que una mesura @ o P* és una mesura neutral al risc en un espai
de probabilitats (Q, F,P) filtrat si és equivalent a P (Q ~ P) i es compleix que els preus
descomptats dels actius sota aquesta mesura son martingales (Q-martingala).

Una mesura neutral al risc (Q o P*) és una forma d’ajustar les probabilitats reals
(amb mesura P) de manera que es descriu un escenari on els actius tenen el mateix
creixement esperat que la taxa lliure de risc r. Aquesta mesura neutral al risc és una
mesura de probabilitat sota la qual el valor esperat de qualsevol actiu descomptat per
la taxa lliure de risc segueix un procés de martingala, (per aixd també es coneix com a
mesura d’equivaléncia martingala). Es a dir, diem que un actiu Sy descomptat de la taxa
lliure de risc és una martingala sota la mesura Q si es compleix que:

St
er(T—t)

S
ft] = ey = S

EC[FD; - Sp|Fi] = B
er(t=t)




On E€[-] denota I’esperanca sota la mesura neutral al risc Q. Aleshores, per determinar
el valor d’'un actiu en el moment actual ¢ tenim que

Sy = FD; - E9[Sy|F] (4.2)

De forma analoga, tenim que sota la mesura Q, podem expressar el preu d’una opcié com
els pagaments futurs o benefici esperat que n’obtindrem descomptat al present seguint el
seglient resultat. La Teoria de valoraci6é de preus per arbitratge (o Teoria de martinga-
les) diu que en un mercat sense oportunitats d’arbitratge, el preu d’un actiu derivat ha
d’ajustar-se de forma que el seu valor descomptat sigui una martingala sota la mesura Q
segons Ross (1976) [23] i Harrison i Pliska (1981) [15]. Sigui (S — K)+ el benefici que
s’obtindria en T d’una opcid call, aleshores

Preu; = FD; - E9[(St — K) 4 | F] (4.3)

El benefici d’'un swap de volatilitat topada ve donat per (min(cap,or) — K), i aleshores
el preu de I'instrument en un moment determinat ¢ ve donat per

Preu; = FD; x E€[min(cap,or) — K] (4.4)

Aquest F'D; = exp(—r(T —1t)) és un factor de descompte determinat per la taxa d’interés
r lliure de risc al mercat i la maduresa 1" del contracte.

El preu Strike es determina de tal manera que hi ha paritat a l’inici del contracte,
és a dir, que I’Strike és el valor esperat a l'inici del contracte (t = 0) de la volatilitat de
l’actiu subjacent durant la vida del contracte. Per tant, K = EOQ [min(cap,or)], ja que

Preug = FDy x E[min(cap,op) — K]
— FDy x (BS[min(cap, on)] ~ EQ[K))
= FDy x (E€[min(cap,or)] — K) =0

D’on obtenim la tercera igualtat degut a que K és constant.

La naturalesa no lineal de I'expressid, tant del benefici b en (3.1) com del Preu, fa que
trobar una expressié tancada i senzilla resulti complex. D’aquesta forma ens centrarem en
desenvolupar un metode basat en les dades del mercat per construir un model de fixacié
de preus.



5 Model de Black-Scholes

A principis del anys 70, Fischer Black, Myron Scholes i Robert C. Merton van fer un gran
aveng en la valoracié d’opcions desenvolupant el que es coneix com el model de Black-
Scholes. La importancia d’aquest model va fer-se palesa quan al 1997 Scholes i Merton
van ser premiats amb el Premi Nobel d’economia. Black, que va morir dos anys abans,
no va veure com la seva contribucié era tant reconeguda.

Aquest model estudia la dinamica d’un mercat financer que conté instruments d’inver-
si6 derivats que es plasma en el que es coneix com 'equacié de Black-Scholes. A partir
d’aquesta, se’'n dedueix la férmula de Black-Scholes, que dona una estimacié teorica del
preu de les opcions d’estil europees (vanilla european options), d’'una forma relativament
senzilla i amb un nombre tancat de variables.

5.1 Teorema del Limit Central

Abans d’introduir el model, s’enuncia aquest teorema que es mencionara per entendre la
construccié del model. Aquest teorema estableix la convergencia en llei cap a la distribucid
normal de la successié6 de sumes de variables aleatories independents. El fet sorprenent
és que el limit és independent de la llei de les variables de la successio.

Teorema 5.1. (Teorema del Limit Central de Lévy-Lindeberg) Sigui (X,)n>1
una succesié de variables aleatories i.i.d i de quadrat integrable, amb variancia o> > 0 i
mitjana m. St S, = X1+ -+ + X,,, es compleir que

Sp —nm  Liei
—FF — N(0,1
e A0.1)
Seguint el capitol 6 de Sanz-Solé (1999) [24].

5.2 Moviment Brownia geometric

El model de Black-Scholes suposa que el mercat financer consta de dos tipus d’actius, un
actiu sense risc SY que evoluciona com

dsp =rSPdt 0<t<T, Sy=1

per tant,

ont > 01ir és una constant no negativa, i un actiu amb risc (S¢)o<t<7 evoluciona de la
seglient forma:

d
% — udt + 0dB,, t40 (5.1)
t

on (B¢) és un moviment Brownia.

La idea darrere d’aquesta equacié diferencial es descriu a continuacié tal com exposen
Madan i Schoutens (2016) [20].
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El model estudia ’evolucié del preu d’un actiu del mercat de valors, sigui S = {5,

t > 0}. Considerem l’evolucié d’S durant un periode de temps des del present ¢ fins a

t+ At. Escrivim AS; al canvi Sy a¢ — Sy, €l retorn relatiu durant aquest periode és Asf £,

Es raonable esperar que aquest retorn es pugui descompondre en dues components, una
part sistematica 1 una part aleatoria.

Analitzem primer la part sistematica. Assumim que el retorn esperat durant un periode
sera proporcional a la longitud d’aquest periode. Sigui [¢,t + At] el periode, de longitud
At. Per tant, el retorn esperat d’aquest periode, proporcional a la longitud, ve donat per
uA\t, on p és un parametre que representa la taxa mitjana dels retorns de I'actiu.

En segon lloc, donat que el preu d’un actiu del mercat de valors fluctua estocasticament,
una assumpcio raonable és que la variancia del retorn també sigui proporcional a la lon-
gitud de l'interval [t,¢ + At]. Tenint en compte el Teorema del Limit Central i veient el
retorn de 'actiu com la suma de molts efectes aleatoris, té sentit modelar la part aleatoria
dels retorns amb una variable aleatoria distribuida Normalment, amb variancia o2/At, on
o descriu l'efecte o pes que té aquesta variable (o com és de volatil el retorn); a o I’ano-
menem volatilitat de 'actiu.

Unint les dues parts i considerant que si By és un moviment Brownia aleshores tenim
que 0 AB; = (Bt — Bi) té una distribucié normal amb la variancia requerida o2\t
pel teorema 4.8, podem escriure

ASt == St(,uAt + O'ABt), So >0

Prenent At — 0, tenim ’equacié diferencial estocastica (5.1).

5.3 La formula d’It6

Definicié 5.2. Un procés d’Ito en [0, T] és un procés estocastic X que verifica

3 t
Xi =X0+/ sts—l—/ H,dB,
0 0
on
e X és Fo-mesurable
o (Ky) i (Hy) son (Fi)-adaptats
o Jo (K| +|Hy)ds < 00 Pc.s.
Una practica generalment acceptada és fer servir la notacié diferencial
dX; = Kidt + HidBy

Definicié 5.3. Donada una aplicacio f : U € R™ — R™, diem que és (globalment)
Lipschitz respecte x en U si existeix una constant K > 0 tal que

|f(z1) — f(z2)| < K|z1 — 22/, Vo, 20 €U

11



Teorema 5.4. Donada una equacio diferencial

tal que f(t,z) i g(t,z) son Lipschitz respecte x, amb creixement lineal i continues respecte
t, de manera que existeix K > 0 tal que

If(t,z)| +|g(t,z)| > K(1+ |z|) Vz € R,t € [0,T)]

Aleshores equacio diferencial té una unica solucio. (Seguint Capinski, Kopp i Traple

(2012) [8])
Teorema 5.5. Sigui Sy un procés d’Ité del tipus
dSy = f(t, Sy)dt + g(t, S1)dBt,

amb f i g funcions tals que existeir solucio i és unica. Aleshores per una funcio V; =
V(t,S;) € CY2 se satisfa la segiient formula

oV, oV, Vi g(t,8) 9V
= B .
v, ((tSt)aStd )+<8t+f(t5)ast > o5 dt (5.3)

o alternativament

V(t,S;) =V(0,S) —i—/OtVt(s,Ss)ds—f—/OtV (s,Ss)f(s,Ss)ds

¢
+ / Vo (s, S5)9(s, Ss)dBs
0

1

t
+2/ VII(S,SS)Q(S,SS)QCZS
0

on Vi (t,S;) denota la derivada de V' respecte Sy i Vi(t, Si) respecte t.

Aplicant la férmula de It6 a I’equaci6 (5.1) prenent V (¢, .S;) = log(S;) tenim

o, 1 oW 1
8s, S, 08z~ S o

aleshores
2

1 9 1 o
dVy = <0'St StdBt> + <uStSt St 52>dt = odB; + (u — E)dt

i, per tant,
2

logS; = logSo + (1 — J7)2& + 0By

Finalment obtenim que
2

Sy = Spexp{(pn — J7)1& + 0B} (5.4)

Aquesta funcié es coneix com a moviment Brownia geometric. Més generalment

0.2
Sy = Suexp{(p — ?)(t —u)+o(By— By)} (5.5)

i, per tant, log(Sy) és un moviment Brownia, no necessariament estandard.
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5.4 L’equacié de Black-Scholes

A partir dels resultats anteriors es pot obtenir I'equacié de Black-Scholes. Aquest model
es basa en l'existencia d’un actiu sense risc i un amb risc, que segueix un moviment
Brownia geometric. Les hipotesis fonamentals del model sobre els actius sén:

—

. No es paguen dividends
. La taxa d’interes lliure de risc és constant

. Es presumeix que la volatilitat és constant

=W N

. St segueix un procés de moviment Brownia geometric.

I les hipotesis sobre el mercat son:

1. No hi ha oportunitat d’arbitratge sense risc
2. No hi ha costos de transaccio

3. Possibilitat de realitzar vendes en curt (short-selling) sense restriccions

Amb aquestes condicions, els autors van obtenir I’equacié per al preu d’una opcié de la
seglient manera.

Es construeix una cartera que consta de x unitats d’un actiu amb preu S; i una posi-
ci6 curta d’una opcié d’estil europeu de valor V (¢, S;). El valor de la cartera és:

P(t,St) = xS — V(t,S)
Prenent diferencials
dP(t,8,) = xdS, — dV; = (uSedt + 0S,dBy) — dV,
on V(t,S;) satisfa 'equacié (5.3). Prenem z = %/i i aleshores

(o S0,
dPt__(e%* > a5z )

L’assumpcié de no arbitratge implica que qualsevol cartera lliure de risc té el mateix
retorn i es comporta de la seglient forma:

dPt = ’I"Ptdt

ara només cal igualar les dues equacions anteriors

oV, 025152 0%V,
Pdt=—( — — |dt
rh ( ot 2 05?
idonat que P, = xS; — V;ix = % tenim que

oV, oVy %82 9%V,
— S —-WV) ===
r(gg, %~ W) < at 2 9s2
Amb tot, obtenim que el preu d’una opcié satisfa la seglient equacio

oV, Ve 1 4,00V,
E‘f‘rstaist‘i‘i(f h 8St2 =rV; (56)

coneguda com l'equacié de Black-Scholes.

13



5.5 La férmula de Black-Scholes

A partir de 'equacié anterior (5.6) i seguint Black i Scholes (1973) [3] s’obtenen les
férmules de Black-Scholes que permeten calcular el preu de les opcions europees. En el
cas d'un call es té

Cy = 8®(dy) — Ke "M Dd(d_) (5.7)

iel dun put
P, =Ke T N®(—d_) — S,®(—d,) (5.8)

on ®(x) és la funcié de distribucié normal estandard definida com ®(x) = \/% I . e~ /2dz,
St és el preu de I'actiu subjacent en el moment ¢, K el preu Strike i on

In(3) + (r £ 362)(T - 1)

oV —t

dt =

Com s’ha comentat anteriorment, log(S;) és un moviment Brownia i aleshores, per
definicié i per (5.5) tenim que

St 0’2
l = - — By — B;_
Og<5t1> <M 2 > o8~ Bi1)

on By — By_1 ~ N(0,1), aleshores per la propietat de les distribucions normals que diu
que si tenim X ~ N(u,02) podem convertir-la en una distribucié normal estandard
Z ~ N(0,1) fent servir X = p1+ 0Z tenim que

2

St g 2
l ~ _—

Podem observar que els log-retorns de 'index S&P 500 es distribueixen de la segiient
forma.

200 1
175
150 A

125 A

Count

100 4

751

50

25

: - e
-0.10 —0.05 0.00 0.05 0.10
Ultimo

Figura 1: Log-retorns del S&P 500 de 'any 2019 al 2022
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5.6 Paritat put-call

La paritat put-call indica la relacié existent entre el preu d’una opcié de compra call i una

opci6 de venda put en absencia d’oportunitats d’arbitratge i amb el mateix preu d’exercici

K, sempre que el venciment sigui el mateix per ambdues opcions. La determinaci6 de la

paritat només funciona amb opcions de compra i venda europees, ja que 1’opcié només

pot exercir-se a la data de venciment.

Les opcions americanes poden exercir-se en qualsevol moment abans del venciment, cosa

que dificulta la determinacié de la paritat.

Suposem doncs un actiu, de preu Sy en el moment ¢, i que tenim una cartera formada per
) t ’

la compra d’un call i la venda d’un put. El benefici és:

(57— K)4 — (K= Sr)y =51 — K

Pero aquest benefici pot ser replicat comprant una unitat de I'actiu i un titol que pagui
exactament K en el moment T. Aquest titol podria ser 'anomenat bo cupd zero. Un
bo cupé zero és un bo o titol emeés per una entitat que no paga interessos durant la seva
vida, sigui T', siné6 que en el moment en queé s’emet es ven per un preu inferior al seu
valor nominal (sigui K) amb descompte i al venciment s’amortitza integrament pel seu
valor nominal. Aquest descompte es pot entendre com el ‘preu del diner’ i com hem fet
anteriorment, el definirem com FD; = e "(T—1),

Aleshores, si dues carteres tenen el mateix benefici, en un context en que no es permet
I’arbitratge, el seu valor ha de ser identic per a tot t. D’aquesta manera la relacié entre

una opcié call i una opcio put és:
Ct — Pt = St — Ke_T(T_t) (59)

on K és el preu d’exercici d’ambdues opcions.

5.7 Limitacions del model

Tot i el gran aveng en materia de valoracié d’opcions que va suposar el model, cap és
perfecte, i el de Black-Scholes no n’és una excepcid. Les limitacions principals del model
sén:

e Tant la taxa d’interes com la volatilitat s’assumeixen constants al llarg de la duracid

de I'opcid. En realitat cap de les dues sol ser-ho.

e S’assumeix que no hi ha costos de transaccié al mercat, com els impostos, i s’ignora
també el risc de liquiditat (possibilitat de no disposar dels diners en el termini
acordat o necessari).

e Només és valid per opcions europees.

e S’assumeix que els preus dels actius segueixen una distribucié log-normal. En rea-
litat aquests presenten una lleugera asimetria.

e S’assumeix que no es paguen dividends.

e Altres assumpcions operacionals del model, com que no esta permes 'arbitratge.
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6 Metodologia de recopilacié de dades

En aquesta seccié es descriu la metodologia emprada en la recopilacié de dades aixi com
la justificacié de 'eleccié d’aquesta.

En Dexpressié que proporciona el preu d'un swap en (4.4), s’observa que, en un moment
donat t, les variables K i F'D; son fixes i, per tant, per estimar el preu d’'un contracte,
cal fer una estimaci6 de la volatilitat realitzada op.

Seguint [16] es proposa una férmula alternativa que, en cada moment ¢ i suposant cone-
gut Preuy, separi la part de volatilitat realitzada fins a ¢ (coneguda) de la part encara no
realitzada, és a dir, la volatilitat corresponent a T' — ¢ (desconeguda).

Anomenarem AcVOL a la volatilitat efectivament realitzada fins a t i IVOL a la part
encara no realitzada. D’aquesta forma la férmula (4.4) queda de la segiient manera

Preu; = FDy x <\/ IVOL? x (1 — Pes;) + AcVOL? x Pes; — K> (6.1)

on la variable Pes reflecteix la proporcié de temps que ha passat des de l'inici del con-
tracte fins al moment ¢ respecte la duracié total T. En el moment ¢ coneixem AcVOLy,
Pesy i Preu, de manera que IVOL; es pot determinar fent servir la férmula anterior.

En aquest punt sorgeix un problema clau. Els swaps es negocien en mercats extraborsaris
i per aquest motiu, I'accés als preus és molt limitat. La féormula anterior déna una forma
amb que es podra treballar sense necessitat d’accedir directament als preus com veurem
més endavant.

En estadis inicials del treball, I'objectiu era fer prediccions de S;, a partir de dades
d’anys anteriors, amb el metode de Monte Carlo, tal com explica Glasserman (2014) [14].
Aquest és un metode no determinista (és a dir, que té molts possibles resultats) que es fa
servir per aproximar expressions complexes i costoses. Rep el seu nom en honor al Casino
de Monte Carlo (Monaco). La invencid i desenvolupament d’aquest metode s’atribueix a
Stanislaw Ulam i a John von Neumann, a la década dels anys quaranta.

En el nostre cas, usant el métode de Black-Scholes, 'objectiu era fer N prediccions de
S; per a diferents ¢ i diferents periodes de maduresa. Cada prediccié rep el nom de ran-
domwalk i pren una forma com la de la figura segiient.

6000

4000

2000

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2: Exemple randomwalks amb el model Black-Scholes i actiu S: S&P 500
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Amb aquests N preus obtinguts de la simulacié de Monte Carlo, la idea és calcular la mitja-
na de les volatilitats (VOL;) i amb aquesta, calcular Preu; = DF; x [min(cap, VOL;)— K]
per aillar ITVOL; de 'equaci6 (6.1).

Tanmateix, aquesta idea presentava el segiient problema: donat que la volatilitat o s’as-
sumeix constant i coneguda en el model de Black-Scholes, per moltes simulacions de Sy
que generés el model, la volatilitat mitjana que n’obtindriem seria més o menys constant i
similar a la variable d’entrada ¢ introduida. Per tant, el benefici d’aplicar aquest méetode
no compensa el cost computacional que requereix.

Una alternativa més complexa seria fent servir un procés on la volatilitat no s’assumis
constant, com el model de Heston. Aquest model assumeix que el preu d'un actiu S; ve
determinat per un procés estocastic

dS; = pSdt + /rp S dW,
on la volatlitat /vy segueix un procés anomenat procés d’Ornstein-Uhlenbeck
dv/vy = =0/ dt 4+ 6dWY,

on W2, W} sén moviments Brownians.

Sense entrar gaire en detall mencionem que un procés d’Ornstein-Uhlenbeck és un procés
de Gauss-Markov estacionari, és a dir, que satisfa les condicions d’un procés de Gauss i
d’un procés de Markov.

Aquesta alternativa suposava un increment substancial de la complexitat dels models
i, per tant, va ser descartada.

La solucié proposada finalment va ser determinar tant K com I'VOL amb dades historiques,
concretament amb dades compreses entre gener de 2015 i desembre de 2018, de la forma
que es detalla a continuacié.

6.1 Estimacio de variables

Les estimacions que es proposen a continuacié resulten exclusivament de les dades extretes
d’internet sobre els actius S&P 500 i JPM cotitzats a la borsa de Nova York.

6.1.1 Estimacié de K

Com s’ha comentat en seccions previes, K es determina de forma que hi ha paritat a I’inici
del contracte, és a dir, que Preug = 0. Tenint en compte la férmula (6.1), és immediat
que K = IVOLg. Aquesta variable no és res més que 'estimacié o expectativa que té el
mercat sobre la volatilitat realitzada que tindra I’actiu subjacent a l'inici del contracte.
Donades diverses madureses 7' (1, 3, 6, 9 i 12 mesos) definim K com el valor mitja de les
volatilitats realitzades de multiples periodes de longitud 7.

Aquests periodes es prenen amb superposicio, és a dir, hi ha dades que serveixen com

a inputs en diversos periodes. Més concretament, la superposicié de cada periode amb
I’anterior és el segiient:
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e T = 1: superposicié de % del periode (15 dies)
o T = 3: superposicié de 2 del perfode (2 mesos)
e T = 6: superposicié de % del periode (4 mesos)
e T =9: superposicié de % del periode (6 mesos)
e T = 12: superposicio de % del periode (8 mesos)

D’aquesta forma, per a cada T tindrem un preu K, determinat de forma historica per a
cada actiu subjacent. La figura 3 mostra graficament les superposicions per a diverses
madureses en el cas ¢ = 0. Per determinar K es calcula la mitjana de les volatilitats
realitzades de totes les marques vermelles.
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(c) Superposici6 per periodes de 6 mesos

Figura 3: Superposicions per a diversos periodes

Els resultats obtinguts per 'actiu S&P 500 sén:

e Per T =1mes, K =12.002684

e Per T = 3 mesos, K =12.277135

e Per T = 6 mesos, K = 12.558418

e Per T = 9 mesos, K = 12.648988

e Per T = 12 mesos, K = 12.693841
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6.1.2 Estimacié d’IVOL

En cada moment ¢ > 0, es té que el preu del contracte consta de dues parts, una cor-
responent a la volatilitat efectivament realitzada que correspon al periode entre 0 i ¢, i
una part no realitzada, corresponent al periode compres entre t i T'. Per tal de seguir la
metodologia utilitzada per determinar K, es determina IV OL; prenent el valor mitja de
les volatilitats realitzades de multiples periodes de longitud T' — ¢.
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(a) IVOL per a diversos periodes del S&P 500 (b) IVOL per a diversos periodes del JPM

Figura 4: TVOLs

La figura 4 mostra els resultats obtinguts per a les 5 madureses i els dos actius analitzats.
S’observa clarament que per ambdéds actius, la volatilitat sol variar poc al llarg del periode
fins que, al final dels contractes, la volatilitat fluctua bastant més i acaba en un descens
molt pronunciat.

Aquest resultat és facilment explicable. Es degut al fet que la longitud dels periodes
no és igual per a tots, encara que la maduresa sigui la mateixa. Un periode d’1 mes pot
constar de 19, 20, 21, 22 i fins a 23 dies. Aleshores en fer el valor mitja de les volatilitats
realitzades dels dies 22 o 23 només s’hi introduiran tants valors com periodes de 22 o 23
dies que hi hagi, és a dir, la mitjana es calcula amb menys valors.

Aix0 mateix passa amb les demés madureses i, per tant, els TVOL corresponents a t
molt propers a T' sén calculats amb menys valors que els TVOL en t propers a 0. El que
resulta curids és que en tots els casos, a mesura que acaba el periode, cap dels registres
observats té una volatilitat molt elevada siné que sempre és redueix fins a la meitat, apro-
ximadament, dels valors inicials del periode.

L’objectiu doncs és modelar IVOL en lloc de fer-ho directament amb Preu per veure
fins a quin punt es pot precisar i predir la part del preu que és encara desconeguda.
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7 Obtencio de variables d’entrada

En la primera part d’aquesta seccié es consideraran algunes caracteristiques distribucio-
nals de l'actiu subjacent com la volatilitat, vista com la desviacié estandard, I’asimetria
i la curtosi.

En la segona part s’introduira la volatilitat implicita i, a partir d’aquesta, formes per
construir l'asimetria seguint a Mixon (2011) [21] i la curtosi.

7.1 Moments implicits del mercat

Mitjancant el metode dels moments es calcula la volatilitat esperada, ’asimetria i la cur-
tosi.

Amb aquest metode es pretén evitar 1'is de determinats models d’aproximacié, com el
que s’introduira més endavant, que requereixen parametres o aproximacions inicials per
comencar a iterar. L’eleccié d’aquesta aproximacié inicial pot tenir una influéncia en el
cost computacional del model aixi com la possibilitat que, per a diferents eleccions s’ob-
tinguin diferents resultats finals.

Bakshi i Madan (2000) [2] i Carr i Madan (2001) [9] van demostrar que qualsevol funcié
de benefici (payoff) dues vegades diferenciable pot expressar-se de la forma:

f(St) = f(r) + f'(®)((ST — k)4 — (K — ST) )
+ / f'(K)(K — Sr)+dK + / f'(K) (St — K)4dK
0 K

on K és un Strike determinat. Prenent l’esperanca sota la mesura neutral al risc de
I'expressié anterior tenim

EQ[f(S1)] = f(r) + f'(r)exp(rT)(EC(r,T) — EP(x,T))
+6xp(rT)< /0 PUK)EP(K, T)dK + / f”(K)EC(K,T)dK>

Ara, fent servir la paritat put-call (5.9), que estableix que EC(K,T) — EP(K,T) =
So — Kexp(—rT) per a t = 0 podem escriure

EC[f(ST)] = f(r) + f'(k)exp(rT)(So — rexp(—rT))
—|—e:€p(rT)< /O FUK)YEP(K, T)dK + / f”(K)EC’(K,T)dK>

Finalment, els resultats de Madan i Schoutens (2016) [20] permeten determinar una ex-
pressié tancada del moment m del retorn d’un actiu al llarg d’un periode 7', ja que prenent
f(Sr) = (log(g—g))m iel forward price Fy = Spexp(rT) tenim
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() ()5
+ exp(rT) OH % X ((m 1) <l0g(g>>m_2 - <log(§)>>m_l> x EP(K,T)dK
+ exp(rT) /:O % X ((m —1) <log<§))>m_2 - <log(;0>>m_l> x EC(K,T)dK

amb taxa d’interes r, preu del forward Fy, un Strike k. EC(K,T) 1 EP(K,T) denoten
el preu d'un call Furopeu i d’'una opcié put respectivament de Strike K i maduresa
T en anys. En la practica, els conjunts de preus Strike no sén continus siné que sén
conjunts discrets de valors, per tant podem aproximar la integral mitjancant el metode
dels trapezis. D’aquesta manera la férmula anterior és equivalent a

i) ] = () o ((52))" < ()

x Price(K;,T)

on

e [} és el preu forward corrent, Fy = Spexp(rT)

o K, és el i-essim Strike Out of The Money: per a un call K; > Fy i per a un put
K; < F(]

e AK; és linterval entre Strikes:

AK) = Ky — Ky
AK, = Kit g Kiflj
AK, = Ky — Ky

Vi 1,m (7.1)

e K és el primer Strike per sota de Fy

e Price(K;,T) per Popcié amb Strike K; i maduresa T' ve donat per

PTiC@(KZ‘,T) = EP(KZ‘,T) st K; < Ky

EC(Ky,T)+ EP(Ky, T
Price(K;,T) = C (Ko, ); (Ko, ), si K; = K (7.2)
Price(K;,T) = EC(K;,T) si K > Ky

on EC(K,T)i EP(K,T) es prenen tal que sén el punt mitja entre el preu Bid i el
Ask.

21



Aquests valors Bid i Ask sén molt utilitzats als mercats de valors i reflecteixen les dues
parts principals que hi ha en un mercat, els compradors i els venedors. El Bid o preu de
compra és el preu més alt que els inversors estan disposats a pagar, per tant, és el millor
preu al que es pot vendre. De forma contraria, I’Ask o preu de venda fa referéncia al preu
més baix al que els inversors estan disposats a vendre, en conseqiiéncia, en aquest cas és
el millor preu al que es pot comprar.

El preu de compra o Bid sempre és inferior al de venda o Ask. Aix0 és degut al fet que
quan es vol vendre, I’objectiu és fer-ho al preu més elevat possible i, quan es vol comprar,
fer-ho al menor preu possible.

Sigui Ry = log(%—z) i partint del resultat anterior, tenim que:

Var(Rr) = E[R}] — (E[Rr])?

Vol(Ry) = \/Var(Rr) = MI Vol.
_ E[R3] — 3E[R7|E[RZ] + 2(E[Rr))?

Skew(Rr) Var (By)? = M1 Asim.
Kurt(Rr) = Elfy) - 4E[RT}E[R%]VZ§EE[T]§§])QE[R%] — 3(ElRr)! = MI Curt.

7.1.1 Simulacié d’inputs

Per tal d’aplicar la férmula anterior, cal disposar d’observacions dels preus de calls i puts
i els seus respectius preus Strike. La simulacié d’aquests preus es fa amb les férmules
de Black-Scholes (5.7) i (5.8), introduides en la seccié 4.

1. Es crea un conjunt x = {Kj,i € Z} format per valors enters on K; — K;_1 =1 €N
(I es determinara en funcié de l’actiu corresponent).

2. Per a tot T it es determina Fy = Spe" T~ i es determina Ky l'element de x que
precedeix a Fy.

3. Es limita el conjunt x a una dimensié de 2n valors Strike, k = {K;,i = —n,...,n}
per sobre i per sota de Kj.

4. Se simulen els preus de calls i puts mitjangant Black-Scholes tal que
ECy(K;,T) = $;®(dy) — Kie """ 0&(d_) per K; > Ky

EP,(K;,T) = Kie " T 0®(—d_) — 5,®(—dy) per K; < K
Finalment es reformula (7.1) de manera que

AKfn = K7n+1 -K_,

AK, = Kt ; Ki—l7

AI{n =Kp— Ky

Vi # —n,n
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i aleshores
on(3) = ((5)) " +n(on(5))" < ()
ventern - 58 im0 (n(§)) - ((§)) )

i=—n

x Price(K;,T)

Aplicant la férmula proposada abans per a calcular E[R}'], per a cada t = 0,...,T es
calculen E[Rr_], E[R%_,], E[R3._,], E[R}_,] i amb aquests, MI Vol., MI Asim. i MI
Curt.

7.2 Volatilitat implicita

La volatilitat implicita és una mesura subjectiva i prospectiva (ez-ante) que reflecteix les
expectatives que té el mercat sobre la volatilitat futura d’un actiu. A diferéncia de la
volatilitat realitzada, aquesta se sol estimar mitjancant metodes de valoracié d’opcions,
com el model de Black-Scholes. Usant aquest model, donat un moment ¢, el preu d’una
opcib call o put i els seus respectius Strikes, identifiquem un tnic parametre lliure a la
férmula: el nivell de volatilitat.

Com que l'estructura de la férmula no permet trobar una expressié tancada per trobar
aquest valor, només a través d’ aproximacions numeriques se’n pot trobar una solucié.
Un dels metodes és el de Newton-Raphson. Aquest métode ens proporciona la volatilitat
depenent de la maduresa del contracte T' i del Strike.

El metode de Newton-Raphson és un algorisme per trobar aproximacions de zeros o arrels
d’una funcié real.

Sigui f : [a,b] — R una funcié derivable a l'interval real [a,b]. Sigui z¢ un valor inicial i
n € N, aleshores es defineixen les iteracions del metode per

Tntl = Tp — f’(m )
n

(7.3)

Per tal d’assegurar la convergencia del metode tenim el segiient teoremas:

Teorema 7.1. (Teorema de Convergéncia Local del Métode de Newton)
Sigui f € C*([a,b]). Sip € [a,b] i f'(p) # 0, aleshores existeiz un r > 0 tal que el métode
de Newton-Raphson convergeiz quadraticament a p per a tot xo € [p—r,p+7].

La demostracié d’aquest teorema pot trobar-se en apunts d’assignatures com Metodes
Numerics 1.

La férmula de Black-Scholes proporciona una eina de fixacié de preus. L’objectiu és
igualar aquesta férmula (C}) (5.7) amb les dades reals de preus d’opcions de qué dispo-
sem (P;), cal no confodre-ho amb la férmula (5.8). Per tant, busquem les solucions o tals
que P; = Cy o el que és el mateix, arrels de la funcié 0 = C; — P;.

Sigui f(0) = Cy(0) — P;. Aleshores s’obté el segiient resultat:
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Proposiciéo 7.2. Sota el model de Black-Scholes, la formula d’iteracid per a trobar la
volatilitat implicita mitjancant el metode de Newton-Raphson es defineix com

o e Ct(O'k) - Pt
i S, @ (dy )T — ¢

on Sy és el preu de Uactiu subjacent en el moment t, ® la funcio de distribucio normal
estandard acumulada © P; el preu del contracte en t.

(7.4)

Demostracié. Donat que la férmula de BS (Black-Scholes) Cy(o) ens proporciona el
valor d’una opcié de compra, volem que aquest sigui igual a P, per tant, busquem zeros
de f(0) = C¢(0) — P,. Per Newton-Raphson, tenim que

f(o)

Ok+1 = Ok — (o)

El problema doncs es redueix a trobar f’(o) (derivada respecte o).

oC (o 0 C(T—
7o) ="9D _ 2 (54, KeTa(a))
0P od 4 o (T—p) OP od_
=S (d )Vt Kem(T-)Z" (g V2=
t@a( +) do ¢ 80( )80
St 4 (r+ly _
Tenim que d4 = l"(7)+g(\/%2) ) aleshores és facil veure que
dd (0) = —In(5) — (r—3o?)(T—t) 1,
do o2T —t o
De forma analoga obtenim que %(U) = —L1d,. Per dltim, com que ®'(z) = \/%e*"ﬁm
aleshores reescrivim la derivada com
1 25, —d_ 1 2,9, —d
! -9 —dy*/2 - K —r(T—t) —d_=/2 +
f (U) t\/ﬂe ( o ) € \/%6 ( o )
_ 1 e_d+2/2[— Std_ + Keir(T*t)d_i_ e(d+2_d*2)/2]
V2T o o
I e Sid— Ke T4, ée—“T—”]
V2T o o K
1 —d.? Std_ Std+
= 22y
V2T [ o o ]
dy —d_
= S (dy)[———] = S @' (d )VT — ¢
La tercera igualtat s’obté del fet que d*td} = In(5) + (T — t) i I"dltima mitjancant

que d_ =dy —o/T —tipertant, dy —d_ =dy — (dy —oV/T —1t) =0T —t. O

El problema doncs és determinar el valor inicial oy amb qué comencar les iteracions.
Pel teorema anterior, tenim que per un oy prou proxim al valor buscat, el metode conver-
gira. Per tant, considerarem expressions tancades d’estimacié de la volatilitat implicita
com la de Brenner & Subrahmanyam (1988) [7] o la de Corrado i Miller (1996) [10].
Aquestes formules aproximen bé el nivell de volatilitat quan el preu del subjacent S; és
similar a el Strike.

24



Brenner i Subrahmanyam proposen dues expressions senzilles en funci6 si el preu de
'actiu subjacent S és igual al preu descomptat del Strike K, aixd és (Ke "1). En el

primer cas tenim que:
2n C

~ 7.5
oBS T3 (7.5)
en el segon cas en qué S # Ke ™! aleshores:
2nC' =46
A= 7.6
ops &\l g (7.6)
on C és el preu de 'opcié call, § = S_TX i X =Ke T,

La proposta de Corrado i Miller és menys senzilla que ’anterior

aCMzﬁS_lX[C—M\/(C—a)?—‘fT (7.7)

i donada la preséncia d’'una arrel quadrada, és clar que la férmula no esta definida si

Ce(-2L0+2)

El resultat obtingut en resoldre iterativament (7.4) és una superficie de tres eixos: ma-
duresa T, Strike K i volatilitat implicita. Aquesta s’anomena superficie de volatilitat,
i té un aspecte com el que s’observa a la figura ba.

Fixant la variable T, obtenim, per a cada T, una corba que mostra la volatilitat implicita
en funcié de el Strike. Aquesta es coneix com la volatility skew o volatility smile segons
la forma que prengui, com podem observar a la figura 5b.

g
Eil { V I
$ oM
§ 3
£ T
1E
‘ LD
i I
T
300 Y
45
e - ! ™ Time-to-Maturity (Yoars) STRIKE PRICES
(a) Superficie de volatilitat (b) Volatility Skew

Figura 5: Figures de volatilitat
Escollirem com a input 100% IV el nivell de volatilitat implicita al 100% de moneyness
(At The Money). Aixo0 significa que escollirem la volatilitat que situa el St rike al mateix

nivell de S;.

El nivell de volatilitat o moneyness és la posicié relativa de ’actiu subjacent en el moment
t, respecte del Strike del derivat. Aleshores les opcions es poden trobar en tres grups:
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1. Out of The Money (OTM), quan S; < K
2. At The Money (ATM), quan S; = K

3. In The Money (ITM), quan S; > K

Es evident que al final del contracte s’obtenen beneficis positius si 'opcié esta I'TM.
Ara considerarem només opcions call i suposarem fixat S;.

Per exemple, si S; = K = 100 aleshores 'opci6 és At The Money (100% moneyness),
prendrem el nivell de volatilitat implicita corresponent com s’observa a la figura 6a.

L}
100% JIoneyuess) 75% 100% 125%

(a) Vol. del 100% de moneyness (b) Vol. del 751 125% de moneyness

moneyness

Figura 6: Nivells de volatilitat

Considerem ara formes d’incorporar mesures d’asimetria i curtosi. Per a l'asimetria, se-
guint a Mixon (2011) [21], una forma alternativa de construir-la és considerant la diferéncia
entre el 75% i el 125% del nivell de volatilitat implicita respecte del 100%, I’anomenarem
1V Asim.

Com es pot observar en la figura 6b, tenim que, per un S; fix, en augmentar K, augmenta
el nivell de moneyness, ja que ens acostem a nivells OTM (en context d’opcions call). De
forma contraria, si K disminueix respecte S, aleshores el nivell de moneyness disminu-
eix. Per convenci6 es determina que el numerador és la variable mobil i el denominador
la variable fixa. D’aquesta forma, podem calcular el 75% i el 125% buscant els K que
satisfan

K
= =0,75 i — = 1,25, (7.8)

Una vegada tenim els K, només cal determinar quina volatilitat els correspon a cada un.
Denotem IVigg, V75 1 IVio5 a les volatilitats implicites corresponents a cada nivell de
moneyness.

Finalment, la difereéncia entre les volatilitats implicites del 75% i el 125% dividida entre
la volatilitat implicita corresponent al 100%

. IVzs — IVi25
IVASZm. =
IVipo

determina la mesura de l’asimetria proposada per Mixon (2011) [21].
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De forma similar, i tot i que no hi ha una manera alternativa clara i definida de determi-
nar la curtosi a partir del nivell de volatilitat implicita, en ’article de Hocht, Schoutens
i Verschueren (2024) [16] es proposa examinar les cues de la corba per mesurar-la. Aix{
doncs, la cua dreta i esquerra es defineixen com la diferéncia entre el 90 i el 95% respecte
del 100% del nivell de volatilitat implicita i la difereéncia entre el 105 i el 110% respecte
del 100% del nivell de volatilitat implicita respectivament. L’anomenarem IV Curt.

S

[ [
I 90% 95% L 105% 110%
75% 100% 125%

moneyness

Figura 7: Vol. del 90, 95, 105 i 110% amb les préviament descrites 75, 100 i 125%

7.2.1 Simulaci6é d’inputs

Per tal d’aplicar el metode de Newton-Raphson cal disposar de preus de calls. Aquest
tipus de dades no té un accés tan restringit com els preus de swaps perd com que la
formula de Black-Scholes ens proporciona un resultat teoric per aquests preus la farem
servir. Recordant la Proposicié 7.2, tenim que cal igualar el preu dels calls amb la férmula
de Black-Scholes (5.7), per tant

S ®(dy) — Ke 7T 0®(d_) = P, = C; = S$,0(d, ) — K'e 7T )  (7.9)

on denotem d, d_ i K als valors corresponents a la P; i d/,, d” i K’ als corresponents a
Ct.

Si determinem aquests preus amb la mateixa formula, resulta que tenim la féormula de
Black-Scholes a ambdds costats de la igualtat.

Per tant, per poder aplicar Newton-Raphson cal determinar K en ambdds costats de
la igualtat i determinar o per al calcul del preu del call (és a dir, al costat ‘dret’ de
la igualtat), ja que l'objectiu és trobar la volatilitat (o) corresponent a cada nivell de
moneyness (m) (costat ‘esquerre’).

Per la férmula (7.8) podem determinar K tal que K = mS;, aleshores per a cada m
tenim que

P, = 8;®(dy) — mSpe "I Dd(d_) = §,®(d,) — Spe " TDd(d ) = C;

i el K’ corresponent a la banda dreta de la igualtat (7.9) el fixarem en K’ = S} per a tot
moneyness m.
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Per ultim, el preu K o Strike, reflecteix ’esperanca o expectativa d’evolucié d’un actiu,
per tant, introduirem aquesta caracteristica en forma de capitalitzacié per un periode
de temps igual al que hi ha entre el moment ¢ i el final del contracte T', de forma que
K = mSter(T_t) per al calcul de P; i K/ = Ste’"(T_t) per a l'altre costat de la igualtat.
Per ultim, es determina o com la volatilitat historica del periode, en aquest cas, des del
2015 fins al 2018.

D’aquesta manera, (7.9) és
i la funcié de la qual cal trobar arrels amb Newton-Raphson és

flo) =8®(d,) — S;®(d") — S;®(dy) + mS,®(d-) =
= Sy (®(d)) — D(d4)) + (m — 1)Sy(P(d-) — ®(d_))
S St

t /‘dﬁr _Z2/2d n ( 1) d4 _Z2/2d
e ¥4 m — e z
V2 Ja, V2m Ja,

Observacié 7.3. Sota aquestes condicions, la volatilitat corresponent al 100% money-
ness, aixd és, 100% IV, és la volatilitat historica constant per a tot ¢ introduida per a fer
els calculs.

Volatility Skew
0.8 : /
: =®= Volatilitat Implicita
0.7 - : —=—=- Volatilitat Historica
! 75% moneyness
0.6 - : 100% moneyness
' 1 125% moneyness
1 '
1 1
2 054 i ]
= ! !
= 1
E‘ 1 1
£ 0.4 ] I
B i i
= 1 1
& 03- : !
(=] 1 1
= l 1
0.2 ! !
1 1
_____________________________________________ {_________
0.1 4 1
1
1
L
0.0 4 ®
- '.

T T T T T T T T
1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400
Preus 'Strike'

Figura 8: Volatility skew per a T = 1 any en t = 0 del S&P 500 amb inici al 01.01.2015

Aquests valors serviran com a inputs per estimar TVOL. La justificacié a la introduccié
d’aquestes mesures alternatives es troba en la correlacié que hi ha entre ambdods metodes,
especialment en nivells baixos de maduresa 7', com s’observa a la figura 9.
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Mi Vol & 100% IV MI Skew & (75-125/100)% IV MI Kurt & (90-95/100)% IV Ml Kurt & (105-110/100)% IV

1 mes -0.869290 -0.978719 0.943622 -0.554539
3 mesos -0.846302 -0.969599 0.870196 -0.434293
b mesos -0.839354 -0.949436 0.807855 -0.465357
9 mesos -0.835709 -0.911974 0.606349 -0.279852

12 mesos -0.835750 -0.891867 0.636898 -0.286897

Figura 9: Correlacié entre variables d’ambdds metodes

Per ultim, agrupem les dades en diferents conjunts.

S1 conté l'estimacié de la volatilitat fent servir el metode dels moments (MI Vol.),
S2 conté MI Vol. i la mesura d’asimetria (MI Asim.),
S3 conté MI Vol., MI Asim. i la mesura de curtosis (MI Curt.).

S4 conté els nivells de volatilitat del 100% de moneyness (100% IV),

S5 conté 100% IV i la mesura d’asimetria proposada per Mixon (IV Asim.) i
S6 conté 100% IV, IV Asim. i la mesura de curtosis (IV Curt.).

(El terme IV es refereix a Implied Volatility i MI a Market Implied).

En resum, tenim les dades agrupades en 6 grups, els tres primers provenen del metode
del moments i els tres ultims es basen en la volatilitat implicita del mercat.

S1: MI Vol., S2: MI Vol. & MI Asim., S3: MI Vol. & MI Asim. & MI Curt.
S4: 100% IV, S5: 100% IV & IV Asim., S6: 100% IV & IV Asim. & IV Curt.
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8 Models predictius

En aquesta seccid es proposen diferents models per fer les estimacions. Considerarem la
Regressio del Procés Gaussia, tecniques d’aprenentatge automatic basades en arbres i la
Regressio Lineal.

8.1 Regressié del Procés Gaussia

En aquesta seccié farem una introduccié a la Regressié del Procés Gaussia seguint Ras-
munssen i Williams (2006) [22].

Definicié 8.1. Un procés de Gauss o Gaussia és una colleccié de variables aleatories de
les quals qualsevol subcolleccio finita té una distribucio Gaussiana (normal) conjunta.

Sigui D = (X,y) = {(xi,¥i) | ¢ = 1,...,n} un grup d’observacions on x; és un vector
d’entrada de dimensié p i y; el corresponent valor escalar de sortida. Per tot ¢ =1,...,n

Yi = f(XZ) + €, on €; ~ N(ngg)

Si assumim que f és un procés de Gauss aleshores f ~ GP(m(z), k(x,z)). El procés esta
completament caracteritzat per la funcié mitjana m, sovint definida com la funcié zero, i
la funcié covariancia o kernel k. A més, les observacions també seran un procés Gaussia
y ~GP(0,K(X,X) +02Id) on

k(x1,x1) k(x1,x2) - k(x1,X,)
K(X.X) = k(x2,x1) k(x2,x2) - - k(x2,Xp,)
kE(xn,x1) k(xXn,x2) - k(xp,Xp)

Per un nou grup d’observacions X *, de dimensié n* X p i els corresponents valors desco-
neguts f*, aleshores la probabilitat conjunta segueix una distribucié normal multivariant,

[;,*] - N, [K(X,X—i—oﬁ[d) K(X,X*)

K(X* X)  K(X* X*)] dim (n +n") x (n+ 7).

ja que K (X, X*) té dimensié n x n*, K(X*, X)) té dimensi6é n* x n i K(X*, X*) di-
mensié n* x n*.

Sigui Y = (Y1, Y2, ..., ¥;,)T una variable aleatoria amb funcié de densitat

fr(y) = (\/ﬂ)"idetz\lﬂ ea:p{ - %(y —n) Ty — b)}

ony = (y1,¥2,..,Yn)’, b € R i ¥ és una matriu definida positiva de dimensié n x n.
Aleshores diem que Y és una distribucié normal n-dimensional amb mitjana b i matriu
de covariancies Y. Escrivim Y ~ N, (b, X).

Proposicié 8.2. Sigui Y = <Y(1)> ym si Cov(Y(1),Y(2)) = 0, aleshores Y1) i

Yo ) n—m
Y(2) son independents i amb distribucié normal.
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Demostracié. Se segueix de la factoritzacié de la pdf. O

Proposicié 8.3. Sigui Y = <Y<1>) {nm_ Y~ NG (b, %) amb

b— <b(1)) 5 <211 212) tm
b(g) ’ 221 222 }n—m

Z =Yg — S0 3y Y

Aleshores

és independent de Y(y).
Demostracié. Es suficient veure que Cov(Y(1), Z) = 0. En particular
Cov(Ya), Z) = Cov(Yy, Yio) — 21 Yy))
= Cov(Y(1), Y(2)) — Cov(Y(y), 3/(1))21_11212
=Y X8 T2 =0

Ara només cal aplicar la proposicié anterior. O

Proposicié 8.4. Amb la mateiza notacid que abans,
Yoy lY() = 91y ~ Nu—m(be2) + 22121_11@(1) —b(1)), Y22 — Y0121 12)
Demostracié. Per la proposicié anterior, tenim que
fovay,2) Wy, 2) = fyo (W) fz(2),

a més, fent el canvi (Y1), Y(2)) = (Y1), Z), es té

fvy )W) 2) = Fovi, v Wy 2 + 2131 ),

i, per tant,
1
£y = T ¥ W2 + B Ziw)

Jyay W)

aixo és
Jvi, Vi) W(1)s Y(2))
5oyl IRIORE)
fz(We) — XX ya)) T W)

= )1V, W) (1))

Ara,

Z ~ Na-m(bz) — L2157 b1y, Loz — L1577 S12) (8.1)
En particular,
E(Z) =E(Y(9) — E21217113/(1)) = E(Y(y)) - 2212];11[E(}/(1))
i també
Cov(Z,Z) = Cov(Y(a), Y()) — Cov(Y(), a1 11 Y1)

— CO’U(Elel_llY'(l), Yv(z)) + C’ov(Zle‘llY(l), 22121_111/(1))

=Yoo — Y010 Y12 — T X 10 + o X 1 8 Tie

= Yoo — N1 N T1o
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de tal manera que fz(y) — 22121_113/(1)) és la funcié de densitat de
No—m(bay + 21571 (W) — b)), Soz — S S5 S12)
a més, tenint en compte (8.1) i posant ¥ = gy — 22121_11212 tenim

f2(ye) — a3l yay) =
1
(V27" |det S| /2
1 _ _ _ _ _
X ewp{—§(y(2) — Sn S ya) — (be) — Sa55'0m) 7 ey — SaEnva) — (be) — Sa55'ba))}
1
(V27" det S| /2
1 _ g _
x expl=5(¥y2) — () + S5 (W) — b)) = (W) — (bey + Za 1 (Ya) — b))}

O

Usant la Proposicié obtenim que la distribucié condicionada de f* donats X,y i X*

3

€S

FHIX* Xy ~ N(K(X*, X)[K(X,X) +021d] 'y,

K(X* X*)— K(X* X) x [K(X,X)+02Id "

K(X,X*))

Aquest resultat déna una forma de calcular f*, ja que la funcié mitjana de la férmula
anterior sera la que fem servir per a 'estimacié de f*. Aquesta funcié depen de 'eleccié
de la funcié de covariancia k. Veiem ara quines funcions k existeixen.

Una opcidé molt comuna és el squared exponential kernel k : RP x RP — R, donat per

*\ 2 _’X_X*‘Q
k(x,x)—aemp< Top ),

amb el conjunt de parametres @ = (02,1). Com a alternativa, també es pot considerar el
Matern kernel, que és una generalitzacié de 'anterior,

k') = F (“?\x—x*)yKy<“f7rx—x*r>,

on K, és una funcié de Bessel modificada i 8 = (v,1).

Les funcions de covariancia o kernels proporcionen la correlacié existent entre les ob-
servacions. El Matern kernel, en particular, permet ajustar el grau de suavitat entre les
observacions amb el parametre v. Quan aquest parametre és 1/2 aleshores el Matern
kernel es comporta com el squared exponential kernel. En concret, com més elevat és v,
més suau és el model i com més petit, més rugds, com es pot apreciar a la figura 10.

El parametre [ controla la distancia en que dues observacions poden considerar-se corre-
lacionades. Un valor de [ baix implica que només obervacions properes estan relacionades
i un valor de [ alt permet correlacions entre observacions més allunyades.
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Figura 10: (a) funcions de covariancia en funcié de la distancia i (b) el resultat del procés
de Gauss amb el Matern kernel, per diferents valor de v, amb [ =1

La funci6 de Bessel que es fa servir en el Matern kernel s’anomena funcié de Bessel
modificada de segona especie d’ordre v, K,. Aquesta funcié permet ajustar el nivell de
correlacio entre punts en funcié de la seva distancia. Té un decreixement exponencial que
regula la disminucié de la correlacié entre observacions a mesura que augmenta distancia
entre elles. Aquestes funcions sén molt utilitzades per modelar dades temporals, ja que
permeten ajustar la dependencia de distancia de forma flexible.

Les funcions de Bessel sén solucions canoniques y(x) de I'equacié diferencial de Bessel:

%y Y
o d d 2 _ .2
oS tr—+ (@ —-v)y=0

El nombre v s’anomena I’ordre de les funcions de Bessel associades a I’equacié. Tanmateix,

les funcions de Bessel modificades I, i K, sén solucions de I’equacié de Bessel modificada

d?y dy
207Y ay . 2 2\, _
xd2+xd (z°+v7)y=0

Les funcions de Bessel modificades de primera especie (I,(x)) d’ordre v venen donades

per
00 1 x 2k+v
IV ey _ | —
() kzzoklr(kerrl)(z)

i les de segons especie (K, (x)) d’ordre v venen donades per

_ zl,,,(zr) —I,(x)

2 sin(vm)

K, (z)
Aquestes funcions sén exponencialment creixents i decreixents respectivament (vegeu fi-

gura 11), és per aix0 que prenem K, per tal de regular un decreixement de la correlacié
entre observacions a mesura que aquestes sén llunyanes entre elles.

Per tltim, cal determinar quins valors pren el conjunt €. Una forma comuna d’estimar-lo
és maximitzant el marginal log-likelihood de la distribucié Gaussiana multivariant sobre

el conjunt d’entrenament (X,y)

1 _ 1 n
logL(y[X,0) = =5y  K(X,X)"y — Slogldet(K (X, X))] = S log(2r)
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Figura 11: Funcié de Bessel modificada de segona especie per a diferents v, K, (z)

8.2 Aprenentatge automatic basat en arbres

L’aprenentatge automatic basat en arbres és una branca de ’aprenentatge automatic
que utilitza estructures d’arbres per a prendre decisions i fer prediccions. Els arbres de
decisié, introduits per Breiman, Friedman, Stone i Olshen (1984) [6], parteixen l'espai
de predicci6 en regions disjuntes de tal forma que, per a cada element de cada subregid
{R;|j=1,..,J} es prediu el mateix valor jr;;

J
farbre(x) = Z@Rj “Lixer)) (8.2)
i=1

on Jg; ¢és la mitjana de les observacions d’entrenament en la regié R;. Conceptualment,
les fulles dels arbres representen les prediccions.

Per un espai de caracteristiques de dimensié p, un subespai de RP, ’espai es divideix en
J regions, R; sent regions o hiperblocs p-dimensionals.

Aquests arbres es construeixen mitjancant 'anomenat algorisme de CART (Classifica-
tion and Regression Trees). Els punts frontera o split points es determinen analitzant,
per cada observacid, quina és la que té un valor més petit de la funcié perdua L.

Ly £69) = S (i = FOx0) (33)

=1

Aleshores, de totes les caracteristiques i observacions possibles, prenem la que té una
funcié pérdua més petita. Aquesta caracteristica, junt amb el valor de ’observacid, sera
Parrel (root) de I'arbre de regressié. Un cop tenim la primera separacié tenim dues regi-
ons. Podem doncs repetir el procés de nou dins de cada nova regié iterativament. Aix{,
obtindrem un arbre amb el mateix nombre de fulles que d’observacions i, tot i que tindran

un biaix baix, la variancia sera elevada i la capacitat predictiva per a noves observacions
sera més aviat dolenta.
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Es per aix0 que s’introdueixen criteris de parada, per exemple quan una regié té un
nombre d’observacions inferior a un nombre m determinat.

Aquest algorisme es defineix com a greedy o vorag. Aixo significa que en cada itera-
cié, lalgorisme escull la millor opcié per a cada pas amb la informacié de la qual disposa
en aquell moment, en comptes de ‘mirar endavant’ per determinar una solucié global que
podria resultar millor. L’algorisme no es replanteja en el futur les decisions preses i és
per aixo que el resultat podria no ser optim.

Els arbres de regressié per si mateixos estan lluny de ser bons metodes predictors, a
causa de la sensibilitat a canvis de dades, a la propensié al overfitting o sobreajust (es
fan massa regions) i a l'elevada correlacié entre les prediccions. Per tal de millorar la
capacitat predictiva, els arbres de prediccié s’agrupen en conjunts d’arbres.

Considerarem dos metodes: el bosc aleatori (random forest) i la potenciacié del gra-
dient (gradient boosting machine).

Aquests algorismes presenten avantatges com son la facil comprensio i interpretabilitat
aixi com una menor sensibilitat a valors extrems, com és el cas d’altres models com la
regressid. Tanmateix, les limitacions principals, com en el cas dels arbres de regressié per
si sols, sén la tendencia al sobreajust i la baixa estabilitat, que fa que canvis petits en les
dades puguin generar arbres completament diferents.

8.3 Bosc Aleatori

Definicié 8.5. Un bosc aleatori és una combinacio d’arbres predictors o de regressio
tal que cada arbre depen del valor d’un vector aleatori provat independentment i amb la
mateiza distribucid per a cada un d’aquests (arbres).

Aquesta tecnica d’aprenentatge automatic basada en arbres de decisié va ser introduida
per Leo Breiman 'any 2001 [5].

8.3.1 Bagging

Aquest bosc es genera mitjangant el que s’anomena bagging o bootstrap aggregating tecni-
que. Aquesta teécnica consisteix en, a partir d’un conjunt de dades inicials D = (X, y) =
{(xs,4:) | i = 1,...,n}, generar miiltiples subconjunts aleatoriament D? de mida & - n,
0 < 6 < 1. Aquests subconjunts generats aleatoriament segueixen la mateixa distribucié
subjacent que el conjunt D.

Error quadratic mig (EQM) o mean squared error (MSE)
L’error quadratic mig d’un estimador o predictor mesura la mitjana dels errors al quadrat,
és a dir, la diferéncia entre ’estimador 0 i el valor que s’estima 0. Mesura la qualitat de
Pestimador i com més proxim a zero sigui 'EQM millor sera I’estimador. A més, incorpora
tant el biaix com la variancia de I’estimador.

EQM =E((0—-0)*) =E [(é —~ E(é))Q] +E [(E(é) —~ 9)2]
— Var(é) + Bias(é, 9)2
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Demostracié. Es suficient veure que Var(X) = E(X?) — (E(X))? i substituir X per

0 —6.
Var(X) =E((X - E(X))?) = E(X? - 2XE(X) + E(X)?)
=E(X?) - 2E(X)? + E(X)? = E(X?) — E(X)?
Per tant, E((0 — 0)2) = Var( — 0) + (E(0 — 0))°. O

Gracies a aquesta tecnica es redueix la variancia del model comparada amb els arbres
de regressi6 individualment degut al segiient resultat de Breiman (1996) [4].
Sigui f(x,D) un (arbre) predictor per a y, aleshores denotem {f(x,D;)} la seqiiéncia de
predictors per a cada conjunt Dy.
Sigui (z,y) € D i sigui f(x,D) el predictor de y, aleshores la prediccié agregada és el
valor esperat sobre D de f(z, D), aix0 és

¢a(z) = Epf(z,D) (8.4)

Prenem x un valor input fix i y el valor de sortida corresponent. Aleshores
Ep(y — f(z,D))* = y* = 2yEpf(z, D) + Ep f*(z, D) (8.5)

fent servir (8.4) i aplicant la desigualtat E[Z2] > (E[Z])? al tercer terme de (8.5) obtenim
que
Ep(y — f(z,D))* > (y — da(x))?

Integrant en ambdds costats sobre la distribucié conjunta de x,y obtenim que MSE de
dA(z) és més baix que el MSE esperat sobre D de f(x,D). Per tant tenim que per a
qualsevol predictor f(z, D), tindrem que el MSE sera major que per al predictor ¢ (z).

8.3.2 CART

L’algorisme CART vist en I’apartat anterior calcula per cada caracteristica i cada observa-
ci6 la funcié perdua £ (8.3) per determinar quins seran els split points i les caracteristiques
arrel. Veiem com l'algorisme fa servir totes les caracteristiques disponibles.

Els boscos aleatoris, introduits per Breiman al 2001 [5], incorporen un altre element d’a-
leatorietat per tal de decidir quin sera el criteri de particié en cada node. En comptes de
fer servir totes les caracteristiques disponibles (inicialment p), es fan servir un nombre m
de caracteristiques (m < p) escollides aleatoriament. La introduccié de l'aleatorietat fa
que els arbres tinguin menys correlacié entre ells.

8.3.3 Algorisme

1. A partir de D = (X,y) = {(x4,%i) | ¢ = 1,...,n} es generen subconjunts aleatoris
DY ={(xb,9")|i=1,...,n}ont=1,..,T.

2. Per a cada subconjunt, es construeix I’arbre f;(z|D?) minimitzant la funcié perdua
L i utilitzant m caracteristiques aleatories de les p disponibles.
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3. Finalment, la prediccié s’obtindra prenent la mitjana dels resultats obtinguts en
cada arbre individualment:

1 X
frp(x) = T Zfb(x | Df)
t=1

8.4 Potenciacié del Gradient (gradient boosting)

A diferencia del metode anterior que es basa en la construccié d’arbres independents, la
tecnica de la potenciacié del gradient consisteix en la creacié de forma iterativa d’arbres
que es basen en ‘'error’ de I'anterior, Friedman (2001) [13].

En cada iteraci6 t es construeix un arbre de dimensié limitada (depth o max fulles),
aquest no es construeix directament sobre el valor y; que volem predir, sind usant el que
anomenem els pseudo-residuals p; ; per I'observacié 1,

1

L’elecci6 de la funcié perdua és arbitraria perd la més usada és L(y, f(z)) = 5(y — f(x))?
per la senzillesa en derivar-la. D’aquesta forma, els pseudo-residus queden

Pit = [yz - f(Xi)]f:ftﬂ

Amb aquests valors p;; es crea un arbre de regressié amb ’algorisme CART mencionat
anteriorment. Donat que per a cada regié terminal creada {R;:|j = 1,..., i}, on J; és
el nombre de fulles de ’arbre en la iteracié ¢, podem tenir més d’un pseudo-residu, es
calcula el segilient valor (per tal que cada fulla tingui un valor tnic)

B]’ﬂg = argminy Z L(ys, fr—1(x;) +0)

1X,ER; ¢

on es busca el valor b que minimitza ’expressié anterior. Aquest b;; és el que determina
quin valor té cada regié R;; i, amb aquest, actualitzem la funcié f; de la manera segiient

Ji
fexi) = foo1(xi) £ XY bjs - Lier, ) = fro1(Xi) + Aarbre, (%)
=1

El parametre A controla la velocitat de 'algorisme i el procés no s’atura fins que ¢
assoleix el nombre determinat d’arbres T o fins que la reduccié de 'error deixa de ser
significant en cada iteracié nova. La prediccié final de I’algorisme correspon amb fr(x)
obtingut amb ’expressié anterior.

Per comengar el metode es parteix de fo(x) = % Yo, yi- Tenim que fo(x) es defineix

com

fo(x) = argminy Z L(y;,b) = argminy, < Z %(yZ - b)2>

i=1 =1
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Derivant ’expressié entre parentesis respecte b i igualant-la a 0 per trobar el b minim
tenim que

n
0= St b) =Syt nb
j i=1
I, per tant, obtenim el resultat que voliem.

De manera informal, podriem dir que en cada iteracié creem un arbre amb els pseudo-
residus, 1 actualitzem f; en cada pas sumant els ¢ — 1 arbres anteriors aixi com la mitjana
incial fj.

8.4.1 Algorisme

1. Partim de fo(z) = argming > o L(y;,b). Com s’acaba de veure es té que
n i=1J?

2. Per at =1 fins a T repetim el seglient:

(a) Calculem els pseudo-residus per a t,

9Ly, f(xi)) T — flx
it = |: af(x;) :|f:ft1 lyi — f( ’L)]f:ft—l

(b) Creem un arbre de regressié amb els pseudo-residus mitjancant ’algorisme
CART descrit anteriorment (sense bagging).
Aleshores tenim les regions {R;; | j = 1,..., J;}, on J; és el nombre de fulles de
I’arbre i els valors d’aquestes fulles son els pseudo-residus, on cada x; pertany
a una regié. El valor d’aquestes regions es determina de la seglient forma.

(¢c) Determinem b;; = argmin > ixiery LWis fe-1(xi) + )
(d) Actualitzem f;,

Ji
fe(xi) = frm1(xs) + Azbjﬂf Lixser; ) = fr—1(%i) + Marbre, (Xi)
j=1

3. Obtenim fr(x)

8.5 Validacié
8.5.1 Validacié creuada (cross-validation)

La tecnica de la validacié creuada o cross-validation s’utilitza per optimitzar els parame-
tres dels models predictius de forma que es redueixi el sobreajust (overfitting) i la prediccié
s’ajusti al maxim possible a les dades d’entrenament.

Les dades disponibles es divideixen aleatoriament en tres subconjunts. El conjunt d’entre-
nament sera per construir el model, el conjunt de validacié sera per ajustar els parametres
i el conjunt test sera per avaluar el comportament predictiu, és a dir, amb dades que no
s’han introduit per construir el model (out-of-sample).
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En aquest tipus de validacié, se solen introduir k iteracions o k-folds, de manera que
el conjunt de dades es divideix en k subconjunts. Per a cada iteracié se selecciona un
subconjunt diferent com a conjunt de prova o test i els & — 1 restants com a conjunt d’en-
trenament. Un cop fetes les k iteracions, es calcula la mitjana aritmetica dels resultats
obtinguts per a cada iteracié o fold i aquest n’és I'tinic resultat final.

Els parametres s’escullen tenint en compte quins minimitzen ’error en la prediccié de
les dades del conjunt de validacié. Tanmateix, aquesta técnica assumeix que les dades
sén independents i distribuides de manera identica (i.i.d.), cosa que no passa amb les
dades de que disposem, ja que sén series temporals.

8.5.2 Walk-forward validation

Per aixo cal considerar una altra forma de validar i optimitzar el model. De ’anglés
walk-forward, que es pot traduir al catala literalment com ‘caminar endavant’, la valida-
ci6 walk-forward permet tenir en compte la dependeéncia temporal de les dades financeres.

En aquest context, es divideixen les dades en blocs que cobreixen el mateix periode
de temps on les dades d’entrenament consisteixen en blocs contigus, comencant des de
I'inici temporal. Els blocs de validacié i test es troben temporalment després dels blocs
d’entrenament. El concepte de walk-forward es basa en el fet que per a cada fold o pas,
hi ha blocs que no s’introdueixen a la validacié, pero a mesura que augmentem el pas,
augmentem la longitud o durada dels blocs de tal forma que anem introduint dades als
blocs d’entrenament aixi com als blocs de validacié i test. D’aquesta forma, en 1'altim
fold totes les dades de la serie temporal estaran en algun bloc.

temps

- entrenament [ validacio [ test

(a) 3-fold validacié walk-forward

Finalment, analitzem l’error en cada pas o fold entre el grup de validacié i les predicci-
ons i en fem la mitjana. L’objectiu doncs és trobar els parametres que minimitzen aquest
€rTor.

Per tal d’evitar information leaks (fuites d’informacié), un cop s’han dividit en blocs
les dades, es duu a terme un procés de depuraci6 o purging, de Pardo (2018) [19]. Aquest
essencialment consisteix a eliminar dades proximes a les fronteres dels blocs o bé dades
d’un mateix moment s’assignen al mateix bloc.



9 Avaluacid

Un cop implementats els diferents algorismes de prediccié i refinats els parametres que
permeten el millor comportament el grup de validacid, es fa servir 'error absolut mig
(EAM o MAE) per mesurar el comportament predictiu dels models:

MAE = =3y — £, (9.1
i=1

on y; és el valor observat de IVOL i f(x;) el valor predit.
A més, per demostrar la capacitat predictiva de les tecniques d’aprenentatge automatic
inclourem una regressié lineal simple (RL) de la forma

fro(x:) = Bo + Bx; (9.2)
amb 3 de dimensié p.

Les figures 13a - 17b mostren els resultats del MAE per a cada maduresa T avaluada
per ambdéds actius analitzats. S&P 500 amb tonalitats de blau i JPM amb tonalitats
de vermell. Per a cada actiu, es mostra el MAE obtingut amb cada algorisme emprat,
Regressié del Procés Gaussia (GPR), Bosc Aleatori (RF), Potenciacié del Gradient (GBM)
i Regressi6 Lineal (LR).

1 mes 1 mes
1.2
-8~ S&PS00: GPR ) —8— S&P500: GPR
18 1 -8 saPs00: RF / 114 —® S&PS00: RF
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—8— 5&P500: GPR
—8— S&P500: RF
—8— S&P500: GBM
S&P500: LR
—— JPM: GPR
—8- PM: RF
—0— JPM: GBM
oo PM:LR

(a) MAE per a T = 6 mesos
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(b) MAE per a T' = 6 mesos en detall

-8~ S&PS500: GPR
-8~ S&P500: AF
—o- S&P500: GBM
S&P500: LR
-8 PM: GPR

(b) MAE per a T = 9 mesos en detall

—8— S&P500: GPR
—8— S&P500: RF
- S&P500: GBM
S&P500: LR
—8— JPM: GPR
-8~ JPM: RF
~o— JPM: GBM
~o- JPM: LR

(b) MAE per a T' = 12 mesos en detall

Figura 17: MAE de les prediccions per al S&P 500 i JPM i diferents T’

Els resultats mostrats corresponen al millor conjunt de parametres, és a dir, que redu-
eixen al maxim l’error de prediccié. D’aquests resultats se’'n poden fer una serie d’obser-
vacions.

En primer lloc, i a causa de la construccié del conjunt S4, que per definicié és un valor
constant per a tots dos actius i durant tots els periodes, la capacitat predictiva és baixa i
només la Regressié del Procés Gaussia s’adapta satisfactoriament a aquesta circumstancia.
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En segon lloc, observem com la introduccié de I'asimetria (S5) millora drasticament 1’ac-
tuacié dels algorismes RF, GBM i LR. Aquesta millora és relativa en el cas del GPR ja
que, con s’acaba de comentar, la prediccié per a S4 ja era prou bona, i més accentuada en
el JPM que en el S&P 500. En contrast a ’anterior, la introduccié de caracteristiques
com l'asimetria i la curtosi als conjunts S2 i S3 no es veu reflectit en una millora de
la capacitat predictiva dels models. De fet, per algunes madureses les variables intro-
duides arriben a confondre els algorismes i empitjorar la prediccié comparada amb el
conjunt que conté tinicament una variable basada en la volatilitat, S1, sobretot en JPM.
Aix0 pot ser degut a l’elevada correlacié que hi ha entre les variables dins de cada conjunt.

En aquesta linia, per a GPR, RF i GMB, la introduccié de mesures de curtosi a S6
no millora el rendiment obtingut per S5 pero, tanmateix, no en deteriora la capacitat pre-
dictiva per a cap de les madureses. Només s’observa que hi ha variacions de S6 respecte
S5 per a la Regressio Lineal, pero aquestes variacions empitjoren o milloren el resultat de
S5 en funcié de la maduresa.

En termes d’algorismes, tant GPR, RF com GBM tenen un comportament essencial-
ment similar (menys en S4 comentat anteriorment) amb un lleuger millor comportament
de la Regressié del Procés Gaussia en el cas del S&P 500 en tots els conjunts. Aixi
mateix, per al JPM, la Regressié del Procés Gaussia també obté lleugerament els millors
resultats en S1, S4, S5 i S6 pero per a S2 i S3 per a madureses intermedies, el Bosc
Aleatori obté millors resultats.

Per altra banda, la Regressié Lineal té resultats més irregulars. Per a ambdds actius
la introduccié de l'asimetria (S2 i S4) suposa millors rendiments pero la curtosi (S3 i S6)
no només a vegades no millora siné que empitjora les prediccions. Aquestes fluctuacions
sén molt més accentuades en el cas del JPM. En tot cas, per a ambdds actius i totes les
madureses, la Regressié Lineal és la que obté pitjors resultats a excepcié d’un sol cas que
no es considerara significatiu.

Per 1ultim, s’observa com la prediccié del JPM obté MAEs més elevats que la del S&P
500 per a tots els conjunts de dades i tots els algorismes de prediccio.
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10 Conclusions

Aquest treball s’ha dividit en dues parts clarament diferenciades i ha explorat en profun-
ditat el paper dels swaps de volatilitat topada com a instruments financers essencials per
a l'especulacio i la gestié de riscs.

En la primera part s’ha aprofundit en el model de valoracié d’opcions de Black-Scholes
i en tots els resultats estocastics rellevants del qual aquest depen, com el moviment Brow-
nia, pilar fonamental d’aquest model i de molts altres, dins i fora del mén financer.
Seguidament, i a falta de dades reals, hem hagut de recolzar-nos en nombroses ocasions
de la senzillesa que presenta el model per poder obtenir tots els components necessaris
per a dur a terme la modelitzacid, tant per construir el metode dels moments implicits
del mercat com per determinar la volatilitat implicita.

Tanmateix, aquest model, encara molt present en les finances d’avui dia, presenta
una serie de limitacions que s’han pogut observar a la seccié 5 i que fa que en mercats
complexos, no es capturin adequadament les dinamiques de volatilitat.

La segona part, ha estat enfocada a la integracié dels metodes predictius en ’analisi
i valoracié de la volatilitat dels swaps de volatilitat topada. Els metodes emprats, la
Regressié del Procés Gaussia, el Bosc Aleatori, la Potenciacié del Gradient aixi com la
ja coneguda Regressié Lineal, ha permes introduir-nos en un camp en qué només s’hi
havia passat superficialment durant la carrera de matematiques. Gracies a llibreries
implementades de Python, es van poder fer tots els calculs i les prediccions presentades
durant el treball.

Els metodes d’aprenentatge automatic obren noves possibilitats al mén financer i per-
meten que, combinats amb els models teorics, millorin la seva aplicabilitat i precisié en
els mercats cada vegada més dinamics.

En aquest sentit, les observacions detallades en ’apartat anterior, i tot i les limitacions
amb que ens hem anat trobant per accedir a dades reals del mercat, determinen un possible
cami a seguir per tal de, primer, verificar que els preus dels contractes swap de volatilitat
sén coherents i segon, establir una eina per predir el comportament tant dels preus com
les volatilitats.

Aixi doncs, s’ha vist com hi ha metodes que s’ajusten millor que altres en termes
generals (com la Regressié del Procés Gaussia) pero que per a diferents actius subjacents
i diferents periodes de maduresa, la decisié del metode optim ha de basar-se en un previ
estudi sobre aquest actiu i el tipus de variables que s’hi introduiran. En termes generals
hem pogut observar com per madureses elevades, els conjunts de dades S5 i S6 (S4 en
la Regressié del Procés Gaussia) milloren lleugerament els resultats de S1, S2, i S3 per
ambdos actius.

Tanmateix, donades les possibles limitacions del model de Black-Scholes en les cons-
truccions dels preus de les opcions (com que la volatilitat sigui en tots els periodes constant
per hipotesi) fa que, en adici6 a l’estudi realitzat, els resultats amb preus reals pugui ser
lleugerament diferent i, per tant, reforcar les conclusions extretes en el present treball com
descartar-les. Recolzant-nos en un article de Hocht, Schoutens i Verschueren (2024) [16]
concloem que aquestes, lluny de descartar-se, es reforcen i, en conseqiiéncia, observem
que la construccié teorica el que fa és homogeneitzar i igualar els resultats, llimar-ne les
diferencies i, en conseqiiéncia, obtenir unes previsions més parelles per a tots els conjunts
de dades, pero en cap cas contradir els resultats que s’obtenen amb dades reals de preus.
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Per dltim, aquest treball ha mostrat com les eines d’aprenentatge automatic poden
complementar ’enfocament tradicional, oferint noves perspectives per a analistes. Aques-
ta dualitat entre enfocaments tradicionals i técniques modernes no ha de ser vista com
un reemplacament, sind com una sinergia, ja que, només integrant ambdods punts de vista
sera possible afrontar els desafiaments en un entorn en constant evolucié. En I’equilibri
de les dues hi resideix el futur dels mercats financers, tal com hem pogut aprendre de
I'incident del Flash Crash.
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