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Introduccid

El Teorema de Hahn-Banach és un dels pilars fonamentals de ’analisi funcional,
una branca de les matematiques que estudia els espais vectorials amb estructura
topologica. Aquest teorema, formulat inicialment per Hans Hahn el 1927 i ampliat
posteriorment per Stefan Banach, proporciona una eina essencial per a l’extensio
de funcionals lineals definits en subespais a tot ’espai vectorial sense augmentar-ne
la norma. Aquesta propietat, aparentment senzilla, té implicacions profundes en
I’analisi moderna, tant en matematiques pures com en arees aplicades.

El Teorema de Hahn-Banach sorgeix en un moment clau en el desenvolupament de
les matematiques al segle XX. La seva formulacié esta profundament arrelada en la
necessitat de construir fonaments solids per a ’analisi funcional, un camp emergent
en aquell temps. Hans Hahn, conegut pel seu treball en topologia i analisi, va
introduir aquest resultat en un article centrat en funcional lineals. Stefan Banach,
un dels matematics més influents del segle XX, va generalitzar el resultat al context
dels espais vectorials normats complexos.

Aquest treball té com a objectiu explorar el Teorema de Hahn-Banach des de diver-
ses perspectives. Primerament, es presenta el context teoric necessari per entendre
el resultat, incloent conceptes basics sobre espais vectorials normats i funcionals
lineals, aixi com altres resultats rellevants de ’analisi funcional com el Teorema de
la Categoria de Baire, el Teorema de 'aplicacié oberta i el Teorema de Banach-
Steinhaus. Posteriorment, es detalla la demostracié del teorema, tant en el cas real
com en el complex, fent s del Lema de Zorn com a eina principal.

Finalment, es discuteixen algunes de les seves aplicacions. Les aplicacions del
Teorema de Hahn-Banach sén amplies i abasten multiples arees de les matematiques
i disciplines relacionades. En primer lloc, el Teorema de Separacié permet dividir
conjunts convexos en espais vectorials normats mitjangant hiperplans, una eina clau
en optimitzacio i teoria de jocs. En segon lloc, en teoria de conjunts, aquest teorema
s'utilitza per demostrar resultats com l'existeéncia de conjunts no mesurables de
Lebesgue o per entendre la sorprenent Paradoxa de Banach-Tarski, que desafia la
intuicio geometrica. Finalment, en teoria de jocs, constitueix la base matematica del
Teorema Minimax de von Neumann, que assegura I’existencia d’estrategies optimes
en jocs de suma zero. Aquestes aplicacions il-lustren la versatilitat i la potencia
d’aquest teorema, unificant conceptes diversos sota un marc teoric comu.

Aixi doncs, amb aquest treball es vol donar una visi6 global del Teorema de
Hahn-Banach, des de la seva formulacié i demostracio fins a les seves aplicacions
més destacades. L’objectiu és destacar la seva importancia dins ’analisi funcional
i mostrar com connecta diferents arees de les matematiques, convertint-se en una
eina essencial tant en la teoria com en les aplicacions practiques.
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Capitol 1

Teoria d’operadors

En aquest capitol explicarem les propietats fonamentals dels operadors lineals. Veu-
rem les propietats de continuitat i d’acotacié d’un operador lineal i la relacié entre
les dues. A partir d’aquestes propietats, definirem la norma d’un operador lineal
i acotat. Per ultim, considerarem el conjunt de tots els operadors lineals acotats
entre espais normats, i veurem que formen un espai vectorial normat. Totes les
referéncies d’aquest capitol sén del llibre [9, Capitols 5.1, 5.2].

Passem, primer de tot, a definir que és un operador lineal:

Definicié 1.0.1. Siguin X ¢ Y dos espais vectorials reals (o complexos). Una
aplicacio T : X —'Y és un operador lineal si el domini de T', Dy, és un subespai
vectorial de X, i a més

T(ox + py) = aTz + Ty

per tot x,y € Dr 1 per tots escalars o i [3.

S’acostuma a escriure Tx en comptes de T'(z). Considerarem, a menys que s’espe-
cifiqui, que el domini Dy és tot X. En el cas en que X sigui un espai vectorial sobre
R (respectivament C), un operador lineal de X a R (respectivament C) s’anomena
funcional lineal.

1.1 Continuitat, acotacié i norma d’un operador

Comencem amb la continuitat d’un operador lineal. Recordem que, donat X un
espai metrici 7 : X — Y un operador, T' és continu si per tota successi6 {x, }5°, C
X tal que lim, ||z, — zo|| = 0 se satisfa que lim,, || Tx,, — T'zo|| = 0. Veiem ara que,
pel fet de ser lineal, si 'operador és continu en un unic punt aleshores ho és en tots
els punts, és a dir, per veure que un operador lineal sigui continu, només ens caldra
veure que ho és en un punt.

Teorema 1.1.1. Siguin X 1Y espais lineals normats. Aleshores un operador lineal
T:X =Y és continu en tots els punts si ho €s en un unic punt.
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Demostracio. Suposem que T és continua en xy. Sigui x un punt qualsevol de X i
sigui {x,}22, una successié en X que convergeix a x. Considerem ara la successié
desplagada {z, — x + 20} ,. Aquesta successié convergeix a xg i, a més, com 7" és
continua en g, tenim que {7T'(x,, — x + x0)}>°; convergeix a T'zg. Com T és lineal,
se satisfa que

T(x, —x+x9) =Tx, — Tx + Txy.

Per tant, {T'(z,)}2, convergeix a T'z. Per larbitrarietat de =, T' és continua a tot
reX. g

Seguim ara definint ’acotacié d’un operador lineal.

Definicié 1.1.1. Siguin X ¢ Y espais lineals normats i T : X — Y un operador
lineal. Diem que T esta acotat si existeix M > 0 tal que

[Tz]ly < Mllz[x

per tot x € X.

Notem ara que, donat un operador lineal acotat tenim que, per tot x € X,

HTUUHY < M.
]l x

Aixo porta a la seglient definicié:

Definicié 1.1.2. Siguin X 1Y espais lineals normats 1 T : X — Y un operador
lineal acotat. Es defineix la norma de T com

T
IT|| = inf{M > 0: |Tz|y < M|z|x, Vo € X} =sup [Tz |ly

1.1.1
U el (L.1.1)

Per a operadors lineals, la propietat de continuitat i la propietat d’acotacié sén
equivalents:

Teorema 1.1.2. Siguin X 1Y espais lineals normats. Un operador lineal T : X —
Y és continu en X si, 1 només si, T esta acotat en X.

Demostracio. Demostrem les dues implicacions:

T continu = T acotat: Suposem que T és continu en X, en particular ho és en el
0; per tant, existeix 0 > 0 tal que ||zo||x < d implica que

[Txolly = [[Tzo = TOlly < 1.
Sigui o € X arbitrari i 2o = d i Aleshores tenim que |[zo[| = i, per la linealitat
de T,
J
1> ||Txolly = 7—— Tl

]l x

Per tant,
1
IT2lly < Sllellx
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per tot x € X. En altres paraules, T esta acotat, i la seva norma és, com a molt

1/5.

T acotat = T continu: Suposem ara que 1" esta acotat en X. Pel Teorema|l.1.1]
és suficient veure que T és continua en el 0.

Sigui {x,}22, una successié en X que convergeix a 0. Com T esta acotat, tenim
que
[T 2nlly < T - flonllx
per tot n. Per tant,

|Tx,|ly — 0 quan n — oo,

és dir, que T és continu en el 0. O

Fem ara un exemple del calcul de la norma d’un operador lineal acotat:

Exemple: Considerem X = C[0,1] = Y. Aquest és un espai normat amb la
norma

Ifllx = [[flly = max [f()[ , per tot f € C[0,1].
tel0,1]

Considerem l'operador "multiplicar per t”:
T:X—-Y
f(t) = tf(t)
La norma de 'operador T és, en aquest cas,
max [t f(t)]

7 = sup ITIY gy 0
t
20 Ifllx g0 %%'f( )|

Notem que, com t € [0, 1],

LF O] < F(O] < max [f(t)] = |[f]lx

te(0,1]

de manera que
1T fllx = max [£f(£)] < [|fllx
t€[0,1]

i per tant
Tl _
/11
és a dir,
T
1T = SUPM <1.
20 1Fllx
Veiem ara que ||T'|| = 1. Prenem per exemple f(t) = t (podriem considerar qualsevol
funcié f amb maxcjoq17|f(¢)| = | f(1)] ). Aleshores tenim ||Tf||x = || f]|x, i per tant
T
1T = Supw > 1.
20 1fllx

Tot plegat; | T|| = 1.

De manera analoga, es pot veure que tota g € C|[0, 1] defineix un operador 7 :
C[0,1] — C[0, 1] donat per Ty(f) = f - g, 1 que té |T,|| = ||gllcpo.1]
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1.2 Espai dels operadors lineals i acotats

Siguin X 1Y espais normats. Considerem B(X,Y") el conjunt de tots els operadors
lineals acotats T': X — Y, és a dir,

B(X,Y)={T:X — Y | T operador lineal i acotat}

En cas que X =Y, escrivim B(X) = B(X,Y). La norma de l'operador T', vist
com a operador de X a Y, es denota per ||T||zx,y). Cal fer atencié en que aquesta
norma depen dels espais X i Y.

Teorema 1.2.1. Siguin X 1Y espais vectorials normats. El conjunt B(X,Y") amb
la norma || - ||gx,yy forma un espai vectorial normat.

Demostracio. Comprovem que satisfa les propietats d’espai vectorial normat:

e Donat T' € B(X,Y), tenim que ||T|| = supw?éo% > 0 per tot z € X, ja
que |Tz|y > 01 ||z]|x > 0. A més, |T| = sup,_o 122 = 0 per tot z € X
H x#0 ”I”X
si, i només si, T'= 0.
e Donat T € B(X,Y) i donat € R, tenim que
al)xlly ol | Tz|ly
o) = sup 10Dy _ g WL oy

w20 |zlx a0 |lzllx
ja que [laTzlly = |o| [Ty
e Donats T\, F' € B(X,Y) volem veure la desigualtat triangular. Tenim que

I(T+ Fyelly _ |Tally +[1Faly

lellx 7 w0 ]l

1T+ F] = sup =171+ I[£1]-

g

Recordem que un espai de Banach és un espai vectorial normat i complet. Un
espai és complet si tota successié de Cauchy és convergent.

Teorema 1.2.2. Siguin X 1Y espais lineals normats. Si'Y €és un espai de Banach
aleshores el conjunt B(X,Y) és un espai de Banach.

Demostracio. Pel Teorema [1.2.1, només cal veure que B(X,Y) és complet. Sigui
{T},}5°, una successié de Cauchy de B(X,Y'). Aleshores, per tot € > 0, existeix ng
tal que per tot n,m > ny,

||Tn — TmHB(X,Y) < €.

A més, com tota successié de Cauchy esta acotada, existeix M > 0 tal que

Tl Bxyy < M
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per tot n.

Cal veure que aquesta successi6 és convergent. Considerem la successié {T,2}5° ;,
que és de Cauchy per cada = € X. Com Y és complet, tenim que {T,,x} conver-
geix per cada x € X. Denotem per Tx = lim,_,, T,z el limit puntual d’aquesta
successié. Observem que 'operador T és lineal i satisfa que

[Tx]ly < Mllz[x

per tot © € X, és a dir, T és acotat. Per tant, 7" € B(X,Y). Veiem ara que
{T}n—T:

Per n > m > ng, tenim
||Tn - Tm”B(X,Y) <€

per tant,
1T — Tl six,yy < €llzlx

per tot x € X. Fixant m, tenim que
nh_}rgj Tz — Thxlly = ||Tx — Ty,
i, per la desigualtat anterior,
[Tz — Tozlly <ellzx

per tot x € X. Es a dir,
|T —Tnlly <e

per tot m > ng, que demostra que lim,,_,,, 7, =T
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Capitol 2

Teoremes classics de 1’Analisi
Funcional

En aquest capitol presentarem dos dels teoremes més classics de I'analisi funcional:
El teorema de I’aplicacid oberta i el teorema de Banach-Steinhaus (o també anome-
nat el principi de I'acotacié uniforme). El teorema de Hahn-Banach, que explicarem
més endavant al Capitol 3, és també un dels resultats més importants en aquest
ambit.

Abans de presentar aquests teoremes, ens cal parlar del Teorema de la Categoria
de Baire, un resultat necessari per la demostracié d’aquests resultats.

2.1 Teorema de la Categoria de Baire

Totes les referencies d’aquesta seccié sén del llibre [8, Seccié 2.2].

Recordem que, donat X un espai metric complet, un conjunt A C X és dens en
X si per tot obert U de X tenim que ANU # (). Equivalentment, A C X és dens
en X si, i només si, A = X.

Definicié 2.1.1. Sigui X un espai metric i sigui A C X un subconjunt. Diem que
el conjunt A és enlloc dens si X \ A és dens en X. Equivalentment, A és un conjunt

enlloc dens en X si, i només si, int(A) = ().

Teorema 2.1.1. (Teorema de la Categoria de Baire): Si X és un espai
metric complet, aleshores la interseccio de tota col-leccio numerable de subconjunts
densos oberts de X és densa en X.

Equivalentment, si X és un espai metric complet, tota unio numerable de conjunts
tancats amb interiors buits té interior buit.

Demostracio. Sigui X un espai metric complet no buit. Suposem que Vi, Vs, Vs, ...
s6n subconjunts oberts densos de X. Sigui By un conjunt obert arbitrari no buit a
X. Volem veure que

Bomﬂvnaéw,

neN

7
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i, per tant, que () _n Vn és dens.

neN

Per aixo, farem un procés iteratiu per By. Com cada Vj és dens en X, tenim que
VN By # () per tot j. En particular, tenim que V3 N By # 0 1 és obert, ja que és
interseccié numerable de dos oberts. Per tant, podem trobar un obert By # () tal
que By C Vi N By. Notem que ara podem repetir el procés de la segiient manera:
com V5 és dens en X, tenim que V5 N By # (). Per tant, existeix un obert By # ()
tal que By C Vo N By.

Per tant, iterant aquest procés, veiem que podem trobar una successié d’oberts
B, # 0 tal que
Bn g Vn N Bn—l-

Podem suposar que B,, és una bola oberta de la forma

B., :={zx € X :d(z,,x) < €,}, amb lim ¢, =0,

n—oo

ja que tot obert conté una bola oberta.

Considerem ara
[e e}
K :=()B;
Jj=1

i demostrem, per contradiccid, que K # 0 i que

Kg%mﬂ%.

neN

El fet que K # () surt de comprovar que, com lim,,_, €, = 0, la successi6 {z, }nen
és de Cauchy, i per tant, convergent a un cert zy € K, ja que X és complet.
Comprovem doncs que és de Cauchy: sigui n > m, aleshores

Zn € Bn g Bn—l g g Bm7

i per tant, |z, — zn| < €.

Finalment, per construccié tenim que K C By i K C V; per cada j. La inclusi6
doncs és directa.

4

2.2 Teorema de I’aplicacié oberta

En aquesta seccié seguirem el llibre [9, Capitol 6.3].

Siguin X un espai vectorial, @ > 0 un escalar i A C X un subespai. Denotem
aA = {az|r € A}. Notem que aBg(z) = Bup(x) per § > 0, on B,(z) denota la
bola oberta de radi r i centre x.

Teorema 2.2.1. (Teorema de l’aplicacio oberta): Siguin X iY espais de
Banach i sigui T € B(X,Y). Si T és exhaustiva, aleshores T(U) és un obert de Y
per tot U obert de X.
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Demostracio. Separem la demostracié en 3 passos:

(1)
(i)
(i)

Jde > 0 tal que B.(0) C T'(B1(0)),
Per € > 0 trobat a lapartat (i), B.(0) C T'(B1(0)),

T(U) és un obert de Y per tot U obert de X.

Demostrem cada apartat per separat:

()

Com T és exhaustiva se satisfa que

v =7(X) = T(|J B3 (0)) = U T(B3(0))

El teorema de la categoria de Baire implica que existeix N € N tal que
T(B ¥ (0)) no és un conjunt enlloc dens en Y. Usant la definicid, tenim que

int (W) #0,

i, per tant, existeixen yg € Y i r > 0 tals que

B,(w) €T (By(0).

T

Prenem ¢ = 3. Donat y € B,(yo), tenim que y = Tz amb ||z|| < N/2. Ales-
hores ¥ = T(%) per |lz]| < 1/2, que implica que % € Bz (%) C T (B%(O)>
per tant,

Yo

N +yeTl (B%(O)>, per tot y € By (0).

Considerem ara qualsevol y € B(0). Com tant ¥ com —£ estan en T’ <B% (O))

tenim que:

y= SR ( By = 0 (Rv2y) € T (By0))+7 (B3 0)) € T (B, 0))

=

Sigui y € B(0) qualsevol. Per I'apartat (i), podem escollir z; € B%(O) tal que
Txy iy siguin suficientment propers, és a dir, que satisfacin

€
ly = Taly < 5

Aixo implica que

1
y — Tz € B(0) = 5BE(O) C
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(iii)
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Ara podem escollir xy € Bi(O) tal que Tzo i y — T'xy siguin suficientment
propers, és a dir, que satisfacin
€
Iy = T21) = Tazlly < .

[terant aquest procés, podem crear una successié x,, € By-»(0) tal que

ly — ZTJJZIIY < 5 (2.2.1)

Notem que ||z,|| < 1/2", i per tant, posant © = Y .- x; tenim que

o0 00
2]l x < Z l|lzil| x < 22_Z =1
i=1 i=1

és a dir, z € B1(0). Finalment, tenim que, per (2.2.1), y = >~ Tx;, i per
continuitat de 7', tenim que y = T'(d "2 x;) = Tx.

Sigui U un obert de X. Considerem un element Tz € T(U). Com x € U i U
és obert, existeix d > 0 tal que Bs(x) C U.

Es suficient veure que Bs.(Tz) C T(U). Sigui y € Bs.(Tx). Podem escriure
y = Tx +y; per algun y; € Bsc(0). Considerem ara y, = 4. Tenim que
ol = 1% H = —Hy1|| < 56 =€

Aleshores y = % € B.(0) C T(Bl(())). Escrivim y, = Taxo per algun xo €
By(0). Aleshores

y=Tr+1y =Tx+ dTry=T(x+ dz3).

Veiem doncs que ||z 4+ dxg — z|| = d||z2|| < 0 Per tant,  + dzs € Bs(x) C U.
Per tant, y € T'(U) com voliem.

U

2.3 Teorema de Banach-Steinhaus

Passem ara al Teorema de Banach-Steinhaus, també conegut com Principi d’aco-
tacié uniforme. Aquest resultat afirma que, per a una familia d’operadors lineals
acotats amb domini un espai de Banach, ’acotacié puntual és equivalent a ’acotacié
uniforme segons una norma d’un operador. Totes les referencies d’aquesta seccid
son del llibre [9, Capitol 6.3].

Teorema 2.3.1. (Teorema de Banach-Steinhaus): Siguin X un espai de
Banach i'Y un espai vectorial normat. Si A C B(X,Y) satisfa

sup{||Tz|y | T € A} < o0

per cada x € X, aleshores

sup{[|T[sxy) | T € A} < o0
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Demostracio. Considerem la familia de conjunts

E,={z e X :|Tz|y <npertot T C A} = ﬂ{xGX:HTxHygn}
TeA

Tots els conjunts E,, sén conjunts tancants ja que {x € X : || Tz|y < n} és tancat
per la completitud de X 1Y, i la intersecci6 de tancats és també tancat. Per hipotesi,
U,—, E, = X. Usant el teorema de categoria de Baire tenim que existeix N € N
tal que int(Ey) és no buit. Per definicié d’interior, existeixen zy i r > 0 tal que
B.(zo) C Ey, és a dir, per tot x € B,(x9) i T € A se satisfa que ||[Tz|y < N.

Volem veure que existeix un nombre K tal que ||[Tz|ly < K per tot x € X de
norma 1 i per tot 7' € A. Prenem arbitrariament un element x € X amb ||z||x =1
i considerem l'element y = fx 4 xp. Tenim doncs que y € B,.(xg) i per tant
[Tylly < N. A més,

r r
SITzlly = [Twolly < (1572 + Taolly = [Tylly < N,

o equivalentment,
2

r

que ¢és independent de z. Definint K = 2(N + ||T'zol|y), ja hem acabat. O

|Tx|ly < =(N+ || Txolly),
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Capitol 3

Teorema de Hahn-Banach

En aquest capitol presentarem el Teorema de Hahn-Banach, un dels resultats fona-
mentals de 'analisi funcional i I'objecte d’estudi d’aquest treball. Aquest resultat,
publicat 'any 1927 per Hans Hahn i ampliat posteriorment per Stefan Banach, afir-
ma que podem extendre un funcional lineal acotat definit en un subespai vectorial a
tot 'espai vectorial, de tal manera que la norma de I’extensié no augmenti. La im-
portancia d’aquest teorema radica en el fet que la norma de ’extensié no augmenti.
Totes les referencies d’aquest capitol sén del llibre [9, Capitol 6.3].

Definicié 3.0.1. Sigui X un espai vectorial normat. La col-leccio de tots els fun-
ctonals lineals continus en X s’anomena espai dual de X, i és denota X*

Notem que X* = B(X,R) (respectivament B(X,C) si X és un espai vectorial
sobre C).

Sigui X un espai vectorial normat i sigui M un subespai propi de X. Sigui A un
funcional lineal en M que pren valors a R o C. Aleshores un funcional lineal A en
X s’anomena extensid de A si A(x) = A(z) per tot © € M.

Teorema 3.0.1. (Teorema de Hahn-Banach): Siguin X un espai vectorial
normat real o complex, i M un subespai. St A\ € M*, aleshores existeir A € X* tal
que AN =X en M i, a més,

[[A[] = [IA]l

Observem que les dues normes que apareixen en el teorema son diferents. La
igualtat, escrita amb més presicid és:

IAllsxr) = M8 R)-

Per demostrar aquest teorema utilitzarem el Lema de Zorn, que ara tot seguit
recordem.

3.1 Lema de Zorn

Un conjunt parcialment ordenat és un conjunt no buit S amb una relacié ” <" que
satisfa:

13
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e Propietat reflexiva: x < x per cada x € S.

e Propiertat transitiva: Si z <y iy =< z, aleshores x < z per tot z,y,z € S.

Si per tot £ i y en un conjunt parcialment ordenat S, o bé x < yobéy <X x
aleshores deim que S es un conjunt totalment ordenat.

Considerem 7" un subconjunt d'un conjunt parcialment ordenat S. Diem que un
element x € S és una cota superior de T si y < x per tot y € T. Diem que © € S
és un element maximal si x < y implica y < x.

Lema 3.1.1. (Lema de Zorn): Tot conjunt parcialment ordenat S en el qual tots
els seus subconjunts totalment ordenats tenen una cota superior, ha de contenir un
element maximal.

3.2 Demostracio del Teorema de Hahn-Banach

Ara ja tenim totes les eines necesaries per demostrar el Teorema de Hahn-Banach.
Separarem la demostracié del cas real i del cas complex. Comengem pel cas real:

Demostracié del Teorema de Hahn-Banach (Cas Real): Considerem la funcié real
p(z) = ||| - ||z|| definida a tot € X. Observem que, per tot z,y € X,

p(z+y) < p(z)+ ply)

jaque p(z+y) = [|Al - lz+yll < M- (=]l +1lyll) = p(z) +p(y), per la desigualtat
triangular. Observem també que per a e Riz € X

plaz) < ap(z)
ja que plax) = [[Al] - [[az| = | - [|A]] - [J]].

Observem també que, per a tot x € X,

[A()] < p(2)

. >\aj . .
ja que, [IA] = sup,o 55, que implica que, [|A] >

Al Nzl = p().
Considerem z € X \ M fix. El primer pas de la prova és veure com A es pot
extendre al subespai generat per M i z. Aleshores per tot x,y € M tenim que

A=)

[l

i per tant, |[A(z)| <

ANz) = Ay) = ANz —y)
<p(r—vy)
=p((z +2) + (-2 —y))
<plr+z)+p(—z—y)

Per tant,
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per tot x,y € M. A més, com y € M,

s = Sgﬂg{—p(—z —y) = Ay} <plz+2) = Mx),

< 1 + J—

Definim ara el subespai generat per M i z, M, de X com
M, ={x+az:2€ M,a € R}

Observem que la representacio w = x + az és tnica per w € M,. Definim

AMw) = Az) + as

en M,. Comprovem ara que A és una extensié de A a M,. Tenim que A és lineal
i AM(z) = A(x) per cada © € M. Per tant, acabem d’extendre A\ des de M a un
subespai més gran M, de X.

La idea a partir d’aqui és anar iterant aquest procés fins trobar una extensié de A
a tot X. Separem dos casos:

e S5i M, =X : Com £ € M per tot a # 0, tenim que

x T
=S aE <s<pE 4 -aE 0.
ez DA <s<pEr2) M), a s
D’aquesta desigualtat podem deduir que |A(w)| < p(w) per cada w € M,
(usant la primera desigualtat si o < 0 i la segona si a > 0).

e Si M, # X : Recordem que volem extendre A\ de M a X. Podriem repetir el
procés anterior, extenent A de M, a un subespai de X més gran. Tot i aixi,
no tenim la certesa de poder extendre-ho a tot X amb aquest metode. Per
comprovar que efectivament és aixi, utilitzarem el Lema de Zorn.

Considerem el conjunt

S =4 (M, N): M’ és un subespai de X tal que M C M’ C X
B 7777 X és una extensié de A de M en M’ tal que N < pen M’

Definim ara la relacié ”<"en S com:
M N) =< (M" N si M’ és un subespai propi de M” i N =\ en M.
(M, : pai prop

Aix0 defineix un ordre parcial en S.

Sigui ara P = {(M,, A\s) }aca un subconjunt de S totalment ordenat. Tenim
doncs que el parell (|, M, \), on MNz) = A (z) per tot € M,, és un
element de S, i de fet, és una cota superior per P. Com P és un subespai
totalment ordenat arbitrari de S, pel Lema de Zorn tenim que S té un element
maximal, que podem anomenar (M., As). Notem que A, és una extensié
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de A de M a M., que satisfa que A\, < p en M. Per tant, si veiem que
M., = X, haurem provat el que voliem.

Suposem doncs que M., # X i arribem a contradiccié :

Suposem que My, # X. Podem doncs, aplicant el metode anterior per pasar
de M a M,, crear un element (M., A\oo,) de S amb z € X \ M. Aquest
element satisfa que

(Moos Aoo) = (Moozs Aooz)

Pero, com (M, As) és maximal en S, aleshores s’ha de satisfer que M., =
M., contradient la definicié de ”=<". Per tant, M, = X.

Posem ara A = Ao, que és una extensié de A a tot X que satisfa
[A(@)| < p(x) = [[All - |||

per tot x € X, per tant, ||A]| < ||\l

Només cal veure que aquesta desigualtat és realment una igualtat. Per cada
€ > 0, escollim z € M tal que [|z|| < 11 |A(x)| > ||A]| — €. Aleshores, |A(x)| >

I\l — €, i, conseqiientment, com que aix0 val per tot € > 0, ||A]] > [|A]l.
Com hem vist les dues desigualtats, tenim que ||A|| = |[A||, finalitzant la
demostracio.

U

Veiem ara el cas complex del teorema. En aquest cas considerem un espai vectorial
complex X, un subespai M de X i un funcional lineal complex acotat A en M. Volem
extendre el funcional A a un funcional A definit a tot X de manera que ||A|| = [|A[].

Demostracio del Teorema de Hahn-Banach (Cas Complez): Definim els funcionals
reals lineals A; 1 Ay com

A(z) = AM(2) +iXa(z) = ReA(z) + ilmA(z)
per z € M. Notem que \; , per i=1,2, satisfa que
[Ai(2)] < [AG)] < A -l

per cada z € M.

Si veiem X com un espai vectorial sobre R, la versié real del Teorema de Hahn-
Banach ens diu que existeix un funcional lineal real acotat A; en X tal que Ay(z) =
A1(z) per cada z € M i [|[Aq]] = || A1]]-

Recordem que, donat z € C, se satisfa que —Re(iz) = Im(z). Per tant, tenim
que —Re(iAz) = Im(Az). Tenint en compte aixo, definim ara

A(z) = A (2) — iM(i2).

Aquesta és 'extensié que busquem. Provem que satisfa les propietats demanades:
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e A és C-lineal en X: Clarament, per z1, 23 € X,

A(Zl + 22) = Al(Zl + 22) — zAl(zzl + ZZQ)
= Ai(21) —iA1(iz1) + Ai(22) — A1 (i22) = A(21) + A(22).

Per altra banda, prenent z = iy, tenim que:
A(iy) = Mi(iy) —ihi(—y) = Mi(iy) + i (y) = i(Ai(y) — M (iy)) = iA(y).
Amb aquesta igualtat és facil veure que,

A((a+1ib)z) = Alaz) + A(ibz)
= al(z) + ibA(z)
= (a +ib)A(z).

e A és una extensié de A\: Per z € M,

M (i2) +ida(iz) = A(iz) = iXN(2) = —Xa(2) + 1A (2).
Com \; i Ay prenen valors reals, tenim, igualant les parts reals,
—Xa(z) = A1 (iz).
Per tant,
AMz) = M(2) +iXa(iz) = M(2) —iA1(i2) = A1(2) — N1 (i2) = A(2)
per cada z € M, el que prova que A és una extensio de A.

e |[A]| = ||A]l : Tenim que ||A|| < ||A||. Veiem laltra desigualtat: per z € X,
escrivim A(z) en forma polar |A(z)|e?, amb § € R. Tenim doncs que

A(2)] = e7PA(2) = A(e™2),

cosa que prova que A(e "z) és real, i per tant, igual a la part real de A,
Ay (e72). Aixd,

A(2)] = Ai(e?2) < [[Aall - [le®2l < Al 1]=1)

que implica [[A[] < [[A[]

Com hem vist les dues desigualtats, hem provat la igualtat.
O

El Teorema de Hahn-Banach té tot de conseqiiencies que generalitzen, a espais
normats, fets ben coneguts a R”. Donem ara alguns corol-laris directes del Teorema
de Hahn-Banach:
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Corol-lari 3.2.1. ([2, Corollary 3.1.3]) Per tot xo € S(X) ={x € X : ||z| = 1}
(Uesfera unitat de X ), existeix X\ € X* tal que | M| x+ =1, i M(xo) = 1. Per tant, el
funcional lineal \ assoleix el seu suprem en la bola unitat en el vector xg.

Demostracio. Considerem el subespai 1-dimensional My = {pzg : p € R} i el
funcional lineal Ao(uwo) = p. Aleshores, |[Aollaz = 1. Pel Teorema de Hahn-
Banach, existeix una extensio A de A\g amb les propietats desitjades. O

Corol-lari 3.2.2. ([2, Corollary 3.1.4]) Per tot xy € X, existeix A € X* \ {0} tal
que A(wo) = [[All - [[zoll.

Demostracid. Apliquem el Corol-lari al vector xo/||zo|| € S(X). O

Corol-lari 3.2.3. ([2, Corollary 3.1.5]) Per tot x1,x9 € X tal que x1 # xo, existeix
A€ X* tal que N(xq) # A(xq).

Demostracio. Apliquem el Corol-lari amb ry = 11 — T». O

Corol-lari 3.2.4. ([2, Corollary 3.1.6]) X* és un conjunt total, és a dir, si A\(z) =0
per tot A € X*, aleshores x = 0.

Demostracié. Surt de forma immediata del Corol-lari 3.2.3] O



Capitol 4

Aplicacions del Teorema de
Hahn-Banach

En aquest capitol veurem diferents aplicacions del Teorema de Hahn-Banach, tant
en altres branques de les matematiques (com la geometria o la teoria de conjunts),
com en altres ambits més aplicats com ’economia o la teoria de jocs.

4.1 Teorema de Separacio

En aquesta Seccié presentarem el Teorema de Separacié de Hahn-Banach. El teore-
ma de separacié de Hahn-Banach és un dels pilars fonamentals de ’analisi funcional.
Aquest teorema formalitza el concepte intuitiu de ”separar”dos conjunts convexos
disjunts en un espai vectorial mitjan¢ant un hiperpla (o una funcié lineal).

La importancia del teorema radica en la seva capacitat de proporcionar eines
per analitzar propietats geometriques i funcionals dels espais vectorials, permetent
establir separacions clares entre conjunts que comparteixen certes caracteristiques
com la convexitat i la topologia.

El resultat s’utilitza ampliament en camps com 'optimitzacio, la teoria de conjunts
convexos, la programacio lineal i la teoria de jocs, aixi com en 'estudi de problemes
de dualitat i extensions de funcionals lineals.

En el seu nucli, el teorema demostra que és possible trobar un funcional lineal
continu que actul com a ”frontera”’ entre dos conjunts convexos disjunts, preservant
la seva separacié. Aquesta idea té aplicacions profundes en la resolucié de problemes
variats, des de I'analisi de sistemes lineals fins a la fisica matematica

El Teorema de separacié de Hahn-Banach és una generalitzacié del Teorema de
Separacio per Hiperplans en espais vectorials normats.

Teorema de Separaci6é per Hiperplans a R”

Comencem definint que és un hiperpla a R™:

19
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Definicié 4.1.1. Siguin p € R" diferent de zero i ¢ € R una constant. El conjunt
H(p, c) format per tots els vectors x € R™ tal que

DT =DPi1T1 + P22 + ... + PpTp = C
és un subconjunt de R™ anomenat hiperpla. Més concretament,

H(p,c)={z eR" | p-z=c} CR".

Notem també que p pot ser pensat com un vector ortogonal a cada punt de I’hi-
perpla.

Com podem veure a la definicid, els hiperplans tenen una dimensié menys que
I'espai on estan definits. Per exemple, en R2, els hiperplans sén rectes, mentre
que en R3 sén plans. A més, els hiperplans divideixen R™ en dues regions, que
denotarem:

O(p,c) ={z eR" | p-z>c},

Pp,c)={z€R" | p-x <c}.
També podem considerar les clausures d’aquests dues regions, que son:
O(p,c) ={zeR" |p-z>c},
Plp.c) ={zreR" |p-z <c}
Donem ara la definicié de separacié en aquest context:
Definicié 4.1.2.
e Direm que dos conjunts no buits A i B en R™ estan separats per un hiperpla

st existeir un vector p € R™ no nul © una constant ¢ € R tal que:

p-a>c>p-b peratotac Aitotbe B.

e Direm que dos conjunts no buits A i B en R™ estan estrictament separats per
un hiperpla si existeiz un vector p € R™ no nul i una constant ¢ € R tal que:

p-a>c>p-b peratota€e Aitothe B.

Les definicions anteriors estableixen que A i B es troben en diferents regions
O(p,c) 1 P(p,c) (en el cas de separacié), o bé en diferents O(p,c) i P(p,c) (en el
cas de separacid estricta).

Podem ja presentar els dos teoremes de separacio per hiperplans:

Teorema 4.1.1 (Teorema de separacié debil per hiperplans). ([7, Theorem 3.6])
Siguin A © B dos subconjunts no buits © converos de R". Si A i B son disjunts,
aleshores A i B poden ser separats per un hiperpla.

Teorema 4.1.2 (Teorema de separacié forta per hiperplans). ([7, Theorem 3.7])
Siguin A i B dos subconjunts no buits 1 converos de R™. Suposem que A és tancat
i B és compacte. Si A i B son disjunts, aleshores A i B poden ser estrictament
separats per un hiperpla.
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Teorema de Separacié per Hiperplans a espais normats

Definim primer que és un hiperpla a un espai normat:

Definicié 4.1.3. Sigui V' un espai vectorial normat real, F' un funcional lineal
continu, i ¢ € R una constant. Un hiperpla en V' és el conjunt de la forma

H(F,c)={x €V | F(x) =c}.

Observem que els hiperplans en R™ sén només un cas particular d’aquesta definicio,
on el funcional lineal continu és el producte escalar.

Definicié 4.1.4. Es diu que dos subconjunts no buits A i B d’un espai vectorial
normat real V' estan separats per un hiperpla si existeix un funcional lineal continu
F enV i una constant ¢ € R tals que

F(a) >c>F(b) peratotac Aibe B.

Considerem ara les dues regions tancades d’un espai vectorial normat real V'

O(F,¢c)={z eV | F(x)>c},

P(F,c)={x eV | F(x) <c},

llavors aquesta definicié de separacié estableix que A i B es troben en regions

diferents O(F,c) i P(F,c).

Donem ara la definicié de conjunt convex en un espai normat:

Definicié 4.1.5. Un conjunt A en un espai vectorial V' és convex si, per tot x,y € A
i per tot t € [0,1], se satisfa que tx + (1 —t)y € A.

Finalment doncs presentem el Teorema de Separacié de Hahn-Banach, que és una
generalitzacié del Teorema de separacié debil per hiperplans.

Teorema 4.1.3 (Teorema de separacié de Hahn-Banach). ([7, Theorem 4.24]) Si-
guin A i B dos subconjunts no buits i convexos d’un espai vectorial normat real V.
Suposem que A i B son disjunts i que A té un punt interior. Aleshores A i B poden
ser separats per un hiperpla.

Per poder demostrar el Teorema de Separacié de Hahn-Banach necessitem els
segiients lemes:

Lema 4.1.1. ([7, Lemma 1.5]) Si A i B son subconjunts convezxos d’un espai vec-
torial V', llavors A+ B és convex.

Demostracio. Sigui x i y dos elements de A + B.
Aleshores x = ay + by per a; € A, by € B, iy =as+ by per as € A, by € B.
Aixi doncs, per a tot t € [0, 1],
tr + (1 —=t)y =t(ar +b1) + (1 = t)(az + by)
=taj; + tby + (1 — t)as + (1 — t)by
= [tar + (1 — t)ag] + [tby + (1 — £)bo] .

[ J [

-~ -~

€A €B
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Per tant, per a tot x,y € A+ Bitot t € [0,1], tenim que tz 4+ (1 —t)y € A+ B, la
qual cosa significa que el conjunt és convex. O

Lema 4.1.2. ([7, Lemma 4.23]) Sigui C' un subconjunt convex no buit d’un espai
vectorial normat real V' tal que C' conté un punt interior, i sigui xo ¢ C. Aleshores
existeiz un funcional lineal continu F' a 'V tal que F(x) < F(xo) per a tot x € C.

Tenim ja totes les eines per demostrar el Teorema de Separacié de Hahn-Banach:

Demostracio del Teorema de Separacié de Hahn-Banach. Considerem el conjunt
Z = B — A, que és convex pel Lema Com que A i B sén disjunts, 0 ¢ Z.
A més, és cert que Z té necessariament un punt interior. Per tant, el conjunt Z
amb el punt 0 compleix les condicions del Lema [£.3.10] de manera que existeix un
funcional lineal continu F' tal que F'(z) < F(0) = 0 per a tot z € Z (recordem que
per a qualsevol funcional lineal f, tenim que f(0) = 0).

Ara bé, observem que tots els z € Z es poden escriure com b —a per aa € A i
b € B. Aixi doncs, tenim que

F(z)=F(b—a)=F(b)— F(a) <0,
o equivalentment, F'(a) > F(b) per a tot a € Aib € B. Per tant,

inf F'(a) > sup F'(b),
int Fla) > sup F(D)

i sabem que inf,c4 F'(a) > —o0, ja que esta acotat inferiorment per F'(by), on by
pot ser qualsevol punt de B (i F'(by) # —oo per la continuitat de F'). De manera
similar, sabem que sup,.z F'(b) < oo.

Aixi, podem triar qualsevol nombre real ¢ entre sup,cp F'(b) i inf,ca F'(a) per
obtenir que

F(a) > c> F(b)
peratotae Aibe B. Il
Hi ha molts altres resultats de separacio que es poden establir en un espai vectorial

normat amb el teorema de Hahn-Banach, incloent una generalitzacié del Teorema
Fort de Separacié per Hiperplans.
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4.2 Teorema Minimax

El Teorema Minimax, formulat per John von Neumann el 1928, és un dels resultats
fonamentals en la Teoria de Jocs, especialment en jocs de suma zero de dos jugadors.
Aquest resultat estableix que, en aquest tipus de jocs, cada jugador pot adoptar
una estrategia optima que minimitzi la seva perdua maxima possible, assegurant
un resultat equilibrat entre els dos jugadors, anomenat equilibri Minimax.

Conceptes basics de la Teoria de Jocs

Per entendre aquest resultat és essencial entendre alguns conceptes basics de la
Teoria de jocs.

1. Jocs de suma zero

Un joc de suma zero és un tipus de joc en que el guany d’un jugador és exactament
igual a la perdua de I’altre jugador. Siguin u; i usy els resultats dels jugadors, llavors
és compleix que

Uy + Uy = 0.

Aixo implica que qualsevol avantatge obtingut per un jugador es tradueix en una
perdua equivalent per I’altre.

Exemple: Suposem que dues parts, A el comprador i B el venedor, acorden un
contracte de futurs per a la compra de petroli. Les condicions son les segiients:

e El preu pactat per barril de petroli és de 70 USD.
e La transaccié s’executara d’aqui a un mes.

e El preu real del petroli al mercat al final del mes determinara els resultats del
contracte.

Hi ha dos escenaris possibles:

1. Siel preu del petroli al final del mes és superior a 70 USD, per exemple 80 USD:

e El comprador A (que ha comprat el futur) obté un guany de 80 — 70 =
10 USD per barril.

e El venedor B (que ha venut el futur) perd exactament 10 USD per barril.

e La suma neta dels pagaments és: +10 — 10 = 0.
2. Siel preu del petroli al final del mes és inferior a 70 USD, per exemple 60 USD:

e El comprador A perd 70 — 60 = 10 USD per barril.
e El venedor B guanya 10 USD per barril.
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e La suma neta dels pagaments continua sent —10 + 10 = 0.

Observem que els guanys d’un sén exactament iguals a les perdues de 'altre, per
tant, és un joc de suma zero. Aquest tipus de transaccié té lloc diariament en els
mercats financers, especialment en derivats com futurs, opcions i swaps.

2. Estrategies

Una estrategia és el pla d’accié que segueix un jugador per maximitzar els seus
beneficis o minimitzar les seves perdues. N’hi ha dos tipus principals:

e Estrategia pura: El jugador escull una accié especifica i la segueix sempre.

e Estrategia mixta: El jugador assigna probabilitats a diverses accions pos-
sibles i escull de manera aleatoria d’acord amb aquestes probabilitats.

Exemple: El joc pedra-paper-tisora és també un joc de suma zero. Una estrategia
pura seria ”jugar sempre pedra’, mentre que una estrategia mixta podria ser ”jugar
pedra, paper i tisora amb probabilitats iguals del 33,3%”.

3. Matriu de pagaments

Un joc es pot representar mitjancant una matriu de pagaments A, on cada entrada
A(i, ) indica el guany del jugador 1 quan:

e El jugador 1 escull 'estrategia 1.
e El jugador 2 escull I'estrategia j.

El guany del jugador 2 sera simplement —A(q, j).

Exemple: Dues empreses, A i B, competeixen per un mercat limitat. Cada
empresa pot triar entre dues estrategies:

(i) Reduir preus,
(ii) Mantenir preus.

Els beneficis de cada empresa depenen de les decisions de l'altra, i el joc és de suma
zero (els guanys d'una sén exactament iguals a les perdues de 'altra).

La matriu de pagaments per a 'empresa A és:

Reduir preus (B) | Mantenir preus (B)
Reduir preus (A) -5 +10
Mantenir preus (A) +5 0

e Si ambdues empreses decideixen reduir preus, A perd 51 B guanya 5.
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e Si A redueix preus i B manté preus, A guanya 10 i B perd 10.
e Si A manté preus i B redueix preus, A perd 51 B guanya 5.

e Si ambdues empreses mantenen preus, ningi guanya ni perd (0).

4. Valor del joc

El valor del joc, denotat per v, és el resultat que cada jugador pot garantir-se en
condicions optimes. Aquest valor depen de les estrategies adoptades:

> (0 siel joc afavoreix el jugador 1,
v =4 <0 sieljoc afavoreix el jugador 2,

=0 siel joc és equilibrat.

5. Estrategies optimes

Les estrategies optimes sén aquelles que garanteixen el millor resultat possible per
a un jugador, independentment del que faci ’altre.

Exemple: Tornem al joc de les dues empreses, on les estrategies es descriuen per
la matriu segiient:

Reduir preus (B) | Mantenir preus (B)
Reduir preus (A) -5 +10
Mantenir preus (A) +5 0

Sigui:
e p: probabilitat que 'empresa A redueixi els preus.
e 1 — p: probabilitat que 'empresa A mantingui els preus.

e ¢: probabilitat que 'empresa B redueixi els preus.

e 1 — ¢: probabilitat que 'empresa B mantingui els preus.

L’objectiu és trobar les probabilitats optimes que equilibrin el joc per ambdues
empreses.

El valor esperat, és a dir, el valor mitja del resultat per 'empresa A quan imple-
menta una estratégia mixta es calcula amb la segiient féormula:

Es=p-lg-(-5)+(1—-¢q)-10]+(1-p)-[g-5+(1—q) 0

Desenvolupem cada component de la féormula:

Ey=p-(=5¢+10—10q) + (1 —p) - (5¢)
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Distribuim els termes:

Es=p-(=15¢+ 10) + 5¢(1 — p)

L’objectiu és trobar p i ¢ tal que ambdds jugadors estiguin en equilibri. Aquests
calculs es resolden analitzant I'estrategia optima en equilibris de Nash. Les proba-
bilitats optimes obtingudes son:

B 2
b= q= 3

1
37

L’empresa A ha de reduir els preus amb probabilitat z i mantenir els preus amb

probabilitat %

W=

L’empresa B ha de reduir els preus amb probabilitat
probabilitat ;.

win

i mantenir els preus amb

Aquest equilibri garanteix que cap empresa pugui ser explotada per l’altra, man-
tenint un joc estable entre ambdues.

6. Teorema Minimax

Presentem ara el Teorema Minimax generalitzat. Recordem que aquest teorema
garanteix l’existencia d’estrategies optimes per als dos jugadors.

Teorema 4.2.1 (Teorema Minimax Generalitzat). Siguin X un conjunt convex
compacte 1Y un conjunt convex qualsevol subconjunts d’un espai vectorial normat.
Si f: X XY — R és una funcio continua que és concava respecte a x € X i convexa
respecte a y € Y, llavors:

minmax f(z,y) = maxmin f(z,y).

L’aplicaci6 del Teorema Minimax als jocs de suma zero és la seglient:

Teorema 4.2.2 (Teorema del Minimax en Jocs de Suma Zero). En un joc de suma
zero, sempre existeix una estrategia optima per a cada jugador que permet:

o Mazimitzar el minim guany possible, independentment de [’estratégia de [’o-
ponent.

o Minimitzar la perdua mazrima possible, prevenint que ['oponent obtingui un
benefici elevat.

En termes generals, la seva expressio matematica €s:

v = maxmin U(s, s2) = minmax U(sy, $a,
S1 59 52 S1

on:
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o Ul(sy,ss): €s la funcid de pagament en funcid de les estratégies sy i sa,
e 51 son les estrategies disponibles per al jugador 1,
® 5o son les estrategies disponibles per al jugador 2,

e v: és el valor del joc.

El teorema minimax implica que:

e Cada jugador selecciona una estrategia que li garanteix el millor resultat pos-
sible en el cas més desfavorable,

e Aquest enfocament ajuda a prendre decisions en escenaris on un jugador in-
tenta evitar la perdua en el pitjor cas.

En altres paraules, es tracta d’anticipar la resposta de I'oponent i triar una es-
trategia que ofereixi un equilibri entre seguretat i resultats optims.

Exemple: Considerem el joc de pedra-paper-tisora com un joc de suma zero amb
la segiient matriu de pagaments per al jugador 1:

on:
e Les files representen les estrategies del jugador 1: pedra (1), paper (2), tisora (3),
e Les columnes representen les estrategies del jugador 2: pedra (1), paper (2), tisora (3),
o A;; és el guany del jugador 1 quan aquest tria 'estrategia 7 i el jugador 2 tria
I'estrategia j.
Segons el Teorema Minimax, busquem un valor v i estrategies mixtes optimes per
als jugadors; p = (p1, p2, p3) per al jugador 11 g = (q1, g2, g3) per al jugador 2, on:
prtpet+ps=1 p; >0 Vi,
at@et+tea=1, ¢=0 Vi
El valor del joc v satisfa:

v = maxminp' A¢ = minmaxp' Aq.
P g a p

Per aquest joc, es pot demostrar que:

e Les estrategies optimes per a tots dos jugadors sén mixtes, amb p = (%, %, %)
S (111
14 = (3’ 37 5)‘

e El valor del joc és v = 0, ja que cap jugador té un avantatge sobre l'altre si
tots dos segueixen les estrategies optimes.
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Demostracio del Teorema Minimax

Provarem el teorema en R™ [I].

Siguin ¢(z,y) una funcié real de dues variables z,y € R" i A, B C R"™ conjunts
convexos. La variable x denota l'estrategia del primer jugador, i la variable y
I'estrategia del segon jugador.

Un dels jugadors escull estrategies (punts) en A amb l'objectiu de maximitzar
¢(z,y) (o equivalentment, de minimitzar -¢(z,y)). Aquest jugador s’anomena el
jugador maximitzador.

L’altre jugador escull estrategies (punts) de B amb 'objectiu de minimitzar ¢(z, y)
(o equivalentment, de maximitzar -¢(z,y)). Aquest jugador s’anomena jugador
minimitzador.

La funcié ¢(z,y) és la funcié6 de pagaments. El valor ¢(xg,yo) representa si-
multaniament el guany del jugador maximitzador i la perdua del jugador minimit-
zador quan s’escullen les estrategies xg 1 9. Aquesta simultanietat ve donada pel
fet que en un joc de suma zero, el guany d’un jugador és la perdua de ’altre.

Provem el segiient resultat, que és una versié més general del Teorema 4.2.1}

Teorema 4.2.3. Siguin A, B € R" amb A, B # () i B compacte. Suigui ¢ : Ax B —
R tal que :

(i) (-, y) és concava per tot y € B. Es a dir, sity,....t, € [0,1] amb Yo ti=1,
aleshores

d(t1xr + ..+ taxn, y) > tid(r1,y) + .. + (20, y)

per tot x1,...,T, € A.

(ii) ¢(x,-) és convexa per tot & € A. Es a dir, amb la mateiza notacidé que (i),
tenim ara que

¢($7t1y1 + ...+ tnyn) S t1¢(l‘,y1) + .+ tn¢($7yn)
per tot yy, ..., y, € B.

(iii) ¢(x,-) és semicontinua inferior a B per tot x € A. Es a dir, els conjunts

{(y,t) e BXxR:t > ¢(x,y)}

son tancats a R™t1.

Aleshores se satisfa que

inf sup ¢(x,y) = sup inf ¢(x,y).
yGBazeE¢( 2 eryEB¢( 2

Demostracio. Veiem les dues desigualtats:
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Aquesta desigualtat és sempre certa: per tot x € A,y € B tenim que
inf < )
inf ¢(,y) < (. y)

Agafant el suprem en x € A, tenim que

sup inf ¢(z,y) < sup ¢(x,y)
reAYEB zeA

per tot y € B. En particular, agafant I'infim en B, ja tenim la desigualtat.

Sigui p = infyepsup,c4 ¢(z,y). Sigul o < p qualsevol. Sera suficient veure
que

sup inf ¢(x,y) > «
sup inf (. y) >

jaquesisup,c,inf ep ¢(z,y) > a pertot a < p, també sup, 4 infyep ¢(z,y) >
p, com volem veure.

Sigu, per x € A, el conjunt

Cz)={y e B: ¢(z,y) <a}.

Aquest és un subconjunt tancat (per I'hipotesi (ii) de ¢(z,y)) dins el compacte
B, per tant, és també compacte. Com que o < sup,.4 ¢(z,y) per tot y € B,
tenim que, per tot y € B existeix x € A tal que ¢(z,y) > . Es a dir, que

m C(x) = 0.

Aleshores, els complementaris | J,., C(z)¢ sén un recobriment obert de B.
Com que B és compacte, existeix un subrecobriment finit de B, és a dir,
existeixen 1, ...,z, € A tals que B C J, C(z;)°. Aixi, per tot y € B,
existeix i € {1,...,n} tal que y ¢ C(x;), o equivalentment, ¢(x;,y) > «a.
Aleshores,

inf sup o(x;,y) > a.

YEBi=1,..n
Considerem ara el conjunt
E = {(z,r) e R"" : 3y € B tal que ¢(z;,9) <r+z, i=1,..,n}.
Observem que F és convex : si (21,71), (20.12) € E, aleshores

t(Zl,T'l) + (1 — t)(ZQ.T'Q) S E,

per tot t € [0, 1], ja que ¢(x, -) és convexa (per I'hipotesi (ii)). Essent (z;,7;) €
E| existeixen yq,y2 € B tals que

S(zs 1) <7+ 2,

d(wi,y2) <o+ ZZ(Q)
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per ¢ = 1,...,n. Llavors, prenent y = ty; + (1 — t)ys, que és a B ja que B és
convex, tenim que,

O(xi, tyr + (1 — )yo) < tod(xi, v1) + (1 —t) (@i, y2)
<t(r 4+ 2M) + (1= ) (rp + 2
=tri+ (1 —t)rs + tzi(l) +(1- t)zi@).

Per tant, (tz; + (1 —t)z,tr1 + (1 —t)ry) € E.

Observem que E° # (). En concret, (0,1 + max; ¢(z;,y)) € E° per tot y € B,
per definicié del conjunt F.

Observem també que (0,a) ¢ E, ja que per tot y € B existeix i = 1,...,n
amb ¢(z;,y) > «, per construccio.

Estem doncs en condicions d’aplicar el Teorema de Separacié al convex
E CR"ial punt (0,) ¢ E : existeix F: R™™! — R lineal tal que
F(z1,...,2p,7) > F(0,...,0,)

per tot (z1,...,2p,7) € E.

Equivalentment, existeixen Aq, ..., \,, it € R tals que

Z)\jzj+ur2)\1-O+...~|—)\n-0+,ua:ua (4.2.1)
j=1
per tot (z,7) € E.

Observem que E + R C E, és a dir, si (2,7) € i 2},...,2,,r" > 0, llavors
(z,7) 4+ (2/,7") € E (aix0 és obvi per la definicié d’E).

Observem també que p > 0 ja que (0,1 + max; ¢(z;,y)) € E° (si fos p <0
aixo no valdria).

Per tant, de la desigualtat (4.2.1)) tenim, dividint per p > 0,

n

Aj
E —z;+r2=a,
"

j=1
per tot (z1,...,2,,7) € E.
Com que (¢(x1,y)+7, ..., o(Tn,y) +1,—1) € E (0bvi per definicid), tenim que,
en particular,
)\ >
z_:g (xj,y)+71)—1> 0

i per tant,
n n

> oty 0) + (2~ r 2 a

j=1 j=1
per tot y € B i per tot r € R.
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Aix0 obliga a que Z?Zl % — 1 =0 ja que si fos positiu, prenent r — —oo la
desigualtat seria falsa, i si fos negatiu, prenent r — oo la desigualtat també

seria falsa. Aleshores queda, posant t; = %, 2?21 t; =1, i per tant,

Zt](b(x]’ y) Z «,
j=1

per tot y € B i per tot r € R.

Agafant T = Z;‘:l t;jx; tenim, per la concavitat en z, que

O(2,y) = () _tw;) =Y tid(;y) > a,
=1 i=1

per tot y € B.

Aix{ doncs, com que z; € A1 A és convex, tenim que & € A amb ¢(Z,y) > «
per tot y € B, és a dir, T € A amb inf e ¢(2,y) > a.

Aixo prova que sup,. 4 inf,ep ¢(x,y) > o com voliem.

Conclusio

El teorema Minimax és una eina poderosa per analitzar i resoldre conflictes en situa-
cions competitives. Es aplicable en arees com la intel-ligencia artificial, I’economia i
I'estrategia militar, oferint un marc matematic per comprendre la presa de decisions
en entorns de competencia pura.
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4.3 Teoria de conjunts i Teorema de Hahn-Banach

En aquest capitol veurem una reformulacié del Teorema de Hahn-Banach en el
llenguatge de teoria de conjunts, i en comentarem un parell d’aplicacions.

Recordem que els Axiomes de Zermelo-Fraenkel és un sistema axiomatic fonamen-
tal de la teoria de conjunts. Concretament, I’Axioma de I’Eleccié afirma que, donada
una col-leccié de conjunts no buits, sempre és possible seleccionar simultaniament
un element de cada conjunt de la col-leccié. Més formalment, I’Axioma de I’Eleccid
estableix que si tenim una familia de conjunts no buits {A4; };er, on I és un conjunt
indexat, llavors existeix una funcié de seleccié f, tal que per a cadai € I, f(i) € A;.
Es sabut que I’Axioma de I’Eleccié (un dels Axiomes de Zermelo-Fraenkel) implica
el Lema de Zorn, i com hem vist a la prova del Teorema de Hahn-Banach, el Lema
de Zorn implica el Teorema de Hahn-Banach.

En aquest context, existeixen diversos treballs que intenten demostrar fets ja cone-
guts a partir només del Teorema de Hahn-Banach (en lloc de I’Axioma de I’Eleccié
o el Lema de Zorn), és a dir, veure si és possible demostrar aquests fets utilitzant
unicament el Teorema de Hahn-Banach.

Passem a continuacié a veure els dos resultats esmentats: 'existencia de conjunts
no mesurables de Lebesgue i la paradoxa de Banach-Tarsky. Les demostracions
s’escapen de 'objectiu primari del treball, pero m’ha semblat interessant 1’aplicacio
del Teorema de Hahn-Banach en la teoria de conjunts. Per tant, no comentarem
els resultats amb tot detall, ja que aix0 requeriria entrar en la teoria de conjunts,
que ens allargaria molt i no és 'objectiu del treball.

4.3.1 Reformulacio del Teorema de Hahn-Banach en la te-
oria de conjunts

Comencem veient la reformulacié del Teorema de Hahn-Banach, que és en la que
es basen els resultats del capitol. Per fer aixo ens cal presentar nocions basiques de
la teoria de conjunts.

Definicié 4.3.1. Una dalgebra Booleana és una estructura (B, A,V,—,0,1) on:
(i) B és no buit,
(i) A iV son operacions bindaries en B,

(i1i) — és una operacidé unaria en B3,

(iv) 0 i1 son elements de B (representant els valors fals i cert respectivament),

1 se satisfan les propietats segiients:

1. Commutativitat:

aNb=bANa i aVb=bVa, Vabeb.
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2. Associativitat:

(anb)ANc=aAN(bAc) i (aVvb)Ve=aV (bVe), VabceDB.

3. Distributivitat:
aN(bVe)=(anb)V(anc) i aV(bAc)=(aVb)A(aVec), Va,b,ceB.
4. Identitats:
aNl=a 1 aV0=a, Vac€B.
5. Complementarietat:
aN-a=0 4 aV-a=1 VaéeB.

Definicié 4.3.2. Sigui B una algebra Booleana. Una mesura de probabilitat fini-
tament additiva en B és una aplicacio p : B — [0,1] que compleizx les condicions
sequents:

(i) u(1lg) =1, on 1g indica la unitat de l’algebra Booleana, i 1 és el nombre 1.
(i) p(z Vy) = p(x) + p(y), sempre que x Ay = 0.

A partir d’aqui, direm mesura Booleana a una mesura de probabilitat finitament
additiva.

Un cop definits aquests conceptes passem a veure la reformulacié del Teorema
de Hahn-Banach en llenguatge a la teoria de conjunts, que ve donada pel segiient
teorema:

Teorema 4.3.1. ([5, Theorems 7.3, 8.3]) Son equivalents:
(i) El Teorema de Hahn-Banach.
(ii) Tota algebra Booleana admet una mesura Booleana no trivial.

(11i) Sigui By una subalgebra d’una dalgebra Booleana B i sigui mg una mesura
Booleana sobre By. Aleshores, existeix una mesura Booleana m sobre B tal
que m = myq a By 1 el rang de m esta contingut en [’embolcall convex tancat
del rang de my.

Passem doncs a comentar les dues aplicacions esmentades anteriorment.

4.3.2 Conjunts no mesurables de Lebesgue

L’existencia dels conjunts no mesurables de Lebesgue no és trivial. Una de les
aplicacions del Teorema de Hahn-Banach és la demostracié de l'existencia d’aquests
conjunts sense fer s de ’Axioma de I’Eleccié. La demostracié més coneguda de
I'existencia de conjunts no mesurables, la construccié de Vitali (que recordarem més
endavant), fa servir I’Axioma de 'Eleccié. En aquesta seccié donarem una idea de
com el Teorema de Hahn-Banach es fa servir per demostrar I'existencia de conjunts
no mesurables de Lebesgue.

Tot seguit, passem a recordar la mesura de Lebesgue a R"™:
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Mesura de Lebesgue a R”

La mesura de Lebesgue és una forma estandard d’asignar una longitud, area o volum
als subconjunts d'un espai euclidia. Un conjunt s’anomena Lebesgue-mesurable si
és possible asignar-li una mesura.

Recordem que una familia F € P(R") és una o-algebra si se satisfa:
(i) R" € F,

(ii) A € F implica que A® € F,

(iii) {A,}n>1 € F implica que |J77 | A, € F.

Definicié 4.3.3. Sigui F € P(R") una o-algebra. Una funcio m : F — [0,00] és
una mesura Si:

(i) m(@) =0

(i) m és o-additiva, és a dir, si {Ar}>, és una familia de conjunts disjunts dos
a dos, aleshores

m([ ) Ar) =D m(Ay).
k=1 k=1

La propietat de la o-additivitat és essencial per tenir després una bona teoria
d’integracid, que és la principal rad per la qual es va introduir el concepte de mesura.

El primer intent de definir la mesura de qualsevol conjunt A C R"™ surt de consi-
derar recobriments d’A per conjunts fonamentals, en aquest cas, per rectangles.

Definicié 4.3.4. Sigui A C R". Definim la mesura exterior d’A com

|A]* = inf {iv([k) AcC D [k} :

k=1

on I, son intervals oberts de R™ de la forma

I, = (ab,bF) x (ab,b5) x -+ x (a¥,bF), amb af < bF

nr-n

iv(l) = (b —ak)--- (bF — aF).

n — Qn
La mesura exterior |A|* esta ben definida per tot A C R” per 'axioma del suprem,
ja que sempre »_ - v(Iy) > 0. Per tant, per definicié, |A]* > 0.

Notem que la mesura exterior és o-subadditiva, és a dir, que satisfa que donats
A; CR", tenim que

U4
j=1

* [o.¢]
<) IAl
j=1
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Aquesta propietat surt directament de la definicié: fixem e > 0. Sabem que
existeixen recobriments A; C | J,=, I}, on I} sén intervals oberts tal que

* S j * €
Al <30 < Al + 5 (13.1)
k=1

Considerem ara

Ara, fent tendir € — 0, obtenim que

U4
j=1

* [o.¢]
*
<D Al
i=1
Tot i ser o-subadditiva, la mesura exterior no és g-additiva, és a dir, no satisfa la

igualtat
U4 =D 14
j=1 j=1

Un exemple d’aixo és el Conjunt de Vitali, explicat més endavant a la Seccié 4.3.2]

Ara ja tenim totes les eines per definir la mesura de Lebesgue:

Definicié 4.3.5. Sigui A C R™. Diem que A és mesurable-Lebesque si per tot
B CR" tenim que

|Al* = |ANB|* +|An B°|*.
Equivalentment, A és mesurable-Lebesque si per tot € > 0 existeizen un obert U i
un tancat C tal que C CACU 1

U\ COf < e.



36 CAPITOL 4. APLICACIONS DEL TEOREMA DE HAHN-BANACH

Considerem el conjunt format per tots els conjunts mesurable-Lebesgue, que de-
notem per M. Es pot demostrar que M és una o-algebra (part del Teorema de
Caratheodory), i a més, que

m: M — [0, 00]
A |Al"

és una mesura, és a dir, que la mesura exterior restringida a M és una mesura.
Per tant, la mesura de Lebesgue és exactament la mesura exterior (pels conjunts
on funciona bé, és a dir, pels conjunts mesurable-Lebesgue).

Conjunts no mesurables de Lebesgue

Tot i que la intuicié ens diu que tots els conjunts haurien de ser mesurable-Lebesgue,
la veritat és que existeixen els conjunts no mesurables-Lebesgue. L’exemple més
conegut és el conjunt de Vitali. Recordem-ne tot seguit la construccié ([12]):

Considerem el conjunt V' C [0, 1] format per un representant de cadascuna de les
classes d’equivalenica de la relacio

v~v = v—1v eQ.

Observem que en aquesta construccié es fa servir ’Axioma de I’Eleccié per triar
simultaniament un element d’una col-leccié infinita de conjunts. Veurem més enda-
vant que es pot fer servir només el Teorema de Hahn-Banach per construir conjunts
no mesurables.

Volem veure que aquest conjunt és ben definit i no mesurable. Ho provarem per
contradiccid.

La relacié d’equivalencia ~ és ben definida, ja que @ és un subgrup normal de
(R, +). Podem pensar que R\ Q esta format per copies traslladades disjuntes de
Q: cada element diferent del conjunt quocient 7 € R/Q dona lloc a un traslladat
diferent r + Q. Hi ha un nombre infinit no numerable d’elements a R/Q, i per tant,
també a la particio de R donada pels r + Q.

Cada element r+Q d’aquesta particié interseca U'interval [0, 1], i per tant, I’Axioma
de I’Eleccié garanteix que existeix el conjunt V' C [0, 1] format per exactament un
representant de cada classe.

Tot plegat, V és no numerable i u —v € R\ Q si u,v € V,u # v.

Per veure que V' no és mesurable considerem primer el conjunt auxiliar QN [—1, 1].
Com que és numerable, el podem expressar de la forma Q N [—1,1] = {g}2;.
Definim Vj, = g + V 1 observem que

(i) [O’ 1] C UZO:I WC C [_172]7

(ii) els conjunts Vi, k > 1 sén disjunts dos a dos. Efectivament, si hi ha un element
x € Viy NV, k # j, tindra la forma

r=q,+v=q; +u, u,v eV
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Llavors, © — v = q, — ¢; € Q, i per tant u = v, ja que hem triat un unic
element de cada classe d’equivalencia.

Si V' fos mesurable tindriem que |Vi| = |V| per tot k > 11 per tant, per (i) i per
la o-additivitat, tindriem que

3=|-L2l =Wl =) Vil =) VI
k=1 k=1 k=1

La convergencia d’aquesta ultima serie obligaria a que |V| =0, i per tant, que

Vil =0,
k=1

pero aixo contradiu (i). Per tant, el conjunt V' no és mesurable.

Demostracio de l’existencia de conjunts no mesurable-Lebesgue

En tot aquest apartat suposem els Axiomes de Zermelo-Fraenkel (ZF), sense cap
suposicié sobre I’Axioma d’Eleccié.

Posem el problema en un context més general, prenent espais X (en lloc de sub-
conjunts de R™) i grups que actuin sobre X. Aixi, un espai de mesura (X, u) sera
un espai X amb una mesura Booleana p a P(X).

Definicié 4.3.6. Sigui G un grup actuant sobre un espai X . L’expressio IM (X, Q)
vol dir que "ezisteiz una mesura Booleana G-invariant a P(X)”, és a dir, tal que

p(gA) = p(A),
per tot g € G i per tot A € P(X).
Definicié 4.3.7. Un grup G és "amenable”si existeix una mesura Booleana en
P(G) tal que
p(Ag) = u(A),
per tot g € G i per tot A € P(G).

Suposant el Teorema de Hahn-Banach, es pot veure que molts grups sén amenables
(com els grups finits, els grups resolubles, les seves extensions, etc).

L’exemple segurament més senzill de grup no amenable és el grup lliure d’ordre 2
F5. Recordem que Fy és el grup format per totes les paraules sobre els generadors
a i b i les seves inverses, sense cap altra relacié entre ells. Cada element de Fy és
una cadena de la forma a6 - --a“, on ¢; € {£1}.

Definicié 4.3.8. Sigui G un grup. El grup G actua lliurement sobre X si per tot
g € G ipertotx € X se satisfa que

gxr = x implica que g = 1,

0 equivalentment,
gr #x si g # 1.
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Sigui ara S? Desfera unitat a R3 i SO(3) = {R € R¥*3: RTR = I i det(R) = 1}
el grup de rotacions.

El punt de partida és el resultat segiient:

Proposicié 4.3.1. [3, Proposition 3] Suposem IM(S? SO(3)). Aleshores eristeix
una accid lliure de Fy en algun espai de mesura (X,p) que preserva la mesura
Booleana.

Passem finalment al teorema principal, el qual es demostra usant només el Teorema
de Hahn-Banach (no sén necessaris ni I’Axioma de 'Eleccié ni el Lema de Zorn).

Teorema 4.3.2. [3, Theorem /] Sigui G un grup actuant lliurement i preservant
la mesura sobre un espai de mesura (X, ). Aleshores G és amenable.

Aquest teorema, juntament amb el fet de que Fy no és amenable i la Proposicid
[4.37] diuen en particular, aplicat a g = m mesura de Lebesgue, que no és cert
IM(S?,SO(3)), i per tant, hi ha algun subconjunt de I'esfera S que no és mesurable.

4.3.3 Paradoxa de Banach-Tarsky

La paradoxa de Banach-Tarsky afirma que, donats dos subconjunts acotats de R?
(com una bola petita i una gran), existeixen descomposicions dels dos objectes en
un numero finit de peces no solapades de manera que, juntant les peces d'una forma
diferent, cada una pot ser reassemblada en ’altre. Aquest reassemblatge de les peces
consisteix inicament en rotacions i desplacaments de les peces, sense canviar-ne la
forma. Una forma més informal que s’utilitza amb frequiiencia per explicar aquesta
paradoxa és: un pesol pot desmuntar-se i reassemblar-se per formar el sol. Donem
ara ’enunciat formal:

Teorema 4.3.3. [10, Theorem 1.1] Siguin X 1Y subconjunts acotats de R*® amb
interiors no buits. Aleshores existeizen n € N i particions {X; : 1 < j < n},
{Y; :1<j<n}deX iY respectivament, tal que X; és congrient a Y; per tot j

(mirar Definicié |4.3.10).

Una altre versié d’aquest teorema és la segiient: donada una bola en un espai
tridimensional, existeix una descomposicié de la bola en un numero finit de peces
no solapades de manera que, juntant les peces d’una forma diferent, podem obtenir
dues copies identiques a la bola original.

La raé per la que aquest teorema es considera una paradoxa és perque contradiu
la intuicié geometrica basica, ja que dividir la bola en parts i fer desplacaments i
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rotacions sén operacions que conserven el volum (si tractem amb conjunts dels que
se’n pot calcular el volum, és a dir, mesurables).

Al contrari que la majoria de teoremes de geometria, aquest depen de forma critica
de ’Axioma de I’Elecci6 de la teoria de conjunts.

Hem vist previament que el Teorema de Hahn Banach implica l'existencia de
conjunts no mesurables.

Volem veure que, usant inicament el Teorema de Hahn-Banach, podem demostrar
aquesta paradoxa, sense fer servir I’Axioma de I’Eleccié. Com abans, posarem el
problema en un context més general d’accions de grups G actuant sobre espais
X. El grup que actuara sobre R? és el grup de moviments rigis, que presentem a
continuacio.

Grup de les rotacions i translacions

Definicié 4.3.9. Un moviment rigid (també anomenat transformacid euclidea) és
una aplicacio
r:R* = R?
z—r(z) =p(z) +a,

on p € SO(3) és una rotacié i a € R® és un vector de translacid.

Definicié 4.3.10. Diem que el conjunt A és congruent al conjunt B si existeir un
moviment rigid p tal que p(A) = B.

Per tant, per provar la paradoxa de Banach-Tarsky hem de veure que els sub-
conjunts acotats X i Y de R? poden dividir-se en un mateix nombre finit de tros-
sos congriients un amb l'altre (equivalentment, com veurem més endavant, que sén
equidecomposibles amb el grup G format tnicament per rotacions i desplagaments).
Veiem primer que, efectivament, el conjunt format per les rotacions i les translacions
de R3 té una estructura de grup.

Teorema 4.3.4. [0, Theorem 1.11] El conjunt de moviments rigids R formen un
grup.

Demostracio. Per veure que el conjunt de moviments rigids tenen estructura de
grup cal veure que:

(i) R és tancat,
(ii) conté un element neutre,

(ili) Cada element r € R té un element invers.

Pasem a provar cada apartat:
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(i) Siguin r(z) = p(x) + a i s(z) = 7(z) + b dos moviments rigids on p, T sén
rotacions i a,b sén punts fixats de R®. Hem de provar que r o s € R, pero
aixo és immediat:

(r o 8)(x) = r(s(2)) = p(r(x) + 1) + a = p(r(x)) + p(b) +a.

Observem que po 7 € SO(3), ja que SO(3) és un grup. A més, notem que la
rotacié d'un punt fix és un punt fix també, per tant p(b) és algun punt fix de
R3.

(ii) Considerem el moviment rigid segiient donat per p = Id i a = 0:
e(x) = Id(z) + 0.
Aleshores, donat qualsevol 2 € R3,
e(r) =1d(z) +0=2+0 =z,
i per tant, aquest element és 1’element neutre.

(iii) Sigui r(z) = p(x) + a € R qualsevol, aleshores 'invers de r(z) és

ja que

Observem que 7~ !(z) = p~(z) — p~'(a) és efectivament un moviment rigid,
ja que p~! € SO(3).

4

Posem ara el problema de la paradoxa en un context més general. Introduim els
grups i els subconjunts paradoxals:

Grups i subconjunts paradoxals

Definicié 4.3.11. Sigui G un grup actuant en un conjunt X . Un subconjunt £ C X
és paradozal si existeizen dues families de subconjunts disjunts dos a dos A, ..., A,
1 By, ..., By, en E i existeizen gy, ..., gn, b1, ..., hyy en G tal que

1=1 j=1
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Es diu que I'accié d'un grup G en un conjunt X és paradoxal (o G—paradoxal) si
el conjunt X és paradoxal. Un grup G es diu que és paradoxal si ’accié de G sobre
ell mateix per 'esquerra és paradoxal.

Exemple: Considerem el grup lliure de dos generadors Fy. Siguin a,b € Fy els
generadors. Denotem per w(x) el conjunt de totes les paraules de Fy que comengen
amb x. Aleshores el grup pot ser descomposat en conjunts disjunts dos a dos de la
segiient manera:

Fy = {e} Uw(a) Uw(a ") Uw(b) Uw(b™r).

Observem que Fy \ w(z) = zw(x™!) per tot € {a,a™',b,b7'}, on Fy \ w(zx) sén les
paraules que no comencgen amb x. Tenim doncs dues descomposicions de Fj :

Fy = w(a) Uaw(a™) = w(b) Uaw(b™).

Amb algunes suposicions addicionals, es pot transferir una descomposicié parado-
xal d’un grup a un conjunt sobre el qual actua. Aquest és exactament el punt on
es necessari I’Axioma de I’Eleccié.

Teorema 4.3.5. [{, Theorem 0.1.2] Un grup G és paradozal si, i només si, ezisteic
una accio lliure en un conjunt X tal que 'accio de G sobre X és paradozxal.

Demostracio. Sigui G = J;_, g;A; = U;nzl h;B; una descomposicié paradoxal de G.
Per I’Axioma de I’Eleccid, podem prendre un subconjunt M de X tal que contingui
exactament un element de cada orbita de G. Tenim aleshores que (J gec 9M és una
particié disjunta de M. De fet, si gr = hy per alguns g,h € G i z,y € X, aleshores
x =y per 'eleccié de M. Com l'acci6 és lliure, tenim que g = h.
Definim ara
geA; heB;

Clarament, aquests conjunts sén també disjunts per construccié, i satisfan que
n m
i=1 j=1

Per mostrar el reciproc, considerem una orbita O d’un punt en X. Llavors, I'accid
de G sobre O és exactament una accié sobre 'espai de classes laterals per algun
subgrup H < G (és a dir, el conjunt format per les classes d’equivaléncia de G/H).
Aixi, una descomposicié paradoxal de O implica una descomposicié paradoxal de

G.
4

Aquest resultat implica, en particular, que totes les accions lliures de Fo admeten
descomposicions paradoxals. Cal observar que, si I’accié de G sobre X és transitiva,
llavors no és necessari utilitzar I’Axioma de I’Eleccid.
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La Paradoxa de Hausdorff

Ates que totes les accions lliures del grup lliure de dos generadors donen lloc a
accions paradoxals, la idea de descomposicié paradoxal en 'espai euclidia es basa
en l'existencia de subgrups lliures en el grup de rotacions en l'espai euclidia tridi-
mensional SO(3).

Es un fet ben conegut que SO(3) conté moltes copies del grup lliure de dos gene-
radors. De fet, una afirmacié més forta és certa: si considerem SO(3) x SO(3) amb
la topologia producte, llavors el conjunt de totes les parelles que generen [Fy és dens
en SO(3) x SO(3). La primera construcci6 explicita del subgrup lliure en SO(3) es
remunta a Hausdorff [4].

Teorema 4.3.6. [/, Theorem 0.2.1] Existeizen dues rotacions en SO(3) que gene-
ren el grup lliure de dos generadors.

Cal remarcar que aquestes dues rotacions es poden donar explicitament.

Aquest resultat dona lloc a ’'anomenada paradoxa de Hausdorft:

Teorema 4.3.7. [{, Theorem 0.2.2] Existeiz un subconjunt numerable en S* tal que
el seu complementari en S* és SO(3)-paradozal.

Conjunts equidecomposibles
La nocié que generalitza les descomposicions que trobem a la paradoxa de Banach-
Tarski és la segiient:

Definicié 4.3.12. Sigui G un grup actuant sobre el conjunt X. Dos subconjunts
A, B son equidecomposibles si existeizen subconjunts disjunts dos a dos Ay, ..., A, C
A, subconjunts disjunts dos a dos By, ...,B, C B i g1, ...,9, € G tals que

(i) A= U?:l A,
(ii) B =Uj_, Bj,
(iii) g:(A;) = B; per tot 1 <i <n.

Es facil provar que la equidecomposiblitat és una relacié d’equivalencia.

Observem que, en aquest llenguatge, la paradoxa de Banach-Tarsky (Teorema
4.3.3)) diu que dos conjunts acotats no buits de R? sén equidecomposibles per I'acci6
del grup format pels moviments rigids.

Proposicié 4.3.2. [/, Proposition 0.3.2] Sigui G un grup actuant en un conjunt
X i EF C X subconjunts. Si F és paradozal i F és equidecomposible amb F,
aleshores E és paradozal.

Demostracio. Com que F és paradoxal, tenim amb la notacié de la Definicié |4.3.11],

que
i=1 j=1
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Tenim que F i E sén equidecomposibles, per tant, per transitivitat, tenim que E
és equidecomposible tant amb |J;_, g;4; com amb U;nzl h;B; (ja que l'equidecom-
posibilitat és una relacié d’equivaléncia, i per tant, transitiva). Aixo implica que £
és paradoxal. O

El segiient resultat és molt semblant ja a la paradoxa de Banach-Tarski:

Proposicié 4.3.3. [, Proposition 0.5.3] Sigui D un subconjunt numerable de S*.
Aleshores S* i S* \ D sén SO(3)-equidecomposibles.

Hi ha un corol-lari directe que surt d’aquest resultat i de la paradoxa de Hausdorff:

Corol-lari 4.3.1. [/, Corollary 0.5.4] S* és SO(3)-paradozal.

Ara ja estem a punt de provar la paradoxa de Banach-Tarski.

Prova de la paradoxa de Banach-Tarsky

Pel Teorema [4.3.3)), és suficient provar el segiient lema.

Lema 4.3.1. [6, Lemma] Sigui G un grup lliure de rang 2. Si G actua lliurement
sobre X, aleshores X és G—paradoxal.

Idea de la Demostracio: Per tot © € X, considerem 1'orbita de GG
Gr = {gx: g€ G}.

Prenem ara P(Gz), el conjunt de les parts de les orbites de G. Aleshores, definim
I’algebra booleana

B=[]PGx)

rzeX
on ], .y és el producte Boolea lliure.

Com hem vist abans, pel Teorema m (és a dir, pel Teorema de Hahn-Banach
reformulat en termes d’algebres i mesures Booleanes), podem assegurar 1’existéncia
d’una mesura booleana p en B tal que u(lz) = 1. Considerem a continuacié les
seglients particions explicites:

Siguin aq,ay els generadors Fy i ag = al_l,a4 = az_l. Considerem A; € Fy amb
1=1,2,3,4, on A; és el conjunts de les paraules que comengen amb a;. Considerem
també la permutacié o(1,2,3,4) = (3,4,1,2). Aleshores tenim que:

(i) A; sén disjunts dos a dos,
(11) CLi_lAi U Aa(i) = ]FQ.
Definirem ara les seglients particions: per a ¢ = 1,2, 3,4 siguin,

X, ={z e X :u(z4;) >1/2}.
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Siguin també
Yi = X \ (X1a1 U XQCLQ),
}/2 =X \ (X3a3 U X4(I4).
Es comprova directament que tenim les segiients particions disjuntes

X = X1a1 U X2a2 U Yi = Xg(lg U X4CL4 U Yé,

i per tant, X és paradoxal.
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