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Abstract

The aim of this project is to study the mathematical foundations of machine learning,
focusing on the domain of learnability and generalization bounds, leading to its most
important results. Additionally, a recent research finding is analyzed from the perspective
of the results introduced throughout the work. First, the desired and required theoretical
concepts and results are presented. Finally, the mentioned analysis is carried out.

Resum

L’objectiu d’aquesta memoria és estudiar els fonaments matematics de ’aprenentatge
automatic, restringint-se a I’ambit de ’aprensibilitat i les cotes de generalitzacié, fins
arribar als resultats més importants del mateix, aixi com analitzar un resultat recent de
recerca des de la perspectiva dels resultats introduits al llarg del treball. En primer lloc
es presenten els conceptes i resultats teorics desitjats i requerits. Finalment es realitza
I’analisi mencionat.

2020 Mathematics Subject Classification. 68, 60, 62, 28



ii
Agraiments

En primer lloc, vull mostrar el meu agraiment als dos tutors que han dirigit aquest
treball. Vull agrair al Dr. Oriol Pujol i Vila no només el seu acompanyament i guiatge
al llarg de tota la realitzacié del treball, des de la proposta del tema fins a les dltimes
revisions i correccions de la memoria, sindé també haver-me introduit al fascinant mén de
I’aprenentatge automatic, del qual no tenia cap coneixement previ a emprendre ’aventura
d’aquest treball final de grau. Vull agrair al Dr. Carles Rovira i Escofet no només el seu
acompanyament i guiatge al llarg del treball, siné també el seu esforg al dirigir aquest
treball malgrat que el tema no fos del seu ambit habitual d’estudi. En segon lloc, vull
agrair a tots aquells agents que, d’alguna manera o altra, m’han ajudat al llarg d’aquests 5
anys i mig d’experiéncia universitaria; companys, familiars i professors, pero especialment
als meus amics dins del grau qui, dia rere dia, han fet el procés més facil i agradable.
Finalment, vull dedicar un especial agraiment als meus familiars més propers. Als meus
pares, Miquel i Teresa, per sempre confiar en mi i donar-me suport, aixi com per brindar-me
l'oportunitat de poder cursar un grau universitari i d’assegurar-se que la meva vida fos el
més facil i comode possible per tal de poder dedicar-m’hi a temps complert. També al meu
germa gran Miquel, qui no només sempre s’ha ofert per ajudar-me en tot allo que pogués
necessitar siné també contribuir a fer de mi la persona que soc avui, gracies de tot cor.



Index

1 Introduccié iv
2 Primer model formal del problema 1
3 Primer model formal d’aprenentatge 9
3.1 Aprenentatge PAC agnostic . . . . . . . . ... ... 10
3.2 Funciddeperdua . . . . . . . .. e 13
3.3 Convergencia uniforme . . . . . . ... Lo L 14
3.4 El teorema No-Free-Lunch . . . . .. .. ... ... ... ... ..., 22

4 La dimensié VC i el teorema fonamental de aprenentatge estadistic 26
4.1 Dimensié VC . . . . . . . e e e 27
4.2 El teorema fonamental de I’aprenentatge estadistic . . . . . . .. .. ... 30

5 Una aplicacié practica; una cota de generalitzacié en aprenentatge

profund 41
5.1 Xarxes neuronals . . . . . . . . ... 41
5.2 Presentaci6 del problema i del resultat . . . . . ... ... ... ... ... 45
5.3 Discussié del resultat . . . . . . . . ... oL 47

6 Conclusions 51

iii



Capitol 1

Introduccio

Des de l'origen de la humanitat fins a 'actualitat, allo que ha caracteritzat i distingit als
éssers humans de la resta d’especies animals que han habitat la Terra és la seva capacitat
per aprendre i comunicar-se; és a dir, la seva habilitat i facilitat per aprendre i transmetre a
altres éssers humans allo que han aprés. Si bé la gran majoria d’especies animals també son
capaces d’aprendre i comunicar-se, podria argumentar-se que la magnitut de 'habilitat i la
facilitat per fer-ho és el que ha marcat la diferéncia entre elles i I’ésser huma. Aixi doncs,
resulta evident que la nocié d’aprenentatge és i ha sigut de vital importancia al llarg de la
historia de la humanitat. Fent una breu aturada per descriure que significa aquest concepte,
I’aprenentatge es pot definir com el procés mitjangant el qual un individu, a través de
Pexperiéncia, I'observaci6 i/o l'estudi, és capag d’adquirir coneixements per després poder
aplicar-los en futures situacions identiques, similars o completament diferents. D’enca que
I’ésser huma és metacognitiu, és a dir té la capacitat de pensar i avaluar els seus propis
pensaments i habilitats, molts sén els individus i moltes han sigut les societats que han
buscat desxifrar quina és la clau que permet que aquest procés tingui lloc. No obstant, com
que la comprensié d’aquesta causa no ha sigut mai necessaria en el procés d’aprenetatge,
mai ha esdevingut una necessitat determinar i quantificar aquells parametres (si existeixen)
que determinen la capcitat de I’ésser huma per aprendre o la propia aprensibilitat d’una
tasca. Aquesta situacié ha canviat radicalment amb l’arribada dels ordinadors, ja que
aquest procés que pels éssers humans resulta tan natural i esta tan present en la vida
quotidiana ha intentat ser extrapolat a les maquines; és a dir, s’ha plantejat la segiient
pregunta: poden aprendre les maquines?

Aquest concepte s’ha formalitzat en el que avui es coneix com machine learning, és a dir
aprenentatge automatic. L’aprenentatge automatic es defineix com 1'is i desenvolupament
de sistemes de computacié capagos d’aprendre i adaptar-se sense instruccions especifiques,
fent servir algoritmes i models estadistics per analitzar i extreure conclusions de patrons
significatius en les dades.

Aix{ doncs, no n’hi ha prou que el programa emprat sigui capag de memoritzar informacio,
sind que ha de ser capag de generalitzar i realitzar un raonament inductiu a partir
d’aquesta. Ser capag de predir, en base a dades vistes previament, el comportament que
s’esta estudiant per a dades noves. Aquesta és la gran diferéncia entre la memoritzacié i
I’aprenentatge.

Un cop plantejada la qiiestié sobre si els ordinadors sén capagos d’aprendre, sorgeixen
noves incognites com a conseqiiencies logiques d’aquesta. En primer lloc, que es pot
aprendre? Existeixen situacions impossibles d’aprendre i, per tant, de predir? En segon
lloc, com es diferencia l'aprenentatge 1til i/o correcte de 'aprenentatge erroni?
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La primera pregunta es respon més endavant en aquesta memoria, veient per a diferents
casos de problema i de nocié d’aprenentatge condicions que garanteixen la capacitat
d’aprenentatge o la impossibilitat de la mateixa. Pel que fa a la segona qiiestié, una
primera resposta a aquesta pot trobar-se en l'existéncia d’un coneixement previ que
permet a I’aprenent intuir quina llei segueix el patré que esta buscant. Aquest concepte
proximament queda formalitzat pel cas que s’aborda en aquest treball.

Cal aclarir abans de comencar que, malgrat que hi ha diversos tipus d’aprenentatge, en
aquest treball tan sols s’estudia el cas d’aprenentatge estadistic, supervisat per lots amb
un aprenent passiu i un professor neutral; és a dir, ’aprenent tindra a la seva disposicié
una mostra finita de dades préviament classificades, sense cap biaix en 'eleccid/generacié
d’aquestes, abans d’haver de comengar a realitzar prediccions o proposar un model que
resolgui la problematica. A més a més, 'aprenent no podra interactuar ni amb les dades
ni amb la realitat de cap manera més enlla d’observar-les; és a dir, no podra realitzar
experiments pel seu compte per tal de comprovar les seves hipotesis o extreure nova
informacid.

Posant per un moment ’atencié en la propia raé de ser darrere de ’aprenetatge automatic,
hom podria qiiestionar la utilitat del mateix; és a dir, és realment necessari ’aprenentatge
automatic? Existeixen tasques que requereixin estrictament de I’aplicacié d’alguna mena
d’aprenentatge automatic? No n’hi ha prou que els éssers humans ens encarreguem de les
tasques creatives i que involucrin aprenenetatge i pensament i deixem a les maquines tan
sols aquelles tasques farragoses i consistents en seguir instruccions? Per sort o per desgracia,
la realitat és que, efectivament, existeixen tasques que son inconcebibles d’abordar sense la
implementacio de ’aprenentatge automatic. Principalment, destaquen dues caracteristiques
que determinen la necessitat d’implementacié d’aprenentatge automatic en la resolucié
d’un problema; la complexitat del mateix i la necessitat d’adaptabilitat. En primer lloc,
posant I'emfasi en el cas de problemes amb un grau massa elevat de complexitat, s’hi
troben totes aquelles tasques que s6n massa complicades de programar, generalment degut
que no es té un coneixment suficientment detallat de quines sén les cadenes de raonament i
passos logics que se segueixen al realitzar-les. El principal conjunt de problemes d’aquesta
indole del qual s’acostuma a parlar sén totes aquelles accions que els éssers humans (i/o
fins i tot altres especies animals) realitzem perd no en tenim un coneixement introspectiu
suficientment detallat com per traduir-les en un programa informatic; alguns exemples
serien cuinar, conduir, reconeixer imatges, etc. També dins del conjunt de problemes
amb un grau massa elevat de complexitat s’hi troben aquelles tasques que sobrepassen
les capacitats humanes, com podria ser el tractament de conjunts de dades massa grans i
complexos. En totes aquestes qiiestions, la implementacié de programes informatics que
”aprenen”de la propia experiéncia ha demostrat ser una eina util oferint uns resultats
satisfactoris. Per altra banda, pel que fa als problemes que requereixen d’adaptabilitat, un
cop redactat el codi d’un programa informatic, aquest romandra immutable fins que algu
el modifiqui manualment. Aixi doncs, si el problema que es preté resoldre és susceptible
de mutar, el programa és susceptible de quedar obsolet i, per tant, requerir ser modificat.
Estar revisant que el prgrama funcioni correctament per cada cas concret del problema
seria extremadament ineficient, per tant la implementacié de I’aprenentatge automatic
resulta imprescindible per tal de poder abordar la tasca de forma viable. Alguns exemples
de problemes d’aquesta indole resolts mitjancant aprenentatge automatic sén els programes
de reconeixement de veu o els filtres de deteccié de correus brossa.

Pel que fa al tipus de problemes que s’estudien en aquesta memoria, si bé I’aprenentatge
automatic serveix i es fa servir per multitut de problemes diferents (tal i com s’acaba
d’exposar), en aquest treball tan sols s’estudien problemes de classificacid, restringint
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I'estudi d’aquests al cas particular de classificacié binaria, amb ’excepcié puntual del
resultat que es presenta a la seccié 5.2. No obstant, aquest resultat també és cert per al
cas de classificacié binaria, que és I'optica des de la qual es discuteix a la secci6 5.3, en
consonancia amb la resta de la memoria.

Finalment, convé destacar que la majoria dels continguts i demostracions d’aquest
treball, aixi com l’estructura i 'ordre que s’ha seguit al llarg del mateix, s’ha extret
del llibre Understanding Machine Learning: From Theory to Algorithms dels professors
universitaris Shai Shalev-Shwartz de la Universitat Hebrea de Jerusalem i Shai Ben-David
de la Universitat de Waterloo [1]. Addicionalment, I’article al qual es fa esment a I'iltim
capitol i del qual s’ha extret el resultat discutit s’estitula On Generalitzation Bounds for
Neural Networks with Low Rank Layers dels doctors Andrea Pinto, Akshay Rangamani i
Tomaso Poggio; publicat a la revista Proceedings of Machine Learning Research, 30 [2].

Objectius del treball

e Entendre el problema de generalitzacié de ’aprenentatge automatic, els elements
que el conformen i les tecniques que s’empren per abordar-lo.

e Introduir i desenvolupar els fonaments matematics de 'aprenentatge automatic; més
concretament, de l'aprenentatge automatic probablement aproximadament correcte,
I’aprensibilitat d’espais d’hipotesis i les cotes de generalitzacio.

e Discutir i comparar un resultat recent de recerca en cotes de generalitzacié en
aprenentatge profund des de la perspectiva del teorema fonamental de ’aprnentatge
estadistic.

Estructura de la memoria

En primer lloc, convé destacar que I'objectiu d’aquesta memoria és introduir i desenvolupar
els fonaments matematics de I'aprenentatge automatic; més concretament, de ’aprenen-
tatge automatic probablement aproximadament correcte, 'aprensibilitat i les cotes de
generalitzaci6. Al llarg de l'escrit, s’aniran presentant i desenvolupant/construint des de
la perspectiva matematica, fent servir fonamentalment eines de teoria de la probabilitat,
teoria de la mesura i desigualtats, els conceptes i resultats més rellevants dins d’aquest
ambit. No obstant, aquesta memoria no es limitara tan sols a tractar el tema des d’una
vesant merament teorica, sind que concloura presentant un tema punter de recerca sobre
un ambit lleugerament diferent com és I’aprenentatge profund (deep learning) en xarxes
neuronals i comparant els resultats obtinguts a 'article amb els resultats teorics que
s’hauran vist préviament sobre I’aprenentatge automatic.

Normalment els documents sobre aquesta tematica tenen tendeéncia a enfocar-ho des
d’una perspectiva purament informatica, centrant-se en exposar les aplicacions practiques
i limitant-se merament a comentar una idea intuitiva d’allo que esta passant sense entrar
gaire en detall a les matematiques que hi ha al darrere. Per altra banda, tampoc convé
perdre la perspectiva sobre quina és la problematica que es preté resoldre i per tant
no tenir una intuicié sobre quin és el significat dels conceptes que van apareixent com
a conseqiiencia d’estudiar el tema des d’una perspectiva merament matematica. Aixi
doncs, aquest treball combina un estil divulgatiu on, a mesura que es van introduint nous
conceptes, es proporciona una idea intuitiva sobre el seu significat, amb el formalisme
i rigor matematic pertinent en les definicions d’aquests, aixi com a I’hora d’enunciar i
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demostrar tan els resultats que se’n deriven com aquells resultats auxiliars que sén requerits
per tal d’obtenir-los.

Tot seguit, a mode de sintesi, es llisten els capitols dels quals consta aquesta estudi,
aixi com els temes que s’hi tracten.

En primer lloc, el segon capitol esta integrament dedicat a presentar el problema que
s’aborda al treball, aix{ com els elements que el conformen.

En segon lloc, al capitol 3 s’introdueix el primer model formal d’aprenentatge automatic,
Paprenentatge probablement aproximadament correcte (PAC). A més a més, també es
presenten altres nocions d’aprenentatge que se’n deriven com 'aprenentatge PAC agnostic
o la propietat de convergencia uniforme. El capitol conclou amb I’enunciat i demostracid
del primer gran resultat del treball, el teorema NFL.

En tercer lloc, al capitol 4 es defineix la que sera la nocié que caracteritza ’aprensibilitat
o no d’una classe d’hipotesis, la dimensié VC. A més a més, en aquest capitol és on es
presenta i demostra el resultat teoric més important de tota la memoria, el teorema
fonamental de ’aprenentatge estadistic.

Tot seguit, al pentltim capitol es presenta un resultat recent d’'un ambit de recerca
punter i, a mode de contribucié propia de l'autor, s’efectua una comparativa respecte la
versié quantitativa del teorema fonamental de 'aprenentatge estadistic i una discussio
dels resultats obtinguts. Previament al mateix capitol s’introdueixen tots els conceptes
necessaris per tal de poder comprendre aquest resultat.

Finalment, el darrer capitol sén les conclusions generals extretes en aquesta memoria.

Guia de lectura

A fi de proveir al lector una guia de lectura dels capitols dos, tres i quatre, s’inclou a
continuacié un breu resum que emfatitza la linia argumental i deductiva dels conceptes i
resultats introduits.

En primer lloc es presenta el problema de classificacié binaria que consta d’un conjunt
de domini X, un conjunt de classificacions ) = {0,1} i una mostra d’entrenament S.
L’objectiu és que l'aprenent (algoritme d’aprenentatge) sigui capag de retornar una funcié
de prediccié h : X — {0, 1} amb el minim error possible. D’entrada, s’assumeix que existeix
una distribucié de probabilitat D sobre X' i una funcié f: X — {0, 1} de classificacié que
és la correcta, les quals sén desconegudes per 'aprenent. Tot seguit es defineixen l’error
empiric i 'error real, aixi com el paradigma d’aprenentatge que es considera al llarg de
la memora; 'ERM. Per prevenir el sobreajustament, es delimita 1’espai de les hipotesis
h a una classe H i s’imposa la restriccié que tingui un nombre finit d’elements; d’ara
en endavant, es preté determinar que caracteritza ’aprensibilitat de H. Fins indicacié
contraria, s’assumeixen les assumpcions de realitzabilitat i ’assumpci6 i.i.d. Vist que no es
pot garantir ni un error nul ni una probabilitat 1 d’assolir-lo, s’introdueixen els parametres
de confianga i precisi6 (d i €) per tal de paliar-ho. Aixi doncs, el nou objectiu és garantir
amb probabilitat major o igual a 1 — § que l'error real sigui menor que €.

Al segiient capitol, es formalitza la noci6é anterior en el primer model d’aprenetatge
d’aquesta memoria; 'aprenentatge PAC. A partir d’ara, es relaxa ’assumpcié de realit-
zabilitat i D deixa de ser una distribucié sobre X per esdevenir una distribucié sobre
X x {0,1}. Ara ja no es pot garantir un error arbitrariament petit, sino tan sols un
error arbitrariament proxim al minim possible (al de ’element A € H amb ’error minim).
Aquesta nocié es formalitza en el segon model d’aprenetatge, 'aprenentatge PAC agnostic.
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Per tal de generalitzar aquesta nocié d’aprenentatge a altres problemes de classificacid,
s’introdueix la nocié de funcié de perdua i es defineixen la funcié de risc i el risc empiric
com a alternatives a l’error real i a I’error empiric. A continuacid, es detecta un problema
intrinsec al propi funcionament de 'ERM, aquest selecciona el predictor que minimitza
I’error empiric, esperant que aquest predictor tingui un error real reduit; malgrat no hi
hagi cap garantia al respecte. Per tal d’establir aquesta garantia, s’introdueix la nocié de
mostra e-representativa; la qual, si es dona amb probabilitat major o igual a 1 — ¢ per
una mostra S, garanteix que 'ERM sigui un aprenent PAC agnostic. Aquesta nocié es
generalitza en la condicié de convergencia uniforme. Tot seguit, s’introduexi el teorema
”No-Free-Lunch” (NFL), el qual nega l'existéncia d’un aprenenent universal i, per tant,
posa de manifest la necessitat de restringir .

A fi de caracteritzar I'aprensibilitat d’una classe d’hipotesis H infinita, es defineix el
concepte de dimensié VC; posteriorment, es presenta el teorema fonamental de l'apre-
nentatge estadistic, la versié qualitativa del qual finalment caracteritza ’aprensibilitat
d’una classe d’hipotesis per a problemes de classificacié binaria, recoltzant-se en la nocié
de dimensié VC. També s’inclou la versié quantitativa, la qual proporciona cotes a la
complexitat de la mostra i sera emprada a 1’altim capitol per tal d’analitzar un resultat
recent de recerca en ’ambit de les cotes de generalitzacié en aprenentatge profund.



Capitol 2

Primer model formal del problema

Es considera el seglient problema: Un aprenent A vol trobar una norma general per
resoldre un problema de classificacié binaria en base a uns parametres que coneix (Ex:
Un zooleg vol trobar un sistema per classificar una nova especie de cavall, descoberta
recentment, segons si els exemplars tenen o no sobrepés en base a la longitud de la columna
vertebral i el pes de ’animal).

En primer lloc, 'aprenent té accés a la segiient informacié:

- Conjunt de domini: Un conjunt arbitrari &X', el qual és el conjunt d’objectes
que ’aprenent vol classificar. Cada punt d’aquest conjunt és una instancia i esta
representat per un vector de caracteristiques. A 'exemple dels cavalls, el domini
seria el conjunt de tots els cavalls d’aquesta especie; cada punt estaria representat
per un vector de dues component, la llargada de la columna vertebral i el pes de
I’animal.

- Conjunt de classificacions/etiquetes: Un conjunt ) d’etiquetes que poden
prendre els diferents elements de X'. Al llarg d’aquest treball només considerarem
problemes de classificacié binaria; és a dir Y = {0, 1} o Y = {-1, 1}. A I'exemple
anterior, 0 representaria la classificacié "no té sobrepés” i 1 la classificacié ”té
sobrepés”.

- Dades d’entrenament: Una seqiiencia S = ((z1,y1), ., (Tm,ym)) finita de parelles
de X x Y; és a dir, una seqiiencia de punts del domini etiquetats. Aquesta és ’entra-
da (“input”) que rep l'aprenent. Sovint s’anomena a S conjunt d’entrenament i als
seus elements exemples d’entrenament. A l’exemple, seria una coleccié d’exemplars
d’aquesta especie (les seves longituts de columna i pesos) marcats previament com a
exemplars amb o sense sobrepés.

En segon lloc, a 'aprenent se li requereix que retorni una funcié h: X — )Y que predigui
la classificacié d’un punt = qualsevol del domini. A aquesta funcié se ’anomena regla
de prediccié, predictor, hipotesi o classificador. Aixi doncs, la informacié de sortida del
programa que actui com a aprenent sera una funcié d’aquesta forma.

Dit aixo, per tal d’explicar com es generen els elements = de la mostra d’entrenament .S,
en tot moment es fara I'assumpci6 (que en proximes seccions sera relaxada) que existeix
una distribucié de probabilitat D sobre X, d’acord a la qual es generen els elements de les
dades d’entrenament. Es important recalcar que en cap moment s’assumeix que ’aprenent



sapiga res d’aquesta distribucié de probabilitat. A més a més, pel que fa a les etiquetes
dels elements del domini, s’assumeix que existeix una funcié de classificacié correcta f: X
— Y, la qual és desconeguda per 'aprenent, ja que és justament allo que esta intentant
determinar.

Aixi doncs, a mode de resum i per il-lustrar millor el problema, hom pot pensar en el
segiient exemple: Un zooleg descobreix una nova especie de mamifer similar al cavall i vol
trobar una funcié que el permeti classificar els membres d’aquesta especie segons si tenen
sobrepés o no basant-se en el pes i la longitud de la columna vertebral. Com a dades de
mostra en les que basar-se, disposa d’un conjunt d’exemplars els quals ha pogut classificar
previament i de manera correcta segons si tenen o no sobrepés.

Obviament, I’objectiu de I'aprenent no és tan sols retornar una funcié qualsevol, siné que
vol trobar el millor predictor possible (a poder ser la f correcta). No obstant, per ser capag
de diferenciar la qualitat de les diferents hipotesis candidates, és imprescindible disposar
d’un mecanisme per mesurar la precisi6 (encert), o equivalentment la mancanca d’aquesta
(error), per a una hipotesi qualsevol. No obstant, primer cal definir que és l'error d’un
classificador.

Es defineix lerror d’un classificador h com la probabilitat que h predigui malament (és a
dir, de manera diferent a la funcié verdadera f) la classificacié d’un punt z qualsevol de X
generat d’acord a D. S’introdueix la segiient notacié que es fara servir d’ara en endavant:
Lp f; on L representa la perdual, D la distribucié de probabilitat sobre X i f la funcié
que prediu correctament en base als parametres de X’ la classificacié corresponent de ).

Definicié 1. Sigui X un conjunt de domini, sigui Y = {0, 1} un conjunt de classifica-
citons per als punts de X, sigui D una distribucio de probabilitat segons la qual es generen
aleatoriament els punts x de X, sigui f: X — Y la funcidé correcta de classificacié (per
atotz € X, f(x) =y), sigui h: X — Y un classificador qualsevol. L’error real ("true
error”) de h és:

Lps(h) = P [h(z) # f(2))

Sovint s’emprara la notacié D(B) per indicar la mesura del conjunt B segons la distribucié
D.

Hom pot observar que aquesta nocié d’error depén de la distribucié de probabilitat
D sobre X, aixi com de la funcié f; no obstant, préeviament s’ha posat de manifest que
l'aprenent desconeix completament aquests dos elements, aleshores no és una nocié que
I’aprenent pugui emprar per determinar la qualitat de les diferents hipotesis. Per altra
banda, la informacié que si que esta disponible i és coneguda per 'aprenent és la mostra
S que rep, i en base a la qual ha de retornar una hipotesi hg: X — ) amb 'objectiu que
minimitzi U'error respecte D i f. Aixi doncs, sembla logic buscar una hipotesi que funcioni
bé a la mostra S amb 'esperanca de minimitzar també Lp ¢(h). Per tal de mesurar la
qualitat d’un predictor respecte una mostra S es defineix la segiient nocié d’error:

Definicié 2. Sigui X un domini, sigui } = {0, 1}, sigui S una mostra de m € N
elements de X x Y generada d’acord a una distribucio D sobre X desconeguda i classificada
d’acord a una funcio correcta f: X — Y. Sigui h : X — Y un predictor. Es defineix
Uerror d’entrenament (“training error”) de h com:

! Generalitzacié del concepte d’error per a altres problemes de classificacié, no necessariament binaris.
S’introdueix a la secci6 3.2.



- , on [m|]={1,..m} i y; = f(z;).

I aixi s’arriba a la definicié del primer paradigma d’aprenentatge que es proposara:

Definicié 3. Sigui X un domini, sigui J = {0, 1}, sigui S una mostra de m € N
elements de X x Y. La minimitzacid de Uerror empiric® (?Empirical Risk Minimitzation”)
és un paradigma d’aprenentatge en el qual l’aprenent busca seleccionar un predictor hg:
X — Y tal que minimitzi Lg(hg).

El motiu de la notacié hg és emfatitzar que el predictor seleccionat per ’aprenent
depén de la mostra S.

L’ERM, en base al plantejament realitzat sobre la manca d’informacié sobre D i f,
d’entrada pot semblar una regla general per escollir predictors logica i efectiva; no obstant,
si no es fa servir amb prudéncia pot abocar a ’aprenent al fracas. El segiient exemple ho
posa de manifest:

Ezemple: Siguin X un domini, Y = {0, 1}, S = ((z1, v1), ---, (®m, Ym)) una col-leccié
d’elements de X x ) generada aleatoriament segons una distribucié D sobre X i sigui f:
X — Y la funcié de classificacié correcta. Consideri’s el segiient predictor hg: X — V-

|y sl e m]tal que z; = x,
hs(w) = { 0 altrament.
Resulta evident que aquest predictor no tindra un bon error real, ja que fallara en tots
els punts z € X \ S tals que f(z) = 1.

Aquest fenomen pel qual una hipotesi fruit d’aplicar 'ERM fracassa respecte D i f
malgrat resultar exitosa a la mostra S rep el nom de sobreajustament (”overfitting”).

Definicié 4. Sigui X un domini, Y = {0, 1}, S = ((z1, y1), ---, (Tm, Ym)) una
col-leccio d’elements de X x Y generada aleatoriament segons una distribucio D sobre
X, sigui f: X — Y la funcio de classificacié correcta. S’anomena sobreajustament al
fenomen en el qual un model d’aprenentatge retorna una funcid de prediccio h: X — Y la
qual no s’ajusta bé a la distribucié real per ajustar-la massa a les dades de la mostra S.

Un cop vista aquesta problematica, resulta imperativa la necessitat de solventar-la.
Fonamentalment, aquesta resolucié pot arribar per dues vies diferents; o bé modificar
el paradigma d’aprenentatge ja que ’'ERM és inconsistent, o bé realitzar-hi els ajustos
pertinents per garantir-ne la fiabilitat. En tant que el raonament pel qual s’ha obtat per
implementar 'ERM és correcte, s’optara per reparar-lo enlloc de reemplacar-lo per un
paradigma d’aprenentatge completament nou. El mecanisme que s’emprara consisteix en
cercar condicions sota les quals esta garantit que 'ERM no caura mai en sobreajustament;
qualitativament, significa imposar condicions sota les quals un baix error empiric impliqui
amb alta probabilitat un baix error real.

La solucié més freqiient a aquest problema consisteix en restringir ’espai de bisqueda
sobre el qual s’aplica ’ERM, és a dir, fixar un conjunt H de funcions predictores, anomenat
classe d’hipotesis, sobre el qual s’aplicara 'ERM. Formalment:

2El qual es denotara com ERM, d’acord a la nomenclatura que reb a la literatura anglesa.



Definicié 5. Sigui X un domini, Y = {0, 1}. Una classe d’hipotesis és un conjunt H
de predictors h: X — ).

Es interessant recalcar que la definicié de classe d’hipotesi no depén ni de la mostra S,
ni de la distribucié D ni tampoc de la funcié d’etiquetatge f. Aixo es deu que 'aprenent
ha d’escollir la classe d’hipotesis abans de veure les dades; és a dir, al moment de restringir
el conjunt de funcions sobre el qual s’aplicara ’ERM, I'aprenent no coneix la mostra S.
Un cop seleccionada la classe d’hipotesis H, 'aprenent té accés a la mostra S i aplica
I’ERM sobre H per tal de trobar el predictor h € H amb el menor error possible sobre S.
A aquest procediment se I’'anomena aprenent ERMy,. Formalment:

Definicié 6. ERMy (S) =1 € H tal que h' € argmin Lg(h).

heH
On argmin Lg(h) :={ h' € H: Lg(h') < Lg(h)V h € H }; és a dir, el conjunt d’hipotesis
heH

h de H tals que Lg(h) assoleix el seu valor minim sobre #.

Un cop vista la imposicié de restriccions sobre el conjunt de funcions que es consideren
candidates per tal de garantir que ’ERM no caigui en sobreajustament, al ser realitzades
abans de veure la mostra S, se’'n deriva una nova qiiestié ineludiblement. Com s’escolleixen
aquestes restriccions? Sota quin criteri s’escull una familia de funcions enlloc d’una altra?
Idealment, aquesta eleccié s’hauria de basar en coneixement previ sobre el problema que
es busca resoldre.

Observacid: La restriccié de H, aixi com la forma i la raé d’aquesta, formalitzen la
nocié de coneixement previ que s’havia deixat entreveure a la introduccié del treball.

Reprenent momentaniament 1’exemple del zooleg i la nova especie de cavall; en aquest
cas Paprenent (el zooleg) podria escollir com a classe d’hipotesis la familia de les funcions
polinomiques de grau n, amb n fixat, en el pla de R? per separar 'espai en dos subespais;
els exemplars amb sobrepés i els exemplars sense sobrepés. A I’hora d’escollir aquesta
familia de funcions, ho faria basant-se en el seu coneixement previ sobre el comportament
del sobrepés en funcié de la llargada de la columna i del pes en altres mamifers similars
(com per exemple una especie ja coneguda de cavall).

Deixant de banda aquest incis, una pregunta més interessant que quins son els criteris
sota els quals s’escull una classe d’hipotesis enlloc d’una altra, és a dir quines restriccions
s’imposen sobre H, és quines condicions garanteixen que 'ERMy no caura en sobreajusta-
ment. Aquesta incognita és equivalent a plantejar-se quines classes d’hipotesis poden ser
apreses mitjancant 'ERM. Aquesta és una qiiestié fonamental en la teoria de I'aprenentatge
i s’estudiara diverses vegades, en funcid de les premises sota les quals s’estigui treballant
en cada moment, al llarg d’aquesta memoria.

La primera i més simple restriccié que es pot imposar sobre una classe d’hipotesis és
acotar superiorment la seva mida, és a dir el nombre d’elements (predictors) que en formen
part. Aquesta condicié és suficient per tal de garantir que, sobre una classe d’hipotesis
H, a partir d’una certa mida de la mostra S (la qual depén de la mida de H) PERMy
no sobreajustara. Aquest resultat esta demostrat posteriorment en aquest mateix capitol
del treball. No obstant, abans de passar a la demostracié d’aquest resultat, cal deixar
constancia de les assumpcions sota les quals es treballara.

En primer lloc, es considerara certa ’assumpcié de realitzabilitat:

Definicié 7. L’assumpcio de realitzabilitat (”Realizability Assumption”) enuncia que
ezisteir h* € M tal que L(p f)(h*) = 0.



Es rellevant notar que aquesta asumpcié estableix que, amb probabilitat 1 sobre les
mostres aleatories S, es complira Lg(h*) = 0, on les instancies de les mostres sén generades
d’acord a una distribucié D i classificades segons una funcié f. De fet, és facil deduir que
aixo significa que f € H. No obstant, és molt més interessant i rellevant I'error vertader,
Lp,p)(hs), que no pas I'error empiric.

Per altra banda, com que ’aprenent només té accés a la mostra S i aquesta esta
generada per una distribucié D de la qual no en té cap informacid, qualsevol garantia
sobre I'error respecte la distribucié subjacent dependra ineludibement de la relacié entre
la mostra § i la distribucié D. Aquesta relacid es formalitza en la segiient definicié:

Definicié 8. L’assumpcid i.i.d. estableix que les instancies d’una mostra S son
independentment idénticament distribuides (i.i.d.) segons la distribucio D.

Aquesta assumpcié es denota generalment mitjancant la notacié S ~ D™.

A mode de breu recordatori, el resultat que es vol demostrar és que sobre una classe
d’hipotesis H finita, a partir d’'una mida m donada de la mostra S, 'ERMy no sobreajus-
tara; és a dir, es vol garantir que Lp, f)(hs) prendra un valor raonable.

Trivialment Lp, f)(hs) depén de l'eleccié del predictor hg que realitzi ’algoritme
d’aprenentatge, la qual depén alhora de la mostra S que rep aquest. Aquesta situacio és
potencialment problematica, ja que S esta generada de manera completament aleatoria
segons la distribucié D. Pero, per qué pot resultar problematic aquest fet? Aquesta situacié
implica l'existencia d’un factor d’atzar en la generacié de S i, per tant, en I'eleccio de hg;
aleshores, inevitablement I'error L(p y)(hs) tindra certa aleatorietat conseqiiencia de la
seva propia definicié. Vist aixo, es parla de L(p r)(hs) com una variable aleatoria (v.a.).
Intuitivament, la probabilitat que la mostra S obtinguda sigui molt poc representativa de
D no sera mai zero, per molt gran que sigui la mostra S. Com a conseqiiéncia, no es pot
garantir amb probabilitat 1 que I'error L(p y)(hg) no sigui gaire gran, sind que simplement
s’haura de treballar en base a la probabilitat que Lp r)(hs) tingui un valor raonable. Per
tal de realitzar aquest ajust, es denota la probabilitat d’obtenir una mostra S que sigui no
representativa de D com un parametre ¢, denotant llavors 1 — § la probabilitat d’obtenir
una mostra representativa; aquest parametre 1 — § rep el nom de parametre de confianga.

Com probablement el lector haura notat, fins ara s’ha parlat de la mida dels errors
(generalment de L(p f)(hs)) de manera merament arbitraria i imprecisa mitjancant ex-
pressions com "no massa gran”o “raonable”, entre d’altres, enlloc de parlar d’error nul o
de donar-li un valor o cota concreta. Si bé resultaria ideal treballar en base a garantir
(amb probabilitat igual o major a 1 —4) error nul, d’acord a la definicié de Lp s (hs),
Lip,f)(hs) = 0 siinomés si, hg = f. Per tant, exceptuant aquest cas concret, la majoria
d’ocasions hg # f i per tant L(nf)(hs) > 0. Aixi doncs, tan sols es pot aspirar a acotar
superiorment Lp, f)(hs) per un valor per sota del qual I'error es consieri acceptable. Per
tal d’assolir-ho, s’introdueix un nou parametre €, anomenat parametre de qualitat, el qual
té 'objectiu de mesurar la qualitat d’un predictor. Un cop fixat aquest valor, s’interpreta
I'esdeveniment Lp f)(hs) > € com un fracas de 'aprenent, mentre que si Lp 5 (hs) < €
es valora hg com un predictor aproximadament correcte.

Un cop definits aquests conceptes, fixada una certa funcié f: X — ), es pot formalitzar

la noci6 qualitativa de garantir que L(p, f)(hs) sigui no gaire gran reescrivint-ho com

arantir P (L hs) <€) > 1—90 o, equivalentment, P (L hg) > ¢) < 4.
8 JB . (Loplhs) <€) 2 quiv G Lo phs) > ¢)

Aquesta noci6 és equivalent a acotar superiorment la probabilitat d’obtenir una mostra S de

m elements tal que condueixi a I’aprenent al fracas (és a dir, que sigui no representativa); per



tant, 'objectiu no és altre que, essent S = ((x1, Y1), ..., (Tm, Ym)) una mostra d’elements de
X x Yon S|y = (21, ., Tm) 1 S ~ D™, acotar superiorment D™ ({S|; : Lip f)(hs) > €}).

Proposicié 9. Sigui X un conjunt de domini, )Y = {0, 1}, sigui H una classe
d’hipotesis h: X — Y de mida finita |H|, sigui S = ((x1, y1), ---, (Tm, Ym)) una mostra
d’elements de X x Y on S|z = (x1, ..., Tm) i S ~ D™. Si es compleir I'assumpcio de
realitzabilitat, per a tot € € (0, 1), sigui hg el predictor seleccionat per l’algoritme ERMyy,
aleshores es compleix:

D"({S|z : Lip,p)(hs) > €}) < [H]e ™.

Demostracié:
Sigui Hp el segilient conjunt:

HB = {h eH: L(D,f)(h) > 5}.

Es a dir, el conjunt de les hipotesis amb un error superior a l’acceptable. Per simplicitat,
se 'anomena conjunt de ”males” hipotesis.

Per altra banda, sigui M el segiient conjunt:
M ={S|;:3h € Hp,Ls(h) = 0}.

Es a dir, el conjunt de les mostres tals que existeix almenys una hipotesis de H amb error
real inacceptable pero error empiric zero. Intuitivament, és el conjunt de les mostres que
poden enganyar a ’aprenent i fer-lo fracassar, ja que hi ha almenys una mala hipotesis
que funciona molt bé a la mostra.

Com que en tot moment s’estd acceptant com a certa I'assumpcié de realitzabilitat, es
complira sempre Lg(hg) = 0. Aixi doncs, per tal que tingui lloc 'esdeveniment que s’esta
estudiant, L(p y)(hs) > €, han de succeir simultaniament L(p r)(hs) > ¢ i Ls(hs) = 0.
Es a dir, Lip,f)(hs) >¢e < 3 h € Hp tal que Lg(h) = 0. Es a dir, aquest esdeveniment
tan sols pot succeir si la mostra que rep 'aprenent pertany al conjunt M.

Aix{ doncs:
{S’m : L(D,f)(hS) > 6} C M.

Per tant, per demostrar el resultat n’hi ha prou amb acotar la probabilitat d’obtenir
una mostra de M.
A més a més, noti’s que, per la seva propia definicié, M es pot reescriure com:

M= J {Sle: Ls(h) = 0}.

heHp

Aixi doncs, unint-ho tot s’obté:

D"({Sls : Lip py(hs) > e}) < D"(M) =D™ | |J {Sls: Ls(h) = 0}
heHp

El segiient pas de la demostracié consisteix en acotar aquesta darrera expressié. Com
que no és altra cosa que la probabilitat d’una unid, aplicant la propietat de la sub-additivitat
es pot acotar facilment de la segiient forma:



D"({Sls : L(p,fy(hs) > €}) < Y D™ ({S]z: Ls(h) = 0}).
heHp

Tot seguit, s’acotara cadascun dels sumants d’aquest sumatori. Fixi’s un predictor
h € Hp; Pesdeveniment Lg(h) = 0 és equivalent a ’esdeveniment h(z;) = f(z;) per a
qualsevol i. Per tant, com que en tot moment s’esta considerant certa ’assumpci6 i.i.d.,
aplicant que totes les instancies estan generades i.i.d. s’obté:

" ({S|z: Ls(h) =0}) =D™ ({S|s : Vi, h(z;) = HD ({x; : h(x;) = f(zi)}) -

Per tant, per cada extraccié individual de la mostra es té:
D ({h(zi) =yi}) =1 = Lip,p(h) <1 —e.

On s’ha fet servir a Iiltima desigualtat que, com h € Hp, aleshores Lp s(h) > €. Aixi
doncs, aplicant-ho a tota la mostra i no només a una instancia s’obté:

" ({Sle s Ls(h) = 0}) < (1 —g)™ <e™=™.
On a I'iltima desigualtat s’ha emprat que 1 — € < e™°. Finalment, combinant els

darrers resultats i generalitzant per a tot el conjunt Hp (enlloc de considerar un sol
predictor h) s’obté:

"({S]e : Lip,py(hs) > e}) < [Hple™™™ < [H[e™ ™™ < oo.

Tal i com es volia demostrar. O

Destaca que en cap moment de la proposicié ni de la seva demostracié ha aparegut el
parametre de confianga 1 — §. Aix0 es deu que 'objectiu era justament acotar aquesta
probabilitat a la que fa referéncia el parametre de confianga; de fet, imposant que aquesta
cota obtinguda a la proposicié referent a la probabilitat que falli I'aprenent sigui menor
que 6, s’obté el segiient corol-lari:

Corol-lari 10. Sigui H una classe d’hipotesis finita, siguin § € (0, 1) i€ > 0, sigui m
un enter tal que satisfa
_ log((M1/5)
€

Aleshores, donat un conjunt de domini X, un conjunt d’etiquetes Y = {0, 1}, per qual-
sevol funcio de classificacid f i per qualsevol distribucid D tal que es compleixi I’assumpcio
de realitzabilitat, amb probabilitat major o igual a 1 — § sobre l’eleccic d’una mostra S
i.4.d. de m elements de X x Y, es té que per qualsevol hipotesi ERM, hg, es compleiz:

Demostracio.

Es vol demostrar que per a qualsevol m > w

es compleix

Dm({5|x : L(D,f)(hS) > 6}) < 4.



O, equivalentment,
D™ ({Sls : Lip,p(hs) <e}) >1—0.

Tal i com s’ha vist a la proposicié 10, es té:

D™({Slz : Lip,p)(hs) > e}) < [H[e ™.

L’expressié |H|e ™ decreix a mesura que m augmenta, per tant, com que 0 és un valor
constant, existeix m € N tal que

Dm({5|m : L(D,f)(hg) > E}) < |H|€_€m < 0.

Aixi doncs, aillant la m per tal de trobar el valor concret:

pemem < 5. [ gm o TBPUID)

Que és el que es volia provar. O



Capitol 3

Primer model formal
d’aprenentatge

Al capitol anterior s’ha presentat una definicié formal del problema que es tracta en aquesta
memoria, aixi com un seguit d’assumpcions inicials que s’han realitzat sobre el mateix.
Finalment, s’ha provat que per qualsevol classe d’hipotesis de mida finita, si ’algoritme
ERM relatiu a aquesta classe s’aplica a una mostra d’entrenament suficientment gran,
es pot garantir amb certa probabilitat sobre 1’eleccié d’aquesta mostra que el predictor
retornat per I’algoritme tindra un error raonable. Es a dir, es pot garantir que el predictor
retornat per 'algoritme sera probablement aproximadament correcte. Aquesta nocié es
formalitzara en el primer model formal d’aprenentatge que es tractara, I’aprenentatge
probablement aproximadament correcte (PAC), originalment ”Probably Aproximately
Correct (PAC) learning”. Tot seguit, es proporciona una definicié formal de la nocié que
una classe d’hipotesis sigui aprensible mitjancant aprenentatge PAC, és a dir, que sigui
aprensible PAC ("PAC learnable”).

Definicié 11. Sigui H una classe d’hipotesis. Diem que H és aprensible PAC si
existeir una funcid my :(0, 1)*> — N i un algoritme d’aprenetatge tal que: Siguin e , § €
(0, 1) qualsevols, sigui D una distribucié qualsevol sobre X i sigui f: X — {0, 1} una
funcié d’etiquetatge qualsevol, si ’assumpcio de realitzabilitat es compleix respecte D, H 4
f, aleshores quan s’executi l’algoritme amb m > my/(e, ) i.i.d exemples generats d’acord
a D i etiquetats d’acord a f, Ualgoritme retornara una hipotesi h tal que, amb probabilitat
igual o major a 1 — § sobre l’eleccio dels exemples, L(D,f)(h) <e.

Hom es pot fixar que en aquesta definicié apareixen els parametres de precisié i confianca
€ 1 d que han aparegut al capitol anterior, els quals sén respectivament els responsables dels
adverbis aproximadament i probablement que acompanyen a la paraula correcte. Aquestes
imprecisions, degut al model d’accés a les dades i la naturalesa de les mateixes, sén
inevitables tal i com s’ha posat de manifest a I'iltima seccié del capitol anterior.

Parant atenci6 a la definicié d’aprensibilitat PAC, és facil notar que tota la definicié
gira al voltant de l’existéncia de la funcié my :(0, 1)2 — N, si bé també es requereix de
Pexistencia d’un algoritme d’aprenentatge competent. En altres paraules, el que realment
caracteritza 'aprensibilitat o la no aprensibilitat PAC d’una classe d’hipotesis H donada
és lexisteéncia d’aquesta funcié my (g, 9), la qual determina la complexitat de la mostra
(" sample complezity”); és a dir, la mida minima requerida a tenir per la mostra de dades
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d’entrenament per tal de garantir amb probabilitat major o igual a 1 — ¢ 'aprenentatge
amb error menor o igual a £ de la classe d’hipotesis H. Es facil notar que, per una
mateixa classe ‘H que sigui aprensible PAC, existeixen infinites funcions my que satisfan
els requeriments de la defincié d’aprensibilitat PAC; per tant, noti’s que la complexitat
de la mostra es defineix com la mida minima (equivalentment funcié minima), és a dir
Penter més petit que satisfa els requeriments de la definicié (per a uns certs valors de € 1 §
donats).

3.1 Aprenentatge PAC agnostic

La nocié d’aprensibilitat PAC, malgrat 0til i consistent com a primer model formal
d’aprenentatge, és certament limitada, ja que no només té diversos requeriments, sino
que a més a més alguns d’aquests sén bastant restrictius. En concret, per tal que una
classe d’hipotesis ‘H sigui aprensible, necessariament han d’existir una funcié my com
la requerida a la definicié, un algoritme d’aprenentatge suficientment capag i, a més a
més, cal que es compleixi I'assumpcié de realitzabilitat. Aquesta iltima és una assumpcié
molt forta; fins ara en tot moment s’ha assumit 'existéncia d’'una distribucié D sobre
el conjunt de domini X segons la qual es generen les dades i I'existencia d’una funcié f
la qual determina completament per a cada instancia la classificacié que li pertoca. No
obstant, a 'hora d’abordar un problema real, el més probable és que aquesta condicié no
es compleixi; ja sigui perque les magnituds considerades a les instancies no sén suficients
per determinar univocament la classificacid, o perque la propia naturalesa del problema
provoca que no existeixi cap funcié correcta. Recuperant ’exemple dels cavalls, podria ser
que la longitut de la columna i el pes no determinin univocament la condici6 (o no) de
sobrepés; podria ser necessari considerar també la densitat ossea, 'amplitud de la caixa
torassica, etc. Per tant, per tal d’ampliar aquesta idea de model d’aprenentatge i fer que
sigui aplicable a més situacions, cal relaxar aquesta assumpcié.

A partir d’ara, ja no es considerara una distribucié D sobre X, sind que es considerara
una distribucié D sobre el conjunt Z = X x ), on X és el conjunt de dominii Y = {0, 1}
el conjunt de classificacions; és a dir, D és una distribucié conjunta sobre punts del domini
i del conjunt de classificacié. Una perspectiva interessant i més intuitiva des de la qual
pensar aquesta distribucio és separant-la en una distribucié marginal D, sobre el conjunt
de domini X i en una probabilitat condicionada D((x,y)|z) sobre les classificacions per a
cada punt del domini.

Un cop modificada la propia definicié de D, com a conseqiiéncia, també caldra ajustar
(o com a minim revisar) la definicié de totes les nocions que en depenguin. En primer lloc,
I’error real es redefinira de la segiient manera:

Definicié 12. Sigui X un conjunt de domini, sigui Y = {0, 1} un conjunt de classifi-
cacions, sigui D una distribucid qualsevol sobre Z = X x ). Aleshores per a un predictor
h: X — Y qualsevol, es pot mesurar la probabilitat que h cometi un error per al cas
on els punts classificats (x,y) son aleatoriament generats en base a D (és a dir, que do-
nat (z,y) € X x Y, es tingui h(x) # y) mitjancant el seu error real, el qual es defineix com:

Lp(h):= P _[h(z)#yl:=D{(z,y) : h(x) # y}).

" (ay)~D

Es a dir, la probabilitat de seleccionar d’acord a D un element (x,y) € X x Y tal que
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y # h(z).
Pel que fa a ’error empiric, com que aquest no depén en cap moment de la distribucié

D, ja que tan sols es mesura en base a la mostra 5, se segueix definint de la mateixa forma
que abans.

Convé recordar que 'aprenent desconeix completament la distribucié D, I'inica infor-
macié a la qual té accés sén les dades de la mostra. Aquest fet cobra especial rellevancia
ara que la distribucié D és sobre X x {0, 1} enlloc de sobre X, ja que aleshores, tal i
com es demostrara posteriorment, cap predictor h: X — ) té un error real menor que
I’anomenat predictor optim de Bayes, el qual es defineix de la segiient manera:

Definicié 13. Sigui X un conjunt de domini, sigui Y = {0, 1} un conjunt de classifi-
cacions, sigui D una distribucié de probabilitat qualsevol sobre X x {0, 1}. S’anomena
predictor optim de Bayes a la funcié fp:X — {0, 1}, la qual és de la forma:

fp(x):{ s Ply=1]a] > 1/2,

0 altrament.

Proposicié 14. Sigui X un conjunt de domini, sigui Y = {0, 1} un conjunt de
classificacions, sigui D una distribucid de probabilitat qualsevol sobre X x {0, 1}. Aleshores
per a qualsevol h: X — {0, 1}, Lp(fp) < Lp(h).

Aquesta proposicié afirma que el predictor optim de Bayes és, efectivament, optim; és
a dir, no n’hi ha cap altre amb un error real menor.

Demostracio:

Sigui z € X, siguin X i Y variables aleatories (v.a.) que denoten punts de X i
classificacions de ) respectivament. Es denota A\, la probabilitat condicionada que el punt
x donat sigui classificat com a 1. Consideri’s ara la probabilitat que un punt x sigui mal
classificat:

LB lin(X) #31X =]

=15 x P Y =0X=xz+1 x P Y=1X==x
S R | I+ T P | ]
= ﬂ[/\zzl/Q] X (1—=Xg) + 1[)\1<1/2] X Ay = min{)\x, 1-— )\x}

Sigui h: X — {0, 1} un classificador qualsevol, es té:

P [h(X)£Y|X =q] =

(zy)~D
= P [AM(X)=0X=2z]x P [Y=1X=2]
~Dly (zy)~D
+ P [p(X)=1X=2z]x P [Y=0X=z
xNDl‘L ('Ivy)ND
= Ig’;l [hM(X)=0lX =z] x Ay + I%' (X)) =1|X =2] x (1 = Az)
> I%l [A(X) =0|X =z] x min{A;,1 — A\, }

+ I%| [M(X) =1|X = z] xmin{\;,1 — \;}

=min{)\;,1 — A\, }.
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A la primera igualtat s’ha fet servir que A(X) i Y sén variables independents, ja que
si bé ambdues depenen del valor de X, aquesta dependeéncia desapareix al condicionar
la probabilitat. Com que aquest resultat és cert per qualsevol x € X', aplicant la llei de
I’esperanca total al predictor optim de Bayes es té:

Lo(fp) = E(uy)p L fp (@) 2]
< Bz [Eyany, [Ln(e)2y]| X = z]] = Lp(h).

O

Fruit d’aquesta propietat, es diu que (donats X', Y = {0, 1}, D sobre X x {0, 1})
el predictor optim de Bayes és la millor funci6 de classificacié possible de X a {0, 1}.
Malgrat coneixer quin és el millor predictor possible, el problema de trobar-ne un amb
el minim error real possible en base a la mostra segueix vigent, ja que aquest predictor
només té sentit emprar-lo quan la distribucié D és coneguda (tal i com s’observa del fet
que la propia defincié de fp depén de la probabilitat d'un cert valor de y € Y = {0, 1}
condicionada a un valor fixat de x € X, la qual depén directament de la distribucié D).

Convé aturar-se un instant abans de proseguir per destacar una observacié de gran
rellevanca, la qual es deriva de la definicié del predictor optim de Bayes, aixi com del
seu estatus de millor predictor possible. De la definicié del predictor optim de Bayes es
dedueix que el seu error real no sera mai 0 (tan sols si la probabilitat condicionada de
y = 1 a un valor fixat de x fos sempre 1 o 0 respectivament; fet que implicaria que x
determina completament y i que, per tant, existeix una funcié determinista f: X — {0,
1}, arribant aix{ altre cop a l’assumpcié de realitzabilitat), ja que pels valors de x tals que
Ply = 1|x] # 0 o P[y = 1|z] # 1 la probabilitat que el predictor optim de Bayes classifiqui
malament sera superior a 0 (convé recordar i tenir present la nova definicié d’error real
amb la que s’esta treballant). Aix{i doncs, l'error real del predictor optim de Bayes sera
sempre més gran que 0, de fet sera algun valor A\ constant. Aquest valor A pot valer fins a
1/2 (Exemple: llancar una moneda no esbiaixada), per tant no es pot requerir que sigui
arbitrariament petit, sobretot tenint en compte que, al desconeixer D, no es pot calcular.
Com a conseqiiéncia, com que qualsevol predictor de X a {0, 1} té error igual o major a A,
no es pot requerir a ’aprenent una cota absoluta sobre I’error real del predictor que retorni,
ja que aquest sera sempre major o igual a A. Per tant, la mida absoluta de I’error ja no
pot ser un requeriment, com si que ho era en el model d’aprenentatge PAC; aixi doncs,
cal adaptar aquesta nocid. Per fer-ho, ja no es requerira a l’algoritme d’aprenentatge que
retorni un predictor que tingui un error absolutament petit, sind que es requerira que
retorni un error que sigui comparativament petit; és a dir, que no sigui gaire major al
menor error possible. Aquest nou model d’aprenentatge s’anomena aprenentatge PAC
agnostic ("agnostic PAC learning”) i es formalitza en la segiient defincié:

Defincié 15. Sigui D una distribucic qualsevol sobre X x Y, on X és un conjunt de
domini i Y = {0, 1} és un conjunt de classificacions. Es diu que una classe d’hipotesis H
és aprensible PAC agnosticament si existeizen un algoritme d’aprenentatge i una funcic
my : (0, 1)> = N tals que per a qualssevol e, § € (0, 1), en implementar I’algoritme amb
una quantitat m > my (g, 6) d’exemples i.i.d. generats d’acord a D, aleshores l’agoritme
retornard una hipotesi h: X — {0, 1} tal que, amb una probabilitat igual o major a 1 — 9,
compleix:

Lp(h) < minLp(h') +¢.
heH
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Aixi doncs, quan no s’esta sota el paraigiies de 'assumpcié de realitzabilitat, la nocié
d’aprenentatge PAC agnostic ens garanteix que, donada una classe d’hipotesis H amb
les condicions adecuades, un algoritme d’aprenentatge adient és capag de seleccionar un
predictor h € H Verror del qual no sigui gaire superior al de la millor funcié de la classe.

A mode d’observacié, tal i com s’ha donat a entendre de forma intuitiva al paragraf
previ a la definicié d’aprensibilitat PAC agnostica, si es pren com a certa I'assumpcié de
realitzabilitat aleshores es recupera la definicié d’aprenentatge PAC (ja que min(Lp(h'))
= Lp(hx) = 0).

3.2 Funcié de perdua

D’aquest nou model d’aprenentatge, com ja ha passat amb les nocions considerades
previament, se’n deriven un seguit de problematiques i qiiestions que cal abordar per tal de
dotar de consistencia el model a ’hora d’implementar-lo. En primer lloc, quines condicions
ha de satisfer una classe d’hipotesis H per tal que sigui aprensible PAC agnosticament?
Quines s6n necessaries? Quines sén suficients? Aquestes preguntes no s’abordaran encara,
ja que seran adecuadament resposes a la seccié 4.2. En segon lloc, com es mesura l'error?
Aquesta qliestio pot resultar desconcertant, ja que fins ara s’ha estat emprant ’error real,
el qual esta ben definit i, de moment, funciona correctament. No obstant, depenent de la
naturalesa del problema que s’estigui abordant, I’error real pot resultar inconvenient. Per
exemple, si hom considerés un problema de classificacié en multiples classes (Ex: classificar
articles d’un diari segons la tematica) o volgués tracar un patré a les dades, és a dir una
relacié funcional entre X' i ), I'error real és una eina que pot quedar-se-li curta. Si bé
en aquest treball no s’aborden situacions fora de la classificacié binaria fins a la seccid
5.2, per solventar problematiques associades a aquesta qiiestié s’introdueix el concepte de
funcié de perdua.

Definicié 16. Sigui H un conjunt qualsevol i sigui Z un conjunt de domini qualsevol.
S’anomena funcid de perdua a una funcié qualsevol de la forma:

(:Hx Z—>RT.

On pels problemes de prediccié que es tractaran en aquesta publicacié, H sempre sera
una classe d’hipotesis o de models i Z sera Z2 =X x Y = X x {0, 1}.

La funcié de perdua ¢ pot prendre moltes formes, pero aquest estudi es limitara a
considerar la funcié de perdua 0 — 1.

Definicié 17. Sigui Z = X x {0, 1} un conjunt de domini, sigui h: X — {0, 1}. Es
defineix la funcié de pérdua 0 — 1 com la funcié bo—1: H x Z — RT de la forma:

e =] 5L

Ara que ha sigut introduit el concepte de funcié de perdua, ja es poden introduir els
conceptes que, d’ara en endavant, substituiran ’error real i I'error empiric. Comencant
pel substitut de I'error real, es defineix la funcié de risc com:

Definicié 18. Sigui Z = X x {0, 1} un domini, sigui D una distribucié sobre Z,
sigui H una classe d’hipotesis, sigui h: X — {0, 1}, h € H, un predictor, sigui £: H X Z
— R wuna funcié de pérdua. Es defineix la funcié de risc de h com:
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Lo(h) = E [((h,2)].

De manera similar es defineix el substituit de 'error empiric, el risc empiric, com:

Definicié 19. Sigui Z = X x {0, 1} un domini, sigui S = (21, ..., z2m) € 2™, sigui
H una classe d’hipotesis, sigui h: X — {0, 1}, h € H, un predictor, sigui {: H x Z —
R wna funcié de pérdua. Es defineiz el risc empiric de h respecte S com:

m

Lo(h) = %Zﬁ(h, 2).

=1

Es interessant notar que, pel cas de classificacié binaria, sigui o una variable aleatoria
que pot prendre els valors 0 o 1, es té Eyopla] = Pyup[a = 1]. Per tant, pel cas de
classificacié binaria (I'unic que es tractara en aquest treball) 'error real i la funcié de risc
coincideixen, per tant és equivalent treballar amb una definicié o ’altra.

Recordant la defincié d’aprensibilitat PAC agnostica, aquesta depén de l’error real
i per tant, en funcié de la naturalesa del problema, pot resultar inconvenient. Es pot
generalitzar la nocié d’aprensibilitat PAC agnostica per a una funcié de pérdua qualsevol.
Malgrat que pel cas que es tractara no cal aquesta nova definicié (ja que s’ha vist que la
funcié de risc i l'error real coincideixen), resulta interessant incloure-la.

Definicio 20. Sigui D una distribucio qualsevol sobre un conjunt Z, sigui H una classe
d’hipotesis, sigui £ : H x Z — Ry una funcié de pérdua. Es diu que H és aprensible
PAC agnosticament respecte Z i £ si existeizen un algoritme d’aprenentatge i una funcic
my : (0, 1)> = N tals que per a qualssevol £, 6 € (0, 1), en implementar lalgoritme
amb una quantitat m > my (g, §) d’exemples i.i.d. generats d’acord a D, aleshores l’ago-
ritme retornara una hipotesi h tal que, amb una probabilitat igual o major a 1—0, compleix:

Lp(h) < minLp(R') + ¢,
h'eH

on Lp(h) := Z@D[E(h’ 2)].

A mode d’observacié, en aquesta ultima definicié es tracta, per cada h € H, la funcié
{(h,-): Z — RT com una variable aleatoria i es defineix la seva funcié de risc Lp(h)
com el valor esperat d’aquesta variable aleatoria. Per tant, cal que la funcié £(h, ) sigui
mesurable. Aixi doncs, s’assumeix ’existéncia d’una certa o-algebra de subconjunts de
Z, sobre els quals la probabilitat D esta definida i que conté la preimatge de qualsevol
segment inicial de Rt (és a dir, segments de la forma [0, a] o [0, a), on a € RT)). Més
concretament, pel cas de classificacié binaria amb la funcié de perdua 0 — 1, la o-algebra
és sobre X x {0, 1} i 'assumpci6 sobre ¢ és equivalent a considerar que, per a qualsevol h
€ H, el conjunt {(z, h(x)) : © € X'} esta inclds a la o-algebra.

3.3 Convergencia uniforme

Malgrat que les nocions d’aprenetatge PAC i d’aprenentatge PAC agnostic sén 1tils i
consistents, si hom repassa la seva definicié pot notar que presenten un problema fruit de
la contradiccié entre I'objectiu de 'algoritme d’aprenentatge i el funcionament del mateix.
En aquests models d’aprenentatge, ’aprenent selecciona una classe d’hipotesis H abans de
veure la mostra d’entrenament .5, tot seguit 'algoritme ERMy selecciona un predictor h
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€ H tal que minimitzi el risc empiric respecte S amb ’esperanca que també es minimitzi
alhora l’error real. Per tant, I’exit d’aquests models es basa en confiar que minimitzar
I'error empiric minimitzi de rebot 'error real també, si bé no n’hi ha cap certesa. Aixi
doncs, cal establir una garantia per tal que en minimitzar el risc empiric es minimitzi (o es
redueixi fins a un valor proper al minim) també la funcié de risc. Per fer-ho, n’hi ha prou
amb garantir que el risc empiric de tots els membres de H siguin bones aproximacions del
seu error real; és a dir, que uniformement sobre totes les hipotesis h € H, el risc empiric
és proper a error real. Aquesta nocié es formalitza en la segiient definicid.

Definicié 21. Sigui Z un domini, sigui D una distribucio sobre Z, sigui S una mostra
d’entrenament, sigui H una classe d’hipotesis, sigui £ una funcié de pérdua. Aleshores S
€s e-representativa si:

VheH, |Ls(h)—Lp(h)| <e.

Un resultat interessant fruit d’aquesta definicié és que qualsevol mostra que sigui
(e/2)-representativa garanteix que l’algoritme ERM seleccionara una bona hipotesi.
Formalment:

Lema 22. Sigui Z un domini, sigui H una classe d’hipotesis, sigui : H x Z — R una
funcié de perdua, sigui D una distribucié sobre Z, sigui S una mostra (¢/2)-representativa
d’elements de Z respecte H, D i f. Aleshores, per a tota hg € argminpey; Lg(h) se satisfa:

LD(hs) < minLD(h) + €.
heH
Demostracio:
Per a tota h € H, com que S és (¢/2)-representativa i hg és un predictor ERM es compleix:

€ € € €
Lp(hg) < Lg(hg) + 5 < Lg(h) + 5 < Lp(h) + B + 5= Lp(h) +e.

Aquest lema té una implicacié molt interessant, per garantir que 'ERM és un aprenent
PAC agnostic, n’hi ha prou que amb probabilitat major o igualtat a 1 — § sobre 1’eleccié de
la mostra d’entrenament, sera una mostra e-representativa. Aquesta nocié es formalitza
en la definicié de propietat de convergencia uniforme.

Definicié 23. Sigui Z = X x {0, 1} un domini, sigui H una classe d’hipotesis h: X
— {0, 1}, sigui £: H x Z — RT. Es diu que H té la propietat de convergéncia uniforme
si existeix una funcid m;lU_[C: (0, 1)*> — N tal que per a qualssevol e, 6 € (0, 1) i qualsevol
distribucio D sobre Z, si S és una mostra de m € N exemples, on m > m%c(a, J), extrets
i.4.d. segons D, aleshores, amb probabilitat major o igual a 1 — 9, S és e-representativa.

De manera equivalent a my/(g,0) a la definicié6 d’aprenentatge PAC i a la definicié
d’aprenentatge PAC agnostic, m%c(s, 0) indica la complexitat de la mostra per tal d’obtenir
la propietat de convergencia uniforme; és a dir, fixats € i J, quin és el nombre minim
d’exemples necessaris a la mostra per tal de garantir que amb probabilitat major o igual a
1 — ) la mostra sera e-representativa.

Combinant el lema 22 i la definicié 23 s’obté el segiient resultat rellevant:

Corol-lari 24. Sigui: H una classe d’hipotesis amb la propietat de convergéncia
uniforme per una funcio m%o donada. Aleshores H és aprensible PAC agnosticament amb
una complezitat de la mostra my(e,d) < m%c(a‘/Z, ). De fet, en aquest cas el paradigma
ERMy; és un aprenent exitos de H.
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Demostracio:
Siguin Z, H, D, i £ el domini, la classe d’hipotesis, la distribuci6 i la funcié de perdua
respecte les quals la mostra S té la propietat de convergencia uniforme. Com que H té la
propietat de convergéncia uniforme, aleshores donats /21§ € (0, 1), existeix m¥¢(/2,6)
€ N tal que

{S és e/2-representativa}) > 1 —§

(
= P ({vheH,|Ls(h) — Lp(h)| < /2}) 21 -4,

P
S~Dm
S~

Pel lema 22, l'esdeveniment {Vh € H,|Ls(h) — Lp(h)| < €/2} és equivalent a I’esde-
veniment { Lp(hg) < irll?I_[l Lp(h) + ¢ }. Aix{ doncs, per a qualsevol m > m%¢(e/2,6) es té :
€

< mi >1—o.
SNIE;W({LD(hS) < il’él’;lztlL'D(h) +e})>1-96

Aquesta desigualtat és molt similar a la definicié d’aprensibilitat PAC agnostica, la qual
diu que, donats €, § € (0, 1), si la mostra té m > my(g,0) exemples, aleshores 'ERM g
retornara una h € H tal que

JB ({Lp(h) < minLp(h) +e}) > 14,

No obstant, aquesta condici6 és més feble que l'anterior, ja que hg € argmingey Ls(h),
pero h no esta garantit que també hi pertanyi. Per tant, es tindra:

SNI[;m({LD(h) < ﬁiﬁLD(h) +¢e})

> < mj >1-4.
z P {Lp(hs) < gélﬁLD(h) +ep)=>1-94

I, com a conseqiiencia, my(e,d) < m%c(e/Q, 9). De fet, pel lema 22 aixo se satisfa per
I'ERMy, tal i com es volia provar. O

Aquest resultat més endavant servira per demostrar que qualsevol classe d’hipotesis
finita és aprensible PAC agnosticament. No obstant, per poder assolir-ho, és indispensable
provar primer que tota classe d’hipotesis finita té la propietat de convergencia uniforme.

Proposicié 25. Tota classe d’hipotesis H finita té la propietat de convergéncia
uniforme.

Per tal de realitzar aquesta demostracié calen tot un seguit de resultats matematics
que s’enunciaran i demostraran a continuacié; posteriorment es demostrara la proposicié
25.

Lema 26 (Desigualtat de Jensen): Sigui ¢: A — R una funcié real conveza, on
A és el seu domini, sigui z1, ..., T, € A nombres, onn € N, i siguin a1, ..., a, els seus
pesos. Aleshores es compleix:

D i Gii < > i aip(w:)
12 n - = n -
21‘:1 a; Zi:1 a;
Per altra banda, si la funcio ¢ és concava, aleshores es té:

o <Z?:1 aixi) S Yo aip(xi)
Y ) T D
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Demostracio:
Es provara per induccié:
Es defineix 7; = «nd—.
j=19j
Cas inicial n = 2:
Siguin 71, 2 dos nombres reals no negatius qualssevol tals que v; + 2 = 1, aleshores la

convexitat de ¢ implica que, per a qualssevol x1, xa:
p(mz1 + 1222) < N1p(@1) +7200(22).

Hipotesi d’induccié:
Se suposara cert per a n € N elements; siguin 7, ..., 7, n nombres reals no negatius
qualssevol tals que 71 + ... + v, = 1, aleshores per a qualssevol 1, ..., x,, es compleix:

® (Z %‘%‘) < Z%@(fﬁz)
i=1 i=1

Tan sols resta provar que el cas n implica el cas n + 1. Com que, com a minim algun
dels v; és estrictament més petit que 1, prenent sense perdua de gerneralitat que és ~v,1,
per la convexitat de ¢ es té:

n+1 n
i
@ (Z; ’Vi%) = ((1 —Ynt1) Y T+ ’Vn+1$n+1>
1=

im1 - Il

n
-
< (I = Yg1)e ( it

— | + Yn+19(Zp+1)-
ill_%H) 1P (Tny1)

Per altra banda, com que Z:-"ill v; = 1, aleshores es compleix:

2

o Lk

Aplicant I'hipotesi d’induccié s’obté
n n
o Vi < vip(T:)
P A I LS

= ~ (i)
e Do vim | <1 =7r1) Y T+ ynp1e(@ns).
i=1

Aix{ doncs:
pri S
Per tant, ha quedat provada la implicaci6 n — n + 1 i, per tant, la desigualtat de

Jensen. El cas de la concavitat és analeg. U

Lema 27: (Desigualtat de la mitjana aritmeética i la mitjana geométrica)
Siguin x1, T, ..., Ty un conjunt de nombres reals. Aleshores se satisfa:

x4+ ... +xp
— .

VX1 e Ty <

Demostracié:
Com que la funcié logaritme és concava, per la desigualtat de Jensen es té:
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D Ti 1 ¢ _ 1 - _
log (n > - ;log(:ni) = Elog Z];[lzrl = log

I treient els logaritmes a ambdds costats s’obté:

Tal i com es volia provar. O

Lema 28. (Lema de Hoeffding) Sigui X una variable aleatoria tal que pren valors
en [a, b] i tal que E[X] = 0. Aleshores, per a qualsevol X > 0, és té

A2(b—a)?
E[e*M] <e s

Demostracio:
Com que f(z) = e és una funcié convexa, aleshores per a qualsevol = € [a, b], prenent y
= 222 ¢ [0, 1] es compleix

f(x) <~f(a) + (1 =7)f(b).

La desigualtat pren la forma

b—=x r—a
Az Aa Ab
= < —_— - 3
flz)=e S —i—b_ae
Prenent esperances
E[e)\X] < b—E[X] oha E[X] - @b
b—a b—a
I, com que E[X] = 0, aleshores
E[SAX] < b e _ a b
“b—a b—a
Denotant h = A(b—a), p = =% i L(h) = —hp +log(1 —p + peM), es pot comprovar que

I’expressié de la dreta de la igualtat es pot reescriure de la forma eL(h),

b\ a y b—a+ta y a o A a ( A(b— ))
a _ a _ —eM (1 1— a _
b—a b—ae b—a € b—ae € +b—a €

_ o, elog;(l—l— bfa—ﬁek(b*“)) _ efhp+log(17p+peh) _ eL(h)'
Per tant, n’hi ha prou amb provar que L(h) < hg. Per fer-ho, s’empra el polinomi de

Taylor:

L®(0)
2!

On s’aproximara fins a termes de segon ordre. Trivialment, L(0) = 0. Per altra banda, com

L'(h) = —p+ kiihpeh i L)(h) = %7 és directe veure que L'(0) = 0 i, mitjancant

L(h) = L(0) + L'(0) - (h — 0) + ~(h—0)2 + O(h%).
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la desigualtat de les mitjanes geométrica i aritmetica, es pot provar que L) (h) < 1/4 per
a qualsevol h:

p(l—pe" 1 .<(1—p)+peh>2:1
(1—p+pet)> = (1 —p+peh)? 2
Substituint al polinomi de Taylor s’obté:
2 2

L(h) <040 h+1 %:%
I per tant:

B[] < L) < 6% _ eAQ(b )2
Tal i com es volia provar. O

Lema 29. (Desigualtat de Markov) Sigui Z una variable aleatoria no negativa.
Aleshores, per a qualsevol a > 0, es compleix:

E[Z]

P[Z > a] <
a

Demostracio:
L’esperanca de Z es pot escriure de la forma

E[Z] = /000 P[Z > z]dx.

Com que P[Z > z]| és monotonament no creixent, s’obté per a qualsevol a > 0,
a

E[Z] > /a_o P[Z > z]dx > /_0 P[Z > a]dz = aP[Z > a]

Aixi doncs, per a qualsevol a > 0 es té:

P[Z > a] < ﬂ

a
Que és el que es volia provar. U

Lema 30. (Desigualtat de Hoeffding) Sigui 01, ..., 6,, una seqiiéncia de variables
aleatories i.i.d. i consideri’s que per a qualsevol i, E[0;] = p i Pla < 0; <b] = 1. Aleshores,
per a qualsevol € > 0 es compleix:

1 m
Pl
=1
Demostracio:

Siguin «; = 6; - E[6;] , & = % >t ;. Utilitzant la monotonia de la funcié exponencial
i la desigualtat de Markov, s’obté que per a qualssevol A, € > 0:

> 5] < e(2me?/(b=a)?)

Pla; > ¢] = P[e*® > e*] < e *E[e].

Fent servir 'assumpcié d’independéncia es té

H e)\ai/m] — HE[@Aai/m].

E[e*] =E
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Fent servir el lema de Hoeffding, per cada i es té

2 a2
E[e)\ai/ﬂ’L] S eA ébm2)

Aixi doncs,
A A2 (b—a)? Aet
]P’[dZs]<e_EHe sm? = ¢

A2 (b—a)?
8m

i
Prenent A = 4me /(b — a)? s’obté

_ 2me?

Pla>e] <e ®-oF,

Analogament, repetint el mateix argument per la variable —a s’obté Pla < —&] <

2me?

e -2 Aix{ doncs:

2me? 2me? 2me?

Pl-e<a<e=1-Pla<—¢-Pe<al=1—¢ 007 —¢ -2 =1—2¢ ®-a?,

Per tant

Plla|>e]=1-Plla| <eg=1-Pl-e<a<e =2 -7,
Finalment, desfent el canvi de variable «; i & s’obté el resultat desitjat. O

Finalment, un cop enunciats i demostrats tots els resultats matematics necessaris, ja es
pot procedir a demostrar la proposicié 25.

Demostracié de la proposicié 25:
Siguin €, 0 € (0, 1) qualsevols fixats. Es vol trobar una mida m € N tal que garanteixi
que per qualsevol D

JB ({Vh €M |Ls(h) - Lp(h)| < £}) > 1 -6,

Per simplicitat, s’emprara el canvi de notacié6 P = D™, obtenint aixi:

SNDWL

D"({S :Vh € H,|Lg(h) — Lp(h)| < €}) >1— 4.

Provar aquesta desigualtat és equivalent a provar el seu complementari

D™({S : 3h € H, |Ls(h) — Lp(h)| > £}) < 6.
Noti’s que l'esdeveniment {S : 3h € H,|Lg(h) — Lp(h)| > €} es pot reescriure com
{S:3h e H,|Ls(h) = Lp(h)| > e} = [ J{S: [Ls(h) — Lp(h)| > e}

heH
Aplicant la propietat de la o sub-additivitat

D"({5:3heH,|Ls(h) = Lp(h)| > e}) = D™ ( U {S:|Ls(h) = Lp(h)| > €}>
heH

<Y D"({S:|Ls(h) = Lp(h)| > &}).

heH

Tot seguit, el segiient objectiu és provar que cada sumant del sumatori, donada una
m suficientment gran, és suficientment petit; és a dir, per cada predictor h € H (el qual
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convé tenir present en tot moment que és seleccionat abans de tenir accés a la mostra
d’entrenament), la diferéncia entre 'error real i el risc empiric és petita.

Recordant les definicions de Lp(h) i Lg(h)

1 m
Lp(h) =E.pll(h, , Lg(h)=—2Y L(h,z).
p(h) p[l(h, 2)] s(h) mZ( zi)
Com que les variables z; sén generades i.i.d. d’acord a D, obviament

E[(h, )] = Lo(h).

Per altra banda, per la linearitat de I’esperanca

E[Ls(h

%Z h, z) ] = Z% 0(h, z)] m%LD(h) = Lp(h).
E[L

Aixi doncs, |Lg(h) — Lp(h)| = |Ls(h) —
per cada h € H

s(h)]| 1 per tant, n’hi haura prou amb acotar

D™({S : |Ls(h) — E[Ls(h)]| > €}).

Aixi doncs, cal provar que, per a qualsevol h € H, la mesura de Lg(h) esta concentrada al
voltant de la seva esperanca. Per fer-ho s’emprera la desigualtat de Hoeffding.

Sigui, per a qualsevol i € {1, ..., m}, 0; la variable aleatoria ¢ (h, z;). Com que h és
fixa i les dades z1, ..., 2z, sén extretes de manera i.i.d., aleshores com a consequéncia 61,
e.., B, 86n també variables aleatories i.i.d.

Per altra banda, se segueix de la definicié de Lg(h) que Lg(h) = =3, 4(h, 2); a
més a més, existeix u € R tal que Lp(h) = p. Assumeixi’s també que el rang de £ és [0, 1]
i, per tant, 6; € [0, 1] per a qualsevol i.

Aleshores s’obté

D™({S: |Ls(h) = Lp(h)| > €}) = [ 29 -

> 5] < 9e(=2me?)

On combinant-ho amb

D™({S:3h € H,|Ls(h) — Lp(h)| > e}) < Y D™{S : [Lg(h) — Lp(h)| > £}).

heH
S’obté
D"({S: 3h € H,|Ls(h) — Lp(h)| > }) < Y 2¢(72m<")
heH
_ 2‘7‘[’6(_277%2).

log(2[#|/9)
2¢2

Prenent m > s’obté finalment

D™({S:3h eH,|Ls(h) — Lp(h)[ > €}) <6
Tal i com es volia provar O

D’aquesta demostracié se’'n pot extreure el segiient resultat:
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Corol-lari 31. Sigui H una classe d’hipotesis finita, sigui Z un domini, sigui £: H
x Z — [0, 1] una funcié de pérdua. Aleshores, H posseeiz la propietat de convergéncia
uniforme amb complexitat de mostra

(e < [P0,

e 22

De fet, la classe H és aprensible PAC agnosticament fent servir ’algoritme ERM amb
complezitat de la mostra

myu(e,8) <mYC(e/2,0) < Fog(22|;£\/5)-‘

La demostracié d’aquest corol-lari esta inclosa en les demostracions de la proposicié 25
i del corol-lari 24.

3.4 El teorema No-Free-Lunch

Retornant per un moment al capitol 1, alli es va veure que si no s’era prudent a ’hora
d’aplicar I'algoritme ERM es podia obtenir un predictor que no funcionés correctament
d’acord amb la realitat. A aquest fenomen se’l va anomenar sobreajustament i, per tal de
solventar-lo, es va posar de manifest la necessitat d’introduir algun tipus de coneixment
previ; aixi doncs, des d’enca s’ha treballat sobre una classe d’hipotesis H, la qual reflecteix
aquest coneixement previ a mode d’una restriccié sobre 'espai de cerca de la funcié de
prediccio.

No obstant, en cap moment s’ha qiiestionat si realment és necessari aquest coneixement
previ per tal que sigui possible aprendre. Fins ara tan sols s’ha assenyalat la incapacitat
d’aprendre de l'algoritme ERM de forma fiable i satisfactoria en absencia de coneixement
previ, pero no s’ha plantejat 'existéncia d’un altre algoritme que si pugui oferir garanties de
fiabilitat i precisié a ’hora d’aprendre un problema qualsevol en abseéncia de coneixement
previ. Es a dir, no s’ha plantejat la possibilitat de ’existencia d’un aprenent universal.
Aixi doncs, en aquesta seccid s’abordara justament aquesta qliestio.

Formalitzant el problema; consideri’s una distribucié desconeguda D sobre una parella
de conjunt de domini i conjunt de classificacions X x ). La qliesti6 és la seglient: existeix
un algoritme d’aprenentatge A tal que, donats €16 € (0, 1), donada una mida de la mostra
m (els exemples de la qual sén i.i.d.), amb probabilitat igual o major a 1 — §, retorni una
funcié de prediccié h: X — ) tal que el risc Lp(h) sigui menor que ¢; és a dir, amb alta
probabilitat tingui un eror baix.

La resposta a la pregunta anterior, malauradment, és negativa; no existeix cap aprenent
universal. Es pot demostrar mitjangant el teorema ”No-Free-Lunch” (NFL) que per a
problemes de predicci6 en classificacié binaria, per a cada aprenent, hi ha una distribucié
concreta en la qual fracasa (i, com no se sap en cap moment res sobre la distribucié D
latent, no es pot afirmar mai l'existéncia de tal aprenent). A continuacid, s’enunciara i
demostrara aquest resultat.

Teorema 32. ( teorema ”No-Free-Lunch”o NFL) Sigui A un algoritme d’apre-
nentatge per a la tasca de classificacio bindria respecte la funcid de pérdua 0 — 1 sobre un
domini X. Sigui m un nombre qualsevol menor que |X|/2, el qual representa la mida del
conjunt d’entrenament. Aleshores, existeix una distribucio D sobre X x Y tal que
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1. Ezisteiz una funcid f: X — {0, 1} amb Lp(f) = 0.

2. Amb probabilitat major o igual a 1/7 sobre ’eleccié de S ~ D™ es té Lp(A(S)) >
1/8.

Per tal de provar el teorema NFL, cal el segiient resultat:

Lema 33. Sigui Z una variable aleatoria que pren valors a linterval [0, 1]. Assumeizi’s
que E[Z] = p. Aleshores, per a qualsevol a € (0, 1),

MZ>1—@2“_S?“W

La qual cosa implica alhora que, per a qualsevol a € (0, 1),

PiZ>d 2" >p-a
Demostracio:
Sigui Y =1 — Z. Aleshores Y és una variable aleatoria no negativa amb E[Y] = 1 — E[Z]
=1 — p. Aplicant la desigualtat de Markov (Lema 29) sobre Y s’obté

ngl—d:PD—sz:MYzﬂgquZI;M

Aixi doncs ) N L
PZ>1—q>1-—FL=0TF" "
a a

Com es volia demostrar O
Ara si, ja es pot procedir a demostrar el teorema NFL.

Demostracié del teorema 32.
Sigui C' C X un subconjunt de X de mida 2m. Com que cada element de C pot estar
classificat com a 0 o com a 1 independentment de com estiguin classificats els altres, hi
ha un total de 7' = 2 - 2 - 2m . 2 = 22™ combinacions de classificacions possibles i, per
tant, de funcions de C' a {0, 1} diferents. Des d’ara fins que conclogui la demostracié es
denotaran aquestes funcions com fi, ..., fr.

Per cadascuna d’aquestes funcions f;, i € {1, ..., 2™}, es defineix la distribucié D;
sobre C' x {0, 1} com

1/|C si fi(x) =
Dil{(z.9)}) = { /(|) | al{rzgnzenty. 7
La qual indica que la probabilitat de cada parella de punts (z, y) és 1/|C| si, d’acord a
la funcié f;, el punt = esta correctament classificat com a y i 0 si la classificacié no és
correcta. Es a dir, per cada funcié f;, D; és la distribucié uniforme sobre totes les parelles
de punts del domini i la seva imatge (classificaci6 correcta) i distribucié 0 sobre tots els
altres. Clarament, Lp,(f;) = 0.

L’objectiu consisteix en demostrar que, donat qualsevol algoritme A tal que, donada
una mostra qualsevol d’elements de C' x {0, 1} de mida m, retorni una funcié A(S): C
— {0, 1} es complira

. > .
max B Lo (Al9))] = 1/4
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On la notacié [i] fa referéncia al conjunt de nombres naturals menors o iguals a 7.

Per fer-ho, en primer lloc, com C' té 2m elements diferents i S és una seqiiencia de m
elements qualssevol (repetits o no) de C, hi ha un total de k = 2m - ... - 2m = (2m)™
possibles seqiiencies S de m exemples de C. Des d’ara fins que acabi aquesta demostracio
es denotaran aquestes seqiiencies com S1, ..., Sp. A més a més, es denotara com S;'- la
seqiiencia consistent en les instancies (x1, ..., ;) de la seqiiencia S; etiquetades segons la

funcié f;; és a dir, 8§ = ((z1, fi(1));s -y (Tm, fi(zm)))-

Sigui D; la distribucié, aleshores les mostres que pot rebre A sén Si, ..., S,i, les quals
tenen totes la mateixa probabilitat de ser seleccionades. Aixi doncs, es té

k
Z (3.4.1)

Trivialment, com que el maxim sempre és major o igual que el promig i el minim sempre
és igual o menor al promig es té

E |L
SND;.“[ ol

w\_‘

k T k
1 1
max, > Lp,(A(S) = 2> =Y Lp,(A(S))) =
etk Tk j=1
1en1 « 1 &
:,E:fE , l’.>'f§ ). A.
k j=1 T i=1 LDZ(A(SJ)) - jnéb%T i=1 o (A(S])) (342
Fixant ara una j € [k], es denota S; = (21, ..., Ty, i €s prenen vy, ..., vp els elements

de C que no apareixen a Sj, on p € N. Clarament p > m, ja que |C| = 2m, |Sj| = m i S;
pot contenir elements repetits. Aix{ doncs, per qualsevol funcié h: C' — {0, 1} i per a
qualsevol i € [T] es tindra

1

Lo (h) = 5= > Up@)ifi) 2 *m Z Ln(on) fi(wn)] 2 2 4 Z Lia(or)#fior))
zeC r=1

On la primera desigualtat es deu que |C| = 2m > p i la segona es deu que p > m. Vistes

aquestes desigualtats, aleshores

1 T 1 T 1 p
T > Lp.(A(S)) > Z % > A S1)(wr)# i (vr)]
i=1 z:l r=1
11
= % Z Z Sl )(wr)#fi(vr)] (343)
7“:1 =1
) T
> 5 ;’IEIIET Z I]‘[A S ) (vr)# fi(vr)]*
Fixant ara un r € [p|, es poden separar les funcions fi, ..., fr en T/2 parelles disjuntes

tals que, per cada parella (f;, fi), per a qualsevol ¢ € C, f; # fi si i només si ¢ = v,. Es
a dir, un cop fixat r € [p], s’aparella cada funcié f; amb la funcié f; (i, ' € [T]) tal que
coincideixen en la imatge de tots els elements de C' excepte en v,., on difereixen. Per tant,
com que v, ¢ Sj, S; C C'i fi(c) = fi(c) per a qualsevol ¢ € C excepte ¢ = vy, es té S;- =
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S;l . Conseqilientment

Liaesi) w2 T Lty s =
la qual cosa implica
1
T Z Liagsi) i) = 3
Per tant, combinant-ho amb (3.4.3), (3.4.2) i (3.4.1) s’obté
1 k
I?e%(sg%;n [Lp, (A(S max% ; (A( SZ > ]Helbri— Z Lp,(A

1 1 1 1
= ,{g}gfzﬂm Yo #fie)] T 5 X5 T

Que és el que es volia provar a (3.4). Aquesta condici6 significa que, per qualevol
algoritme A’ que rebi un conjunt d’entrenament de mida m de X x {0, 1}, existeix una
funcié f: X — {0, 1} i una distribucié D sobre X x {0, 1} tal que Lp(f) =01

E [Lp(A(S))].
LE [Lo(A(5)]

Finalment, només resta provar que aquesta condicié és suficient per tal que P[Lp(A’(S)) >

1/8] > 1/7. Per fer-ho, s’emprara el lema 33.

P[Lp(A(S)) > 1/8] = P[Lp(A(S)) > 1 - 7/8]
E[Lp(A(S))] - (1 —17/8)
7/8

v

1/8
> 75 = 1/7.

Tal i com es volia demostrar.



Capitol 4

La dimensiéo VC i el teorema
fonamental de ’aprenentatge
estadistic

Al capitol anterior s’ha plantejat la qiiestié sobre quines classes d’hipotesis sén aprensibles,
sobre que caracteritza ’aprensibilitat o no d’una classe d’hipotesis donada. Si bé s’ha
donat una resposta parcial a aquesta incognita al veure que qualsevol classe finita és
PAC aprensible agnosticament, la qliestié de fons segueix sense una resposta concreta,
clara i contundent. Aixi doncs, aquest és justament el tema que s’abordara en aquest
capitol, es determinara quines classes sén aprensibles PAC i es caracteritzara exactament
la complexitat de la mostra d’una classe donada que sigui aprensible.

En primer lloc, ja que préviament s’ha demostrat que qualsevol classe finita és aprensible,
un bon punt de partida és plantejar-se just la pregunta contraria; és a dir, existeixen
classes d’hipotesis de mida infinita que siguin aprensibles? El segiient exemple demostra
que si:

Ezxemple: Sigui H la classe d’hipotesis de les funcions semiinterval inferior sobre la recta
dels nombres reals; formalment H = {h, : a € R}, on he: R — {0, 1} és una funcié tal
que ho(z) = Ljzeq) Es a dir, funcions que valen 1 si z < @ i valen 0 si > a. Claramnent,
‘H té mida infinita; no obstant, es pot demostrar que és aprensible PAC. Aquest resultat
queda formalitzat en el segilient lema, la demostracié del qual servira per provar aquesta
afirmacio.

Lema 34. Sigui H la classe d’equivaléncia de les funcions semiinterval inferior definida
comH = {hg:a € R}, on hy: R — {0, 1} és una funcid tal que ho(z) = Ljz<q). Aleshores,
H és aprensible PAC fent servir la regla ERM i la complexitat de la mostra és my(g,0) <
[log(2/6)/e].

Demostracio:

Sigui a* una cota superior de semiinterval tal que la hipotesis h*(z) = 1j3<q+) assoleix
Lp(h*) = 0. Sigui D, una distribucié marginal sobre el domini X i siguin ag, a; € R tals
que ag < a* < aj i

P N= P * =ec.
xNDz[x € (a07a )] 2~D, [.’L‘ S (CL 7a1)] €
On si Dy(—o00,a*) < € es pren ap = —0 i, equivalentment, si (a*,00) < € es pren a;

26
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= 0o0. Donada una mostra d’entrenamnet S, es pren by = max{z: (x,1) € S} ib =
min{z: (z,0) € S}; on by = —oo si no existeix cap exemple a S etiquetat positivament
i by = 00 si no existeix cap exemple a S etiquetat negativament. Sigui ara bg una cota
superior de semiinterval corresponent a una hipotesi hg retornada per 'ERM; per de-
finicié, bs € (bo, b1). Per tant, per tal que Lp < e n’hi ha prou que by > ag i b < ay, és a dir

P [Lpn < P .
SNDm[ pm(hg) > €] < SNDm[bo < ap Vb > a]

Fent servir la desigualtat de la unié es pot acotar ’anterior probabilitat de la formas:

m < . 0.
SN]};W[LD (hS) > 8] < Sw[%m[bo < ao} + Swl%m[bl > al] (4 0 1)

On hom pot observar que I’esdeveniment by < ag succeeix si i només si tots els exemples de S
estan fora de l'interval (ag, a*), la massa de probabilitat del qual és, per definicié, ¢; és a dir

Pm[bo < ao] = s

R ]I;)m[V(x,y) €S,z ¢ (ag,a”)]=(1—¢e)" <e M.

~

Imposant que la mida de la mostra sigui m > M, s’obté

< . .0.
JB b < ao] <52 (4.0.2)

Analogament es pot demostrar que 5 IPg [b1 > a1] <6/ 2.

~

L’esdeveniment b; > a; succeeix si i només si tots els exemples de S estan fora de
linterval (a*, a1), la massa de probabilitat del qual és, per definicid, ¢; és a dir

JE > a]= B [V(ey) €Sz d(axa)]=(1-e)" <em

I, imposant la mateixa cota inferior a la mida de la mostra m > M, s’obté

< . 0.
SNI%"L[bl > al] < (5/2 (4 0 3)

Finalment, ajuntant (4.0.1), (4.0.2) i (4.0.3) s’obté finalment

P [Lpm(hg) >e] < s ]P;m[bo <ap]l+ P

< — 5.
S~Dm SNDm[bl > al] >~ 5/2 —|— 5/2 5

M, tal i com es volia provar inicialment. Trivialment, my(g,d) <

Per a qualsevol m > ==

M, per la seva definicié de mida minima tal que es compleix la condicié d’aprenentatge.

O

Aix{ doncs, ha sigut evidenciat que, malgrat la finitut d’una classe d’hipotesis H és
condicié suficient per tal que sigui aprensible PAC agnosticament, no és condicié necessaria.
Per tant, 'objectiu és determinar quina o quines condicions sén necessaries per garantir
I’aprensibilitat d’una classe d’hipotesis H.

4.1 Dimensio VC

Per tal de comencar a abordar la situacid, convé aturar-se a revisar el teorema NFL, aixi
com la seva demostracié. Aquest teorema garanteix, per qualsevol algoritme d’aprenentatge
i una mida de la mostra inferior a la meitat de la mida del domini, 'existencia d’una
distribuci6 de probabilitat en la qual ’algoritme fracassara (malgrat un altre algoritme
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pogués resultar-hi exités) si no es restringeix la classe d’hipotesis H. Tal i com es pot veure
a la demostracid, per tal de trobar aquesta distribucioé ’adversari empra un subconjunt
C C X finit i considera una familia de funcions concentrades en elements de C. Per tal
de garantir que per qualsevol algoritme pot trobar una distribucié on fracassi, 'adversari
aprofita la seva capacitat d’escollir una funcié del conjunt de totes les funcions que van de
C a {0, 1}. No obstant, en tot moment ’adversari es veu restringit a construir distribucions
on alguna hipotesi h € H tingués risc empiric nul. Aixi doncs, com que s’estan considerant
distribucions concentrades en elements de C, un bon punt de partida és estudiar com es
comporta H a C.

Definicié 35. Sigui H una classe de funcions de X a {0, 1}, sigui C ={ c1, ..., ¢ }
C X. S’anomena restriccid de H a C al conjunt de funcions de C' a {0, 1} tals que poden
ser derivades de H. Es a dir:

He = {(h(c1), ..., h(cm)) : h € H}.
On cada funcié de C a {0, 1} es representa com un vector a {0, 1}I°1.

Quan la restriccié de H a C' és el conjunt de totes les funcions de C' a {0, 1}, aleshores
es diu que H separa (”shatters”) C.

Formalment:

Definicié 36. Una classe d’hipotesis H separa un subconjunt finit C C X si la restriccio
de H a C és el conjunt de totes les funcions de C a {0, 1}; és a dir, |Ho| = 21€1.

Per tal de facilitar la compressié d’aquesta defincié per part del lector, el segiiet exemple
pot resultar forca ilustratiu.

Ezemple: Sigui ‘H la classe de les funcions semiinterval obert acotat superiorment
(anteriorment anomenades semiinterval inferior) sobre R. Sigui C' = {¢1}, on ¢; € R, un
subconjunt de R. Prenent a = ¢; + 1 es té trivialment h,(c1) = 1, mentre que prenent a
=c¢; — 1 es té hy(c1) = 0. Aixi doncs, com que H¢ és el conjunt de totes les funcions
de C a {0, 1}, H separa C. No obstant, si es pren C = {c1, c2}, amb ¢; < ¢g, prenent a
= (c1 + c1)/2 es té ho(C) = (ha(c1), ha(c2)) = (1, 0), prenent a = ¢ — 1 es té ho(C) =
(hq(c1), ha(c2)) = (0, 0), prenent a = ¢1 + 1 es té hy(C) = (hq(cr), ha(c2)) = (1, 1); no
obstant, I’element (0, 1) és impossible d’obtenir, ja que (com ¢; < ¢2), V a € R, si ca < a,
aleshores ¢; < i, per tant, hy(c2) = 1 = hy(c1) = 1. Aixi doncs, no totes les funcions de
C a {0, 1} estan incloses a H (ja que falta la funcié que envia ¢; a 01 ¢z a 1) i per tant no
separa C' = {c1, c2}.

De la definicié 36, tornant momentaniament a la demostracié del teorema NFL, es pot
observar que, a 'hora de construir la distribucié adversarial, si la classe d’hipotesis H
separa C, aleshores la classe d’hipotesis no suposa cap restriccio real per ’adversari, ja que
aquest segueix podent escollir qualsevol funcié de C' a {0, 1} en la que basar-se a I’hora de
construir la distribucié D (conservant en tot moment ’assumpcié de realitzabilitat).

Aquesta situacié es pot formalitzar en el segiient corol-lari.

Corol-lari 37. Sigui X un domini, sigui H una classe d’hipotesis formada per funcions
de X a {0, 1}, sigui S una mostra de m € N elements de X x {0, 1} generats i.i.d.
Suposi’s lexisténcia d’un subconjunt C C X de mida 2m que €s separa per H. Aleshores,
per a qualsevol algoritme d’aprenentatge A, existeix una distribucic D sobre X x {0, 1} i
un predictor h € H tals que Lp(h) = 0, pero amb probabilitat major o igual a 1/7 sobre
Ueleccio de S ~ D™ es té Lp(A(S)) > 1/8.

Demostracio:
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Per ’argument proporcionat previ a I’anunci del corol-lari, I’adversari pot escollir qualsevol
funcié de C' a {0, 1} per basar-s’hi a I’hora de construir la distribucié D; aix{ doncs, no hi
ha cap restriccio efectiva sobre H. Per tant, pel teorema NFL es compleix el corol-lari
(mateixes presmises, mateix resultat). O

Aixi doncs, aquest corol-lari diu que, donada una classe d’hipotesis , si aquesta separa
un conjunt C' de mida 2m aleshores H no es pot aprendre amb m exemples.

Un cop introduides totes aquestes nocions teoriques previes, ja es pot presentar el que
és el concepte al voltant del qual girara tot aquest capitol; la dimensié VC.

Definicié 38. Sigui X un domini, sigui H una classe d’hipotesis. La dimensic VC' de
la classe d’hipotesis H es denota VCdim(H) i és la mida mazima d’un subconjunt C C X
que pugui ser separa per H. Si H pot separar conjunts de mida indefinida, es diu que H té
dimensio VC infinita.

A partir del concepte de dimensié VC i del corol-lari 37 s’obté el segiient resultat:

Teorema 39. Sigui H una classe d’hipotesis amb dimensio VC' infinita. Aleshores H
no €és aprensible PAC.

Demostracio:
Com que H té dimensié VC infinita, per qualsevol mida m de mostra d’entrenament
existeix un conjunt C' de mida 2m que és separat per H. Pel corol-lari 37 aleshores H no
és aprensible PAC per mostres de mida m; com que aquest argument és cert per valors
arbitrariamnet grans de m, H no és aprensible PAC. U

De la definci6 es pot extreure que, per tal de demostrar que la dimensié VC d’una
classe d’hipotesis H és un valor concret (VCdim(H) = d, on d € Z) cal demostrar que
existeix un conjunt C de mida d tal que és separat per H i que qualsevol conjunt C' de
mida d + 1 no és separat per H. Per exemple, anteriorment s’ha provat que la dimensié
VC de la classe H de les funcions semiinterval obert acotat superiorment és 1, ja que s’ha
vist que separa qualsevol conjunt de mida 1 pero no és capag de separar-ne cap de mida 2.

El segiient exemple pot evidenciar més clarament aquesta nocio:

Ezemple: Suposi’s que es vol calcular la dimensié VC de la classe d’hipotesis H dels
rectangles alineats amb els eixos cartesians; formalment:

H = {N(ar,a0,01,00) : 01 < a2 1 b1 < bo}

on

, 1 st <z <ayib <xp < by,
(a1,a2,01,b2) (£1, T2) = 0 altrament .

La dimensié VC de H és 4; per provar-ho en primer lloc es proporciona un conjunt de
mida 4 tal que pugui ser separat. El conjunt C = { ¢; = (-2, 0), c2 = (0, 2), ¢3 = (2, 0),
cy = (0, -2) } és facilment separable!.

Ara queda provar que no existeix cap conjunt C de 5 element que pugui ser separat

1Mitjan<;ant els rectangles h(71,1,71,1)7 h(73,71,71,1)7 h(71,1,1,3)7 h(3,1,71,1)7 h(71,1,73,71)7 h(73,1,71,3>7
h=33,-1,1), Rh(=3,1,-3,1), Ph(=1,3,-1,3), P(=1,1,-3,3), h(-1,3,-3,1), P(=1,3,-3,3), P(=3,3,-3,1), P(=3,1,-3,3),
h(—3,3,—1,3) 1 h(_3,3,3,3); on cadascun equival a l'escenari {(h(c1), h(cz2), h(c3), h(csa))} = {(0, 0, O,
0)}, {(1,0,0,0)}, {(0, 1,0, 0)}, {(0, 0, 1, 0)}, {(0, 0, 0, 1)}, {(1, 1, 0, 0)}, {(1, 0, 1, 0)}, {(1, 0,0, 1)},
{(0, 1, 1, 0)}, {(0, 1, 0, 1)}, {(0, 0, 1, 1)}, {(0, 1, 1, 1)}, {(1, 0, 1, )}, {(1, 1, 0, )}, {(1, 1, 1, 0)}, {(1, 1,

1, 1)} respectivament.
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per H. Sigui C = {ci1, ¢, ¢3, ¢4, ¢5}; s’anomenara « a la minima coordenada x d’entre
els 5 punts, § a la maxima coordenada x, A a la minima coordenada y i v a la maxima
coordenada y. Sigui p = (p1,p2) el punt (o un dels punts) de C tal que p1 # «, S ip2 # A,
~. Aleshores, és impossible construir un rectangle que contingui tots els punts menys p, ja
que aquest rectangle hauria de contenir el rectangle h, g 5 +) (rectangle minim que conté
els altres 4 punts), perd per definicié de p i dels parametres del rectangle p hi pertany.
Aix{ doncs, H no separa C i, per tant, VCdim(?) = 4 tal i com es volia provar. O

4.2 El teorema fonamental de Paprenentatge estadistic

Finalment, arriba el resultat més important de la memoria, el teorema que caracteritza
definitivament quines classes d’hipotesis sén aprensibles per al cas concret de problema de
classificacid binaria i funcié de perdua 0 — 1. En essencia, aquest teorema diu que qualsevol
classe amb dimensié VC finita té la propietat de convergencia uniforme i, per tant, és
aprensible PAC i aprensible PAC agnosticament. A més a més, es presentara també una
segona versié d’aquest teorema, ’anomenada versié quantitativa, la qual determina en
funcié de dues constants, de la dimensié VC i dels parametres de confianca i precisié la
compexitat de la mostra per tal que una classe d’hipotesis donada tingui la propietat de
convergencia uniforme i sigui aprensible PAC i aprensible PAC agnosticament.

No obstant, abans d’enunciar i demostrar els teoremes mencionats, cal introduir primer
el concepte de funcié de creixement (”growth function”), ja que sera necessari a ’hora de
demostrar una de les dues versions.

Definicié 40. Sigui X un domini, sigui Y = {0, 1} un conjunt de classificacid, sigui
H una classe d’hipotesis formada per funcions h:X — {0, 1}. Aleshores la funcidé de
creizement de H, denotada com ™:N — N es defineix com:

= Hel.
i (m) chg‘acxlzm! cl

Es a dir, 75 és el nombre de funcions diferents des d’un conjunt C' de mida m a {0, 1}
que es poden obtenir restringint H a C. Intuitivament, la funcié de creixement mesura la
mida efectiva maxima de H en un conjunt de m exemples.

Ara si, comencant per la versié basica del teorema, aquesta diu el segiient:

Teorema 41. (teorema fonamental de ’aprenentatge estadistic) Sigui H una
classe d’hipotesis de funcions d’un domini X a un conjunt de classificacions Y = {0, 1},
prenent Z = X x Y, sigui £: H x Z — {0, 1} la funcid de pérdua 0 — 1. Aleshores, els
seguients enunciats son equivalents:

1- H té la propietat de convergencia uniforme.

2- Qualsevol algoritme ERM és un aprenent PAC agnostic exitds per a H.
3- H és aprensible PAC agnosticament.

4- H és aprensible PAC.

5- Qualsevol algoritme ERM és un aprenent PAC exités per a H.

6- H té dimensié VC finita.

Per tal de demostrar el teorema fonamental de I'aprenentatge estadistic calen tot
un seguit de resultats matematics, els quals s’enunciaran i demostraran a continuacié
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previament a demostrar el teorema 41.
Lema 42. Sigui a > 0. Aleshores x > 2alog(a) implica x > alog(z).

Demostracié:
En primer lloc, noti’s que per a qualsevol a € (0, /e ] la desigualtat > alog(z) es
compleix incondicionalment i, per tant, la implicacié és trivial; per tant, d’ara en endavant
se suposara en tot moment que a > /e. Consideri’s ara la funci6 f(z) = = — alog(x); és
facil comprovar que la seva derivada és f/'(x) = 1 — a/x. Per a qualsevol x > a es té f'(z)
> 0 i, per tant, la funci6 creix. A més a més

f(2alog(a)) = 2alog(a) — alog(2alog(a))
= 2alog(a) — alog(a) — alog(2alog(a))
= alog(a) — alog(2alog(a)).

I, com a — 2log(a) > 0, queda provat l’enunciat. O
Lema 43. Siguia > 1ib > 0. Aleshores x > 4alog(2a)+ 2b implica x > alog(z)+b.

Demostracié:
N’hi ha prou amb provar que x > 4alog(2a) + 2b implica que x > 2alog(z) i x > 2b; ja
que si b > alog(z) + b, aleshores x > 2b > alog(xz) + b, i en canvi si alog(xz) + b > b,
aleshores x > 2alog(z) > alog(x) + b.

Com que a > 1, aleshores 4alog(2a) > 0 i, per tant, x > 4alog(2a) + 2b > 2b. A més
a més, com b > 0, es té analogament = > 4alog(2a); per tant, fent us del lema 42, s’obté
que z > 2alog(x), concloent aixi la demostraci6 del lema 43. O

Lema 44. Sigui X una variable aleatoria, sigui ¥’ € R un escalar, assumeizi’s
Vexzisténcia de a, b € R tals que a > 0, b > e i que per a qualsevol t > 0 es té P[| X —2'| >
t] < 2be~t/9% . Aleshores:

E[|X — 2] < a(2+ /1og(b)).

Demostracio:
Per a qualsevol ¢ = 0, 1, 2... es denota t; = a(i + /log(b)). Com que ¢; és monotonament
creixent, es té

E[|X — /|| < ay/log(b) + > _P[|X — 2/| > t;4]. (4.2.1)
=1

Fent servir la hipotesi del propi lema i desenvolupant s’obté

STHPIX — o] > ti] < 2ab > (i + /log(b))e 1 VIeE®)® <
i=1 i=1

< 2ab/ ze~ @D gy — 2ab/ (y + 1)e*y2dy <
1++/log(b) \/log(b)

< 4ab /OO eV dy = 2ab |—e Y’ = = 2ab/b = 2a.
/log(b)y Y [ ] log(b) /

Combinant-ho amb (4.2.1) s’obté el resultat desitjat. O

Teorema 45. Sigui Z un domini, sigui H una classe d’hipotesis i sigui 7y la seva
funcié de creizement. Aleshores, per a qualsevol D sobre Z i per a qualsevol 6 € (0, 1) es
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té
4 4 +/log(my(2m))
P Lp(h) — Lg(h)|) < .
B (Lo(h) - Ls(n)) < =25
Demostracio:

En primer lloc, es provara

4 4 +/log(my(2m))
SJE, [ ILp(h) — Ls(h)|| < \/27:‘ . (4.2.2)

Com que la variable aleatoria sup |Lp(h) — Lg(h)| és no negativa, aleshores fent 1s de
heH
la desigualtat de Markov (Lema 27), si es prova la desigualtat (4.2.2) aleshores quedara

provat el teorema 45.

Proseguint amb la prova de (4.2.2), sigui S’ = {#], ..., z},,} una altra mostra i.i.d. de m
elements de Z, per un argument analeg al proporcionat a la demostracié de la proposicid
25, s’observa que per a qualsevol h € H es pot reescriure Lp(h) = Egi.pm|[Lg/(h)]. Per
tant

Com que la funcié valor absolut és convexa, aplicant la desigualtat de Jensen s’obté

o E  Ls/(h) = Ls(h)

oo [ 10— 00| = 5 s

S~Dm - S~Dm

B, 1Eo(h) ~ Ls(h]| < B Lo(h) ~ Ls(h)].

A més a més, com el suprem de les esperances és menor o igual que I’esperanca del suprem
es té

sup

E |Lp(h)—Ls(h)| < E Lp(h) — Lg(h)|.
sup B [Lo(h) ~ Ls()] < B sup [Lo(h) ~ Ls(h)|

~DP"heH
Ajuntant-ho tot s’obté

E Lo(h) — Ls(h)|| < E Le/(h) — Ls(h)|| =
o5, [suplzom - Lo < B [supize ) - Lot

] |

On l'esperanca al costat dret de la desigualtat és sobre 1’eleccié de dos mostres i.i.d. de
m elements cadascuna. Per tant, com que ’eleccié dels 2m vectors es fa de manera ideéntica
completament idenpendent els uns dels altres, és indiferent intercanviar la variable aleatoria
vector z; per la variable aleatoria z, per qualsevol i € {1, ..., m}; intuitivament, com que
totes les v.a. sén equivalents, intercanviar el nom d’elles entre si no altera el resultat. En
cas de fer una permuta entre z; i 2z, per a una i donada, aleshores enlloc d’apareixer el
terme (¢(h, z}) — £(h, z;)) a lequacié (4.2), apareixera el terme —(€(h, z) — £(h, z;)). Per
tant, per qualsevol o € {1} es té

(€(h, ) = £(h, 2i))
i=1

1
= E sup —
8,5/ ~Dm b

heH

E — U(h, z)) —L(h, 2
s | [ 210~ ’Z))]
1 m
— = i(0(h, 20) — (R, 2
5,5 pm [gg;gm 2 oilllh, )~ ,z>>|]
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Com que aquesta igualtat és certa per qualsevol o € {£1}™, aleshores també sera certa
si se selecciona cada o; de manera aleatoria uniformement de la distribucié uniforme sobre
{#£1}, la qual es denotara Uy. Aixi doncs, es té

1 m
IE s zgh’ ! —/ h, f
|
1 m
lzzzm D, ) — 2 >>]

Per la linealitat de I’esperanca, es poden permutar les esperances s’obté

sup— |3 ai(e(h, ) — (h, z,-))u -
=1

her M |%

Fixant ara S 1 9, sigui C = {c1, ..., ¢m, ¢, ..., ¢, } 1a col-leccié de 2m instancies de S i
S’, tan sols es pot prendre el suprem sobre h € H. Obtenint aixi:

E E
o~UTS,5' ~Dm

m

sup— | os(E(h, 21) — £(h, )

E E
SS’N'DmO'NUi heH

i=1

E sup — o; (¢ h,zg —L(h, z
By | [ enltlhez) — ))“

Fixant també h € Hc, es denotard a partir d’ara 0, = L 3 0;((h, 2]) — £(h, z)).
Es facil veure que E[f;] = 0; a més a més, com 6, és una mitjana aritmetica de variables
aleatories independents que prenen el seu valor en [—1, 1], aleshores per la desigualtat de
Hoeffding es té que per a qualsevol p > 0:

P[] > p] < 2¢(~2m0°),
Aplicant la desigualtat de la uni6 sobre h € H¢, aleshores per a qualsevol p > 0 es té
P Ol > p| < 2[Hcle 2" 123
[52%)2’ hl p} < 2|Hcle (4.2.3)

Fent servir el lema 44 es té que (4.2.3) implica

] 4+ Vlog([Hcl)
V2m '

E 0
s 01

Combinant-ho amb la definicié de la funcié de creixement 74 s’ha demostrat

b [ZEE'LW - Ls<h>|] <2t 13%%(%))

Tal i com es volia provar. O
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Lema 46. Siguin m, d € Z tals que d < m — 2. Aleshores

S (1) = ()"

k=0

Demostracio:
Es provara per induccié.
Cas inicial, d = 1:
En aquest cas, Zizo (7]?) = m + 1; mentre que (%)1 =em. Comqued=1<m — 2
implica 3 < m, aleshores trivialment es compleix la desigualtat Zizo (7;) =m+ 1<
(%)1 = em.
Hipotesi d’induccié: 3 d € Z tal que Zgzo (7;) < (%)d.
Ara es vol provar que el cas d implica el cas d + 1:
Per hipotesi d’induccié es té:

S ()= (1) () = ()
< d( (efn)d”“”(m‘”%;ffcgr“”“”)
) (1 (4) ).

On fent servir I'aproximacié de Stirling (n! ~ v2rn(2)") s’obté

em\ @ d\* (m —d) em\ @ d\* (m—d)
() (o () ) = (0 (- () s )

em

d

em

1+
— 1
d +

IN

)
)

_ d+1+4 m=d
:<T)d<1+(df1)\/dﬂ) :<%)d (d+1\;ﬁ
m—d d m
(P S - ) e () A

On a I'dltima igualtat s’ha fet servir que d < m — 2. A més a més:

()" = () ot ()

o - < —
d/ d+1 d/ d+1e d d+1(1+a)
B (@)d em d \? [ em d+l
\d/ d+1\d+1) \d+1 ‘
Que és el que es volia provar i, per tant, queda provat I’argument inductiu. O

Lema 47. (Lema de Sauer) Sigui H una classe d’hipotesis amb VCdim(H) < d <

oo. Aleshores, per a qualsevol m, T (m) < Z?:o (m) En concret, sim > d+1, aleshores
(m) < (em/d)?.

7
Aquest lema també s’anomena lema de Shelah, lema de Perles o lema de Sauer-Shelah-
Perles.
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Demostracio:
Per tal de provar aquest lema, es provara el seglient enunciat, el qual és més fort i implica
el lema de Sauer: per a qualsevol C' = { ¢y, ..., ¢, } es té

VH, |Hc| <|{B C C:H separa B}|. (4.2.4)

Per fer-ho, s’emprara un argument inductiu.
Cas inicial m = 1:
Com que el conjunt buit, per conveni, sempre es considera que és separat per H, aleshores
indiferentment de quina sigui la classe H ambdds costats de la desigualtat (4.2.4) sé6n
iguals a 2 o a 1 solidariament.
Hipotesi d’induccié: Se suposara com a cert que per a qualsevol k < m se satisfa (4.2.4).
A continuacié es provara que aquesta assumpcié implica que (4.2.4) també es compleix
per conjunts de mida m.
Fixi's HiC = { ¢1, ..., ¢m }. Es denota C' = { ca, ..., ¢ } i es defineixen els segiients
conjunts:

}/O = {(yQa aym) : (079% aym) S HC \ (]—7y25 aym) S HC} )

Yi = {(y27 7ym) : (07?/27 aym) € He A (17y27 ,ym) € HC}

Els quals sén, respectivament, Yy el conjunt de les funcions g:C" — {0, 1} tals que existeix
h € Hce tal que g coincideix amb h a C’ i h(e1) = 0 0 h(c1) = 1; 1 Y7 el conjunt de les
funcions g: ¢’ — {0, 1} tals que existeix h € H¢ tal que g coincideix amb h a C' i h(cy)
= 01 existeix b’ € H¢ tal que g coincideix amb ' a C" i h'(c1) = 1.
Es facil comprovar que Yy = Hcer i que [He| = |Yo| + |Yi1|. Aplicant la hipotesi d’induccié
al conjunt C’ de mida m — 1:

|Yo| = |Hor| < |{B C C': H separa B}| = |{B C C':c; ¢ B i H separa B}|.
Es defineix a continuacié el conjunt H' C H de la forma

H' ={h€H:3heHtal que (1 —H(c1),h'(c2),.... " (em)) = (h(c1), h(c2), ..., h(cm)) }-

Es a dir, H' és el conjunt dels parells d’hipotesis d’H tals que coincideixen en C” perd que
no coincideixen en cj.

De la definicié d’H’ resulta evident que per qualsevol conjunt B C C’ que sigui separat
per H', aleshores el conjunt { ¢; } U B també és separat per H’' i viceversa.

De la mateixa manera que Yy = H¢r, es pot observar que Y1 = H'¢r. Com que C’ té mida
m — 1, analogament aplicant la hipotesi d’induccié

V1| = |H'cr| < |{B C C": H' separa B}|
=|{B C C":H separa BU{c1}}|
=B CC:c € BiH separa BU{ci}}|
<H{BCC:c € BiHsepara BU{c1}}.

Aix{ doncs, ajuntant les cotes de |Yp|, |Y1| 1 que |He| = |Yo| + |Yi1| s’ha provat
He| = [Yo| + Y3
<H{BCC:c;1 ¢ BiHsepara B U {c1}}]

+{BCC:c;€BiHsepara B U {c1}}|
= |{B C C : H separa B}|.
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Concloent aixi la prova de (4.2.4).
No obstant, si bé s’ha provat (4.2.4), encara resta provar per que la veracitat d’aquest
enunciat implica la veracitat del lema de Sauer.

Si VCdim(#H) < d, aleshores cap conjunt de mida major que d és separat per H; per
tant

d
{B C C:H separa B}| < Z <m)
; i
=0
Es pot provar que el sumatori que hi ha a la banda dreta de la desigualtat és menor o

igual a (em/d)? per qualsevol m > d + 1, com a conseqiiéncia del lema 46. Aix{ doncs, es
té el resultat que es volia provar i, per tant, queda demostrat el lema de Sauer. ([

Ara si, ja estan disponibles totes les eines necessaries per demostrar el teorema 41.

Demostracio:
Per tal de provar que els 6 enunciats sén equivalents, cal provar una cadena d’implicacions
d’on s’obtingui que qualsevol enunciat implica tots els altres. En concret, es consideraran
dues cadenes d’implicacions, les quals al combinar-les proporcionen el resultat desitjat.
En primer lloc, es probara la cadena d’implicacions 1 = 2,2 = 3,3 =4,4=6i6 = 1.
En segon lloc, es provara la cadena 1 = 2,2 = 5,5 = 61 6 = 1. Combinant-les, s’obté
un esquema com el mostrat a la figura 4.1:

1 ——2
N
5
/ 3
6 e
'\ ,
Figura 4.1: Esquema de les implicacions dels diferents enunciats del teorema

On hom pot comprovar que es pot construir una cadena d’implicacions (i per tant una
implicacié) des de qualsevol enunciat fins a qualsevol altre.

1= 2:

Aix{ doncs, comencant amb les proves de les diferents implicacions, s’observa que
la implicaci6 1 = 2 és una reformulacié del corol-lari 24, el qual ja ha sigut provat
anteriorment. Per tant, aquesta implicacié ja ha sigut provada previament.

2 = 3:

Tot seguit, s’observa que la implicacié 2 = 3 és trivial. Si qualsevol algoritme ERM
és un aprenent PAC agnostic exitds per a la classe H, aleshores H és aprensible PAC
agnosticament per qualsevol algoritme ERM i, per tant, és aprensible PAC agnosticament.

3 = 4:

En segiient lloc, pel que fa a la implicacié 3 = 4, es vol veure que qualsevol classe
aprensible PAC agnosticament és també aprensible PAC. Recordant les definicions d’a-
prensibilitat PAC agnostica (definicié 15) i d’aprensibilitat PAC (definicié 11), es pot
observar (com ja s’ha indicat en aquesta mateixa memoria a la secci6 corresponent) que
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Paprensibilitat PAC és un cas concret de I'aprensibilitat PAC agnostica; més concretament,
sota les condicions de assumpcié de realitzabilitat (la qual és una condicié necessaria
per parlar d’aprenentatge PAC), la nocié d’aprensibilitat PAC agnostica es converteix en
la d’aprensibilitat PAC. Aixi doncs, trivialment si H és aprensible PAC agnosticament,
aleshores ‘H també sera, en concret, aprensible PAC.

4 = 6:

A fi de provar ara la implicacié 4 = 6, convé recordar el teorema NFL (teorema 32)
aixi com el corol-lari 37, el qual és un resultat que se’n deriva. Volem veure que qualsevol
classe H que sigui aprensible PAC tindra dimensié VC finita, és a dir que existeix m € N
tal que no existira cap subconjunt C' de mida major o igual que m del domini X tal que
sigui separat per H.

Com que H és aprensible PAC, per definicié, donats €, § € (0, 1) qualssevol existeix
myu(e,0) € N tal que per a qualsevol m > my(g,0), essent m la mida d’una mostra S
d’elements de X x {0, 1} generats i.i.d., aleshores per un algoritme ERM es compleix

P (Lp(A(S d.

LB (In(A(8)) > ¢) <
Aleshores, prenent en concret € < 1/8 1§ < 1/7, es té per la definicié d’aprensibilitat
PAC que existeix m € N tal que per a qualsevol m’ > m, donada una mostra qualsevol S
de mida m’ d’elements de X x {0, 1} generats i.i.d., aleshores per un algoritme ERM es
compleix

SNIEI’;m(LD(A(S)) >1/8) < 1/7.

Que no és altra cosa que la negacid, sota les mateixes hipotesis, del resultat del corol-lari
37. Per tant, pel contrarreciproc es té que no existeix cap subconjunt C' de mida 2m de X
tal que H separi C. Per tat, per definici6 de la dimensié VC es té VCdim(H) < 2m < oo.

Tal i com es volia provar.
6 = 1:

A continuacié. es provara la implicacié 6 = 1, la qual és, sens dubte, la més extensa i
complicada de totes.

La demostracié d’aquesta implicacié constara de dues parts ben diferenciades; en primer
lloc, es provara que si la dimensié VC de H és finita aleshores la seva mida efectiva al
restringir-la sobre un conjunt C' C X (|H¢| és tan sols O(|C|?), malgrat que H sigui
infinita. Es a dir, la mida de H¢ no creix exponencialment segons |C|, siné que ho fa
polinomicament. Tot seguit, es provara que tota classe d’hipotesis H de mida efectiva
petita posseeix la propietat de convergencia uniforme, on mida efectiva petita fa referéncia
a classes per les quals |H¢| creix polinomicament segons |C|.

Aixi doncs, a fi de provar en primer lloc la dependeéncia polinomica de |H¢| respecte
|C| per a qualsevol classe H amb VCdim(H) = d < oo, es consideraran els casos m < d i
m > d per separat, on m és la mida de C.

En primer lloc, pel que fa al cas m < d, trivialment aleshores C' és finit, Ho és finita i
per tant té la propietat de convergencia uniforme.

Passant ara al cas m > d, n’hi ha prou amb emprar el lema de Sauer , és a dir el lema 47,
el qual posa de manifest que quan la mida m del conjunt C' esdevé major que la dimensié
VC d de la classe H, aleshores la funcié de creixement incrementa polinomicament respecte
m.



4.2. EL TEOREMA FONAMENTAL DE L’APRENENTATGE ESTADISTIC 38

Proseguint ara amb la segona part de la demostracid, el nou objectiu és veure que
qualsevol classe H de mida efectiva petita gaudeix de la propietat de convergencia uniforme.

Finalment, només resta provar perque aquest teorema implica que tota classe d’hipotesis
‘H de mida efectiva petita té la propietat de convergencia uniforme per tal de concloure la
prova de la implicacié 6 = 1.

Per fer-ho, es provara que la complexitat de la mostra m%c(e, 0) esta acotada d’una de
les segiients formes

16d 16d . 16dlog(2e/d)

%0(575) < 4(56)2 log( (56)2) (56)2

O pel contrari

Pel lema de Sauer (Lema 47), per m > d es té 734(2m) < (2em/d)?; aquesta desigualtat,
en combinacié amb el teorema 45 implica

4+ Vdlog(2em/d)
L —L . 4.2.
SNDm (\ s(h) p(h) o -9 (4.2.5)
Suposi’s en primer lloc que 4 > \/dlog(2em/d); aleshores

| < ﬁ @—32 <
_5\/—_ 2 m.

Per tant, com que (4.2.5) es compleix per a qualsevol m > %52 i mYC(e,d) és la mida
minima de la mostra tal que es compleix, es té m%c(s ) < 52

[Ls(h) — Lp(h)

Per altra banda, suposi’s ara 4 < \/dlog(2em/d); aleshores

Lo(h) — Lp(h)] < 3/ 22082 D)
2dlog(m)  2dlog(2e/d
sm> (55’)(2 )y (i)?/ ), (4.2.6)

A fi de concloure finalment la demostracié de la implicacié 6 = 1, fent us del lema 43,
aleshores (4.2.6) implica

m >4

2d 2d 4dlog(2e/d)
GO <<5e>2> 0

I, per un argument analeg al cas 4 > /dlog(2em/d), aleshores m¥C (e, §) < 4% log (%) +

%()2;/'1) i, per tant H té la propietat de convergencia uniforme. Aixi doncs, ha quedat

provat 6 = 1.
2 =5

Proseguint amb la demostracié del teorema 41, el segilient pas és provar la implicacié 2
= 5.

De manera analoga a la demostracié de la implicacié 3 = 4, per les definicions
d’aprensibilitat PAC (definicié 11) i d’aprensibilitat PAC agnostica (definicié 15), s’observa
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que 'aprensibilitat PAC és un cas concret de l'aprensibilitat PAC agnostica (quan se
satisfa Passumpcié de realitzabilitat); per tant, si qualsevol agoritme ERM és un aprenent
PAC agnostic exités per a H, aleshores també sera un aprenent PAC exités per a H.
Queda provada aixi la implicaci6 2 = 5.

5 = 6:
Finalment, ja només resta provar la implicacié 5 = 6;

Analogament a la prova de la implicacié 4 = 6, si qualsevol algoritme ERM és un
aprenent PAC exités per a H, com a conseqiiencia del teorema NFL i el corol-lari 37, per
qualsevol algoritme ERM es compleix:

< I%m(LD(A(S)) >1/8) < 1/7.
I tal i com s’ha vist a la prova de 4 = 6, aixo implica que la dimensié VC de H és finita i,
per tant, queda provat 5 = 6.

Aixi doncs, com que s’han provat totes les implicacions, ha quedat demostrat el teorema,
41. O

La versié que s’acaba de mostrar i provar del teorema fonamental de ’aprenentatge
estadistic és I’anomenada versié qualitativa. Aquesta versié posa de manifest que qualsevol
classe d’hipotesis on les seves integrants son funcions de classificacié binaria sobre un
domini (i mesurant el seu error segons la funcié de perdua 1 — 0), aleshores sén equivalents
que la classe sigui aprensible PAC agnosticament, que tingui la propietat de convergencia
uniforme i que tingui dimensié VC finita. Es a dir, per a qualssevol valors £ § € (0, 1),
existeixen funcions mg(e,8): (0, 1)2 — N que determinen la complexitat de la mostra
S per tal de garantir les condicions d’aprensibilitat PAC agnostica, aprensibilitat PAC i
convergéncia uniforme respectivament. Aixi doncs, se I'anomena versié qualitativa ja que
demostra lexisténcia d’aquestes funcions (i per tant, de les cotes sobre el nombre d’elements
a la mostra), pero no proporciona cap informacié sobre el valor de la complexitat. No
obstant, existeix una altra versié del teorema fonamental de 'aprenentatge estadistic, la
qual si que proporciona unes cotes inferiors i superiors a aquests valors; aquesta s’anomena
la versié quantitativa del teorema fonamental de ’aprenentage estadistic, i s’enunciara i
demostrara a continuacio:

Teorema 48. (teorema fonamental de ’aprenentatge estadistic; versié
quantitativa) Sigui H una classe d’hipotesis d’un domini X a {0, 1} (classiifcacio
binaria) i sigui la funcid de pérdua 0 — 1 la funcid de pérdua. Suposi’s que VCdim(H) =
d < oo. Aleshores, existeizen constants absolutes C1 i Co tals que:

1. H té la propietat de convergencia uniforme amb una complexitat de la mostra tal
que:
d +log(1/6)

Cld+10g(1/5) < UC 4

52 > my (57 5) < CQ

2. H és aprensible PAC agnosticament amb una complexitat de la mostra tal que:

d + log(1/9)
1=

d + log(1/9)
22

C .

< m’H(E,(;) < 02

3. H és aprensible PAC amb una complezitat de la mostra tal que:

1d+ 105(1/5) < mae, ) < C2dlog(1/5)5+ Iog(l/é).

C
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Malgrat pugui resultar d’interés la demostracié d’aquesta versié del teorema, donades
la seva extensio i la quantitat de resultats externs requerits, s’ha optat per ometre-la.
En qualsevol cas, si algun lector desitja veure aquesta prova, pot consultar-la al llibre
Understanding machine learning: From theory to algorithms. [1], entre les pagines 392 i
401.



Capitol 5

Una aplicacié practica; una cota de
generalitzacid en aprenentatge
profund

Al llarg dels capitols previs s’han introduit i desenvolupat tot un seguit de conceptes i
resultats matematics de I’ambit de I’aprenentatge automatic fins arribar al teorema fona-
mental de 'aprenentatge estadistic, del qual s’han vist dues versions; la versié qualitativa
i la versié quantitativa. No obstant, fins ara tan sols s’ha explorat aquest terreny des
del punt de vista de I’estudi teoric, essent un ambit clarament aplicat. Aixi doncs, en
aquesta ultima seccié de la memoria s’introduira un tema punter de recerca actual, aixi
com els conceptes que es requereixen per presentar-lo, i es possara de manifest la relacié
del mateix amb els resultats teorics obtinguts al llarg del treball.

El resultat de recerca que es preté discutir, aixi com les definicions i teoremes requerides
per la comprensié del mateix (les introduides a la seccié 5.2) esta extret de l'article On
Generalitzation Bounds for Neural Networks with Low Rank Layers dels doctors Andrea
Pinto, Akshay Rangamani i Tomaso Poggio; publicat a la revista Proceedings of Machine
Learning Research, 30 [2].

L’objecte d’estudi en qiiestié és acotar la complexitat Gaussiana de xarxes neuronals
de baix rang. Per tal de poder comprendre en detall el resultat que es presentara, convé
primer tractar tots els conceptes teorics indispensables.

5.1 Xarxes neuronals

Les xarxes neuronals (Neural networks) sén un model d’aprenentatge automatic modelat en
base al funcionament i estructura del cervell huma. A grans trets, a mode de idea general
abans d’entrar més en detall, les xarxes neuronals estan composades per un conjunt de
nodes, els quals estan organitzats en diferents capes que estan connectades contiguament
entre si (és a dir, els nodes de la capa i estan connectats amb els nodes de les capes i — 1 i
i+ 1), emulant les neurones del cervell huma.

Aquesta modelitzacié de les neurones va ser introduida per primera vegada per Warren
McCulloch i Walter Pitts a 'article A logical calculus of ideas immanent in nervous activity
[11].En aquest, es defineix la neurona com la unitat de calcul basica sobre la qual es
construeix una xarxa neuronal, replicant el funcionament de la seva homologa biologica.

41
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Es a dir, rep una informacié d’entrada (una sinapsi), efectua un calcul i aplica una funcié
no lineal sobre el resultat obtingut per tal de determinar la informacié de sortida. Aquesta
funcié no lineal és la denominada funcid d’activacid, que es denotara com ¢. Durant molts
anys, a fi de ser fidedignes al funcionament real de les neurones, la funcié d’activacié va
ser la funcié llindar; és a dir, la neurona emet o no una informacié de sortida en funcié de
si estimul rebut és suficient. No obstant, des de ja fa uns anys, per motius d’optimitzacio,
s’ha abandonat aquesta idea i s’ha reemplacat la funcié llindar per altre funcions no lineals;
un exemple faméds és la denominada funcié d’activacié ReLU.

La funci6 d’activacié es communa per tots els nodes de la xarxa, excepte pel nodes
de la ultima capa, i pot prendre multitut de formes diferents en funcié de la xarxa que
es vulgui construir. Pel cas que es vol estudiar en aquest treball, es tracta d’una funcié
linear a trocos i 1-Lipschitz.

Un cop vista la nocié intuitiva darrere d’una neurona, aixi com s’ha introduit el concepte
de funcié d’activacio, és hora de definir formalment que és un node.

Definicié 49: Sigui N una zarza neuronal. Un node (neurona) és una funcid
@ : R" = R definida com:

o(x) = (Z5(WXT), (5.1.1)

on x = (x1,...,xn) €s el vector que actua com la informacio d’entrada (“input”) que
rep el node, essent n la dimensid d’aquest vector; w = (w1, ...,wy) €s un vector de pesos
propi de cada node; i ¢ és la funcid d’activacid.

En una xarxa neuronal profunda els nodes s’agrupen en capes, les quals en conjunt
constitueixen la xarxa neuronal. Sigui N una xarxa neuronal, s’anomena capa ntimero 7 al
conjunt M; format per 1'i-essim grup de nodes que reben la mateixa informacié d’entrada
entre ells. En concret, la capa M;j esta formada per tots els nodes que reben com a
informacié d’entrada les propies dades que tracta la xarxa; la capa Mo per tots els nodes
que reben com a informacié d’entrada el vector de les informacions de sortida dels nodes
de la capa M i aixi successivament. Formalment:

Definicié 50: Sigui N una zarza neuronal. Es defineiz una capa com la funcidé
F :R* - R® de la forma:

F(x) = 6(Wx"),
on W = (w/, ...,wa)T € R ¢s la matriu de pesos d’aquesta capa, la qual estd
formada pels b vectors de pesos colocats en files dels b nodes d’aquesta capa. El terme
b € R indica la dimensio d’aquesta capa, és a dir el nombre de nodes que la formen. x és
la informacio d’entrada que rep la capa; si és la primera, aleshores x son els parametres®
de la dada concreta de totes les de la mostra que s’estigui processant en aquell instant; si
no €s la primera, aleshores x és el vector amb les informacions de sortida dels nodes de la
capa anterior.

Tal i com s’ha posat de manifest, cada capa rep com a informacié d’entrada la
informacié de sortida de la capa anterior; és a dir, definint la capa i-éssima com la funcié
F; : R™-1 — R™ la seva informacié d’entrada és la imatge de la funcié F;_1; on n;_1, n;

l¢s a dir, les coordenades del vector informacié d’entrada. En argot d’informatica es denominen

caracteristiques.
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sén el nombre de nodes de les cape i — 1, i respectivament. Aixi doncs, la operacié per
la qual les capes interaccionen entre elles és la composicié de funcions. Aquesta nocid
condueix a la definicié formal de xarxa neuronal de transmissié endavant (”feedforward”).

Definicié 51: 2 Sigui N una zarza newronal. Aleshores N es defineiz com una funcid
f:R™ — R™ de la forma:

F(%) = WLo(Wp 1 (. 6(Wix)...), (5.1.2)

on W; és la matriu de la capa i; ¢ és la funcio d’activacio; x és el vector de parametres
de la dada que esta tractant la xarza; en un instant donat; L és el nombre de capes que té
la xarza; ng, és la dimensid (nombre de nodes) de liltima capa i ng la dimensid de x, és
a dir el nombre de caracteristiques que tenen les dades que tracta la rarza.

Input Hidden Hidden Output
i-1 i

OO
OO0 O
o0

Figura 5.1: Esquema de les capes d’una xarxa neuronal

A la figura 5.1 es pot observar I'esquema general d’una xarxa neuronal i la distribucié
de les seves capes.

Tal i com es pot observar a (5.1.2), la xarxa neuronal simplement és el resultat d’aplicar
ordenadament totes les capes de nodes que la conformen. Ara que ja han sigut definits
formalment els conceptes de node, capa i xarxa, resulta convenient donar una idea intuitiva
sobre el funcionament de la mateixa. Un bon punt de partida és exposar els tipus de capes
que hi ha en una xarxa i com s’estructuren.

Existeixen tres tipus diferents de capes, la capa d’entrada, les capes ocultes i la capa de
sortida. En primer lloc, la capa d’entrada és la primera capa de nodes de la xarxa, els seus
nodes sén el que reben la informacié d’entrada (“input”); Aquesta informacié d’entrada
pren la forma d’un vector les components del qual sén les caracteristiques que es prenen

2Al veure la definicié de la funcié d’una xarxa neuronal, hom podria pensar que falta aplicar una tdltima
vegada la funcié d’activacid, en concret, aplicar-la també als nodes de 1'iltima capa de la xarxa. Aix{
doncs, es podria pensar que la deifinicié esta malament i la funcié hauria de ser de la forma:

fx) = ¢(Wrop(Wr-i(...0(Wix)...))).

No obstant, aixo no és veritat. Tal i com s’ha expressat just després de la definicié de funcié d’activacid,
aquesta és comuna a tots els nodes de la xarxa excepte els de 'iltima capa. Aix0 es deu que, donada la
forma d’algunes funcions d’activacio, si aquesta s’apliqués també als nodes de I'tltima capa, aleshores la
xarxa neuronal veuria molt restringit el rang de valors que pot retornar. Aixi doncs, generalment s’opta
per considerar la funcié d’activacié d’aquests nodes com la funcié identitat, obtenint aixi U'expressi6 (5.1.2).



5.1. XARXES NEURONALS 44

en consideracié de les dades amb les que es treballen. Per exemple, pel cas de problema
de classificacié binaria discutit al capitol 2 on un veterinari vol classificar exemplars d’una
nova especie de cavall segons si tenen sobrepés o no, les dades serien els exemplars d’aquesta
especie i les caracteristiques les seves mesures de longitut i pes. En segon lloc, les capes
ocultes son totes les capes intermitges entre la capa d’entrada i la capa de sortida; els
seus nodes reben com a informacié d’entrada la informacié de sortida proporcionada per
nodes de la capa prévia i emeten una informacié de sortida als nodes de la capa posterior,
els quals la rebran com a informacié d’entrada i aixi successivament. Aquesta informacié
d’entrada pren la forma d’un vector on cada component és la informacié de sortida d’un
dels nodes de la capa anterior. Finalment, la capa de sortida és I'ultima capa de nodes de
tota la xarxa; els seus nodes sén els que generen la informacié de sortida (“output”) que
retorna la xarxa.

Tot seguit, tal i com s’ha avancat previament, a fi de comprendre millor la naturalesa
de la interaccié entre els nodes de les diferents capes convé explicar que signifiquen els
vectors (i per tant les matrius) de pesos, aixi com les seves components. El vector de
pesos d’'un node indica quantitativament el grau “d’ importancia”que aquest node li
dona a cadascuna de les instancies de la informacié d’entrada que reb. Pel cas d’un
node de la capa d’entrada, la rellevancia que li assigna a cada parametre concret de les
dades que rep (tornant a ’exemple del zooleg, la importancia que li dona al pes i a la
longitut respectivament). Pel cas d’'un node d’una capa oculta o de la capa de sortida,
la importancia que li dona a la informacié de sortida de cada node de la capa anterior
respectivament. Aquesta importancia es reflecteix de la segiient manera; tal i com es pot
veure a (5.1.1), quan un node rep el vector amb la informacié d’entrada, multiplica cada
component del vector (cada parametre de les dades / la sortida de cada node de la cap
anterior) pel pes corresponent associat a aquella component d’acord al vector de pesos.
Finalment, suma tots aquests productes i s’aplica la funcié d’activacié a aquest valor. Aixi
doncs, en funci6 del factor multiplicatiu (component del vector pes) que s’hagi aplicat
a cada component de la informacié d’entrada, aquesta haura tingut un major o menor
impacte en el calcul del valor del terme al qual se li aplicara la funcié d’activacié.

Un cop vist a grans trets 'estructura i el funcionament d’una xarxa neuronal, hom
pot observar que el model descrit fins ara és un model estatic (és a dir, no s’actualitza
en base a l’experiencia) i preconstruit (elements com les matrius de pesos tenen els seus
valors inicialitzats al comencar el procés de classificacid). Aquestes caracteristiques xoquen
directament amb la idea d’un model d’aprenentatge automatic, ja que la funcié d’aquest és
poder resoldre cada cop millor un cert tipus de problema a mesura que va rebent nous casos
requerint el minim coneixement previ possible; pel cas de problema de classificacié que
s’esta estudiant en aquest treball, 'objectiu seria classificar correctament els elements del
domini que se li subministrin en base a una mostra d’entrenament previament classificada i
dotant al model d’un cert coneixement previ. Aixi doncs, és necessari introduir les nocions
de com s’inicialitzen i com s’actualitzen els valors de les matrius de pesos de la xarxa.

En primer lloc, pel que fa a la inicialitzacié dels valors de les matrius de pesos, existeixen
moltes tecniques diferents, cadascuna amb els seus avantatges i inconvenients, consistents
en inicialitzar tots els valors de les matrius segons algun criteri concret; alguns exemples
s6n la inicialitzacié constant (inicialitzar tots els valors a una constant, com per exemple
0) o la inicialitzacié aleatoria (seleccionar els valors segons alguna llei aleatoria, com una
distribucié gaussiana centrada en 0 i amb desviacié tipica o2) entre d’altres.

Per altra banda, pel que fa a 'actualitzacié dels valors d’aquestes matrius, cada cop
que la xarxa neuronal rep una nova instancia recalcula les matrius de pesos actualitzant-les
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fent servir metodes d’optimitzacié estocastica basats en subgradients. Hom pot pensar en
les noves matrius com:

W =Wy + AW,
on Wy és la matriu abans de la nova instancia i AW Dl'actualitzacié de la mateixa.

Referent a aquest apartat de I’actualitzacié dels valors de les matrius de pesos, per tal
d’optimitzar qiiestions referents als temps i complexitats de computacio, en el desenvo-
lupament del resultat que es pretén estudiar s’empra un procediment anomenat LoRA
(Low Rank Adaptation). Aquest model hipotitza que Pactualitzacié de la matriu té rang
intrinsec baix i es pot descomposar en el producte de dues matrius de rang molt menor.
Formalment, sigui Wy € R%** una matriu de pesos entrenada préviament d’una capa
d’una xarxa neuronal i AW la seva actualitzacid, es restringeix la seva actualitzaci
descomposant-la de la seglient forma:

Wo + AW = Wy + BA,

on B € R&*" A € R™F i el rang r << min(d, k).

Un cop feta aquesta introduccié al camp d’estudi on s’ubica el resultat que es vol
discutir, a la segiient seccid es presentara el problema que es preté abordar, s’introduiran
tots els conceptes i resultats matematics necessaris per tal de desenvolupar el teorema
desitjat i s’enunciara el mateix.

5.2 Presentacio del problema i del resultat

En primer lloc, fent una breu descripcié del problema, aixi com dels seus elements, es vol
entrenar models d’aprenentatge profund per tal de classificar elements d’un conjunt X C
R segons classificacions d’un conjunt ) C R®. L’objecte d’estudi sén xarxes neuronals que
es denotaran com fw(z) = Wrd(Wr_10(...0(Wix)...)) essent W; € R™*"i-1 la matriu
de pesos corresponent a la capa i de la xarxa i essent ¢: R — R una funcié d’activacié
1-Lipschitz que s’aplica coordenada a coordenada.

Definicié 52: Sigui L € N, es denota la classe de les zarzes neuronals de L capes
amb norma espectral i rang acotats com:

]:L = {fw(X) = WLgﬁ(WL_lgb(gf)(WlX))) | HWZHQ S BZ y rang(Wi) S ’l"l'}.

En la teoria de 'aprenentatge estadistic sovint es fa servir la complexitat Gaussiana
empirica per tal de computar cotes de generalitzacid. La complexitat Gaussiana mesura
la mida d’una classe de funcions F relacionant-la al conjunt d’imatges d’una mostra
S ={x1,..., X } 1 subseqilentment mesurant la seva amplitud Gaussiana.

Definicié 53: Sigui F una classe de funcions, sigui S = {xi, ..., &, } una mostra,
sigui v = {7}, una successid de variables gaussianes y; ~ N(0,1). Aleshores es defineizx
Uamplitud Gaussiana de la classe de funcions F com:

~

Gs(F) = % E, SHPZ”yz‘f(Xz‘)-

feFr

Fent un breu recordatori de ’apartat sobre funcions de perdua, donats un conjunt de
domini Z = X x ), donada una distribucié D sobre Z, donada una classe de funcions H,
donada una funcié h : X — ), h € H, donada una funcié de perdua £ : H x Z — RT i
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donada una mostra S = (21, ..., 2m) € Z™ es defineix la funcié de risc (Definicié 18) de h
com:

Lp(h) == E [¢(h.2)]

Y

I es defineix el risc empiric de h com:

m

Ls(h) = % Z g(h, ZZ').

=1

Pel model que s’esta emprant, la funcié h és la funcié de la xarxa neuronal fyww. Amb
aquests elements presents, és pot definir el concepte d’error de generalitzacid, el qual no és
altra cosa que la diferéncia entre la funcié de risc i el risc empiric.

Definicié 54: Sigui Z = X x Y un conjunt de domini, sigui D una distribucid sobre
Z, sigui S = {(z4,yi) }|~, una mostra d’elements de Z seleccionada i.i.d. segons D, sigui
fw: R¥ = R% un model, sigui g(z) = {(fw(x),y). Es defineix Uerror de generalitzacid de
g com:

E€gen = E [g(z)] - l Zg(zz))

z~D m “

Aquesta magnitud no és altra cosa que la diferéncia entre el rendiment d’un model de
prediccié (en aquest cas una xarxa neuronal) en les dades que ha rebut com a entrenament
i el seu rendiment en dades noves i desconegudes. Noti’s que, en termes de la notacié
emprada a la seccié 3.2, I'error de generalitzacid €4er, 10 és altra cosa que Lp(fiw)—Ls(fw).

El segiient resultat relaciona entre si els conceptes d’amplitud Gaussiana i d’error de
generalitzacié.

Teorema 55: Sigui H una classe d’hipotesis, sigui Z = X x Y un conjunt de domini,
sigui £ : H x Z — [0,1] una funcié de pérdua. Aleshores, per a qualsevol 6 > 0, amb
probabilitat major o igual a 1 — & sobre ’eleccio i.i.d. d’una mostra S de m elements de
Z, per a qualsevol g € H es compleiz:

Elg(a)] < -3 glm) + VIG5 (H) + || s,
=1

Passant al costat esquerra de la desigualtat el terme del sumatori s’obté:

1 — PN 9log(3)
Egen = Elg(z)] — - Z;Q(Zz‘) < V2rGs(H) + BT
1=
On s’observa la relacié préviament mencionada entre I’error de generalitzacié i 'amplitud

Gaussiana.

Ara que ja s’han introduit tots els conceptes necessaris per abordar el resultat que es
preté discutir, ja es pot fer la presentacié del mateix:

Teorema 56: Sigui Fp, la classe de les zarzes neuronals amb L capes, rang i norma
espectral acotades, amb una funcid d’activacio lineal per trogos 1-Lipschitz ¢.

Fr={fw(x) = Wrd(Wr_16(... 6(W1x)...)) | [[Will2 < B; , rang(W;) < r;}.
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L’amplada de la capa i és n;, per tant les dimensions de W; son n; X nj_1 amb
no = d. Sigui X = [z1,..., J},n]T e R™*? g matriu corresponent a la mostra de dades
S. Assumeizi’s que les dades estan totes acotades, amb maz; ||z;|| < R. La complexitat
Gaussiana de Fi, es pot acotar superiorment com.:

Gs(Fr) < Xl

L L
{(||W1||F\/7”71) [TCiwillz + Zcf_i022v27m|wz|m/77i} ;
1=2 1=2

m

on Cy, CE™" i Cy son constants, k; o (H?:L#i I Wj|]2> i 7 = minj<;(rang( Wj)) .

A més a més, també es poden acotar encara més les normes de Frobenius del teorema
anterior de la forma ||W;||r < y/rang(W;) ||[W;|l2 < /rB;; adicionalment, prenent

n = max;(n;) la maxima amplitud d’entre totes, es pot simplificar la cota de la complexitat

Gaussiana com:
L nh
O|CL B;RLr\| — | .

=1

No es reproduira la demostracié d’aquest teorema, si el lector desitja saber com es
demostra aquest resultat, pot consultar-ho a ’article Proceedings of Machine Learning
Research, 30 [2], entre les pagines 8 1 9 (Si bé cal consultar també les pagines de la 4 a la
7 per tenir constancia de tots els resultats previs i conceptes emprats).

Observacio: Aquest resultat és cert per a problemes de classificacié general; és a dir,
no noecessariament classificacié binaria. No obstant, també és cert per al cas concret de
classificaci6é binaria, el qual correspon a l’escenari on la capa de sortida esta composta
per una sola neurona que retorna com a informacio de sortida un 0 o un 1. Per tant, a la
proxima seccid es restrigira aquest resultat al cas de classificacié binaria per tal de poder
comparar-lo amb els resultats teorics presentats al llarg dels capitols 2, 3 i 4.

5.3 Discussid del resultat

Aixi doncs, el resultat anterior proveeix la segiient cota per 'amplitud Gaussiana:

L
~ In
< A -
Gs(Fr) SCLy | | B;RLr p

i=1
Recordant la relacié que s’havia vist anteriorment entre l'error de generalitzaci6 €gep i
I’amplitud Gaussiana Gg:

910g(%)
om

e <V2rGs(H) +

Aix{ doncs, ajuntant-ho amb aquest resultat, el teorema anterior ens proporciona la
segiient cota per a 'error de generalitzcaid €gep:

L In 9log(2)
Egen S V 27TCIL HBZRLT E + Wd
=1
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La qual, agrupant els termes v/ 27rC’{4 Hle B; R en una sola constant K, s’obté:

9log(2 L2r2 9log(2
5gen§KLr1/£+\/LQ):\/K’ U o8(3) (5.3.1)
m 2m m 2m

Si hom recorda la versié quantitativa del teorema fonamental de I'aprenentatge estadistic
(teorema 48), aquest diu que donada una classe d’hipotesis H d’un conjunt de domini Z a
{0, 1}, prenent la funcié de perdua 0—1 i assumint que VCdim(H) = d < inf; aleshores
existeixen unes constants absolutes C7, Cy tals que:

1. H té la propietat de convergéncia uniforme amb una complexitat de la mostra tal

que:

d+log(1l/6
1 2 <my (g,6) SC’QM

e2

2. H és aprensible PAC agnosticament amb una complexitat de la mostra tal que:

d + log(1/6) < d + log(1/6)
Ml - ol A ST PeY)

3. H és aprensible PAC amb una complexitat de la mostra tal que:

C1d+ log(1/9) < (e, ) < Czdlog(l/e) + log(l/é).

9 9

Parant atencié exclusivament a les cotes superiors i aillant I’error enlloc de la complexitat
de la mostra s’obtenen les segiients cotes superiors:

o #d%gwé)

1. Convergencia uniforme:

UC
My

2. Aprensibilitat PAC agnostica:

- \/Cdﬂgu/&

my

3. Aprensibilitat PAC:

< C2dlog(1/5) + log(l/é)‘

my

L’objectiu és comparar aquestes cotes amb (5.3.1). En primer lloc, analitzant la forma
de (5.3.1), es pot observar que el producte Lrn denota el nombre maxim de parametres
lliures que pot tenir la xarxa neuronal que s’esta estudiant; per tant, la preséncia de v L2r%n
a la cota indica que existeix una dependencia de la cota de I’error respecte el nombre de
parametres lliures del model. Analogament, analitzant ara les cotes proporcionades pel
TFAE, totes elles presenten una relacié entre I'error € i la dimensié VC d, la qual s’assumeix
dins la comunitat de I’aprenetatge automatic que guarda una relacié amb el nombre de
parametres lliures. Aixi doncs, les cotes obtingudes per ambdues vies manifesten una
dependencia respecte el nombre de parametres lliures, malgrat el tipus de relacié no sigui
el mateix. Observem que en els casos de la convergéncia uniforme i de 'aprensibilitat PAC
agnostica la cota de 'error és inversament proporcional a ’arrel de la mida de la mostra,
de la mateixa manera que ho és en la cota proporcionada pel teorema de I'article. A més
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a més, malgrat una diferéncia en les constants, també mostren una dependencia respecte
I’arrel del logaritme de I'invers del parametre de confianga é.

Per tant, si bé les cotes proporcionades pel TFAE i pel teorema de ’article s’han
obtingut per vies diferents, malgrat no siguin ben bé iguals tenen bastantes semblances
entre si en la seva forma i implicacions.

De fet, fent uns petits ajustos a ambdues cotes, aquesta semblanca i relacié entre d i
una combinacié de L, r i n queda més evidenciada. En primer lloc, aplicant la desigualtat
triangular a la cota de I’aprensibilitat PAC agnostica, i prenent C' = 2C, es té:

d + log( d + log(3 log(%
ES\/CHM \/C+0g<a>S Jor o [o!85) (539
m m 2m 2m

Per altra banda, definint K* := max(K’,9), es pot reescriure la cota del resultat de

Particle com:
1,272 9log(2 1,272 K*log(2
<[ [O108) [ LRtk %8(5) (5.3.3)
2m 2m 2m 2m

Es pot observar que ambdues noves cotes tenen la mateixa forma; ambdues estan
composades per la suma de dos termes de forma identica, essent el segon exactament igual
llevat d’una constant. Aixi doncs, fent eémfasi en el primer terme d’ambdues cotes, es pot
observar que tan sols difereixen en la constant i en el parametre del numerador. A la cota
(5.3.2), error estd acotat segons v/d, mentre que a la (5.3.3) lerror estd acotat segons
V' L2r2n . Aixi doncs, es posa de manifest que existeix una relacié de proporcionalitat
entre d i L?r?h. De fet, com que Lrh denota el nombre maxim de paramtres lliures del
model d’'una xarxa neuronal, vist que la dimensié VC esta relacionada amb una variacié
del producte d’aquests tres elements, es pot deduir que la dimensié VC guarda relacié
amb el nombre de parametres lliures del model considerat.

IN

Addicionalment, aquest resultat és de gran interés per raons de pragmatisme. En
primer lloc, la dimensié VC d és un parametre que depén implicitamnet del model (ja que
depén de la classe d’hipotesis H que s’hagi escollit) pero també depén de les dades que
s’estiguin tractant. Aixo es deu que, per la definicié d’una classe de funcions separant un
conjunt de punts, per tal de calcular la dimensié VC d’una classe de funcions sobre un
conjunt, cal proporcionar un conjunt de punts concret pels quals no es compleixi. A més a
més, la dimensié VC sovint és molt dificil de calcular, provocant que qualsevol cota que en
depengui sigui molt complicada de determinar amb certa exactitut. Per altra banda, els
termes n, r i L depenen exclussivament de la xarxa neuronal que s’estigui considerant,
aixi doncs no hi ha cap dependencia respecte les dades. Es podria argumentar que, ja que
les matrius de pesos es van actualitzant segons les dades que va processant la xarxa, el
rang de les matrius W, depén en certa manera de les dades i, per tant, també ho fa r. No
obstant, el rang d'una W; esta acotat pel rang maxim r d’entre totes les matrius de pesos,
el qual alhora esta acotat, en el pitjor dels casos, pel terme 7’ definit com:

r = sup (min(ni_l,ni))-
i€[L]

El qual ve fixat exclussivament per les mides de les capes i, per tant, per les carac-
teristiques de la xarxa neuronal. Aixi doncs, aquests tres termes sén independents de les
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dades i, per tant, també ho és la cota. A més a més, al ser parametres que venen fixats per
les caracteristiques de la xarxa que s’esta emprant, no suposa cap dificultat computar-los;
per tant, suposen un gran avantatge respecte la dimensié VC en termes pragmatics a
I’hora de calcular la cota.

Finalment, convé destacar que la relacié de d amb L?r?h denota que la complexitat de
I’espai d’hipotesis considerat (en el cas d’aquesta memoria, la classe d’hipotesis H) esta
relacionada amb el nombre de parametres lliures del model considerat.
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Conclusions

Al llarg d’aquesta memoria s’han introduit i desenvolupat tot un seguit de conceptes
i resultats matematics de I’ambit de ’aprenentatge automatic posant I’émfasi en els
problemes de classificacié binaria. En el transcurs, s’han obtingut un seguit de resultats
amb implicacions molt potents.

En primer lloc, arran del teorema NFL s’ha constatat que no existeix cap aprenent
universal; és a dir, en absencia de coneixement previ sobre el problema a resoldre, per a
cada aprenent concret (algoritme d’aprenentatge), existeix un problema (distribuci6 de
probabilitat sobre el producte del conjunt de domini pel conjunt de classificacions) tal
que per mostres d’entrenament d’una mida que no sigui gaire gran (menor a la meitat
de la cardinalitat del domini) aleshores ’aprenent fracassara (retornara una funcié de
prediccié amb parametres de precissié i confianca massa grans; en aquest cas 1/81 1/7
respectivament). Tot aix0 malgrat pel mateix problema existeixi un altre aprenent que si
que sigui capag de resoldre’l satisfactoriament sense necessitat de coneixement previ. Per
tant, la primera conclusié extreta en aquesta memoria és la inexistencia d’un aprenent
universal.

En segon lloc, com a conseqiiencia de la versié qualitativa del teorema fonamental de
I’aprenentatge estadistic s’ha posat de manifest que la finitut de la dimensié VC d’una
classe d’hipotesis H és condicié necessaria i suficient per tal que la mateixa sigui aprensible
PAC, aprensible PAC agnosticament i tingui la propietat de convergencia uniforme. Aixi
doncs, s’ha caracteritzat la condicié necessaria i suficient per tal de garantir les nocions
d’aprensibilitat que s’han estudiat al llarg de la memoria.

En tercer lloc, analitzant un resultat recent de recerca en I’ambit de ’aprenentatge
profund mitjangant xarxes neuronals, el qual proporciona una cota a l’error de generalitzacid
d’un model d’aprenetatge en funcié dels parametres d’una xarxa neuronal, s’ha observat
que la cota proporcionada a l’article en qiiestié és coherent i es comporta de manera
raonablement similar a les cotes que proporciona la versié quantitativa del teorema
fonamental de I’aprenentatge estadistic.

Finalment, com a linia a seguir després d’aquest treball, la continuacié natural d’aquest
estudi és abordar la qiiesti6 de la minimitzacié del risc estructural (”Structural Risk
Minimitzation”o SRM), la qual fa referéncia a establir preferéncies dins de les hipotesis
d’una classe H.

o1
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