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Abstract

This Final Degree Project focuses on the theoretical study of mathematical models
used in portfolio theory with the aim of understanding the mathematical and financial
foundations that underpin them.

In particular, several key models are introduced and analyzed: the Markowitz Model,
focused on the construction of efficient portfolios; the Capital Asset Pricing Model, which
describes the relationships between risk and expected return; the Arbitrage Pricing Model,
based on multiple risk factors; and the Black-Litterman model, which integrates Bayesian
methodologies to achieve optimal asset allocations.

Resumen

Este Trabajo de Fin de Grado aborda el estudio tedérico de modelos mateméticos
utilizados en la teoria de carteras con el fin de entender las bases matematicas y financieras
que los rigen.

En concreto, se introducen y analizan varios modelos clave: el Modelo de Markowitz,
enfocado a la construccién de carteras eficientes; el modelo CAPM, que examina la relaciéon
entre riesgo y retorno esperado; el modelo APT, basado en factores multiples de riesgo;
v el Modelo de Black-Litterman, que integra metodologias bayesianas para lograr una
asignacién éptima de activos.
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1. Introduccion

El proyecto

La teoria moderna de carteras (MPT) o andlisis de media-varianza es una teoria de
inversién que estudia cémo maximizar el retorno y minimizar el riesgo mediante una ade-
cuada eleccién de los componentes de una cartera de activos. Fue originada por Harry
Markowitz a mediados del siglo XX. A lo largo de los anos, las técnicas encargadas de op-
timizar las carteras y los elementos que componen dichas técnicas han ido evolucionando,
cosa que ha permitido que este ambito de las matemadticas financieras haya experimentado
una mejora sustancial. La importancia de la gestion de carteras y la valoracion de activos
en el mundo financiero han permitido el surgimiento de distintos modelos que, aplicados
a los distintos mercados financieros, permiten a los inversores saber cuales son aquellas
carteras Optimas y eficientes del mercado.

Como hemos mencionado, fue Harry M. Markowitz quién senté las bases mediante un
modelo basado en la diversificaciéon de los activos del mercado. Este modelo utiliza las
correlaciones entre dichos activos para maximizar los retornos esperados dado un nivel de
riesgo minimo, encontrando asi carteras eficientes en términos de media y varianza. Me-
diante la diversificaciéon, lo que se pretende hacer es distribuir el riesgo entre los distintos
activos para asi poder obtener una cartera con un mayor rendimiento global.

Durante los anos sesenta, William Sharpe amplié el trabajo de Markowitz introdu-
ciendo el Capital Asset Pricing Model (CAPM), cuyo objetivo principal es proporcionar
una herramienta para estimar el rendimiento esperado de cada activo financiero. Esto
lo obtuvo mediante la introduccién de un activo libre de riesgo en el mercado, cosa que
permite calcular la prima de riesgo tanto de los distintos activos como del mercado. Para
cuantificar el rendimiento esperado de cada activo, se tiene en cuenta su nivel de riesgo sis-
tematico en relacion con el mercado en general, introducido mediante un tnico coeficiente.
Diez anos mas tarde, Stephen Ross utilizé el modelo CAPM como base de su modelo: Ar-
bitrage Pricing Theory (APT). Se describe como un modelo multifactorial que ofrece una
mayor flexibilidad a la hora de describir los diferentes riesgos que pueden afectar a un
activo, gracias a la incorporacion de distintos factores macroeconémicos o especificos de
cada mercado, a diferencia del CAPM que supone un tnico factor de riesgo.

En los anos noventa, Fischer Black y Robert Litterman presentaron su modelo de op-
timizacién de carteras que surgié como una solucién a los desafios practicos a los que se
enfrentaban los inversores al implementar los distintos modelos desarrollados anteriormen-
te en situaciones del mundo real. Este modelo combina los datos objetivos que ofrece cada
mercado con las opiniones que puede tener cada inversor sobre los rendimientos futuros
de diferentes activos. La estadistica bayesiana juega un papel clave a la hora de combinar
los datos implicitos del mercado con las opiniones subjetivas, teniendo en cuenta también
cuéles son las opiniones sobre las que el inversor estd mas seguro.

El objetivo principal de este trabajo es estudiar, explicar y comparar estos cuatro mo-
delos desde un punto de vista tedrico, en el que se destacan sus fortalezas y limitaciones.
Mas alld de su relevancia histérica, se busca analizar como cada modelo aborda los re-
tos clave de la gestién de carteras, y qué factores determinan su idoneidad en distintos
escenarios.



Estructura de la Memoria

La memoria esté estructurada en seis apartados bien diferenciados.

Primero se definen unos conceptos previos, tanto financieros como mateméticos, ne-
cesarios para entender mejor lo que se explica a lo largo de todo el documento. Se han
utilizado los recursos [1], [2] y [3].

A continuacién se encuentra el primer modelo, el modelo de Markowitz, que culmina
con el célculo de la frontera eficiente. Se han utilizado las referencias [6] y [8].

Tras establecer la frontera eficiente en el modelo de Markowitz, pasamos al modelo
CAPM, que permite introducir las lineas del mercado de Capitales y de Valores, junta-
mente con el cdlculo de la Cartera de Mercado, haciendo uso de las referencias [12] y
[13]. Como ampliacién del CAPM, en el siguiente apartado, se encuentra el modelo APT,
descrito en [15].

Finalmente, encontramos el modelo de Black-Litterman para el cual se ha utilizado
principalmente la referencia [17], complementada con [18], [19] y [20].

El dltimo apartado recoge las conclusiones generales.
Las referencias bibliograficas siguen el orden de aparicién en el trabajo.

En todo momento se ha intentado mantener un tono formal y coherente, intentando
simplificar su formulacién para poder explicar cada modelo de una forma clara y precisa.



2. Conceptos previos

Antes de empezar con el marco tedrico del trabajo, es necesario destacar y senalar
distintos conceptos y definiciones, tanto financieros como matematicos, que haran de su
conocimiento una mayor y mas clara comprensién.

Definicion 2.1. Un activo financiero es un instrumento que representa una forma de
propiedad o un derecho contractual sobre un valor econémico. Estos activos son compra-
dos, vendidos o negociados en los mercados financieros y tienen el potencial de generar
INGresos 0 ganancias para Sus propietarios.

Los activos financieros estan caracterizados por la liquidez, el riesgo y la rentabilidad:

= Liquidez: es la cualidad de un activo para ser convertido en dinero efectivo de forma
inmediata sin pérdida significativa de su valor.

= Riesgo: es la incertidumbre sobre la evolucion del precio de un activo, e indica la
posibilidad de que ofrezca un rendimiento distinto al esperado.

= Rentabilidad: es la capacidad de un activo para generar ganancias o rendimientos
para el inversor.

Definicion 2.2. Un activo libre de riesgo es aquel que tiene una rentabilidad conocida
de antemano y presenta una volatilidad nula, manteniendo su valor inalterable en el tiem-
po. Su rentabilidad, igualmente, se considera como el valor minimo que puede obtenerse
en el mercado.

Definicion 2.3. Los valores financieros son instrumentos financieros que representan
los activos. Estdn vinculados a derechos de dividendos, pagos de intereses o reembolso de
capital. Representan derechos parciales del propietario sobre cierta sociedad (acciones) o
algun titulo de crédito u obligacion con caracteristicas y derechos estandarizados.

Definicion 2.4. Una inversion es el proceso de comprar activos con el objetivo de
que aumenten de valor con el tiempo y proporcionen rendimientos en forma de pagos de
ingresos o de ganancias de capital. En el caso de las inversiones financieras, estas se
refieren a las operaciones que se hacen en valores como acciones, bonos, letras de cambio,
depdsitos bancarios y otros instrumentos financieros.

Definicion 2.5. Una cartera de inversiones es el conjunto de activos financieros que
posee un individuo o entidad. Pueden ser acciones, bonos, divisas, etc., que el inversor va
comprando, vendiendo o conservando a lo largo del tiempo que mantiene su inversion.

Definicion 2.6. La gestion de carteras de inversion es un proceso de combinacion
de activos en una cartera disenada segun las preferencias y mecesidades del inversor,
sequimiento de la evolucion de dicha cartera, y evaluacion de sus resultados.

Los criterios bajo los cuales se rige la gestion de carteras tratan de crear un sistema
que sea compatible con los objetivos del inversor, ya que se ha de tener presente que todo
inversor estd dispuesto a conseguir la maximizacion de su patrimonio, pero no todos estan
dispuestos a asumir el mismo nivel de riesgo. Asi pues, existen diferentes tipos de inversores
segun su aversién al riesgo: inversores agresivos, aquellos que estan dispuestos a asumir
riesgos y buscar rendimientos potencialmente elevados, inversores moderados, buscan



un equilibrio entre riesgo y beneficio, e inversores conservadores, que dan prioridad a
la preservacion del capital y son reacios al riesgo sustancial.

Una vez hemos definido los principales conceptos financieros que vamos a necesitar
durante todo el trabajo, ahora, vamos a explicar la base matematica necesaria para poder
llevar a cabo una comprensién éptima.

Consideremos el espacio de probabilidad (€2, F,P), donde 2 es el espacio muestral,
cuyos elementos llamaremos escenarios, F es una o-algebra de subconjuntos de 2, y P
es una funcién de probabilidad. Cuando €2 es finito, @ = {w,...,wy}, sea F = P(Q)
tal que para cada i € {1,...,n}, w; € F, definimos la funcién de probabilidad como:
P:F —[0,1] tal que P({w;}) = pi, donde w; € Q. Se cumple que y ;" p; = 1.

Para nuestro modelo, asumiremos que tenemos tnicamente dos momentos: el momento
inicial t=0, y el momento final t=1. Cada activo a; tiene un valor inicial V; ¢ (conocido)
y un valor final V; ; donde V; 1 : 2 — [0, +00) es una variable aleatoria.

Observacion 2.7. Tenemos que estar seguros de que no haya valores negativos para la
variable aleatoria V; 1 ya que, desde el punto de vista econémico, no tiene sentido tener
precios negativos. Esto significa que la imagen de V;; tiene que ser [0,+00), por lo que
se cumple P(V;1 > 0) = 1.

Definicion 2.8. Una cartera de valores consiste en un conjunto de activos aq, ..., an €n
una cierta proporcion. Formalmente, definimos una cartera de valores como una n-
tupla ordenada de nimeros reales © = (01, ...,0,,), donde 0; es el nimero de unidades del
activo a;.

Observacion 2.9. Observamos que si 0; es negativo, entonces la cartera tiene una posi-
cién en corto en el activo a;.

Definicion 2.10. El retorno del activo a; es una variable aleatoria R; : & — R definida
como:
R — Vi1 — Vz‘,o_
Vio
Definicion 2.11. Por la linealidad de la esperanza, el retorno esperado del activo a;
estd definido como:
EWVi1) —Vio

E(F:) = Vio

Notacién 2.12. Notaremos a partir de ahora, p; = E(R;).

El concepto de riesgo financiero se puede explicar de varias maneras. El més bésico
y comunmente utilizado es el que se refiere al riesgo como la incertidumbre del valor
final puesto que es desconocido. Esta incertidumbre se entiende como la dispersion sobre
un punto de referencia. El candidato natural para el punto de referencia viene dado por
la esperanza matematica. Esta dispersion se mide con la varianza, que tiene en cuenta
dos aspectos del riesgo: la distancia entre los posibles valores y el valor esperado, y la
probabilidad de alcanzar los distintos valores posibles.

Definicion 2.13. Como medida de riesgo, nos referimos a la varianza del retorno,
que viene dada por:

Var(R;) = E((Ri — 1:)*) = E(R}) — pi = E(R?) — E(Ry)*.



Definicién 2.14. Tenemos en cuenta también la desviacion estandar \/Var(R;), que
denotaremos por ;.

Cuando consideramos el riesgo de una inversién, debemos tener en cuenta tanto la
esperanza como la desviacién estandar del retorno. Dada la eleccién entre dos valores
financieros, un inversor racional, si puede, escogera el que tenga un mayor retorno esperado
y una menor desviacién estandar, lo que significa un menor riesgo.

Definicion 2.15. Diremos que un valor con retorno esperado py y desviacion estdndar oy
domina a otro con retorno esperado pg y desviacion estdndar oo si: 1 > p2 y o1 < 09.

En la teoria de carteras, usaremos el plano (o, ft,), més en concreto, la parte superior
derecha puesto que la desviacién estdndar (o) es no negativa. Cada valor financiero estara
representado por un punto en el plano.

Definicién 2.16. Dado un conjunto A de valores financieros en el plano (o, thy), consi-
deramos el subconjunto eficiente como el subconjunto que contiene todos los elementos
maximales con respecto a la relacion de dominancia.



3. Modelo de Markowitz

Harry M. Markowitz establecié la Teoria Moderna de Carteras el afio 1952 en su tesis
doctoral titulada Portfolio Selection (ver [4]). Posteriormente, amplié sus resultados en
el libro Portfolio Selection: Efficient Diversification of Investments publicado en 1959
(ver [5]). Casi cuarenta anos después de la primera publicacién sobre el tema, Markowitz
recibié el Premio Nobel de Economia en reconocimiento a su trabajo pionero en la teoria
de la economia financiera.

El aporte clave del modelo de Markowitz fue su descripcién del impacto de la diversi-
ficacién en una cartera, analizando como el niimero de activos y su relaciéon de covarianza
afecta al riesgo y rendimiento de la misma. Este enfoque considera que el riesgo de una
cartera no depende solo de los riesgos individuales de cada activo, sino también de la
relacién de covarianza entre ellos.

Su modelo muestra cémo distribuir un capital inicial entre una colecciéon de activos
con riesgo para crear una cartera eficiente. En concreto, la pretensiéon inicial es obtener
una cartera con el minimo riesgo para una rentabilidad esperada dada o una cartera
con la méaxima rentabilidad para un riesgo dado. Por lo tanto, en este modelo existen
dos elementos esenciales: rentabilidad esperada y riesgo. El modelo de Markowitz esta
planteado puramente desde la éptica del inversor individual y no entra en cuales son las
consecuencias de su utilizacién para el conjunto del mercado.

3.1. Hipodtesis y suposiciones

En esta seccién, vamos a resumir las principales hipétesis y suposiciones sobre el com-
portamiento de los inversores y el mercado financiero bajo los que H. M. Markowitz
construyé su Teoria de seleccion de carteras.

= Inversores: todos los inversores son racionales, es decir, buscan maximizar los retor-
nos mientras, a la vez, intentan minimizar los riesgos. Unicamente estan dispuestos a
asumir mayores riesgos si estos estdn compensados por mayores retornos esperados.

= Acceso a la informacién: la informacién sobre todos los activos es precisa y estd
disponible al alcance de todos los inversores de manera gratuita.

= Eficiencia: el precio de los valores de los activos financieros se ajustan rapidamente
a la nueva informacion, de modo que su precio actual refleja toda la informacién
conocida que puede afectar al activo, incluyendo datos del pasado y expectativas
sobre su comportamiento futuro. Asi pues, los mercados son perfectamente eficientes.

» Liquidez: cualquier nimero de unidades de un activo pueden ser compradas y ven-
didas rapidamente.

= Costes de transaccion e impuestos: son negligibles comparados con el valor de las
transacciones, por lo que los podemos ignorar. Lo mismo pasa con los impuestos.

Una vez que hemos hecho todas las suposiciones que contempla el modelo, vamos a
empezar a construirlo.



3.2. Carteras de n activos

Sea una cartera de inversién formada por n activos (ai, ..., a,). Es habitual medir la
cantidad de un activo en una cartera por su valor porcentual.

Definicion 3.1. El peso w; del activo a; es el porcentaje de su valor contenido en la
cartera de valores en el momento t=0, que es:

AZN)
> 0iVio

J=1

Ww; =

Observacién 3.2. Notamos que la suma de los pesos siempre serd 1: wi + ... + w, = 1.

Definicion 3.3. El retorno de la cartera estd definido como la suma ponderada de los

retornos de cada activo:
n
Rw = E ZUZRZ
i=1

Definicion 3.4. Dado que los retornos individuales, generalmente, no son independientes,
la varianza de la cartera, o lo que es lo mismo, el riesgo, viene dado por:

n n n n n
O’Z} = Var(ZwiRi) = Z wiijov(Ri, Rj) = ZZwiwjpijaiaj,
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
donde Cov(R;, Rj) = o045 es la covarianza de R; y Rj, y pij = :i;jj es el coeficiente de

correlacion.

Observacién 3.5. El coeficiente de correlacién oscila entre —1 y +1. Un valor menor que
0 indica que existe una correlacién negativa, es decir, que las dos variables estan asocia-
das en sentido inverso. Cuando es exactamente -1, significa que tienen una correlacién
negativa perfecta. Lo mismo aplica para un valor mayor que 0. Un valor mayor que 0 in-
dica que existe una correlacion positiva. En este caso, las variables estarian asociadas en
sentido directo. Un valor exacto de +1 indicaria una relacion lineal positiva perfecta. Una
correlacion de 0, o proxima a 0, indica que no hay relacién lineal entre las dos variables.

Definicion 3.6. La desviacién estdndar de la cartera, también llamada volatilidad,

€S’

2

Ow =\ 04

Observacién 3.7. Un activo tiene riesgo si o; > 0 y es libre de riesgo si o; = 0.

Definicién 3.8. El retorno esperado de una cartera (1,,) es el valor esperado del
retorno de la cartera:

1=1 i=1 =1

Los pesos de los activos de la cartera los podemos escribir mediante el vector:

w1

Wn,



Denotamos por e al vector n-dimensional:

1
Asi pues, como wq + ... + w, = 1, tenemos que:
¢

w'e=1.

Denotamos también el vector de los retornos esperados:

K1
r= : ,
Hn
v la matriz de covarianza:
011 012 - Olp
021 022 -+ O2p
V= )
Onl On2 - Onpp

donde
05 = COU(Ri,Rj) = 0jj-.

Notamos que o;; = af es la warianza de R;. Observamos también que la matriz V es

simétrica y semidefinida positiva. Suponemos que los activos no son redundantes, es de-
cir, no hay ninguna combinacién lineal exacta entre ellos, que no estdn perfectamente
correlacionados y que hay suficientes datos historicos para estimar la matriz; asi pues, V
es definida positiva y por lo tanto invertible.

Teorema 3.9. Sea R, el retorno de una cartera, entonces el retorno esperado i, =
E(Ry) y la varianza 02 = Var(R,,) de una cartera, dados los pesos w, son:

o = W'T, (3.1)
o2 = w'Vw. (3.2)

Demostracion. La féormula de p,,, por la linealidad de la esperanza matematica, tenemos

que es:
ey = E(Ry) = E(Z wiRz) = Z w;E(R;) = Zwiﬂi = whr.
i=1 i=1 i=1
Para o2 usamos la bilinealidad de la covarianza, y que Cov(R;, Rj) = 0

a?u =Var(Ry) = Cov(Ry, Ry) = Cov(ZwiRi,ijRj) = Z Wiw;oi; = WV w.
i=1 j=1 ij=1

O



3.3. Frontera Eficiente

Tal y como hemos mencionado antes, los inversores son aversos al riesgo, puesto que
Unicamente estdn dispuestos a asumirlos si estan compensados con mayores ganancias
potenciales, es decir, mayores retornos esperados. Es razonable suponer que los inversores
estan interesados Uinicamente en carteras eficientes.

Definicion 3.10. Una cartera eficiente es aquella que tiene simultdneamente los acti-
vos con el menor riesgo posible para un retorno esperado dado y el mayor retorno esperado
para un cierto nivel de riesgo. Es decir, es aquella cartera que contiene el subconjunto efi-
ciente de valores financieros en el plano (o, fiy)-

Definicion 3.11. Al conjunto de todas las carteras eficientes se le conoce como frontera
eficiente.

La frontera eficiente contiene infinitas carteras eficientes y cada una representa dife-
rentes equilibrios entre el riesgo y el retorno esperado.

Vamos a calcular la frontera eficiente de una cartera de n activos, sin restricciones
sobre la venta en corto de activos.

Observacion 3.12. Cuando no se permite tener una posicién en corto en activos, la fron-
tera eficiente es analiticamente mas compleja y normalmente se presenta usando graficas
analiticas.

Supongamos que para cualquier cartera de n activos, todos tienen riesgo (o; > 0), los
retornos esperados, los riesgos y los coeficientes de correlacién son conocidos y fijos, no
hay retornos esperados idénticos(u1 # ... # pn), riesgos idénticos (o1 # ... # o0,,) ni corre-
lacion perfecta (p;; # £1 Vi # j) y suponemos también que se permiten ventas en corto
infinitas (—oo < w; < oo Vi). En el momento t=0 disponemos de una cantidad de dinero
Vw,0 para comprar n activos con riesgo. Nuestro objetivo es formar una cartera eficiente
mediante estos activos, es decir, una cartera con el minimo riesgo para un determinado
retorno esperado y cuyo retorno esperado es maximo dado un nivel de riesgo. En otras
palabras, debemos determinar el porcentaje de nuestro capital inicial disponible (Vy,0)
que asignamos a cada activo para obtener una cartera eficiente, es decir, tenemos que
calcular el vector de los pesos de los activos de la cartera.

Introducimos los siguientes valores que nos ayudaran a simplificar los calculos:

A=¢eVle>0,

B =1tV le,

C=r'v1r >0, (3:3)
AC — B* > 0.

Introducimos también dos propiedades ttiles que aplicaremos mas adelante. Dada una
matriz A € R™ " y un vector & € R" el gradiente y la Hessiana de xt Az son:
O(xt Ax)
ox

0? (2t Ax)

—(A+ Az
(A+ Az OxOzt

= (A+ A, (3.4)

Primero necesitamos encontrar la cartera con el menor riesgo para un determinado re-
torno esperado. Entonces consideramos todos los posibles retornos esperados de la cartera



para obtener el correspondiente conjunto de carteras de riesgo minimo, o lo que se conoce
también como carteras de minima varianza. El conjunto de todos esos pares de retornos
esperados y riesgo de carteras forma la rama superior de una hipérbola horizontal. De-
bemos debatir que la parte de la rama desde el vértice hacia la parte superior forma la
deseada frontera eficiente.

Vamos a detallar lo que hemos descrito; buscamos un vector de pesos de la cartera w
que resuelva el problema siguiente:

Problema I: Minimizar o2 = w'Vw (3.5)

Sujeto a wle=1 y W' = piy. (3.6

Observacion 3.13. Notamos que para n > 3, no hay un tnico vector de pesos que

resuelva el problema, dado que tenemos 2 restricciones con n incégnitas. En realidad, hay

infinitas soluciones w que satisfacen las restricciones (3.6) y, por lo tanto, existen infinitos
riesgos asociados a fiy,.

Queremos a demostrar que existe un unico vector de pesos de la cartera w = w* que
genere el menor riesgo de la cartera dado u,. Es analiticamente mas sencillo resolver el
siguiente problema de optimizacién:

WV w

Problema II: Minimizar f.(w) = , donde ¢ > 0, (3.7)
c

Sujeto a we=1 y whr= . (3.8)

Observacién 3.14. Ambos problemas tienen el mismo conjunto de soluciones. Es decir,
los pesos w que resuelven el Problema I, también resuelven el Problema II. Dado que
minimizar la funcién definida por (3.7) es equivalente a minimizar la funcién (3.5) dado
que c es una constante positiva y no afecta el orden de optimizacion.

Observacién 3.15. Es suficiente considerar el Problema II con ¢ = 2, lo cual nos ayudara
a realizar los cdlculos ya que f.(w) es una funcién cuadrética.

Asi pues, la equivalencia de ambos problemas es un simple ejemplo de obtener la
solucién deseada primero identificando la equivalencia matematica de los dos problemas
de optimizacién y entonces resolviendo el problema mas sencillo de los dos, que en este
caso es el Problema II, dado que el uso de ¢=2 hace que las derivadas parciales sean mas
simples y los sistemas lineales derivados sean maés ficiles de manejar.

Dado que las restricciones son igualdades, la herramienta para solucionar este problema
es el método de los multiplicadores de Lagrange. A continuacién enunciaremos el Teorema
de los multiplicadores de Lagrange, cuya demostracién se puede encontrar en [7].

Teorema 3.16. (Multiplicadores de Lagrange) Sean f,g; : A CR" - R, 1 <i <
m <n, ACR" abierto, tales que f,g1,...,9m € C1(A). Sea:

D={zeA:g(x)=0, 1<i<m}.

Sia € Dy f(x) > f(a) para todo x € D N B(a,r), entonces existen Ao, A\, ..., Am € R,
no todos nulos, tales que:

AV f(a)+ > AiVgi(a) =0,
=1
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es decir,

of 9y .
)\08]()+,E Aig=—(a) =0 j<n

Si ademds los vectores Vg;(a), 1 < i < m, son linealmente independientes, podemos elegir
Ao = 1.

Observacién 3.17. Para problemas de optimizacién con restricciones de desigualdades,
se usa el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker.

En este caso, la funciéon de Lagrange es:

L(w, ) = fa(w) + M (1 — w'e) + Ao (pew — w'r) = fa(w) + Nh(w),

donde los multiplicadores y las restricciones son dadas por:

() mer= (i) = (un)

Por (3.4) y dado que la matriz V es simétrica, tenemos que:

%(w, A)=Vw—Ae— Aaor (3.9)
oL
87(00, A) = h(w) (3.10)
0?L

El teorema de los Multiplicadores de Lagrange dice que w* es una solucién del Problema
IT si y solo si existe un par (w*, \*) dnico, que satisface las siguientes ecuaciones:

0L, o (s
SN =0 (3.12)
0L, . o
S wHA) = (3.13)
2

at <aiait(w’ )\)>x >0 (3.14)

para cada = # 0, z € R" tal que:

oh t
0= (Gae)) = e =~ oo 22)

0= %( ) tm——ta:——( ry+ e+ )
= wa =—pxT=—(1r UnTy ).

En otras palabras, el conjunto de soluciones del Problema II se corresponde al conjun-
to de soluciones de (3.12)-(3.14) Tenemos que demostrar que este sistema de ecuaciones
tiene una solucién tnica (w*, A*). Usando el Teorema de los Multiplicadores de Lagrange,

11



obtenemos una solucién Unica w* del Problema II, que dada la equivalencia entre pro-
blemas, también es solucién tnica del Problema I. Para obtener las soluciones (w*.\*),

primero podemos observar que (3.14) es trivial dado que por (3.11) la matriz Hessiana:

%(w, A) =V, y V es definida positiva. A continuacién, buscamos los pares (w*, A*)

que satisfacen (3.12). Sea:
«_ (M
= ()

La ecuacién (3.9) muestra que (3.12) es equivalente a:
Vw* = Ae+ Aor.
Multiplicando por V~! a ambos lados de la ecuacién (por la izquierda) obtenemos:
W= NV le £ NV (3.15)

Usando las propiedades de la transposicién de un producto ((AB)! = B'A!) y dado que
la matriz V es simétrica, cosa que implica que su inversa también lo es, podemos escribir
la ecuacién anterior como:

(Wt = eV Nty L (3.16)

Dado que (w*, \*) resuelve (3.12), necesitamos que también resuelva (3.13). Pero tenemos
que esta ecuacién es equivalente a las dos restricciones (3.8) que son lineales respecto al
vector de los pesos, por lo que por (3.16) son lineales respecto a los multiplicadores:

Usando los valores A, B, C, previamente definidos, las ecuaciones anteriores se pueden
escribir como:

1= (w*)fe=ANjA+ \;B, (3.17)
o = (W) = NiB 4+ \5C. (3.18)

Observacién 3.18. Notamos que B = r!V~le = ¢!V, dado que B es un escalar.

Podemos escribir las ecuaciones anteriores en forma matricial:
A B ATy (1
B ) \x) 7

g g), tenemos que det(K) = AC — B? > 0, por lo que tenemos que K es

invertible. Asi pues, obtenemos una solucién uinica para los multiplicadores de Lagrange:

(@)Dt (G D) o

Sea K =

donde:
)\*:C_/J'wB )\*:Aﬂw_B
' AC-BY 27 AC - B?
Dado que cada \* esta asociado a un tnico vector de pesos de la cartera, w*, lo calculamos
mediante (3.15):
= (et o) o
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Definicion 3.19. Llamamos a w* el vector de los pesos de la cartera de minima
varianza con retorno esperado [i.

En resumen, hemos encontrado un par tinico (w*, \*) que satisface las ecuaciones (3.12)
y (3.13), y que automdticamente satisface también la ecuacion (3.14) dado que la matriz V'
es definida positiva. Entonces, por el Teorema de los Multiplicadores de Lagrange tenemos

que el vector w* es una solucién tnica del Problema II, o equivalentemente del Problema
I.

Habiendo calculado el vector w* podemos determinar la frontera eficiente:
La varianza de la cartera, asociada con el retorno esperado p,, es:
o2 (W) = (W)Vw* = (WHVNV e + V)
= A ((W")'e) + A3 ((w")'r)
= AT + A ptu,

dado que (w*)fe =1y (W*)'7 = 4.

Sustituyendo los valores de los multiplicadores de Lagrange dados por la ecuacién (3.19),
obtenemos que:

2 __ A:U’121)_2B,U*w+c
W AC — B2
Para identificar el gréafico definido por (3.21), completamos el cuadrado del numerador
para obtener:

o (3.21)

) A B\? 1
w=go—p\M 1) ta (3:22)

Asi pues, tenemos que esta ecuacién es equivalente a la rama derecha de la siguiente
hipérbola del plano (o, ty):

0% (=)
U (329
A A2

Definicion 3.20. La cartera de minima varianza es aquella que se encuentra en el
punto critico de la hipérbola (3.23).

Teorema 3.21. La wvarianza, afm-n, el retorno esperado, lmin Y €l vector de los pesos,

Wmin, de la cartera de minima varianza son:

1 B V-le
U?m’n = Za Hmin = Z, Wmin = T (324)

Demostracion. Dado que la ecuacién de la hipérbola (3.23) es equivalente a la férmula de
la varianza (3.22), usamos esta tltima para calcular 02,;,., fmin. Por (3.22) tenemos que:

02—714 —E 2+l
wT ac—p2\" T 4 A

asf pues, buscamos un valor minimo de o2, dado un valor fu,:

o2, _0 o 2Au, — 2B

B
Oprw Ac—pr TV T =g
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Vemos si es un minimo:
o*cZ 24 -
ouZ — AC — B?

0,

dado que A > 0y AC — B? > 0, podemos afirmar que es un minimo. Asi pues, tenemos
que:

Hmin = Z Y Omin = A
Para encontrar el vector de los pesos, wpmn, sustituimos fm, en la ecuacion (3.20):

C-E2B\__, AB BN\ | Vle
szn—<M>V €+<M)V T S Wmin = 1

O

Dado que los inversores no estan interesados en una cartera con retorno esperado
negativo, suponemos que fyin > 0 cosa que implica que B > 0.

La porcién de la rama de la hipérbola desde el punto critico hacia la parte superior
forma la frontera eficiente:

Ap2, — 2By, + C B
Mn_{(awaﬂw):aw_\/ . Ho & M 2 }

AC-Br M= 4
o2 (=5 B
:{(Uwaﬂw)ff”—(jcéé):1,0w>0,,uw2A .
) AC—B<

A2

Pw

.

Ow

Figura 1: Frontera eficiente y cartera de minima varianza.

El conjunto de los pesos de los vectores que forman la frontera eficiente M,, es:

C—puwB\,.,_; Apy — B 1 B
- : - A D2 i A Do L wzi .
W {“ . (AC—B2> ‘ (AC—B2> b=
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4. Modelo CAPM

En el capitulo anterior, hemos estudiado cémo determinar una cartera para un inversor
individual racional en la que se consigue el minimo riesgo posible para una determinada
rentabilidad deseada, o la rentabilidad méaxima para un riesgo previamente definido. En
este, vamos a desarrollar el modelo de Valoracién de Activos Financieros, CAPM, siglas
que hacen referencia al nombre que recibe en inglés: Capital Asset Pricing Model. La
principal diferencia entre la teoria de carteras desarrollada por Harry Markowitz y la
teoria del mercado de capitales, la cual establece el marco conceptual para el desarrollo
del CAPM, es la integracion de un activo libre de riesgo en el modelo.

La inclusién de un activo libre de riesgo en la teoria de carteras de Markowitz fue
introducida por William Sharpe en su articulo titulado Capital Asset Prices: A Theory of
Market Equilibrium under Conditions of Risk, publicado en 1964 (ver [9]), contribucién
con la que obtuvo el premio Nobel de economia, junto a Harry Markowitz, en 1990.
También debemos reconocer a John Lintner y Jan Mossin, quienes, con sus publicaciones
en 1965 y 1966 respectivamente (ver [10] y [11]), ampliaron y fortalecieron este modelo.

La idea bésica del modelo CAPM es que un inversor puede mejorar su retorno esperado
invirtiendo parcialmente en una cartera de activos con riesgo y parcialmente en un activo
sin riesgo. y su objetivo es el de cuantificar el riesgo sistemético de un activo y vincularlo
con su retorno esperado.

Teniendo en cuenta todas las hipétesis sobre los inversores y el mercado que hemos
hecho anteriormente, también debemos suponer que:

= Los inversores pueden prestar y pedir prestado cantidades ilimitadas al mismo tipo
de interés, que corresponde a la tasa libre de riesgo. Ademas, los prestamistas no
corren ningun riesgo de no ser reembolsados.

= El rendimiento esperado de un activo depende tinicamente del riesgo sistematico,
que no puede ser diversificado y afecta a todo el mercado.

= El mercado se encuentra en equilibrio, es decir, la demanda es igual a la oferta.

= Todos los inversores poseen la misma cartera de mercado eficiente, que incluye to-
dos los activos con riesgo disponibles en proporciones ponderadas por su valor de
mercado.

Asi pues, cualquier inversor racional puede tener una cartera éptima invirtiendo sélo
en una combinacion de un activo libre de riesgo y un fondo compuesto por un conjunto
de activos financieros con riesgo. De hecho, si todos los inversores parten de las mismas
expectativas y son racionales, invertiran en el mismo fondo. Puesto que la unica diferencia
entre ellos es su aversion al riesgo, lo que les diferenciara serd un mayor o menor porcentaje
del activo libre de riesgo en su cartera, dependiendo de si son mas o menos aversos al
riesgo.

4.1. Linea del Mercado de Capitales
Supongamos que tenemos una cartera formada por un activo libre de riesgo ay con

peso wy y retorno esperado ju ¢, y un conjunto de n activos con riesgo (a1, ..., ay), para los
cuales utilizaremos la misma notacién que en el capitulo anterior.
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Notacion 4.1. Notaremos al peso, retorno esperado y riesgo del conjunto de los activos
con Tiesgo como: Wy, fiy, O2.

El retorno esperado de la cartera es:

n
f = Wrlp + D Willi = WLy + i (4.1)

i=1

Dado que la varianza del activo sin riesgo es 0, su retorno Ry es una constante. Asi pues,
su covarianza con cualquier otro retorno es 0 y tenemos que:

0121) =Var <wfRf + deﬁ) = Var(ZwiRz) = 03. (4.2)
i=1

i=1

Consideramos también la cartera formada eliminando el activo sin riesgo y ponderando
los pesos para hacer que la suma de estos pesos sea igual a 1, es decir, si un activo tiene peso
w; entonces dentro de esta cartera tendrd peso “*. A esta cartera la llamaremos cartera de

T

riesgo derivada. Denotaremos el retorno esperado de la cartera de riesgo derivada como
n

fha = Zl Z‘j—i pi y el riesgo como o2. Entonces tenemos que el retorno esperado y el riesgo
1=
de la cartera son:

n

n
Wi
o = Wty + D Wi = wppig W) i = Wpiy Wt (4.3)
i=1 i=1 "

2 2 Wi 2 2
=V E iR | = ,,v r E —R; ) = +Od- .

i=1 "
Por lo tanto:
Ow = Wrog. (4.5)

Dado que wy + w, = 1, entonces:

Nw:Mf+wr(Md_Hf)' (46)

Como w, € R, la solucién del sistema de ecuaciones definido por (4.5) y (4.6) resulta en
una linea recta en el plano (oy,, (). Esta recta recibe el nombre de Linea de Asignacion
de Capital. Aislando w, en la primera ecuaciéon y sustituyéndolo en la segunda, obtenemos:

L
po = P (4.7)
0d

Observacién 4.2. Si w, = 0, entonces (0w, itw) = (0,4f), ¥y si w, = 1, entonces
(O'wvuw) = (Udaud)-

Podemos observar que de todas las posibles rectas que unen el punto (0, uf) con cual-
quier punto (og4, i1q), la que produce los puntos con un mayor retorno esperado para un
cierto nivel de riesgo es aquella que es tangente a la frontera eficiente.

Definicion 4.3. La cartera que se encuentra en el punto de tangencia se denomina Car-
tera de Mercado, que denotaremos por (onr, finr)-
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Definicion 4.4. FEsta linea tangente a la frontera eficiente, con origen en la cartera
formada unicamente por el activo libre de riesgo, recibe el nombre de Linea del Mercado
de Capitales (CML), y viene dada por la ecuacion:

B~

[ = ——— 0w + pig (4.8)
oM

o CML

(oar, par)

(0a, pra)

.

Hf

Figura 2: Linea del Mercado de Capitales y Cartera de Mercado.

Observacion 4.5. Observamos que si el retorno esperado del activo libre de riesgo es
mayor que el retorno esperado de la cartera de mercado, es decir, si iy > ppy, la pendiente
de la CML se vuelve negativa, lo cual es ilégico porque implicaria que los inversores
estan dispuestos a asumir mayor riesgo a cambio de menor rendimiento. En este caso, los
inversores evitarian por completo la cartera de mercado y preferirian mantener inicamente
el activo libre de riesgo, haciendo que la CML y la Cartera de Mercado dejen de existir
en la practica.

Suponemos que existe una Linea del Mercado de Capitales, ajustando los pesos w; y
w, podemos obtener cualquier cartera de la recta. Para obtener un punto situado a la
derecha de la Cartera de Mercado, necesitamos vender en corto el activo libre de riesgo e
invertir ese dinero en la Cartera de Mercado.

Por lo tanto, si un inversor quiere maximizar el retorno esperado para un nivel de
riesgo determinado, debe invertir en una cartera que consista en el activo libre de riesgo
y la Cartera de mercado. Las proporciones relativas de cada una estan determinadas por
el nivel de aversién al riesgo de cada inversor.

Vamos a calcular ahora los pesos, retorno esperado y riesgo de la Cartera de Mercado,
cosa que nos permitird calcular y trazar la Linea del Mercado de Capitales. Recordamos
que 7 es el vector de los retornos esperados de los activos con riesgo, e el vector de unos
n-dimensional, V' es la matriz de sus covarianzas y los valores A, B, C son los definidos en
(3.3).

Teorema 4.6. Para cualquier retorno esperado del activo sin riesgo py, la Cartera de
Mercado viene dada por los pesos:

V=l r = pige)

WM = B —Apy

Demostracion. Para cualquier punto (o4, fty) de la frontera eficiente de Markowitz, la
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pendiente de la recta desde el punto (0, p¢) al punto (0w, ftw) viene dada por:

o — B _ W' — piy
Ow VvwtVw

Intuitivamente, esta claro que el punto de tangencia es aquel en el que la pendiente
es maxima entre todos los puntos (o, fty) de la frontera de Markowitz. Por lo tanto,

S =

(4.9)

n
queremos maximizar S, dada la restriccién ) w; = 1. Como hemos hecho anteriormente,

=1
usaremos el teorema de los multiplicadores de Lagrange, por lo que tenemos el Lagrangiano
siguiente:
L(w, ) =85+ A1 —ule).

Asi pues, en el punto maximo, la derivada del Lagrangiano debe ser igual a cero, es decir:

E! _ OJtT’—[,Lf t _

Calculando los gradientes usando que: V(w'r) = r, V(w'e) = e y V(w'Vw) = 2Vw,

obtenemos: -
t _ to. w
by VWV = (Wi ) e
L(w,\) = v Ae = 0.
wtVw
Esta ecuacién es equivalente a:
Vw
row — (fw — ,uf)a— —Aole=0.
w
Por lo que tenemos:
%Vu} =1 — Aoye. (4.10)

w

Multiplicando por w! por la izquierda a ambos lados de la ecuacién y usando que wle = 1,

obtenemos:
thvw —w

2
Ow

b — Aoy

Ahora, aplicando las igualdades w'jips = o ¥ wVw = 02, podemos aislar el multiplica-

dor:
My

P — Jbf = fw — A0y & A=
Ow

Sustituyendo este valor a la ecuacion (4.10):

'uwgié)'uf‘/w =7 — uye.

Consideramos el valor v = “’”U;Q”f Este es una constante, por lo que si multiplicamos a
w

ambos lados de la ecuacién por la matriz V!, obtenemos:
Yw =V (r — pye). (4.11)

Finalmente, multiplicando por el vector e’ a ambos lados por la izquierda y teniendo en

cuenta que elw = wle = 1, resulta que:

vy =€V (r — pye). (4.12)
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Por lo que si sustituimos el valor 7 en la ecuacién (4.11) y aislamos el vector de los pesos

obtenemos: Vol vl
VTN V- ge)
M elV=1r — uye) B—Apy
tal y como queriamos demostrar. U

Observacion 4.7. La pendiente S de la Linea del Mercado de Capitales recibe el nombre
de Ratio de Sharpe.

Corolario 4.8. FEl retorno esperado, pyr, y el riesgo, 012\/[, de la Cartera del Mercado son:

_ O~ Buy

Ay —2Bug +C
- B Apy’ '

(B — Apy)?

Y, o = (4.13)

Demostracion. Sustituyendo los pesos que acabamos de calcular a las ecuaciones (3.1) y
(3.2), obtenemos el retorno esperado y el riesgo de la Cartera de Mercado respectivamente:

V=r — pye) t 1 t

_ it _ f _ -1

i =her = (g ) 1 =5 (w0
1

== <(V1r)tr - (Vlufe)t”r) = i(rtvlr - Nf(etvlr)>

v

1 C — Buy
_ e, B>r_.
’Y< / B — Apy

v —ufe>>fv<v1<r 1)

2 _ ¢ _
O'M—U.)MVOJM—< B — Ay, B — Ay,

1 _ _
= m(rt‘/ b eV (r — pge)
1
= 7(3 ) (rtV_lr — ,ufrtV_le — ,u,fetV_lr + u?cetv_le)
- f
B Ay —2Buy +C
(B — Apy)?

4.2. Retorno esperado de un activo

Definicion 4.9. Consideramos un activo con retorno R;, se define la beta del activo
como:

Cov(R;, R 0;
Bi = M = PiM )
oy oM

donde Ry es el retorno de la Cartera de Mercado. Este coeficiente mide como el rendi-
miento de un activo se relaciona con el rendimiento del mercado en su conjunto.
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Definicion 4.10. Se define la Prima de riesgo de un activo como:

Hi — Mf?
e indica cudnto estd por encima o por debajo el retorno esperado del activo respecto al
retorno esperado del activo libre de riesgo.
Definicion 4.11. Del mismo modo, se define la Prima de riesgo de la Cartera de
Mercado como:

Ha — s
indica cudl es la diferencia entre el rendimiento esperado del mercado y la tasa libre de
r1e84g0.

El siguiente teorema relaciona la prima de riesgo de un activo con la prima de riesgo
del mercado mediante el coeficiente beta.

Teorema 4.12. (Capital Asset Pricing Theorem) Supongamos que la matriz de
covarianzas de todos los activos V' es definida positiva y que los vectores r y e son li-

nealmente independientes. Sea p; = elr el retorno esperado del i-ésimo activo, donde
et =(0,...,0,1,0,...,0) tiene un 1 en la coordenada i-ésima. Entonces:
i — i = Bilpunr — pug)- (4.14)

Demostracion. La idea es demostrar que:

5 Cov(R;, Ryy) etVwpy Wi — [
i pr— 2 pr— pr—

o3y wh Vwn — par — pig

Sea wlM el peso del activo l-ésimo de la cartera de mercado. Entonces:

Cov(R;, Ryr) = Cov(R;,wh;Ryr) = Cov(R;, Zwﬁ/[Rl) = Zw,]yCov(Ri,Rl) =elVwy.

I=1 =1
Ademas, dado que:
011 012 - Olp wM
. 091 022 1 O ! =\
eZVwM:(()lO) ] ] ) ] :Zwl Oils
: : . : Y —
Onl On2 " Onn "
por lo tanto:
etVwyy
fi = oM
wiVwn
Dado que el vector de los pesos de la cartera de mercado es:
V-l — ppe)
wy = ———
M B —Apy
O equivalentemente:
r— jye
Voy = ——"7—.
M= B Apy

t

e = L, eﬁe =1, w}fwr =UpMYy wf\/[e = 1, obtenemos:

5 = eVwy (eﬁr—;qeﬁe)( B — Apy ) i — g
oWl Ve B — Aug wh,r— pywh e UM — [

Dado que e
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Dado que la beta es la pendiente de la recta de regresién, mide la sensibilidad del
retorno del activo sobre las fluctuaciones del mercado. Asi pues, segin el valor de beta:

= [/ < 0: indica que el activo se mueve en direccion opuesta al mercado, es decir,
el activo estd perdiendo valor mientra que el mercado, en global, esta ganando y
viceversa.

= 5 = 0: indica que el activo fluctia de forma no correlacionada con el mercado.

» $ € (0,1): indica que el activo fluctiia menos que el mercado, por lo que tiene un
menor riesgo sistemaético.

= [ = 1: indica que el activo fluctia igual que el mercado, en la misma direccién y en
la misma magnitud.

= 3 > 1: indica que el precio del activo fluctiia mas que el mercado, el activo es mas
sensible a los movimientos del mercado.

4.3. Linea del Mercado de Valores

El teorema anterior lo podemos ver como expresar el retorno esperado de un activo
como una funcién lineal de la beta del activo:

wi(Bi) = (par — pg)Bi + pg-

Esta recta recibe el nombre de Linea del Mercado de Valores, que recibe las siglas
SML por su nombre en inglés (Security Market Line). La SML es una representacion
grafica del CAPM en el plano (f;, ;).

Interpretacion de la Linea del Mercado de Valores:

= Activos en la SML: si un activo se encuentra sobre la SML, estd correctamente valo-
rado ya que su rendimiento esperado esta en linea con su nivel de riesgo sistemético.

= Activos por encima de la SML: estan infravalorados porque ofrecen un rendimien-
to esperado mayor al que corresponde a su nivel de riesgo. Esto representa una
oportunidad de inversién.

= Activos por debajo de la SML: estan sobrevalorados, ya que ofrecen un rendimiento
esperado menor al que corresponde a su nivel de riesgo.

Dado que hemos explicado la Linea del Mercado de Capitales (CML) y la Linea del
Mercado de Valores (SML), podemos distinguir 4 principales diferencias entre ambas:

= Uso: la CML tiene como objetivo determinar el rendimiento de carteras eficientes
compuestas por activos libres de riesgo y la Cartera de Mercado. Por otro lado, la
SML busca evaluar si un activo esta sobrevalorado, infravalorado o correctamente
valorado en funcién de su riesgo sistematico (/3).

= Aplicacién: la CML se aplica exclusivamente a carteras diversificadas eficientes que
se encuentran en la frontera eficiente. La SML se aplica tanto a activos individuales
como a carteras, ya sean diversificadas o no.
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= Pendiente: la pendiente de la CML viene dada por el ratio de Sharpe, mientras que
la de la SML viene dada por la Prima de riesgo del mercado.

» Riesgo: la CML considera el riesgo total, medido por la desviacién esténdar (o),
que incluye tanto el riesgo sisteméatico como el no sistematico. La SML considera
unicamente el riesgo sistematico, medido por beta () que no puede ser eliminado
mediante diversificacion.

Estas diferencias subrayan los distintos enfoques de ambas herramientas dentro del modelo
CAPM. La CML es mas adecuada para evaluar carteras diversificadas y su relacion con el
riesgo total, mientras que la SML se enfoca en la valoracién de activos individuales segiin
su riesgo sistematico.

SML
1bi P OML

(1./‘\/)/ (on 11/
P

| 7 T
Wy 7

Figura 3: SML en comparacién con la CML.
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5. Modelo APT

El Modelo de Valoracién por Arbitraje, APT, siglas que hacen referencia al nombre
que recibe en inglés: Arbitrage Pricing Theory, fue introducido por el economista Stephen
Ross en el articulo The Arbitrage Theory of Capital Asset Pricing, publicado en 1976 (ver
14]).

El APT surge de la observacién de que los precios de los activos no solo responden
al riesgo general del mercado, sino también a otras fuerzas econdémicas especificas, por
lo que es considerado una alternativa al Capital Asset Pricing Model. Esto es porque,
a diferencia del CAPM que se basa en una relacién directa entre el riesgo sistematico
(medido por la beta del mercado) y el rendimiento esperado, el APT propone que los
rendimientos de los activos estan influenciados por multiples factores econémicos o de
mercado en lugar de uno solo. Estos factores pueden incluir variables como cambios en
las tasas de interés, inflacién, crecimiento econémico, o cualquier otra variable relevante
para los precios de los activos. De este modo, proporciona un marco mas flexible para
analizar los rendimientos, incorporando diferentes fuentes de riesgo que afectan los activos
en mayor o menor medida.

Asi pues, el Modelo de Valoracién por Arbitraje es un modelo multifactorial de valo-
racion de activos financieros que se basa en la idea de que se puede predecir el retorno de
un activo mediante una relacion lineal entre su retorno esperado y un niimero de variables
macroeconémicas que influyen en el riesgo sistemdtico del activo, por lo que lo convierte
en un modelo més flexible y complejo que el CAPM.

5.1. Arbitraje e hipotesis

Es clave definir el concepto de arbitraje, ya que éste constituye la base conceptual y
l6gica que sustenta el funcionamiento del modelo:

Definicion 5.1. El arbitraje es la prdctica de comprar y vender simultdneamente activos
en diferentes mercados, tomando ventaja de las discrepancias en los precios del activo en
los distintos mercados para asi obtener un beneficio libre de riesgo sobre la transaccion.

Lo veremos mejor con un ejemplo de una oportunidad de arbitraje:

Ejemplo 5.2. Supongamos que un activo estda a la venta en dos mercados financieros
diferentes, a precios diferentes. Asi pues, supongamos que en el mercado A se vende a
20€, mientras que en el B a 15€. Entonces podriamos comprar el activo en el mercado
B y simultdaneamente venderlo en el A. Por lo que obtendriamos un beneficio de 5€ sin
ningan tipo de riesgo.

De aqui nace la Ley del precio tnico, que afirma que si dos activos son equivalentes
en todos los aspectos econdémicos relevantes, entonces deben tener el mismo precio de
mercado.

La idea de que los precios del mercado fluctuaran de la manera en que las oportunidades
de arbitraje queden excluidas es el concepto mas importante de la teoria del mercado de
capitales.

Una vez definido el arbitraje, podemos describir las principales suposiciones en que se
basa el modelo:
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= Parte de la premisa de que el arbitraje puede existir inicialmente si los activos no
estan correctamente valorados en funcién de los factores de riesgo, esto lo diferencia
del CAPM donde el arbitraje estd implicitamente prohibido. En el caso de existir
una oportunidad de arbitraje, los inversores competirian para aprovecharse de los
precios y al hacerlo los corregirian, haciendo desaparecer dichas oportunidades.

= Los rendimientos de los activos dependen de multiples factores macroeconémicos o
especificos del mercado, como cambios en las tasas de interés, inflacién, crecimiento
econdmico, entre otros. Estos factores afectan a todos los activos en cierta medida,
aunque en diferentes grados.

= Existe una relacién lineal entre el rendimiento esperado de un activo y los factores
de riesgo sistemaéticos, ajustados por las sensibilidades (betas) de los activos a esos
factores.

= Los factores de riesgo son empiricos, es decir, deben identificarse y analizarse para
cada contexto particular.

= Los inversores pueden obtener una cartera de activos donde el riesgo no sistematico,
es decir, el riesgo especifico que afecta a un nimero muy pequeno de activos, es
eliminado mediante la diversificacién.

= No existen costes de transacciones ni impuestos en el mercado.

5.2. Formalizacién matemadtica

Presentados los principios bésicos en los que se fundamenta el modelo, vamos a anali-
zarlo matematicamente.

Demostraremos los retornos esperados que surgen del modelo APT con un modelo de
dos factores. Supongamos que el siguiente modelo de dos factores describe los retornos:

R, = a; + bj1I1 + biols + ¢ (5.1)
donde:

= q; es el retorno esperado del activo i si todos los factores tienen valor cero.
» I; es el factor macroeconémico j que influye en el retorno del activo .
= b;; es la sensibilidad del activo 4 sobre el factor de riesgo j.

= ¢; es el error aleatorio del activo ¢ que, por hipdtesis, es completamente diversificable
por lo que tiene media igual a cero.

Los unicos términos de la ecuacion que afectan el riesgo sistematico del activo son b;1 y
b;2. Dado que el inversor estd interesado en el retorno esperado y el riesgo de la activo,
entonces debe estar interesado en tres caracteristicas de cualquier activo i: u;, b;1 y bjo. Por
lo tanto, todas los activos deben estar en un plano en el espacio definido por el retorno
esperado, y los valores b;1 vy bjo. Si una inversién estuviera por encima o por debajo
del plano, entonces existiria una oportunidad de arbitraje libre de riesgo. El arbitraje
continuaria hasta que todas las inversiones convergieran en el plano. La ecuacién general
del plano es:

i = Ao + A1bi1 + Aabio (5.2)
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Este es el modelo de equilibrio producido por el APT cuando los retornos son generados
por un modelo de dos factores. Observamos que A1 es el aumento en el retorno esperado
para un aumento de una unidad en el factor b;;.

Se puede obtener méas informacién sobre el significado de los valores \; usando la
ecuacién (5.2) para revisar un conjunto particular de activos. Si en un activo tenemos que
tanto b;; como b son cero, entonces el retorno esperado del activo es \g. Dado que este
activo tiene sensibilidad cero sobre todos los factores de riesgo; esto significa que es un
activo que no tiene riesgo, por lo que tenemos que su retorno esperado es f- Sustituyendo
ff por Ao y examinando un activo con bjs = 0 y b;; = 1, obtenemos que:

AL = p1 — puf,

donde p; es el activo que tiene b2 = 0 y b;; = 1. En general, tenemos que:

Aj = Hj — g,

cosa que significa que A; es la prima de riesgo del activo j dnicamente sujeto al riesgo del
indice j. Por lo que A; es el retorno esperado excesivo de un activo tinicamente sujeto al
riesgo del factor j y teniendo una unidad de medida de este riesgo.

El andlisis que hemos hecho, lo podemos generalizar para K factores:
Ri = a; +bidy + biglo + -+ + bip Iy + €

Mediante argumentos andlogos, podemos ver que todos los activos tienen retornos espe-
rados descritos por un hiperplano K-dimensional:

Hi = Ao + Abit + Aabio 4 - - -+ Apbig + €4, (5.3)

Con Ao = flf Yy Aj = fij — fif.
Para hacer una demostracién mas rigurosa del modelo, volvemos a considerar un proce-

so de generacién de retorno de dos factores. Esta demostracion es suficientemente rigurosa
para que después podamos generalizarla a cualquier nimero arbitrario de factores.

Tomamos el valor esperado de la ecuacién (5.1) y restdndolo de la misma ecuacién
tenemos:

Ri = pi +bi (1 — pury) + bia(la — pur,) + €4, (5.4)
donde j7, marca la expectativa de como cambiard el factor k en el futuro.

Ahora, una condicién suficiente para demostrar el modelo APT es que existan en
el mercado suficientes activos para que se pueda formar una cartera con las siguientes
caracteristicas:
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La primera ecuacion se refiere a que esta cartera tiene cero inversién. La segunda y la
tercera implican que la cartera no tiene riesgo. La tltima condicién es el requerimiento
de que el riesgo residual debe ser aproximadamente cero, ya que se supone que la cartera
estd bien diversificada, aunque estemos hablando dnicamente de dos activos. Asi pues,
tenemos que esta cartera tiene cero inversién y cero riesgo, por lo que debe producir un
retorno esperado igual a cero. En otras palabras, las cuatro ecuaciones implican que:

n
Z wip; = 0.
=1

Aunque podemos observar que hay otra interpretacién matemaética de estas ecuaciones,
n

ya que la ecuacién Y w;b;; = 0 indica que el vector de los pesos de la cartera es ortogonal

al vector de la sen;iblilidad de los activos al factor de riesgo 1. Similarmente, la primera
ecuacion significa que el vector de los pesos es ortogonal al vector n-dimensional de todos
unos. Acabamos de ver en el parrafo anterior que si el vector de los pesos de la cartera es
ortogonal al vector de unos y a los vectores de la sensibilidad de los activos a los factores
de riesgo 1 y 2, esto implica que el vector de los pesos es ortogonal al vector de los retornos
esperados. Por lo que tenemos que podemos expresar el vector de los retornos esperados
como una combinacion lineal de los vectores B;; y B;s, donde:

Asi pues, podemos escribir el retorno esperado de cualquier activo como:
Hi = Ao + A1bin + A2big

Podemos calcular los valores de A; para cualquier ¢ = 1,...,n tal y como hemos hecho con
anterioridad, en este caso formamos tres carteras con las siguientes caracteristicas:

1. b1=0 y bp=0 Vi=1,..n,
2. bil =1 y biQ =0 Vi= 1, ey N,
3. bil =0 y big =1 Vi= 1,...,n,

obtenemos que:
i = pp+ b (1 — py) + bio(pe — puy).

Y para el caso general:

pi = g+ bin (e — pup) + bio(p — pp) + -+ + b (g, — piy)-

Asi pues, definiendo A\g = puy y A\j = p; — puy para cada j = 1,..., k, podemos escribir la
ecuacion general del modelo APT:

fi = Ao + A1bin + Aabio + -+ 4+ Apbig. (5.5)
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6. Modelo Black-Litterman

Este modelo fue inicialmente propuesto por Fischer Black y Robert Litterman mien-
tras trabajaban en Goldman Sachs en el articulo Global Portfolio Optimization en 1990,
aunque este fue un trabajo interno de la empresa y no fue hasta el ano 1992 que fue
formalizado y publicado en la revista académica Financial Analysts Journal (ver [16]).

El modelo de Black-Litterman es una metodologia para la optimizaciéon de carteras
que combina el modelo de Markowitz con las expectativas subjetivas de un inversor y
tiene como objetivo mejorar la estimacion de los rendimientos esperados de los activos en
una cartera.

Permite incorporar las opiniones subjetivas de los inversores sobre el rendimiento es-
perado de ciertos activos mediante el uso de la estadistica bayesiana, ajustandolas con
la informacién disponible del mercado. El modelo integra estas opiniones subjetivas con
las creencias implicitas del mercado para generar una distribucién de retornos esperados
ajustada. Proporciona asi una solucién al problema de la sensibilidad de las carteras opti-
mas a pequenos cambios en los retornos esperados estimados directamente, utilizando en
su lugar retornos implicitos derivados del equilibrio del mercado.

6.1. Estadistica Bayesiana

La estadistica bayesiana juega un papel clave en el modelo de Black-Litterman, ya que
permite fusionar las expectativas previas de los inversores, a lo que llamaremos opiniones,
con la informacién del mercado. Este enfoque se basa en el teorema de Bayes, que se
utiliza para actualizar las distribuciones de probabilidad sobre los rendimientos de los
activos a medida que se incorpora nueva informacion.

A continuacién introduciremos el Teorema de Bayes que se aplica en el modelo:

Teorema 6.1. Sean A, B dos sucesos tales que la probabilidad de cada uno de ellos es
distinta de cero, tenemos que:

P(BJA)P(A)

P(AIB) = =5

(6.1)
donde:

» P(A|B): indica la probabilidad condicional del suceso A dado el suceso B (a poste-
Ti07T1).

» P(B|A): indica la probabilidad condicional del suceso B dado el suceso A.
» P(A):indica la probabilidad del suceso A (a priori).

» P(B): indica la probabilidad del suceso B.

Sean X, Y variables aleatorias, el Teorema de Bayes aplicado a las funciones de densi-
dad de probabilidad establece que:

Fxpy(zly) = fY'X%Z{X(x)
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dado que fy(y) no depende de z, podemos escribir esta relacién en términos de propor-
cionalidad, es decir, sin la necesidad de esta constante de normalizacién:

fX|Y(fU|Z/) X fY|X(y‘x)fX($)-

En el contexto de nuestro modelo, se aplica la distribucion de probabilidad para combinar
el proceso de estimacién de los retornos con las opiniones de los inversores.

6.2. Parametros

Supongamos que tenemos una cartera de inversiéon formada por n activos, presentamos
y definimos los pardametros que usaremos a lo largo de la descripcion del modelo:

» V: es la matriz de covarianzas de los activos (de dimension n x n).

s II: es el vector de los retornos implicitos del mercado (de dimensién n x 1).
= w: es el vector de los pesos de la cartera de mercado.

= §: es una constantes positiva que mide la aversién al riesgo del inversor.

= 7: es el vector de los retornos de los activos (de dimensién n x 1). Estos retornos
siguen una distribuciéon normal con media u, que indica los retornos esperados, y
varianza V:

r~N(u, V).

6.3. Retornos implicitos

El modelo de Black-Litterman parte de que el mercado esta en equilibrio, por lo que
todos los inversores poseen la misma cartera de mercado eficiente. Esta cartera es la
Cartera de Mercado del modelo CAPM (o, pnr).

Este modelo utiliza los retornos implicitos o de equilibrio como el punto de partida.
Mais adelante veremos cémo el inversionista puede ajustar este vector de retorno implicito
con base en sus propias opiniones o creencias sobre los activos, lo que da lugar a una
asignacion de activos més personalizada.

Los retornos de equilibrio se obtienen utilizando un método de optimizacion inversa;
esto hace referencia al proceso de deducir los retornos implicitos a partir de la informacion
observable del mercado. Para poder calcularlos, debemos introducir primero la funcién de
utilidad.

Definicion 6.2. La funcion de utilidad se utiliza para representar las preferencias de
un individuo o una organizacion sobre diferentes opciones o resultados. Se asocia con la
satisfaccion o beneficio que obtiene una persona al consumir bienes, servicios o tomar
decisiones bajo incertidumbre.

Asi pues, en la teoria de carteras, la funcién de utilidad refleja la diferencia entre el
retorno esperado y el riesgo asumido. El riesgo se penaliza proporcionalmente mediante
un coeficiente de aversién al riesgo. Por lo que tenemos la funcién de utilidad cuadratica
siguiente:

U = Retorno esperado — gRiesgo =E(Ry) — gVar(Rw),
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donde R,, hace referencia al retorno de la cartera.

Sustituyendo las expresiones del retorno esperado y la varianza en funcién de los pesos,
dadas por las ecuaciones (3.1) y (3.2) tenemos:

J
U = wh, I - wawVwM. (6.2)

Dado que la funcién U es convexa, podemos afirmar que tiene un unico méaximo global.
Por lo tanto, buscamos el maximo derivando la funcién de utilidad (6.2) e igualdndola a
cero:

a—U =II—0Vwy =0.
Ow s
Observacién 6.3. Hemos utilizado las propiedades (3.4) y el hecho de que la matriz V'

es simétrica.

Resolviendo la igualdad para II, obtenemos el vector de los retornos implicitos:

IT = 6Vwyy. (6.3)

Para poder obtener el valor de II, necesitamos calcular el coeficiente de aversién al
riesgo del mercado, . Una manera de encontrar este valor es multiplicando ambos lados
de la ecuacién (6.3) por w,:

Wi T = 6wl Vway,

reemplazando los vectores por escalares, obtenemos:

descomponiendo pj; en la suma del retorno libre de riesgo y la prima de riesgo del
mercado, y aislando la prima de riesgo, tenemos que:

(uar — pig) = 80y — g

Dado que el retorno libre de riesgo se asume como un pardmetro constante que no depende
de la varianza del mercado, podemos ignorar el término —pus en este contexto, dado que
no cambia con el riesgo asumido del mercado. Asi pues, podemos redefinir la ecuacion
(6.4) como:

52
(knr — pg) = doiy-
Con este cambio, obtenemos una variacion en la interpretacion financiera, dado que de-

seamos trabajar con la prima de riesgo en vez de con el retorno del mercado. De aqui
podemos obtener el coeficiente de aversion al riesgo:

5— M, (6.5)
o

M
Asi pues, sustituyendo el valor del coeficiente de aversién al riesgo de mercado y la varianza
que viene dada por la ecuacién (3.2), a la ecuacién (6.3), obtenemos el vector de los
retornos implicitos del mercado:

(uavr — pgp)Vwn

=
wh Vwn

(6.6)
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Una vez calculados los retornos implicitos del mercado, podemos definir los retornos es-
perados iniciales (1) como una variable aleatoria normalmente distribuida con media IT y
varianza 7V:

1~ NI, 7V), (6.7)

donde 7 es un escalar que mide la incertidumbre sobre los retornos implicitos del mercado.
Con esto, tenemos que pu refleja las creencias iniciales del mercado sobre los retornos
esperados, sujetas a cierta incertidumbre, reflejada por el parametro 7, y sin ninguna
intervencién externa.

6.4. Opiniones del inversor

Los inversores pueden tener puntos de vista especificos sobre el rendimiento espera-
do de algunos activos en una cartera, que pueden diferir del rendimiento de equilibrio
implicito. Este modelo permite que estas opiniones puedan ser expresadas tanto en térmi-
nos absolutos como relativos.

Definiciéon 6.4. Una opinidn es absoluta cuando el inversor tiene una creencia es-
pecifica sobre el rendimiento esperado de un activo en particular, de manera independiente
de los otros activos.

Definicion 6.5. Una opinidn es relativa cuando el inversor tiene una creencia acerca
de la relacion entre los rendimientos esperados de dos o mds activos, pero no necesa-
riamente sobre el rendimiento absoluto de cada uno de ellos. En lugar de dar un valor
especifico para un activo, la opinion relativa compara los rendimientos esperados de dife-
rentes activos entre st.

En esta seccién, describiremos el proceso de especificar las opiniones de los inversores
sobre los rendimientos esperados de los activos.

Representaremos las k opiniones de los inversores sobre los n activos del siguiente
modo:

= P: matriz k x n donde cada fila corresponde a una opinién especifica que el inversor
tiene sobre ciertos activos y cada columna representa un activo. Para una opinién
relativa, los valores de la fila tendrdn suma cero, para una opinién absoluta, los
valores sumaran uno. No es necesario que sea invertible.

= g: vector k x 1 de los retornos esperados de cada opinién.

= (): matriz k x k de las covarianzas de las opiniones. Es diagonal ya que las opiniones
deben ser independientes y no deben estar correlacionadas. Su inversa refleja la se-
guridad en opinién de los inversores. El elemento i-ésimo de la diagonal se representa
como wj.

Su estructura la entenderemos mejor mediante un ejemplo:

Ejemplo 6.6. Supongamos que un inversor tiene una cartera compuesta por 3 activos
(A, B, C), sobre los cuales tiene las siguientes opiniones:

» El retorno del activo A serd del 8% (opinién absoluta).

» El retorno del activo B serd un 2 % mayor que el de C' (opinién relativa).
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Nos quedaran::

10 0 0,08 wp O
pP= ={7 Q= :
<o 1 1> 1 <0,02> ’ < 0 wg)
Como hemos mencionado, la matriz ) de las varianzas de las opiniones estd inversa-
mente relacionada con la seguridad en las opiniones de los inversores, aunque el modelo

no da una forma intuitiva de cuantificar esta relacién. Es el inversor quien debe calcular
las varianzas de las opiniones.

Podemos asumir que la matriz {2 es proporcional a la varianza de los retornos de los
activos, entonces podemos expresar la matriz como:

Q = diag(P(TV)P"). (6.8)

6.5. Fo6rmula de Black-Litterman

Una vez definidos todos los elementos del modelo y especificadas sus formas, vemos las
dos principales suposiciones del modelo para luego poder enunciar y demostrar la férmula
de Black-Litterman.

Suposicion 1:

Sea Pp un vector de dimensién k X 1, tenemos que:
Pu~ N(q,9). (6.9)

Observaciéon 6.7. Los parametros q y €2 reciben el nombre de hiperpardmetros bayesia-
nos, parametrizan la pdf a priori y son conocidos por los inversores.

Suposicion 2:
g~ N(p,7V), (6.10)

Esta suposiciéon implica que los retornos implicitos condicionados a los retornos esperados
son, de media, iguales a los retornos esperados.

El teorema de Bayes aplicado a funciones de densidad, establece que:

S (X ) £ ()
Ju(IT)

Sum (p/IT) = o frrjye (T ) fu (1) (6.11)

Dadas estas dos suposiciones, podemos enunciar y demostrar la formula del modelo de
Black-Litterman:

Teorema 6.8. Sea Il el vector de los retornos implicitos del mercado, tenemos que la
funcion de densidad de probabilidad de los retornos esperados (u), condicionados a los
retornos implicitos del mercado, viene dada por:

fu\l’[(:u‘ﬂ) ~ N(MBL’ O%L)’ (6'12)
donde:
ppr = (V)" + POTIPI(rV) T4 PO,

o3, =[(rV)"t + Ptotp)L,
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Demostracion. Sea k una constante, por la suposicién 1 tenemos que Py ~ N(q, Q), por
lo tanto tiene funcién de densidad:
1

Tl = @)

mp{ - %(Pu —q)'Q N (Pp - Q)}-

Del mismo modo, por la suposicién 2 tenemos que II|u ~ N(/,L,TV), por lo que tiene
funcién de densidad:

1

V (2m)ndet(TV)

Observamos que los valores k y n son las dimensiones de los vectores P y II respectiva-
mente.

i (1) = eonf - 5= rv) 1 .

Dado que tenemos, por la suposicién 1, que Pu ~ N (q, Q), necesitamos encontrar
la semejanza de u, para asi poder aplicar la férmula (6.11). Supongamos que la matriz
P es invertible, entonces, mediante una transformacion lineal, tendriamos que f,(u) =
fru(Pu)det(P)~!, por lo que como det(P)™' es un valor constante obtendrfamos que
fulp) o< fpu(Pu), y asi podrfamos aplicar la suposicién 1 sin problema.

Realizando esta modificacién se varia la matriz £ y debe completarse hasta ser de
dimension n x n. Dado que se desconocen los valores que completan la matriz, y queremos
que estos coeficientes sean cero al invertir la matriz para que no nos afecten a nuestros
resultados, obtenemos que los valores de la diagonal de la matriz seran igual a infinito.
Por lo que, por todo esto, la suposicién 1 es completamente valida.

Utilizando la férmula del teorema de Bayes (6.11) y las suposiciones 1 y 2 tenemos
que:

1 1 Lo
S0 Pi) =—eseap{ = 01— (V) 01— )

1

X Walmﬁ((l)exp{ - %(PM— Q)tQ_l(PM - Q)}

Sustituyendo las constantes por K, obtenemos:

Fugp () fru(Pp) = Kexp{ - %(H — @) (rV) T I = ) — %(Pu —q)'Q N (Pp — q)}-
El término cuadratico del exponente simplificado es:

p(rV) L = 27V + T (V) T + PO P — 2¢' Q7 P+ ¢! Q7 1,
Que es equivalente a:

p(PQIP+ (rV) D —2(¢" Q' P+ T (7 V) Hp + T (V) T 4 ¢'Q 7 g

Definimos ahora los valores:

(V)7L
(rvV)~'+ P'Q7'P,
= (rV) ' + ¢'Q g

C
H
A
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Observamos que H es simétrico, por lo que usando que H = H' y que HH™! =

podemos reescribir el término del exponente:
pHp —2Cu+ A= pt(HH 'H)y — 2(C*H 'H)p + A

= (Hp—-C)YH Y Hu—-C)+A—-CtHC

=(u—H'CYH(u—-H'C)+ A-C'HC.

Id,

En términos de pu, el término A — C*HC' desaparece con la constante de integracién. Por
lo tanto tenemos que:

Funn(alTT) ox exp{

2

Y EovH( - ch)}.

Esta es una funcién de densidad asociada a una distribucién normal multivariada. Por lo
que, sustituyendo los valores de H y C, podemos concluir que p|II tiene media:

pp = (V)" + POTIPI(rV) T4 PO ),

y varianza:

O'%L = [(7’\/)_1 + PtQ_IP]_l.

En la siguiente figura podemos observar la metodologia que sigue el modelo:

Coeficiente de

aversion al riesgo
5 = war—np)

wirVen

Matriz de covarianzas

V

Pesos de la Cartera

de Mercado
War

Opiniones

q

Incertidumbre de las

opiniones

Q

}

.

.

Vector de los retornos implicitos

II=6Vwy.

!

Distribuci6n de retornos, a priori

A 4

N(IL,7V)

Distribucién de las opiniones

Nueva distribucién de retornos, a posteriori

N([(rV)L + PYQIPI Y (V)T ML+ P 1q), [(rV) ! + PP Y

Figura 4: Metodologia del modelo Black-Litterman.
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7. Conclusiones

Tras la realizacién de este trabajo, podemos afirmar que se han alcanzado los objetivos
establecidos al inicio del mismo. Principalmente, hemos podido observar la evolucién que
ha tenido la teoria de carteras a lo largo de los anos. También hemos podido ver cudles
son las motivaciones de la formulacién de cada modelo dadas las limitaciones de sus
predecesores, con lo que cada uno contribuyd en el progreso de la teoria moderna de
carteras.

El modelo de Markowitz marcé un hito al introducir un enfoque matematico riguroso
sobre la optimizacién de carteras. Sin embargo, las limitaciones précticas del modelo,
como la alta sensibilidad a las estimaciones de los pardametros y su dependencia de datos
historicos, impulsaron la necesidad de mejora.

De este contexto surge el modelo CAPM. La principal mejoria la observamos en la
vinculaciéon de los rendimientos esperados de los activos con el riesgo sistemético del
mercado, mediante un activo libre de riesgo. Aunque este modelo mejora la comprension
del riesgo, su dependencia de un 1nico factor resulta insuficiente para capturar todas las
fuentes de riesgo en contextos mas complejos.

El modelo APT es un modelo multifactorial que generaliza el modelo CAPM mediante
la introduccién de distintos factores macroeconémicos. Estos permiten capturar las fuentes
principales de riesgo sistematico que afectan a los rendimientos de los activos financieros.
El principal problema de este modelo es que no define cudles son los factores que deben
ser utilizados, cosa que implica que los inversores tienen que identificar y justificar los
mas relevantes para cada contexto.

Finalmente, el modelo de Black-Litterman demuestra ser el mas completo de los cuatro.
Esto se debe a que no tiene inicamente en cuenta la informacién implicita del mercado,
sino que permite combinarla con las opiniones que puede tener cada inversor haciendo
uso de la estadistica bayesiana. Aunque contiene una mayor complejidad matematica, nos
permite obtener unos resultados mas precisos y personalizados para cada inversionista.

En conclusién, este trabajo ha seguido un hilo temporal para explicar la evolucion de
la teoria moderna de carteras, donde cada uno de los modelos tratados ha contribuido
de una manera significativa al entendimiento y desarrollo de la gestion de inversiones.
Este recorrido evidencia el cardcter dindamico de la teoria financiera y su capacidad de
adaptarse a un entorno en constante cambio.
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