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Capitol 1

Introduccio

La teoria moderna de carteres [I] es va desenvolupar a partir dels treballs de I’economista
Harry Markowitz (1927-2023) presentats en un assaig ’any 1952, i pels quals va guanyar el
Premi Nobel d’Economia ’any 1990. L’objectiu principal darrere d’aquesta teoria tracta
de com un inversor pot repartir la seva riquesa en diferents actius per tal d’obtenir el
maxim retorn esperat amb la minima variancia possible. Per tant, el resultat no sera una
inversié concreta, siné una serie de combinacions retorn-variancia d’on s’haura de triar
una en funcié de 'aversié al risc que tingui I'inversor. Tot aixo es desenvolupara més a
fons durant el treball.

Posteriorment, a partir d’aquesta teoria, es va desenvolupar el model de valoracié
d’actius financers CAPM (Capital Asset Pricing Model) [I]. Aquest va ser introdult per
treballs independents de Jack Treynor, William F. Sharpe, John Lintner i Jan Mossin
entre els anys 1961 i 1965. Una de les parts fonamentals d’aquest model és el coeficient
B, que mesura la sensibilitat dels rendiments d’un actiu en funcié dels rendiments del

mercat.

El fet que en el model CAPM es pugui expressar el rendiment d’un actiu en funcié del
rendiment del mercat es pot generalitzar i expressar-lo en funcié de diferents factors. Aixo
es coneix com a model de factors i és una base per al APT (Arbitrage Pricing Theory) [2]
3], que va introduir Stephen Ross 'any 1976. L’APT permet deduir una férmula similar
al CAPM pero partint de la base del model de factors.

L’objectiu d’aquest treball és analitzar amb detall la teoria moderna de carteres, i els
models CAPM i APT.

Durant el curs del treball només es donen per suposat coneixements basics d’algebra
lineal, calcul i teoria de la probabilitat. Tot i aixi, sera molt important la utilitzacié dels
multiplicadors de Lagrange per a trobar minims de funcions de multiples variables amb
restriccions. El seu funcionament s’explicara per sobre per no allargar el treball, pero es
podran trobar les explicacions i demostracions completes a la bibliografia [1].

2020 Mathematics Subject Classification. 91G10 91G30



Capitol 2

Risc 1 Retorn d’un actiu

2.1 Marc teoric

Estudiarem I’evolucié d’un actiu financer durant un periode de temps. Per simplificar-ho,
ens centrarem en dos instants, I'inicial o 0, i el final o 1. El valor de 'actiu al moment
inicial el coneixem, i el denotarem S(0). En canvi, el valor de l'actiu al moment final és
desconegut. Per aix0, 'identificarem amb una variable aleatoria anomenada S(1). Com
els actius mai tenen valor negatiu, definim

S(1): Q2 —[0,400),
on () és I'espai mostral d’un espai de probabilitat. La notacié que farem servir funciona

tant per variables aleatories discretes com per variables aleatories continues.

A partir d’aquesta variable aleatoria, podem calcular el valor esperat de 'actiu al
moment 1. Escriurem aquest valor com E(S(1)). De la mateixa manera, podem calcular
la variancia d’aquesta variable aleatoria que escriurem com Var(S(1)).

2.2 Retorn esperat d’un actiu

Quan estudiem el retorn d’un actiu normalment ens centrem en el percentatge d’increment
respecte a la inversié inicial. Per aix0, definirem una nova variable aleatoria anomenada

retorn.

Formalment, sigui S(1) la variable aleatoria que representa el valor final d’un actiu,
definim el retorn com la variable aleatoria K: 2 — R, definida com

S(1) — S(0)

K=""50

A partir de la variable aleatoria retorn podem definir el retorn esperat d’un actiu.

Definicié 2.2.1. Anomenem retorn esperat d’un actiu, que escriurem com a [, @
Uesperanca del retorn de lactiu. Es a dir, a p =E(K).



Utilitzant la linealitat de ’esperanca podem veure facilment que ’esperanca de S(1) i
el valor S(0) determinen el valor del retorn esperat:

o s - ES0) —S0).
S(0)

Un tipus de retorn que ens sera tutil més endavant és I’anomenat retorn sense risc.
Aquest retorn prové dels bons, que sén un tipus d’actiu en els quals el valor en el moment
final és conegut. En aquest cas no fa falta utilitzar una variable aleatoria ja que tots els
valors sén coneguts. Direm B(0) al valor inicial del bo, i B(1) al valor final. Per tant, no
hi ha risc teoric, tot i que en la practica no és exactament aixi.

Definicié 2.2.2. Definim el retorn sense risc, que escriurem R, com al retorn dels
bons. Es a dir,

B(1) — B(0)

k= B(0)

2.3 Variancia del retorn d’un actiu

El retorn esperat ens permet saber el valor esperat que tindra ’actiu en el moment final.
No obstant, aquest valor no ens permet saber el risc que estem suportant. Es per aixo
que, per a poder mesurar aquest risc, utilitzarem la variancia del retorn de 'actiu. Aixi,
ens podem fer una idea de com de junts o separats estan els possibles valors finals de
I'actiu.

2

Definici6 2.3.1. Definim la variancia del retorn d’un actiu, que escriurem o<, com la

variancia de la variable aleatoria retorn. Es a dir, 0> = Var(K). Anomenem desviacié
tipica del retorn, que escriurem o, a l'arrel de la variancia del retorn.

Per definicié de variancia podem deduir facilment les igualtats segiients:
Var(K) =E(K — p)* = E(K?) — p*.

De la mateixa manera que abans hem vist que podiem expressar p = E(K) en funcié de
S(0) i de E(S(1)), també podem expressar o2 = Var(K) en funcié de S(0) i de Vaar(S(1)):

Var(K) = Var (S (12(_0)5 (O)> - < (B)2Var(5(1) _ 8(0)) = S(I(DQVW(SQ)) .

2.4 Pla desviacioé tipica-esperanca

Hem vist que el retorn esperat i la variancia d’un actiu ens permeten tenir una idea del
valor final i del risc, respectivament. Una hipotesi raonable és que els inversors busquen
augmentar al maxim el retorn esperat, ja que volen guanyar diners, alhora que reduir el
risc al minim, ja que els humans acostumem a ser aversos al risc. Aixd motiva la segiient
definicié.



Definicié 2.4.1. Diem que un actiu amb retorn esperat py @ desviacio tipica o1 domina
a un altre actiu amb retorn esperat po @ desviacio tipica oo st py > pg 1 o1 < 9.

Definicié 2.4.2. Si tenim un conjunt d’actius, cadascun amb el seu retorn esperat i des-
viacio tipica, anomenem subconjunt eficient al subconjunt format per tots els elements
mazximals respecte a la relacio de dominancia de la definicid anterior.

Una manera de visualitzar tot aixo que ens sera ttil més endavant és el pla desviacié
tipica-esperanca, o (o,u)-plane en angles. Consisteix a situar la desviacié tipica del retorn
a l'eix x del pla, i I'esperanca del retorn a l'eix y. Aixi, podem situar tots els actius en
aquest pla. I sabrem que un actiu domina a un altre si el primer esta situat més amunt i
més a esquerra, és a dir, si té més esperanca i menys desviacié tipica.



Capitol 3
Carteres de dos actius

En el capitol anterior hem estudiat ’esperanca i la variancia del retorn d’un actiu. L’ob-
jectiu d’aquest capitol és veure que passa amb ’esperanca i la variancia del retorn quan
es tenen dos actius alhora. Al conjunt d’actius que té un mateix inversor se I’anomena

cartera.

3.1 Retorn d’una cartera de dos actius

Suposem que tenim z; unitats de I'actiu S7 i 2o unitats de I'actiu S5. El valor inicial
d’aquesta cartera sera
Vizr 20)(0) = 2151(0) + 2252(0) .

De la mateixa manera, la variable aleatoria que representa el valor final de la cartera sera

Vizy ) (1) = 2151(1) + 2252(1) .

En comptes d’utilitzar el nombre d’unitats de cada actiu i el seu preu inicial, utilitzarem
el percentatge respecte al valor inicial que representa cada actiu, és a dir, el seu pes. Per

tant, els pesos w1 1 wo dels dos actius es poden calcular com

x151(0

) Wy = 1‘252(0
‘/(x17$2)(0) ’

)
wy = =
! ‘/(xl,xz)(o)

Es pot observar clarament que, si el valor inicial dels dos actius i el valor total de la cartera
sén coneguts, donar el nombre d’unitats d’un actiu és equivalent a donar-ne el pes. A
més, si al pes del primer actiu li diem w, el pes del segon actiu sera 1-w. Es a dir, els dos
pesos sumen 1. Denotarem per K|, el retorn de la cartera amb pesos w = (w, 1 —w) i que

V(SC1,562) (1) - ‘/(3317332) (0)
Vv(zl,zg)(o)

definim com

K, =

Tot i aixi, falta considerar un cas especial que es dona quan V(xlm)(O) =0, és a dir,
en carteres sense inversio inicial.



Definicié 3.1.1. Anomenem cartera d’arbitratge a una cartera tal que Vi, ,,)(0) = 0.

En el cas de carteres d’arbitratge no podem utilitzar les variables pesos i retorn de la
cartera ja que no podem dividir entre zero. Per aix0, definirem els pesos absoluts de cada
actiu com

Wl = xlSl(O) s Wg = fL‘QSg(O) 5

i el vector de pesos absoluts W = (W, Wy). En carteres d’arbitratge, W1 + Wa = 0. Per
una cartera d’arbitratge amb pesos absoluts W, definim la variable benefici, que denotem
per Bw, com

Bw = ‘/(wl,xg)(l) - ‘/(ml,mz)(o) :
Anomenem benefici esperat a E(Bw).

Analitzem primer el cas V(xlm)(O) # 0. Enunciem una proposicié que ens ajudara
a calcular el retorn de la cartera en funcié dels retorns i pesos dels actius. Basicament,
veurem que es tracta de fer una mitjana ponderada.

Proposicié 3.1.2. El retorn K., d’una cartera formada per dos actius amb pesos wy 1

wo, 1 retorns K1 1 Ko es pot calcular com
K, =w K|+ wKs.
Demostracié. Ho demostrarem utilitzant el fet que wy + wy = 1.
Viwr,25) (1) = 2151(1) + 2252(1)

W ‘/(361,962) (O)
_—E@—ﬁmm+mw

w2‘/(:r1,:p2)(0)
44T§R6Y475ﬂoxl%_Kb)
= Vo 0)(wr (14 K1) + wa(1 + K3))

= Viay00) (0) (1 + w1 K1 + w2 K>) .

A partir de la proposicié 3.1.2, la segiient és quasi immediata.

Proposicié 3.1.3. El retorn esperat ., d’una cartera formada per dos actius amb pesos
wy 1 we, 1 Tetorns esperats 1 1 o es pot calcular com

Mo = W11 + Waltg .
Demostracié. Utilitzant la linearitat de ’esperanca, tenim que
to = E(Ky) = E(w1 K1 + waK3) = wiE(K7) + woE(K2) = wipg + waps .
O

Passem ara al cas V(;, 5,)(0) = 0. També podem expressar el benefici de la cartera en
funcié dels pesos absoluts i els retorns dels actius.



Proposicié 3.1.4. El benefici Bw d’una cartera formada per dos actius amb pesos ab-
soluts W1 © Wa, i retorns K1 i Ko es pot calcular com

Bw=WiK; +WyK>5.
Demostracié.
Bw = Vi, 2)(1) = Vigy 22)(0) = 2151(1) + 2252(1) — 21.51(0) + 2252(0)

Sa(1) — S2(0))
S2(0)

S1(1) = 51(0))

— x151(0) 51(0)

+ $252(0) =W Ky +WeKs.

O

Les carteres d’arbitratge ens seran 1utils cap al final del treball, pero de moment supo-
sarem que Vg, 2,)(0) # 0.

Abans de passar a la segiient seccié amb 'estudi de la variancia mencionarem dos temes
importants. El primer és que, tot i que el nombre d’actius és un nombre enter, cosa que a la
practica limita les combinacions de pesos de cada actiu, nosaltres suposarem que qualsevol
combinacié és possible per no afegir més complicacions. El segon és que suposarem que
hi poden haver pesos negatius. Aixo0 és equivalent a vendre en curt un actiu. La venda
en curt d’un actiu consisteix a agafar prestat un actiu, vendre’l, recomprar-lo al final
del periode i llavors tornar-lo. Es veritat que aquest prestec sol tenir un interes, pero
suposarem que no existeix.

3.2 Variancia d’una cartera de dos actius

Recordem la definicié de covariancia que ens sera util per a calcular la variancia d’una
cartera de dos actius. Siguin X iY dues variables aleatories, la seva covariancia es defineix
com

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y —E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y)..

Observem que la covariancia és simetrica ja que Cov(X,Y) = E[(X —E(X))(Y —E(Y))] =
E[(Y — E(Y))(X — E(X))] = Cov(Y,X). Escriurem aquesta covariancia com a o.
Clarament, Cov(X,X) = Var(X) = o2 També recordem la definicié del coeficient de
correlacié de Pearson:

_ Tmy
Pzy = T20y .
Per la desigualtat de Cauchy-Schwarz, que ens diu que Cov(X,Y)? < U%O’Z, deduim que

—1 < pyy < 1. Amb aquesta informacié, anem a deduir com calcular la variancia del
retorn d’una cartera de dos actius. En el context del retorn d’una inversio, escriurem

Oij = CO'U(KZ', Kj) .

Proposicié 3.2.1. La variancia del retorn o2 d’una cartera formada per dos actius amb



pesos wy i we, i varidncies o3 i o5 es pot calcular com

2 2 2 2 2
o, = wio] + w305 + 2wiwao1z .

Demostracié. Utilitzant les proposicions 3.1.2 i 3.1.3,
s, = Var(Ky) = B(K3) — i, = E((w1 K1 + waKs)?) — (w1 + wapsz)”
= B(wiK? + wi K3 + 2wiwe K1 Ko) — wip} — w3us — 2wywafiy fio
= wi[B(K7) — pi] + wi[E(K3) — p3] + 2wiwa[E(K1 Ka) — o)
= wiol + wios + 2wiweoyy -

O

Tot i que ara només estem tractant carteres de dos actius, més endavant tractarem
carteres amb més de dos actius. Aix0 farad que les igualtats siguin molt llargues. Es per
aixo que introduirem la notacié matricial. Definim els seglients vectors i matriu:

w = |W p= | O = of o1
wy | pa| 012 05

A la matriu C 'anomenem matriu de covariances, que és una matriu simetrica. Es pot
comprovar facilment que p, = w? 'y i 02 = w’Cw.

3.3 Conjunt assolible

Tornem ara al context del pla desviacié tipica-esperanca. El conjunt de carteres formades
per dos actius es pot situar en aquest pla utilitzant les proposicions 3.1.3 i 3.2.1. Es
coneix aquest subconjunt del pla amb el nom de conjunt assolible. Suposem que el pes
del primer actiu és w = wy. Llavors el pes del segon actiu sera wg =1 — w1 = 1 — w.
Per tant, aquest conjunt de carteres forma una corba parametritzada per w complint les
equacions

few = wpr + (1 —w)ps,

2

02 = w?o? + (1 —w)?03 + 2w(l — w)p120109 .

En el context de carteres de dos actius amb risc, és a dir, amb variancies estrictament
positives, podem utilitzar el segiient resultat:
Teorema 3.3.1. Si py # pe2 i p12 € (—1,1), llavors el conjunt assolible és una hipérbola
amb el centre situat a l’eix y.

La demostracié d’aquest resultat no la donarem per no allargar el treball, pero es pot
trobar a la bibliografia [I]. Visualment, aquesta corba es veuria com en la Figura

El punt de la corba que té la minima desviacié tipica, és a dir, el que se situa més a
l’esquerra, es coneix amb el nom de cartera de minima variancia. La denotarem MVP

10



Figura 3.1: Conjunt assolible

(Minimum Varaiance Portfolio en angles). A la proxima seccié trobarem férmules per
calcular els pesos d’aquesta cartera.

Anem ara a discutir com sera la forma del conjunt assolible en els casos en que no es
pot aplicar el teorema 3.3.1. Aquests casos seran p1o = —1, p1o = 11 3 = po. Veiem-los:

Quan p1o = —1, substituint a 'equacid de la variancia obtenim

02 =w?o? + (1 —w)?03 — 2w(l — w)o109 = (woy — (1 — w)o)

2 .

Per tant, o,=|wo; — (1 — w)oy|. El valor absolut del pendent del conjunt assolible, |m|,
quan o, # 0, sera

dp
do

H2 — 1

o9 + 01

Im| =

Aquest valor és una constant. Per tant, el conjunt assolible és una linia recta excepte en
el punt on o, = 0. En aquest punt la desviacié tipica canvia de signe i no és derivable.
Aixo fa que el pendent, tot i que manté el valor absolut, canvia de signe al passar pel
punt on o, = 0. El pes w que fa que passi aixo és unic i es dedueix facilment que

També s’observa que no requereix venda en curt, ja que els dos pesos sén positius.

Quan pi2 = 1, substituint a ’equacié de la variancia obtenim

02 =w?o} + (1 —w)?02 + 2w(l — w)o10s = (woy + (1 — w)oy)?
Per tant, o,=|woi + (1 — w)os|. Farem ara dos casos diferents. Primer suposarem que

o1 # oa. El valor absolut del pendent del conjunt assolible, |m|, quan o, # 0, sera

dj
do

Mo — H1
09 — 01

Im| =

Aquest valor és una constant. Per tant, el conjunt assolible és una linia recta excepte en
el punt on o, = 0. En aquest punt la desviacié tipica canvia de signe i no és derivable.
Aixo fa que el pendent, tot i que manté el valor absolut, canvia de signe al passar pel

11



punt on o, = 0. El pes w que fa que passi aix0 és Unic i es dedueix facilment que

—09 01
w=——", l—w=——"—.
o1 — 09 01— 02

També s’observa que requereix venda en curt, ja que els dos pesos sempre tenen signe
diferent. L’altre cas es déna quan o1 = o9. Podem suposar que u; # po ja que sén actius
diferents. Llavors el conjunt assolible sera la recta o = 01 = 09, ja que o,=|wo; + (1 —
w)oa| = |woy + (1 — w)oy| = o1. Sera una recta completa ja que, com py # pe, llavors
e Pot prendre qualsevol valor.

Finalment, anem a veure el cas u; = pe. Podem suposar que o1 # 02 ja que sén
actius diferents. Llavors el conjunt assolible complira que p = pu1 = po, ja que o, =
wpi + (1 —w)ug = wpr + (1 —w)pur = p1. No sera una recta completa ja que, com a
minim, o, ha de ser sempre positiva. Per tant, sera una semirecta complint u = p; i
tal que o > Omin, ON Omin és el minim valor que pot prendre o,,. Justament la proxima
seccid es centrara en trobar el valor del parametre w que minimitza oy,.

3.4 Cartera de minima variancia

La minimitzaci6 de la desviaci6 tipica o, és equivalent a minimitzar la variancia 2. Per
facilitar els calculs, ens centrarem a trobar la cartera que minimitza la variancia. Sera
interessant notar que aquests pesos no depenen dels retorns esperats de ’actiu, és a dir,
no depenen ni de p1 ni de po.

Teorema 3.4.1. Suposem que tenim dos actius diferents amb variances o3 i o5 respecti-

vament, i coeficient de correlacio entre els seus retorns pia. Llavors la cartera de minima
variancia es defineix pels pesos wmin = (w, 1 —w) amb

a b
1—w=
’ v a+b

9

on

2
a4 = 09 — P120102,
2
b= o7 — p120102,
excepte quan es dona p12 = 1 i 01 = oy alhora.

Demostracié. Anem a demostrar-ho per casos. Quan p;s = —1, de lestudi fet a la
seccié anterior obtenim

09 o9(01 + 02) a

o1 +o09 (o1 + 02)? Ca+b’

Quan p1o = 1, de l'estudi fet a la seccié anterior, i suposant que o1 # o, obtenim

—oy  —o(01—02)  a

01—02_ (0'1—(72)2 _a+b‘

12



Finalment, quan pj3 € (—1, 1), trobarem el minim de o, derivant la variancia

2

02 = w?o? + (1 —w)?0s + 2w(l — w)p120109 .

Derivem en funcié de w i igualem a zero:
2wo? — 2(1 — w)os + 2(1 — w)p1ao109 — 2wpia0109 = 0.

Aillant w en ’equacié obtenim el resultat desitjat. Faltara només comprovar que es tracta
d’un minim. Per aixo utilitzarem la segona derivada i veurem que és estrictament positiva:

20’% + 20% — 20120109 — 2120109 = 20’% + 20’% —4p100109 > 20’% + 20% — 40109

=2(0; —02)? >0.

A continuacié donarem aquest resultat en forma matricial.

Corol-lari 3.4.2. Els pesos de la cartera de minima variancia wmy,, = (w,1—w) es poden
expressar matricialment com

Cc 1
1fc-11’

on C és la matriu de covariances i 1 representa el vector (1,1).

Wmin =

Demostracié. Per demostrar-ho desenvoluparem aquesta expressié i veurem que és equi-
valent al resultat anterior.

1 _ 1 O'% —012
N detC —012 O'% .
“1y _ 1 cr% —o12| _ 1 a
detC (7% — 012 detC |b
1 a 1
1Tc-11 =17 = b).
detC | b detC (a+0)

Hem utilitzat el fet que o120 = p120102. Dividint les dues 1ltimes equacions obtenim
que 'expressiéo matricial és equivalent a la férmula donada a la proposicié anterior. [

3.5 Cartera de mercat

Fins ara ens hem centrat en carteres formades per dos actius. Ara volem considerar com
el paper dels bons afectaria la nostra cartera de dos actius.

Com s’ha explicat al capitol anterior, els bons es poden veure de manera simplificada
com un actiu sense risc amb retorn R. Suposem que la nostra cartera de dos actius esta

13



formada per un actiu i per un bo. L’actiu té un retorn esperat p; i una variancia del
retorn o7. El bo té un retorn esperat pus = R i una variancia igual a 03 = 0. Llavors el
conjunt assolible estara definit per la seglient corba parametritzada:

fo = wpr + (1 —w)pz = wpr + (1 —w)R,

02 = w?o? + (1 —w)?0s + 2w(l — w)p1ao109 = wo? .

D’on es dedueix que
Ow = |w|oy .

Pels mateixos arguments que hem utilitzat a la seccié 3.3 per deduir la forma del conjunt
assolible, podem veure que es tracta de la recta de la Figura |3.2

Figura 3.2: Recta de l'actiu sense risc

Suposem ara que tenim una cartera formada per dos actius amb risc, i que el conjunt
assolible es troba en el cas on té forma d’hiperbola. Suposem també que el retorn de la
cartera de minima variancia, fmi,, €s més elevat que el retorn sense risc, R. Aixo és una
suposicié raonable ja que, si no, no tindria sentit buscar la cartera de minima variancia,
ja que podriem invertir directament en ’actiu sense risc, que la dominaria.

En aquest context, podem buscar el conjunt assolible que es donaria si poguessim
invertir tant en els dos actius amb risc com en ’actiu sense risc. Llavors, per tots els
arguments que s’han donat, el conjunt assolible serien tots els punts de la hiperbola i, a
més, les rectes que uneixen aquests punts amb el punt que representa 1’actiu sense risc.

Anomenarem cartera de mercat al punt de la hiperbola que fa que el pendent de la
recta que I'uneix amb el punt de l'actiu sense risc sigui maxim. Com que hem suposat
R < pmin, llavors la cartera de mercat existeix i és tinica. Denotarem aquesta cartera
com a MP (Market Portfolio en angles). El fet que el pendent d’aquesta recta sigui el
maxim implica que és tangent a la hiperbola.

Podem observar tot el que s’ha anat mencionant a la Figura [3.3]

La recta de maxim pendent s’anomena recta del mercat de capitals. La denotarem per
CML (Capital Market Line en angles). Siguin fi,,, 1 0w, €l retorn esperat i la desviacié
tipica de la cartera de mercat, llavors la recta del mercat de capitals es pot expressar com

,U/wm B R
—O0
Ow

p=R+

)
m
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Figura 3.3: Carteres amb 'actiu sense risc

per o > 0. Es immediat comprovar que l’actiu sense risc i la cartera de mercat pertanyen a
aquesta recta. Es important comentar que la recta del mercat de capitals només contempla
les carteres formades per I'actiu sense risc i la cartera de mercat quan el pes de la cartera de
mercat és positiu. Les carteres d’aquest tipus quan el pes de la cartera de mercat és negatiu
continuarien la recta perd amb el pendent canviat de signe. Aix0 es dedueix de ’analisi
que hem donat del conjunt assolible i de la Figura A més, per les propietats de la
hiperbola, sabem que aquesta recta quedara a ’esquerra de qualsevol cartera que poguem
construir. Es a dir, per a qualsevol retorn esperat, la cartera amb minima variancia es
construeix a partir de I'actiu sense risc i la cartera de mercat. Ho observem a la figura
@, on anomenem r a aquesta recta.

7okt -

HMP
MvP

X,
e,
o—

Figura 3.4: Recta del mercat de capitals

La importancia de la recta del mercat de capitals és que qualsevol cartera possible esta
dominada per una cartera que pertany a la recta del mercat de capitals. I aquesta recta
esta formada per una combinacié entre la cartera de mercat i I’actiu sense risc. Per tant,
tot inversor hauria d’invertir en els dos actius amb risc en la proporcié de la cartera de
mercat, i llavors variar el pes invertit en I'actiu sense risc en funcié de 'apetit al risc que
tingui. Si augmentem la proporcié invertida en I’actiu sense risc ens mourem a 1’esquerra
de la recta, i si augmentem la proporcié de la cartera de mercat ens mourem a la dreta
de la recta.

Anem ara a donar una férmula per a calcular els pesos de la cartera de mercat.
Teorema 3.5.1. Suposem que tenim dos actius diferents amb variances o3 i o3 , retorns

esperats |1 @ pa, © covariancia o12. Llavors la cartera de mercat es defineix pels pesos
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Wy, = (w, 1 —w) amb

c d

= 1— =
YEoxa YT d

)

on
¢=05(p — R) — o12(p2 — R)
d=07(n2— R) —o12(u1 — R).

Demostracié. Com hem dit, la cartera de mercat correspon al punt de la hiperbola que

maximitza el pendent de la recta que 1'uneix amb el punt (0, R). Sigui (o(w),u(w)) un
punt qualsevol de la hiperbola, llavors volem trobar la w que maximitza la funcié

pw) =R p(w) R
o(w) =0 o(w)

Trobarem aquest maxim igualant la derivada a zero:

) — @) (w) = (a(w) = R)o'(w)
2

72(w) =0 = p(wo(w)— (uw) - R)o'(w) =0.

Anem a calcular les derivades p/(w) i o/(w) per substituir-les a I'equacié anterior:
Wo(w) = p —p2,

o'(w) = ——(2wo? —2(1—w)os +2(1—2w)o1s) = L

20(w) o(w)

Substituint aixo a l’equacié inicial, i multiplicant-la tota per o(w) per eliminar el deno-

(wo? — (1—w)os+(1—2w)o12).

minador, obtenim
(11 — o) (W?o? + (1 = w)?03 + 2uw(1 — w)oriz)

—(wpy + (1 —w)pg — R)(wo? — (1 —w)os 4+ (1 — 2w)o12) = 0.

2

Podem observar que els termes que contenen w* es cancel-len. Per tant, ens queda la

segiient equacié lineal:
(1 — p2) (03 — 2wos + 2woy)

—((wp — wpg)(—03 + 012) + (12 — R)(wof — (1 — w)os + (1 — 2w)o12)) = 0.

Desenvolupant aquesta equacio i aillant w obtenim els pesos de la proposicié

w— o3(p — R) — g12(p2 — R) _ ¢
o3(u1 — R) + 02(u2 — R) — o12(p1 + p2 —2R)  c+d’
| of(p2 — R) — o1a(m — R) _ . d

03(u1 — R) + 02(us — R) — o12(u1 + 2 —2R)  c+d’
No cal analitzar la segona derivada ja que per les propietats de la hiperbola sabem que
només hi haura un extrem local i que aquest sera un maxim. O

A continuacié donarem aquest resultat en forma matricial.

Corol-lari 3.5.2. Els pesos de la cartera de mercat w,, = (w,1 —w) es poden expressar
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matricialment com:

C~Yu—R1)
Wy = )
17C-Y(u — RI1)

on C és la matriu de covariancies, p = (pu1,p2) ¢ 1 =(1,1).

Demostracié. Per demostrar-ho desenvoluparem aquesta expressié i veurem que és equi-

valent al resultat anterior.

1 o2 —0
C*l — 2 12 '
detC | —o19 o%
- 1 |o3(p — R) — o12(p2 — R) 1 e
C ' p—R1)= B =
(/11 ) detC O'%(/,LQ — R) — 0'12(,u1 — R) detC d
1 c 1
1"Cc"Y(u—R1) =17 = d).
(p ) detC |d detC(C+ )

Dividint les dues 1ltimes equacions obtenim que l’expressié matricial és equivalent a la
férmula donada a la proposicié anterior. O

Amb aquest resultat acabem aquest capitol. En el segiient capitol, en comptes d’estu-
diar només carteres de dos actius, estudiarem carteres de multiples actius. Veurem que
les féormules matricials que hem obtingut en aquest capitol per obtenir les carteres de

minima variancia i de mercat es poden generalitzar per al cas de multiples actius.
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Capitol 4
Carteres de multiples actius

Hem vist en el capitol anterior quina forma pren el conjunt assolible en el pla desviacié
tipica-esperanca quan tenim una cartera formada per dos actius. També hem analitzat
que passa quan afegim un actiu sense risc, i com aixo déna lloc a la cartera de mercat i a
la recta del mercat de capitals. I en aquest context hem donat férmules per calcular les
carteres de minima variancia i de mercat.

L’objectiu d’aquest capitol sera veure com aquests calculs es poden generalitzar per
al cas de multiples actius. En el cas de dos actius, els pesos es donaven en funcié d’una
variable. Es a dir, els pesos es podien donar de la forma (w1, w2) = (w,1 — w), només
en funcié de w. Aix0 provenia de la restriccié wi + we = 1 La diferéncia principal sera
que ara els pesos no estaran determinats per una sola variable. Aixi doncs, tindrem pesos
(wi, ...,wy) amb la restriccié wy + ... + w, = 1. De manera similar, en el cas de carteres
d’arbitratge, tindrem Wy + ... + W,, = 0.

Per a poder trobar les carteres de minima variancia i de mercat en carteres de multiples
actius necessitarem trobar maxims i minims funcions de diverses variables. Per trobar-los

utilitzarem els multiplicadors de Lagrange.

4.1 Retorn i variancia d’una cartera de miiltiples actius

Pels mateixos arguments que vam utilitzar en el capitol anterior, una cartera de n actius es
pot expressar a través dels seus pesos w = (wz, ..., wy,) amb la restriccié wy + ... + w, = 1.
Aquesta restriccié la podem escriure com w’1 = 1 on 1 = (1,...,1) és un vector de
dimensié n. En el cas de carteres d’arbitratge, si W = (W1, ...,W,,), la restricci6 sera
Wi+ ...+ W, =0, que podem escriure com W1 = 0.

Els actius de la cartera tindran retorns Ki, ..., K,,, que seran variables aleatories. I
els retorns esperats d’aquests actius seran pi,..., tn, on p; = E(Kj) per j = 1,...,n.
Utilitzarem el vector g = (i1, ..., ftn,) per als retorns esperats.
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La matriu de covariances sera una matriu n X n simetrica de la forma

011 012 -+ Oln

012 022 - O2n
C =

Oln O2n " Onp

Les igualtats segiients es poden demostrar de manera analoga a les proposicions 3.1.2

i3.1.4: .
Kw = ijKj 5
7j=1

n
Bw =Y W;K;.
j=1
Com en el cas de dos actius, de moment suposarem que no tenim carteres d’arbitratge.
Es a dir, suposarem que Vizy 20)(0) # 0.

Ara ja podem trobar férmules per expressar el retorn esperat i la variancia del retorn
d’una cartera de n actius.

Proposicié 4.1.1. El retorn esperat ji, = E(K,,) i la variancia del retorn o2, = Var(K,)
d’una cartera de n actius amb pesos w = (w1, ..., wy,) es poden expressar com

o =wlp, af) =wlCw.

Demostracié. Utilitzant la linealitat de I'esperanca, tenim que

n n n
foo = B(Ky) =B | Y wiKj | =) wiB(K)) =) wjpj=w'p.
j=1 j=1 J=1

Utilitzant la bilinearitat de la covariancia, tenim que

0‘2‘, =Var(Ky) = Cov(K,, K,) = Cov ijKj, Zkak

g wijwpCov(Kj, Ki) = g WjWEOj = W Tow.
Jj=1,k=1 Jj=1,k=1

O

Es pot observar que la férmula que acabem de donar per calcular la variancia és un
cas particular del resultat segiient, que ens sera util més endavant:

Proposicié 4.1.2. Siguin dues carteres de multiples actius definides pels pesos
'lUA = ('LUA]_, 7wATL) 9
wp = (WB1, ..., WBn) -
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Llavors la covariancia dels seus retorns es pot expressar de la forma
T
Cov(Ky,, Kyy) =wyCwp .

Demostracié. De manera analoga a la demostracié anterior:

n n n
Cov(Ky,, Kyy) = Cov ZwAjKj,ZkaKk = Z wajwprCov(Kj, Ky,)
j=1 k=1 j=1k=1

n

§ : T
= wAijkajk:wACwB.
j=1k=1

4.2 Cartera de minima variancia

Amb els resultats anteriors ja podem buscar quina sera la cartera de minima variancia.
Com s’ha explicat, per trobar aquest minim haurem d’utilitzar els multiplicadors de La-
grange. També utilitzarem el metode dels multiplicadors de Lagrange per trobar la cartera
de mercat en les seccions posteriors.

Per no fer les demostracions massa confuses, enunciarem un lema que ens donara els
gradients del retorn esperat i de la variancia del retorn. Aix0 ens estalviara feina quan
apliquem els multiplicadors de Lagrange al llarg d’aquest capitol. També calcularem
la Hessiana de la variancia, que utilitzarem per veure que el candidat a minim sigui
efectivament un minim i no un maxim o punt de sella.

Lema 4.2.1. Els gradients del retorn esperat po, = w’ p i la variancia del retorn o2, =

wl'Cw compleizen:
V(w'n) =p,
V(w'Cw) =2Cw.

A més, la Hessiana de la variancia o2, = w? Cw és igual a 2C.

Demostracié. Comencem demostrant la primera igualtat. Com que

9 1

8wi (w

)—i(w + o wppin) =
)= Jw 1M1 T - ntn) = i

(]

V) = (o @) g 1)) = (i) =

Ara passem a demostrar la segona igualtat.

9 n
6wi

0
8w,~

(wl'Cw) =

WjWEO ik
1

o
I

j:17
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0
2 2
=— | wjo; + E W WOk + g W;W;i0 j; + E WjWEO jk
dw; 4 — iy
k#i J# JF#LkF

n
= Qwiaiz + Z WEOik + Z wjoj; +0=2 Zwkaik
ki G k=1

= V(wlow) = (f(chw), . (wTC'w)>

w1 7 Qwn,
011 012 -+ Oln| [W1
( i " O12 022 -+ O | |w2
= 2Zwkalka-'-722wkgnk> =2 . . . . . =2Cw.
k=1 k=1 : : R :
Oln O2n *** Onn Wn,

Finalment calcularem la Hessiana, diguem-li H, de la variancia del retorn.

o 4 . o [ &
 (WTow) = 2 | =20,
ow; Ow; (W' Cw) ow; Z Wk jk ij
J k=1
g 0 T g 0 T g 0 T
T ) T T
= H= )
g 0 T g 0 T o) o) T
Own, Twl(w Cw) Own, ng(w Cw) Owy, Ow (w Cw)
011 012 O1n
g12 022 - 02n
=2 . . . . =2C.
Oln O2n *** Onn

O

Després d’aixo ja podem trobar els pesos de la cartera de minima variancia. Podrem
observar que la féormula s’escriu matricialment igual que en el cas de dos actius.

Teorema 4.2.2. FEls pesos de la cartera de minima variancia Wi, = (Wi, ...,wy) €s
poden expressar matricialment com

C'1
Wmin =
1c-11’
on C és la matriu de covariances i 1 representa el vector (1,...,1).
Demostracié. Volem trobar el minim de la variancia 02, = w!Cw sota la restriccié

w?1 = 1. La equacié dels multiplicadors de Lagrange és la segiient:

V(w!'Cw) - A\V(wl1-1)=0.
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Per el Lema 4.2.1, sabem que és equivalent a

A
20w —-M=0 = w= 50—11 : (4.2.1)

Multiplicant pel vector 17 per I’esquerra i aplicant el fet que w’'1 = 1 obtenim

A A 2
1=1Tw=1T2c""1=21Tc™"1 A= —— .
w 3¢ 2 = 17c-11

Substituint A\ a I’equacié (4.2.1) obtenim la formula desitjada

Faltara només comprovar que es tracta d’'un minim. Pel Lema 4.2.1, sabem que la Hessiana
de la variancia és 2C. La matriu C expressa la variancia de les carteres, que sempre son
positives. Per tant, la matriu C és semidefinida positiva. Aixo implica que la matriu 2C
també ho és. Per tant, la Hessiana és semidefinida positiva i el vector w que hem obtingut
minimitza la variancia. O

4.3 Linia de minima variancia i teorema dels dos fons

Al capitol anterior, quan represantavem el conjunt assolible d’una cartera de dos actius
al pla desviacié tipica-esperanca, vam veure que per cada esperanca hi havia una unica
cartera. Es a dir, no hi havia dos punts diferents del conjunt assolible amb la mateixa
esperanca. Aixo sera diferent en el cas de muiltiples actius.

En el cas de dos actius la restriccié wy + we = 1 permetia expressar I’esperanca com a
funcié lineal d’una sola w amb (w1, wg) = (w, 1 —w). Aixo donava una unica w, i per tant
un dnic valor de la variancia. Pero ara la restriccié wq + ... + w, = 1 deixara l’esperanca
com una funcié lineal de n— 1 variables. Per tant, tindrem diverses combinacions de pesos
amb la mateixa esperanca pero que poden donar lloc a variances diferents.

Com que ens interessa invertir en les carteres que no estiguin dominades, per cada
valor de ’esperanca buscarem el pes que minimitza la variancia. Es a dir, volem trobar el

minim de la variancia 02, = w’ Cw sota les restriccions w’1 =11 w?'p = m. Enunciem

el segiient teorema que ens donara una solucié a aquest problema de minimitzacié.

Teorema 4.3.1. Sigui M una matriv 2 X 2 de la forma

HTc—lu NTC_I 1

M =
prc—t1 170 '1

Si C'i M son invertibles, llavors la solucid del problema de minimitzacid que acabem de
plantejar esta determinada pels pesos

w = detzM)C’_l(det(Ml)u +det(Ma) 1),

22



on

T Cfl 1 chl
My = " MT -1 J My = “T 71# "
1 1°C'1 pC1 1
Demostracié. Utiltzarem els multiplicadors de Lagrange. Volem trobar el minim de
la variancia 02, = w?Cw sota les restriccions w?1 = 11 wl'py = m. L’equacié dels

multiplicadors de Lagrange és la segiient:
V(wlCw) = M V(wT 'y —m) = V(w1 -1)=0.
Utilitzant el Lema 4.2.1, sabem que aquesta igualtat és equivalent a
20w —AMpp— X1 =0 = w= %)\10_1;1 + %)\20_11 . (4.3.1)
Substituint aquesta expressié de w a les restriccions obtenim les equacions

1 1
wlp=p"w= 5)\1uTC’_1u + iAguTC_ll =m,

1 1
wilt=1Tw = 5Alch—lu + 5A21TC—11 =1.
Com que la matriu M és invertible, sabem que aquest sistema té solucié. La resoluci

d’aquest sistema de dues incognites no es donara pas a pas per no allargar la demostracio,
pero es pot comprovar que la solucié és

N =9 m(1TC~11) — pf'Cc—11 B 2det(M1)
P WO (ATC1) — 2(pTC1) T det(M)
Te—1,, _ T 1
Ny — 2 ' Ctu—m(p" C~'1) :2det(M2)

(WTCT ) (ATC11) — 2(uTC11) det(M)

Substituint aquestes expressions de A\; i A2 a (4.3.1) obtenim la formula desitjada

1 1
w= EAlC’lu + 5AQC*11 = O~ H(det(My)p + det(Mz)1) .

1
det(M)
Faltara només comprovar que es tracta d’'un minim. Pel Lema 4.2.1, sabem que la Hessiana
de la variancia és 2C. La matriu C expressa la variancia de les carteres, que sempre son
positives. Per tant, la matriu C és semidefinida positiva. Aix0 implica que la matriu 2C
també ho és. Per tant, la Hessiana és semidefinida positiva i el vector w que hem obtingut
minimitza la variancia. (]

Com que ara, per cada valor de m, hem vist que existeix una tnica cartera que sigui
solucié al problema que hem donat, sabem que el conjunt de les carteres que minimitzen la
variancia per cada valor m formen una linia en el pla desviacié tipica-esperanca. Aquesta
linia Panomenarem linia de minima variancia. La denotarem MVL (minimum variance
line en angles).

Tot aix0 ho podem visualitzar a la Figura [4.1, on la cartera de minima variancia
(MVP) és soluci6 al problema de minimitzacié
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minim valor de w” Cw restringit a w’1 =1,
i la cartera A és soluci6 al problema de minimitzacié

minim valor de w” Cw restringit a w’1 =11 a w! p=m,

MyL

/(/l

Figura 4.1: Linia de Minima Variancia

El teorema que acabem de demostrar ens sera molt 1til posteriorment, pero la formula
que hem donat és molt llarga i complicada. Donarem un resultat que la fara més senzilla
d’aplicar.

Corol-lari 4.3.2. Existeizen dos vectors a i b, que depenen només de C' i p, tals que els
pesos de la cartera a la linia de minima variancia que té esperanca m es poden expressar
com

w=ma+b.

Demostracié. Per el teorema 4.3.1, tenim que
det(M,) =m1tc™11 — pr'Cc™11,

det(My) = pTC 1y — mpTC711.
Definim a i b com

1
4 det(M)

C*l((lTC*ll)u - (HTC*ll)l) ,

b= anC (e w1 - (W e )u) .

Observem que aquests valors de a i b fan que es compleixi la igualtat

1
“ T det(M)

c1 (det(Ml)p - det(Mg)l)
1

~ det(M)

= detzM) c! (m((lTo_ll)N’ - (NTc_ll)l) + ((MTC_l;,L)l — (H,TC_ll)“))

—ma+b.

c! <(m1TC’*11 —pfe"p+ oty - mpTC*11)1>

24



La importancia del corol-lari que acabem de demostrar és que ens mostra que els pesos
de la linia de minima variancia s’expressen com a combinacié lineal dels vectors a i b.
Com a curiositat, podem observar que el vector b defineix els pesos de la cartera de la

linia de minima variancia amb retorn esperat 0.

Aquestes observacions es poden ampliar amb el segiient resultat, que es coneix amb el
nom de teorema dels dos fons.

Corol-lari 4.3.3. Siguin w1 i wo els vectors de pesos de dues carteres diferents a la
linia de minima variancia. Llavors els pesos w de qualsevol cartera a la linia de minima
variancia es poden expressar com una mitjana ponderada dels pesos wy it wa. Es a dir,

existeiz v tal que w = awy + (1 — a)ws.

Demostracié. El fet que les carteres siguin diferents i que hi hagi una sola cartera a
la linia de minima variancia per cada esperanca, implica que els retorns esperats de les
carteres wi 1 wy sén diferents. Per tant, sabem que existeix « tal que

Afillant obtenim que

_ Hw T Hwy
a=—">=
Hawy — Hwo
Com que les dues carteres wq i wo pertanyen a la linia de minima variancia, sabem que
compleixen
Wi = flw; @+ b,
w2 = lepa+b.

D’aqui obtenim que
awi + (1 — a)ws = (apw, + (1 — a)uy,)a+b=psa+b.

Es a dir, la ponderacié (o, 1 — ) dels pesos wi i we dona lloc a una cartera que pertany
a la linia de minima variancia i té esperanca . Pero sabem que la cartera w també
pertany a la linia de minima variancia i té esperanca p,. Com que, per cada valor de

I’esperanca, només hi ha una cartera a la linia de minima variancia, deduim que
w=oawi+ (1 —a)ws.

O

Aquest resultat es coneix amb el nom de teorema dels dos fons perque ens diu que
qualsevol cartera a la linia de minima variancia es pot construir a partir de dues carteres
que hi pertanyin. Només ens fara falta trobar dues carteres que hi pertanyin per construir-
la. Sabem que la cartera de minima variancia hi pertany. La utilitzarem com a primera
cartera. Per a la segona cartera podriem utilitzar la cartera amb pesos b, que hem
mencionat abans que hi pertany i té retorn esperat 0. No obstant, acabarem utilitzant la
cartera de mercat com a segona cartera, ja que el seu calcul és més senzill. En donarem
la férmula a la segiient seccid.
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Tot i aixi, abans de passar a analitzar la cartera de mercat deduirem la forma de la
linia de minima variancia (MVL). Per aixo recordarem el resultat del Teorema 3.3.1, que
ens deia que el conjunt assolible de dos actius amb esperances diferents i coeficient de
correlacié de Pearson entre -1 i 1 definia una hiperbola al pla desviacié tipica-esperanca.
Fixem-nos que podem tractar les dues carteres que construeixen la MVL com si fossin
actius normals. Aix0 es deu a que les iniques dades que utilitzem en la demostracié sén
I’esperanca i la variancia del retorn, sense importar si prové d’un actiu simple o d’una
cartera. Per tant, si el coeficient de correlacié de Pearson dels retorns de les dues carteres
que defineixen la MVL esta entre -1 i 1, sabem que la linia de minima variancia és una
hiperbola en virtut del Teorema 3.3.1.

4.4 Cartera de mercat

Fins ara, hem pogut observar que els resultats del cas de dos actius sén molt similars al
cas de multiples actius. La MVL és una hiperbola en els dos casos. La diferencia és que
en el cas de dos actius aquesta es construeix a partir de dos actius, i en el cas de multiples
actius aquesta es construeix a partir de dues carteres. També s’ha de dir que en el cas
de multiples actius, a diferencia del de dos, podem construir carteres que es situen a la
dreta de la MVL. Tot i que aix0 no ens afectara.

El nostre objectiu ara sera trobar la cartera de mercat. Pel que s’ha anat mencionant,
podriem utilitzar la cartera de minima variancia i la cartera de pesos b com si fossin dos
actius, calcular les seves esperances, variancies i covariancia dels seus retorns, i llavors
aplicar la férmula de dos actius per trobar la cartera de mercat. Tot i aixi, per fer-ho
tot més facil, donarem una férmula que ens permetra calcular directament la cartera de
mercat a partir dels n actius.

Teorema 4.4.1. Suposem que el retorn sense risc R és més petit que el retorn esperat
de la cartera de minima variancia fmin- Suposem que tenim n actius. Llavors els pesos
de la cartera de mercat wy, = (w1, ...,wy,) es poden expressar matricialment com

C~Ypu— RI1)
Wm = )
17C-Y(u - R1)

on C és la matriu n x n de covariances, pp = (fi1, ..., pun) 1+ 1= (1,...,1).

Demostracié. Pel que s’ha mencionat, la linia de minima variancia (MVL) és una
hiperbola. Com que R és més petit que pmqn, llavors, igual que en el cas de dos ac-
tius, existeix un unic punt de la hipérbola que maximitza el pendent de la linia que
luneix amb el punt (0, R) del pla desviacié tipica-esperanca. Escrivim aquest pendent en
funcié dels pesos w, 1 busquem el seu maxim

po —R w'py—R
Ow VwTCw

Com que w és un vector, aquest pendent és una funcié de diverses variables. Per trobar un

maxim, utilitzarem els multiplicadors de Lagrange, amb la restriccié w’1 = 1. L’equacié
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dels multiplicadors de Lagrange és la segiient:

wTu—R>
Vi—/——= ] - \2W(wi1-1)=0.
<\/wTCw ( )

Utilitzant el Lema 4.2.1 per calcular els gradients, obtenim

uVwlCw — (W' — R)—~2—20w
WwlCw —A1=0.
wl'Cw

Podem fer més senzilla I’equacié substituint w’ Cw per o2, i Wl per pi.

w
—-A1=0

1
= oy — (lw — R)—Cw — Ao21 =0

Ow
- R
Po — 20w = p— Moul. (4.4.1)
Uw
Ara aillarem \ utilitzant la restriccié w1 = 1. Per fer-ho, multiplicarem per w?’ a
I’esquerra dels dos costats de ’equacié. Ens queda
- R R
Heo 5 wTC'w:wTu—/\awal = po—R=pu—XAo, = A=—.
og, Ow
Tornant a (4.4.1) i substituint A per % ens queda
- R —R
He ;s Cw=p—2Ao,1 = Heo s—Cw=p—R1.
Jw Uw
Aillant w obtenim o-1( )
“(p—R1
o

Semblaria que aix0 no és un resultat definitiu, pero ho sera degut al fet que el denominador

és una constant. Veiem-ho multiplicant pel vector 17 a l'esquerra dels dos costats de
I’equacié
17C~Y(u — R1 —R
1=1"Tw = (n ) o e =17C"Y(u— R1).
/J'wQ_R O-E)
g

Substituint a (4.4.2) obtenim la igualtat desitjada

C~'(u — R1)
W =
17C-1(u — R1)

No cal analitzar la Hessiana ja que per les propietats de la hiperbola sabem que només hi
haura un extrem local i que aquest sera un maxim. O

Observem que les férmules matricials de tant la cartera de minima variancia com la
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cartera de mercat sén iguals que en el cas de dos actius.

Per les similituds que hem comentat, la recta del mercat de capitals (CML) es defineix
igual que en el cas de dos actius.

Finalment, acabem el capitol donant la parametritzacié de la linia de minima variancia
en funcié de les carteres de minima variancia i de mercat. De la mateixa manera que en
el cas de dos actius, tenim que

P = Qs + (1 — @) i,

2 _ 2 2
Jw_ao-wmin

+(1—a)?0l, +2a(l —a)Cov(K

Wmin )

K,,) -

Aquesta expressié es pot acabar de simplificar utilitzant el segiient resultat.

Proposicié 4.4.2. Per a qualsevol cartera w es compleix que la covariancia d’aquesta
cartera amb la cartera de minima variancia €s tgual a la variancia de la cartera de minima
variancia. Es a dir,
_ 2
COU(KwnLi'rH Kw) - mein :
Demostracié. Utilitzarem la férmula matricial de la cartera de minima variancia.
Cc~11 wll 1

_ T . _ T _ _
Cov(Ke,,i, Ko) = w Cwmin = w CITC’—ll = {To-11 — 17011 -

En particular, aquest resultat es compleix per a la cartera de minima variancia. Per tant,

1
2 _ J—
Oomin = CO’U(mem, mein) - W :

Utilitzant aquests dos resultats deduim que

Cov(K,,, ,K,) = o2

Wmin

O

Podem aplicar aquest resultat a la parametritzacié que hem donat de la linia de minima
variancia. Es a dir, utilitzem la igualtat segiient

Cov(K.

Wmin?

me) = 02

Wmin °
La parametritzacié final de la linia de minima variancia és

ol = a0l +(1—a)’cl +2a(l—a)o?

Wmin
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Capitol 5

Model CAPM

Fins ara hem vist que, quan tenim una determinada cartera, podem obtenir una car-
tera que la domini invertint en la cartera de mercat i ’actiu sense risc en proporcions
determinades. Aquest resultat es pot ampliar encara més.

Suposem que existeix un actiu sense risc amb retorn esperat R. Suposem que R és
menor que [, , la qual cosa implica que la cartera de mercat existeix. Llavors, per
a cada cartera, podem construir una cartera amb el mateix retorn i menor variancia a
partir de la cartera de mercat i 'actiu sense risc. Aixo ho vam veure a la figura

Suposem que tenim una cartera A amb retorn esperat m, i que volem reduir la desviacié
tipica al minim mantenint el mateix retorn esperat. La part de la desviacié tipica que
es pot minimitzar s’anomena risc especific. Es a dir, correspon a la desviaci6 tipica que
es pot reduir invertint en la cartera de mercat i 'actiu sense risc en proporcions que
mantinguin el retorn esperat m. L’altra part s’anomena risc sistematic, i correspon a la
part de la desviacié tipica que segueix present tot i haver-la minimitzat. Ho observem a
la figura [5.1] on E representa el risc especific i S el risc sistematic de la cartera A.

//1

30

Figura 5.1: Risc Especific i Sistematic
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5.1 Deduccio de la formula CAPM

Centrem-nos primer en les carteres a la recta r. Es a dir, a les carteres formades només
per la cartera de mercat, amb pesos w,,, i I'actiu sense risc. Pel que hem comentat, tota
la seva desviacié tipica sera risc sistematic. Suposem que els pesos a la cartera de mercat
i a ’actiu sense risc son x i 1 — = respectivament. La recta r parametritzada tindra la
forma

e = T, + (1 —z)R,

ol =2%2 = 0, =|7|ow,

Per tant, el seu risc sistematic sera |x|oy,,, , 1 no tindra risc especific. Observem que el risc
sistematic d’aquestes carteres s’expressa com el risc sistematic de la cartera de mercat
multiplicat per el coeficient |z|. Una manera alternativa de calcular aquest coeficient és

a partir del que anomenarem coeficient beta, que definim com

_ Cov(Ky, Ky,,)

2
Oom

Ba

Anem a veure que, a les carteres situades a la recta r, 5 1 x son equivalents. Utilitzem la
bilinealitat de la covariancia.

_ Cov(Ky, Ky,,,)  Cov(zKy,, +(1—-2)R, K,,,)

2 2
O om O om

g

2
Cov(zK,,,,Ky,,) Cov(Ky,,, Ku,,) O,
= D) = I 3 = I B = .
o2 o2 o

Té sentit utilitzar la covariancia de la nostra cartera amb la cartera de mercat, ja que
justament el risc que anomenem sistematic és el que prové de variacions en la cartera de
mercat i que, per tant, no es pot minimitzar. La igualtat § = x ens permet reescriure la
parametritzacié inicial de la recta r

pa = Brplw, + (1= Be) R,

2 2 2
oy =B Owm = 08, = 1820w, -

Observem que la primera igualtat es pot desenvolupar i obtenir

Mz :R+5$<,uwm _R) .

Aquesta expressié es coneix amb el nom de férmula CAPM. Tot i que ara només 'hem
demostrat per les carteres a la recta r, veurem que és certa en general. Podem aillar 3, i
expressar-la en funcié de les altres variables. Aixi, obtenim

o= L2

Per tant, per cada valor p, tenim un risc sistematic determinat pel coeficient 5, i les
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condicions del mercat.

Passem ara a estudiar les carteres que no formen part de la recta r. La gracia del
coeficient beta és que ens segueix donant el coeficient de risc sistematic tot i que una
cartera no es trobi a la recta r. Com que totes les carteres amb el mateix retorn esperat
tenen el mateix risc sistematic, si veiem que totes les carteres amb el mateix retorn esperat

tenen el mateix coeficient beta ho haurem demostrat. Ho veiem a la segiient proposicio.

Proposicié 5.1.1. Suposem que tenim una cartera A formada per proporcions s en l’actiu
sense risc i 1 — s en els n actius del mercat. Suposem que els pesos invertits en els actius
de mercat son w = (w1, ..., wyp) amb wi + ... +w, = 1. El retorn de la nostra cartera serd
Ky =sR+ (1—s)K,. Ielretorn esperat sera pg = sR+ (1 — s)pw. Sigui x la cartera
de la recta r tal que py = pa, llavors es complira que

BA:B{E'

Es a dir, el coeficient
_ Cov(K4,Ky,)
- 2

Wm

Ba

g

ens donara el coeficient de risc sistematic de la cartera A

Demostracié. Per demostrar aquest resultat, utilitzarem la férmula matricial que vam
trobar per calcular els pesos de la cartera de mercat. Recordem que era

_ C Y (p-R1)
S 1'Cc-Y(u - R1)’

m

També utilitzarem la Proposicié 4.1.2 per calcular les covariances. Amb aquests resultats,
i utilitzant les igualtats w’ g = e, Wl p = pie,, i w1 =wl1 =1, podem deduir que

Cov(Ky,Ky,,)  Cov(Ky,Ke,) w/'Cw, w'(p—R1) fo — R

o2, - Cov(Ky,,,Ke,) wbCw, wl(p—R1l) p, — R

Amb aquesta igualtat, ja podem veure que

_ Cov(Ky,Ky,,) Cov(sR+ (1—5)K,, Ky,,)

Cov(Ky, Ky,,) fo — R 1—8)uw —(1 -8R

:,uA—sR—(l—s)R_uA—R e — R

on hem utilitzat la bilinealitat de la covariancia i el fet que (1 —s)pw = pa—SR1 iy = p4.
|

Fixem-nos que durant la demostracié també hem deduit que la férmula del CAPM es
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compleix per qualsevol actiu. Hem obtingut la igualtat

pa—R

Aix0 és equivalent a la férmula del CAPM
pa =R+ Ba(piw,, — R) .

El fet que totes les carteres amb el mateix retorn esperat tinguin el mateix coeficient
B de risc sistematic permet construir la linia del mercat de valors. Aquesta linia, que
anomenem SML (Security Market Line en angles), es representa en el pla (3, i) i la seva
funcié és la féormula del CAPM. Per tant, és una recta que, per cada valor de 8 dona el
retorn esperat i de les carteres que tenen coeficient de risc sistematic igual a f.

5.2 Linia caracteristica i estimacié de (3

La férmula del CAPM es centra en els retorns esperats. En aquesta seccié veurem que
podem obtenir una expressio similar per als retorns. Considerem els retorn de la cartera
A. Podem expressar-los com

Kps=R+ fa(Kw,, — R)+ea,

on e4 ¢és una variable aleatoria que dona els errors i es defineix com
ea=Ka— (R+ Ba(Ky,, — R)).

De la férmula del CAPM deduim que

E(ea) = pa — (R+ Ba(tiw,, — R)) =0.

El coeficient 84 té una propietat important. No només fa que E(ey) = 0, siné que
també fa que la variancia d’aquests errors sigui minima. Es a dir, 54 minimitza Var(ea).
Ho veurem a la segiient proposicié.

Proposicié 5.2.1. Suposem que tenim la cartera A mencionada anteriorment. Sigui ea
Uerror definit com
ea=Kas— (R+B(Ko, —R)),

per qualsevol valor . Llavors la variancia de Uerror Var(ea) és minima quan B = B4,

és a dir, quan
B Cov(Ka, K,,,)

2
O om

B

Demostracio.

Var(es) =Var(Ka — (R+ (K, — R))) = Var(Ks — BKu,,)
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= Var(Ka) — 28Cov(Ka, Ky,) + 8*Var(K,,,) -
Aix0 és una parabola en funcié de 5. Igualant la derivada a zero tenim
—2Cov(K g, Ky,,,) +26Var(K,,,) =0

Cov(Ka, Ku,,)  Cov(Ka, Ko,,)

= = = .
p Var(K,,,) o2, fa
Com que el coeficient del terme 3% és positiu, tenim un minim. O

Tot aixo ens dona una manera d’aproximar el coeficient S4 de la nostra cartera A. Si
utilitzessim la definicié de covariancia necessitariem aproximar la matriu de covariances.
En canvi, aquest resultat ens diu que 4 redueix la variancia de l'error e4. Per tant
podem utilitzar dades pasades per a trobar el valor que redueix la variancia dels errors, i
aixi tindrem una aproximacié de 54.

Aquest metode és equivalent a trobar la recta que millor aproxima els retorns K4 — R
en funcié de K, — R a través del metode de minims quadrats, és a dir, minimitzant
E(e%). Aixo es deu a que en el meétode de minims quadrats també obtenim que 8 = B4 i
que E(e4) = 0. Aquesta afirmaci6 la demostrarem al segiient capitol. De moment, veiem
com aplicar-ho amb un exemple.

Suposem que els retorns de la cartera de mercat dels tltims d anys han estat K, im, ey K zm,
i els retorns de la nostra cartera A dels ultims d anys han estat K}‘, ~--7Kf1‘ Suposem
que utilitzem el metode dels minims quadrats per a calcular la recta que millor aproxima,

K4 — R en funcié de K,,,, — R, i obtenim la recta
KA_R:a"i'ﬁ(me —R)—i—e,

on els coeficients o i 8 sén la solucié al problema de minimitzacié dels minims quadrats,
i e representa els errors que en aquest meétode sempre compleixen E(e) = 0. Pel que
hem comentat, el valor § sera igual a 54. Prenent esperances i utilitzant la formula del
CAPM obtindrem « = 0. El problema és que, com que tenim només d anys d’informacid,
no podem saber el valor exacte d’aquest 5. Tot i aixi, utilitzant els d anys disponibles
per a calcular un estimador consistent de les dues covariances que defineixen 8 podem
aproximar el valor de 8. Per tant, obtenim una aproximaci6 del valor de 84 a partir del
coeficient 8 de la recta trobada a través del metode dels minims quadrats per a d anys.

Fins ara hem definit les parts sistematica i especifica del risc com a parts de la desviacio
tipica. Suposem que tenim una cartera A com la anterior. Sigui S4 la part sistematica,
FE 4 la part especifica, i 04 la desviacié tipica total de la cartera. Clarament Sga+FE4 = 0 4.
Llavors, utilitzant el coeficient 34 tenim que

Sa=184low,,

Ep=o04—|Balow,, -

A mesura que els nostres actius es troben en la proporcié de la cartera de mercat, i
utilitzant 'actiu sense risc, podem reduir el risc especific a zero i que només quedi risc
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sistematic.

Podem donar una versié similar pero utilitzant la variancia en comptes de la desviacié
tipica.
Var(Ka) =04 = (Sa + Ea)*> = 8% +2S4E4 + E%.

La component Sfl = Biaf, s’anomena part sistematica del risc com a part de la variancia.
m

El fet que, com a molt, es pugui reduir la desviacié tipica fins a S4 és equivalent a que,

com a molt, es pugui reduir la variancia fins a Si. Per tant, té sentit anomenar-la part

sistematica de la variancia. La part especifica de la variancia sera tot el risc extra, és a

dir, la component 254 FE 4 + E124. També la podriem expressar com a 0124 - ,5’124.

Seguint en el context de la variancia, donarem una proposicié que ens ajuda a veure
les parts sistematica i especifica.

Proposicié 5.2.2. La variancia del retorn d’una cartera A es pot expressar com
04 = Baos,, +Var(ea),
oneyg =Ky— (R+ PBa(Ky,, — R)).
Demostracié. Primer trobarem la covariancia entre K, iea.
Cov(K,,,,ea) = Cov(Ky,,, Ka — R — fa(Ks,, — R))
= Cov(Ky,,,Ka) — faCov(K,,, , Ky, ) =0.
Amb aquesta igualtat ja podem deduir que
04 =Var(Ky) = Cov(Ka.Ky) = Cov(R+ Ba(K,,, — R) +es, R+ fa(Ky, —R)+e4)
= Cov(BaKy, +en, BaKe,, +ea) = FiVar(K,, ) +284C0ov(K,, ea) + Var(ea)

= BAVar(Ke,,) + Var(ea) = fA02, +Var(ea).

D’aquesta proposicié i recordant que
2 2 @2 2 _ 52 2 2
UA*(SA—FEA) *SA+2SAEA+EA*ﬂAawm—i_QSAEA—i_EA7

podem deduir que
Var(ea) =2SaE4 + Ez‘ .
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Capitol 6

Model de factors

Al model CAPM hem vist com a partir del retorn de la cartera de mercat i del coeficient
beta podiem donar una aproximacié del retorn de la nostra cartera. Es a dir, a partir
d’una variable i un coeficient podiem aproximar el retorn de la nostra cartera utilitzant
una regressio lineal. [4]

Els models de factors es basen en una idea similar. Utilitzen diversos factors sis-
tematics, cada un amb el seu respectiu coeficient, per donar una aproximacié del retorn
de la nostra cartera. Per exemple, al model CAPM, el retorn de la cartera de mercat és
el factor sistematic.

6.1 Model d’un sol factor

Suposem que tenim n actius amb retorns Kj, ..., K,, i un factor sistematic F. A partir
d’aquest factor volem aproximar els retorns dels actius com a

Ki=a;+bF +e;,

on e; representa l’error.

Suposem que utilitzem el metode del minims quadrats per a trobar a; i b;. Es a
dir, busquem els valors de a; i b; que minimitzen E(e?). Resolent aquest problema de
minimitzacié en dues variables obtenim els valors

~ Cou(F K;)
' Cov(F,F)’

a; = E(K;) — bE(F) .

No en donem la demostracié ara, pero més endavant demostrarem el cas de més d’un
factor, on aquest resultat en sera un cas particular. Com a conseqiiencia d’aixd també
podem deduir les segiients igualtats E(e;) = 01 Cov(F,e;) = 0, que també demostrarem en
general més endavant. També és important mencionar que hem aplicat aquests resultats
als n actius, pero el mateix raonament es pot utilitzar per a les carteres.
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A partir de tot aix0, tenim el segiient resultat.

Proposicié 6.1.1. Suposem que tenim els retorns de n actius com a models d’un sol
factor. Llavors podem deduir les igualtats

i = a; + bE(F) ,
Cov(K;, Kj) = bibjVar(F) + Cov(e;, e5) ,
Var(K;) = biVar(F) + Var(e;) .
Demostracié. Utilitzant que E(e;) = 0 deduim la primera igualtat.
pi = E(K;) = E(a; + b F + ¢;) = a; + bE(F) .
Utilitzant que Cov(F,e;) = 0 deduim la segona igualtat.
Cov(K;, Kj) = Cov(a; + b;F + e;,a5 + bjF + ej) = Cov(b;F + €;, b F + ;)
= b;b;jVar(F) + Cov(F,e;) + Cov(F,e;) + Cov(e;, e5) = bib;Var(F) + Cov(e;, e;) .

La tercera igualtat és un cas particular de la segona U

En aquest context, suposem ara que tenim una cartera A formada per aquests n actius
i amb pesos (wy, ..., w,). Podem observar que

Ky=wK+..+w, K, =wi(ar + b1 F +e1) + ... + wp(an + b, F + e,)

n

- Z(wiai) + Z(wlbz)F + Z(wiei) .
i=1 i=1

i=1
Com que E(e;) = 0, es dedueix que E(>"" , (wse;)) = 0. Aquesta expressié és interessant
ja que justament és I’expressié per minims quadrats de K 4. Anem a demostrar-ho.

Proposicié 6.1.2. Siguin aa, ba els coeficients trobats pel metode de minims quadrats
per aprozimar K4 a partir d’un factor F utilitzant [’expressio

Ka=aa+bsaF +eq,

on ey €s el terme d’error resultant. Llavors es compleix que

as = Z(wiai) , ba= Z(wibi) , ea= Z(wiei) )
i=1 i=1 i=1
Demostracié.
_ Cov(Ka,F)  Cov(wiKi+ ...+ w, Kp, F) = Cov(K;, F)\ = .
ba= Cov(F,F) Cov(F, F) N ; (w, Cov(F, F) ) N ;(w,bz)
aa = B(K4)—bAB(F) = B> (i)~ (wib)E(F) = 3 (wi (B(K:)—bE(F))) = 3 (wias).
i=1 i=1 i=1 i=1
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n n n n n

ea=Ki—aq—baF = Z(wiKi)—Z(wiai)—Z(wibi)F = (wi(Ki—a;=bF)) = > (wie;).

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
U

Amb aquests resultats podem donar una versié similar a la proposicié 6.1.1.

Proposicié 6.1.3. Suposem que tenim els retorns de dos carteres A i B, posem K4 i
Kpg, com a models d’un sol factor. Llavors podem deduir les igualtats

HA =CLA+bAE(F).

Cov(Ka,Ka) =babpVar(F)+ Cov(ea,ep) .
Var(Ka) = b4 Var(F)+ Var(ea) .

La demostracio és analoga a la proposicié 6.1.1, pero utilitzant carteres en comptes
d’actius.

La part més interessant de tot aixo es dona quan utilitzem el retorn de la cartera de
mercat com a factor sistematic, és a dir, quan fem el cas F' = K|, . Observem que llavors
ens trobem en el mateix cas que amb el CAPM. Es per aixo que els coeficients 54 1 by
coincideixen. I justament de la proposicié anterior podem deduir

0% =Var(Ka) = b3 Var(F)+Var(eq :BQVar K, )+ Var(ea 25202 +Var(ea
A ( ) A A m AYwm ’

que és el mateix resultat de la proposicié 5.2.2.

Abans de passar als models de miltiples factors comentarem una alternativa al metode
de minims quadrats, és a dir, a la minimitzacié de E(ei). Hem vist que a partir d’aqui
obteniem els valors b; i a;. Una manera d’arribar a aquests matexios valors és minimitzant
la variancia Var(ea) i suposant que E(e4) = 0. La minimitzaci6 de la variancia, amb una
demostracié practicament identica a la de la proposicié 5.2.1, ens dona el mateix valor b;.
La diferencia és que no tenim cap tipus de restriccié sobre el valor a;. Es per aixo que
hem de suposar E(e4) = 0, i aix{ deduim que

i per tant la component a; també coincideix.

6.2 Model de multiples factors

De manera similar que en el cas d’un sol factor, suposem n actius amb retorns Ki, ..., K,
i m factors sistematics F1, ..., Fy,. A partir d’aquests factors volem aproximar els retorns
dels actius

Ki=a; +biF1 + ... + bimFin + €5,
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on e; representa l'error. Denotem per b; al vector (b;1, ..., bim,) 1 F al vector (F1, ..., Fy,).
Llavors podem escriure

Suposem que tornem a utilitzar el metode de minims quadrats per trobar a; i b; =
(bi1y -y bim)- Es a dir, busquem els valors d’aquests parametres que minimitzen E(e?).
Tenim la seglient proposicio.

Proposicié 6.2.1. Els valors de a; i b; = (bj1, ..., bim) que minimitzen E(e?) son

bi = C_la:i y
a; = E(KZ) — bllE(Fl) — . — bsz(Fm) s
on C' i xz; es defineizen com
Cov(Fy,Fy) --- Cou(Fy, Fp) Cov(Fy, K;)
Cov(Fp,, F1) -+ Covu(Fp, F) Cov(Fp, K;)

i suposem que C' és invertible.
Demostracié. Suposem que volem expressar el retorn de I'actiu ¢ de la forma
K,=a;,+bpF+..+b,F+e;.
Volem minimitzar els errors quadrats, és a dir, la funcid
(@i, bity ooey bim) = E(K; — a; — bin F1 — ... — bim Fip)?)
= RB(K?) 4 a? + V4 E(F?) + ... + b2 B(F2) — 20;E(K;) — 264 E(F1K;) — ... — 20y B(F K;)

m
+2a;b4E(Fy) + .. + 2a;bimE(Fy) + Z (2b;;bi E(FjF})) -
j=1k=1

Derivem respecte a;, bi1,...,bim, 1 igualem a zero per a trobar un minim. Comencem
derivant respecte a;.

84,0(%, bil; vy .bi
Bai

= ;= E(K;) — baE(F)) — ... — bimE(Fpn) . (6.2.1)

Notem que hem obtingut el valor de a; de la proposicié. Derivem ara respecte b;; per a
k=1,...,n

d¢(ai, bit, -, -bim)

5 = 203, B(F?) — 2E(FK;) + 2a;E(F},) +
ik

(20, E(F;Fy,)) = 0.

s

[
Il
I =
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Substituint a; per 'expressié (6.2.1) i aillant tenim que
m
—Cov(FpK;) + Y _(bijCov(FFy)) =0.
j=1
Fent-ho per cada k obtenim el sistema d’equacions segiient:
COU(Fl, Kz) = Z;n:l(bijCOU<Fj, Fl))

COU(Fm, Kl) = Z;nzl(bijCOU(Fj, Fm))
Aquest sistema es pot escriure matricialment, i aillant obtenim el resultat desitjat.

Cbi:Xi = bi:C_IXi.

Podem observar que quan m = 1 tenim el cas d’un sol factor ja que

_ 1
C = COU(F, F) = C m
x; = Cov(F, Kj;) .
Llavors tenim les igualtats que haviem donat
_ 1 Cov(F, K;)
bi=C "% = ————Cov(F,K;) = 221
¢x Cov(F, F) Cov( i) = Cov(F, F)

a; = E(K;) — bE(F) .

També ens trobem en un cas especial quan les covariances entre els factors sén zero,
és a dir, quan Cov(Fj, F}j) = 0 per i # j. En aquest cas la matriu C és diagonal i tenim

que
Cov(F1,K;
Cov(Fy, Fy)~t - 0 Cov(Fy, K;) CovEFi,Flg
b; =C'x; = : - : : = :
0 oo Cov(Fp, Fp)7 Y] | Cov(Fp, K;) %

Observem que el fet que les covariances entre factors siguin zero fa que el cas de m factors
sigui equivalent a iterar m vegades el cas d’un factor.

Seguim ara en el cas general amb miiltiples factors. A partir de la proposicié 6.2.1
podem enunciar el segiient corol-lari:

Corol-lari 6.2.2. Prenent els valors a; i b; que hem deduit al minimitzar E(e?). Llavors
es compleix que E(e;) =0 i Cov(Fj,e;) = 0.

Demostracié. La primera igualtat s’obté directament del valor de a;.
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E(ez) = E(Kl — a; — bilFl — .. bimFm)
=E(K; — (E(K;) — baE(F1) — ... = bimE(F)) — bin F1 — .. — bim )
=E(K;) — (E(K;) — baE(F1) — ... = bimE(F)) — bnE(F1) — ... — bi E(F),) = 0.

Anem a demostrar la segona igualtat. Utilitzarem que durant la proposicié anterior hem
obtingut el sistema

COU(Fl, KZ) = Z;nzl (bijCOU(Fj, Fl))

Cov(F, K;) = 30 (bijCou(Fy, Fy))
Per tant
COU(FJ', ei) = CO’U(Fj, Ki — Q; — bilFl — . — bszm)

= Cov(F}, K;) — bj1Cov(F}j, Fy) — ... — by Cov(Fj, Fy,) = 0.

6.3 Arbitrage Pricing Theory

L’Arbitrage Pricing Theory, que denotarem com APT, és un model de factors que suposa
que els errors dels actius no estan relacionats entre ells. Es a dir, suposa que Cov(e;, ej) =
0 per a i # j. La idea és que, si hi hagués covariancia entre els errors, aixo indicaria
I'existencia d’un factor ocult. Llavors es podria afegir aquest nou factor al model i,
repetint aquest procediment, les covariancies tendirien a 0.

Aixi, suposem que tenim els n actius representats de la forma
K;=a; +b;F +e;.

Sigui A una cartera formada pels pesos (wy, ..., w,) = (=, ..., %) A la proposicié 6.1.2 vist
el terme d’error de la cartera A és

n

eq = Z(wiei) i

=1

Utilitzant aixo i el fet que Cov(e;, ej) = 0 per a i # j tenim que

Var(ea) = Cov Zn: (wie;) ,Zn: (w;e;)) ZVar (wie;) = Z( 2Va7’ (e;)) = ZVCLT (€;).
=1 =1 =

=1

Si suposem que Var(e;) < S per a un cert valor S, llavors, a mesura que anem afegint
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actius, el nombre n augmentara i Var(ey) tendira a zero ja que

1
Var(ea) < —nS = —.
n n
Aixo fa que analitzar els casos on no hi ha terme d’error tingui cert sentit, ja que
podem crear carteres tan diversificades que el terme d’error tendeixi a la seva esperanca,
és a dir, a zero. En aquest context és on apareix el model APT.

Veiem un cas simplificat [5]. Suposem que A i B sén dues carteres sense terme d’error.
Expressem els seus retorns de la forma K4 = ay +baF i Kp = ag + bgF', on suposarem
que by # bp. Suposem que invertim en proporcions w i 1 —w en aquestes carteres. Llavors
el retorn sera

wKas+ (1 —w)Kp =was + (1 —w)ap + (wba + (1 —w)bp)F .

Si fem que wba + (1 —w)bp sigui igual a zero, llavors el retorn de la cartera no tindra risc

ja que no dependra del factor F. Es dedueix facilment que el valor és w = bAbbe. Llavors

el retorn sense risc sera

b
bp —ba

. aAbB _ aBbA
bp—ba b —ba’

bp

as~+ (1 Jap

bp —ba

Diguem-li p a aquest retorn. Llavors tenim que

asbp apba ap—p _ap—p
= — bp —ba) = asbp —apdb = .
s —ba bp—bs p(bp —ba) = asbp —apby = on o

Per a que no hi hagi oportunitats d’arbitratge, el valor p ha de ser sempre el mateix. Per
tant, aquesta relacié es compleix per totes les carteres diversificades i, si aquesta cartera
te coeficients a i b, llavors existeix una constant v tal que

a—p
b

=7 = a=p+by.
Si denotem per K el retorn d’una cartera diversificada, llavors

K=a+bF=p+by+bF =p+b(F+7). (6.3.1)

Recordem que el model CAPM és un model d’un factor que es dona quan F = K, _,
i quan existeix un actiu sense risc amb retorn R. Pel que hem dit, en aquest cas haura de
ser p = R. Substituint a (6.3.1) i prenent esperances,

E(K)=pu=R+bE(Ky,)+7) =R+ b(tw,, +7)- (6.3.2)

A més, per la definci6 de b i 8 podem deduir que, quan F = K|, _,

_ Cov(K,F)  Cov(K,K,,,) _ 5
- Cov(F,F) Cov(Ky,,Ks,)

La part més interessant és que, si la cartera de mercat és una cartera diversificada, haura
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de complir (6.3.2). Es a dir, que s’haura de complir quan K = K, . Aixo, i el fet que en
aquest cas clarament § = 1, ens permet aillar la ~:

Hwm = R+ Bllw, +7) = R+ pw,, +v = v=-R.

Substituint tot aixo a (6.3.2) obtenim

p =R+ B(pw,, — R),

que és justament la formula del CAPM. L’'tinica diferencia és que ara només I’hem demos-
trat per a carteres diversificades, mentre que el CAPM la dona per qualsevol cartera. Al
proxim apartat veurem que, suposant que no hi ha arbitratge, podem deduir una férmula
semblant per a qualsevol cartera.

6.4 Generalitzacié de ’APT per un factor

Suposem que tenim els n actius representats de la forma
Ki=a;+bF +e.
Podem suposar que E(F) = 0, ja que si no ho fos podriem expressar K; com
Ki=a;+b(F—E(F)+E(F))+e =a;+bEF)+b(F—-E(F)) +e;,

amb una nova a; definida com a; = a; + b;E(F') 1 un nou factor F’ definit com F’ =
F —E(F).

Ara, com E(F) =01 E(e;) = 0, prenent esperances deduim que
pi = E(K;) = a; + bE(F) +E(e;) = a;
Aixi, podem escriure la igualtat inicial com
Ki=p; +b;F +e;. (6.4.1)
Com fins ara, seguim suposant que Var(e;) < .S, que Cov(F,e;) =0, que E(e;) =0 i que

Cov(ej,ej) =0 per a i # j.

Considerem ara una cartera d’arbitratge, és a dir, tal que W71 = W, + ... + W,, = 0.
El benefici d’aquesta cartera sera Bw = W1 Ky + ... + W, K,,. Substituint els K; per
Pexpressi6 de (6.4.1), obtenim

n n n
Bw = WiKi + ..+ WKy =Y Wi+ FY Wibi+> Wie; .
i=1 i=1 =1

Per a reduir el risc d’aquesta cartera d’arbitratge, suposarem que el benefici no depen del
factor F. Es a dir, suposarem que Wiby + ... + Wy,b, = 0.

En aquest context, buscarem uns pesos absoluts que compleixin les dues equacions
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anteriors, i també valors p i v tals que
pi = p+ b + Wi

La idea darrere d’aixo és que si més endavant veiem que els W, tendeixen a zero, llavors
tindrem que Pexpressié (6.3.1) que vam obtenir per carteres diversificades es pot aplicar
aproximadament a qualsevol cartera. En resum, volem valors (Wi, ..., W, p,y) que siguin

solucié del sistema
p1 = p+ by + Wy

Wiby + ...+ Wypb, =0

Matricialment, aquest sistema de n + 2 incognites s’escriu com

[1 5, 1 0 --- 0 p 1
1 60 0 1 -+ 0 v 2
S e N :
1 by, 0 0 --- 1] |W2 in
0o 0 1 1 --- 1 : 0
0 0 by by -+ by| [Wu] 0]

Anomenem M,, a la matriu d’aquest sistema de n + 2 incognites. Si tots els b; s6n
iguals, les dues ultimes files seran linealment dependents entre elles, i seran la mateixa
equacié ja que s’igualen a zero les dues. Per tant, podem eliminar la ltima fila. Sumant
les n primeres files veiem que la fila n + 1 no es pot expressar en funcié de les n primeres.
A més, com les n primeres files s6n clarament independents entre elles (contenen la matriu
identitat), el sistema sera compatible indeterminat.

Si no tots els b; sén iguals, podem utilitzar la seglient proposicié per a demostrar que
el sistema és compatible determinat.

Proposicié 6.4.1. Per an > 2, el determinant de la matriu M, és

n

M| = (b —bj)*

1<j

Demostracié. Ho demostrarem per induccié. Quan n=2 tenim el determinant segiient:

1 b, 1 0
1 b 0 1

Mo = 02 L = 1(6% — bibs) — L(brby — b2) = (by — b1)2 = (by — by)?.
0 0 b by

Per tant, la formula es compleix per al cas n = 2. Suposem ara cert per al cas n, anem a
demostrar-ho per a n + 1. L’objectiu és expressar el determinant de M, 1 en funcié del
de M,,. Observem que
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b 1 0 0
by 0 1 0 0
(Mpal=|1 b, 0 0 1 0 |=1M|—1A[+bna|B],
1 bpyt O 0 1
0 0 1 1
0 0 by oo oo oo by

on hem desenvolupat per menors utilizant 'iltima columna, i per a determinades matrius
A i B. Veurem que podem calcular els determinant d’aquestes dues matrius facilment, i
només faltara subsitituir.

by 1 0 - - 0
b 0 1 0O -~ O
Al=]: s g [ =D bl b))
1 b, 0 - - 0 1 =1
1 bpgr O o - 0 0
0 0 by -+ < oo by

Aquesta formula es dedueix fent menors utilitzant la dltima fila, i llavors fent menors
iterativament a la diagonal dels uns.

Pasem ara a la matriu B. El seu determinant és

by 1 0 v oo 0
b 0 1 0 0
Bl=1: + + -~ - 9 :Z(bn+1_bi)-
1 b, 0 -+ -~ 0 1 =1
1 byt O 0 0
0 0 1 1

Aquesta férmula es dedueix de manera similar a la matriu A, aplicant menors a la ultima
fila, i llavors iterativament a la diagonal dels uns. Ara només ens faltara substituir.

| My | = 1Mp| = 1A+ b Bl = Y (0 = b5)* =Y bilbasr = bi) +bas1 Y (but1 — bi)
i<j i=1 i=1
n n n+1
= (b= b))+ (b = bog1)> = (b — b))
1<j i=1 1<j

(]

Hem vist que aquest sistema sempre té solucid, i que sera tnica si i només si no tots els
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b; sén iguals. Suposem ara que tenim una solucié (p, vy, Wi, ..., W,) del sistema plantejat.
Llavors

Ki=p+bF+e=p+vbi+W;+bF+e,=p+(y+F)bi+W;+e;.

Observem que si W; = 0 per tot i, prenent esperances, tenim el resultat p; = p + b;E(F),
que analitzarem més endavant. De moment suposem que aixo no passa. Considerem les
carteres d’arbitratge amb pesos absoluts cW = (c¢W7,...,cW,,) per a qualsevol c. Llavors,
utilitzant que W1 +...+W,, = 01i que Wib; +...+ W, b,, = 0, podem calcular-ne el benefici
com

n n

Bow = WiKy + ..+ WKy =cpd Wit c(y+F)) (Wibi) +¢> WP +c> (Wie)
i=1 =1 =1 i=1

= Ci I/VZ-2 + Ci(Wiei) .
=1 =1

A partir d’aquesta expressid, podem calcular el benefici esperat i la variancia del
benefici d’aquestes carteres, en funcié de c.

E(Bew) = Ci W7+ Ci(WiE(ei)) = Czn: Wi,
=1 =1 =1

ja que E(e;) = 0.

n n

Var(Bew) = CQVCLT(Z VVi2 + Z(erz)) = CQVar(Z(W,-ei)) =c? Z(W;Var(ei))

=1 =1 i=1 =1

< zn:(WizS) = CQSER: W2,
i=1 i=1

ja que Cov(ej,ej) =01 Var(e;) < S.

Considerem ara el cocient entre el benefici esperat, E(B.w), i la desviacié tipica del
benefici \/Var(B.w).

EBew) ey W2 1

\/Va’l“(Bcw) B c /S Z?:l Wi2 N ﬁ

Observem que aquest cocient és independent de ¢, i que tendeix a +oo quan ;- ; Wf —
~+00.

> wz. (6.4.2)

i=1

En aquest context, suposem que volem obtenir un benefici esperat X. La lliure eleccié
del parametre ¢ ens permet obtenir qualsevol valor X.

X
S W

i=1""1

E(Bew)=cY W}=X = c=
=1
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Si 3% | W2 — +o0 quan n — +00, podem triar qualsevol benefici X, i el cocient (6.4.1)
ens indica que la desviacio tipica del benefici tendira a zero. Per tant, si aixo fos cert,
podriem obtenir qualsevol benefici sense risc i sense inversié inicial. Aixo suposa una
oportunitat d’arbitratge. Perqué aixo no passi, ha d’existir un valor M tal que > ;" ; Wf <
M. Per tant, la mitjana dels WZ-2 compleix que

1< M
—ZWES—%O quan n — 400,
n n

on la suposicié n — 400 es basa en el fet que el nombre d’actius en el mercat és molt
elevat. En resum, hem vist que la mitjana dels I/Vi2 tendeix a zero, que vol dir que per la
majoria d’actius es compleix W; = 0.

Hem obtingut que, de manera general,
Ki~p+(y+ F)b+e;.
Prenent esperances i utilitzant que E(F') = E(e;) = 0:
pi &= p+b; .
Definicié 6.4.2. Es coneix amb el nom de prima de risc del factor F al valor del

parametre 7.

A més, si tenim una cartera amb pesos w = (wz, ..., wy) en aquests actius, el seu retorn
esperat sera

P R WY F oo + Wofty, = p 4+ Y(wib1 + ... + wpby) = p+ Ybw

on al pas final hem utilitzat la proposicié 6.1.2.

Clarament, si existeix algun actiu sense risc, el seu retorn esperat sera p, és a dir,
tindrem que p = R. 1 tot i que no existeixi, p sera el retorn esperat de totes les carteres
que no depenguin del factor F, és a dir, les que compleixen wiby + ... + w,b, = 0.

Per acabar, analitzem que passara en el cas del model CAPM, és a dir, quan F' =
K, —E(K,, ) = Ko, — Hw,, 1 p = R. A més, sigui K el retorn d’una cartera, per la
definicié de b i 8 podem deduir que

_ Cov(K,F)  Cov(K,K,,,) -y
- Cov(F,F) Cov(K,, Ko,

Podem rescriure la igualtat inicial com
po = R+7B.

Com que s’haura de complir per tota cartera, també s’haura de complir per la cartera
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de mercat, w,,. En aquest cas, 8 =1 i podem aillar ~:
Yo, S R+7v = Y= pUe, —R.
Aixi doncs, els retorns dels actius es poden expressar com
pi = R+ Bi(pw,, — R) ,

que ens doéna la férmula del CAPM també per a actius i carteres sense diversificar.

6.5 Generalitzacié de '’APT per a miiltiples factors

La generalitzacié de ’APT per a miltiples factors es fa de manera similar. La diferencia
és que, per a cada factor Fy,, tindrem un parametre =, diferent. El sistema a resoldre

sera
w1 = p+y1bi1 + ... + ymbim + Wi

Hn = p+’Ylbn1 + ...+ 'Ymbnm + Wy
Wibip + oo + Wibp =0

Wibim + ... + Wipbpm =0
Wi+..+W,=0

Aquest és un sistema de n+m+1 equacions i n+m+1 incognites (W1, ..., Wy, 71, ooy Y, P)-
En el cas d’un factor vam suposar n > 2. Ara haurem de suposar que n > m + 1. Fent
m = 1 tenim el cas d’un factor. Es pot demostrar que el sistema és compatible determi-
nat quan els vectors (1,...,1), (bi1,...;0n1), -y (b1my -+r, b ) s6n linealment independents.
Notem que, quan m = 1, tenim el cas d’un factor on imposavem que no tots els b; fos-
sin iguals, és a dir, que els vectors (1,...,1) i (b1, ..., b,) fossin linealment independents.
Quan sén linealment dependents, i de manera analoga al cas d’un factor, el sistema és
compatible indeterminat.

Tenint en compte tot aixo, i utilitzant un argument similar al cas d’un factor, podem
expressar els retorns dels actius com

Wi = p+v1bit + ... + Ymbim -
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Capitol 7

Conclusions

Aquest treball ha abordat amb profunditat els fonaments de la teoria moderna de carteres
i el model CAPM, aplicant eines matematiques per analitzar i optimitzar les decisions

d’inversié. Els resultats obtinguts permeten extreure les conclusions segiients:

En primer lloc, 'estudi del risc i el retorn d’actius individuals i carteres ha confirmat
que la diversificacié redueix de manera efectiva el risc sense comprometre el retorn esperat.
Mitjangant el calcul de la variancia i la covariancia entre actius, s’han determinat carteres
eficients que maximitzen el retorn ajustat al risc, destacant especialment la importancia
de la cartera de minima variancia i la cartera de mercat.

En segon lloc, s’ha demostrat que el model CAPM proporciona una metodologia ro-
busta per valorar actius financers. L’aplicacié del coeficient S ha permes quantificar el
risc sistematic i predir el retorn esperat en funcié del mercat.

A més, I'analisi de models de factors i la teoria de l'arbitratge (APT) han ampliat
la comprensio dels mecanismes que afecten els rendiments d’actius. La incorporacio de
multiples fonts de risc ajuda a millorar la precisié en ’avaluacié d’actius i proporciona
una alternativa complementaria al CAPM.
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