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Abstract

This work examines discrete compartmental models used in stochastic epidemiological
studies. The central focus of the study is the SIR model and the subsequent extensions
derived from it in a markovian chain. In this context, fundamental concepts of the the-
ory of stochastic processes and the main associated analytical tools are first introduced.
Concretely, 1t0’s integral and stochastic differential equations. Next, the study explo-
res the nondeterministic theory of disease propagation. Diffusion approximations that
describe some of the SIR-associated models are derived. The Ry value is also computed.
Finally, a Covid-19 outbreak in a nursing home is modeled using the SEIHR model, which
constitutes an extension of the original SIR model.

Resum

En aquest treball s’estudien els models de compartimentacié discrets emprats en 1’estudi
estocastic epidemiologic. L’eix vertebrador de l'estudi és el model SIR i les extensions
posteriors derivades d’aquest seguint una cadena de Markov. Per aquest motiu, primer
es presenten conceptes fonamentals de la teoria de processos estocastics i les principals
eines d’analisi associades. Concretament, la integral d’It6 i les equacions diferencials
estocastiques. Segonament, s’aprofundeix en la teoria indeterminista de la propagacié de
malalties. S’obtenen aproximacions de difusié que descriuen alguns dels models associats
al SIR. També es calcula el valor de Ry. Finalment, es modela un brot de Covid-19 en
una residencia utilitzant el model SEIHR que constitueix una ampliacié del model SIR
inicial.

2020 Mathematics Subject Classification. 60G05, 60H05, 60H10, 60J70, 92D30.
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Introduccio

El projecte

Segons [1], 'epidemiologia és “I’estudi de l'ocurrencia i distribucié d’esdeveniments,
estats 1 processos relacionats amb la salut en poblacions especificades, incloent ’estudi
dels determinants que influeixen en aquests processos i ’aplicacié d’aquest coneixement
per controlar problemes de salut rellevants.” Es clar que, en aquest sentit, el modelatge
matematic de I'evolucié d’una malaltia infecciosa en funcié de diferents parametres és un
element cabdal, ates que aquest estudi sobre una poblacié determinada permet, junta-
ment amb coneixements sanitaris, anticipar els efectes de la malaltia numericament i els
impactes dels agents mitigants o excitatoris sobre aquesta. Son aquests coneixements els
que permeten decidir les accions a prendre per tal de mitigar o extingir una epidemia.

Per tal de tractar aquest problema, un estudi important va ser el publicat per Ker-
mack i McKendrick[2] el 1927, on dividien la poblacié tancada estudiada en diferents
subgrups: aquelles persones que no havien estat contagiades, les malaltes i aquelles que
havien superat la malaltia (i, per tant, no eren susceptibles de contagiar-se de nou) o ha-
vien mort. Aquestes aproximacions s’anomenen models compartimentals i permeten, en
major o menor mesura, introduir simplificacions que facilitin I’estudi de poblacions grans.
Una observacié adequada al respecte seria, per exemple, considerar epidémies en que les
persones curades puguin tornar a patir la malaltia. En aquest cas, el model compartimen-
tal es reduiria a dos subgrups si la malaltia no fos mortal. Clarament, un coneixement
precis permet modificar els subgrups per descriure amb més detall el procés en questié.

Tornant al primer cas, aquest model és abreujat com a SIR ja que es refereix als
subgrups “susceptibles”, “infectats” i “recuperats”. Es un model senzill i ampliament
estudiat, i amb el qual els autors van aconseguir, mitjancant equacions diferencials aco-
blades, relacionar els valors mnims de densitat de poblacié perque una infeccié es propagui
per a determinades taxes d’infeccid, recuperacié i mort.

Finalment, 'iltim pas d’aquesta introducci es troba en articles com el de Kendall[3],
on es discuteix ’apropament determinista dels primers estudis del model i es proposa
Iestocastica, en un procés markovia discret amb un nombre finit d’estats, per estudiar
en detall el model. En concret, aquest nou enfocament permet tractar de forma més
precisa poblacions petites on el nombre d’individus no assoleix el limit termodinamic on
I'aproximacié determinista és valida i, alhora, proporciona resultats fisicament plausibles
en el nombre d’individus en cada subgrup, doncs les transicions del procés de Markov
s6n només entre estats (nombre d’individus en un cert subgrup) que representen nombres
enters.

Aquest breu resum historic pretén explicar i motivar el lector sobre la teoria explicada
en aquest treball. L’estocastica és, doncs, una construccié matematica que sorgeix en
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fenomens naturals. L’estudi d’aquesta facilita examinar conceptes profunds del compor-
tament indeterminista que s’observa en processos fisics i caldra analitzar-la per descobrir
els seus fonaments en l’aplicacié a models epidemiologics. Particularment 1til sera el
calcul estocastic que definira la construccié d’equacions diferencials dins d’aquesta teoria,
conceptes clau per les dependeéncies entre quantitat i creixement en dinamiques poblaci-
onals.

Es pretén comprendre en detall els avengos del model emprant, com a guia, I'estu-
di dut a terme per Tuckwell i Williams[4] en el qual, el 2007, van realitzar un estudi
detallat dels efectes de la variacié de les diferents variables del model SIR. Finalment,
també es detallara el model SEITHR proposat per Ferrante, Ferarris i Rovira[5] el 2016
(Susceptibles, malalts latents, malalts infecciosos, malalts no infecciosos i recuperats) que
sofistica ’anterior model adequant-se millor a certs casos epidemics. En tots dos casos,
utilitzarem altres articles per ampliar conceptes de cadascun dels estudis i obtenir una
visié més amplia dels avencos teorics en els models. Finalment, tractarem de compendiar
els resultats especifics dels models epidemiologics per aplicar-los a un cas d’estudi que
satisfaci les condicions exigides pels primers.

Estructura de la Memoria

L’objectiu d’aquest treball és comprendre els models actuals d’epidemiologia estocastica.
A tal efecte, es fard una introduccié teorica a aquells conceptes i resultats rellevants de
la teoria de processos estocastics que sigui emprada pels models o que aporti context
atil a l’estudi. En particular, es descriuran els processos estocastics markovians i les seves
propietats, es caracteritzaran els processos de difusié i s’aprofundira en els aspectes teorics
més rellevants de I'integral estocastica d’Ito i les equacions diferencials estocastiques.

La segona part del treball consistira a desenvolupar els models epidemiologics SIR i
SEIHR partint de les bases teoriques anteriors seguint els estudis comentats en 'introduc-
ci6 juntament amb altres publicacions que les complementin. També es modelara un brot
de Covid-19 seguint els conceptes teorics del model SEIHR, en concret I’aproximacio de
difusié del procés, per tal de visualitzar les aplicacions practiques dels models estudiats
fent simulacions numeriques.



Capitol 1

Processos Estocastics

1.1 Processos Estocastics discrets i a temps continu

Comengarem per introduir els processos estocastics, on farem una revisié dels diferents
tipus, per tal de dotar de context la decisié d’abordar el problema del treball amb unes o
altres eines matematiques. Trobem una definicié intuitiva d’aquests a [1] segons la qual
representen una ”sequencia temporal amb elements aleatoris”, és a dir, una seqliencia de
variables aleatories que trobaran una aplicacié directa en la modelitzacié de fenomens
amb una dependencia parcial o total amb ’atzar. En sén exemples classics el moviment
d’una particula de pols en un fluid o les dinamiques poblacionals. Tal i com podem trobar
a diferents textos com [6] i [7] entre d’altres:

Definicié 1.1.1. Un procés estocastic amb un espai d’estats S és una familia { Xy, t €
T} de variables aleatories Xy : 2 — S en un espai comu de probabilitats (2, A, P).

Si anomenem T l'espai de parametres, distingirem entre processos discrets quan T
sigui numerable (per exemple T' = N) i processos continus quan T sigui no numerable
(per exemple T' = Ry). En el nostre cas particular, i sovint en general, associarem el
parametre t al temps transcorregut.

De la mateixa manera, anomenarem FE l'espai d’estats (els diferents valors que pot
prendre la variable aleatoria X;) i distingirem entre espais d’estats discrets o numerables
i continus (no numerables).

Definicié 1.1.2. Fizat w € 2, anomenem la funcio:
t— Xt (w)

definida a l’espai de parametres T com una realitzacio o trajectoria del procés.

1.1.1 Cas particular: El moviment brownia

Per tal d’exemplificar un procés estocastic a temps continu introduirem el procés para-
digmatic les propietats del qual seran ttils per als propers capitols. De fet, és el procés
associat al moviment erratic de les particules suspeses en un fluid. El moviment brownia
modelitza el moviment aleatori continu.

Definicié 1.1.3. El procés de Wiener (o moviment brownia) és un procés estocastic
Wi amb t € [0,00) tal que:
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1. Wy =0 quasi seqgurament.

2. Per qualssevol s1 < 11 < 59 < tg < - < s, <ty les variables aleatories Wy, —
Weiyoooy Wy, — Wy, son independents.

n

3. Per qualsevol s < t, la variable aletoria Wy — Wy té una distribucio normal amb
mitjana 0 i variancia (t — s)o2, és a dir, Wy — Wy ~ N(0, (t — s)o?).

4. Les trajectories son continues, és a dir, la funcio t — Wy és una funcid continua de
t.

Observacié 1.1.4. Direm que un procés satisfa la condicié (2) si té increments inde-
pendents.

Observacié 1.1.5. Anomenarem moviment brownia estandard a aquell procés de
Wiener amb o2 = 1.

Proposicié 1.1.6. Per qualssevol s,t > 0, E(W,Wy) = min(s,t).

Prova: Considerem s < t:
EWW;) = E(W,(W; — Wy)) + E(W2) = E(W,)E(W; — W) + 5 = s = min(s, t),

emprant les propietats d’increments independents i els resultats de variancia i esperanca
dels processos.

Proposicié 1.1.7. Les trajectories del moviment brownia estandard sén quasi segurament
continues pero no diferenciables per t > 0.

Aquesta propietat descriptiva del procés sera til per comprendre ’abast de les apro-
ximacions numeriques d’aquest.

Figura 1.1: Simulacié amb el programari MATLAB d’una trajectoria del moviment brow-
nia estandard. Les unitats d’espai (W} associat a una coordenada espaial) i temps sén
arbitraries.
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1.2 Procés de Markov

També resultara adient ’estudi dels processos de Markov ja que podrem entendre facilment
la seva relacié amb l'objectiu d’aquest estudi. En trets generals, aquests processos tenen
la propietat de "no tenir memoria”, és a dir, que per realitzar prediccions sobre estats
futurs, només és necessari coneixer l'estat present. Afegirem conceptes del capitol 11 6
de [8] a més dels continguts de les fonts principals anteriors.

Definicié 1.2.1. Un procés de Markov és un procés estocastic Xy, t € [0,T], tal que
per a tot s,t >04ij€S:

P(Xt+s = ]|Xu’u < t) = P(Xt-i-s = j’Xt)

1 anomenem Cadena de Markowv al procés markovia que pren valors en un espai d’estats
numerable S. Distingirem, doncs, entre temps discrets © continus.

Observacié 1.2.2. Anomenem propietat de Markov la propietat d’un procés segons
la qual l'estat futur del qual només depen del seu estat present, aixo és, en un procés
discret:

P(Xpi1 = 1| Xo =0, X1 = i1, ., Xn = in) = P(Xns1 = int1| Xn = in).

Definicié 1.2.3. Un procés homogeni en el temps és aquell en que, fixzat t € T,
P(Xep=j|Xs=1)=P(Xypt =j|Xu=1) Vi,j € EiVt,s,ucT.

Definicié 1.2.4. Anomenem Probabilitat de transicio d’un procés homogeni en el
temps a la funcid py : t — pi(i,5) oni,j € E ipi(i,j) = P(Xs4e = j|Xs = 1) i funcid de
transicié a la matriu Py = (pi(i, 7)) j)eExE-

Lema 1.2.5. En una cadena de Markov a temps discret homogénia X,, podem obtenir
la matriu de transicions n-ésima, P,, de coeficients p,(i,j) = P(X, = j|Xo = 1), si
coneizem P de coeficients p(i,j) = P(X1 = j|Xo =1):

P, = P".

D’aquests desenvolupaments es desprenen equacions relacionades amb la propietat de
Markov i que permeten descriure el procés futur i passat.

Proposicié 1.2.6. Equacio de Chapman-Kolmogorov. Sigui X, una cadena de
Markov a temps discret homogeénia, en un espai d’estats S i siguin n,m € N, aleshores se
satisfa:
Prtm(is§) =Y pn(i, k)pm(k, 5)
kesS

Es facil comprovar aquesta propietat seguint I’enfocament matricial del Lema 1.2.5:
Py = P = P"P™ = P, P,,.

Definicié 1.2.7. Un procés de difusié és un procés de Markov continu, amb matriu de
transicio p(s,z;t,y) (equivalent continu: P(X(t) = y|X(s) = x)) que satisfa 'existéncia
dels segtients limits per a tot € > 0,s > 0:

lim
tsst—s

/ p(s, z;t, y)dy =0,
ly—z|>€
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. 1

fim /w_M(y — )p(s, 331, y)dy = a5, 2),
) 1 / 2 2
lim (y —z)°p(s, z;t,y)dy = b*(s, x).
t—st— s \y—x|<e

Anomenem a(s,x) el terme de desplagament o "drift” i b(s,z) el coeficient de difusid a
temps s 1 "posicio”x.

Observacié 1.2.8. Clarament, els processos de difusié sén aquells que segueixen una
trajectoria marcada per un terme determinista, el de desplacament, i un d’aleatori, el
difusiu. En sén exemples el procés de Wiener estandard, presentat a 1’Observacié
1.1.5, amb coeficients a(s,z) = 0, b(s,z) = 1 i el d’Ornstein-Uhlenbeck amb a(s,z) =

—z, b(s,x) = V2.

Lema 1.2.9. Del resultat anterior es desprén una expressié més intuitiva:

a(s, ) = lim 1 B(X(1) ~ X(5)|X(5) = 7).
b?(s,z) = lim E((X(t) — X(s)*1X(s) = z).

t—ost— S
A més, el primer limit evita que el procés tingui salts instantanis.

Lema 1.2.10. Equacio de Chapman-Kolmogorov continua. Sigui X(t) una cadena
de Markov a temps continu homogénia, en un espai d’estats S i siguin 0 < s < 7 < ¢,
aleshores se satisfa:

o0
pls.ait,y) = / p(s, 27, 2)p(r, 2:t, y)dz.
— 00

Proposicié 1.2.11. Kolmogorov Forward and Backward equations. FEls processos
de difusio satisfan:

dp 0 19%,, B
2% a*y(a(t,y)l?) T 20,2 (b°(t,y)p) = 0,
Kolmogorov forward equation (KFE).
op op 1, 0%
ot TG, T s a)gs =0,

Kolmogorov backward equation (KBE).

Existeix una formulacié general de les equacions de Kolmogorov per processos més
generals, els processos d’'Itd, perod escau comprendre amb profunditat la diferenciabilitat
estocastica.

Observacié 1.2.12. Els processos de difusié sén una eina util en les aplicacions de la
teoria d’equacions diferencials estocastiques, doncs permeten aproximar processos marko-
vians a temps discret a processos de difusid, és a dir, continus. Aquest tractament s’ano-
mena Aproximacié de difusid i és d’utilitat quan es volen fer servir resultats d’equacions
diferencials estocastiques en Cadenes de Markov.
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Exemple 1.2.13. Una manera simple d’aproximar una seqiiencia de Cadenes de Markov
mitjancant un procés de difusié és particionar els passos de temps en n instants: t; = i/n
per i =0,1,...,n, on prenem la unitat com a pas de temps. Aixi, el procés X (t) esdevé
X! en el qual es genera una passejada aleatoria entre instants de temps on cada pas
és de mida b(X)n~1/2 i s’afegeix un terme fix a(X)n~'. Anomenem y; a la variable
aleatoria que pren els valors —1 i 1 equiprobablement a cada instant ¢ (i sén independents
i idénticament distribuides. Aixi:

1 1
=X+ G(Xz'n)ﬁ + b(Xin)ﬁXi'

Aquest exemple convergira en distribucié a un procés de difusi6 si les funcions a(x), b(x)
satisfan les propietats de les funcions homonimes del procés de difusié o si convergeixen a
aquestes tltimes en L'. D’aquesta manera, podem formar 1’equacié diferencial consistent:

dXt = G(Xt)dt + b(Xt)th

de la qual en parlarem en detall, properament.



Capitol 2

Analisi estocastica

La motivacié d’aquest capitol és comprendre com es construeixen les equacions diferencials
estocastiques, unes construccions que sorgeixen naturalment en la recerca de processos
que satisfan certes relacions entre el creixement o decreixement i el propi procés. Per tal
de comprendre les complexitats de ’adequacio de les equacions diferencials a I’estocastica,
estudiarem els treballs del Dr. Kiyosi It6 en aquest ambit. Els seglients resultats sén de
facil abast en diferents textos sobre l'integral d’Ito entre els que es troben [6] i [8].

2.1 La integral estocastica d’Ito

Similarment a l’integral de Riemann, la construccié de l'integral es dura a terme mit-
jancant ’aproximacié per sumes, és a dir, siguin 0 =tg < t) <to < -+  <tp_1 <tp, =T
i S5 € [tj,tj_H} :

n—1

D F(sy) (Wtja) = W(ty)).

§=0
Ara bé, contrariament a 'integral de Riemann, el resultat d’aquesta suma dependra de la
tria que es faci del punt s;. La integral d’It6 soluciona aquesta divergeéncia de resultats
demanant que f(s;) estigui adaptat a la filtracié F;, per tant, prenent s; = t;.

Recordem que l'integral d’It6 s’aproxima per seqiiencies de sumes de variables ale-
atories convergents a L? i no a R.

Observacié 2.1.1. Una succesi6 de variables aleatories a valors reals X, X1,... conver-
geix a X en L% si B(|X,|?) i E(|X|?) existeixen i

. 2\
nlg)goE(]Xn—X\ ) =0.

Definicié 2.1.2. Anomenarem f(t) ambt > 0, un procés escalonat aleatori si ezisteix
una seqieéncia finita de nombres 0 = tg < t1 < -+ < t, 1 variables aleatories de quadrat
integrable no, M1, . .., Mn—1 on n; €s Fi,-mesurable per tot j =0,1,...,n—1:

n—1
f(t) = Z njl[tj,tj+1)(t)'
7=0

2

step al congunt de processos aleatoris escalonats.

Denotarem per

8
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Definicio 2.1.3. L’integral estocastica d’un procés aleatori escalonat f € M esta

definida per:

step
2773 (tj41) — W(t5))-

Una propietat que es despren facilment de la definicié és la segiient:

Proposicié 2.1.4. Per a qualsevol procés aleatori escalonat f € Mstep, la integral es-

tocastica I(f) és una variable aleatoria de quadrat integrable, és a dir, I(f) € L2, tal

. B = ([ iroPa).
Prova:

Sigui A]W = W(tj_H) - W(tj) 1 Ajt = tj+1 - tj. Aleshores:
E(A,W)=0 i E((A;W)?) = Ajt.

Primer, calcularem l’esperanca de

n—1n—1 n—1
I(f)? = Z Z niMA;WALW = Z nj(A;W)? +2 annkAjWAkW.
=0 k=0 =0 i<k

Donat que n; i A;W sén independents:
272 _ 2 2 _ 2
E(%‘A]’W) = E(nj)E(AjW) = E(le)Ajt-
Si k < j, aleshores njn AW i AjW sén independents:

Per tant:
n—1
=Y E@)At
§=0
D’aquesta manera, es dedueix que I(f) € L?, ja que 19,01, . ..,m,—1 € L?. D’altra banda:
n—1ln—1
= Z Z ML t.50) () Loyt ) (2 Z 5L 1ty,t544](
§=0 k=0

Cosa que implica que:

Finalment:

E(I(H)P) = B ( /0 N |f(t)!2dt> |

Definicié 2.1.5. Denotem M? la classe de processos estocastics f(t), t > 0 tals que:

E (/OOO yf(t)|2dt> < o0
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1 existeir una seqiéncia fi, fa, - € MSQtep de processos escalonats aleatoris tals que:
oo
lim F </ |f(t) —fn(t)\th> =0.
n—oo 0
Aleshores diem que la seqiiéncia de processos escalonats aleatoris f1, fa, ... aproximen f
a M?.

Definicié 2.1.6. Anomenem I(f) € L? la integral estocastica d’Ité (de 0 a o) de
feM?si
lim E ([1(f) ~ I(£,)[?) =0

n—oo

per a qualsevol seqiiencia fi, fa,- -+ € Mgy de processos escalonats aleatoris que aproxi-
men f en M?. També escriurem

AmedW@)

en lloc d’I(f).

Proposicié 2.1.7. L’integral estocastica de tota funcié f € M?, I(f) € L? existeiz i és
tinica (quasi sequrament, en tant que element d’L?) i satisfa:

Eunﬁﬁy=E(Awu@wﬁ).

Prova:
Sigui ||f||ar2 = \/E(fooo|f(t)|2dt) i [|1nll2 = VE(®?) les normes de finen M? i L?

respectivament, per qualssevol f € M? in € L% Sigui fi, fa, - € Mgte,p

de processos escalonats aleatoris aproximant f € M?, aleshores se satisfa:

una seqiiencia

i B[ 17(0) ~ fulo)Pdt) = lim [I£) = Su(®)R et =

n—oo

Per tant:
Tim [£(2) — fal®)llagadt = 0.

Aleshores, donat que Ve > 0, 3N tal que |[f — fullp2 < § Vn > N, podem veure que
I(f1),1(f2),... és una successié de Cauchy en L*:

() = Tl = 1 Fon = fadllzz = 1fon = Fallare S11F = Fanllare +11F = fallare < 5+ 5 <€

per qualssevol m,n > N.

Donat que L? amb la norma és un espai complet, tota successié de Cauchy té limit. Per
tant, I(f1),I(f2),... télimit a L? per qualsevol seqiiéncia de processos escalonats aleatoris
fi, fo, -+ € Msztep aproximant f. Ara bé, suposem que dues seqiiéncies de processos
escalonats aleatoris f1, f2,... 1 ¢g1,92,... aproximen f i tenen diferent limit. Aleshores,
la seqliencia conjunta f1, g1, f2, g2,... aproxima f i té limit. Les subseqiiéncies tenen el
mateix limit, per tant, aquest és igual per f1, fo,... i g1, 92,.... Per tant:

i ([1(f) — I(fw)llze = 0.
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Pero sabem que:

H(f)llLz = ()l a2

Prenent limits a banda i banda:

(N2 = )| are-

Observacié 2.1.8. Podem albirar que els increments (diferencials) dels processos de Wie-
ner estan relacionats amb els increments (diferencials) de temps per poteéncies. Entendrem
millor aquest concepte en el desenvolupament de la Formula d’It6.

Definicié 2.1.9. VT' > 0 anomenem M% Pespai de tots els processos estocastics f(t),
t >0 tals que 1o 1) f € M?. L’integral estocastica (de 0 a T) de f € M2 es defineiz com
I7(f) = I(1jo,r)f) o, alternativament:

T
/0 F)aw ()

Exemple 2.1.10. Calcularem la integral estocastica d’It6 per la funcié f(t) = Wi:

T
/ Wi dW,
0

Considerem el procés escalonat aleatori:

E Winl
e, )

T
ot

on 0=ty <t} < <ty <T=tn t] =
Aquest procés aproxima f(t) = W; en M?:

lim B </OT|f(t) —fn(t)|2dt> = lim Z/tn |Wt Wt;}|2> dt

L it N 1% 2 _ s 17T
3 <t—tj>dtn};%oao<a+1 6=t 55 =0
1= J 1=

Ens cal, doncs, calcular el limit de la integral del procés escalonat en L?:

n—1

/ WidWy = lim I(f,) = lim Zth Wi — W)

n—1 n—1
= lim (5> (Wa_, - W) =5 O:<Wt;ﬂ —Wiy)?) = 5W7 = ST
1= 1=
., . . . .t w2 w2
Observacié 2.1.11. Comprovem que el resultat intuitiu riemannia fo Weds = - — =

no és correcte, tot i que un estudi de les esperances d’ambdds costats ja constatava aquest
. 2
fet. El terme esquerre té esperanga 0 i el terme dret %



2.1. LA INTEGRAL ESTOCASTICA D’ITO 12

Definici6é 2.1.12. Anomenem Equacié Diferencial Estocastica a una equacid dife-
rencial que descriu un procés influenciat per una for¢a de caracter indeterminista que
pot o no tenir coeficients aleatoris. Son equacions diferencials en forma pero representen
equacions integrals formalment. Siguin a(t, Xy), b(t, Xy) qualssevol, l’equacio diferencial
estocastica d’un procés X; €s:

dXt = (I(t, Xt)dt + b(t, Xt)th,

que representa simbolicament [’equacio integral:

¢ t
Xt:XtO—/ a(s,XS)ds—i—/ b(s, Xs)dWs,

to to

on iltima integral és estocastica, €s a dir, una integral d’Ito.

Lema 2.1.13. Formula d’Ité. Sigui f una funcid amb dues derivades continues i W,
€s un moviment brownia estandard, aleshores:

f(Wt)_f(Wo):/O f/(WS)dWSvL;/O f"(Wy)ds.

Equivalentment, en forma diferencial:
1
df(Wt) = f/(Wt)th + §f”(Wt)dt.

L’intuicié rere aquest resultat es troba estretament relacionada amb la formula de
Taylor. Un calcul senzill anterior permet deduir:

E(dW})?) = BE(Wygqr — Wi)?) = dt.

Emprant la formula de Taylor sabem que:
POV = F(Weg) ' (Wig) (We = Wig) + 5 1" (Wig) (Wi — W, ) 4.
que expressada en forma diferencial resulta:
A (W) = £/ (W)W, + o (W) + ..

i relacionant-la amb el resultat anterior, utilitzant la formula de Taylor a primer ordre, ens
adonem que hem d’incloure la segona derivada (amb la relacié estreta entre diferencials)
per incloure la dependéncia en dues variables que té el terme f(W;):

df (Wy) = f'(Wy)dW; + %f”(Wt)dt +...

D’aquesta manera, veiem el terme afegit depenent de t que sorgeix del calcul estocastic
en considerar les dues variables de les que depen una funcié f(W;), la part determinista
depenent de t i la part estocastica (de soroll) depenent de W;.

Es interessant veure que la resta de termes sén d’ordre superior: dtdW; = O(dt%) i
que;
E(dtdWy) = dtE(dW;) = 0.
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Definici6 2.1.14. Anomenem Procés d’Ité a un procés estocastic & que satisfa l'equacio
diferencial:

on a(t) és L} i b(t) és M? per tott >0

Lema 2.1.15. Formula d’Ité, cas general. Sigui f una funcio amb dues derivades
continues i & és un procés d’Ito aleshores:

f(ta gt) - f(t()a 50) = /0 (ft/(tv gt) + fa,c(tv gt)a(t) + %f;&n(t gt)b(t)Q)dt +/0 fa/c(tv ft)a(t)th.

Equivalentment, en forma diferencial:

A (160 = (0,60 + Fu(1E)alt) + 3 Foa (6, G000t + (1, E)alt)dWs.

Observacié 2.1.16. D’aquests resultats es despren que podem escriure un procés de
difusié X (t) amb a(s, ), b%(s,x) com aquell procés que satisfa I'equacié diferencial:

dX(t) = a(z,t)dt + b(z, t)dW;.
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2.2 Calcul numeric d’equacions diferencials estocastiques

Sabem que les equacions diferencials estocastiques representen una extensié de les de-
terministes i que aquestes tultimes, sovint, no tenen una solucié analitica. Es aleshores
quan ens preguntem si 'equacio té solucio i emprem els metodes numerics per aproximar
aquestes solucions si existeixen.

De la mateixa manera que hem parlat dels processos de difusié i les aproximacions de
difusié com una eina ttil per aproximar processos discrets com a processos continus, ara
veurem com la seva contrapart, les aproximacions discretes, o discretitzacions de processos
continus, permeten solucionar equacions diferencials estocastiques numericament.

Per aixo, primer, caldra trobar quines equacions tenen solucid, per bé que no sigui
analitica. En aquest sentit, ens emmirallarem en els teoremes d’existéncia i unicitat
per equacions amb coeficient Lipschitz que trobem a [9] i continuarem amb els metodes
numerics de [8]:

Definicié 2.2.1. Sigui f : X — Y una funcié continua i1 X, Y dos espais normats. Es
div que f és Lipschitz continua si Vr,y € X 3K > 0 tal que:

[f(z) = f(y)] < Kl —y.

Definicié 2.2.2. Siguit f : X — Y wuna funcio continua © X, Y dos espais normats. Es
diu que f és localment Lipschitz continua siV|z|,|y| < N IKyx > 0 tal que:

[f(z) = f(y)| < Knlz —yl.

La segona propietat Lipschitz, menys forta, ens permet obtenir solucions per a casos
concrets, com en les equacions diferencials ordinaries. En el cas estocastic, també hau-
rem de restringir els coeficients per trobar solucions generals. Distingirem dos tipus de
solucions:

Definicioé 2.2.3. Direm que una solucié de l’equacio diferencial és forta si té solucio per
qualsevol procés de Wiener, Wy, triat © feble quan aquesta tingui solucio per un parell
X, W concret.

Definicio 2.2.4. Definirem la unicitat d’una solucio de l'equacio diferencial estocastica
si, donats dos processos estocastics solucid X, X € L?, aleshores:

P(X(t)=X(t), V6L,0<t<T)=1.
Teorema 2.2.5. Existéncia i unicitat. Direm que el problema del valor inicial:
dX(t) = a(t, X¢)dt +b(t, Xp)dWy, 0<t<T
X(0) = Xo

associat a una equacid diferencial estocastica té solucid forta i €s unica si es donen Si-
multaniament:

a) a(t, Xy), bz, Xt) € M? son funcions Lipschitz continues

z, X,
b) la(t, X)| < L(1+ [Xq))
[b(t, X¢)| < L(1 + [ X¢)

c) E(Xo) < o0 i Xg és una variable aleatoria independent de Wy.

0<t<T, per una certa constant L > 0.
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Prova:
Primer, demostrarem la unicitat donades dues solucions com les descrites i després de-
mostrarem que exiteixen aquestes solucions.

Unicitat:
Suposem que existeixen dues solucions X, X € L? del problema del valor inicial. Alesho-
res:

t t
X — X = / a(s, Xs) —a(s, Xs)ds + / b(s, Xs) — b(s, Xg)dWs
0 0

Com (a + b)? < 2a® + 2b*:
B(|X, - X y/ (5, X,) sX)ds|)+2E|/ (5, Xs) — b(s, X,)dW,[?)

Emprant la desigualtat de Cauchy-Schwarz (| fg fds|* < tfot | f|*ds amb t > 0) i la propi-
etat Lipschitz:

|/ 5, X,) —a(s, X,)ds|?) < TE/ la(s, Xs) — a(s, X,)|%ds) < LQT/OtE(XS — X,|?)ds
Per la integral d’It6, tenim la proposicié 2.1.7 i la propietat Lipschitz:

|/ (5, X,) — b(s, X, )dW,|?) /|bsX)—b(sX)|2ds<L2/E|X — X,[*)ds
Per tant, trobem que existeix una constant C' > 0 tal que:

t
E(1X, — X% < C/ E(|Xs — X4|*)ds per atot 0 <t < T.
0

Reanomenant ¢(t) = (| X; — X{|?), podem veure que ¢(t) satisfa les premisses del Lema
de Gronwall:

t
0 < ¢(t) SCO—i—C/ ¢(s)ds per atot 0 <t <T.
0
Amb el que obtenim que ¢(t) < 0 ja que Cy = 0 i, finalment:

P(X(t)=X(t), V,0<t<T)=

Existencia:
XO0(t) = X,

Emprarem 'esquema segiient:
P 4 8 {X"H(t) = Xo+ [ a(s, X7(s))ds + [ b(s, X"(s))dW,

pern=0,1,...10<¢t<T.
Definim també d™(t) = E(| X" 1(t) — X" (¢)|?).
Primer, volem veure que:
Mt n+1
d"(t) < i
(n+1)!

se satisfa per tot n =0,1,... 10 <t < T, per alguna constant M funcié de L,T i Xj.
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Per n=0:
t ¢
d°(t) = BE(X'(1) - X°(1)*) = E(!/ a(s,Xo)ds+/ b(s, Xo)dW;[?)
0 0
t t
< 2E(|/ L(1 + | Xo|)ds|*) + 2E(y/ L*(1 + |Xo|)ds|*) < tM
0 0
per una M prou gran.
Farem el pas inductiu suposant que I'afirmacié és certa per n — 1. Aleshores:
d'(t) = B(|X"(t) — X" (1))
¢ t
= B(| [ als, X"(s)) = als, X" ($)ds+ [ (s, X (5) = bs, X" ()W)
0 0

< 2TL2E(/Ot | X" (s) = X" (s)[Pds) + 2L2E(/Ot [X7(s) — X" (s) | ds)

Mn—l— 1 tn—i— 1

t nn
< 2L2(1+T)/ M Tds <
o n! (n+1)!
triant M > 2L%(1 +T).
Clarament, hem emprat (a + b)? < 2a® + 202, la desigualtat de Cauchy-Schwarz, la pro-
pietat Lipschitz i la propietat més forta del teorema i finalment hem introduit la hipotesi
d’induccié.

Ara, un cop demostrada la desigualtat, podem veure que:

n+1 _yn 2
B (o 1710 - X" )

< 2T L? /OT E(|X™(s) — X" 1(s)*)ds + 8L /OT E(|X"(s) — X" (s)|%ds

< C(MT)H.
n!

Podem, doncs, utilitzar el Lemma de Borel Cantelli doncs:

1
P Xn+1 _ X" -
(s 1720 = x70) > 5 )

c(mT)"”
< 22nE (max |Xn+1(t) _ Xn(t)’2) < 22n ( ) ’
0<t<t n!

o0

MT™
S MDY
o n!
Per tant:

1
n+1 n ;
P <0H<1?<Xt|X (t) — X" ()| > 2nz.0.> =0

on i.0. indica que succeeix ”infinitament sovint”.
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Finalment, per quasi tots els camins w:

n—1
X"(t) =X + > (X (t) - X (1))
§=0

convergeix uniformement en [0,7] a un procés X(t) = X; € L?. Prenent limits en la
definicié d’X"*1(t) per veure que:

t t
X(t)=Xo+ / a(s, Xs)ds —l—/ b(s, Xs)dWs
0 0

per 0 <t <T. Equivalentment, en forma diferencial:
{dX(t) = a(t, X;)dt + b(t, X;)dW,, 0<t<T

per 0 <t <T.
X(0) = Xo

Resta per demostrar X; € L?:
E(IX"(1)%)

goE(|X0|2)+0E(y/O a(s,X"(s))ds|2)+CE(|/0 b(s, X" (s))dW, )
< C(1 + B(|Xo2) + C’/OtE(]X0|2)ds

on C' és una constant adequada.
Per induccié:

n+1

E Xn-‘rl 2 < 2 n—+2
( (t)])_[C’—i—C—i— Lo

0+ Bx0P).
amb el que:
E(IX" (1)) < C(1 + E(|Xo|*)e".
Per n — oo:
E(IX(1)*) < C(1 + E(|Xo[*)e”
per tot 0 <t < T. Veiem que X; € L?.

Observacié 2.2.6. Existeixen altres resultats per solucions febles que consideren propi-
etats menys restrictives i que seran emprats per assegurar l’existéncia de solucions dels
models epidemiologics. En particular, es pot trobar un resultat per funcions localment
Lipschitz continues a [8], Capitol 4.

Definicio 2.2.7. El métode d’FEuler-Maruyama per discretitzar un procés d’Ito &,
t €0, T] que satisfa 'equacié diferencial:

d& = CL(t, Et)dt + b(t, &)th

amb valor inicial &y, consisteir a prendre una discretitzacid de 'interval de temps consi-
derat: O=mp<n < ---<7m=T, ont = i%, 1 =0,1,...,n tal que obtenim un procés
discret X; que satisfa l’esquema iteratiu:

Xiy1 = Xi+ a(r, Xi)(riy1 — 1) + 0(75, Xi) (Wryy — W)
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per i =0,1,...,n amb valor inicial Xo = & ¢ X; = X (1;) per al valor de l’aproximacid
en el temps discret T;.

Si reanomenem convenientment At = %, AW; = Wy, — W, (aquest ltim terme

sequeir una distribucid normal N (0, At)) obtenim 'expressio més comuna:
Xiy1 =X+ a(Ti, Xl)At + b(’TZ', XZ)AWZ

Observacié 2.2.8. Existeixen metodes més precisos que consideren termes d’ordre su-
perior en At i que poden ser més adequats per termes estocastics grans o altament no
lineals com Milstein o Runge-Kutta estocastic pero el metode d’Euler-Maruyama és senzill
d’implementar i intuitiu.

Definici6 2.2.9. Una interpolacio constant per trams permet calcular el valor apro-
zimat del procés original en un temps no contingut per la discretitzacio.

Sigui X (t) el valor desitjat, considerem iy = max{i =0,1,...,n: 7 <t}. Aleshores:

t_Tit

X(t) =X, + (Xipt1 — X5,).

Tit+1 - Tit
Observacié 2.2.10. Clarament, les interpolacions no preserven la no diferenciabilitat
dels processos d’'It0, del qual en forma part el moviment brownia, per a tot ¢. Es per aixo
que el focus de I'estudi ha de residir en les aproximacions en els valors discretitzats.

Una aplicacié directa de les interpolacions és el calcul numeric d’equacions diferencials
estocastiques amb endarreriment.

Definicié 2.2.11. Una Equacié diferencial estocastica amb endarreriment és una
equacid diferencial estocastica de la forma:

d&t = a(t7 €t7 gt—’i17§t—i27 .. 7€t—im)dt + a(tv §t7 gt—ipgt—iza .. 7§t—im)th
amb 1,49, ...,4y € [0,T].

Observacié 2.2.12. Les especificitats de I'estocastica amb endarreriment no seran trac-
tades en aquest treball per motius d’extensié pero es poden comprovar les propietats que
ens permetran emprarles en el calcul numeric dels models epidemiologics a [10].

Definicié 2.2.13. El metode d’Euler-Maruyama per equacions amb endarreriment, en
les mateizes condicions que anteriorment, s’expressa com:

Xiv1 = Xi+a(r, Xi, Xijy, Xicjyr oo, X ) A+ a1, Xiy X gy, Xim gy oo, Xy ) AW

amb la diferéncia que s’han de considerar els valors de la funcié en linterval [—lmaqz, 0]
on lypaz = max{j; : L =1,...,m} i, si el temps t —i; no coincideiz amb un miltiple de
At caldra obtenir X;_j,, les aprozimacions dels valors endarrerits, per interpolacio.

Observacié 2.2.14. L’is d’aquest metode per aquestes equacions introdueix errors més
importants numericament per les interpolacions i 'emmagatzematge de més dades suposa
un major temps de computacio.



Capitol 3

Models epidemiologics estocastics

3.1 Primers desenvolupaments. Model SIR

Tal i com s’ha esmentat a l'introduccid, I'objectiu d’aquest treball és analitzar models
actuals d’epidemiologia estocastica i, a tal efecte, comengarem pel model compartimental
més estes: 'SIR.

Definicié 3.1.1. El model SIR (Susceptibles, Malalts i Recuperats) a estudiar [4] es basa
en les segiients consideracions:

1. Donat que les dades epidemiologiques s’actualitzen (com a molt) cada dia, el model
estocastic descriu un procés markovida a temps discret amb un dia com a pas de
temps.

2. La poblacio és tancada i en ella el nombre d’individus a cada un dels tres subgrups
és mutable a cada interval de temps.

3. Cada individu interacciona amb un nombre fix sumat a un altre d’aleatori d’altres
individus a cada pas i.

4. El contagi es dona en les interaccions entre individus malalts © individus susceptibles
i la probabilitat de contagi és la mateiza en tots els contactes.

5. La probabilitat de que un individu malalt contagii un individu susceptible és "p” fixe
i la probabilitat de contagiar-se en contacte amb ”y” malalts és de 1 — (1 — p)Y.

6. Un individu contagiat durant el dia "n” romandra susceptible fins el dia "n +1”on
esdevindra malalt, per tant, contagios.

7. Un individu malalt romandra en aquest estat durant "R”dies (fixos), després adop-
tara Uestat ”Recuperat” indefinidament.

Observacié 3.1.2. El model probabilistic d’interaccié entre individus és coneguda com
una Cadena Binomial. Es un model dinamic que assumeix que les interaccions es donen
en unitats discretes de temps, produint una cadena d’infeccions seguint la distribucid
probabilistica binomial: f(k,n,p) = (Z)pk(l —p)" " a cada pas de temps canviant, pero,

les variables en funcio de ’evolucié del nombre d’infectats.

19
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Observacié 3.1.3. Es poden fer diversos tractaments respecte a la capacitat de contagi
d’un individu a cada pas de temps pero els més extesos en sén dos: el de Greenwood
i el de Reed-Frost. El de Greenwood que assumeix que la probabilitat de contagi és
constant si es té contacte amb un malalt o amb més i el de Reed-Frost que suposa que
la probabilitat de contagi augmenta en funcié de la quantitat d’individus infectats amb
el que un susceptible té contacte.

Totes dues aproximacions responen a raonaments medics: la primera, segueix la intuicié
de que en una sala, ’ambient s’omplena de particules infeccioses tant si hi ha un individu
malalt com si n’hi ha més (I’exposicié a un individu malalts és igual que 1’exposici6 a més
individus) i la segona, assumeix que les interaccions amb malalts sén independents (per
tant a més interaccions amb malalts, més probabilitat de contagi). En aquest estudi se
seguira el segon apropament.

Trobar la probabilitat de contagi d’un individu és clau ja que, en el context d’una
cadena de Markov a temps discret, dona resposta a les probabilitats de transicié entre
estats d’un individu i, en conseqiiéncia, de tota la poblacié, com veurem en els propers
resultats.

Proposicié 3.1.4. Sigui y el nombre de malalts, N;(t) el nombre d’interaccions de l’in-
dividu i-estm 1 n el nombre d’individus, la probabilitat de que lindividu es trobi amb j
malalts és, considerant n prou gran:

P i = (M) (,ﬁl)j (1- nﬁl)w_j'

Considerant que la probabilitat de contagiar-se donades j interaccions amb individus
malalts és de p; =1 — (1 — p)?, podem veure que la probabilitat de contagi és:

Pcomtagi: lejP'L'](y7Ni(t);n)21_ <1_ n_1> ’
=

Prova:

Podem observar que:

N;(t) Ni(t) J Ni(t)—j
; Z i (Nt Yy Yy
Pcontagi - E ijij(:%Ni(t);n) = (1—(1—]9)])( ]( )) <7’L—1) (1_ n—l) .
=1 j=1

D’on podem distingir dos termes: el sumatori de Pij sobre tots els possibles j excepte

j=0,6ésadir, 1—(1—-2)N® i el sumatori de (1 —p)i Pl
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ona=(1-p)-ts, b=1- Y5, amb el que trobem una clara relacié amb el binomi de
Newton: (a+b)" =37, (3)ab™ 7. Caldra considerar el terme j = 0 per assolir el calcul
final:
Ny (t) N;(t) Ni(t)
N;(t) G Ni(t)—i : ; Yy y
py Vi) =i — pyNilt) _pNi(t) — (1 — L —(1= .
Z( Do (a-+) - v

Per tant, prenent l'aproximacié de la probabilitat de trobada d’un individu ¢ amb j
individus malalts considerada anteriorment:

»y Ny (t)
Pcontagi21_<1_n_l> .

Observacié 3.1.5. Clarament estem simplificant el model assumint que no hi ha interac-
cions més favorables que d’altres i, a més, es pot donar el cas paradoxal que un individu
interactui amb un altre i el darrer no interactui amb el primer. Per n petit, les interacci-
ons entre individus no poden simplificar-se com independents idénticament distribuides,
doncs les interaccions d’un determinen les de la resta.

Proposicié 3.1.6. Sigui X (t), Y(t) i Z(t) el nombre d’individus susceptibles, malalts i re-
cuperats a temps t respectivament, considerem els processos markovians X*(t), in(t), Vj e
{0,...,R—1} i Z'(t) (les R variables Y ”, representen els R dies que un individu roman
malalt) que només prenen dos valors possibles: 0 si l'individu i-ésim no es troba en l’estat
associat amb aquest procés a temps t (susceptible per X(t), primer dia infectat per Y (t),
...) i1 sisis’hitroba , és a dir, lindividu sempre prén el valor 1 en algun estat i 0 a la
resta. Aleshores, aquests estats conformen una cadena de Markov a temps discret:

Y/t)=1=Y,(t+1)=1 j<R-2
Yi () =1—=Zt+1) =1,
Zit)=1— Z(t+1) =1,

de manera univoca, amb "inica transicié no trivial (considerant l’anterior proposicid), la
de susceptible a susceptible i de susceptible a malalt per primer dia:

i(t)
PXi(t+1)=1X(t)=1) = <1 - np_yl>N :

i(t)
P(Yi(t+1)=1X‘(t)=1)=1— (1 - np_yl>N :

Lema 3.1.7. De l’anterior proposicid, podem definir un nou procés markovia que denoti
st Uindividu i-ésim es troba malalt o no (independentment dels dies que porti en aquest
estat) en un determinat temps t: Y'(t). Aixi, deduim:

R—-1 n n n
Yit) =Y Yit), X(t)=> X'(), Y@ =D Y'({), Zt)=> 7@
7=0 =0 =0 =0

Lema 3.1.8. Podem calcular la probabilitat que l'infeccio no es transmeti a nous individus
acilment si considerem el nombre d’interaccions constant n; i un nombre inicial de
Qo7 l t d l bre d’int tant n; b ld

contagiats yo:
n—=yo Dy n; R
= 1-— .
Qo [ H < p— 1) ]

=1
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Perque no hi hagi contagi, cadascun dels individus susceptibles a temps ¢, amb el seu
identificador i respectiu, han de trobar-se en el cas X‘(t + 1) = 1 de la Proposici6
3.1.6. Per tant, la probabilitat de que aquests fets succeeixin simultaniament, éssent
independents, és la multiplicacié de probabilitats.

3.1.1 SIR amb R=c0

Un cas particular de I’SIR és aquell on els malalts no es recuperen mai de ’afeccid, aixo
és, R = oo. Aquest cas, 1til per comprendre extrems del model, té exemples coneguts
com el VIH, herpes i certes hepatitis en les quals el malalt només disposa de pal-liatius i
I'infeccié es pot seguir produint.

Tal i com veurem, mitjangant la recurrent aproximacié segons la qual els individus in-
teractuen amb un nombre fixat d’altres individus, podrem estudiar ’esperanca i variancia
de variables relacionades amb el nombre de malalts fet que resultava massa complex dins
del marc d’estudi per al model més general. De retruc, aquests resultats ens permetran
endinsar-nos en la teoria de l’estocastica diferencial amb la qual emprarem una aproxi-
macié de difusid.

Proposicié 3.1.9. Sigui N el nombre d’interaccions de cada individu fize i comi, ales-
hores:

D N
EY(E+1)-Y@IY({#) =y)=(n—-y) [1—<1— Y > ]

Var(Y(t+1) — Y|V (t) = y) = (n — ) [1 . (1 - np_yl>N] <1 _ )N.

n—1

Prova:

Per I’homogeneitat dels contactes, la probabilitat de que un individu es contagil en un
cert temps ”t”donats y individus malalts és:

py \"
p=1—(1-— )
== (1-72)
Per tant:

Pty =y i =n = (") <1 -(1- np_yl)Nf (1- npjfl)N(”_y_“.

Llavors, donat que ens trobem davant d’una distribucié binomial, el tractament és estandard:

EY(t+1)-Y@[Y () =y)

n—y o N Y N(n—y—79)
S (- () ) (ea)
4 Y n—1 n—1
N
1—(1— Py ) ]
n—1

Igualment per Var(Y(t+1) = Y ()Y (¢) = y).
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Els resultats de ’anterior proposicié poden fer pensar que per una poblacié sufici-
entment gran (per tant un alt nombre d’estats) amb una probabilitat de transmissié
moderada tal que nNp sigui de mida moderada, podrem aproximar el procés per un de
difusio i, per tant, continu. Vegem-ho:

Definicié 3.1.10. Sigui Y™ (t) = ([nt]) per tott >0, on [] és la part sencera del nombre,

aleshores el procés Y”(t) proporczona a fraccié de la poblacid infectada en un temps |nt].

Proposicié 3.1.11. Sigui 8 = nNp de mida moderada, aleshores el procés Y"( ) = Y(nt)

n
es pot aproximar per un procés de difusio V( ).

Prova:

Podem emprar I'aproximacié 1 — (1 —z)"V ~ Nz per x properes a 0 i, sabent que At = 1
it=0,1 2. .

B(Y™t+ At) — Y™ (#)[Y"™(t) = §) ~ (1 — §)Npj = 05(1 — §)At,

§)~ (1~ )Npi(1 ~ Npi) ~ 05

Var(Y™(t + At) — Y™(£)|Y™(t) (1—9)At.

Aleshores és clar que els termes del procés de difusi6 existeixen i sén: a(t,y) = 045(1 — 9)
(1, 5) = 291 - 9).

Lema 3.1.12. Per ser un procés de difusio amb terme de desplagament a(t,y) = 0y(1—7)
i coeficient de difusio b*(t,7) = %gj(l —9) satisfa l'equacid diferencial:

dY (t) = Y (t)(1 = Y (¢))dt + \/ZY( (1 =Y (£)dW (1)

it la KBE:

w0 e
% _089 (4(19)p) + %a—gz(y(l — 9p).

Observacié 3.1.13. Podem comprovar 'existéncia de solucions observant que sén fun-
cions localment Lipschitz continues.

Per tal de simplificar ’equacié diferencial anterior, podem considerar que ’efecte del
soroll no és rellevant i, per tant, reduir-nos a una equacié diferencial classica.

Proposicié 3.1.14. La mitjana de Y”(t) es pot aprorimar, en un apropament determi-
nista, menyspreant el terme de soroll (factor dW,), per:

1
1+ =0 exp (—01)

m(t) = vVt >0
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on yo = E(Y(0)) Prova:

Eliminant el terme de soroll (factor associat a dW;) i reanomenant Y (t) = m(t) a le-
quacié del lema 3.1.12 , ens queda:

dm(t) = 0m(t)(1 — m(t))dt

La solucié de la qual, sabent que m(0) = my és directa.
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Figura 3.1: Grafics de I’evolucié del nombre d’infectats respecte el temps per una poblacio
de n = 200 individus, una probabilitat de contagi de p = 0.05 per contacte, N = 4
contactes diaris 1 Y (0) = 2 individus infectats inicialment. En linia continua es representa
la mitjana de les simulacions i en linia discontinua la desviacio tipica. A dalt, el grafic de
la mitjana de 50 simulacions del procés markovia discret original. A baix, el grafic de la
mitjana de 50 simulacions de l'aproximacié de difusié del model. Imatges extretes de [4],

Fig. 4.

Se’n despren un resultat interessant aillant el temps de ’equacié primera de la Propo-
sicié 3.1.14:

Lema 3.1.15. El temps t, que es necessita per assolir un cert percentatge (fraccid de la
poblacid) de malalts o dins de la poblacid total sota aquesta aproximacid:

aillant t, de I’equacié m (%) = qa.

Observacié 3.1.16. D’aquesta aproximacié logaritmica es desprenen resultats intuitius
sobre 'evolucié de ’epidemia estudiada:

1. Per una mida de poblacié, un nombre de contactes diaris i un nombre de malalts
inicials fixats, el temps que triga un cert percentatge de la poblacié a infectar-se és
inversament proporcional a la probabilitat d’infeccié per contacte malalt susceptible.
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2. Aixi mateix, fixant la probabilitat d’infeccié per contacte malalt-susceptible junta-
ment amb la mida de la poblacié i el nombre de malalts inicial, veiem que el temps a
assolir un cert percentatge de malalts també és inversament proporcional al nombre
de contactes diaris.

3. Suposant que la mida de la poblacié és molt més gran que el nombre d’infectats
inicial, podem aproximar:

I GRIE)

i aixi, fixant el nombre de contactes, la probabilitat de contagi per contacte malalt-
susceptible i la mida de la poblacid, el temps que triga la meitat de la poblacié a
contagiar-se és proporcional al logaritme de 'invers del nombre inicial de malalts.

3.1.2 SIR amb R < co. Model general.

Un afegit incorporat a [5] és el calcul d’un valor rellevant descriptiu de ’evolucié de
I’epidemia:

Definicié 3.1.17. Ry és el valor que denota quants individus susceptibles contagia de
mitjana un malalt durant la fase infecciosa de la malaltia. Es diu que una malaltia és
persistent si Rg > 1.

En aquest treball, centrarem ’estudi al valor d’aquest coeficient a I'inici de la malaltia,
és a dir, veurem quants individus contagia, de mitjana, 'individu infecciés inicial dins una
poblacid, amb ’excepcié d’aquest, plenament susceptible.

Proposicié 3.1.18. Sigui Ré{ el coeficient Ry per un periode de laténcia de R dies 1
considerem n — 1 individus susceptibles i 1 individu infeccios a t = 0, aleshores:

Ry = (=10 (1= 2 =pv 40 (21,

B = (-1~ (1 P) — N 10 (1) ,

n n—1

1 per R > 2 amb n prou gran:

n—1

1
R{?:RpN+0<>.

Prova:

Per R = 1, només cal comptar els contagis de "inic individu infeccids, en una tnica
iteracié. Recordem que el nombre de contagiats per tots els individus infecciosos a cada
pas de temps és Yy(t). Donat que coneixem l'esperanga del nombre de contagis a t + 1
donats y contagis a t, anomenem C(1) el nombre de contagiats per I'individu en el primer
pas de temps:

Ry = E(C(1)) = (n— Dp(1) = (n— 1)(1 — (1 — —P)¥) = pN 4 0 (1) .

n—1 n—1
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Per R=2, I'individu contagiara en dos temps i donara lloc a C(1) i C(2) contagis.

E(C(2)) = E(E(C(2)|Yo(1))) = E((n — 1 = Yo(1))p(1)) = (n — 1)(p(1) - p*(1)),

Rj = E(C) = BE(C(1)) + B(C(2)) = (n— 1)(2p(1) — p*(1))
=(n—-1)1-(1-—L_)2Ny=9 N+O< i1>

n—1

Clarament emprem p(1) a E(C(2)) per no considerar els contagiats pels infectats en el
primer pas de temps.
Finalment, per R=3:

E(C(3)) = E(E(C(3)[Y0(2), Yo(1))) = E((n —1 = Yo(1) — Yo(2))p(1)) =

= (1= 1p(1) = PE(C() = HOECE) = (0~ 1p(1) + 0 (1)

on el nombre d’infectats a la segona iteraci6 és el total (no només el del primer individu
contagids). Per tant s’ha de considerar p(Yp(1) + 1) per tal de calcular E(Yy(2)):

E(Y0(2)) = E(E(Yo(2)[Yo(1))) = E((n — 1 = Yo(1))p(Yo(1) + 1))

Ara bé, com p(y) =1 — (1 — 25N < % considerant el primer terme de I'expansié de
Taylor (1 — x)™ per = prou petit:

(WECDD) = (- 1p(1)? < 2
P(VE(Yo(2)) < p(1)(n — DE@Yo(1) + 1)) < p(1)(n — nPYEAD + 1

n—1

N
j(pQNQ +pN).

Amb el que arribem a:

R8:3(n—1)p(1)+0<ni1> _3pN+O< i1)

La generalitzacié es troba calculant E(C(k)) per 1 <k <ronr > 3:

-1
E(C(k)) = E(E(C(k)[Yo(k —1),...,Y5(1)) = E((n— 1= _Yo(1))p(1))
=1

k—1
=(n—1)p (1)) E(X (1) n—1)()+0< i1>
=1

ja que els termes p(1)E(Yy(l)) per I > 3 donen resultats similars als d’l =11l =2 amb

una dependéncia amb n — 1.
Per tant: )
=rpN + O ( 1)
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3.1.3 SIR amb nombre de contactes diaris variable

En aquest apartat, veurem els resultats teorics que sorgeixen en no fixar el nombre de
contactes diaris i fer-lo aleatori i dependent del temps. La sofisticacié d’aquesta carac-
terstica present a [4], és descrita en profunditat a [11] i descriu comportaments socials
observables com el canvi d’habits entre estacions (més activitat interpersonal a 'estiu i
major reclusié durant I’hivern) o la conscienciacié sobre el risc de contagi per contactes
que es duu a terme, progressivament, durant ’evolucié d’una malaltia.

Definicié 3.1.19. El model SIR amb nombre de contactes variable pren la nmotacio i les
consideracions de la Definicio 3.1.1 pero afegeix:

1. Les variables N'(t), que representen el nombre d’individus aleatoris que interactuen
amb Uindividu i-ésim en el periode de temps (t,t + 1|, son variables independents
entre elles i independents de l’estat de la poblacio.

2. Es considera el mateiz nombre de trobades per tots els individus, aizo és: N*(t) =
N(t) Vi, donat que no existeizen distincions entre individus tret de la pertinenca a
les diferents classes del model.

3. N(t) pot prendre només un conjunt finit de valors amb probabilitat canviant amb el
temps, aixo és: '
P(N'(t) = ng) = pi(t) Vit

onk=1,....mi> " pi(t) =1 Vt.

El segiient pas donada la caracteristica cadena de Markov a temps discret és estudiar
la transicié no trivial P(Y{(t + 1) = 1|X%(¢t) = 1), és a dir, quina és la probabilitat
d’infeccié d’un individu susceptible a temps ¢ donats Y (¢) = y infectats, una probabilitat
de transmissié per contacte p, un parametre d’aillament, o quarantena, A € [0,1] dels
infectats i el nombre de contactes N (t).

2: 0
1

Proposicié 3.1.20. La probabilitat d’infeccié d’un individu

Y(t)=y,p i és:
S pAy \™
t =1- 1-— t
e =13 (1= %) Tt

susceptible a temps t per

pery<n—1ipt,n—1)=1-=>",(1—p)"*pg(t).
Prova:
Primer calcularem la probabilitat de trobar j individus infectats fixat un nombre de

contactes diaris N(¢) = ng. Assumint n > N(¢), prendrem l’aproximacié binomial, les
conseqiiencies de la qual ja hem tractat a 3.1.5:

pi-(yn'n)fv n Ay 7 1— Ay e
ARG ) \n =1 n—1

quany<n—1ipibk(y,nk;n):1,p§~(y,nk;n):0perj:0,...,nk—1 quan y =n — 1.

Aixi, donat que la probabilitat de contagi si s’ha estat en contacte amb j individus
infectats és p; =1 — (1 — p)’, la probabilitat de contagi sera la suma de les probabilitats
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de contagi per cada nombre de contactes diaris possible ponderats. Vegem-ho:

p(ty) = POYG(t+1) =1| X' () =1,Y(t) = )

m Nk

— Z Zp}(% ni; )PPk (t)

k=1 j=0

S () () (7)o a-wme

k=1 j=0

oy (1) () (-3%) "

k=1 7=0

S () (e (1 ey

k=1 §=0

per y <n —11i, similarment, p(t,n —1) =1—>"" (1 — p)™pg(t).

En un apropament semblant al realitzat a ’'SIR amb R = oo, volem trobar una variable
que ens permeti descriure el comportament global de la malaltia i estudiar-ne propietats.
Calcularem ’evolucié conjunta del nombre d’individus infectats Y (t) i recuperats Z(t), és
a dir, el nombre d’individus no susceptibles a cada instant de temps ¢, V(t) = Y (t) + Z(¢).
Clarament, els individus que hagin estat no susceptibles durant, com a minim, R dies,
seran recuperats i la resta infecciosos. Aixi:

Yit)y=V(t)-V({t—-R), Z(t)=V(t—R)
i el nombre de nous infectats a temps ¢ +1 és V(¢ + 1) — V (¢).

Proposicié 3.1.21. L’esperanca i la variancia de V(t + 1) — V(t) sdn respectivament:

EV(E+1) -V @)=y, 2(t) =z = (n—y—2)

Var [V(t+1) - VY (t) =y, Z(t) = 2]

—(n—y—2) [1 - kf: <1 _ npiyl)”k Pk(t)] [i (1 _ npiyl)”k pk(t)]

—_

quan y <n —1,

EVit+1)-V@)IY(t)=n—-1,Z(t)=1]=0
VarlV(it+1)=V(@®)|Y(t)=n—-1,Z(t) =1] =0
pery=n—1,z=11
EVit+1)-V@®|IY(t)=n—1,Z(t)=0]=p(t,n—1)
Var[V(t+1) - V@)Y () =n—1,Z(t) =0] = (1 —p(t,n — 1))p(t,n — 1).

pery=mn—1, z =0, éssent aquests dos ultims els casos extrems.
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Prova:

Donat que:

PV(t+1)=w+y+2|Y(t)=y,2(t) = 2)
=PV(it+1l)=w+y+zVit)-V(it—-R)=y,V(t—R) =2)

:< g; > ty) (1 — p(t,y))" v,

podem veure que el nombre de nous infectats a cada pas de temps segueix una llei binomial:
V(t+1) = V®)IY({R) =y, Z(t) = z ~ Binom(n — y — z,p(t, y)).

Els resultats d’esperances i variances se’n deriven naturalment.

Tal i com en els altres apartats, el calcul de I’esperanca i variancia del model, indiquen
la possibilitat de fer una aproximacié de difusié pero, en aquest cas, amb la variable del
total de no-susceptibles V(¢) donat que el periode de permanenga a la classe I és finit.

Definicié 3.1.22. Sigui V"™(t) = % per tott >0, on [] és la part sencera del nombre,

aleshores el procés V”(t) proporciona a fraccio de la poblacio no-susceptible en un temps
[nt].

Proposicié 3.1.23. Sigui 6(t) = npE[N([nt])] de mida moderada, aleshores el procés

V”(t) = % es pot aproximar per un procés de difusid.

Prova:
Podem emprar de nou l'aproximacié 1 — (1 — a:) ~ Nz ique At = % =0, %, %, coat
r . o N R . Pn R .
B¢+ At) = VOV () = V(= ) = §, V(¢ = ) = 2]
1 . .
=~ EV([nt] +1) = V([nt)|V([nt]) = V([nt] = ) = ng, V([nt] —r) = nZ]
1

(n—ny—nz)

i( 28" o)

k=

~ (19— 222 BN ()] ~ ()30~ 5~ 2)At

3|

i de la mateixa manera:
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) =9, V(- ) =2

n

VarlV™ (1 + &t) = VA OIV(0) - V(1 —

= %Var[V([nt] + 1) — V([nt])|V([nt]) — V([nt] — r) = ng, V([nt] — r) = nZ]

- %(n —ng —nz) [1 - i (l - T)lmfgi)nkpk([nt]ﬂ [i (1 - )\npg>"k pk([”t])]

k=1

= 2= - 928 B ()] 1 - 22 BN )]
~ (1=~ )2 P BN ()]
:%Mﬁ@ﬂfgf@At

Lema 3.1.24. L’aproximacid de difusic V(t) del procés V"(t) satisfa lequacio diferencial
estocastica amb endarreriment:

1

av(e) =20) (V) = V(e -7) (1= V() dt + Pi@(f/(t) S V- - V)| aw(e).
Observacié 3.1.25. De nou, afirmem ’existencia de solucions en aquest cas pels resultats
de [10] esmentat a 2.2.12.

Seguint els resultats de [11], ens centrarem al cas paradigmatic de la variacié anual
de contactes comentat a l'inici de ’apartat. Per aix0, considerarem que el nombre de
contactes diaris, N (t), segueix una distribucié binomial N (t) ~ Binom(N,p(t)) amb un
parametre p(t) 'evoluci6 del qual és sinusoidal:

Primavera: p(t) = 0.3 sin(%) +0.5.

Estiu: p(t) = 0.3 cos(%) +0.5.
Tardor: p(t) = —0.3 sin(%) +0.5.
Hivern: p(t) = —0.3 cos(gg;) + 0.5.

Aixi, prenent una poblacié de n = 10000 individus i un tnic individu infectat inicial-
ment, Y (0) = 1, una probabilitat de transmissié per contacte de p = 0.1 i una duraci6 de
la malaltia de R =5 dies.

Primavera Estiu Tardor Hivern
Duracié malaltia (dies) | 43.54 (12.77) | 35.33 (5.05) | 30.83 (21.92) | 29.50 (42.08)
Poblacié infectada (%) | 86% (28%) | 96% (14%) | 61% (23%) 14% (31%)

Taula 3.1: Taula dels resultats mitjans de 10000 simulacions de 365 dies de la simulacié
numerica del model per al nombre de contactes propi de cada estacié de ’any i la desviacié
tipica respectiva en parentesi. Dades extretes de [11], Taula 1.
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Legend
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Figura 3.2: Grafics caracteristics del comportament del model per cada estacié de 'any. A
Pesquerra, grafic de I’evolucié del parametre p(t) respecte el temps (dies) al llarg de l’any.
A la dreta, grafic del nombre d’individus infectius (classe I) respecte el temps (en dies)
de les mitjanes de les simulacions considerades a la Taula 3.1. En groc, primavera; blau,
estiu; verd, tardor i vermell, hivern. Imatges extretes de [11], imatge sense identificador
1 Figura 1.

Podem observar com afecta I’augment en el nombre de contactes diari caracteristic de
I’estiu i époques de I'any d’augment de la calor i la disminucié de contactes que comporta
el fred i 'hivern. També podem notar el nombre simultani d’individus infectius en eépoques
de calor. Un augment en el nombre de contactes diari no només augmenta el nombre total
de poblacié infectada un cop acabat el brot siné que augmenta el nombre d’individus
infectius simultanis. Donat que la fraccié d’individus malalts greus no depen del nombre
de contactes diaris, observarem una tensi6 hospitalaria (nombre de pacients atesos alhora
pels serveis medics) major en el cas de I'estiu per atendre tots els pacients alhora.

Amb tot, una caracteristica significativa de la duracié de la malaltia és la desviaci
tipica de les dades de I’hivern donat que es produeixen casos extrems de llargues duracions.
També és rellevant notar la diferencia entre el nombre total d’infectats a la tardor i a la
primavera, éssent el primer considerablement menor per una evolucié del parametre p(t)
simetrica.
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3.2 El model SETHR

Després de l'estudi de models simplificats com han estat I’SIR i I’'SI (amb R = oo), hem
pogut comprendre heuristicament com esperem que els diferents parametres principals
que descriuen I’epidemia afectin el nombre de casos i el temps que es triga a contagiar-los.

Ara bé, podem fer un pas més en aquesta descripcié i afegir conceptes estesos de les
malalties actuals al model. S6n ben conegudes per la poblacié general, les fases de laténcia
(on l'individu ha estat infectat pero la malaltia no s’ha desenvolupat a 1’organisme i no
és infecciosa) i asimptomatologia (on la persona és infecciosa perd no mostra simptomes
que permetin identificar-la com a tal). Si bé s’ha pogut comprovar que existeixen certs
virus asimptomatics per certa part de la poblacié i amb una simptomatologia clara per
d’altres, en aquest estudi ens restringirem al cas on la malaltia és asimptomatica en els
primers estadis i simptomatica posteriorment.

Definicié 3.2.1. El model SEIHR a estudiar[5] conté les segiients caracteristiques:

1. El model parteix de les premisses de I’SIR pero subdivideix la classe ”1”de malalts
en dues classes: malalts infecciosos asimptomatics ”17 i malalts hospitalitzats "H”.

2. La probabilitat de trobar individus de la classe ”1” i de la classe "H” poden ser di-
ferents, doncs introduirem un parametre A € [0, 1] de confinament a aquesta dltima,
amb A = 0 per un confinament total dels malalts amb simptomes i A >~ 1 per malal-
ties lleus que no requereizen aillament dels malalts.

3. El model també afegeix la classe "E” d’individus infectats que encara no encomanen
la malaltia doncs la tenen latent. Situarem aquesta classe entre la ”S” i la ”17.

4. El temps d’estada a cadascuna de les fases de la malaltia sera fixe: rg per "E”, r1
per "17 1 rg per "H”.

5. Ajustarem les probabilitats de trobada al parametre A segons el nombre d’individus
total "n”, infecciosos classe "H”, "y ”, i classe "17, "yr”:

yH n—1-Ayg 1
pH:)\ 5 pr = : ;
n—1—-yg n-1

n—1

n—l—)\yH‘n—l—yH—yI
n—1—yg n—1

pN=(n—ya —yr) =

9

on py €s la probabilitat de trobar un individu de qualsevol de la resta de classes.
Aquests resultats son valids per yg <n—1, siyg =n—1 aleshores pg =1, p; =0,
pN = 0.

Proposicié 3.2.2. Sigui j;;, jig les trobades de lindividu i-ésim en un cert temps t,
amb individus de les classes 71”7 i "H” respectivament, la probabilitat de trobar aquesta
proporcio d’individus €s:

N;(t)!

i (1) _ jil , JiH , JiN
Pt ym, Ni(t);n) = ju!jm!jm!p% P oy

On N;(t) és, de nou, el nombre de contactes de lindividu i j;n = Ni(t) — jir — jir-
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Proposicié 3.2.3. Siguin qp, qr la probabilitat de tranmissio de la malaltia per contacte
entre individus susceptibles i individus del grup infeccids en qiiestio, aleshores la probabi-

litat de contagi d’un individu 7i” susceptible que hagi estat en contacte amb j;g individus
del grup "H” i j;r de I” 717 és:

Pjir.jir = 1- ((1 — qH)jiH(l _ qI)jz‘I)‘

Proposicié 3.2.4. Prenent els dos resultats anteriors podem calcular la probabilitat de
contagi d’un individu a temps t + 1:

Bi = P(Yg(t+1) = 1IN;(t), X*(t) = 1,Y1(t) = yr. Yu(t) = yn)

— Diisr s 7}7]11 'injiN
jjjz-;l T i i\ TN
Ni(t)
N;(t)! - . .
=1- Z j['jzj(q')jN (pr(L =)™ (pa(1 = qm))’™ pi~.
Jirsgig=1 M U

I substituint els valors de pgr, pr, pPn:

1 n—1-2\ Ni(®)
Bi=1— (1— — <yl(n_1_y§H)QI+)\yHQH>>

quan yg <n —1iperyg =n —1, ﬁ¢=1—(1—qH)Ni(t),

De nou, posem el focus en el calcul de la probabilitat de contagi d’un individu. En
aquest cas, per anar més enlla en el tractament teoric, el resultat portara la definicié
d’una nova classe genérica (com la classe I per a I’'SIR amb R = oo i la classe V del model
SIR amb contactes diaris variable) que estableixi una dicotomia entre susceptibilitat i
no-susceptibilitat.

Proposicié 3.2.5. Sigui el nombre de contactes de cada individu constant N;(t) = N,
per tant B; = i considerem V (t) el nombre d’individus no susceptibles a cada instant t,
aleshores:

Viwpwiwnyr = V() =Vt —rg)=ye,V(t—rE) =Vt —re—11) =y1,

V(t—?“E—T])—V(t—TE—T[—TH):yH,V(t—T’E—T[—TH>ZyR},

descriu el nombre d’individus de cada classe en un determinat instant de temps. On
V(t)=V (t—rg) dona el nombre d’individus a la classe E a tempst, V(t—rg)—V (t—rg—rr)
els de la classe I, V(t—rg—r;) =V (t—rg—rr—rg) els de la classe HiV(t—rg—rr—rg)
els de la classe R.

Observacié 3.2.6. Clarament, els individus que s’afegeixen a la classe de no susceptibles
primer entren com a latents i després transicionen a infecciosos, hospitalitzats i, finalment,
recuperats. Els individus afegits en els tltims rg passos de temps (podem assumir dies
per simplicitat), que primerament sén latents, encara no han superat aquest estadi (no
han passat rg dies). Els individus afegits entre rg i r; passos de temps abans de l'actual,
ja han transicionat a malalts infecciosos pero encara no han transicionat a hospitalitzats.
(La resta de classes s6n analogues.)
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Proposicié 3.2.7. Amb Uanterior resultat, podem obtenir la probabilitat d’augmentar el
nombre de no susceptibles un cert valor y en un pas de temps:

PWV(t+1)=ye+yr +ya +yr + Y Viypwrumur)

- (n TYE U YH — yR) BY(1 — )" YE—YI~YH—YR~Y
Y

pery=0,1,2,...

Proposicié 3.2.8. Similarment al cas SIR amb R = oo, si considerem la classe de no
susceptibles V (t) al model SEIHR obtenim:

E(V(t + 1) - V(t>‘W7yE7yI7yH7yR> = (n —YE —Yr —YH — Z/R)Bv
Var(V(t + 1) - V(t”‘/tnyyylyyHny) = (n —YE —Yr —YH — yR)B(l - 5)

Tornem a situar-nos en un entorn propici per parlar de processos de difusid, després
del proper resultat, veurem en quines condicions podem establir un marc teoric similar al
de I'equacié diferencial estocastica de I’'SIR amb R = oo.

Seguint els desenvolupaments portats a terme pel model SIR, calcularem el coeficient
Ry per al model SEIHR. Per aix0, sabem que el nombre de dies de laténcia, infeccid i
hospitalitzacié han de ser fixos per fer un estudi detallat de les transicions d’estats.

Lema 3.2.9. Si considerem r; = rg = 1, aleshores el periode infeccids d’un individu és
rr +ryg = 2. Considerant rg > r;r + rg i que el procés comenga amb X(0) = n — 1,
E0) =0, Y7(0) = 1,Yy(0) = 0 i R(0) = 0, aleshores el nombre d’individus latents al
seglient pas de temps sequeir una binomial de parametres X (t) i p(Y7(t), Yz (t),\) amb:

N
p(yr(t),ym(t),A) =1 — (1 - i 1 (yl(:__ll__y)\gH)QI + /\yHQH>>

peryg <n—1,
p(0.n—=1,0) =1—(1—qm)"
peryg =n — 1.
Proposicié 3.2.10. El coeficient Ry del model SEIHR sota les premisses de l’anterior

lema és:
Ry=(n—1)[p(1,0,A) +p(0,1,\) — p(1,0,\)p(0,1, \)].

Prova:

De la mateixa manera que per al model SIR, calcularem E(C(1)) i E(C(2)) donat que
el malalt només contagia durant les fases infecciosa i d’hospitalitzacié (aquesta iltima en
funcié del parametre \), d'1 dia de duracié ambdues. Aixi:

E(C1)) = E(E()[Y7(0) = 1) = (n = 1)p(1,0, ).

On cal notar la diferéncia entre el nombre d’individus latents E(t) i 'esperanga d’una
variable aleatoria E(X). Per a t = 1, s’hauran contagiat e; individus i el recompte varia:
X(1) =n—1—ey, B(1) = e1, ¥i(1) = 0, Yy (1) = 1, R(1) = 0 CE)|(E(1) = e, ¥i (1) =
0,Yx(1) = 1) és una binomial de parametres X (1), p(0,1, ), per tant:

E(C(2)) = E(E(C(2)|E(1) = e1,Y1(1) = 0,Yx(1) = 1))
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= E((n —-1- E(l))p(07 1, A)) = (n - 1)(29(0, 17)‘) —p(l,o,)\)p(o, 1))‘))‘

De nou, observem que, per aquest model, també podem fer una aproximacié de difusio
per tal de poder emprar les propietats dels processos markovians a temps continu. En
aquest cas, la poblacié també haura de ser gran i, les probabilitats ¢q; i gy tals que el
producte nN(q; + qp) sigui de mida moderada.

Aixi, obtenim la versié continua del nombre d’individus no susceptibles com V"(t) =

% per tot t > 0, emprant les mateixes aproximacions que en el cas anterior.

Proposicié 3.2.11. Sigui 0y = nlNq;, 0y = nNqg de mida moderada, aleshores el procés
n(p) = V() o ; ) o
VI (t) = —5=* s’aprozima a un procés de difusic.

Prova:

E(V"(t + At) - ‘A/n(t)“zygE@nylegR)
. . . ) 1 =Xy . .
~ (1 -9 —9r —Ya — Yr)N qqzyz + A\quiH

. S . 1—Xgm , . .
=1 -9 —9r— 9 — JR) (1_5/;9191 + >\9H3/H> At,

1 — Ayu

N ~ “ R N R . 1 R R
Var(V"(t + At) = V" (O)IVigegrom0r) = (L — 98 — 91 — 95 — yR)E ( Or9r + /\9HyH> At

1—9n

amb At =21ite{0,1 2 . }i clarament,

‘nm'n?

% rn Srn TE A ~n TE o TE .
W,QE,QI,QH,QR:{V (t)—V (t_;): B,V (t_;)_v (t_?_ﬁ):yb

Aquesta tltima descripcié presenta una dificultat afegida: el calcul de 'esperanca i de
la variancia prenen valors de temps anteriors del procés V™.

Mentre que al calcul pel model SIR, Y™ es prenia sempre en un mateix instant de temps,

1 TE TE TE TH 8. . .
ara estem considerant ¢, ¢ — =E, ¢ — “E — 2L ¢ — B 2L — T aix0 impedeix, en primera
instancia, un tractament simple amb equacions diferencials del procés. Primerament,

reanomenarem per simplicitat: 7 = “£, 7p; = 7g + L i Tprg = TE1 + "X

Lema 3.2.12. El procés de difusié V''(t) satisfa Uequacid diferencial:

~ ~ 1—A ‘A/_-,— - V—T > ¥ Y Y,
d‘/t = (1 - Vt) (91 (A toTer : EIH) (‘/t—TE - Vt—TEI) + GHA(Vt—TEI - ‘/t—TEIH)> dt

1- (V;f*TEI - ‘A/t*TEIH)

2

1= AViery, — Vies . . . .
(t = : EIH)(WTE_‘/tTEI)+9HA(WTEI_%TEIH))] dW.

(1= Vi) (0r - -
1- (Vt—TEI - Vt—TEIH)

Trobem una equacié diferencial estocastica amb endarreriment i sabem de ’existéncia
de solucions pels resultats de [10].
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Figura 3.3: Grafics de la mitjana de 100 simulacions de I’aproximaci6 de difusié del model
SEIHR sense quarantena (A = 1) en negre i amb quarantena total (A = 0) en gris pels
parametres rg = 16, vy = 4, ryg = 5, N = 5, n = 100. S’observa un alentiment en
I’assoliment del total d’infectats per quarantenes estrictes, concepte clau per alleugerir la
tensié hospitalaria. A D'esquerra: gr = 0.2 1 gy = 0.8. A la dreta, ¢y = 0.8 i g = 0.2.
Imatges extretes de [5], Figura 5.

3.2.1 El model SEIHRS

Finalment, I'tltima consideracié teorica en el desenvolupament del model SEIHR és con-
siderar com aquest varia quan la malaltia té un caracter ciclic, és a dir, quan els individus
no assoleixen un estat invariant en el temps. Es el cas de malalties tals com el refredat
comu per a les quals els anticossos desenvolupats tant per vacunacié com per infeccié
perden efectivitat degut a mutacions del virus que el provoca que, a nivell teoric, consis-
teix en un desplacament dels individus de la classe o estat ”Recuperats” a ”Susceptibles”
(si no considerem mortalitat en el procés) en l'instant de temps en que es produeix la
mutacio.

Seguint amb el tractament anterior, considerarem un temps fixe rr en el que els indi-
vidus estan a la classe R fins tornar a la classe S. Clarament, la probabilitat de contagi
a temps t + 1 d’un individu susceptible a temps ¢ és la mateixa que abans.

Un canvi notable és ’evolucié en el nombre de no susceptibles. Mentre que el procés
V" acumula el nombre de no susceptibles en l'interval de temps [0,¢], caldra restar a
aquest valor el nombre d’individus que han tornat a ser susceptibles, és a dir, que han
transicionat passats els periodes fixats de temps entre classes, per tant, aquells que havien
a temps anteriors a r = rg + 17 + rg + . Aixi, 'inica variacié de I'’equacié diferencial
anterior sera en el nombre d’individus no susceptibles a temps t.
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Lema 3.2.13. El procés de difusio V”(t) satisfa 'equacid diferencial:

1= AVicrpr = Vicrwrn)

1= (Viergy — Vierprn)

+ 0N Viergy — Viergyy))dt

; 1- )‘(A‘A/;_TEI - Vt—mm) O 9
1= (Vierpy = Vi)

+ 0 AV — Vi )] 2dW,

df/t =(1- ‘A/t - ‘A/t—TEIHR)(HI (‘A/t—TE - V;f—TEI)

+ [(1 - ‘A/;f - m*TEJHR)(O

TR N N N - Y ’
on TEIHR =TEIH + 2 11 =9 — 01— 9 —9r=1—Vi = Vicrpyr-

De nou, ens adrecem a [10] per detalls més avangats de les propietats d’aquestes
equacions amb endarreriment i I’existencia de solucions.

3.2.2 El model SEIAHCRD

Com a extensi6 del model SEIHR (el qual ja suposa una sofisticacié del model classic SIR)
podem considerar I'existeéncia d’un nombre major de classes que descriguin millor les eta-
pes de la malaltia en l'individu. En aquesta seccid, es pretén reflexar el ventall d’opcions
teoriques que suposa el model discret SIR i com es poden afegir classes i caracteristiques
a un model a mesura que es coneixen en profunditat les particularitats biologiques de les
malalties.

El cas que ens ocupa és el de la Covid-19 en un context general. Més endavant farem
una descripcié detallada de les seves caracteristiques, pero s’ha observat ’existencia de
diversos tipus de contagiats que recollirem en el model SEIAHCR proposat per [12]:

Definici6 3.2.14. El model SEIAHCR conté les seqgiients classes:

1. 787 referent als individus susceptibles.
2. "E” referent als individus contagiats pero latents, per tant ni malalts ni infecciosos.

3. 717 referent als individus infecciosos pero no malalts que si desenvoluparan la malal-
tia.

4. A7 referent als individus asimptomatics, és a dir, infecciosos pero no malalts que
no desenvoluparan la malaltia.

5. "H” referent als individus malalts amb simptomes lleus.
”C” referent als individus malalts amb simptomes greus

”D” referent als individus difunts.

o RS

"R” referent als individus recuperats, que no tornen a ser suscpetibles per la immu-
nitat adquirida.

Com en el model anterior, tots els individus partiran de la classe ”S” a excepci6é d’un,
que partira de la classe ”I” o 7A”.
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Definicio 3.2.15. Les transicions entre estats seran, majoritariament, indeterministes
amb probabilitats fizades i només es donaran les segilients:

1. Els individus de la classe ”S” mantindra un nombre de trobades N;(t) determinista
i, el resultat de trobar-se amb un individu de la classe 17 o ”"A”, representara la
transmissio de la malaltia (i per tant, la transicié a la classe "E”, amb probabilitat
qr 1 qa, respectivament. FEls individus contagiosos de la resta de classes, estaran
confinats i no participaran dels contactes diaris.

2. FEls individus de les classes "E”, ”17 i "A” romandran en aquestes classes durant
rE, 1 1 4 dies, respectivament. Els individus de la classe "E” transicionaran a la
classe ”17 amb probabilitat pn i a I’’A” amb 1 — p.

3. Els individus de la classe 717 transicionaran a la classe "H” i els d’”’A” a "R”
univocament.

4. FEls individus que entrin a la classe "H” hi romandran rgc dies, © per tant tran-
sicionaran a la classe 7C” en finalitzar aquest periode, amb probabilitat o” i ryp,
transicionant consequentment, amb probabilitat 1 — .

5. FEls individus de la classe C” hi romandran durant rcp amb probabilitat X i rcgr
amb probabilitat 1 — A\, analogament.

6. Els individus de les classes "R” i 7C” es mantenen en les respectives classes inde-
finidament.

Observacié 3.2.16. Podem identificar les probabiliitats esmentades: A representa la
mortalitat de la malaltia per casos severs, « la probabilitat de que un cas amb simp-
tomatologia lleu esdevingui greu i p la probabilitat d’emmalaltir un cop contagiat. Es
interessant notar que les transicions sén biologicament suaus doncs es passa de no pre-
sentar simptomes (”I”) a presentar-ne de lleus ("H”) a, en alguns casos, presentar-ne de
greus (”C”). De la mateixa manera, es distingeix entre un cas asimptomatic durant tot
el procés ("A”) a un asimptomatic temporal ("17).

Seguidament, estudiarem els parametres que hem anat seguint en aquest desenvolupa-
ment teoric: la probabilitat de contagi d’un individu susceptible en un temps ¢ 4+ 1 donat
i el coeficient Ry del model. Per aquest proposit, considerarem el nombre d’infectats de
cada classe com Yx(t) on X = I, A, H,C, D és la classe concreta a estudiar. Igualment,
considerarem la probabilitat de contagi per contacte g si el contacte es déona amb un
individu classe "I” i g4 si el contacte es déna amb un de la classe ”A”.

Proposicié 3.2.17. La probabilitat de contagi d’un individu susceptible a tempst+1 és:

N;(t)
Bi=1_ <1 B qiYi — qayA )
' n—yg—yc—yp —1

per yg +yo +yp <n—114 5; =0 altrament.
Prova:

Podem veure que existeixen quatre camins a seguir per un individu infectat:
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1. Segueix la transicié d’estats E, I, H, C', D amb temps d’estada rg, r7, rgc i rep
dies, mort en la transicié a la classe D.

2. Segueix la transicié d’estats F, I, H, C';, R amb temps d’estada rg, r7, rgc i ror
dies, recuperant-se (i al seu torn esdevenint immune) en la transicié a la classe R.

3. Segueix la transicié d’estats E, I, H, R amb temps d’estada rg, r;7 i rggr dies,
recuperant-se en la transicid a la classe R.

4. Segueix la transicié d’estats E/, A, R amb temps d’estada rg i r4 dies, recuperant-se
en la transicié a la classe R.

Cadascun d’ells amb una probabilitat de pa, pa(l—X), u(1—a) i 1 — u, respectivament.

Per les consideracions anteriors, els individus de les classes H, C (pel confinament),
D (pel decés dels mateixos) no participen en els contactes diaris. De fet, els individus
de la classe D sén exclosos del sistema). La resta de la poblacié interactua d’igual forma
independentment de la seva classe.

Aixi, les probabilitats de trobar un individu de les classes I, A i no contagiosos, V,
sén, respectivament:

Yyr
pr = )
n—ym —yc —Yyp —1
YA
pA =

n—yg —yc—yp — 1’
pv =1—pr—pa,
quan yg + yo + yp < n — 1, mentre que p; = p4 = 0 altrament.
De nou, la probabilitat que un individu susceptible ¢ trobi j; individus de classe I, j;7,
i J4 individus de classe A a temps ¢ donat un nombre N;(t) de trobades diaries és:
N;(t)!
Jir'gia (Ni(t) — jir — jia)!

.71 ji A N() Jil—JiA
lp[I ‘A Py )

i la probabilitat de contagi de I'individu ¢ donats aquest nombre de contactes de cada
classe és:

Pjirgia =1 — (1- ql)j“(l - qA>jiA'
Amb el que arribem al calcul de la probabilitat de contagi de l'individu ¢ realitzant un
sumatori de probabilitats condicionals de contagi per a un cert nombre de trobades amb

cada classe, el sumatori recorre la suma dels valors j;; +j;4 d’1 a N;(t) de totes les formes
possibles:

Z Di Nz(t)' i1 zApN —jir—jia
Jil \JiA J”JZA !jiA!(N()_]U_]zA) rra v

N;(t)

=1- Z

Jil JiA

Ni(t)!
Jir'dial(Ns(t) — jdir — jia)!

((1- QI)pI)j” ((1— qA)pA)JzA pN i (t)—Jir—jia
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Similarment al binomi de Newton, el teorema multinomial permet simplificar aquesta
expressio:

Bi=1—(1-q)pr+ (1 —qa)pa +py)Ni®

=1—(1—qrpr — qapa)™¥

Ni(t)
1 <1 B aryr — qayA )
n—yg —yc —yp —1

per yg +yc +yp <n—11if; =0 altrament.

Proposicié 3.2.18. El coeficient Rg per una poblacié amb n — 1 individus susceptibles i
1 individu infeccids (classe I o A) amb a un nombre fizat de contactes diaris independent
de Uindividu 1 el temps és:

Ry = prrqrN + (1 — pw)ragaN + O <Jif>

L’individu es troba amb N individus (primerament susceptibles i després susceptibles

i latents) i els contagia amb probabilitat ¢, i aixd durant r, dies, en funcié del tipus

d’infectat (A o I) amb probabilitat 1 — p d’ésser del primer tipus i p del segon. Els

termes superiors reflexen la variacié del nombre disponible de susceptibles amb el pas

dels dies i I'augment de contagiats, pero donat que n > N, menysprearem els termes,
calculables considerant ’esperanca de contagiats a cada iteracio.
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3.3 Aplicacié del model SEIHR

En aquesta seccid, volem comparar el model SEIHR amb dades experimentals de la pro-
pagacié d’una malaltia de caracteristiques similars a les tractades pel model. A tal efecte,
considerarem l'estudi [13], que estudia la propagacié del virus SARS-CoV-2 que va tenir
lloc durant el febrer i el marg de 2020 a un modul d’una residencia de gent gran al comtat
de King County, a l'estat de Washington (Estats Units d’America). Després de l'identi-
ficaci6 el 28 de febrer d’'un cas positiu de Covid-19 dins del modul referit anteriorment,
diverses institucions mediques van procedir a fer un estudi del cas en el qual es van seguir
els contactes, es va posar en quarantena les persones exposades i aillar els casos confirmats
0 sospitosos.

La Covid-19, és una malaltia provocada pel coronavirus SARS-CoV-2 que va ser con-
siderada pandemia 1’11 de marg del 2020 per PTOMS (Organitzacié Mundial de la Salut)
després de l'aparicié del primer cas el 31 de desembre de 2019 a la Xina. El primer cas
diagnosticat de Covid-19 als Estats Units d’America va ser el 20 de gener de 2020 a l’estat
de Washington, d’on s’han obtingut les dades anteriors. Tal i com recull [14], la malaltia té
una fase de latencia d’aproximadament 5-6 dies i un periode infecciés que pot comencar
entre 2-3 dies abans de l'aparicié de simptomatologia. Les dades de [13] indiquen que
els malalts eren confinats un cop detectada la infeccié (i, per tant, existeix un periode
posterior a la fase infecciosa i anterior a la recuperacid), el que constituiria un peréde
d’hospitalitzacié. D’aquesta manera, podem observar l'existencia de 5 fases distingibles
dins de la malaltia que encaixen amb les descripcions de les classes del model SEIHR. Per
les caracteristiques de 'estudi, tant en el tractament indistingible dels contagiats com en
la subdivisié binaria d’infectats i susceptibles en els resultats, prenem el model SETHR,
del qual coneixem d’afegit el model de difusié que ’aproxima, com a més proper a la
malaltia que models a priori més detallats com [12] pero que descriuen la malaltia en un
context més general.

Referent a l’estudi que ens ocupa, fixarem les variables del model seguint ’anterior
discussié i afegirem r; = 2, r = 8 barrejant ’aillament descrit al centre i la prevaléncia
del virus descrita a [14], les variables ¢g; = 0.06 i ¢ = 0.06 dins dels marges dels resultats
obtinguts per [15] i fixant A = 0 donat l'aillament estricte i n = 200 considerant que
larticle inicial parla del personal del centre com un ens mobil en el qual es distribuia
el personal total entre les sales i N = 1 perque es buscava limitar els contactes a la
residencia. D’aquesta manera, obtenim:

Variable | Valor

n 300
N 1

TE 6
I 2

TH 8
qr 0.06

qH 0.06
A 0

Taula 3.2: Valors de les variables del model.

Ajustarem el dia inicial de les dades experimentals com el dia 5 de la simulacié per tal
de reflectir el periode en el qual I'individu inicial va ser infeccids pero no detectat. Podem
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considerar-lo un cas atiptic en el nombre de dies de contagi per ser I'individu inicial.

Procedint de manera similar a [5], portarem a terme simulacions numeriques de 'a-
proximacié de difusié del model per observar el comportament del model junt a les dades
experimentals. Farem s del programari MATLAB a tal efecte. El codi emprat per rea-
litzar aquestes simulacions, utilitzant el metode d’Euler-Maruyama descrit a la Definicid
2.2.13, es pot trobar a ’Annex A d’aquest treball.
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Figura 3.4: Grafic de la proporcié de no-susceptibles respecte el temps (dies) de la mitjana
de 100 simulacions numeriques de ’aproximacié de difusié del model SETHR amb les dades
de la Taula 3.3 i les dades experimentals de no-susceptibles de I’estudi.

Els comportaments similars de I’evolucié del nombre de no-susceptibles tant en les
dades experimentals com en les simulacions donen evidéncia de com el model descriu
I’evolucié de virus que encaixen amb les hipotesi d’aquest marcant un periode de contagi
moderat, un amb una alta taxa de contagi i un tercer d’estancament. Malgrat tot, l'alta
capacitat de contagi teorica del SARS-CoV-2 extreta dels parametres dels estudis emprats
en aquesta analisi resulten en ’assoliment eventual del contagi de tota la poblacio, fet
que no succeeix a les dades experimentals.

La discussio, doncs, podria centrar-se en les dades i no en el model. Les generalitats
associades a les dades dels articles utilitzades en la fixacié dels parametres, no contem-
plen les casuistiques concretes del cas de la residencia i aixi, no recullen la disminucid
significativa en el nombre de contagis que potencialment pot succeir en un entorn petit i
controlat o la mitigacié de la capacitat de contagi del virus en la preséncia d’un ambient
esteril o especialment preparat per evitar-ne la propagacié. Aquestes especulacions, pero,
es poden veure reflexades en la Figura 3.5 i argumenten les conjectures presentades en
aquest paragraf. D’igual manera, es poden esmentar d’altres aspectes inferits en la presa
de parametres com un nombre menor de treballadors al modul, que constituiria el valor
efectiu d’aquest, o una millor segmentacié del procés del virus en l'individu.

Podem observar com les variacions dels parametres a la Figura 3.5 no modifiquen el
comportament general: existeixen tres etapes diferenciades dins de la corba d’individus
no-susceptibles i els parametres regulen la pendent i longitud d’aquests trams. Aixi ma-
teix, es pot observar un comportament similar a les Figures 3.4 i 3.5 respecte a les dades
experimentals.
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Figura 3.5: Grafics de la proporcié d’individus no susceptibles respecte el temps (di-
es) de la mitjana de 100 simulacions numeriques de 'aproximacié de difusié del model
SEIHR amb variacions concretes de les dades de la Taula 3.3 i les dades experimentals
de no-susceptibles de l'estudi. (A) Disminucié del nombre total d’individus a 160, fent
consideracions extremes sobre el personal involucrat al modul. (B) Permetre contagi dels
aillats; A = 0.2. (C) Augmentar el nombre de contactes diaris N = 2. (D) Augmentar el
periode infecciés a r; = 3 dies.
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Conclusions

El treball realitzat ha acomplert els objectius establerts a I'introduccié d’aquesta memoria.
La revisio teorica realitzada en aquest treball ens ha permes comprendre els processos
markovians i en quines condicions es poden aproximar cadenes de Markov com a processos
de difusid, establint una relacié entre els processos a temps discret i els de temps continu.
També, hem establert una relacié inversa quan hem estudiat el metode d’Euler-Maruyama,
que estableix una relacié entre un procés a temps continu i una aproximacié discreta. Per
arribar a aquest ultim punt, hem hagut d’estudiar les propietats de l'integral d’It6 que
és el resultat d’integrar una funcié respecte un procés de Wiener. Amb aquesta eina,
hem presentat les equacions diferencials estocastiques i vist sota quines condicions tenen
solucié.

Les equacions diferencials estocastiques, resultat final de l'introduccié teorica, han
permes donar una expressio analitica a les aproximacions, mitjancant processos de difusié,
de I’evolucié del nombre de contagis o individus no-susceptibles. D’aquesta manera, i amb
el calcul numeric exposat, hem pogut observar les singularitats de cada model i veure
I'impacte de les variables. També hem pogut utilitzar un dels models teorics considerats
per descriure un brot de Covid-19 a una residéncia.

Respecte al desenvolupament dels models epidemiologics, la compartimentacié inhe-
rent en el model SIR ha estat ampliada per incloure conceptes com asimptomatologia,
alllament, fases lleus i greus de la malaltia i, inclus, I’aparicio de variants dels patogens que
situen els individus recuperats, passat un temps, com a susceptibles novament. L’evolucié
indeterminista del nombre de contactes diaris amb el temps ha donat resposta als canvis
de comportament social com els observats entre estacions o per una major conscienciacié
sobre la malaltia.
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Annex A: Codi cas practic

Codi de la simulacié numerica del model SEIHR aplicat al cas de Covid-19 a la residencia
estudiada a [13]. Els parametres segueixen els valors discutits a la Taula 3.3. S’observa
una iteracid general sobre el nombre de simulacions i una iteracié niuda sobre els passos
de temps de cada simulacid. Es segueix el metode d’Euler-Maruyama.

2

Parametres del model

n = 130 + 70; J Poblacid total

N = 1; / Trobades didries

r_ E = 6; / Temps d’exzposicid

r_I = 2; ) Temps d’infeccio

r_H = 8; ) Temps d’hospitalitzacid

q_I = 0.06; % Probabilitat de transmisstd infectat
q_H = 0.06; 7 Probabilitat de transmissidé hospitalitzat
t_max = r_E + r_I + r_H + 26; J Duracié en dies
lambda = 0; / Pardmetre de restricciod

numsim = 100; / Ndimero de simulacions

pas_t = 10; 7 Resolucié temporal

dt = 1 / pas_t; J Pas temporal

% Temps en passos discrets

t_E = round(r_E * pas_t);

t_EI = t_E + round(r_I * pas_t);
t_EIH = t_EI + round(r_H * pas_t);

/ Parametres de transmissio
theta_.I = n * N *x q_I;
theta_H = n *x N *x q_H;

4 Matriu de resultats
V_all = zeros(numsim, t_max * pas_t);

/% Proporcidé inicial de mo-susceptibles
VO = 1 / n;

/% Dades ezperimentals
contagis_dades = [1, 2, 16, 20, 27, 36, 44, 48, 66, 81, 88, 128,
133, 136, 141, 142, 145, 148, 149, 150, 151];

/% Proporcié de no-susceptibles ezperimental
susceptible_data = contagis_dades / n;
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/ Iteracidé sobre el mombre de simulacions

for sim = 1:numsim
% Inicialitzar el vector de mo-susceptibles
V = zeros(l, t_max * pas_t + 1); J Vector inicial amb zeros

V(t_EIH + 1) = VO; 7 Un dunic infectat en t = t_EIH + 1

% Simulacid
for t = t_EIH + 1 : t_max * pas_t
susceptible_factor = (1 - V(t)) * dt;
term_I = theta_I * (1 - lambda * (V(t - t_EI) - V(t -
t_EIH)) / (1 - (V(t - t_EI) - V(t - t_EIH)))) * (V(t -
t_E) - V(t - t_EI));
term_H = theta_H * (V(t - t_EI) - V(t - t_EIH));

random_value = 2 * (rand < 0.5) - 1;
noise = sqrt(max(0, susceptible_factor * (term_I +
term_H))) * random_value;

A Evoluctid de V
V(t + 1) = V(t) + susceptible_factor * (term_I + term_H) +
noise / pas_t;
V(t + 1) = min(max(V(t + 1), 0), 1); % Limitar V a [0, 1]
end

/ Guardar resultats
V_all(sim, :) = V(l:t_max * pas_t);

end

% Calcular mitjana de totes les stimulacions
V_mean = mean(V_all, 1);

% Vector de temps ajustat
adjusted_time = (l:t_max * pas_t) * dt - (t_EIH + 5 * pas_t) * dt;

%4 Filtrar valors amb temps no mnegatius

non_negative_indices = adjusted_time >= O0;
adjusted_time_non_negative = adjusted_time(non_negative_indices);
V_mean_non_negative = V_mean(non_negative_indices);

% Graficar resultats sense temps negatius

figure;

plot (adjusted_time_non_negative, V_mean_non_negative, ’LineWidth’,
2); % Simulacions

hold on;

% Ajustar temps ezperimentals a 1 dia de distdncia

adjusted_time_data = (1:length(contagis_dades));

plot(adjusted_time_data, susceptible_data, ’ro-’,
’MarkerFaceColor’, ’r’, ’LineWidth’, 2); / Dades exzperimentals

xlabel(’t (dies)’, ’FontSize’, 12);

ylabel (’Proporcié no-susceptibles V(t)’, ’FontSize’, 12);

grid on;

legend(’Simulacions’, ’Dades experimentals’, ’Location’, ’Best’);




