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Abstract

The objective of this work is to understand and present in detail the theory of portfolio
management, based on the theoretical foundations established in the field of finance. In
particular, the analysis focuses on the theory developed by Harry Markowitz, which intro-
duces the concept of diversification and portfolio optimization through the maximization
of expected return and the minimization of risk. Additionally, the Capital Asset Pricing
Model (CAPM) will be studied, which proposes a relationship between an asset’s risk and
its expected return, serving as a key tool for asset valuation.

Throughout this work, the differences and similarities between active and passive port-
folio management approaches will be explored, highlighting the advantages and disadvan-
tages of each in financial practice. Finally, these theoretical models will be applied in a
practical case, allowing for the visualization and comparison of their effectiveness in the
real-world management of investment portfolios, providing conclusions about their utility
and application in different market contexts.

Resumen

El objetivo de este trabajo es comprender y exponer de manera detallada la teoria de
gestién de carteras, partiendo de los fundamentos tedricos establecidos en el ambito de
las finanzas. En particular, se aborda el andlisis de la teoria desarrollada por Harry Mar-
kowitz, que introduce el concepto de diversificacién y optimizacion de carteras mediante
la maximizacién del retorno esperado y la minimizacion del riesgo. Adicionalmente, se es-
tudiara el modelo de Capital Asset Pricing Model (CAPM), el cual propone una relacién
entre el riesgo de un activo y su rendimiento esperado, sirviendo como una herramienta
clave para la valoracién de activos.

A lo largo del trabajo, se explorardn las diferencias y similitudes entre los enfoques
de gestion de carteras activas y pasivas, destacando las ventajas y desventajas de cada
uno en la practica financiera. Finalmente, se aplicaran estos modelos tedricos en un caso
practico, que permitira visualizar y comparar su efectividad en la gestion real de carteras
de inversién, proporcionando conclusiones sobre su utilidad y aplicaciéon en diferentes
contextos de mercado.
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Capitulo 1

Introduccion

Hoy en dia la Gestién de Carteras aun siendo compleja esta presente en todos los &mbitos
de nuestra vida, es inconcebible la sociedad como estd estructurada hoy en dia sin la
influencia de los grandes fondos de inversién como Bridgewater o también bancos de
inversién como Goldman Sachs, ellos en cierta manera (por no decir completamente)
determinan el comportamiento del mercado a causa de sus decisiones que repercuten en
la vida de miles de millones de personas.

Por ejemplo, cuando un fondo como Blackrock o Vanguard deciden dar recomendaciones
de compra o venta sobre cierto paquete de acciones sobre un sector en determinado reper-
cuten en otros mercados hundiéndolos o aupandolos. De esta manera vemos la relacién
de la sociedad con la bolsa y al revés.

Por ejemplo, en épocas con mayor cantidad de conflictos sociales se ha visto que una
empresa como Palantir (conocida por la inversién institucional americana en proyectos
relacionados con el servicio militar) puede llegar a multiplicar por 4 su valor tras los
conflictos de Israel y Palestina, lo que en Wall Street se conoce como 4-Bagger. Esta no-
menclatura la dispuso Peter Lynch, director del fondo Fidelity Magellan Fund desde 1977
hasta 1989 y que consiguié un increible retorno medio del 30 %. Por ejemplo, también a
causa del COVID-19 inversiones en Pfizer y AstraZeneca vieron considerables incrementos
en el precio de sus acciones.

He elegido este tema debido a que, desde que tengo uso de razdén, me ha interesado
profundamente todo lo relacionado con la actualidad. Inicialmente, desarrollé un interés
por la economia en su conjunto, especialmente en el &mbito macroeconémico. Sin embargo,
a medida que fui creciendo, mi curiosidad por el funcionamiento de los mercados se fue
enfocando de manera maés especifica hacia el mercado bursatil, lo que, con el tiempo, se
ha consolidado como mi principal afea de interés: las finanzas cuantitativas.

Este Trabajo Final de Grado se centra sobre todo en cémo estas instituciones de inversion
realizan el Andlisis y Gestién de Carteras a nivel matematico basdndonos en el modelo
de Markowitz o Teoria de la Cartera Eficiente, que es un enfoque para la optimizacién de
inversiones que busca maximizar el retorno esperado de una cartera para un nivel dado
de riesgo o minimizar el riesgo para un retorno esperado, y del CAPM, modelo financiero
que establece una relacién lineal entre el riesgo sistematico de un activo, medido por su
beta, y su retorno esperado. También desarrollaremos unas carteras de Gestién Activa y
otras de Gestion Pasiva en base a estos dos modelos con un ejemplo practico que veremos
finalmente. Para ello en primer lugar introduciremos algunos conceptos y fenémenos para



posteriormente desarrollar el marco tedérico mencionado previamente.

Cierto es que existen otros modelos como por ejemplo el de Black Litterman, técnica de
optimizacién de carteras que combina el modelo de media-varianza de Markowitz con las
expectativas del inversor, ajustando la asignacién de activos mediante una integracién
de la informacién del mercado y las opiniones subjetivas. Esto proporciona un equilibrio
entre las creencias del inversor y las condiciones del mercado, ofreciendo una distribucién
mas estable de las ponderaciones de activos.

Sin mayores preambulos comenzamos con unos conceptos y fundamentos indispensables
para ponernos en contexto.

= Activo: recurso, del que se espera obtener, en el futuro, beneficios econémicos.

= Pasivo: deuda o compromiso que ha adquirido una empresa.

= Fondo de inversién: instrumento financiero que agrupa el capital de varios inver-
sores para invertir en una cartera diversificada.

s ETF': similar a los fondos de inversién, pero se negocia en bolsas de valores como
acciones.

= Fondo monetario: fondo de inversion que invierte en instrumentos de deuda a
corto plazo y alta calidad.

= Bolsa: un mercado organizado donde se compran y venden acciones, bonos y otros

valores.

Estos son algunos conceptos que serdn de relevancia mas adelante sobre todo en el caso
practico. Ahora bien también debemos definir algunos conceptos que son fundamentales
de la teoria de Markowitz, se ahondara mas en profundidad en estos primeros temas estas
definiciones.

= Rentabilidad: es el beneficio comparado con los recursos propios invertidos para
obtener esos beneficios.

= Riesgo: imprevisibilidad de los sucesos futuros que pueden afectar a la inversién y
comportamiento econémico.

» Liquidez: capacidad de generar efectivo de manera inmediata.

= Plazos: periodo de tiempo en el que se espera obtener una rentabilidad.

Para la comprension de este trabajo se requieren de més conceptos que se pueden desa-
rrollar a medida que vayamos avanzando en el mismo.



Capitulo 2

Teoria de Markowitz

2.1. Hipotesis del modelo

Como es bien sabido, los inversores buscan constantemente un equilibrio entre el riesgo
y el rendimiento. Dependiendo de la disposicién de cada inversor a asumir riesgo, se
emplean diferentes técnicas y modelos para gestionar sus carteras. En lo que respecta a la
teoria de Harry Markowitz con su libro Portfolio Selection en 1952 y galardonado con el
Premio Nobel de Economia en 1990, se abordaran conceptos clave como la diversificacién
y la frontera eficiente, ademds de otros relacionados, como el riesgo. Por otro lado, el
modelo de valoracién de activos financieros (CAPM) se tratard mds adelante, dado que
su desarrollo requiere una comprension previa de la teoria de Markowitz. A lo largo de
este capitulo desarrollaremos principalmente conceptos del libro Risk Theory and Portfolio
Management, de la bibliografia.

La teoria de Markowitz (o teorfa de la media-varianza) busca encontrar una cartera 6ptima
a través de la maximizacién del beneficio (de ahora en adelante Retorno Esperado) y
minimizando el riesgo mediante la diversificacién y el estudio de la Frontera Eficiente.

En el caso de la Teoria de la Media-Varianza hay 4 supuestos clave:

- Los inversionistas son racionales, de modo que siempre persiguen aumentar el bene-
ficio minimizando los riesgos.

- El riesgo se mide como la varianza o desviacién estandar.

- Las expectativas de los inversionistas sobre los retornos esperados se distribuyen de
manera normal.

- Cualquier inversionista tiene acceso a la misma informaciéon de modo que se le da a
todos un horizonte inico.

Estos supuestos evidentemente tienen también unas limitaciones como por ejemplo:
- Riesgos que no se vean reflejados en la varianza.

- Considera que los retornos futuros son predecibles y esto no siempre es una perspec-
tiva realista en mercados volatiles.

- No tiene en cuenta el riesgo asociado a la liquidez y apalanque.

A lo largo de este trabajo desarrollaremos técnicas de Algebra, Calculo y Estadistica.
Para ello empezaremos con algunas definiciones.
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Definicién 2.1.1. Un espacio de probabilidad es una terna (2, F, P), donde:

1. Q es un conjunto no vacio llamado espacio muestral.
2. F es una sigma-dlgebra sobre 2, cuyos elementos se denominan sucesos.

3. P es una funcion de probabilidad que asigna a cada suceso A € F un nimero P(A)
tal que se satisfacen las siguientes propiedades:

a) P(A) > 0 para todo A € F (no negatividad),
b) P(Q) =1 (normalizacion),

c) Si Ay, Ag, ... son sucesos mutuamente disjuntos en F, entonces P (|J;2, Ai) =
Y21 P(Ai) (sigma-aditividad).

2.2. Definicion de Variable Aleatoria

Definicion 2.2.1. Una variable aleatoria es una aplicacion X : Q0 — R que cumple la
stquiente propiedad:
VB e B, X '(B)c F.

Una variable aleatoria proporciona, por tanto, una asignacion numérica a los elementos
del espacio muestral. La condicion, denominada de mesurabilidad, significa que podremos
calcular cantidades como:

P(X1(B)) = P{w: X(w) € B},

para cualquier B € B. Donde B es la o-dlgebra generada por los conjuntos abiertos de R,
es decir, la mds pequena de las o-dlgebras de partes de R que contienen todos los conjuntos
abiertos de R respecto a la topologia euclidiana, se denomina la o-dlgebra de Borel.

En nuestro caso abarcaremos:

= Variable aleatoria discreta: si su ley estd concentrada en un conjunto numerable.
Por ejemplo la Ley de Bernoulli, Binomial, Geométrica, etc.

= Variable aleatoria continua: cumplen que:
P{X=z}=0, VzeR

Se dice que una variable aleatoria X es absolutamente continua (o que tiene una ley
absolutamente continua) con densidad f si su funcién de distribucién F' se puede
expresar como:

F(m):/_x fly)dy, VzeR.

Por ejemplo, la Ley Exponencial, Normal, Uniforme, etc.

Las variables aleatorias tienen una serie de propiedades importantes que permiten analizar
su comportamiento y realizar calculos relacionados con probabilidades y estadisticas.

Observacion 2.2.2. En nuestro trabajo estamos en el caso discreto y de variables posi-
tivas.
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1. Esperanza matematica (o valor esperado): La esperanza matemética de una
variable aleatoria X, denotada como E[X], es el valor promedio ponderado que se
espera obtener al realizar muchas repeticiones del experimento aleatorio. Para una
variable aleatoria discreta X con funcién de masa de probabilidad p(z) = P(X = x),
la esperanza (suponiendo finita) o momento de orden uno se define si:

E[|X|] =) |2[p(x) < +oo, como E[X]=)» zP(X =u).

x

2. Varianza: La varianza de una variable aleatoria X, denotada Var(X), mide la dis-
persién de los valores de X con respecto a su esperanza finita, necesitamos momento
de orden dos también finito. Se define como:

Var(X) = E[X?] — (E[X])*.
Para una variable aleatoria discreta:

Var(X) = 3 (x — E[X])? p(a).

T

3. Desviacién estandar: La desviacion estandar es la raiz cuadrada de la varianza.
Se denota como ox o Desv(X):

ox =/ Var(X).

2.3. Retorno Esperado y Varianza

Desde ahora hasta el final consideraremos dos instantes de tiempo: en primer lugar el
presente, el momento 0, y el futuro, que es el momento 1. Supongamos que hacemos
una inversién en un activo al precio actual, S(0), y desconocemos el precio futuro S(1),
representado por una variable aleatoria.

Definimos la variable aleatoria S(1) como una funcién S(1) : @ — [0,00), donde el
conjunto [0,00) es el conjunto de los posibles valores de S(1).

Por lo tanto, la funcién S(1)(w), donde w € €, asigna a cada escenario w un valor
S(1)(w) € [0, 00).

Como estamos en el caso discreto, la medida de probabilidad P : F — [0, 1] estd comple-
tamente determinada por las probabilidades P({w;}) = p;, donde p; € (0,1] y la suma de
todas las probabilidades es igual a 1, es decir:

n
Zpi =L
i=1

Por lo tanto, para cualquier conjunto de eventos A € F, la probabilidad de A esta dada
por la suma de las probabilidades de los w; que pertenecen a A:

P(A) = pi

w;EA

La Teoria de Markowitz se fundamenta en el andlisis de los rendimientos pasados de los
activos. En este contexto, aparece, aunque de forma implicita, el concepto de esperanza
condicionada.
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La esperanza condicionada resulta 1til para otorgar una versién dindamica al modelo. Por
ejemplo, si un activo tiene un rendimiento promedio del 5%, pero ocurre un cambio sig-
nificativo en las condiciones del mercado, dicho concepto permite ajustar las expectativas
de rendimiento para reflejar la nueva informacién disponible.

Definicion 2.3.1. Sean X e Y wariables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de
probabilidad. La esperanza condicionada de X dado Y, denotada como E[X | Y], es una
variable aleatoria que toma el valor E[X | Y = y| cuando Y =y.

El valor E[X | Y = y| se define como:

EX|Y =y = ZxP(X =z|Y =vy), si(X,Y) son discretas y P(Y =y) # 0.

suponiendo que las sumas correspondientes son absolutamente convergentes.

Después de haber definido los requisitos matematicos, podemos entrar en materia en
cuanto a la teoria de Markowitz.

Definicion 2.3.2. El retorno sobre una inversion S es una variable aleatoria K : Q0 — R,
definida como:

5(1) = 5(0)
5(0)

Observacién 2.3.3. S(0) > 0,5(1) > 0 en todo caso.

K=

Observacion 2.3.4. El valor o rendimiento esperado es:

E[SM)] - 5(0)

()

De ahora en adelante, la esperanza se denotara como p = E(K).
En base a estas expresiones, podemos dar diferentes relaciones que se dan y como se puede
apreciar podemos obtener los precios a raiz de los retornos y viceversa:

S1) =50)(1+K), E[S1)]=50)1+p)

Observacién 2.3.5. El hecho de que S(1) > 0 implica que K > —1.

El caso de los dividendos

Si consideramos la posibilidad de que en el momento 1 se nos pague un dividendo, debemos
tenerlo en cuenta a la hora de calcular el rendimiento esperado. En este caso, ademas de
S(1), se debe incluir el ingreso adicional correspondiente al dividendo. La férmula para
la tasa de retorno esta dada por:

S(1) + Div(1) — S(0)

K= 5(0)

Observacién 2.3.6. En el caso de la definiciéon 2.3.2, omitimos el dividendo ya que
Div(1) = 0.
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Definicion 2.3.7. Un bono es un instrumento de deuda emitido por una entidad para
recaudar fondos. Al comprar un bono, el inversor presta dinero al emisor, quien a cambio
se compromete a devolver el monto principal (nominal) al vencimiento y a pagar intereses
periddicos, conocidos como cupon, seqgun los términos especificados en el contrato.

Observacion 2.3.8. Estamos considerando un bono de cupén cero, es decir, que no paga
intereses durante la vida del bono.

Consideremos el pago de un bono en el momento 1, B(1) = 1, comprado en el momento
0 y con valor B(0) < 1. Entonces, el retorno es:

1-B
o L=B()
B(0)
El precio del bono puede expresarse como:
1
B0) = ——
(0) 1+R

Observacioén 2.3.9. Este activo es conocido como el activo libre de riesgo. En Europa
el ejemplo més comun es el Bono Aleman, por su estabilidad financiera y baja probabilidad
de impago.

Ahora, comienza el segundo concepto mds importante de toda la Teoria de la Media-
Varianza: el asumir la Varianza como medida del riesgo. Ya habiamos definido en el
capitulo previo el riesgo, que es la incertidumbre sobre el valor futuro. En nuestro contexto
con Markowitz, el riesgo tiene dos consideraciones:

1. La distancia entre los valores posibles y las expectativas.

2. La posibilidad de alcanzar los valores posibles.

Definicion 2.3.10. Denominamos riesgo a la varianza o desviacion estdndar del
retorno (siempre que el retorno tenga momento de orden 2).

Var(K) = E[(K — p)?] = E[K?] — p°.
Observacién 2.3.11. ¢ = \/Var(K)

Lema 2.3.12. La varianza del retorno se puede expresar en funcion de la varianza de

S(1).

Demostracién. De forma trivial obtenemos:

Var(S(1
Var(K) = S((O)(2 )

O

Para poder obtener conclusiones, debemos considerar tanto el rendimiento esperado como
la desviacion tipica. Recordemos que Markowitz considera un inversor racional y esto
implica que dados dos activos, este preferird el que maximice el beneficio (rendimiento
esperado) y minimice la desviacién tipica (riesgo). De este modo obtenemos la siguiente
definicién.
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Definicion 2.3.13. Decimos que un titulo con rendimiento esperado pi y desviacion
tipica 01 domina a otro titulo con rendimiento esperado us y desviacion tipica oo cuando:

p1 = oy o1 < oo

1 (047.M4)
(05,.%)
(037.M3)
(067./%’)
(Ulgm) (027./12)

Decimos que domina porque Markowitz asume que el inversor siente aversion al riesgo.
En el siguiente grafico, representando el plano (o, p) podemos apreciar que un inversor
bajo nuestros supuestos preferira la inversion 1 sobre la 2, de la misma forma que la 6
sobre la 2, o la 4 sobre la 3.

Observacion 2.3.14. Este gréifico se denomina Subconjunto Eficiente

Cabe recordar que estamos considerando que el retorno esperado y su varianza es todo lo
que influye en la toma de decisiones.

2.4. Carteras de dos activos

Este capitulo aborda la teoria de carteras bajo el supuesto de solo dos activos, nos sirve
para simplificar y explicar en términos més sencillos la Teor{a de la Media-Varianza antes
de pasar al final del capitulo que aborda n activos.

Hasta ahora, nos habiamos centrado en analizar la media y la varianza del retorno de un
Unico activo. A partir de este punto, estudiaremos el comportamiento de una cartera.
La media y la varianza del retorno de una cartera se expresan en funcién de las medias
y las varianzas de los activos que la componen, asi como de las covarianzas entre dichos
activos.

Esta perspectiva nos permite considerar todas las posibles estimaciones de los rendimien-
tos de los activos y, por ende, determinar la ponderacién de minima varianza. Es
decir, buscamos carteras eficientes, recordando que una cartera eficiente es aquella que
no es dominada por ninguna otra, en el sentido de ofrecer el mayor rendimiento esperado
para un nivel de riesgo dado, o el menor riesgo para un rendimiento esperado dado.
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En esta seccién, consideraremos las variables Si(t) y Sa(t), que representan el valor del
titulo 1 o 2, donde S;(t) puede tomar los valores 0 o 1. Es decir, S;(t) = 0 corresponde
al momento presente y S;(t) = 1 corresponde al momento futuro. Recordemos que ambas
siempre son positivas.

Podemos observar que surge implicitamente un nuevo concepto clave: la diversificacién.
Esta diversificacion permite reducir el riesgo total de la cartera, distribuyendo la exposi-
cién al riesgo entre distintos activos.

Definicion 2.4.1. Sea x1 la cantidad de acciones que adquirimos del titulo S1 y x2 la
cantidad de So, definimos el valor inicial del portafolio o cartera como;

| (0) = 21.51(0) + 22.52(0).

Cuando disenamos nuestra cartera, el valor inicial de la misma representa el punto de
partida. La distribucion de la cantidad de acciones a comprar en cada activo se determina
mediante las ponderaciones asignadas a cada uno, y estas ponderaciones suelen calcularse
como el promedio ponderado de las proporciones iniciales. Como hemos mencionado:

7151(0) _ 1252(0)

W) = >, Wy = —— .
Vir,25(0) Var,22(0)

Con la riqueza actual Vy, 4,(0) y los pesos wi, ws tales que wy + wp = 1, la asignacién de
recursos es:

w1V$17I2 (O) Ty = wQVIhIz (O)
S1(0) S2(0)

De este modo al final del periodo 1, obtenemos el valor de la cartera:

r1 =

Viy s (1) = 2151 (1) 4 2255(1).

Estas aclaraciones son fundamentales, ya que el estudio del valor de una cartera se reali-
zard en funcion de sus pesos y no de la cantidad de acciones en cada activo.El retorno de
una inversién con dos activos depende del método de asignacién de recursos.

w= (Zﬁ)

Proposicion 2.4.2. La tasa de retorno K, sobre una cartera de dos activos viene
dada por la media ponderada

El vector de pesos se denota como:

y el rendimiento como K,,.

Ky = w1 K1 +waKs.

Demostracion.

Vm,xg(l) = :Elsl(l) + 13232(1)
N w1V$1,:C2 (0) w2Vw1,$2 (0)
=50 S1(0)(1+ K;) + 50
= Vx1,x2 (O) (wl(l + Kl) + ’LU2(1 + KQ))

= VSCLIEQ (0)(1 +w K71 + UJQKQ).

S2(0)(1 + K2)
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Tomando que x; + zo = 1:

V$17l‘2 (1) — ‘/;61,062 (0)
Va1,22(0)

K, = = w1 K1 + wa K.

O

Nuestra posicion sobre cada una de las acciones, es decir, el nimero de acciones puede
ser cualquier niimero real positivo.

Observacién 2.4.3. Cuando nuestro nimero de acciones es positivo decimos que tenemos
una posicion larga mientras que si es negativa se denomina operar en corto.

Definicion 2.4.4. Operar en corto consiste en tomar prestadas unas acciones en el
momento 0 para venderlas y comprarlas en el momento 1 para devolverlas al prestamista.

Cuando se permite operar en corto, los pesos w; pueden tomar cualquier valor real, siempre
que satisfagan la condicién de que la suma total sea igual a 1, es decir, Y ; w; = 1 (en
este caso, n=2). En la practica, operar en corto esta sujeto a ciertas restricciones, como
costos adicionales (depdsitos o comisiones). Sin embargo, para simplificar los célculos en
nuestro caso, asumimos que estas operaciones estan libres de cargos.

Conjunto Alcanzable

Para determinar el riesgo de una cartera, ademas del riesgo de sus componentes y los
pesos asociados a cada uno, es necesario tener en cuenta la relacién estadistica que existe
entre ellos.

Definicion 2.4.5. Definimos la covarianza, teniendo momentos de orden dos finitos y
por tanto, esperanzas finitas, como:

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X]E[Y]

Una vez definida la covarianza, podemos aplicarla a las variables S y Sa, es decir, o;; =
Cov(Kj;, Kj) para i,j = 1,2 en este apartado. De igual forma, a partir de la férmula de
la covarianza, podemos deducir que o129 = g91.

Si los retornos estan incorrelacionados, tenemos que o192 = 0.

Definicién 2.4.6. El coeficiente de correlacion pxy entre dos variables aleatorias X e
Y se define como:

OX0Yy
donde el coeficiente mide la fuerza y la direccion de la relacion lineal entre las dos varia-
bles, y su valor oscila entre -1 y 1, cumpliendo:

» pxy = 1 indica una correlacion positiva perfecta,
» pxy = —1 indica una correlacion negativa perfecta,

» pxy = 0 indica que no hay correlacion lineal.
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Teorema 2.4.7. El rendimiento esperado y la varianza del retorno de una cartera vienen
dados por:

pw = E(Ky) = wipnn + waps,

2 2 2 2 2
oy, = Var(Ky) = wioi + w305 + 2wiwaoa.

Demostracion. Este es el cdlculo de las férmulas para el rendimiento esperado y la varianza
del retorno de una cartera. Facilmente podemos observar que:

pow = E[Ky] = Elwi K1 + wa K] = w E[K1] + woE[Ko] = wipy + waps

En el caso de la varianza, aplicando las propiedades de la misma y la covarianza, obtene-

= Var(K,) = Var(w; K1 + waK») = wiVar(K;) + w3 Var(Ks) + 2wijwyCov(Ky, Ko)

2 2 2 2
= wjo] + w305 + 2wiwaoi2.

O

Observacién 2.4.8. Por el Coeficiente de Correlacién podemos modificar el ultimo su-
mando: 02 = wio? + wicd + 2wiwap120102

Observacion 2.4.9. Usando la siguiente notacién matricial w = (wy, w2), g = (11, pi2)

y C matriz de covarianzas.
2
= 5 ),
012 0'2

la ecuacion del retorno esperado y la varianza pueden expresarse como:

T
My =W I,
02 =wlCw.

El conjunto de carteras que es posible aplicar se puede representar en el plano (o, ).
Asumiendo que p1 # e, tomamos el primer peso w; como pardmetro, es decir, w =

w
( L), De este modo, el vector de pesos es:

1—w1
w = b
S \l—uy )’

Nuestro retorno esperado y riesgo son los siguientes:

p = W' = wpr + (1 — w)pg,
02 =wlCw = w?o? + (1 —w)?03 4+ 2w(l — w)oys.

w —

Como podemos observar el conjunto alcanzable se puede parametrizar por w. En caso de
que la venta en corto no fuese posible, w € [0, 1].
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1

Este es un ejemplo de conjunto alcanzable pero restringido a la frontera eficiente ya que
la curva que queda por debajo siempre es dominada por la curva superior.

Teorema 2.4.10. Sea p1 # pa y el coeficiente de correlacion pi1a € (—1,1). Entonces,
el conjunto alcanzable de las carteras se encuentra sobre una hipérbola cuyo eje principal
estd centrado en el eje vertical.

Demostracion. Sea el problema definido por las siguientes ecuaciones:

y=wut + (1 —w)ps,

22 =w?o? + (1 —w)?os + 2w(l — w)oye.

Nuestro objetivo es llegar a una ecuacion de la forma de una hipérbola:

(e (k) _

1.
a2 b2
Resolviendo para w:
_ Y- H2
w = .
H1 — p2
Sustituyendo esta expresién en x2, se obtiene:

1
= [y = m2)’0f + (n —9)*08 +2(y — p2) (11 — y)na]

donde
A= (01 — 02)2 > 0.
De esta forma, se llega a:

xQZ%(By2—2C’y+D),

donde los coeficientes son:
B = 0'% +O’% - 2012,
C = oipz + o3 — o12(p1 + p2),
D = o{p3 + o3pi — 2012401 2.

B > 0si p12 < 1, ya que:

0% +a% — 2012 > O'% +0§ — 201092 > 0.
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Reescribimos By? — 2Cy + D como:

By* —2Cy+ D =B(y—k)* +c,

donde: o )
k==, c¢=—(BD-C?.

B T B )

Sustituyendo esta expresién en z2, obtenemos:
z? = 1 [By — k)* +c] .
A

Esto nos lleva a:

a?  (y—k)?

=~~~ =< =L

A B

Por lo tanto, hemos obtenido la ecuacién de una hipérbola con h = 0, lo que indica que
estd centrada en el eje vertical. Finalmente, probamos que ¢ # 0. Operando, tenemos:

BD — C? = Acia3(1 — piy).

Dado que p12 € (—1,1), 1 —p2, >0, B> 0y A > 0, se concluye que:
1 A
c= E(BD —C?) = Eafag(l —p%,) > 0.

Por lo tanto, la ecuacién describe efectivamente una hipérbola con su eje centrado en el
eje vertical. O

Curva de minima varianza

Nuestro objetivo, trabajando con carteras formadas por dos activos, es determinar la
cartera que minimiza la varianza (o, de forma equivalente, la desviacién tipica del retorno).

Considerando, como hasta ahora, que no existen limitaciones o restricciones para operar
en corto, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 2.4.11. Considerando que operar en corto estd permitido, la cartera de minima
varianza tiene pesos Wyip = (w1, w2), dados por:

a B b
a+b’ w2_a+b’

w] =

donde:
2 2
a =05 — p120102, b= 0] — p120109.

excepto si p1a=11Yy o1=02 .

Demostracion. Cuando p12 = —1, nuestra varianza se expresa como:
2 2
Oy = (’LU101 — w202) .

Tomando la parametrizacién estandar w; = w y we = 1 — w, podemos reescribirla como:

012” = ((wop — (1 — w)ag))Q.
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Dado que oy, no puede ser negativo, para o,, = 0 (su posible valor mas pequeno), obte-
nemos que:
02
w=— vy l—w=—"—.
o1+ 02 o1+ 02
Observemos que si operar en corto no esta permitido, se puede minimizar el riesgo hasta

0. Siguiendo con la prueba;

01

09 . 02(01 +O’2) o a
01+ 02 (o1 4 02)? a+b’

Cuando pi2 = 1, nuestra varianza es:

w1 =

0'120 = (U)10'1 + w202)2 .

Tomando la parametrizacién estandar w; = w y we = 1 — w, podemos reescribirla como:
2 2
oz = (wor + (1 —w)og)“.
Con un razonamiento similar al anterior:
—09

w = y ¥ l-w= .
01— 02 01 — 02

01

A diferencia del caso anterior, aqui debemos exigir que o1 # o9. Como o1, 09 > 0, tenemos
) ) )

que w o 1 —w es negativo, y por tanto no podemos minimizar a 0 sin que operar en corto

esté permitido. Continuando con la demostracién;

—0y  —o3(o1—02) @

wl:al—ag (o1 —02)2  a+b

Cuando p13 € (—1,1),

02 = w?o? + (1 —w)?o3 + 2w(l — w)piao109.

Igualando la primera derivada a 0 y calculando la segunda derivada en funcién de w:

d?o?
dw;) = 20% + 20% —4p190109 > 20% + 20% — 40109 = 2(01 — 02)2 > (0.
Y por tanto hemos probado que es un minimo global O

A lo largo de este capitulo hemos estudiado la matriz de covarianzas, buscando los pesos
para la cartera de minima varianza. La matriz de covarianzas es invertible porque estamos
asumiendo que S7 y So tienen riesgo. Por la Regla de Cramer:

2
= 2
O’%U% — 0%2 —012 0j ’
2
c1.1= 1 0y — 012
T 0202 — g2, \o2 -0 ’
192 12 1 12

1
0202 — o3, (01 + 02 = 2012) det(C)

(a+0).

con 012 = P120102.

Observacién 2.4.12. El vector wy;, = (wy,ws) de pesos de la cartera de minima va-
rianza tiene la forma, donde 1 es el vector con componentes 1:
_>
c—'1

M ey
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Anadiendo un Activo Libre de Riesgo

Recordemos que el activo libre de riesgo es aquel que tiene una tasa de retorno Ry
para el cual no existe incertidumbre al respecto. Este activo, junto con cualquier otro, se
representa mediante una semirrecta que comienza en el punto (0, R) y pasa por los puntos
correspondientes en el plano (o, u).

El nuevo conjunto alcanzable se obtiene trazando una semirrecta que une un punto de
este conjunto con el activo libre de riesgo.

7

Para encontrar la frontera eficiente debemos tomar la pendiente mas alta de la linea,
debemos considerar tambien que R < u, ya que bajo nuestro prisma de un inversor
racional, en caso contrario el inversor siempre preferira el activo libre de riesgo.

Bajo el supuesto mencionado previamente, existe una tnica cartera en la frontera efi-
ciente, conocida como la cartera de mercado. La recta que conecta el activo libre de
riesgo con la cartera de mercado, y que es tangente a la frontera eficiente, se denomina
recta del mercado de capitales (CML, por sus siglas en inglés: Capital Market Line).

Definicién 2.4.13. La recta del mercado de capitales (CML) viene dada por la
ecuacion:
Hm — R
—o.
Om

w=R+

donde:

= 1 es el rendimiento esperado de una cartera,

= R es la tasa de retorno del activo libre de riesgo,

= Ly, es el rendimiento esperado del mercado,

» 0 es el riesgo (desviacion estindar) de la cartera, y

" 0y, es el riesgo del mercado (desviacion estdndar del rendimiento del mercado).

Teorema 2.4.14. Los pesos de la cartera de mercado estin dados por el vector:

w = (w,1 —w),
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donde:

|
—
|
S
|

Cc+d c+d

y los coeficientes ¢ y d se definen como:
¢ =05(u — R) — o12(p2 — R),
d = of(ug — R) — o12(m1 — R).

Demostracion. Para una cartera de pesos (w, 1 —w), su retorno esperado se denota como
u(w) y su riesgo o desviacién estdandar como o(w). La optimizacién se basa en maximizar
la funcién de Sharpe:

donde R es la tasa libre de riesgo. Para encontrar el valor de w que maximiza s(w),
debemos resolver la ecuacién s'(w) = 0. La derivada de s(w) es:

) — ) (w) = (a(w) = R)o' ()
72(w) |

Sabemos que la derivada de o(w) con respecto a w es:

o'(w) = (VoP(w) = 20_110) (0 (w) = Jow) (*(w))"

Igualando s'(w) = 0, obtenemos la ecuacién:

21 (w)o®(w) — (u(w) — R) (o*(w))" = 0.

Ahora, desarrollando los términos, tenemos:

(11 — p2) (w?of + (1 —w)?03 4+ 2w(l — w)o12)
— (wp1 + (1 —w)ps — R) (wof — (1 —w)os + (1 —w)oiz) = 0.

Operando, tenemos que:
c d

l—w=

c+d’ c+d

O

Observacién 2.4.15. Los pesos de la cartera en formato matricial pueden expresarse
como:
%
C'(u—RT)
W= e 7Y
I1'"Cl(u—R1)

donde g = (u1, p2) " es el vector de rendimientos esperados de los activos.

Suponiendo que el mercado estd compuesto por dos activos y que los inversores toman
sus decisiones basandose en los rendimientos esperados de estos activos y en la relacion
existente entre ellos (usando los mismos valores para la esperanza, la varianza y otras
métricas relevantes), todos los inversores llegaran a la misma cartera de mercado.

Si bien los inversores pueden seleccionar carteras diferentes de la recta del mercado de
capitales (CML), todos invertirdn en los dos activos en las mismas proporciones dentro
de la cartera de mercado.

De esto, podemos concluir que el peso de un activo en la cartera de mercado representa su
peso en el valor total del mercado, bajo el supuesto de que el mercado esté en equilibrio.
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Curvas de Indiferencia

La filosofia de relaciones de dominancia aplicada hasta ahora no es 1til cuando un activo
tiene un rendimiento esperado 1 > pe y 01 > oa (y viceversa).

En este caso, encontrar una solucién resulta complicado, ya que depende del inversor en
particular, es decir, de su nivel de aversién al riesgo. Sin embargo, es evidente que todo
inversor asumird un mayor nivel de riesgo Uinicamente si se le compensa con un mayor
beneficio esperado.

Esto puede representarse graficamente utilizando curvas de indiferencia, que muestran
las combinaciones de riesgo (o) y rendimiento esperado (u) entre las cuales un inversor
es indiferente.

Definicion 2.4.16. Definimos la curva de indiferencia mediante una funcion de uti-
lidad:

u:R? - R,
donde u(u, o) asigna a cada combinacion de rendimiento esperado p € R y riesgo o € R

un valor que representa el nivel de satisfaccion del inversor.

1 (Rendimiento esperado)

o (Riesgo)

Donde, evidentemente, podemos deducir que el inversor aceptara un mayor riesgo a cambio
de un mayor rendimiento esperado.

2.5. Multiplicadores de Lagrange

Hasta ahora hemos trabajado con carteras de dos activos, es decir, solo implicaban una
variable respecto a las ponderaciones w. A partir de ahora, asumiremos que el mercado
estd compuesto por n activos, donde buscaremos el minimo de funciones de multiples
variables, con la restriccion de que

Wy wy 4wy = 1.
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El problema de minimizacién proporciona un sistema de ecuaciones cuya solucién nos da
un candidato para el valor minimo.

Nuestro verdadero objetivo en esta seccién es resolver el siguiente problema de optimiza-
cién:

min f(v) con la restriccion g(v) =0,
donde f: R" - Ry g:R" - R™.

Asumiendo que tiene derivadas parciales, denominamos matriz Jacobiana a la matriz
que contiene las derivadas parciales de una funcién vectorial. Dada una funcién g : R™ —
R™, su matriz Jacobiana, denotada por Jg.

Decimos que una funciéon g : R® — R™ es continuamente diferenciable si todas las
componentes de su matriz Jacobiana son funciones continuas.

Observacion 2.5.1. Para una funciéon f : R — R, su matriz Jacobiana es un vector
fila que contiene las derivadas parciales de f con respecto a cada una de las variables. Se
define como:

— |of of of
Jr(v) = |5 an Don
of
oz
of
Observacion 2.5.2. Denotamos por vector gradiente V f = 8?2
of
Oz

Las condiciones necesarias para que v* sea un minimo, bajo los supuestos previamente
mencionados, se resumen en el siguiente resultado:

Teorema 2.5.3. Si v* es solucion del problema de minimizacion previamente mencio-
nado, y la matriz Jacobiana de g tiene rango k, entonces existen A1, Aa, ..., A\, tales que:

Vi) = MVgr(v') + AaVga(v') + -+ Ay Vg (v™)) = 0.

Demostracién. Tomando que ¢’'(v*) es de rango k, existe un vector k-dimensional tal que

99
oy

(v*) es invertible.

Podemos reordenar las coordenadas de manera que v = (z,y), con x € R"* y ¢ € R,
Por el teorema de la funcién implicita, existe una funcién h tal que g(z, h(z)) = 0.

Dado que v* = (z*, y*) es solucién del problema que estamos estudiando, x* es un minimo
de f(z,h(x)).
Aplicando que

-1
i) == (e b)) Gl o),

obtenemos que

_of of _of of g ~ g

0= )+ G = oy - Fon () .
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Definimos una matriz 1 x k& como:
of dg -1
A=[="0w"==Z(v* .
(S egtw

De la aplicacion anterior, tenemos que

Of v _ 40
%(U)—A%(U )s

y por la definicién de A,
of dg
— (%) = A=(v").
9y (v) ay(v )

Combinando estas dos condiciones, obtenemos el resultado.

O
Los A1,..., Ay son los multiplicadores de Lagrange, y la funcién L(v, ) se define como
el Lagrangiano del problema. Es dada por:
L(v,A\)=Vfv") = (MVa(v") + Vg (v + -+ A Vgm(vY)).
donde A = (A1,...,A\n) " es el vector de multiplicadores de Lagrange y g1,. . ., gm son las

funciones de restriccion.

Observacion 2.5.4. Este teorema no da conclusiones definitivas sobre el minimo de f,
mas bien proporciona candidatos.

Para poder confirmar que se trata de un minimo, necesitamos informacién adicional sobre
las propiedades de la funcién objetivo y las restricciones.

Sea f:R™ — R una funcién de n variables. La matriz Hessiana de f en un punto v es
la matriz cuadrada de orden n X n que contiene las segundas derivadas parciales de f con
respecto a sus variables. Se define como:

[ 9°f ?f ... _f ]
ov? Ov10v2 Ov10vp,
*f *r ... 9
Ovo0v1 ov2 Ov20vU,
H(f,v)=|"" . .
ey ey . 92
| Ovn,Ovy  OvnOva v

Observacion 2.5.5. Una funcién f : R™ — R es dos veces continuamente diferen-
ciable si todas las componentes de la matriz Hessiana son funciones continuas.

Teorema 2.5.6. Sea f: R™ — R una funcion dos veces continuamente diferenciable, tal
que para cualquier v € R™, la matriz Hessiana H(f,v) es semidefinida positiva. Ademds,
sea g(v) = Av —c, donde A es una matriz k x n y c € R¥. Si existen A\, Aa,..., A\ €R
y v* € R™ tales que L(v*,X) = 0, entonces v* es solucion del problema de minimizacion.

Demostracion. Escojamos un v cualquiera que satisface que g(v) = 0. Queremos probar
que f(v) > f(v*). Dado que g(v) = Av — ¢, usando A = (Aq,..., A\;), podemos escribir

MV (vF) + -+ M Vr(v*) = AT
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Sea w = v — v*. Dado que g(v) =0y g(v*) = 0, usando la linealidad de A tenemos que
0=gv) =g " +w)=A0W" 4+ w) —c=Av" + Aw — ¢ = g(v*) + Aw = Aw.

Por la férmula de Taylor, tenemos que

F* +w) = F07) + V") + Sl H S e,

para algin punto € sobre el segmento entre v* y v* + w. Ahora, tenemos que

F0) = FO0" 4+ w) = (") + V(0w + %wTH(f, w = F(v*) + AT \w + %wTH(f, ).

Finalmente, esto se expresa como
F(0) = 1)+ (T Ay + SwT H(F, w = f(07) + A dw + Su H(f, .
Como Aw = 0, esto se reduce a
F(0) = F*) + guT H(f, w > £(0°),

y por lo tanto hemos probado que v* es un minimo global (no estricto).

2.6. Carteras de miiltiples activos

Ahora que hemos desarrollado todos los conceptos necesarios, como la cartera de minima
varianza, la cartera de mercado, los multiplicadores de Lagrange y el ejemplo de dos
activos, estamos en condiciones de finalizar con el andlisis de carteras compuestas por n
activos.

Este apartado serd similar al caso de dos activos, pero extrapolado a una cartera compues-
ta por n activos. Retomaremos los conceptos previamente abordados, generalizandolos.

En una cartera de n titulos diferentes, podemos denotar su vector de pesos como w =

(wy,ws, ..., wy)", donde los pesos satisfacen la condicion:
n
E w; = 1
i=1

El conjunto alcanzable estd formado por todos los vectores de pesos w € R"™ que
satisfacen la restriccién w' 1 =1

Si no es posible operar en corto (es decir, pedir titulos prestados para devolverlos poste-
riormente), se anade la restriccién w; > 0. Bajo estos supuestos, el conjunto alcanzable
se define como:

A:{WGR":WT?:LijOparatodojzl,...,n}.

Por otro lado, en cualquier otro caso supondremos que operar en corto si es posible,
eliminando la restriccién w; > 0.
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Retomando lo explicado previamente, recordemos que la férmula para calcular los pesos

(SN
_ %;55(0)

=27 ) =1,...
'LU] V(O) ) J ) » 1,

donde z; es el nimero de titulos que se poseen del activo j, S;(0) es el precio inicial del
activo j, y V(0) es el total del dinero invertido.

El rendimiento esperado de un activo j se define como:

/Lj:]E(Kj), j:1,...,n,

donde K; representa el rendimiento aleatorio del activo j. El vector de rendimientos
esperados se denota como:

T

® = (Ml,,lle,---,,un) .

Ademas, el rendimiento de una cartera ponderada puede expresarse como:

n
Kw = Z ijja
7j=1

donde w; es el peso del activo j en la cartera, y K; es el rendimiento aleatorio del activo
j-
Extendiéndolo también a la matriz de covarianzas, definimos o5, = cov(Kj, K), donde

K; y Kj, son los rendimientos aleatorios de los activos j y k, respectivamente. La matriz
de covarianzas es:

011 g12 . O1n

0921 0929 ... 09,
C= . . . . )

Onl Onp2 ... Onn

donde o, = Cov(Kj, Ki) para j,k=1,...,n.
Teorema 2.6.1. El rendimiento esperado de la cartera pun, es j, = E(Ky), y el riesgo

de la cartera, representado por su varianza o2, es o2, = Var(Ky) y el vector de pesos w:

T
Hw = W [,
2 T

o, =w Cw,

donde p es el vector de rendimientos esperados de los activos, C es la matriz de cova-
rianzas, y w es el vector de pesos de la cartera.

Demostracion. El rendimiento esperado de la cartera p,, se define como:
n
po =EB(Ky) =E | ) w;K;
j=1

Usando la propiedad de la esperanza, podemos escribir:

n n
po = Y wiB(K;) = wjp;,
j=1 j=1
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donde p; = E(Kj) es el rendimiento esperado del activo j. Finalmente, esto se puede
expresar en forma vectorial como:

Hw = WT“;
donde w es el vector de pesos y u es el vector de rendimientos esperados.

Por la bilateralidad de la covarianza, la varianza de la cartera 02 = Var(K,) se puede
expresar como la covarianza de K, consigo misma:

02 = Var(K,) = Cov(Ky, K,) = Cov ijKj, Zkak
j=1 k=1

Aplicando la propiedad de linealidad de la covarianza, podemos expandir esta expresion
como:

donde o, = Cov(Kj, K},) es la covarianza entre los activos j y k. En notacién matricial,
esto se puede escribir como:

2 T
o, =w Cw,
donde C es la matriz de covarianzas y w es el vector de pesos de la cartera. ([
Proposicién 2.6.2. Para dos carteras cualesquiera Wa = (Wg1,...,Wan) ¥ Wp =
(Wp,1,. .., Wep), la covarianza entre los retornos de ambas carteras se expresa como:

Cov(Kw,, Kw,) = Wa' CWh,

donde C es la matriz de covarianzas entre los activos, y Wa y Wy son los vectores de
pesos de las carteras a y b, respectivamente.

Demostracion. La covarianza entre los retornos de las carteras Wo = (wa1,. .., Wan) ¥
Wy, = (wp, - - -, Wpy) se puede expresar de la siguiente manera:

n n
COV(KWa, wa> = Cov Z waJ-Kj, Z wb,kKk
j=1 k=1
Aplicando la propiedad de linealidad de la covarianza, obtenemos:
n n
Cov(Kw,, Kw,) = Z Z Weq,jWh,k Ok,

j=1k=1

donde o, = Cov(Kj, K}) es la covarianza entre los activos j y k. Finalmente, esto se
puede escribir en forma compacta como:

Cov(Kw,, Kw,) = Wa' CWy,
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Cartera de Minima Varianza

Lema 2.6.3. Tenemos las siguientes formulas relacionadas con los pesos:
V(w'p) = p.
V(w'T)=1.
V(w'Cw) = 2Cw.

La matriz Hessiana de w' Cw es igual a 2C.

Demostracion. Dado que la derivada de w” i respecto de w; es:

0 Ty O
8wi(w 'u)_(?w

(wip + - -+ + Wnptn) = pi,

7

vemos que el gradiente de w” i es:

%(wTu) K1
V(w'p) = : =|:]=mn
i (W 11) Hn

Por lo tanto, hemos obtenido la primera férmula. La segunda férmula se demuestra con
un razonamiento similar pero usando 1 en lugar de pu.

En el dltimo caso, veamos que la derivada de w; de w? Cw es:

8 8 n n
5w, (wTC’w) = Dw Z ijwkajk.

j=1 k=i

La derivada de cada término es cero excepto cuando j =i o k = i. Esto significa que

o o n n o n n n
87111@' (wTCw) = D, (Z Z wj"wkajk) = Oiwl W;W; O + Z Z W;WEo i + Z(w](z wko'jk;))

j=1 k=1 j=i ki i k=1

Esto se puede simplificar como:

n n
= 2w;o4 + Z WEOik + Z W0 45 = 2 Z WEOTik = Q(Cw)i,
oy i k=1

dado que 055 = 0jj.
Combinando las derivadas parciales de todas las coordenadas, obtenemos el resultado.

Usando este iltimo resultado, tenemos que:

o 0 ) =
871111811)- (wTC’w) = a (22wkaik> = 2(7” = 2(7”.
t k=1

Por tanto, la segunda derivada de w” Cw con respecto a w; y w; es:
62
8’11}[8’[1%

(w"Cw) = (207)1,i<n = 2C.



2.6. CARTERAS DE MULTIPLES ACTIVOS 24

Teorema 2.6.4. La cartera con menor varianza tiene los siguientes pesos Woin:

%
c'1
Wiin = =>———,
Demostracién. Vamos a encontrar el minimo de w” Cw sujeto a la restriccion w’1 = 1.
Usando el método de los multiplicadores de Lagrange, tomamos el Lagrangiano £(w, \)
como sigue:

L(w,\) =V(w'Cw) -V (A1Tw —1)).

Usando el lema que acabamos de demostrar, tenemos que:

L(w,\) =2Cw — AT =0.

-7

Por lo tanto, w = %C Sustituyendo en nuestra restriccién w’ 1" = 1, obtenemos:

T
=TT — (301?) T g?TC,l?_

Resolviendo para A, tenemos:

2
ﬁ.
1TCc-11

ﬁ
Sustituyendo este valor de A en w = %Cil 1, obtenemos:

1 I
w==———=C"1.
1'TC-11

Hemos probado que la ecuacion a demostrar es el tinico extremo local posible. Por el lema
2.6.3, sabemos que 2C es la matriz Hessiana de w” Cw, y por el teorema de la matriz
Hessiana (Teorema 2.5.6), wpn es un minimo global.

O

Observacién 2.6.5. Para toda cartera w, tenemos que la covarianza entre el rendimiento
de la cartera K y el rendimiento de la cartera con menor varianza Ky, , estd dada por:

_ 2
COV(KW? Wmin) - GWmin7
Para encontrar la frontera eficiente, debemos identificar y eliminar las carteras domi-
nadas. Para ello, fijamos un nivel de rendimiento esperado ¢, de modo que p,, = t. La
familia de carteras parametrizadas por este nivel fijo de rendimiento ¢ se denomina la
Recta de Minima Varianza.

Siguiendo lo visto en el apartado anterior, estas carteras se obtienen resolviendo el si-
guiente problema de optimizacién:

Minimizar w' Cw,

sujeto a las restricciones: .
WT,u:t, wil= 1,
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Teorema 2.6.6. Sea M una matriz 2 x 2 de la forma:

M — /J/TC_IFL “Tc—l?
TTc 'y TTC'T)”

Si C y M son matrices invertibles, entonces la solucion al problema previo viene dada

por las matrices:
1

VT det(M)

To-17 To-1
m p C 1 nw'Cruy m
! (1 ?Tc—l?)’ 2 (,ﬂcl? 1>

Demostracion. Con el multiplicador de Lagrange A = (A1, A2), el lagrangiano estd dado
por:

c! (det(Ml)u n det(Mg)?) ,

donde:

L(w) = V(W Cw) = V(W g —m) + XV(w T —1) =0,
Sustituyendo las derivadas:
L(w)=2Cw — A — Ao 1T =0.

Resolviendo para w, obtenemos:
1 1 —
w = §>\10_1u + 5A2(3—1 1.

= =
Utilizando las restricciones w' p = p'w =m y w' 1 = 1'Tw = 1, al sustituir w en

estas ecuaciones, obtenemos el siguiente sistema:
1 _ 1 1=
5/\1,uTC T+ 5/\2uTC Y =m,

1 1
SM1TC T+ 5A21TC*1T> —1.
Resolviendo el sistema de ecuaciones, obtenemos:

1 . det(Ml) } _ det(MQ)
270 T det(M)’ 277 det(M)”

Por lo tanto, ya tenemos un candidato para el problema. Ademds, por el teorema 2.5.6,
podemos concluir que este candidato corresponde a un minimo global. O

Tenemos un resultado que simplifica lo descrito anteriormente:

Lema 2.6.7. FExisten dos vectores a y b, que dependen de C y u, tales que para cualquier
m € R, la solucion al problema descrito es:

w =ma + b.

Demostracion. _
det(M;) = p'CH1 — (T C7'p),

det(Ms) = pn' C ™ty — m,uTC_l?.



2.6. CARTERAS DE MULTIPLES ACTIVOS 26

A partir del teorema previo, definimos los vectores a y b como:

a— detiM) (TTe " Tu— (e T)T).
b= g (70T (e D).

O

La frontera eficiente es el conjunto de todas las carteras no dominadas. Esto se expresa
como:

w=am+b, conm > lUymin,

donde piwmin €s el rendimiento asociado a la cartera de minima varianza.

1

La cartera de minima varianza es la interseccién entre la curva y la recta. A raiz de esto
podemos ver que es facil obtener esta cartera a través de dos portafolio donde se aprecia
en el siguiente resultado.

Lema 2.6.8. Sean wi y wa dos carteras con rendimientos esperados i1 # pa. Enton-
ces, cualquier cartera w sobre la curva de minima varianza se puede obtener como una
combinacion lineal de estas dos carteras, es decir, existe a € R tal que:

w = ow; + (1 — a)ws

Demostracion. Primero encontramos a:

fw = Qfigy + (1 — @) py
Como suponemos que j11 # 2, podemos despejar a:
Hw — Hwy
Hwy — Hawsy
Dado que las dos carteras estan sobre la curva de minima varianza, sabemos que:

o =

W1 = fhy, @ + bwa = py,a+b
A partir de aqui, sustituimos en la ecuacién de w:
awr + (1 = a)wz = (apiw, + (1 — &) piwy) a +b = pwa +b
Y como w estd sobre la misma curva, tenemos que:

W = fhya + b.
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Cartera de Mercado

Recordemos que el portafolio de mercado es aquella cartera 6ptima sobre la frontera
eficiente, teniendo en cuenta el activo libre de riesgo. Al principio del capitulo lo vimos
para dos tipos de titulos, ahora lo evaluaremos en n.

Teorema 2.6.9. Sean w; y wa dos carteras sobre la Linea de Minima Varianza (MVL)
CON flyy, F Iy, entonces la MVL es una hipérbola centrada en el eje vertical.

Demostracion. Sean Ky, y K, los retornos de las carteras w; y wy. Sabemos, por el
altimo corolario, que toda cartera sobre la MVL se puede expresar como:

w = awy + (1 — a)ws.

Por lo tanto, el retorno de la cartera resultante se define como:

Ky =aKy, + (1 — a)Ky,.
Del apartado correspondiente a carteras con dos titulos, sabemos que:

fw = Oty + (1 = @)ty
y que la varianza del retorno estd dada por:

o = o’ + (1 —a)ol, +2a(1 — a)Cov(Ky,, Ky,

Dado que fiy, 7# fw,, por el Teorema 2.4.10, se concluye el resultado. U

Teorema 2.6.10. Si el activo libre de riesgo R es mas pequerio que el retorno esperado
del MVP, entonces la cartera de mercado existe y estd dada por:

_>
_ CMp—RT)
TTC0-Y(u—RT)

Demostracion. Sabemos que la funciéon de minima varianza es una hipérbola. Dado que
su centro esté en el eje vertical, existe un tnico punto tangente de la semirrecta que sale
de (0, R) que maximiza la pendiente. El punto tangente en cuestién es de la forma:

Nw_Ri wTN_R
Ow vaC’w.

En la pendiente méxima, el Lagrangiano es:

wTu —R
VuwT Cw
Este debe ser igual a cero. Usando el lema 2.6.3, tenemos que:

uVwl Cw — (w pu — R)

wT Cw

L(w,\) =V ( ) S AV@TT - 1).

1
Waraw Y T _ .

L(w,\) =
Reformulando, obtenemos:

C
poy — (pw — R)U—w - )\ai? =0.
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Por lo tanto, tenemos:

-R -
'uwiz(?w:u—)\awl
Ow

Multiplicando por w! y usando que w”'1 = 1, obtenemos:

w— R
K 5 wl Cw = pw? — Aopw’ 1
Uw
lo que da como resultado:
pw — R = Aoy,.
De aqui, se concluye que A = %. Ahora, tenemos la ecuacion:

_>
y=Cw=pu—R1,

_ pw—R

-z - Finalmente, multiplicando por 17, obtenemos:

donde vy
v=TTC (u-RT),

y sustituyendo esta expresién para 7y en la ecuacién anterior, llegamos al resultado.
O

La linea que une el activo libre de riesgo, representado por (0, R), y la cartera de mercado
con coordenadas (o, ), viene dada por:

Hm — R
—0.
Om

w=R+

Esta linea se denomina la Recta del Mercado de Capitales. En el caso de una cartera sobre
la CML con riesgo o, al producto sumado a R se le denomina prima de riesgo.



Capitulo 3

Capital Asset Pricing Model

3.1. El modelo CAPM

El modelo de valoracién de activos financieros, denominado en inglés Capital Asset Pri-
cing Model (CAPM), es un modelo utilizado para calcular la rentabilidad que un inversor
debe exigir al realizar una inversién en un activo financiero, en funcién del riesgo que
estd asumiendo. Fue introducido por Jack L. Treynor, William Sharpe, John Lint-
ner y Jan Mossin de forma independiente, basandose en trabajos anteriores de Harry
Markowitz sobre la diversificacién.

William Sharpe, profesor de la Universidad de Stanford, recibié el Premio en Ciencias
Econdmicas en memoria de Alfred Nobel (compartido con Harry Markowitz y Merton
Miller, profesor de la University of Chicago Booth School of Business).

La cartera de minima varianza existe cuando el retorno esperado de esta es superior al
rendimiento esperado del activo libre de riesgo.

El modelo del CAPM proporciona una relacién lineal entre el rendimiento esperado ., de
la cartera de mercado y cualquier activo con riesgo. Estos se relacionan a través de la 3, que
proporciona una medida del riesgo no diversificable de un activo, el cual desarrollaremos
mas adelante.

Este modelo ayuda a mostrar el rendimiento de una cartera. Utilizaremos las varianzas
para cuantificar el riesgo, pero estas son menos relevantes que las covarianzas a la hora
de cuantificar el riesgo de una cartera.

A lo largo de este capitulo desarrollaremos principalmente conceptos del libro Risk
Theory and Portfolio Management, mas en concreto el capitulo 5. Por otro lado, en cuanto
a la teoria de la utilidad y la teoria de precios por arbitraje, utilizamos también Mathe-
matical Portfolio Theory and Analysis, de la bibliografia.

Existen dos tipos de riesgo asociados a la inversién:

= Riesgo diversificable o especifico: Es aquel que se puede reducir a cero al ampliar
y diversificar la cartera de activos.

= Riesgo no diversificable, sistematico o de mercado: Es el riesgo inherente al
mercado que no puede evitarse, ya que los valores de los activos estan vinculados a
los movimientos generales del mercado.

29
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Nuestro objetivo en este capitulo es cuantificar el riesgo sistematico de un activo asociado
a su rendimiento.

Definicion 3.1.1. Denominamos factor beta del activo i como:

_ Cov(K;, Kpy)

2 )
m

Bi

o

donde K; es el retorno del activo i, K, es el retorno de la cartera de mercado, y o2, es
la varianza del retorno de la cartera de mercado.

Teorema 3.1.2. Supongamos que el rendimiento del activo libre de riesgo R es menor que
el retorno esperado del MVP (cartera de minima varianza). Entonces, para cada i < n,
el retorno esperado p; del activo © en la cartera estd dado por:

pi = R+ Bi(ptm — R),

donde B; es el factor beta del activo i, pu, es el retorno esperado de la cartera de mercado,
y R es el rendimiento del activo libre de riesgo.

Demostracion. La Recta del Mercado de Capital (CML) es tangente a la curva de minima
varianza en la cartera de mercado, representada por los pardmetros (o, fy, ). Considere-
mos las carteras que combinan la cartera de mercado y el i-ésimo titulo. Estas carteras
forman una hipérbola que es tangente a la CML. Ahora nos preguntamos: jpuede esta
hipérbola cortar a la CML? La respuesta es no, ya que esto contradiria el hecho de que la
CML tiene la pendiente maxima. Procedemos a calcular la pendiente de la recta tangente
a la hipérbola y usamos que coincide con la pendiente de la CML. Sea x la proporcién
que invertimos en el i-ésimo titulo, y 1 — x la proporcién que invertimos en la cartera de
mercado. El rendimiento esperado pu, y el riesgo o, de esta combinacién estan dados por:

pe = i + (1 — )t

0p = /2?07 + (1 — 2)%02, + 22(1 — z) Cov(ki, k).
Ahora calculamos las derivadas necesarias:

Oty o
Oz ‘x:O = Hi — Hm,

0o, Cov(K;, Kp,) — o2

Zr — m
or ‘x:O - Om ’

Igualamos la pendiente de estas derivadas a la pendiente de la CML, que es:

pm — R
Om
Por lo tanto, igualamos:
Wi = Hm  fm— R
Cov(K;,Km)—02, ~— Om ’
Om
Resolviendo para p;, obtenemos:
Cov(K;, K
P LRI )

m
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Denotamos 5; = como la beta del i-ésimo titulo. Asi, la expresién final para

i €St

COV(K,L',Km)
Tin

pi = R+ Bi(pom — R).
O

Al igual que en la teoria de la media-varianza, existe una prima de riesgo, que en este caso
estd dado por B;(um — R). Este valor representa el rendimiento adicional que se espera
obtener por asumir el riesgo respecto al mercado. Por lo tanto, la beta § cuantifica el
riesgo no diversificable de un activo.

La beta del mercado y de una cartera se definen como sigue:

~ Cov(Ky, Kpy)

2 i
m

Buw

g

donde S, es el beta de una cartera w, K, es el rendimiento de la cartera w, K,, es el
rendimiento del mercado, y o2, es la varianza del mercado. Por convencién, la beta del
mercado es:

Observacién 3.1.3. La § del mercado viene dada por (,, = 1.

Recta del Mercado de Valores

El teorema anterior se puede extender al caso del rendimiento de la cartera, y no solo de
un titulo.

Teorema 3.1.4. Supongamos que el rendimiento del activo libre de riesgo R es menor
que el retorno esperado del MVP (cartera de minima varianza). Entonces,

pi = R+ Bi(ptm — R),

Demostracion. Del teorema 2.6.9 sabemos que:

si
v=17C" (u—RT).

Por la proposicién de la covarianza de dos carteras (2.6.2), sabemos que:

_ Cov(Ky, Kp,)

2
m

P

g

Sustituyendo, tenemos:
B, = wl'Cm
Y mICm’
1

Dado que m = ;C‘l(,u — R1), sustituimos en el numerador y denominador:

w"(u—~RT)
mf(p—R1)

HJQH

Bw:

=2
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Simplificando el factor i:
K —
wi(p—RT)
Pvw=—""=_-
mT(p—R1)

%
Usando las propiedades de las carteras, sabemos que w” jt = piy, m* pt = pin, y w?' 1 = 1.
Entonces, podemos reescribir 8, como:

w— R
B =1
Mm_R

Interpretaciéon del CAPM y Analisis del Mercado

Todas las carteras se encuentran en la recta:

p=R+B(um — R).

Podemos apreciar que existen inversiones que, desde el punto de vista del inversor, son
buenas a pesar de no ser las mas 6ptimas segin el modelo. Un ejemplo tipico es la inversién
en oro, que sirve como valor refugio en casos de crisis financiera. Esto se debe a que el
oro tiene betas negativas, es decir, su precio se mueve en sentido contrario al mercado:
cuando el mercado cae, el precio del oro sube, y viceversa.

Podemos considerar que p; representa el rendimiento exigido por el mercado. Desde este
punto de vista, si interpretamos la formula como la percepcién del mercado, pero nosotros,
como inversores, disponemos de informacién adicional o privilegiada y consideramos que
la rentabilidad esperada es mayor que la exigida, la accién estard infravalorada y serd una
buena inversion.

Este comportamiento generalizado de los inversores incrementara la demanda, lo que hara
que el precio suba. A medida que el precio sube, la rentabilidad esperada disminuird, ya
que el riesgo se reduce.

Este razonamiento sienta las bases del analisis del CAPM. Ademaés, se introducen métricas
clave para evaluar el rendimiento de las carteras, como:

- Indice de Jensen: diferencia entre el rendimiento realizado y el rendimiento objetivo.

- Indice de Sharpe = MPR,, = #=—F

Ow

Observacion 3.1.5. MPR hace referencia a Market Price Risk

Recta Caracteristica

Ahora abordaremos los rendimientos en si, més alla de las expectativas. El rendimiento
observado de una cartera se modela como:

Ky :R‘i'ﬂw(ﬂw _R)+€wa

donde e,, es el error asociado, que refleja las desviaciones respecto al modelo tedrico.

A partir de la férmula del teorema 3.1.4, podemos deducir que:

E(ew) = pw — (R + Buw(pw — R)) = 0.
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Esto implica que el error esperado en el modelo CAPM es nulo, lo que refuerza la consis-
tencia del modelo en términos de expectativas.

Proposicién 3.1.6. Sea w una cartera, con e, = Ky, — R — (K, — R) para alguna .
La varianza de e,, es minima cuando:

~ Cov(Ky, Kp,)
b= Var(K,,)

Demostracion. La varianza de e, se expresa como:
Var(ey) = Var(Ky — R — (K, — R)) = Var(K,, — BK,).
Desarrollando la expresion de la varianza:

Var(e,) = Var(K,) + Var(—5K,,) + 2 Cov(Ky, —SKn,),
= Var(Ky) + *Var(K,,) — 26 Cov(Ky, Kp,).

Como esta es una funcién cuadratica en (3, el valor minimo se encuentra resolviendo:

0= ddBVar(ew) = 26Var(K,,) — 2 Cov(Ky, Kpn).

De donde obtenemos:
B Cov (K, Kn)

b= Var(K,,)
O

La férmula que hemos introducido y la minimizacion de la varianza del error nos permiten
calcular la beta a partir de la serie histérica. Los rendimientos pasados y de lo valores
contra los de la cartera de mercado nos da la mejor medida, conocida como Recta Ca-
racteristica del valor. Para un activo con rendimiento K, observemos:

El modelo lineal para el rendimiento del activo ¢ es:
Ki — R=0a; + Bi(Km — R) + ¢,
donde e; es el error con E(e;) = 0, y «; es el rendimiento anormal del activo. A priori,

por el marco tedrico, el valor de «; deberia ser cero.

SiKig,....Kaq; y Kim,-..,Kqm son rendimientos histéricos, entonces podemos encon-
trar los pardmetros de la recta caracteristica mediante el método de los minimos cuadra-
dos. Definimos las variables:

$j:Kj7m—R, yj:iji—R, jZl,...,d.

La funcién de error es:

d
flo, )= (y; — o — Bay).

j=1

Minimizamos f derivando respecto a a y f:

&f_o of

8704_7 %—O
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Resolviendo este sistema, obtenemos:

Ty - 77

p="0=T1,
$2—T2

Oé:y—ﬁf,

donde las barras (Z, 7, etc.) representan las medias muestrales correspondientes.

Proposicién 3.1.7. La varianza del retorno de la cartera se puede expresar como:

2

oL = iafn + Var(ey),

Demostracion.
Cov(Kpm, ey) = Cov(Kp, Kyy—R—By(Km—R)) = Cov(Ky,, Ky) — Buw Cov(Kp,, Kny,) = 0.
La varianza del retorno de la cartera K,, se puede expresar como:

Var(Ky,) = Var(R + Buw(Kym — R) + ey)
= Var(ByKm + ew)
= (2 Var(K,,) + Var(ey) + 26w Cov(Kypn, ew)
= 32 Var(K,,) + Var(ey).

3.2. Funciones de utilidad

La teoria de la utilidad es fundamental en el CAPM porque establece las bases para enten-
der el comportamiento de los inversores al tomar decisiones de inversiéon bajo condiciones
de incertidumbre y riesgo. La teoria de la utilidad proporciona un marco para modelar las
preferencias de los inversores en cuanto al riesgo, lo cual es esencial para explicar cémo
se determinan los rendimientos esperados de los activos.

Definicion 3.2.1. Una funcion de utilidad se define como una funcion o mapeo, que
asigna un conjunto de opciones de consumo (o alternativas) o niveles de riqueza a nimeros
reales, llamados utilidades.

En primer lugar, describamos algunos axiomas bésicos de la teoria de la utilidad:

» Sean Vj y V5 dos alternativas de inversién. Si preferimos V; a Vs, entonces U (V) >
U (V). De igual manera, si sentimos indiferencia entre ambas alternativas, se cumple
que U(V1) = U(V2).

= La teoria de la utilidad es transitiva, es decir, si V3 > Vo y Vo > V3, entonces
Vi > Vg

» SiU(V7) > U(Vy) > U(V3), entonces existe una estrategia de inversién tal que:
UMW) +p3U(V3) = U(Va),

donde p; y p3 son las probabilidades respectivas de que ocurran Vj e V3.
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= Si en una alternativa de inversion V3 no afecta a V7 ni a Vs, se cumple que:

UMW) >U(Va) = UW) +U(V3) > U(Va) + U(V3).

= Los inversores estdn motivados por el objetivo de maximizar la utilidad esperada,
la cual estda dada por:

K
i=1
donde p; es la probabilidad de la i-ésima alternativa de inversién.

Definicion 3.2.2. Decimos que u : R — R es una funcion de utilidad si cumple las
stgquientes propiedades:

» FEs estrictamente creciente, es decir, si x1 > x2, entonces u(z1) > u(xa).
= Fs dos veces diferenciable.
» Es concava, lo que implica que u”(x) < 0 para todo x € R.

Proposiciéon 3.2.3. Siu: R — R es una funcion de utilidad, entonces U definida por

es una funcion de utilidad.

Observacién 3.2.4. Decimos que esta utilidad U es una utilidad de Von Neumann-
Morgensten

Es evidente que cualquier inversor querrd maximizar su funcion de utilidad. En este caso,
queremos estudiar la influencia de la teoria de la utilidad sobre el modelo CAPM, de
modo que lo abordaremos desde esta perspectiva.

Supongamos que tenemos N inversores que desean maximizar su propia funcién de utili-

dad. Escogemos esta funcién por ejemplo:

1
ui(z) = ajz — ibin’

con a;,b; > 0, donde cada inversor i tiene una funciéon diferente para ¢ = 1,...,N.
Denotamos por z; la cartera éptima del inversor i.

Los valores presentes y futuros del mercado se describen como:

donde V,,;(0) y V(1) representan los valores actuales y futuros de la cartera x;, respec-
tivamente.

La riqueza generada por el mercado se define como:

M(1) — M(0)

K =""200)
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Teorema 3.2.5. Asumiendo que M(0) # 0 y Var(K,,) # 0, el rendimiento esperado de
cada activo viene dado por:

E(K;) =R+ B;(E(Km)—R), j=1,...,N,
donde
8 = Cov(K;, Kp,)
T Var(Ky,)
Demostracion. Consideremos j = 1 como el activo libre de riesgo, de manera que K1 = R.
Entonces, el valor de la riqueza para una cartera x viene dado por:

V(1) =VA+K,) =V [1+) wK;
j=1

Sustituyendo wy =1 — 377, w;, obtenemos:

V() =V [1+ 1= wi | R+) wiK;
=2 i=2

Si ] es la cartera 6ptima para el inversor [ y la inversién inicial estd dada por V' = Var (0),
entonces, para j = 2,...,n, las condiciones de primer orden para un maximo son:

0= G- E [uiVis ()] = VE [ufV; (0) (05, — )|

Usando la propiedad de la covarianza, Cov(X,Y) = E[XY]| — E[X]E[Y], en un espacio
muestral € finito y para variables aleatorias X, Y, tenemos:

Cov (uj(Va; (1)), K; = B) = E [uf(Va ())(K; = R)| — E [uf(Ve; (1)] EIK; - R].
Comparando con la derivada previa, tenemos:
E [uf(Ve; (1)) | EIK; = B = = Cov (u(Va; (1), K; — R) .
Dado que wj(z) = a; — bjz, podemos reescribir la ecuacién de la siguiente manera:
(al _BE [Vx; (1)}) (E[K;] — R) = — Cov (a, — Vi (1), K — R) .
Simplificando el término de la covarianza, obtenemos:
(al _E [Vx; (1)]) (E[K;] — R) = b; Cov (Vz7(1), Kj) .

Por tanto:

Tomando:
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obtenemos: .
¢(E[K;] — R) =Y Cov <V$7(1), KJ-) .
=1

Por la definicién de M (1), sabemos que:

L
Y Cov (vﬁ(n, Kj) = Cov(M(1), K;) = M(0) Cov(Km, K;).
=1

Asi, llegamos al resultado final:
c(E[K;] — R) = M(0) Cov(Kp, Kj).

Sea la cartera de mercado con pesos m = (my, ..., my). Entonces:

c¢(E[Kn] —R) =cEm K+ +m,K,] —R).
Expandiendo la expectativa:

n
c(E[Kn] — R) =) em; (E[K;] - R).
j=1

Por la definicién de M(0) y las propiedades de la covarianza, tenemos:

Zcmj sz 0) Cov(Kpm, Kj).

ij 0) Cov(Kpm, K;) = M(0) Cov(Kpm, Knm)-

Dado que Cov(K,, K;,) = Var(K,,), obtenemos:
c(E[Ky,] — R) = M(0) Var(K,,).
Teniendo en cuenta que M(0) # 0 y Var(K,,) # 0, podemos combinar para obtener:

E[K;] - R Cov(Ky,, Kj)
E[K,] - R Var(K,,)

= B;.
O

Para concluir, no debemos olvidar el factor mas relevante que diferencia a cada inversor:
la aversion al riesgo. Podemos clasificar a los inversores en tres tipos diferentes:

1. Inversor adverso al riesgo: Es aquel cuya funcién de utilidad es estrictamente
creciente (U'(w) > 0) y estrictamente céncava (U”(w) < 0).

2. Inversor propenso al riesgo: Es aquel cuya funcion de utilidad es estrictamente
creciente (U'(w) > 0) y estrictamente convexa (U”(w) > 0).

3. Inversor neutral al riesgo: Es aquel cuya funciéon de utilidad es estrictamente
creciente (U'(w) > 0) y es lineal (U"(w) = 0).
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Utilidad U (w)

— Adverso al riesgo
— Neutral al riesgo
— Propenso al riesgo

Riqueza w

3.3. Alternativa al CAPM

La Teorfa de Precios por Arbitraje (APT) es una alternativa mas flexible y realista que
el Modelo de Valoracién de Activos de Capital (CAPM). La principal diferencia radica
en que la APT no requiere la suposicién de que los inversores toman decisiones basadas
unicamente en el marco de media-varianza, como lo hace el CAPM. En cambio, la APT
asume que los inversores buscan maximizar el rendimiento de su cartera, sin necesidad de
minimizar exclusivamente el riesgo.

En el contexto de la APT, el rendimiento de un activo ¢ se modela utilizando un modelo
de indice simple:
ri = a; + Bilh.

donde:
= 7; es el rendimiento del activo i,
= «; es una constante (el rendimiento del activo cuando el indice I; es cero),
= [3; es la sensibilidad del rendimiento del activo al factor de riesgo Iy,

= 1 es un indice o factor de riesgo sistematico que afecta a todos los activos.

De este modo, el rendimiento de cada activo depende de como se ve afectado por el indice
11, que es un factor comun que influye sobre todos los activos.

Construcciéon de un portafolio de dos activos

Ahora, se consideran dos activos, i y j, cuyos rendimientos también dependen del indice
I;. Los rendimientos de los dos activos se expresan de manera similar:

ri = a5+ ﬁj[l,
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A continuacién, construimos un portafolio P con los activos ¢ y j, con los pesos w; y
w; = 1 —w;. El rendimiento del portafolio es:

rp = wir; + (1 —w;)rj,
Sustituyendo los rendimientos de los activos i y j:

Tp = [wiai + (1 — wi)aj] + [wzﬁz + (1 — wi)ﬁj] I.

Eliminacion del factor de riesgo [;

El objetivo es construir un portafolio en el que el riesgo sistemético, representado por Iy,
se elimine. Esto se logra haciendo que el coeficiente de I sea cero, es decir, igualando el
término que multiplica I; a cero:

wiBi + (1 —w;)B; =0,
Resolviendo para w;, obtenemos:
Bi
B —Bi’

Este es el peso en el portafolio para el activo i tal que el riesgo sistematico es neutralizado.
El rendimiento esperado del portafolio 7, es:

w; =

rp = wicy + (1 —w;)ay,

Sustituyendo el valor de w;, obtenemos:

. a;fBj — ;B
P Bi—Bi
Este es el rendimiento esperado del portafolio sin riesgo. Segtn el principio de no arbitraje

(en un mercado eficiente, no deberfan existir oportunidades para obtener beneficios sin
riesgo), este rendimiento debe ser igual al rendimiento libre de riesgo R, es decir:

ifj — oy

Bi—Bi

A partir de la ecuacién anterior, podemos deducir una relacién entre los pardmetros «; y
aj. Multiplicando ambos lados por 8; — 3;, obtenemos:

(Bj — Bi)R = a8 — B,

R,

Lo que implica:

donde k£ es una constante. Esto implica que los rendimientos ajustados por el riesgo de
los dos activos tienen una relacién lineal.De la ecuacién anterior, podemos deducir que:

o; = R+ Bik y ijZR—i-ﬂjk‘.
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Relacion de los rendimientos esperados

Finalmente, el rendimiento esperado del activo ¢ es:

E(r;) = R+ Bi(k + E(I1)),

Suponiendo que E(I1) = A1 es el valor esperado del indice I1, podemos escribir:

E(r;) = R+ Bi)r.

Esto muestra que el rendimiento esperado de un activo depende de su exposicién a los
factores de riesgo sistematicos, representados por f3;, v el rendimiento del factor I, repre-
sentado por Aj.

Relacién con el CAPM

E1 CAPM es un caso particular de la APT cuando consideramos un solo factor sistematico.
En ese caso, la APT se reduce a la férmula del CAPM:

E(ri) = R+ Bi(E(rm) — o).

donde E(ry,) es el rendimiento esperado del mercado y p,, = R es el rendimiento libre
de riesgo. Esto muestra que la APT generaliza al CAPM, que es un modelo de un solo
factor.



Capitulo 4

Casos Practicos

A partir de ahora, estudiaremos casos practicos para el modelo de Markowitz y el modelo
CAPM. En primer lugar, fijaremos un horizonte temporal entre enero de 2019 y diciembre
de 2023, tomando los precios de cierre mensual de cada una de las empresas.

Habra dos enfoques:

= Gestion activa: En este enfoque se buscard superar el rendimiento promedio del
mercado.

= Gestién pasiva: En este caso se intentara replicar un indice del mercado.

El indice de referencia que utilizaremos es el Standard & Poor’s 500 (S&P 500), el
indice bursatil mas importante de los Estados Unidos y, por tanto, el que mejor refleja la
situacién actual del mercado global. El rendimiento promedio anualizado de este indice a
25 anos es del 10,40 %.

4.1. Carteras Activas

La gestion activa de carteras busca superar el rendimiento del mercado, implementando
una estrategia mas agresiva de lo habitual. Los analistas evalian el mercado, estudian
tendencias y analizan los crecimientos potenciales de los activos. Es evidente que este
enfoque conlleva un mayor nivel de riesgo.

Para implementar esta estrategia, seleccionaremos 12 empresas pertenecientes al S&P
500, agrupadas en 5 sectores diferentes con dos empresas en cada uno. Esto responde al
principio de diversificacién propuesto por Markowitz, que establece que la diversificacién
permite reducir el riesgo de la cartera, minimizando la correlacién entre activos.

Las empresas seleccionadas son:

» Tecnologia e Informatica: Accenture(ACN) y Adobe(ADBE).
» Aerolineas: American Airlines(AAL) y Alaska Air Group(ALK).
» Semiconductores: Intel(INTC) y Nvidia(NVDA).

» Restauracién: McDonald’s(MCD) y Domino’s(DPZ).

41
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» Procesamiento de datos: PayPal(PYPL) y MasterCard(MA).

» Bancos: Goldman Sachs(GS) y JPMorgan(JPM).

Teoria de Markowitz

Una vez hemos recopilado los datos a cierre mensual, lo primero que debemos hacer es
calcular los rendimientos mensuales.

Fecha S&P500 ACNE ADBE AAL ALK INTC NVDA MCD DPZ PYPL MA Gs IPM

dic-23  4.769,83 350,91 596,60 13,74 39,07 50,25 49,52 296,51 376,80 61,41 426,51 385,77 170,10
nov-23  4.567,80 333,14 511,01 12,43 37,81 44,70 46,77 281,84 369,80 57,61 413,83 341,54 156,08
oct-23  4.193,80 297,00 532,06 11,15 31,63 36,50 40,78 262,17 343,00 51,80 376,35 303,61 139,06
sep23  4.288,05 307,11 509,90 12,81 37,08 35,55 43,50 263,44 376,40 58,46 395,91 323,57 145,02
ago23  4.507,66 323,77 559,34 14,73 41,97 35,14 49,35 281,15 395,00| 62,51 412,64 327,71 146,33
jul-23 458896 316,35 546,17 16,75 48,63 35,77 46,73 293,20 347,40 75,82 394,28 355,87 157,96
jun-23  4.450,38 308,58 488,99 17,94 53,18 33,44 42,30 298,41 276,00 66,73 393,30 322,54 145,44
may-23  4.179,83 305,92 417,79 14,78 44,93 31,44 37,83 285,11 279,20 61,99 365,02 323,90 135,71
abr-23  4.160,48 280,29 377,56 13,64 43,46 31,06 27,75 295,75 294,20 76,00 380,03 343,44 138,24
mar23 410931 285,81 385,37 14,75 41,96 32,67 27,78 279,61 286,60 75,94 363,41 327,11 130,31
feb-23 3.970,15 265,55 323,95 15,98 47,33 24,93 23,22 263,91 286,40 73,60 355,29 351,65 143,35
ene-23  4.076,60 279,05 370,34 16,14 51,34 28,76 19,54 267,40 314,00 81,49 370,60 365,81 139,96

Figura 4.1: muestra de las bases de datos, de 2023, donde tenemos el cierre mensual de
cada una de las empresas estudiadas (con su correspondiente indice).

Calculamos los rendimientos mensuales a través de

Ko Ky — Ky
K
Fecha S&P500 ACNE ADBE AAL ALK INTC NVDA MCD DPZ PYPL MA GS JPM
dic-23 4,42% 5,33% -2,36% 10,54% 3,33% 12,42% 5,88% 5,21% 1,89% 6,60% 3,06% 12,95% 8,98%
nov-23 8,92% 12,13% 14,84% 11,48% 19,54% 22,47% 14,69% 7,50% 7,81% 11,22% 9,96% 12,49% 12,24%
oct-23 -2,20% -3,26% 4,35% -12,96% -14,70% 2,67% -6,25% -0,48% -8,87% -11,39% -4,94% 6,17% -4,11%
sep-23 -4,87% -5,15% -8,84% -13,03% -11,65% 1,17% -11,85% -6,30% -4,71% -6,48% -4,05% -1,26% -0,90%
ago-23 1,77% 2,35% 2,41% -12,06% -13,70% -1,76% 5,61% -4,11% 13,70% -17,55% 4,66% 7,91% -7,36%
jul-23 3,11% 2,52% 11,69% -6,63% -8,56% 6,97% 10,47% -1,75% 25,87% 13,62% 0,25% 10,33% 8,61%
jun-23 6,47% 0,87% 17,04% 21,38% 18,36% 6,36% 11,82% 4,66% -1,15% 7,65% 7,75% -0,42% 7,17%
may-23 0,25% 9,14% 10,66% 8,36% 3,38% 1,22% 36,32% -3,60% -5,10% -18,43% -3,95% -5,69% -1,83%
abr-23 1,46% -1,93% -2,03% -7,53% 3,57% -4,93% 0,11% 5,77% 2,65% 0,08% 4,57% 4,99% 6,00%
mar-23 3,51% 7,63% 18,96% -7,70% 12,27% 31,05% 19,64% 5,95% 0,07% 3,18% 2,29% -6,98% -9,10%
feb-23 2,61% -4,84% -12,53% -0,99% -6,84% -11,78% 18,83% 1,31% -8,79% -9,68% -4,13% -3,87% 2,42%
ene-23 6,18% 4,58% 10,05% 26,89% 19,56% 6,92% 33,74% 1,47% 7,02% 14,42% 6,58% 6,53% 437%

Figura 4.2: Rendimientos mensuales en 2023

Una vez que ya tenemos los rendimientos mensuales, debemos calcular las varianzas,
desviaciones tipicas y la matriz de covarianzas.

Hemos calculado el rendimiento medio mensual, ya que serd nuestro rendimiento esperado,
utilizando la férmula en Excel:

=SUMA(C2:C60) /48
Por otro lado, hemos calculado la varianza con la férmula:

=VAR.P(C2:C60)
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v la desviacion tipica con:

Rendimiento

Medio 1,3598% 2,0734% 2,4204%|  -0,8240%|  -0,0230% 0,7040% 6,8317% 1,2455% 1,3573% 0,1320% 1,8496% 1,9010% 1,4392%
Varianza 0,0027799 0,0055148 0,0091903 0,0181203 0,0155270 0,0093030 0,0202836 0,0030783 0,0105059 0,0140716 0,0061108 0,0082262 0,0064718
DesTip 0,05272461| 0,07426164| 0,09586613 0,1346116| 0,12460747| 0,09645224| 0,14242044| 0,05548227| 0,10249849 0,1186237| 0,07817133| 0,09069815| 0,08044736
Rdto

Anualizado 17,595% 27,924% 33,241% -9,452% -0,276% 8,783%|  121,005% 16,014% 17,561% 1,595% 24,598% 25,355% 18,705%

Figura 4.3: Rendimiento mensual, Varianza, Desviacién Tipica y Rendimiento Anualizado

Para calcular la matriz de covarianzas, hemos utilizado la funcién COVARIANZA . P en Excel.
Por ejemplo, usamos la férmula:

=COVARIANCE.P(’Rendimientos mensuales’!F2:F60, ’Rendimientos mensuales’!H2:H60)

Esta férmula calcula la covarianza entre los rendimientos mensuales del activo en la co-
lumna F y el de la columna H, que en nuestro caso corresponden a Intel y McDonald’s.
El resultado se almacena en una celda, representando la relacién estadistica entre estos
dos activos. Como resultado:

ACNE ADBE AAL ALK INTC NVDA MCD DPZ PYPL MA GS JPM
0,00551479 0,00465209 0,00408937 0,00444246  0,0034044 0,00575894 0,00263163 0,00351495 0,00489456 0,00372159 0,00430225 0,00309796
0,00465209 0,00919031 0,00438659 0,00377092 0,00482865 0,00942165 0,00245704  0,0030924 0,00576869 0,00391867 0,00455835 0,00327629
0,00408937 0,00438659 0,01812028_ 0,01385056 0,00612283 0,00606274 0,00292611 0,00263845  0,0046957 0,00505388 0,00764873 0,00730529
0,00444246 0,00377092 0,01385056 0,01552702 0,00463162 0,00437671 0,00339645> 0,00267455 0,00058149 0,00652298 0,00796333 0,00752143

0,0034044 0,00482865 0,00612283 0,00463162 0,00930303 0,00582247 0,00198015 0,00363209 0,00379906 0,00326343 0,00420695 0,00324221
0,00575884 0,00942165 0,00006274 0,00437671 0,00582247 0,02028358  0,0015878 0,00518851  0,0055704 0,00316743 0,00488901 0,00368485
0,00263163 0,00245704 0,00292611 0,00339645 0,00198015  0,0015878 0,00307828 0,00196218 0,00260108 0,00305307 0,00269866 0,00209328
0,00351495  0,0030924 0,00263845 0,00267455 0,00363209 0,00518851 0,00196218 0,01050584 0,00374578 0,00341747 0,00357931 0,00278914
0,00489456 0,00576869  0,0046957 0,00658149 0,00379%06  0,0055704 0,00260108 0,00374578 0,01407158 0,00494785 0,00648097 0,00435786
0,00372159 0,00391867 0,00505388 0,00652298 0,00326343 0,00316743 0,00305307 0,00341747 0,00494785 0,00611076 0,00436422  0,0034752
0,00430225 0,00455835 0,00704873 0,00796333 0,00420095 0,00488901 0,00209866 0,00357931 0,00048097 0,00436422 0,00822e1l6 0,00628866
0,00309796 0,00327629 0,00730529 0,00752143 0,00324221 0,00368485 0,00209328 0,00278914 0,00435786  0,0034752 0,00628866 0,00647178

ADBE
INTC
NVDA
PYPL

Figura 4.4: Matriz de Covarianzas

Ahora podemos proponer el problema de optimizacién que estudiamos en el capitulo 2,
en este caso la cartera de minima varianza:

Minimizar: Var(R,) = w' Cw
n
Sujeto a: Zwi =1
1=1

E(R,) >10% (objetivo de rendimiento)

Observacion 4.1.1. Como podemos apreciar, en ningin momento estamos poniendo
restriccién a operar en corto.

En primer lugar, debemos obtener el vector de rendimientos esperados, que en nuestro
caso como nos basamos en una serie histérica, serd el rendimiento mensual medio de cada
uno de los activos que previamente hemos visto.

El procedimiento se llevo a cabo mediante Solver, una herramienta de Microsoft Excel.
En una hoja de célculo se definieron tres elementos clave: la matriz de covarianzas, el
vector de rendimientos esperados y el vector de pesos.
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Como condicién inicial para el vector de pesos, considerando que hay 12 activos que deben
sumar 1, se asigné a cada activo un peso inicial de %, es decir, aproximadamente 8,33 %
para cada uno. Sin embargo, en el caso de JPMorgan, se ajusté su peso inicial a 0,087
(o 8,7%) para que el total redondeara correctamente a 1.

El procedimiento en Solver es claro. Para minimizar la varianza, debemos calcular w ' Cw,
como se vio en el capitulo 2. En Excel, esto se realiza mediante la férmula:

=MMULT (MMULT (TRANSPONER (F19:F30), C4:N15), F19:F30)

Por otro lado, nuestro rendimiento mensual esperado se calcula a través del sumatorio de
12 .
> o1 witti, que en Excel corresponde a la funcién:

=SUMAPRODUCTO(F19:F30, C19:C30).

Como todos los calculos se han realizado de forma mensual, es necesario anualizarlos. Sea
i12 el rendimiento mensual, se calcula el rendimiento anualizado i1 de la siguiente forma:

i1 = (1+ip)? -1

Donde 12 es el rendimiento mensual y i1 es el rendimiento anualizado.También ponemos
el Indice Sharpe, ya que mas adelante nos sera util. También anualizamos la varianza y
desviacion tipica.

Para el indice de Sharpe, hemos usado de activo libre de riesgo el bono americano a 10
anos, ya que operando con el S&P 500 tiene més sentido.

Cartera Activa de Minima Varianza

ACNE 6,354%
ADBE 0,000% Rdto Anual 10,00%
AAL 5,765% Varianza 0,06423951
ALK 17,034% Desv.Tip 25%
INTC 17,029%
NVDA 0,000%
MCD 8,894% Indice Sharpe 0,23
DPZ 8,551%
PYPL 16,356% Rdto Bonos 4,20%
MA 7,041%
GS 6,883%
JPM 6,091%
Suma 100%

Figura 4.5: Cartera Activa de Minima Varianza

Ahora que ya hemos calculado la cartera de Minima Varianza, calculamos la de maxima
rentabilidad, el procedimiento en Excel es el mismo, lo que en Solver se plantean las
siguientes condiciones.
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Maximizar: E(R)) = Zwiﬂi

Sujeto a: w'1l=1

Cartera Activa de Maxima Rentabilidad

ACNE 0%
ADBE 0% Rdto Anual 121,005%
AAL 0% Varianza 0,24340297
ALK 0% DR c034%
INTC 0%
NVDA 100%
MCD 0% Indice Sharpe 2,37
DPZ 0%
PYPL 0% Rdto Bonos 4,20%
MA 0%
GS 0%
JPM 0%
Suma 100%

Figura 4.6: Cartera Activa de Maxima Rentabilidad

De esta cartera, podemos deducir que, al ser la de méxima rentabilidad, el 100% de la
inversién estd concentrado en Nvidia, ya que es la empresa que historicamente ha mostrado
el mayor crecimiento dentro del intervalo. En cambio, en la cartera de minima varianza,
los valores se distribuyen entre activos mas estables, buscando reducir el riesgo global de
la cartera.

CAPM

Para el caso del CAPM, necesitamos los datos de cierre mensual, de la misma manera
que en el caso de Markowitz, por lo que utilizamos la misma base de datos. Es necesario
contar con los rendimientos mensuales, ya que, una vez obtenidos, podremos calcular el
rendimiento anual. Esta informacién también la tenemos disponible gracias al ejercicio
previo.

El rendimiento medio anualizado del activo libre de riesgo que seleccionaremos es el de
los Bonos del Tesoro de Estados Unidos a 10 afios, con una tasa del 4,20 %.

Ahora, el objetivo es determinar la beta, la cual en nuestro caso se calcula mediante la

formulas
_ Cov(Ri, Rin)

fi= Var(R,,)
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Donde R; representa el rendimiento del activo ¢ y R, es el rendimiento del mercado.
Utilizando la funcién de Excel:

=COVARIANCE.P(’Rendimientos mensuales’!C2:C60; ’Rendimientos mensuales’!D2:D60)

se obtiene de manera inmediata el valor de la covarianza entre el rendimiento del activo
y el rendimiento del mercado, lo que permite calcular la beta correspondiente.

ACNE ADBE AAL ALK INTC NVDA MCD DPZ PYPL MA GS JPM
0,00334897 0,00371211  0,0043411 0,00451595 0,00284301 0,0040678 0,00202728 0,00280958 0,00409052 0,00300495 0,00396251 0,00311879
0,04018769  0,0445453 0,05209318 0,05419137 0,03411615 0,05601361 0,02432741 0,03371499 0,04908619 0,03605935 0,04755014 0,03742545

Figura 4.7: Covarianzas entre Activo y Mercado

Ahora que hemos calculado la beta de cada activo, es importante interpretar su significado:

= 3> 1: La accidén tiene mayor volatilidad que el mercado. Esto implica que el activo
es mas sensible a los cambios en el mercado.

= 3 = 1: La accién tiene la misma volatilidad que el mercado. Su rendimiento tiende
a moverse de manera proporcional al mercado.

= 0 < B < 1: La accién tiene menor volatilidad que el mercado, es decir, sus movi-
mientos son menos pronunciados en comparaciéon con los del mercado.

= 3 < 0: La accién se mueve en sentido contrario al mercado, lo que indica que podria
actuar como un activo de cobertura.

Aprovechamos esta oportunidad para calcular el rendimiento anual esperado de cada
accién utilizando la férmula del modelo CAPM:

E(R;) = Rf + Bi(Ry, — Rf).
donde:

» R;: Es el rendimiento del activo libre de riesgo.
= (3;: Es la beta del activo 7, que mide su sensibilidad al mercado.
= R,,: Es el rendimiento esperado del mercado.

= (R, — Ry): Representa la prima de riesgo del mercado.

ACNE ADBE AAL ALK INTC NVDA MCD DPZ PYPL MA = M|
1,20471737| 1,33534662] 1,56161137] 1,62450925] 1,02270889] 1,67913502] 0,72926936] 1,01068348] 147146984 1,08096098] 1,42542342] 1,12191279
0,32780265| 0,48587991| -0,10560408| 0,03752237| 0,1318195| 2,07383451| 0,15878265| 0,2194847| 0,06547105| 0,30789692| 0,40342013| 0,25185784

Figura 4.8: Betas y Rendimientos Esperados

Ahora que tenemos toda la informacién ya podemos establecer el modelado, en busca de
los pesos, basandonos en la Teoria de la Media-Varianza.
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Estamos en una cartera activa de modo que nuestro principal objetivo es maximizar. Se
nos plantea el siguiente problema de optimizacién. En este caso hemos impuesto un limite
a la varianza, ya que de lo contrario otra vez todo nuestro stock iria a Nvidia.

12
Maximizar: E(Rp) = Z Wi
i=1

Sujetoa: w'l=1
Var(R,) = w' Cw < 0,04

Cartera Activa de CAPM
Compafiia  Pesos
ACNE 6,101%
ADBE 4,899% Rdto Anual 13,088%
AAL 16,146% Varianza 0,01111979
ALK 13,369% B 055%
INTC 10,849%
NVDA 0,836%
MCD 8,972% Indice Sharpe 0,84
DPZ 8,584%
PYPL 12,832% Rdto Bonos 4.20%
MA 6,877%
GS 6,699%
IPM 3,836%
Suma 100%

Figura 4.9: Cartera Activa CAPM que maximiza la rentabilidad limita el riesgo

A continuacién, analizaremos el caso de una cartera activa que tiene como objetivo mi-
nimizar la varianza y, al mismo tiempo, alcanzar una rentabilidad superior al indice. El
problema de optimizacién se plantea de la siguiente manera:
Minimizar: Var(R,) = w' Cw
12
Sujeto a: Zwi =1
i=1

E(R,) >11%



4.2. CARTERAS PASIVAS 48

Cartera Activa de CAPM

ACNE 0,00%
ADBE 0,00% Rdto Anual 19,764%
AAL 0,00% Varianza 0,03340104
ALK 0,00% R 0%
INTC 6,18%
NVDA 2,41%
MCD 72,85% Indice Sharpe 0,85
DPZ 6,30%
PYPL 0,00% Rdto Bonos 4,20%
MA 0,00%
GS 0,00%
IPM 12,26%
Suma 100%

Figura 4.10: Cartera Activa de CAPM que minimiza el riesgo con un rendimiento exigido

Como podemos observar, en este caso, el enfoque de minimizar el riesgo mientras se busca
una rentabilidad superior a la exigida resulta en un nivel de riesgo mayor en comparacion
con la cartera previa. Sin embargo, también proporciona una rentabilidad superior. Esto
demuestra que al incluir restricciones explicitas sobre el riesgo, como en el caso anterior,
se puede limitar su exposicién a niveles mas controlados, aunque a costa de una menor
rentabilidad.

4.2. Carteras Pasivas

Ahora exploraremos la gestién pasiva de carteras. En este enfoque, el procedimiento y
estudio en Excel es el mismo que utilizamos anteriormente, manteniendo las mismas em-
presas previamente mencionadas. Sin embargo, lo que varia principalmente es el objetivo
de la estrategia. Mientras que en la gestion activa buscamos maximizar la rentabilidad de
la cartera, en la gestién pasiva el objetivo es minimizar el riesgo, replicando un indice de
referencia.

El principio basico de la gestion pasiva es construir una cartera que siga el rendimiento
de un indice de mercado, sin intentar superar su rendimiento mediante la seleccién activa
de activos. En este caso, el indice de referencia que utilizaremos es el S&P 500, con un
rendimiento histérico anualizado de aproximadamente 10,40 %. La idea es que, al replicar
este indice, se consigue una exposicion diversificada y eficiente al mercado, minimizando
los riesgos inherentes a la seleccién activa y evitando los costos asociados con la toma de
decisiones de inversién constantes.
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Teoria de Markowitz

Al igual que en el caso de las carteras activas, comenzamos con la cartera de minima
varianza. Asegurando una cartera eficiente en términos de volatilidad.

El primer problema de optimizacién es, por tanto:
Minimizar: Var(R,) = w' Cw
n
Sujeto a: Zwi =1
i=1

E(R,) =10% (objetivo de rendimiento)

Cartera Pasiva de Minima Varianza

ACNE 0,000%
ADBE 0,000% Rdto Anual 9,999%
AAL 13,438% Varianza 0,04106793
ALK 0,000% Desv.Tip 2,76%
INTC 10,277%
NVDA 0,000%
MCD 62,156% Indice Sharpe 2,10
DPZ 3,505%
PYPL 10,624% Rdto Bonos 4,20%
MA 0,000%
GS 0,000%
JPM 0,000%
Suma 100%

Figura 4.11: Cartera Pasiva de Minima Varianza

Igual que en el caso anterior, planteamos el problema de optimizacién para la cartera de
maxima rentabilidad. En este caso, sujeto a las restricciones que definen la asignacién de
los activos en funcién de su rendimiento y riesgo.

12
Maximizar: E(R,) = Z Wi ki
i=1

Sujeto a: w'l=1
E(R,) =10% (objetivo de rendimiento)
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Cartera Pasiva de Maxima Rentabilidad

50

ACNE 6,101%
ADBE 4,899% Rdto Anual 10,000%
AAL 16,146% Varianza 0,06742103
ALK 13,369% . e
INTC 10,849%
NVDA 0,836%
MCD 8,972% Indice Sharpe 0,22
DPZ 8,584%
PYPL 12,832% Rdto Bonos 4,20%
MA 6,877%
GS 6,699%
JPM 3,836%
Suma 100%

Figura 4.12: Cartera Pasiva de Maxima Rentabilidad

Como podemos observar, esta tltima cartera asume un riesgo excesivo, ya que se consigue
una rentabilidad practicamente idéntica a la anterior, pero asumiendo 12 veces mas riesgo.
Mientras que en esta ultima cartera se seleccionan todo tipo de activos, en la anterior se
eligen principalmente valores menos volatiles y con un crecimiento més estable, como
McDonald’s o Intel.

Si hubiésemos creado multiples carteras, tanto activas como pasivas, podriamos haber
llegado a recrear la frontera eficiente. Aplicando el principio de que el punto donde se
maximiza el indice de Sharpe, y donde es tangente a la frontera eficiente, corresponde a la
cartera mas 6ptima (lo cual requiere la aplicacién del modelo CAPM a nuestro analisis).

Dado que el objetivo de este trabajo es recrear la gestion activa y pasiva, podemos basarnos
simplemente en la dominacion de carteras, como se presentd al principio del trabajo. Lo
que es evidente es que estas carteras se encuentran en la frontera eficiente, ya que forman
parte de ella.

Comparando las cuatro carteras, resulta evidente que, dependiendo de nuestra aversién al
riesgo, existen dos opciones claras. Si tenemos una elevada aversién al riesgo, optaremos
por la cartera pasiva de minima varianza. En cambio, si no sentimos aversién al riesgo, la
opcion serd la cartera activa de maxima rentabilidad.

CAPM

Ahora, utilizando el enfoque del modelo CAPM, desarrollaremos un procedimiento similar
al aplicado en el analisis de carteras activas. La principal diferencia radica en que, en este
caso, nuestro objetivo serd replicar el indice en lugar de superarlo.

Este cambio de enfoque se traduce en modificaciones en las condiciones de optimizacion,
adaptandose al propdsito de replicar la composiciéon y comportamiento del indice, man-
teniendo asi una gestion pasiva que refleje fielmente las caracteristicas del mercado.
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ACNE
ADBE

ALK
INTC
NVDA
MCD
DPZ
PYPL
MA
GS
IPM
Suma

Figura 4.13: Cartera Pasiva de CAPM que minimiza la varianza replicando el indice

Minimizar:

Sujeto a:

Var(R,) = w' Cw
wil=1
E(R,) = 10%

Cartera Pasiva de CAPM

0,00%
0,00%
21,86%
0,00%
1,85%
0,00%
58,38%
0,00%
9,22%
0,00%
0,00%
8,70%
100%

Rdto Anual
Varianza

Indice Sharpe

Rdto Bonos

10,000%
0,04773606
21,85%

0,27

4,20%

o1

Ahora buscamos el efecto contrario, maximizar la rentabilidad, replicando el indice. Esta
vision es interesante para ver hasta donde podemos subir el riesgo por la misma rentabi-
lidad. El problema de optimizacién es:

Maximizar:

Sujeto a:

12
E(Rp) =Y wipi
=1

wi'l=1
E(Ry) =10%
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Cartera Pasiva de CAPM

ACNE 5,65%
ADBE 0,12% Rdto Anual 10,000%
AAL 20,80% Varianza 0,07228655
ALK 15,79% N 2659%
INTC 12,50%
NVDA 0,01%
MCD 11,55% Indice Sharpe 0,22
DPZ 9,43%
PYPL 14,82% Rdto Bonos 4,20%
MA 6,34%
GS 3,00%
PV 0,00%
Suma 100%

Figura 4.14: Cartera Pasiva de CAPM

Podemos apreciar que en el caso de esta cartera hemos aumentado el riesgo sin aumentar
la rentabilidad, distribuyendo los pesos entre acciones méas volatiles.

Ahora que ya hemos visto las 4 carteras de CAPM, podemos deducir,por ejemplo a partir
del indice de Sharpe, cudl es la mas éptima.

= IS > 1: rendimiento bien ajustado al riesgo. La cartera estd bien diversificada.
= ) < IS < 1: Refleja un rendimiento razonable en relacién con el riesgo asumido.

= IS < 0: Significa que la cartera presenta un rendimiento inferior al del activo libre
de riesgo. Esto puede senalar una mala gestién del riesgo.

A partir de los indices calculados, podemos observar que las dos carteras activas basadas
en el enfoque del CAPM son las més éptimas, ya que ninguna de ellas presenta valores
negativos. Esto implica que ninguna de estas carteras opera en un entorno de riesgo
excesivamente incorrecto. Sin embargo, cabe destacar que un Indice de Sharpe de 0,2
es un valor relativamente bajo, lo que sugiere un rendimiento ajustado al riesgo poco
eficiente.

Por otro lado, bajo la perspectiva de Markowitz, la cartera pasiva de minima varianza
alcanza una rentabilidad practicamente idéntica a la del indice estudiado, pero con un
riesgo significativamente reducido de tan solo 2,76 %. En contraste, la cartera activa de
maxima rentabilidad presenta un Indice de Sharpe notablemente alto, superior a 2, pero
a costa de asumir un riesgo considerablemente elevado del 50 %.

En las conclusiones obtendremos una valoraciéon mas detallada sobre lo visto a lo largo
del trabajo.
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Conclusiones

En primer lugar, debemos tener en cuenta que este trabajo se enmarca en el &mbito de las
finanzas cuantitativas. A partir de los rendimientos histdricos y las relaciones entre activos,
hemos elaborado un estudio sobre como se deberia componer una cartera, tomando como
base una serie historica de cinco anos.

Es importante destacar que la inversién es una practica mucho mas compleja de lo que
puede parecer, especialmente en la actualidad, cuando se ha popularizado enormemente.
Los profesionales del sector realizan multiples tipos de analisis antes de invertir en un
activo y, por extensién, en un mercado. Entre estos se incluyen el andlisis técnico, el
andlisis fundamental, y otros métodos como el descuento de flujos de caja, el descuento
de dividendos o el modelo de Black-Litterman.

En este caso, he tratado de reflejar la realidad del mercado seleccionando acciones de
diferentes tipos. Peter Lynch, en su libro Un paso por delante de Wall Street, ejemplifica
bien las diferentes categorias de valores:

= Valores de Alto Crecimiento: Empresas cuyo crecimiento anual es de alrededor
del 20 %. En este trabajo, Nvidia representa este grupo, una compania que actual-
mente cotiza a 136$ y que en nuestro estudio alcanza un crecimiento mdximo del

50 %.

= Valores Estables: Crecimiento anual entre el 10% y el 15%. En nuestro caso,
ejemplos de esta categoria son McDonald’s o PayPal, aunque otras empresas como
Coca-Cola o Nestlé también son representativas.

= Valores de Crecimiento Reducido: Empresas con un crecimiento anual de entre
el 3% y el 7%, alinedndose con el crecimiento promedio del PIB de los paises.

= Valores Recuperables: Aquellas empresas que han visto una significativa reduc-
cién en su valor, ya sea por factores internos o externos, pero que tienen perspectivas
de recuperar el valor perdido en el futuro.

= Valores Ciclicos: Empresas cuyo desempeno depende en gran medida de la oferta
y demanda de ciertos bienes o que son altamente sensibles a las crisis econémicas.
Por ejemplo, las empresas dependientes de semiconductores son un caso relevante.

= Valores de Activo Oculto: Companias que poseen activos que el mercado no
considera 0 no conoce, como terrenos con materias primas no identificadas (por
ejemplo, petrdleo).

93



o4

Existen otras alternativas atractivas como los ETF. Nuestro ejemplo principal ha sido el
S&P500, pero otros indices, como el Nasdaq o el MSCI World, son igualmente reconocidos
y utilizados ampliamente por los inversores.

Otra opcioén destacada es invertir en renta fija, es decir, en emisiones de deuda que ge-
neralmente presentan un riesgo reducido. Por otro lado, si deseamos eliminar todo tipo
de riesgo y unicamente proteger nuestro dinero contra la pérdida de valor causada por la
inflacién, podemos optar por una cuenta remunerada. Actualmente, estas cuentas ofrecen
rendimientos alrededor del 3,25 %, permitiendo disponer del capital en cualquier momen-
to, a diferencia de los depédsitos bancarios, y ademaés sin estar sujetos al impacto fiscal de
los rendimientos obtenidos.

Lo anterior pone de manifiesto que dejar el dinero en una cuenta bancaria sin rendimien-
to no es una estrategia adecuada para la revalorizacién del patrimonio, especialmente
considerando las alternativas disponibles en el mercado.

Por otro lado, en cuanto a los dos métodos seleccionados, es importante resaltar sus
principales caracteristicas, ventajas y limitaciones:

Teoria de Markowitz: Este enfoque se basa en un riguroso marco matematico que
utiliza varianzas y covarianzas para determinar la diversificacion que minimiza el riesgo.
Esta estrategia permite maximizar la rentabilidad bajo una restriccién de riesgo o, alter-
nativamente, minimizar el riesgo directamente. Ademads, presenta una notable flexibilidad
en cuanto a las restricciones, como las ponderaciones de los activos en la cartera. Es un
método fiable siempre y cuando los datos histéricos sean consistentes y representativos,
y proporciona una buena cobertura del riesgo.

Sin embargo, también tiene sus limitaciones. La teoria de Markowitz asume que las ren-
tabilidades siguen una distribuciéon normal, lo cual puede no ser aplicable en escenarios de
alta incertidumbre o mercados extremos. Ademas, no considera factores macroeconémicos
relevantes como tipos de interés o inflacion. Desde un punto de vista personal, considero
que esta omisién es una de sus principales deficiencias, ya que dichas variables pueden ser
determinantes en la toma de decisiones.

Modelo CAPM: Por su parte, el CAPM es un método maés simple y accesible, que
establece una relacién directa entre el mercado y el activo en cuestion a través de la Beta.
Este modelo utiliza supuestos de equilibrio del mercado que le otorgan rigor matematico.
Sin embargo, estas condiciones ideales pueden no reflejar la realidad del mercado de
manera perfecta.

Una de sus principales limitaciones radica en asumir que todos los inversores poseen la
misma informacion, lo cual es claramente incorrecto. Por ejemplo, un analista interno de
una gran compania, como Allianz, tiene acceso a maés informacién sobre la empresa que
una persona externa. Ademas, el modelo no tiene en cuenta cambios en las preferencias
del mercado, lo que lo convierte en un enfoque estatico.

En mi opinién, el CAPM es 1itil para realizar anélisis rdpidos y menos detallados, mientras
que la Teoria de Markowitz resulta méas adecuada para estudios profundos y detallados,
siempre que se disponga del tiempo y los recursos necesarios. Por lo que respecta a las
gestiones activa o pasiva, a la hora de invertir es fundamental el tiempo que uno esté
dispuesto a dedicar. Intentar obtener un rendimiento similar a un indice de referencia es
relativamente sencillo. Existen estrategias de inversion en las que, invirtiendo en ETFs y
diversificando, se puede obtener una rentabilidad a medio/largo plazo con relativa tran-
quilidad.
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Sin duda alguna, si nuestro objetivo es que el capital no pierda valor mientras se generan
ingresos pasivos, la mejor estrategia consiste en diversificar a través de fondos de inversion,
fondos monetarios, entre otros instrumentos financieros. Por otro lado, si nuestro objetivo
es superar los indices de mercado, debemos asumir un mayor riesgo. En este caso, se
recomienda combinar titulos individuales con algin fondo de inversién para garantizar
una cierta estabilidad.
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abr-21 418117 289,97 B03,34 2172 3,14 G753 15,01 236,03 38260 262,23 38206 34545 153,81
mar-21 34972839 276,25 475,37 23,90 69,21 E4,00 13,35 224,14 247,00 242,84 J56,05 327,00 152,23
feb-21 2EN15 250,90 459,67 20,94 65,02 B0, 78 13,71 206,14 F0E,20 259,85 J53,85 319,48 14717
ene-21 271424 241,92 45277 1717 42,83 56,51 12,99 207,24 F29,20 2341 HE29 27117 128,67
dic-20 3.70E,07 261,21 B00,12 16,77 2,00 43,32 13,06 21458 316,00 234,20 36E.34 2E3.71 127.07
now-20 362163 249,09 473,47 14,13 B0,37 43,35 1340 217 44 319,80 214,12 33651 230,58 1788
oct-20 326996 216,31 447 10 11,238 3789 44 28 1253 213,00 331,40 136,13 28864 139,04 93,04
zep-20 3363,00 225,99 490,43 12,29 36,63 51,78 1353 213,49 JE5,00 197,03 J3A7 200,97 96,27
ago-200 3500, 239,93 513,29 13,05 38,95 50,35 13,37 213,52 35,40 204,14 35819 204,87 100,19
jul-20 3272 224,78 444 32 112 3444 4773 10,61 194,28 31560 136,07 30853 197 98 9E64
jun-20 310023 214,72 435,31 1307 36,26 53,53 a50 134,47 30,20 174,23 235,70 137 62 34,06
may-20 304421 20,62 386,60 10,50 34,13 62,33 3838 136,32 369,60 165,01 300,59 136,49 a7.3
abr-20 291243 125,19 353,64 12,0 32562 53,93 7 137 66 34420 122,00 27497 13342 95,76
mar-20 258453 163,26 318,24 12,19 2847 54,12 6,59 165,35 284,00 95,74 241,56 154,59 90,0
Feb-20 2495422 120,59 245,12 14,05 B04E 56,52 E7H 194,17 296,00 107,99 240,25 200,77 1111
ene-20 3.226562 206,21 35114 26,54 E£459 E393 591 21397 308,30 113,89 315,34 23778 132,36
dic-13 323078 210,57 323,81 2868 E7 75 53,55 Lkt 137 &1 320,20 0317 23353 223,33 133,40
now-19 314093 201,16 303,53 2874 63,01 53,05 542 194 45 049,20 w0a,01 28223 221,38 121,76
ock-19 3037 56 185,42 27792 30,06 69,43 56,53 503 196,70 285,90 104,10 276,21 213,38 124,92
=sep-19 2497674 192,25 276,25 26,497 64,91 5153 4,35 21471 254,90 103,59 271,57 207,23 17,649
ago-19 292646 192,17 22451 282 B3,72 474 4,19 217,97 239,20 109,05 281,27 20391 109,26
jul-13 298033 142 58 298,868 3051 E3,26 f0,55 422 210,72 24740 10,40 27227 22013 116,00
jun-13 294176 134,77 294 65 3261 63491 4757 4.1 207 66 278,00 114 46 264,53 20460 11,20
may-13 275206 178,07 270,90 27,23 £2.20 44 04 329 195,27 235,10 103,75 251,49 132,49 105,36
abr-19 294583 18267 289,25 34,18 £1,90 81,04 453 18757 2E7.50 narv 254,24 20592 116,05

Figura 5.1: Bases de datos
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4,42% 533% -2,36% 10,54% 3,33% 12,42% 5,88% 521% 1,89% 6,60% 3,068% 12,85% 8,98%
8,92% 12,13% 14.84% 11,48% 19,54% 22,47% 14,69% 7.50% 7.81% 11,22% 9,96% 12,49% 12,24%
-2,20% -3,26% 4,35% -12,96% -14,70% 2,67% -6,25% -0,48% -8,87% -11,39% -4,94% -6,17% -4,11%
-4,87% -5,15% -8,84% -13,03% -11,65% 1,17% -11,85% -6,30% -4,71% -6,48% -4,05% -1,26% -0,90%
-1,77% 2,35% 2,41% -12,06% -13,70% -1,76% 5,61% -4,11% 13,70% -17,55% 4,66% -7.91% -7.36%
3,11% 2,52% 11,69% -6,63% -8,56% 6,97% 10,47% -1,75% 25,87% 13,62% 0,25% 10,33% 8,61%
6,47% 0,87% 17,04% 21,38% 18,36% 6,36% 11,82% 4,66% -1,15% 7,65% 7.75% -0,42% 717%
0,25% 9,14% 10,66% 8,36% 3,38% 1,22% 36,32% -3,60% -5,10% -18,43% -3,95% -5,69% -1,83%
1,46% -193% -2,03% -7,53% 3,57% -4,93% -0,11% 577% 2,65% 0,08% 4,57% 4,99% 6,00%
351% 7,63% 18,06% 770%  -12,27% 31,05% 19,64% 5,95% 0,07% 3,18% 2,29% -6,08% -9,10%
-2,61% -4,84% -12,53% -0,99% -6,84% -11,78% 18,83% -1,31% -8,79% -9,68% -4,13% -3,87% 2,42%
65,18% 458% 10,05% 26,89% 19,56% 5,92% 33,74% 1,47% 7.02% 14,42% 65,58% 6,53% 437%
-5,90% -11,33% -2,44% -11,85% -9,49% -12,11% -13,65% -3,39% 2,52% -9,17% -2,43% -11,08% -2,95%
5,38% 6,00% 8,30% 1,76% 6,70% 577% 25,33% 0,05% 26,53% -6,19% 8,60% 12,00% 9,77
7,99% 10,34% 1573% 17.77% 13,56% 10,32% 11,20% 18,17% 1,62% -2,89% 15,42% 17,56% 20,46%
-9,34% -10,80%  -26,31% -7,31%  -10,12%  -19,27% -19,55% -8,54% -5,68% 7,89%  -12,34% -11,91% -8,12%
-4,24% -5,81% -8,94% -5,25% -1,74% -12,09% -16,91% -4,21% -17,37% 7,99% -8,32% -0,22% -1,41%
9,11% 10,30% 12,04% 8,12% 10,69% -2,04% 19,79% 65,68% 2,29% 23,90% 12,14% 12,24% 2,44%
-8,39% -6,97% -12,11% -29,04% -17,01% -15,78% -18,80% -2,11% -17,00% -18,04% -11,85% -9,13% -14,84%
0,01% -0,63% 5,18% -479%  -11,27% 1,00% 0,65% 1,22% -3,22% -3,00% -1,52% 5,00% 10,78%
-8,80% -10,93% -13,10% 2,85% -6,24% -12,05% -32,03% 0,76% -8,19% -23,97% 1,68% -7,46% -12,44%
3,58% 6,71% -2,58% 5,80% 3,33% 3,00% 11,80% 1,03% 3,73% 3,33% -0,05% -3,28% -3,86%
-3,14% -10,62% -12,47% 4,74% 2,56% -2,29% -041% -5,66% -5,59% -34,90% -6,62% -3,78% -4,58%
-5,26% -1471% -5,78% -8,30% 5,07% -5,20% -16,73% -3,22%  -1574% -8,83% 7,53% -7,20% -6,16%
4,36% 15,99% -15,35% 1,53% 7.27% 4,67% -10,01% 9,60% 27,80% 2,00% 14,10% 0,41% -0,30%
-0,83% -0,39% 3,00% -7,86% -8,01% 0,41% 27,81% -0,39% -7,24%  -20,51% -6,14% -7,83% -6,51%
6,91% 12,15% 12,96% -6,43% -9,90% -8,03% 23,41% 1,84% -2,32% -10,61% -3,50% 9,34% 3,79%
-4,76% -404%  -1326% 2,01% 2,20% -1,44% -7,46% 1,54% -3,69% -0,86% 0,42% -8,58% 7,343
2,90% 5,94% 6,77% -2,16% -1,19% 0,63% 14,82% -2,16% -1,77% 4,77% -10,29% 10,30% 5,38%
2,27% 7,76% 6,15% -3,01% -3,78% -4,31% -2,50% 5,07% 7,77% -5,47% 571% -1,23% -2,42%
2,22% 4,48% 16,06% -12,50% -12,85% -1,72% 23,15% -1,24% 6,41% 12,10% 1,25% 2,02% -5,30%
0,55% -2,69% -0,74% 11,60% 0,09% -0,71% 8,19% -0,93% -4,55% -0,87% -5,62% B8,76% B,78%
5,24% 497% 6,94% -9,12% -0,10% -10,11% 12,43% 5,33% 10,26% 8,01% 7.31% 6,56% 1,04%
4,24% 10,10% 3,42% 14,14% 5,44% 5,30% -2,63% 8,73% 13,32% -6,55% 0,62% 2,35% 3,44%
2,61% 3,71% 0,20% 21,96% 33,16% 9,49% 5,54% -0,82% -6,99% 10,90% 11,88% 17,82% 14,38%
-1,11% -7,38% -8,27% 8,88% -6,10% 11,42% -0,54% -3,14% 4,18% 0,05% -11,39% 2,83% 1,26%
3,71% 4.87% 452% 11,61% 2,02% 3,04% -2,54% -1,32% -1,19% 9,38% 6,07% 14,37% 7,80%
10,75% 14,84% 7.02% 25,27% 34,52% 9,19% 6,94% 2,08% -3,50% 15,04% 16,58% 21.97% 20,24%
-2,77% -4,02% -8,84% -8,22% 3,44% -14,48% -7,39% -2,96% -9,21% -5,53% -14,65% -5,94% 1,84%
-3.92% -5.81% -4,47% -5.82% -5,96% 1,63% 1.20% 2,80% 8,83% -3,48% -5,59% -190% -3.91%
ene-21 -1,11% -7.38% -8,27% 8,88% -6,10% 11,42% -0,54% -3,14% 4,18% 0,05% -11,39% 2,83% 1,26%
dic-20 3,71% 4,87% 4,52% 11,61% 2,02% 3,04% -2,54% -1,32% -1,19% 9,38% 6,07% 14,37% 7,80%
nov-20 10,75% 14,84% 7,02% 25,27% 34,52% 9,19% 5,94% 2,08% -3,50% 15,04% 16,58% 21,97% 20,24%
oct-20 -2,77% -4,02% -8,84% -8,22% 3,44% -14,48% -7,39% -2,96% -9,21% -5,53% -14,65% -5,94% 1,84%
sep-20 -3,92% -5,81% -4,47% -5,82% -5,96% 1,63% 1,20% 2,80% 8,83% -3,48% -5,59% -1,90% -3,91%
ago-20 7,01% 6,74% 15,55% 17,36% 13,10% 6,75% 26,01% 9,00% 527% 412% 16,10% 3,40% 3,67%
jul-20 5,51% 4,69% 2,07% -14,92% -5,02% -20,22% 11,68% 5,32% 2,71% 12,54% 4,34% 0,17% 2,74%
jun-20 1,84% 6,50% 12,60% 24,48% 6,05% -4,93% 6,98% -0,99% -13,74% 12,40% -1,72% 0,58% -3,34%
may-20 4,53% 8,87% 9,32% -12,57% 5,14% 4,92% 21,48% -0,66% 4,47% 26,02% 9,43% 7,13% 1,62%
abr-20 12,68% 13,43% 11,12% -1,48% 14,23% 10,83% 10,93% 13,43% 21,20% 28,47% 13,83% 18,65% 6,36%
mar-20 -12,51% -9,60% -7,79% -36,01% -43,58% -2,52% -2,37% -14,84% -4,05% -11,34% -16,78% -23,00% -22,46%
feb-20 -8,41% -12,00% -1,71% -29,02% -21,88% -13,16% 14.21% -9,25% -4,18% -5,18% -8,13% -15,55% -12,28%
ene-20 -0,16% -2,55% 6,47% -6,42% -4,66% 6,82% 0,51% 8,28% -3,53% 5,29% 5,81% 3,40% -5,05%
dic-19 2,86% 4,68% 6,55% -0,21% -1,83% 3,10% 8,49% 1,61% 3,36% 0,15% 2,18% 3,88% 5,80%
nov-19 3,40% 8,49% 11.37% -4,39% -0,60% 2,69% 7.75% -1,13% 8,36% 3,76% 5,57% 3,74% 5,48%
oct-19 2,04% -3,60% 0,61% 11,46% 6,96% 9,70% 15,63% -8,39% 12,16% 0,49% 1,93% 2,97% 6,14%
sep-19 1,72% -2,04% -2,00% 2,51% 8,60% 8,60% 3,82% -1,50% 6,30% -5,01% -3,48% 1,63% 7,13%
ago-19 -1,81% 2,90% -4,80% -13,77% -5,74% -6,21% -0,71% 3,44% -3,07% -1,22% 3,34% 7,37% -5,29%
jul-19 1,31% 4,23% 1,43% -6,44% -0,86% 5,60% 2,68% 1,47% -11,01% -3,55% 2,93% 7.59% 3,76%
jun-19 5,89% 3,76% B77% 19,76% 9,81% 8,70% 2124% 4,74% 18,25% 4,29% 5,19% 12,13% 5,51%
may-19 -6,58% -2,52% -6,34% -20,33% -5,98% -13,71% -25,17% 0,35% -12,11% -2,68% -1,08% -11,38% -8,69%
abr-19 3,93% 3,78% 8,54% 7.62% 10,30% -4,95% 0,89% 4,04% 10,54% 8,60% 7,98% 7.26% 14,64%
mar-19 1,79% 9,07% 1,52% -10,86% -9,04% 1,40% 16,32% 3,30% 3,60% 5,88% 4,75% -2,39% -3,00%
feb-19 2,97% 5,10% 5,.02% -0,39% -3,52% 12,39% 7,52% 2,83%  -11,78% 10,49% 6,46% -0,66% 0,83%
Rendimient
o Medio 1,3598% 2,0734% 2,4204% -0,8240%| -0,0230% 0,7040% 6,8317% 1,2455% 1,3573% 0,1320% 1,8496% 1,9010% 1,4392%
Mensual
Varianza 0,0027799| 0,0055148| 0,0091903| 00181203 0,0155270| 0,0093030| 0,0202836| 0,0030783| 0,0105059| 0,0140716( 0,0061108( 0,0082262( 0,0064718
DesTip 0,0527246| 0,0742616| 0,0958661| 0,1346115( 0,1246075) 0,0964522| 0,1424204| 0,0554823| 0,1024985| 0,1185237( 0,0781713| 0,0906982( 0,0804474
Rdto
Anualizado 17,595%|  27,924%|  33,241% -9,452% -0,276% 8,783%| 121,005%| 16,014%| 17,561% 1,595%| 24598%| 25355%| 18,705%

Figura 5.2: Rendimientos
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0,00551479 0,00465209 0,00408937 0,00444246  0,0034044 0,00575894 0,00263163 0,00351495 0,00489456 0,00372159 0,00430225 0,00309796
0,00465209 0,00919031 0,00438659 0,00377092 0,00482865 0,00942165 0,00245704  0,0030924 0,00576869 0,00391867 0,00455835 0,00327629
0,00408937 0,00438659 0,01812028 0,01385056 0,00612283 0,00606274 0,00292611 0,00263845 0,0046957 0,00505388 0,00764873 0,00730529
0,00444246 0,00377092 0,01385056 0,01552702 0,00463162 0,00437671 0,00339645 0,00267455 0,00658149 0,00652298 0,00796333 0,00752143

0,0034044 0,00482865 0,00612283 0,00463162 0,00930303 0,00582247 0,00198015 0,00363209 0,00379906 0,00326343 0,00420695 0,00324221
0,00575894 0,00942165 0,00006274 0,00437671 0,00582247 0,02028358  0,0015878 0,00518851 0,0055704 0,00316743 0,00488901 0,00368485
0,00263163 0,00245704 0,00292611 0,00339645 0,00198015 0,0015878 0,00307828 0,00196218 0,00260108 0,00305307 0,00269866 0,00209328
0,00351495  0,0030924 0,00263845 0,0026745> 0,00363209 0,00518851 0,00196218 0,01050594 0,00374578 0,00341747 0,00357931 0,00278914
0,00489456 0,00576869  0,0046957 0,00658149 0,00379906 0,0055704 0,00260108 0,00374578 0,01407158 0,00494785 0,00648097 0,00435786
0,00372159 0,00391867 0,00505388 0,00652298 0,00326343 0,00316743 0,00305307 0,00341747 0,0049478> 0,00611076 0,00436422  0,0034752
0,00430225 0,00455835 0,00764873 0,00796333 0,00420695 0,00488901 0,00269866 0,00357931 0,00648097 0,00436422 0,00822616 0,00628866
0,00309796 0,00327629 0,00730529 0,00752143 0,00324221 0,00368485 0,00209328 0,00278914 0,00435786  0,0034752 0,00028866 0,00047178

Figura 5.3: Matriz de Covarianzas

0,00334897 0,00371211  0,0043411 0,00451595 0,00284301  0,0046678 0,00202728 0,00280958 0,00409052 0,00300495 0,00396251 0,00311879
0,04018769  0,0445453 0,05209318 0,05419137 0,03411615 0,05601361 0,02432741 0,03371499 0,04908619 0,03605935 0,04755014 0,03742545

1,20471737| 1,33534662| 1,56161137| 1,62450925| 1,02270889( 1,67913502| 0,72926936| 1,01068348| 1,471406984| 1,08090098| 1,42542342( 1,12181279
0,32780265| 0,48587991| -0,10560408| 0,03752237| 0,1318195| 2,07383451| 0,15878265| 0,2194847| 0,06547105| 0,30789692| 0,40342013| 0,25185784

Figura 5.4: Betas y Rentabilidad Esperada
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