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Abstract

Given a Banach space E, can we assert that every bounded linear operator T': E — FE
has a non-trivial closed invariant subspace? This question, known as the “Invariant
Subspace Problem”, currently lacks a fully satisfactory answer and is considered by many
mathematicians to be one of the great challenges in functional analysis.

In this Final Degree Project, we will explore the history of the problem and delve into
some of the intrinsic difficulties it entails. To do this, we will start with a detailed and
rigorous formulation of the problem and analyze several particular cases. Among these,
we will highlight the Lomonosov’s Theorem, which demonstrates that if there exists a
compact operator that commutes with a bounded linear operator in a Banach space, then
the operator T necessarily has a non-trivial closed subspace that is invariant under 7.
Furthermore, through a counterexample that we will discuss in detail, we will show that,
in the case of Banach spaces, the solution to the invariant subspace problem is generally
negative.

Resum

Donat un espai E de Banach, podem afirmar que tot operador lineal acotat T : E — E
té un subespai invariant tancat no trivial? Aquesta qliestid, coneguda com el “Problema
del subespai invariant”, manca d’una resposta plenament satisfactoria en I'actualitat i és
considerada per molts matematics com un dels grans desafiaments de ’analisi funcional.

En aquest Treball de Fi de Grau, explorarem la historia del problema i aprofundirem en
algunes de les dificultats intrinseques que comporta. Per fer-ho, partirem d’una formulaci6
detallada i rigorosa del problema i analitzarem diversos casos particulars. Entre aquests,
destacarem el Teorema de Lomonosov, que demostra que si existeix un operador compacte
que commuta amb un operador lineal acotat en un espai de Banach, aleshores ’operador
T necessariament té un subespai tancat i no trivial que és invariant sota 7. A més,
mitjangant un contraexemple que discutirem amb detall, mostrarem que, en el cas dels
espais de Banach, la solucié al problema del subespai invariant és, en general, negativa.
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Introduccio

En la teoria d’operadors, un dels problemes més importants és el dels subespais invariants.
Aquest problema planteja el segiient:

Es cert que tot operador lineal acotat T : E — E en un espai de Banach E té un
subespai tancat invariant no trivial?

Aquesta qiiestié ha estat plantejada tant per a espais de Banach com per a espais de
Hilbert.

El problema esta obert per espais de Banach reflexius i per espais de Hilbert des de fa més
de mig segle, i s’han fet moltes contribucions significatives utilitzant una amplia varietat
de tecniques. Diverses variants han estat resoltes restringint la classe d’operadors acotats
considerats o especificant una classe particular d’espais de Banach. Aix0 fa que aquest
problema sigui molt interessant i desafiant; tanmateix, encara no hi ha confirmacié d’una
demostracié que solucioni el problema per a espais de Hilbert. En la recerca d’informacid
sobre la historia del problema, ha estat de gran utilitat el treball recollit en l'article [26].

Aquest problema es va plantejar per primera vegada a mitjans del segle XX, i es desconeix
qui va formular-lo inicialment. Potser va sorgir arran de l'article fonamental de Arne
Beurling [5], un matematic suec conegut per les seves contribucions a I’analisi harmonica,
publicat a Acta Mathematica I’any 1949 sobre subespais invariants de desplacaments
(shifts) simples en espais de Hardy, o del treball no publicat de John von Neumann, un dels
més influents matematics del segle XX, sobre operadors compactes. Des de llavors, molts
matematics han intentat aproximar-se, amb més o menys éxit, a una solucié completa.

Figura 1: John von Neumann



INTRODUCCIO 2

El 1954, redescobrint treballs no publicats de von Neumann, Nachman Aronszajn, cone-
gut per la seva teoria dels espais amb nucli reproductor, va demostrar que un operador
compacte en un espai de Hilbert sempre té un subespai invariant no trivial. Uns anys més
tard, juntament amb Kennan T. Smith [1], van generalitzar aquest resultat als operadors
compactes en espais de Banach.

La qliestié es va mantenir aturada fins al 1966, quan Allen Bernstein i Abraham Robinson
[4], un pioner de I'analisi no estandard, van estendre el resultat als operadors polinomial-
ment compactes utilitzant tecniques de ’analisi no estandard desenvolupades per Robin-
son. Es va demostrar que qualsevol operador T" en un espai de Hilbert H per al qual hi ha
un polinomi no nul p(z) = a,z™ + -+ a1z + ag tal que p(T) = a,T" + -+ a1 T + ag és
compacte té un subespai invariant. Aquest tipus d’operador 7' s’anomena polinomialment
compacte.

La primera demostracié utilitzava metodes de 'analisi no estandard, pero Paul Halmos
[14], un destacat matematic conegut pels seus treballs en analisi funcional i teoria d’ope-
radors, va reestructurar I’argument per formular-lo en ’analisi estandard classica. Curi-
osament, va publicar la seva feina resultant com un article breu més tard el mateix any,
apareixent en el mateix nimero del Pacific Journal of Mathematics que la demostracié
original.

Més tard, el 1967, William Arveson i Jacob Feldman [2] van transformar el resultat en
una forma encara més general, refinant essencialment la tecnica de Halmos: si T és un
operador quasinilpotent tal que I’algebra tancada uniformement generada per 7' conté un
operador compacte no nul, llavors 7" té un subespai invariant no trivial.

Després d’'un temps, un gran aveng va arribar el 1973, quan el llavors jove matematic
rus Victor Lomonosov [15] va demostrar un resultat més general: Si un operador acotat
no escalar T en un espai de Banach commuta amb un operador compacte no nul, llavors
T té un subespai invariant no trivial. Més tard, Hugh Hilden [17] va fer una prova mes
breu i accesible. Aquesta linia de treball, que comenca amb von Neumann i culmina
amb Lomonosov i Hilden, segueix la filosofia que els operadors compactes generalitzen els
operadors de rang finit.

Figura 2: Victor Lomonosov

Malgrat els avencos significatius, el problema del subespai invariant sembla que continua
obert per als operadors lineals acotats en espais de Hilbert. En canvi, per als espais de



INTRODUCCIO 3

Banach, Per Henrik Enflo, un matematic i music suec, va resoldre la qliestié amb els
seus treballs publicats el 1987, oferint una resposta negativa en certs casos [10]. Enflo
[9] va anunciar 'existéncia d’un espai de Banach i d’un operador lineal acotat sobre
aquest que no tenia cap subespal invariant no trivial durant la reunié anual de I’American
Mathematical Society a Toronto el 1976. No obstant aixo, no es va publicar res durant
diversos anys, i no va ser fins al 1981 que finalment va presentar un article per a la seva
publicacié a Acta Mathematica. Malauradament, 'article va romandre sense avaluar pels
revisors durant més de cinc anys, tot i que el manuscrit va circular per tot el mén entre
matematics. Finalment, ’article va ser acceptat el 1985 i va apareixer el 1987 amb només
petits canvis. Aix0 va succeir, segons es diu, perque 'article era forca dificil i no estava
ben redactat. De fet, en revisar la publicacié de 100 pagines de I’Acta Mathematica, el
critic A. M. Davie escriu [7]:

[El treball de Per H. Enflo] ... és un assoliment notable; no obstant aixo,
la segona part del seu article és tan impenetrable que esta destinada a ser
admirada més que llegida.

Figura 3: Per Henrik Enflo Figura 4: Per H. Enflo en 'actualitat

Mentrestant, Charles John Read [20], un matematic britanic, va seguir les idees d’Enflo
i va presentar un contraexemple que va ser publicat rapidament el 1984 al Bulletin of
the London Mathematical Society. Una versié més curta d’aquesta demostracié va ser
publicada de nou per Read el 1986.

Figura 5: Charles John Read
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Molts matematics van criticar que Read es basés en les idees d’Enflo per intentar tenir
precedencia, considerant-ho poc etic, sobretot perque el seu treball es basava essencialment
en les idees d’Enflo. Per exemple, el matematic frances Bernard Beauzamy [3] també va
perfeccionar les tecniques d’Enflo i va proposar un contraexemple. El febrer de 1984,
va presentar els resultats al Seminari d’Analisi Funcional de la Universitat de Paris (VI-
VII), pero va decidir no publicar el seu treball, mantenint aix{ el respecte a la contribucié
original d’Enflo. Aquest llarg recorregut de descobriments i controversies reflecteix la
complexitat i la fascinacié que envolta el problema del subespai invariant, un repte que
sembla encara vigent avui dia en espais de Banach reflexius i en espais de Hilbert en
I’analisi funcional.

Finalment, cal comentar que recentment el mateix Per H. Enflo ha anunciat la resolucié
positiva del problema del subespai invariant per espais de Hilbert separables [11]. Aquest
resultat s’esta revisant per diversos experts, i encara no se sap si la prova és correcte.

El projecte

L’objectiu principal d’aquest treball és explicar la historia del problema esmentat i reco-
pilar i exposar alguns dels casos particulars coneguts i resultats relacionats. Es a dir, ens
centrarem especialment en la qiiestié de si un operador en un cert espai, normalment un
espai de Banach, té un subespai invariant no trivial. Aquest és un tema sobre el qual
s’han desenvolupat una gran quantitat de teoremes diferents, alguns dels quals ofereixen
respostes sota condicions especifiques sobre 1’espai de Banach o Hilbert, mentre que altres
aborden el problema imposant hipotesis sobre 'operador. Al llarg del treball, explorarem
alguns d’aquests resultats.

Estructura de la Memoria

L’estructura del treball és la segiient: en el primer capitol definirem els conceptes fona-
mentals sobre operadors en espais normats i en espais compactes, els tipus basics d’espais
que ens interessaran, amb un emfasi particular en els espais de Banach i Hilbert i resultats
d’analisi funcional i teoria d’operadors que seran fonamentals en el desenvolupament del
treball.

Al llarg del segon capitol proporcionarem una descripcié detallada del problema del subes-
pai invariant, presentarem diverses formulacions del problema junt amb la demostracid
d’alguns casos particulars. Finalitzarem el capitol enunciant i demostrant la versié més
completa del Teorema de Lomonosov.

Per acabar, en 1'iltim capitol oferirem una exposicié del contraexemple de Read per a
espais de Banach, mostrant que existeixen operadors sense subespais tancats invariants
no trivials.



Capitol 1

Operadors en espais normats

En aquest capitol es presentaran els conceptes basics i els resultats fonamentals de ’analisi
funcional necessaris per a desenvolupar el treball. En general, i llevat que sigui rellevant
per alguna altra rad, es deixaran de banda aquelles demostracions que ja es troben incloses
en el temari dels cursos d’Analisi Matematica i I’assignatura optativa d’Analisi Real i
Funcional de la Universitat de Barcelona. Alguns dels textos en queé ens basem per
obtenir els resultats d’aquest capitol sén [24] i [16].

1.1 Operadors acotats

Un espai normat (F, ||-||) és un espai vectorial E juntament amb una aplicaci6 ||-|| : E —
RT complint:

(i) |lz|| = 0 si i només si x = 0.
(i) ||Az| = |All|z]| per a tot x € E i per a tot escalar A (A € R o C).

(ii) [l +yll < [lz]| + [ly[| per a tot 2,y € E.

Si £ és un espai normat, llavors d(z,y) = ||z — y|| defineix una distancia en E, amb el
que (E,d) és un espai metric.

Si considerem un espai metric F, podem parlar de successions. Una successié {z,} a F
és de Cauchy si per a tot £ > 0, existeix ng € N de manera que ||z, — x| < € per tot
n,m > ng.

Un espai metric es diu complet si tota successié de Cauchy a E convergeix a E. Aixi, si
un espai normat E és complet en la metrica d definida a partir de la norma per d(zx,y) =
lx — y||, diem que E és un espai de Banach.

En el context d’espais normats (F, || - ||g) i (F,| - ||r), una aplicacié lineal T : E — F
es considera un operador lineal i acotat si hi ha una constant C' < oo de manera que
|Tz||F < C||z|| £ per a tot # € E. Es important destacar que un operador lineal en espais
normats és continu si i només si és acotat.
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Si E, F s6n espais normats, denotem per L(E, F') el conjunt d’operadors lineals continus
(o acotats) entre Fi F. Si T € L(E, F), definim la norma d’operadors de T' com

|T|| = inf{C : |Tz||r < Clz||g Yz € E}

Es compleix,

Tx F
I = sup{I Tl ol < 1) =sup([Talle el = 1, o #0) =sup { L L

Es conegut que donats E, F' espais normats, si F' és de Banach, llavors L(E, F') és un
espai de Banach. Quan considerem F' = E, posem L(E) = L(FE, E) i parlem simplement
d’operadors acotats en E.

Proposicié 1.1.1. Sigui E un espai normat i S,T € L(E). Llavors SoT € L(E) amb
1S o T|| < ISl

Teorema 1.1.2. Sigui E un espai de Banach, i T € L(E) amb ||T|| < 1. Llavors I —T
és invertible en L(E). A més, en aquest cas es té

x
(I-mt=> 1
n=0
on I és la matriu identitat.

Finalment, si £ és un espai de Banach, l'espai E* = L(F,C) s’anomena l’espai dual de
FE. Els elements de E* s’anomenen formes lineals continues o bé funcionals lineals en E.

1.2 Operadors compactes

En I'estudi dels espais de Banach, considerem dos espais Fi F'iT : E — F una aplicacié
lineal. Diem que T és un operador compacte si donada la successié {z,}>>; C E amb
|(zn)]|E < C (acotada en E), es té que la succcessié {T'z,}7° ; té una parcial convergent
en F.

Es important notar que si T' és compacte llavors T' és acotat. A més, si S iT sén operadors
compactes, llavors S 4+ T és compacte.

Ara, quan parlem de I'imatge o rang d’un operador T' € L(FE, F), ens referim al conjunt
de tots els vectors que podem obtenir aplicant T" a cada vector de E. Aixi, la imatge es
defineix com Im(T) = {Tz : xz € E}.

Si aquesta imatge I'm(T) resulta ser un subespai de F' de dimensié finita, direm que
I'operador T' és un operador de rang finit.

Proposicié 1.2.1. Tot operador T € L(E, F') de rang finit és compacte.
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Continuant amb les propietats dels operadors, si tenim un espai de Banach F, i un
operador compacte S € L(F) i un operador qualsevol T' € L(E) llavors SoT i T oS sén
compactes.

Denotem per K (FE, F) al conjunt d’operadors T': E — F' compactes.

Teorema 1.2.2. Siguin {T,,}2°, una successid d’operadors compactes en L(E, F') tal que
n—o0

T, = T|| 2=2%0 on T € L(E, F). Llavors T és compacte. Es a dir, K(E,F) és tancat
en L(E,F).

Com a conseqiiéncia, si T' és un limit d’operadors de rang finit, llavors T' és compacte.

1.3 Teoria espectral

En el context dels operadors, un escalar A € C es considera un valor propi ( o autovalor)
d’un operador T' € L(E) si existeix un vector  # 0 en F tal que Tx = Az. Al vector x
se li anomena vector propi (o autovector) associat al autovalor \. Es clar que A € C és
un autovalor de 7' si i només si Ker(T'— \I) # {0}, és a dir, si i només si ' — A\I no és
injectiva. Llavors tenim

vap(T) = {\ € C: T — A no és injectiva}
on vap(T') representa els valors propis de 7.
Observem que si dim(E) < oo es té
a € vap(T) <= T — Al no és bijectiu

En el cas general, no té perque passar.

Donat un operador lineal T en un espai normat F, I’espectre de T" és el conjunt de valors
escalars A € C per als quals 'operador T'— Al no és bijectiu. Es representa amb el simbol
o(T). Es a dir,

o(T)={X € C:T — A no és bijectiu}

Clarament, tenim

vap(T) C o(T)

Els elements o € o(T") s’anomenen valors espectrals.

Notem que, com a conseqiiéncia del Teorema de ’aplicacié oberta d’Analisi Funcional,
tenim que « ¢ o(T') si i només si T'— AI és invertible en L(E).
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Teorema 1.3.1. Sigui E un espai de Banach. L’espectre de cada element T' € L(E) és
un conjunt compacte i no buit, i esta contingut en el disc {\ € C | |A| < ||T}.

Proposicié 1.3.2. Sigui E un espai de Banach,

(i) T € L(E) = o(T) # 0.
(ii) T € L(E) compacte i dim(E) = +o0 = 0 € o(T).

Un operador T en un espai de Hilbert H es diu que és autoadjunt si compleix la segiient
condicié:

(Tx,y) = (z,Ty) peratot z,y € H

on (-,-) representa el producte interior en I'espai de Hilbert. Aquesta propietat implica
que T és igual al seu propi operador adjunt T, és a dir, T' = T™. Aquest tipus d’operadors
tenen propietats especials, com ara tenir un espectre contingut en els nombres reals.

Teorema 1.3.3. Sigui H un espai de Hilbert. Si T € L(H) és compacte i autoadjunt,
llavors almenys un de —||T|| i |T|| és un autovalor de T

Per tal de provar la férmula del radi espectral, necessaria per a la demostracié del Teorema
de Lomonosov, ens cal parlar de funcions holomorfes amb valors en un espai de Banach.

Sigui 2 C Ci F un espai de Banach. Una funcié definida en 2 amb valorsen E, f : Q — E
es diu que és holomorfa si per a tot zg € €2, existeix el limit

lim
h—0

f(z0+h) = f(=0)
h

en l'espai de Banach E. Es conegut que aquesta definicié és equivalent al fet que la funcié
wo f:Q — C sigui holomorfa per a tot funcional lineal w € E* (veure [16], p. 112).

Lema 1.3.4. Sigui E un espai de Banach, i T € L(E). Llavors la funcié

1
O = (1 - 57!

és holomorfa en C\ o(T).

Demostracié. Definim F : C\ o(T) — L(FE) per

FO) =W\ -T)"!

Veiem que F' és holomorfa en C\ o(7T), és a dir, que F és diferenciable respecte a A en
cada punt d’aquest domini i que la seva derivada varia de forma continua respecte a A.

Primer, considerem els valors de A per als quals (A — T') és invertible. Si A ¢ o(7T),
aleshores (A — T') és invertible en L(E). Aixi, per a A € C\ o(T), 'expressié F(\) =
(M — T)~! esta ben definida i correspon a un operador lineal continu en L(E).
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Per veure que F' és holomorfa en C \ o(T'), prenem un h € C amb |h| prou petit, de
manera que Al + h es mantingui dins del conjunt obert C \ o(T"), tenim que

FA+h) — FO)=((M+h)-T)" = M-T)"=
(MA+h)—T) (M =T)— (M +h)=T)] (M -1)""

Aix0 ens déna que

FOA+h) — F(\)

- = —((M[+h)-T)'AT —T)7!

La continuitat de la inversa mostra que

FA+h) — F(\)

lim

lim = [ -7) P

verificant aixi que F' és holomorfa en C\ o(7T"). Com f(A) = AF()), llavors obtenim que
f és holomorfa en C\ o(T)
(]

Sigui E un espai de Banach i {a,} C E una successi6 d’elements de E. Una serie de
potencies d’elements de F és una expressié de la forma

o
Zanzn , 2€C
n=0

Igual com en series de poténcies de nombres complexos, una serie de poténcies en un espai
de Banach també té un radi de convergencia R de manera que la serie de potencies és
convergent per |z| < R, i divergent si |z| > R. El radi de convergencia ve donat per

1 . n
B= limsup v/||an|| g
n—oo

Donat un espai de Banach E i un operador T' € L(E). En aquest cas, definim el radi
espectral de T' com

r(T) = sup{|A| : A € o(T)}

Teorema 1.3.5. (Formula del radi espectral) Si E és un espai de Banach complex i
T € L(E), llavors

r(T) = lim ||T"(|=

n—oo
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Demostracio. La idea d’aquesta demostracié és demostrar les dues desigualtats

r(T) < liminf |77
n—oo

lim sup HT"H% <r(T)
n—o0

Comencem centrant-nos en la primera desigualtat. Considerem un nombre complex A i
un enter positiu n. Assumim que A" ¢ o(T"), per tant (A\"] — T™)~! existeix. Observem
que

NI =T =N = T)YN" T+ X727+ 4 NI 2+ T
i que els factors de la dreta commuten. L’operador
()\nI o Tn)—l()\n—ll + )\n—QT 4ot )\Tn—2 + Tn—l)

és l'invers de AI — T'. Per tant, A ¢ o(T). Aix0 mostra que A € o(T') implica A" € o(T™)
per a cada enter positiu n. El Teorema 1.3.1 implica ara que

(AT < [T
i, per tant, que
L
AL <177 ||
per a cada enter positiu n. Ara la definicié de radi espectral ens dona que
il
r(T) < |77
per a cada enter positiu n, i per tant, es té que
r(T) < liminf |77
n—oo

Aix0 prova la primera de les dues desigualtats. Ara ens movem a la segiient desigualtat.
Volem provar que

limsup ||T"||» < r(T)

n—o0
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Recordem que, pel Teorema 1.1.2, si | T|| < 1, es pot escriure

I-T)"= iT”
n=0

Per tant, si | T|| < |A|, tenim

1 oo
(I — XT)’l => T"A"
n=0

Ara, prenem z = % Aixi, podem expressar la inversa com

[e.e]

1
(I—21)" =) 1" si 0< 2| < =
2 Il

n=0

Sabem que una série de potencies de la forma > ° ja,z" amb a, € E, convergeix per

lz| < ﬁ en un espai de Banach. Per tant, podem dir que la série convergeix quan
1

T < R, on R és el radi de convergencia donat per

1 .
+ = limsup 3/anlr

n—o0

on a, = 1T". D’aquesta manera, obtenim

1 .
1T = & = limsup /[T g
n—oo

El nostre objectiu és substituir ||T'|| per 7(T). Recordem que r(T") < ||T||. Si poguéssim
demostrar que la serie Y 2 T"2™ és convergent per |z| < ﬁ, hauriem aconseguit el que
voliem.

Definim una funcié holomorfa amb valors en 'espai de Banach, f : C\ o(T) — L(E), com

1 .._
f =1 =Ty

Pel Lema 1.3.4 sabem que f és holomorfa en C\ o(7T"). Per tant també és holomorfa en
Al > r(T), ja que {|\| > r(T)} C C\ o(T).

Considerem ara la funcié
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Observem per les propietats de f que g és holomorfa en A\ {0} on A = {|z] < ﬁ} i

és continua en z = 0, amb el que g és holomorfa en tot el disc A (igual que en funcions
escalars també val per funcions holomorfes amb valors en espais de Banach). Llavors g es
pot expressar com una serie de poténcies en L(E), amb

0o
o) =3
n=0

on a, € L(FE), i la serie convergeix per |z| < ﬁ Sabem que, per |z| < IITlll’ tenim

o0
o2 = S
n=0
amb el que, per la unicitat dels coeficients tenim a, = T". Tenim doncs que la serie

Yoy T2™ és convergent per |z| < ﬁ, podem concloure que

limsup | T7|= < r(T)

n—o0

que és el que voliem demostrar.



Capitol 2

El problema del subespai invariant

En aquest capitol s’exposara detalladament el problema del subespai invariant. Presenta-
rem alguns teoremes importants que estableixen 'existeéncia d’un subespai invariant sota
certes condicions, com ara per a operadors amb valors propis o operadors compactes i
autoadjunts. A més, exposarem una versié del Teorema de Lomonosov i la demostrarem
rigorosament utilitzant la proposta feta per Hilden. Per al desenvolupament d’aquest
capitol, hem consultat principalment les referencies [24] i [23].

Sigui E un espai de Banach i T': E — E un operador lineal acotat. Llavors volem veure
si existeix un subespai tancat V en (E, | - ||) tal que {0} #V # EiT(V) C V. Es a dir,
si existeix un subespai tancat V en E no trivial i invariant per a T

A partir d’ara ja suposarem que l’espai de Banach E té dimensié més gran estricte que
1, ja que si no només té subespais trivials.

2.1 Casos particulars

A continuacid, analitzarem diversos casos, tenint en compte les condicions que poden
aplicar-se a l’espai vectorial. Distinguirem entre espai de dimensié finita o infinita, de
Banach o de Hilbert, aixi com entre espais separables o no separables.

Després, ens centrarem en les caracteristiques dels operadors. Avaluarem operadors aco-
tats i compactes, aixi com la seva relacié amb els valors propis. Finalment, mirarem que
succeeix per als operadors autoadjunts.

Recordem abans alguns teoremes 1tils per tal d’exposar alguns dels casos particulars.

Proposicié 2.1.1. Sigui E un espai de Banach, T € L(E) i A € C. Llavors N(\) =
Ker(T — M) i R(A\) = Im(T — \I) sén subespais invariants per T

Demostracié. Tenim y € R(A) si i només si hi ha x € E amb y = Tz — A\zx. Llavors
Ty=T(Tz)— NTx= (T — N )(Tz) € Im(T — X\I) = R(\).

Isiz € N(A), lavors Tz = Az, i (T — AI)(Tz) = T(A\x) — A2z = M\(Tz — \z) = 0, per tant
Tz € N(M).

13
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O

Proposicié 2.1.2. Si T € L(E) és un operador lineal sobre un espai de Banach E, i T
té algun valor propi, llavors T té algun subespai invariant no trivial.

Demostracié. Sigui T' € L(E) un operador lineal sobre un espai de Banach E. Suposem
que T té un valor propi A € C. Per definicid, aix0 significa que existeix un vector v # 0
tal que Tv = Av. Aquest vector v pertany al nucli de operador T — AI, és a dir,
v € Ker(T — AI). Aixi, el nucli Ker(T' — AI), denotat també com N (M), no és trivial,
ja que conté almenys el vector propi v # 0, i si T no és un multiple de la identitat,
ker(T'— A;I) esta contingut correctament en E i és diferent de E. Per la Proposici6 2.1.1,
sabem que N () = Ker(T'— AI) és un subespai invariant no trivial per 7', conseqiientment,
T té algin subespai invariant no trivial. Si 7' és un multiple de la identitat, llavors cada
subespai és invariant, i de nou el teorema esta provat.

O

Teorema 2.1.3. Sigui E un espai de Banach complex de dimensio finita. Llavors, cada
T € L(E) té un subespai invariant no trivial.

Demostracié. Suposem que dim(F) = n < oo. Escollim qualsevol vector no nul = € E.
Llavors, el conjunt {z, Tz, ..., T"x} és linealment dependent perque conté n+ 1 elements.
Per tant, existeixen escalars ag, a1,..., a,, no tots zero, tal que

O=apz+a1Tx+...+a,T"x

El polinomi complex oy + a1z + - - - + a, 2™ pot ser factoritzat com

alz=M) (2= )

per a alguns escalars a;, A1,..., Ay,. Llavors,

O=apz+a1Te+...+a, "z = (g + T+ ...+ a,T")x

=a(T—MI)--- (T —A\p])x

on I és la matriu identitat de dimensions n x n. Es dedueix que 7' — A;I té un nucli no
nul per a almenys un valor j, cosa que implica l'existencia d’un valor propi A;. Per la
Proposicié 2.1.2 es dedueix que T' € L(E) té un subespai invariant no trivial.

O
Recordem el que diu el Teorema Fonamental de I’Algebra, aquest estableix que qualsevol

polinomi de grau n amb coeficients complexos té exactament n arrels (tenint en compte
les multiplicitats) en el cos dels nombres complexos C.
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Per tant, en el cas de dimensio finita, el Teorema Fonamental de I’Algebra ens permet
assegurar que el polinomi caracteristic és un polinomi de grau n. Aixo significa que té n
arrels, i per tant o(T) = op(T) # 0. Es a dir, podem afirmar que cada T en X té un
autovalor, aixi que el problema esta resolt per a espais vectorials complexos de dimensié
finita, n’hi ha prou a considerar ’autoespai associat a un autovector.

Un resultat similar es pot establir per als operadors autoadjunts i compactes en un espai
de Hilbert, el qual presentem a continuacio.

Teorema 2.1.4. Tot operador T, autoadjunt ¢ compacte en un espai de Hilbert H de
dimensio infinita té un subespai invariant no trivial.

Demostracio. Pel Teorema 1.3.3, tal operador T' té un autovalor A i per la Proposicié
2.1.2 la demostracié és directa.

O

Sigui X qualsevol espai vectorial complex i T" un operador acotat en X. Un autovalor A
de T proporciona clarament un subespai invariant de T', concretament el nucli de T"— AI.
Aixi, si T té un autovalor, el problema esta resolt. No obstant aix0, no tots els operadors
T, ni tan sols els operadors acotats en un espai vectorial complex, garanteixen ’existéncia
d’un autovalor.

Exemple 2.1.5. (Operadors sense valors propis)
Donem un exemple d’un operador que no és compacte i no té valors propis. Considerem
I'espai de Banach E = ¢? donat per

P ={z=(n)nen CC: Y _|an|* < o0}

n=1
i el shift a la dreta, definit per T : ¢ — ¢? on
T(x) = T(x1,x9,23,...) = (0,21,22,...), pera cadaz = (x,)nen € £*
definit per Te, = epy1.

També es pot donar el cas de tenir un operador compacte, pero que tot i aixi no tingui
valors propis. Com és el cas de I'operador de Volterra V' : C[0,1] — (0, 1] definit per
Vf(z) = [y f(t)dt. Veiem que no en té, és facil veure que si V f(z) = af(x) amb
a#0& [ f(t)dt = af(x) = f(x) és diferenciable. Llavors af’(z) = f(x)1 f(0) =0=
flx) = cea® = c=0= f(z)=0.

Donat un z # 0 € E, definim el subespai ciclic generat per x, denotat per W(x,T),
com el subespai tancat més petit de E que conté lorbita de S(z,T), on S(z,T) =
{z,Tz,T?z,...}, és a dir, diem que y pertany a W (x,T) si hi ha escalars \; de ma-
nera que y = > o, AeTFm.

Per a un vector x # 0 € F, diem que = és un vector ciclic per T', o que = és T-ciclic, si
W(x,T) = E, és a dir, si el subespai generat per I'orbita de x per T és dens en E.

Proposicié 2.1.6. Si E és un espai de Banach. L’operador T momés té subespais inva-
riants trivials si, 1 només si, cada vector no nul de E és un vector ciclic per T.
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Demostracio. Si M és un subespai invariant no trivial per T, aleshores per a cada vector
no nul x € M tenim W(z,T) C M, i per tant x no és un vector ciclic per T. D’altra
banda, si x € E és un vector no nul no ciclic per T, aleshores W(z,T) # E. A més,
com que x #01ix € W(x,T), tenim W (z,T) # {0}. Aixi, es segueix que W (z,T) és un
subespai invariant no trivial per T

O

Recordem que anomenem espai separable aquell que inclou un subconjunt dens numerable.

Teorema 2.1.7. Si E és un espai de Banach no separable, aleshores tot operador T €
L(E) admet un subespai invariant no trivial.

Demostracid. Sigui T un operador lineal acotat en un espai de Banach no separable F, i
escollim z € E'\ {0}. Com que W (x,T) és separable (ja que ve generat per un conjunt
numerable) i E no ho és, tenim que W(x,T) # E. Per tant, x no és T-ciclic. El resultat
segueix per la Proposicié 2.1.6.

O

De vegades és util definir els subespais ciclics en termes de combinacions polinomiques de
T. Ates que {p(T)x : p polinomi} coincideix amb el subespai generat per {T"x : n > 0},
tenim que W (z,T') coincideix amb la clausura de I’esmentat subespai.

2.2 Teorema de Lomonosov

A continuacid, enunciarem una versié sencilla, del Teorema de Lomonosov i donarem la
demostracié de Hilden d’aquest.

Teorema 2.2.1. Suposem que E és un espai de Banach (complex) de dimensid infinita
i que T € L(E) compleixr TK = KT per a algun operador compacte no nul K € L(E).
Llavors, T té un subespai invariant no trivial.

Demostracio. Suposem que 1" no té subespais invariants no trivials. Si 'operador K té
un autovalor A, llavors el nucli de 'operador A\I — K és un subespai invariant per a T
Com que K és compacte i E és de dimensi6 infinita, aquest nucli és un subespai no trivial
de E. Per tant, podem suposar que K no té cap autovalor. Per I'alternativa de Fredholm
es conegut que per un operador compacte 'unic valor espectral que no té perque ser valor
propi és el 0, per tant o(K) = {0}. Per la férmula del radi espectral

lim [JaK™|[* =0 (2.2.1)
n—oo
per a cada nombre complex «. Podem suposar que ||K| =1 (si no és aixi, utilitzeu ﬁ

en lloc de K). Escolliu un zg € E tal que ||Kxo|| > 1. Observeu que ||zo|| ha de ser més
gran que 1. Considereu la bola tancada
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B={zecE||z -l <1}

i observem que 0 ¢ B. Per a qualsevol x # 0 en E, la clausura del conjunt

C = {p(T)z | p és un polinomi complex}

és un subespai invariant tancat i no nul per a T'. Veiem amb més detall que és invariant.
Sigui la clausura de C' en E, denotada per C, esta formada per tots els vectors que poden
ser aproximats per elements de C en la norma de E. Per tant, per a qualsevol v € C,
existeix una successi6 {v,} C C tal que v, — v, i aplicant T" a cada v,, obtenim T'v,, € C.
Donat que T és continu, T, — Tv, el que implica que Tv € C, per tant, C és invariant
sota T

Com estem suposant que 1" no té subespais invariants no trivials i és no nul, per la hipotesi,
cada subespai invariant tancat i no nul per a T és tot E, tenim C = E. Per aun x # 0
fix en F i qualsevol conjunt obert U en E. Com que C = E, es té que U N C # ). Aixi,
ha d’existir un polinomi p tal que p(T")x € U. Definim

Up=A{z € E[|p(T)x -zl <1}

Cada U) és obert en E, i cada element no nul de E esta en almenys un dels U,. Observem
que K(B), la imatge de B per l'operador K té una clausura compacte. Per tant, com
que la unié dels U, formen un recobriment obert finit de K (B), existeixen polinomis

P1,..., pNy tal que

N
K(B) € | Uy,
k=1

En particular, si x € K(B), llavors hi ha un polinomi p per 1 < k < N tal que pi(T)x €
B. Fins a aquest punt de la demostracié, Hilden segueix a Lomonosov. En aquest moment,
els seus metodes divergeixen. Lomonosov fa tis del Teorema de punt fix de Schauder. Ara
donem la resta de la demostracié de Hilden.

Ates que Kzp € K(B) tenim que pg, (T)Kzo € B per a algun k;. Aix0 implica que
Kpi, (T)Kxo € K(B) i, per tant, podem triar un ks tal que py,(T)Kpg, (T)Kzo € B.
Continuant aquest procés; després de m passos, obtenim

Pk, (T)K e Dy (T)kal (T)K.T() €eB

per alguns ki, ko, ..., k. Definim

o = max{|[pe(T)| | k= 1,..., N}
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Degut a (2.2.1), tenim que donat un € > 0, hi ha un m tal que || (oK )™ x| < €. Aleshores,
com que TK = KT, tenim

1Pk (T ... iy (T) Ky (T) Kol = [Pk, (T) - -+ Py (T)piey (T) K™ 0|

=l pr,, (T) .. @™ 'piy (T)a™ piy (T) (@) o

Per la construcci6 de a, || 'pg, (T)| < 1 per a tots els k. Per tant,

1P, (TVE .+ iy (T) K ppy (T) Ko | < [[ ()™ o] < &

Aix0 mostra que donat un € > 0, hi ha un element en la bola tancada B de norma menor
que e. Aixo contradiu que 0 ¢ B.

O

Comentar que V. Lomonosov va obtenir un resultat més general: Tot operador que com-
muta amb un altre no escalar que, al seu torn, commuta amb un operador compacte no
nul admet un subespai tancat i invariant no trivial.

No obstant aixo, set anys després del seu resultat, ’any 1980, Hadwin, Nordgren, Radjavi
i Rosenthal [13] van donar un exemple d’un operador que no commuta amb cap opera-
dor compacte no nul, més concretament, van demostrar que existeixen operadors lineals
i acotats sobre espais de Hilbert que no compleixen les hipotesis del Teorema de Lomo-
nosov. Per tant, és important destacar que el teorema de Lomonosov no s’aplica a tots
els operadors lineals en espais de Banach de dimensié infinita. De fet, tot i que garan-
teix ’existencia d’un subespai invariant no trivial per als operadors que commuten amb
un operador compacte no nul, no és valid per als operadors que no compleixen aquesta
condicié.



Capitol 3

El Contraexemple de Read en /!

En aquest capitol es tractara de manera exhaustiva el contraexemple de Read per al
problema del subespai invariant. Exposarem els conceptes clau i desenvoluparem la cons-
truccié de Read, que mostra ’existencia d’'un operador en un espai de Banach que no
admet cap subespai invariant no trivial. Analitzarem les técniques utilitzades per Re-
ad per construir aquest operador, especialment la metodologia per evitar I'existéncia de
subespais invariants. Per a ’elaboracié d’aquest capitol, s’han consultat diversos treballs,
com per exemple [18], [8], [6] i [25].

Recordem, com es va esmentar a la introduccid, que Per H. Enflo va abordar la qliestié
amb els seus treballs publicats el 1987, tot i que hi treballava des de 1981. Enflo va
oferir una resposta negativa en certs casos [10] per a espais de Banach. Una de les seves
observacions clau va ser que un operador lineal 7" amb un vector ciclic z actua com un
shift en el conjunt {z, T, T%x,...}.

Mentrestant, Charles John Read [20] va publicar, el 1984, un article de longitud i com-
plexitat similars als d’Enflo. Tanmateix, malgrat que diverses facetes de la construccid
de Read es basaven realment en les idees d’Enflo, aquest no va citar la seva obra.

A partir d’aqui, la majoria dels avengos en aquest ambit han estat desenvolupats per Read.
El primer gran assoliment va arribar el 1985, quan va proporcionar un contraexemple en
l'espai classic de Banach ¢! [21]. Posteriorment, en [19], Read va construir un altre
operador lineal en ¢!, que actualment es considera el contraexemple més senzill conegut.

Préviament, enunciarem alguna definicié i proposicié necessaria per al desenvolupament
de la demostracié.

Introduim la segiient definicid, que ens permet caracteritzar els espais normats en termes
de la seva completitud. Si F' és un espai normat, llavors un completat de F' és un espai
de Banach E de manera que hi ha una isometria ¢ : F' — E amb ¢(F') dens en FE.
Normalment simplement pensem que tenim un espai de Banach F de manera que F' es
troba dins de E'i F' és dens en E.

S’anomena el completat de F' ja que dos completats diferents sén isometrics. A més,
sempre existeix. Per construir F a partir de F' es fa un procediment analeg al de la
construccié dels reals a partir dels racionals.

19
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D’acord amb la Proposicié 2.1.6 del capitol anterior, tenim que un operador 7" només té
subespais invariants trivials si, i només si, cada vector no nul de E és un vector ciclic per

T.

Proposicié 3.0.1. Sigui T un operador sobre E amb un vector ciclic xo. L’operador T
només té subespais invariants trivials si, 1 només si, per a cada vector unitari x i € > 0,
existeix un polinomsi q tal que

la(T)z — zolle <e

Demostracid. Suposem que T només té subespais invariants trivials. Aixo implica que,
per la Proposicié 2.1.6, tot vector no nul x € F és un vector ciclic per T, és a dir, el
conjunt {p(T)x : p polinomi} és dens en E. En particular, aix0d val per qualsevol vector
unitari x. Aixi, donat z i un € > 0, la densitat del conjunt permet assegurar que existeix
un polinomi ¢ tal que ¢(T")z s’aproxima a zy amb precisié arbitraria. Per tant, podem
triar un polinomi g per al qual ||¢(T)z — zo||g < .

En sentit contrari, suposem que per qualsevol vector unitari x i € > 0, existeix un polinomi
q tal que ||[¢(T)x — zo||lp < e. Aixo implica que z( pertany a l’adheréncia del conjunt
{p(T)z : p polinomi}, que és equivalent a afirmar que x és un vector ciclic. Si aquesta
propietat es compleix per tot z # 0, llavors tots els vectors no nuls de E sén ciclics. Per
la Proposicié 2.1.6, aixo equival a dir que 7" només té subespais invariants trivials.

O

A continuacié, esbossarem la idea de la demostracié d’aquest exemple senzill en ¢* [19].

3.1 Estrategia general per 'obtencié del contraexemple so-
bre (*

A partir de la Proposicié esmentada, s’ha de construir un espai de Banach E, un operador
T acotat en F, i trobar un vector ciclic xg € E de manera que, per a tot x € F amb
x # 0, i per a tot € > 0, existeixi un polinomi q de manera que

l¢(T)z — zollp < e (3.1)

L’espai de Banach E sera el completat de ’espai de polinomis C[z] respecte a una certa
norma, i resulta que es podra identificar amb ¢*.

Com que en el completat, tot x es podra aproximar per polinomis, el primer pas sera
provar (3.1) quan x és un polinomi p no nul, amb el que, per a tot € > 0, volem veure
que hi ha un polinomi ¢ amb

la(T)p — zolle < e



3.1. ESTRATEGIA GENERAL 21

L’operador T sera 'operador de multiplicar per z, i s’haura de provar que és un operador
lineal acotat en FE.

Al ser T V'operador de multiplicar per z, llavors ¢(T")p no és res més que el producte dels
dos polinomis gp. A més, és clar que el polinomi 1 (constant igual a 1 ) és ciclic per T,
amb el que podem agafar xy = 1.

Per tant, donat un polinomi no nul p , per a tot € > 0, el primer pas és provar que hi ha
un polinomi q de manera que

lap = 1le <e

Un cop provat aixo, recordar que 1’objectiu és provar que, per a tot element x € E amb
x # 0, 1 no només per als polinomis, i tot £ > 0, provar que hi ha un polinomi ¢ de manera
que

lgz =1z <e

Es a dir, ens cal trobar polinomis g, de manera que

lgnz = 1|z — 0

Donat z € E \ {0}, podem trobar polinomis no nuls p,, que tendeixen a x en FE, és a dir,
amb ||p, — z||g — 0.

Per aquests polinomis p,, pel pas 1, podem trobar polinomis g, amb |g.p, — 1|z — 0.

Ara recordem que els polinomis ¢, els podem pensar com operadors en E, de manera que
lanyllE < llanllopllylle per a tot y € E, on ||gn||op és la norma de gy, en I'espai L(E) dels
operadors en E. Llavors

lgnz = 1l|& < llgnz = gnpnlle + llgnpn = Ule < lgnlloplle — palle + llgnpn — &

i aix0 tendeix a 0 quan n — oo en el cas que tinguem sup,, ||¢n|lop < o0, 1 llavors ja
estariem.

Per tant, com a segon pas (entre altres), ens cal veure que, donat = € E \ {0}, podem
trobar polinomis p,, amb ||p, — z||g — 0, de manera que els polinomis ¢,, associats a p,
pel pas 1, es poden escollir de manera que sup,, [|gn|lop < 00. Alternativament, en cas
que no quedi clar que es poden aconseguir els polinomis g, amb la norma dels operadors
uniformement acotada, ens caldria veure directament que podem aconseguir els polinomis
qn amb ||gnx — ¢upy||E tendint a zero.

Basicament, amb possibles modificacions, seguirem aquesta estrategia.
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3.2 Construccié de la successio (fi)r=0
Indiquem de manera detallada com construir la successié (fx)ren de 'espai de polinomis
C[z] esmentada anteriorment.

Considerem successions de nombres naturals {ay }n>0 i {by }n>0 amb creixement suficient-
ment rapid amb ag = by =1 i

l<ar<bi<aa<by<---<a,<b,<---

Tot seguit, sigui {v,}n>_1 la successié6 de nombres naturals definida per v_; = vy = 0,
vy =ar + by, i
vp = (n —1)(an + by) sio n>1

Passem a definir la base { fx}r>0. Definim fy = 1, i per a tot & > 1, procedim com segueix
de la segiient manera

-Sil<k<ay, definim

fe(z) = 20 —R) (3.2.1)

- Si k = a1, posem
fe(z) =28 -1 (3.2.2)
Ara, fixem un index n > 2, i anem variant un altre index auxiliar r € {1,...,n — 1}. Per

a cada parell (n,r), definim

-Sikedy, = ((r — Da, + vn_r,ran),

(rf%)anfk

fe(z) =2 Pa-1 P (3.2.3)
-Sikel,, = [ran,mn + Un—r—1]7
fr(2) = an_p(2F — 2F7n) (3.2.4)
Observem que
n—1
X, = U (In,r U Jn,r) = ('Un—la (n - 1>an]
r=1

Tot seguit passem a definir fi per k € ((n — 1Day, vn}.
-Sik € Lp,y = ((n—1)an+ (r — )by, r(an + by)),

(r—3)on—k

fu(z) =27 nan— 2F (3.2.5)

-Sike Ky, := [r(an +by,),(n—1a, + rbn],

fe(z) = 25 — b2 0n (3.2.6)
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Ara tenim

n—1
Yn == U (Kn,r U Ln,r) = ((TL - 1)anavn]
r=1

amb el que X, UY,, = (vp—1,v,). Com que v, — oo, tenim que les relacions (3.2.3),
(3.2.4), (3.2.5) 1 (3.2.6) defineixen fi per a tot k > v1. Com que abans hem definit f; per
a 0 < k < ay, només ens queda definir f; per a a1 < k < v1, que definim tot seguit. Si
k = vy, definim f amb la identitat (3.2.6) ambn =11k = v, = a; + vy, és a dir,

fr(z) = 2k blzk_bl, k=vi=a;+b

i també, per a1 < k < vy, definim f; mitjangant la identitat (3.2.5) ambn=r =1, és a
dir,

b1
Sk

fu(z) =27 2k, ap <k <wv

Les condicions de creixement de les successions {ap}n>0 1 {bn}n>0 asseguren que les
funcions fi estan ben definides.

Observem que podem suposar que

Vp—1 < Qp, (3.2.7)

i
(n—2)a, < by, (3.2.8)
pern>2ire{l,...,n— 1}, per assegurar que els intervals descrits a Jy, ; i Ly, s6n no

buits.

Aixi doncs, ja tenim definida la base {fi}r>0. Clarament, si P, denota 'espai dels
polinomis de grau menor o igual que n, tenim que lespai generat per {fo, fi,..., fn}
coincideix amb P,,.

3.3 Desenvolupament general del contraexemple
A continuacid, tracem una estrategia per construir un operador sense subespais invariants
no trivials.

Sigui E' un espai de Banach. Una base de Schauder de E és una successio {ep} C E de
manera que, per a tot € E hi ha una tnica successié d’escalars {\;} amb

Tr = Z)\kek
k

Per exemple, en l'espai de successions ¢!, la “base canonica”{e }r>0 és una base de
Schauder, on e; denota la successié amb tots els elements iguals a zero, excepte el terme
k-essim, que val 1.

Una norma en ’espai de polinomis ve donada per

n
Ipl = laxl
k=0
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si tenim un polinomi p(z) = > p_, axz*.

També farem servir una altra norma en ’espai de polinomis. Un cop construida la succes-
si6 de polinomis { f }x>0 amb les propietats esmentades anteriorment, aquesta successi6
forma una base de 'espai de polinomis. De manera que, si p és un polinomi de grau n,
existeixen uns unics escalars By, 1, ..., 8, amb

P=>_ Bt
k=0

en aquest cas, farem servir la norma

Ipll = 184l
k=0

Llavors, si £ denota el completat dels polinomis amb aquesta norma, tenim que { fx }x>0
és una base de Schauder de F, i la norma d’un element = = ), ., B fi ve donada per

lzlle = 16l

k>0

i és clar que I’espai E s’identifica amb 'espai de successions ¢! (és a dir, F és linealment
isometric amb ¢1). A més, si p és un polinomi p = >_1_, Brfx, seguim tenint ||p||p =

> k=0 | Bkl-
Podem pensar que els monomis z" es corresponen a fi. En E podem definir I’'operador
de multiplicacié per z, definit per Tf(z) = zf(z). Observem que envia els monomis z* a
2F*+1 amb el que I'analeg en la base {f;} seria 'operador definit per T'fy = fry1, que es
pot estendre per linealitat a tot E. Hi ha treballs que, per explicar el contraexemple de
Read o modificacions, fan servir aquest darrer operador i d’altres que fan servir I’operador

de multiplicaci6 per z.

k

Nosaltres farem servir 'operador de multiplicacié per z, és a dir, T : E — E definit per
Tf(z) = zf(z), i passarem a veure que defineix un operador acotat en E sense subespais
invariants no trivials.

Sigui F el completat de C[z] respecte a la norma || - ||. L’espai E és de Banach i linealment
isometric amb ¢!, El nostre objectiu ara és demostrar que I'operador 7' és continu respecte
de la norma || - || i, per tant, es pot estendre a tot E.

Per veure que defineix un operador acotat en E, n’hi ha prou en provar que 1" és uniforme-
ment acotat en la base {fx}, és a dir, que supy, || T fx||z < co. Recordem que la successié
de polinomis { f;} es construeix a partir de dues successions de nombres naturals {a, },>0
i {bn}n>0 amb un creixement suficientment rapid. Els detalls d’aquesta construccié es
poden consultar a I'apartat anterior.

L’afirmacié queda recolzada per la segiient proposicié, la demostracié del qual es desen-
volupara en 'apartat segiient.

Proposicié 3.3.1. Siguin {an}n>0 @ {bn}n>0 successions amb creizement prou rapid.
Llavors
T frlle < 2, per a tot k >0 (3.3.1)
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A més, es tenen les segiients desigualtats:

1
1T fran-1lle < —, (3.3.2)
n
1
HTf'ran-i-vn,r,luE S a ) (3.3.3)
n—r
1
1T fr(an+bn)-1llE < 7 (3.3.4)
n

L’acotacié de 'operador de multiplicar per z en E, és conseqiiéncia directe de (3.3.1). Les
altres desigualtats s’utilitzaran més endavant per tal de veure que, per a tot f € E no
nul, hi ha una successié de polinomis ¢, de manera que

lgnf = 1|z — 0

En la proposicié anterior, r és un enter positiu, i v, la successié de nombres, que apareixen
en la definicié de la successié de polinomis { fi}.

Recordem aqui que E denota el completat dels polinomis amb la norma associada a la
base {fr}. La norma d’un element x =, B fr € £ ve donada per

EEESINEN

k>0
i I'espai F s’identifica amb I’espai de successions £!.

Ara, per m € N amb m > 2, sigui Qu, : E — P(;;,-1)a,, 'operador lineal definit en la base
{fk}r>0 per

Ik si 1<k<(m-—1an
Qmfr = —amzk_("_m)“" si k€ lyn_m peralgunn>m,
0 en els altres casos.

Es segueix que @, és un operador acotat, és a dir, hi ha C,,, > 0 de manera que ||@Q, f| g <
Cnll fllE- A més, si p és un polinomi, tenim que |@Q,p| < Dy, ||p||z per una certa constant
Dy, (no fem els detalls de tot aixd). Recordem que, si g és un polinomi g(z) = >_1_, Ax2¥,
aleshores [q| = >3 _, [ Axl-

Per aconseguir el nostre objectiu, tot seguit enunciarem una serie de lemes, que després
ens seran utils per donar el resultat final. En aquest apartat es deixaran de banda les
demostracions dels lemes, que sén de caracter tecnic, per tal de facilitar la continuitat de
la lectura. Part de les demostracions es poden trobar en el segiient apartat.

Lema 3.3.2. Siguim > 2 i by, + apm < 8 < by, + (m — 1)ay,. Per a tot g € E, tenim
1T°g — T°Qmylle < 4llglle
Denotem per P, la projeccio lineal de ’espai de polinomis a ’espai P, dels polinomis

de grau menor o igual que n. Donat un polinomi ¢, 'element P,q no és res més que el
truncat de ¢ fins a grau n.
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Lema 3.3.3. Siguig € E amb g#0, i sigui k € N amb k > 2. Hiham €N ambm > k
de manera que

1
‘P(m—k)am (ng)‘ > —

G,

Demostracié. No ho provem aqui. Consultar [25, Lemma 5] per exemple.
O

Lema 3.3.4. Donatsn >0, £,6, M > 0, ezisteiz un K > 0 tal que per a tot q(z) € Py i
per a tot 0 <m <n amb |q(z)| < M i |Ppn(q(2))| > 98, si m <n’ <n, existeix h(z) € Py
tal que

‘Pn’(hq) - Zm‘ <e

i|h| < K.

Un cop aportats tots els conceptes, definicions i lemes necessaris per a la demostracié,
procedim a provar que 1" : £ — E no té subespais invariants no trivials.

Teorema 3.3.5. L’operador lineal T definit en lespai E per Tf(z) = zf(z) per f € E,
no té subespais invariants tancats no trivials.

Demostracié. Sigui g € E amb ||g||g = 1 ie > 0. N’hi ha prou en provar que hi ha un
polinomi ¢ de manera que
le(T)g —1lle <e

Pel Lema 3.3.3 existeixen m > 2 i1 <7 < (m —2) tals que | Pra,, (Qm(9))| > ﬁ D’altra
banda, per a 1 < j < (m — 1)am, |f;| i |27| £ es poden acotar per una constant Cp, més
gran que a.,, la qual només depeén de ai,b1,...,am—1,bm—1,am. En particular, C,, no
depen de b,,.

Aleshores, per a tot k € N, |Qmn(fx)] < Ch. Denotem per Q,(g9) = gm, llavors ¢, €
Plm—1)a,, 1 sis'escriu g =3 %0 pifi

|G| = ‘Qm (ZMifi) <Y il lQu(fi)] < (Z Ni’) Cn,
i=0 i=0 i=0

Per continuitat, linealitat i la desigualtat triangular, aleshores

|gm| < Cmllglle = Cm (3.3.5)

Per a la demostracid, es pot escollir {b,,} prou gran de manera que compleixi certes
condicions de creixement.

En primer lloc, observeu que pel Lema 3.3.4 existeixen K, > 0, que depen de a,,, Cpp, 1
existeix h € P(,_9)q,, amb |h| < Ky, tal que, com que |Prq,, (gm)| > L lavors

Am — am

1
amCm,

‘P(m—Q)am(hqm) - zram‘ <
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Ates que multiplicar un polinomi per una poténcia de z no altera el valor de la seva norma
|-|, 1 utilitzant també que, donats r, s naturals i un polinomi p, es té z°P,,(p) = Pn1s(2°p),
tenim

| Pan—2)am (hm) = 27" = |2"™ (Pim—syam (hm) — 2™ )| = | Pun—1)ay, (2™ higm) — 2|

En particular,

1
Pln—1)ap, (2" hgm) — Zrthem | < anC (3.3.6)

Sigui p = iz“m“’mh, llavors es compleix que
deg(p) = deg(h) + (am + bm) < (m — 2)am, + (am + b)) = (M — D)ay, + by,

Si s’escriu
(m—1)am~+bm
SO(T) = Z aszs7
5=am+bm
i escrivint 2°¢q,, = T°Qm(g) per a cada a,, + by, < s < (m — 1)ay, + by, es dedueix pel
Lema 3.3.2 que

(m_l)am"!‘bm
le(T)g — @(T)gmll z = S e (TP Toqm)
s=am~+bm E
(m—=1)am+bm
< Y 1Ty - Tanlls = 4lIT g — Tanlls < 4l
s=am-+bm
on [p| = ‘izam%mh‘ = i|h| < iKm Aleshores, com a primera condicid, es pren b,
prou gran tal que
1
le(T)g = o (Damllp < — (3.3.7)
m

D’altra banda,
deg(@Qm) = deg(gp) + deg(gm) < 2(m — 1)am + by
Aleshores, com a segona condicid, es pren by, suficientment gran perque deg(pgn) <

2(am +bm). Llavors, ©gm — Pun—1)an,+b, (Pgm) és una combinacié lineal d’elements de la
base corresponents unicament al cas (3.2.5). Per tant,

2(m—1)am+bm

©Gm — P(m=1)am+bm) ($m) = Z Bs2*
s=(m—1)am+bm

Finalment,
2(m—1)am+bm

||()OQm - P((mfl)am+bm)(90Qm)”E < Z ||/BSZSHE
s=(m—1)am+bm

2(m—1)am+bm 1
< I
- Z "BS‘ <2[gbm—s}/mam>

s=(m—1)am+bm
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2(m—1)am+bm

1
< Z ‘BS‘ <2[gbm_(2(m—1)am+bm)]/mam)

s=(m—1)am+bm

1
<
< |pgm| <2[_2(m—1)am+ébm)1/mam>

1
<
< [llgm| (2[2(m1)am+§bm)}/mam )

1 1
= — h
b |l gm| (2[_2(m_1)am+§bm)1/mam >

1 1
< 7Km m
- bm C <2[_2(m—1)am+;bm)]/m‘lm >

Aleshores, com que K,, i C,;, no depenen de b,,, es pot prendre com a tercera restriccié
b, suficientment gran perque

1
H()OQM - P(mfl)am+bm (QDQm)HE < — (338)

am

A més, pel cas (3.2.6), per am + by, <k < (m —1)ay, + by,

1% = b2 |5 = (I fillE = 1

i, per tant,
Lok kb L
52 = bl = o
Fent un canvi de variables, si a,, < s < (m — 1)an,
1 bm+s s 1
—z’mTS — = — 3.3.9
52 = e = 5 (33.9)
Aleshores, si s’escriu
(m—1)am
Pln-tyam (2" ham) = > Ae2® (3.3.10)
§=0am

i utilitzant (3.3.9) i (3.3.10), es té que

HP(mfl)am+bm (Spqm) - P(mfl)am (Zamhqm)HE

= ||b7P(m—1)am+bm (Zam+bm th) - P(m—l)am (Zam th)HE

1 a a
= ||b7’zbmp(m—1)am (Z mhqm) - P(m—l)am (Z mhqm)HE

m

(m—1)am (m—1)am 1

1 S S
< Y Ml = > Dl

S=am S=am
1 1
< 2% hg, | — = |hagp, | —
<z qm\bm \ qmlbm

1 K,C,
< |hllgm|— <
< Ihllanl ;- < =5
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Finalment, es pren com a quarta condicié que b,, sigui prou gran perque

a 1
HP(m—l)am—i-bm (Spqm) - P(m—l)am (Z thm)HE < ai (3311)

m

Ara, com que r < m — 2, tenim que P(m—l)am(za’"hqrn) — SrtDam ¢ Pin-1)an: 1, per

tant, podem expressar-ho com una combinacié lineal de 1,z, ...,z am &5 a dir,
Zg.:al)am vj27. Aixi, usant ||27|| g < Cp, ens queda
(m—1)am
1Pn—tyam (2" haim) = 20 5 = || Y 252 le
j=0
(m—1)am
< Y hillFle < Pon-jan, (2" hgm) = 200 - G
j=0

Per tant, es té que
1Pt —1yam (2" haim) = 20 || 5 < | Pan 1)y, (27 him) = 27D Cy

Aleshores, per (3.3.6),

1
| Pim—1)am (2" hGm) — z(”l)“m”E < - (3.3.12)

m
Finalment, com que m > 2 ir < m — 2, aleshores r + 1 < m — 1, i per (3.4.1) es té que

2

|2rtDam 1|5 < (3.3.13)

Am—r—1

Llavors, per (3.3.7), (3.3.8), (3.3.11), (3.3.12) i (3.3.13),
le(T)g — e < lle(T)g — pamlle + [[dm — Pun—1)am+bm (P2m) | 2+

HP(m—l)am—',-bm (SOQm) - P(m—l)am (Zamhqm)”E+
Hp(mfl)am (2% hapm) — Z(r+1)am”E + Hz(r+1)am s

1 1 1 1 2

De manera que, donat € > 0, si escullo {a,, }, {b,} que creixin prou rapid,

3

m—r—1

le(T)g — 1 < - <e
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3.4 Prova de les proposicions i lemes

En aquesta seccié provarem alguns casos dels lemes i proposicions esmentades, que es
separen depenent de la definicié de fj, és a dir, depenent del valor de k. Els casos que no
es tracten aqui sén igualment molt tecnics i seguirien un raonament similar, pero incloure
tots els detalls tecnics faria que el treball esdevingués excessivament llarg i complex.

Per tal de provar que 'operador T' de multiplicacié per z és acotat en F, primer ens cal
el segiient.

Lema 3.4.1. Siguin e Nir e {1,...,n— 1}. Llavors

(i) ||2F — 2F=ran|| g < 24,1, per k € I,

(i) 2% — br 2K || p < 2607 per k € K.
Demostracié. Procedim a provar (i), per n > 2, suposem que 1 <r <n—1ik € I, :=
[ran, ran + vn_r_l]. Llavors, per cada 0 < i < r — 1, els valors k — ia,, verifiquen
(r—i)an <k —idan < (1 —i)an + vy (r—i)—1
Aix0 s’obté restan ia, a la desigualtat ra, < k < ra,+vn—r—1 1 utilitzant que {v, }n>0 és

creixent. I per com es defineix {fx} en el cas (3.2.4) aplicat amb k' = k —ia, i ' = r —1,
tenim

zk—(r—l)an - Zk:—ran _

Per tant, sumant les r igualtats obtenim
Zk - Zkfran — Zk - Zkfan + Zkfan - Z(kaan) 4t Zkf(rfl)an - Zkfran —

1 1 1
fe(z) + fr—a, () + -+
Qp—rp an—r+1 n-1

fk’—(r—l)an (Z)
D’aquesta manera, amb la norma descrita préviament, es compleix

1 1 1

sz _ Zk—ranHE <
Qp—rp An—r+1 n—1

Justifiquem aquesta tltima desigualtat. Suposant que {a,} creix suficientment rapid,

podem suposar que an+1 > 2a, amb el que utilitzant 71 = < 2, obtenim
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1 1 1
+ + -+
Qp—r Ap—r+1 an—1
< 1+ ! + ! + + L < 2
= Qpy 2 22 2r=1 ) ~ ap_,

De manera analoga procedim a demostrar (ii), per com es defineix { fi} en el cas (3.2.6),
ésadir,n>2il<r<n-—1lambkecK,, = [r(an +byn), (n— Da, + rbn]. Llavors,
per cada 0 < i <r — 1, els valors k — ib,, verifiquen

(r—i)(an+bp) <k—ib, <(n—1)a,+ (r—1)b,

Aixo s’obté restan ib,, a la desigualtat r(a, + b,) < k < (n — 1)a, + rby, i utilitzant que
{an}n C N. I per com es defineix {fx} en el cas (3.2.6) aplicat amb k' = k—ib, i7" = r—i,
tenim

fiu(z) = 28 — by 2R bn,

b fr—b, (2) = b2 70 — b2 2F 200,

b e (retypy (2) = b 2R Rt

Sumant les r igualtats i prenent la norma, es compleix
125 = 02 g <127 = b e 4 [0a 2T = BT L+

[y, R — b R g < | il A+ bl faa e+ 0 fee 1y

=1+4by+--+ b <20t (3.4.2)

Ara, provar la desigualtat de (3.4.2) equival a demostrar que

1
1+ —+- -+

<2
bn byt T
pero el terme de I'esquerra es pot acotar per la serie geometrica infinita ), - Qik =2 ja
que
by > by > a9 > a1+ by >2
O

Prova de la Proposicié 3.3.1. La prova es separa en casos, segons si fi ha sigut cons-
truit mitjancant (3.2.3), (3.2.4), (3.2.5) i (3.2.6). Farem la prova de l'acotaci6 (3.3.1) per
ke Jur kel ik € Ly,, aixo donara algunes de les altres acotacions. El cas k € K, ,
torna a ser bastant técnic i es pot consultar a [8] per exemple.

Comencem pel cas k € J, , := ((r — Day, + vp—p, ran). En aquest cas, tenim

(rf%)anfk

fk?(z) = 2 bp—1 Zk
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Llavors,
(rf%)anfk

Tfiz)=2 P

o Sik <ra,—1,llavors k +1 € J,,, amb el que

(r—%)an—(k+1)
fk+1(2') —9 by_1 ’Zk—&-l

i, per tant, )
T fr(2) = 2°0-1 fr1(2)
Aleshores,
ITfillz = 257 <2

e Sik=ra,—1, llavors
1*(%)‘171

Tfi(z)=2 Pt 27

A més, utilitzant (3.4.1) amb k' = ra,, es té que k' € [ray,ra, + va—rt1] que és
I'interval on la férmula (i) del Lema 3.4.1 és valida. Tenim que

127 |5 < |27 — 1|+ 1 < +1 (3.4.3)

n—r

D’aquesta manera,

1—(%)an ) 1
ITFells = [T frasills <2 Pt (1 + ) <L
a’n_T an

Ja que si a, és prou gran, es pot deduir que, per a tot y,z > 0, segons l'analisi
asimptotica, es compleix

lim T
Tr—r00 =
xT

Aixi, per al cas en que fi(z) es defineix per (3.2.3), tenim sempre que | T fx||g < 2.
A més, hem obtingut 'estimacié (3.3.2).

Procedim al segiient cas, considerant ara que k € I, , := [Tan,ran + vn,r,l]. Llavors f
ve definit per fz(2) = an_r(zF — 2F70n). Es té

Tfk(z) — an_r(2k+1 . ZkJrlfan)

o Sik <ray,+ vp—r—1, llavors k41 € I, ., amb el que

fk‘"rl(z) — an,r(zk"'l — Z(k+1)_an)

i, per tant,
Tfi(2) = fr+1(2)
D’aquesta manera,
ITfellz =1
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e Sik=ra,+ vy—r_1, llavors fr11(2) estara en l'interval de definicié que segueix a
(3.2.4). Es poden donar dos casos:

— Sir<n-—1,llavors k+1 € J,,,» amb 7’ =r 41, amb el que f41 ve definit
per
(%)"‘n_”nf'rfl_l
fk+1(2’) —9 bn,lizk-‘rl
Aixi,
1+vn7r71*<%)an
HZkJrlHE —9 b1

— Sir=n-—1,llavors k+1 € L, ; amb el que fi4; ve definit per

($)bn—(n—1)an—1

fen(z) =2 e

i, per tant,

(n—Dan—(3)b
J =2

Per acotar la norma T fi, necessitem fer certes acotacions previes. Analitzem ara
quant val ||zvn=r=1+1| . Siguin’ =n—r, ' =11k’ = v,_»_1 + 1. Es compleix per
(3.2.7), si suposem que la successié {ay }n>0 creix prou rapid, que

Up—r—1 < Up—p—1+1<ap_,

i, aleshores,
(r' — Day + vy <k <1'ay

Es a dir, ¥’ € JIn—r1, amb el que fi/(z) ve definit per

1
(3)ap—pr—vp_p_1—1

fvn,r,1+1 (Z) =2 bp—r—1 >

Vp—pr—1+1

D’aqui deduim que
1+Un—r—1*(%>an7'r

||z1)n77'71+1 ”E =92 bp—r—1 (344)

Finalment, estudiem el valor de ||z¥+!1=% || = |z(r—Danton—ratl|p Si p = 1,
observem que tenim exactament ’equacié (3.4.4). Si 1 < r <n — 1, podem definir
r"=r—1ik =(r—1)a, + vp—r—1 + 1. Es compleix que

(r—1Da, < (r—1Dap+vp—r—1+1<(r—1ay + vp—p,

és a dir,
/ / /
ran <K <rag + vp—p_1

Aixi doncs, tenim que k' € I, .7, amb el que podem aplicar la férmula (i) del Lema
3.4.1 per acotar ||z("—Dentvn—r—1+l _ pvn—r_1tl) - obtenim

szﬂfanHE _ Hz(rfl)an+vn_T_1+1HE < HZ(T*]-)an+vn—r—l+l_zvn—r—1+1HE_i_HZUn—r—lJF]-HE

1+Un7r71_(%)anfr

+ 2 bp—r—1
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Amb tot aix0, ja podem acotar la norma de T f.

ITfille = IT frantvn-rillE = anrl| 2 =227 5 < ey (|25 | 1700 | )

2 1+”n—r—1*(%)an—r
< ap_r ”Z}H_IHE—F +2 bp—r—1

An—r41

Ara bé, sabem que el valor de ||2**1| g depén del valor de r. Separem casos:

— Sir <n—1, aleshores

1+”7L77'71_(%)an 2 1+'”n77'71_(%)an—'r
”Tf'r'an‘i’vnfol ||E S Ap—r 2 bn—1 + + 2 bn—r—1
Qp—r41

A més, si {an} i {b,} creixen prou rapidament, tenim

1

|T franton—r_illE <

An—r

ja que, si 0 < s < t, aleshores
) 1+t—($)z 9 1+t—($)w
w2 v +—4+2 s <1
x

prenent valors de w < x < y < z prou grans.

— Sir=mn—1, aleshores

1+(n—1)an—($)bn 9

1T fraton sl < ar (2 P2y 2“@)@0)
as

Com abans, si {a,} i {b,} creixen prou rapidament, podem assegurar que
1 1

HTfTan“l‘vn—r—l”E S ;1 = Ay

Aixi, per al cas en que fi es defineix segons (3.2.4), tenim sempre que ||T fi||z < 2.
A més, hem obtingut 'estimacié (3.3.3).

Per concloure, analitzem I'iltim cas esmentat, en que k € L, ,. Recordem que l'interval
L,,, ve definit per
((n=1D)ran + (r — )by, 7(an + by))
En aquest cas, tenim
(r—3)bn—k
fe(z) =27 nan 2z
Llavors,

(r=3)bn—k

Tfiz)=2 ta

e Sik <r(an+by)—1, llavors k+1 € Ly, ,», amb el que

e Lyp
fr1(2) = o

aixo implica que, )
Tf(z) = 2men fr1(2),
i, per tant,
ITfelle <2
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o Si k=r(a,+by) — 1, llavors

17ran7%bn

Tfi(z) =2 w2t

A més, utilitzant la férmula (ii) del Lema 3.4.1 amb k" = r(a,, + by,), que és possible
ja que es compleix que k' € [r(an +bn), (n — Da, + rbn], que és 'interval on la
férmula (3.4.2) és valida, i aplicant la desigualtat (3.4.3) obtinguda previament per
|2"%"|| g, obtenim que

127 ntn)|| g < (|27 tEn) — 2T 4 B |12 |
2
-1
< 2br 4 bn <+1>
n—r

D’aquesta manera,

lfranf%bn

1T fells = 1T fyan syl < 2 i (zbg—l i

1) <i
7177'+ _bn

com

T flle = 1T frantbn)-1llE

17mn7%bn L )
<27 ham <2b;“; + b (— + 1))

ja que el b, creix molt més rapid que el a,,.

Aixi, per al cas en que fi es defineix per (3.2.5), sempre tenim que [|[Tfx||p < 2. A
més, hem obtingut Pestimacié (3.3.4).

Prova del Lema 3.3.2. Es suficient provar que, per a tot k € NU {0}, tenim

T fr, = T°Qm frlle < 4

Si0<k<(m-—1)ay jaho tenim, ja que ara Qn, fr = fi 1, per tant T fr, — T*Qum fr =0
en aquest cas.

Suposem doncs que k > (m — 1)a,,. Si hi ha n,r € N amb r < n de manera que
k€ Jur UKy, ULy, lavors Q, fr = 0, amb el que T f, — T°Q fr = T° fi, 1 només
cal provar que || 1% fi||r < 4 en aquests casos. Fem només el cas k € J,,. Els casos en
que k € Ky r 0 k € Ly, s6n també molt tecnics, i es poden trobar en el treball [8], per
exemple.
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e Comencem analitzant el cas k € J,,,. En aquesta situacio,

(rf%)anfk

Tofe(z) =2 Pn-1 pFFs, (3.4.5)

i volem provar que ||T°fi||z < 4. Com que k < ra, < (n — 1)ay,, i estem suposant
que k > (m — 1)an,, es segueix que n > m.

— Si k <ra, — s, llavors k + s € J,,,,, amb el que

i, per tant,

d’on obtenim que
1T fioll g = 21

Com que n > m, tenim que b,_1 > by,, amb el que (suposant que b, creix prou
rapid), tenim
$ <bm+ (m—1)ay, < 2b,

que implica que
T fill = 271 < 20m < 4

— Si k > ra, — s, llavors ra, —1 € J,,,, amb el que

(r—35)an—ran+1
Tk+s—ran (Tfran—l) (Z) _ Tk:-i—s—ran (2 b1 Zran>

an
774,1
-9 b1 Tk+sfran (Zran)

—an 44

= 2 b§71 Zk+5

Fent servir aquesta identitat juntament amb (3.4.5) obtenim

ran—k—1

TS fr(z) =2 bam1 TRESTTan(Tf - 1)(2)

Finalment, com que ||T]|op < 2, utilitzant (3.3.2) deduim que

n—Fk

rap—k—1
7 fiellp < 2 P [T 1T a1

ran—k—

<o BT g |7

ran—k—1

<9 bn 2k+s—ran a;l
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ran—k—1

Com abans, tenim que 2 ’n—1 < 4, i com que k < ra,, també 2k+s—ran < 93
amb el que, al ser s < 2b,,,

T2 flly <4200t <4-2%mart <4

si es pren a, creixent suficientment rapid.

e En el cas restant, k € I,,, per alguns n,7 € N amb r < n. Aqui tornem a separar
en casos.

— Sir # n—m, llavors @, fr = 0, i altre cop, cal provar que ||Tfx||r < 4 (aquest
cas torna a ser bastant tecnic, i no el fem aqui. Consultar [25] o el treball [8].

— Sir =n—m, aleshores Qu, fi(2) = —ayp 2"~ (=™ Posant k = (n —m)a, + j
per algun j € [0, v,,_1] ens queda @Q,, fx(2) = —a;, 2/ amb el que

Tstfk(Z) = _am28+j
Ara passem a veure que
k+s€ Jpri1 = (ran + vp_(rg1y, (1 + 1)an)

Observem que v,,_(,41) = vm—1. Com que, per hipotesis tenim que by, + am <
$ < by + (m — 1)ay,, es segueix que

k+s=ran+j+s>ra,+7j+bn+an
> rap + by + am

2 T0n + Ump—1 = ran + Un—(r+1)
Hem fet servir que tenim a,, > v,,—1. Tambe,

k+s=rap,+j+s<rap+uvm_1+bn+(m-—1apy,
< rap + am + (m—1)ay, + by,
< rap +4by, < (r+ 1ay,

si les successions creixen prou rapid.

Com que k + s € Jy, r41, aleshores fis ve definit per

(7‘+17%)an7k75 k;
fk:-l—s(z) =9 b1 2 +s

Per tant, posant k = ra, + j,

k+sf(r+%)an j+57%an
HZ]C—FSHE e 2 bp—1 = 2 bp—1

Com que j + s < 4b,,, obtenim

259, < 2 < - (3.4.6)
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si a, és prou gran.

Treballant de manera semblant els parametres, es pot veure que k' = k+s—ay,
compleix que k’ € I, ,_1. Per tant, aplicant la férmula (i) del Lema 3.4.1, tenim

que
Hz(rfl)an+j+s - ZjJrsHE — szJrsfan _ ZkJrsfranHE
= ||z% — M- r=Dan| (3.4.7)
< 20,0y =20,

Finalment, com que k € I, ;_m, tenim que fix(2z) = am(2* — 2F7%), amb el
que

(Tka _ Tstfk)(Z) — am(zk—l-s . Zk—l—s—an) + ast+j
— amzk+s —an, (Zk—&-s—an _ Zj+5)

k+s

=ap2" " — apy, (z(’"_l)“"ﬂ“ — 2%

Per tant, fent servir (3.4.6) i (3.4.7), obtenim finalment

17 fi = T*Quu il p < |25 + |77 — 2

< am(l/an + 2/am+1) <3

ja que ap > apn, i tambeé apy41 > ay,, obtenint el resultat desitjat.

Prova del Lema 3.3.4. Siguin > 01i¢e,0,M > 0. Llavors, per am = 1,...,n, es
defineix
Qm ={9(2) € Pn: [g(2)| <M 1 [Pn(g(2))| = 6}

Observem que ,,, és compacte ja que és un conjunt definit per desigualtats tancades, i és
acotat perque esta contingut en la imatge del conjunt compacte [—M, M], sota la norma
| - |, que és una funcié continua. Per tant, és possible definir una cobertura per oberts de
Q. Fixem m < n/ < n. Donat ¢(z) € Q,, amb q(2) =ag+ a1z + -+ apz™+ -+
a2 + -+ ap2", com que | P (q(2))| > 9, es pot prendre k = min{r : a, # 0}. Llavors,
per l'algorisme de la divisié per potencies creixents (veure [8, Teorema 2.10]), existeix
g(z) € Py tal que
2 = (2)g(2) + 7(2)

on

/ /
r(2) = 12" T e T

D’aquesta manera, podem escriure ¢(z)g(z) = 2™ —r(z), on r(z) és el residu del producte,

que per construccié no té termes amb exponents menors a n'. Aixi, P,/(qg) = Py/(z™ —
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r) = Py (2™) = 2™. Per aixo0, existeix un entorn obert no buit U, C P, al voltant de ¢,
que depeén de ¢, n’ i m, tal que si ¢'(z) € U,,
|Pu(qg’) — 2" < e

Utilitzant ara la compacitat de Q,, C |J 1€ Uy, podem prendre un subrecobriment finit
Ugs---,Ug que el cobreixen per a cada m < n’ < n. Finalment, definim

K = maxmax max |g|
m  ng

i=1,...,

Observeu que si ¢ € P,, i n satisfa les hipotesis del teorema, llavors per a tots m,n’ tal
que 0 <m < n' <n, existeix Uy, tal que

|Py(qiq) — 2™ < e

i|g;| < K per construccié.

3.5 Generalitzacions d’aquest exemple

Anomenem operador quasinilpotent a un operador lineal acotat T': E — E tal que

1T — 0

Equivalentment, r(7") = 0.

Read també ha descobert contraexemples amb propietats addicionals interessants. Per
exemple, el 1997 va observar que I'exemple de [19] es podia modificar per tenir la propietat
addicional de ser quasinilpotent [22], va donar un exemple d’operador quasinilpotent T
en ¢! sense subespais invariants tancats no trivials.

Recentment, el mateix Read conjuntament amb Eva A. Gallardo-Gutiérrez [12] han anat
una mica més enlld, obtenint un exemple d’operador quasinilpotent en ¢! de manera
que l'operador p(7T') no té subespais invariants tancats no trivials per a tot polinomi no
constant p. Aquest resultat suposa un gran avenc respecte a I’exemple aqui presentat, ja
que permet obtenir una infinitat d’operadors en ¢! sense subespais invariants, només cal
escollir polinomis no constants qualsevol.



Conclusions

En aquest Treball de Fi de Grau hem abordat un dels problemes més fonamentals de
I’analisi funcional: el problema del subespai invariant.

A TIntroduccié, hem establert un marc temporal i conceptual que facilita la comprensié
del problema i dels avencgos assolits fins avui, destacant les contribucions de figures com
Per H. Enflo, C. J. Read i V. Lomonosov. En el Capitol 1, hem presentat els conceptes i
coneixements basics de I'analisi matematica necessaris per situar el context del problema
i abordar-ne I'estudi, amb especial atencié a la férmula del radi espectral.

Un cop definides les eines analitiques, hem dedicat el Capitol 2 a formular rigorosament
el problema en el context dels espais de Banach, desenvolupant una analisi detallada
d’alguns dels casos particulars més significatius. En aquest apartat, hem destacat el
Teorema de Lomonosov, que ofereix una solucié parcial al problema quan existeix un
operador compacte que commuta amb un operador lineal acotat.

Finalment, en el Capitol 3, ens hem centrat en I'estudi del contraexemple de Read, que
il-lustra les dificultats intrinseques per trobar una solucié general en els espais de Banach.
Aquest contraexemple posa de manifest la complexitat del problema i la necessitat de fu-
turs estudis en aquest ambit, estableix que, en general, el problema del subespai invariant
té una solucio negativa en espais de Banach.

El desenvolupament d’aquest treball ha implicat una tasca exhaustiva de recerca bibli-
ografica, tant en format digital com en paper, i una revisié acurada dels conceptes fona-
mentals de I'analisi funcional. Aquesta feina m’ha permes aprofundir en els meus conei-
xements matematics i estructurar el treball de manera que els procediments es presenten
pas a pas perque qualsevol lector interessat pugui seguir-los i entendre’ls. Considero que
I’enfocament adoptat permet al lector familiaritzar-se amb els resultats clau i comprendre
la rellevancia i complexitat del problema.

En conclusié, podem afirmar que aquest treball ha complert la seva finalitat, que no és
altra que introduir el lector al problema del subespai invariant, encara que no hagim
pogut recrear algunes de les proves més tecniques a causa de la seva complexitat i el
temps limitat. Tot i aixi, com hem vist, el problema continua sent una qiiestié oberta
per espais de Banach reflexius i en espais de Hilbert, amb multiples vies d’estudi futures.
Per exemple, seria interessant aprofundir en els casos particulars per a classes especifiques
d’operadors o explorar noves generalitzacions en contextos més amplis.
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