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RESUMEN

El objetivo del trabajo es explorar las probabilidades de teoria de juegos y su
aplicacién a los mercados financieros, centrandose en las opciones Lookback. El
trabajo se estructura en cuatro capitulos principales. El primero establece los
fundamentos tedricos de las probabilidades en la teoria de juegos, introduciendo
conceptos clave como protocolos de juego, estrategias y eventos. El segundo
capitulo desarrolla constructos avanzados como las expectativas superiores y los
valores esperados superiores, que generalizan los valores esperados mateméticos
clasicos, destacando sus propiedades y utilidad en escenarios de optimizacién
dindmica. El tercer capitulo integra las probabilidades de teoria de juegos con
las probabilidades tradicionales basadas en medidas, ofreciendo una reinter-
pretacién de conceptos clasicos dentro de un marco estratégico. Finalmente, el
cuarto capitulo aplica la teoria desarrollada a la valoracién y gestion de riesgos
de las opciones Lookback.

ABSTRACT

This research explores game-theoretic probabilities and their application to fi-
nancial markets, focusing on Lookback options. The work is structured into four
main chapters. The first establishes the theoretical foundation of game-theoretic
probabilities, introducing key concepts such as game protocols, strategies, and
events. The second chapter develops advanced constructs like upper expecta-
tions and upper exxepcted values, which generalize classical mathematical ex-
pected values, highlighting their properties and utility in dynamic optimization
scenarios. The third chapter integrates game-theoretic and traditional measure-
theoretic probabilities, offering a reinterpretation of classical concepts within a
strategic framework. Finally, the fourth chapter applies the developed theory
to the valuation and risk management of Lookback options.
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INTRODUCCION

En este trabajo se aborda el estudio de las probabilidades basadas en la teoria
de juegos y su aplicacién al mercado financiero, con un enfoque particular en
las opciones Lookback. Este tipo de instrumento financiero, cuyo valor depende
de los precios méaximos o minimos alcanzados durante un periodo determinado,
plantea retos analiticos significativos que no siempre pueden resolverse de man-
era efectiva utilizando métodos probabilisticos cldsicos. En respuesta a estas
limitaciones, este estudio adopta una perspectiva fundamentada en la teoria de
juegos, que extiende y complementa el enfoque tradicional basado en la teoria
de la medida.

A diferencia del enfoque clédsico, donde las probabilidades se definen medi-
ante medidas en un espacio de probabilidad, la teoria de juegos permite modelar
incertidumbre y decisiones estratégicas de manera dindmica. Este marco con-
sidera interacciones entre agentes que operan en condiciones de informacién per-
fecta o imperfecta, incorporando elementos de estrategia y adaptabilidad. Esto
resulta especialmente relevante en contextos financieros, donde las decisiones de
los participantes no solo responden a eventos aleatorios, sino que interactian
con las estrategias de otros agentes, generando dindmicas complejas y no triv-
iales.

Fl principal objetivo de este estudio es explorar cémo las herramientas pro-
porcionadas por la teoria de juegos pueden ofrecer soluciones analiticas més
profundas y flexibles que las obtenidas mediante métodos probabilisticos tradi-
cionales. Este enfoque se traduce en la introduccién de conceptos como pro-
tocolos de juego, expectativas superiores y estrategias éptimas en escenarios
dindmicos.

El trabajo se estructura en cuatro capitulos principales:

e En el primer capitulo se definen los conceptos clave de las probabilidades
basadas en la teoria de juegos, como los protocolos, estrategias, variables y
eventos. Este capitulo establece como estas herramientas permiten mod-
elar interacciones dindmicas entre agentes.

e En el segundo capitulo se presentan las expectativas superiores, una ex-
tensién de la esperanza matemadtica clasica. Estas expectativas permiten
modelar decisiones bajo incertidumbre, destacando sus propiedades fun-
damentales y su relevancia en la optimizacién de estrategias dinamicas.

e El tercer capitulo conecta el marco de las probabilidades basadas en juegos
con las probabilidades tradicionales. Esto permite reinterpretar conceptos
clasicos bajo una nueva perspectiva y explorar las implicaciones tedricas
de esta integracion.



e En el cuarto capitulo, se desarrolla un andlisis detallado de las opciones
Lookback, un instrumento financiero cuyo valor estd directamente ligado
a los precios extremos alcanzados durante el periodo de vigencia del con-
trato. Se presentan herramientas especificas basadas en estrategias, expec-
tativas superiores y protocolos, demostrando su capacidad para resolver
problemas de valoracion y gestion del riesgo.

Adicionalmente, el trabajo incluye dos apéndices que complementan y pro-
fundizan los resultados principales. En el primer apéndice se revisan las prob-
abilidades basadas en la teoria de la medida, proporcionando un marco com-
parativo que permite destacar las diferencias clave con la perspectiva basada
en la teoria de juegos. Por otro lado, en el segundo apéndice se presentan
adaptaciones de teoremas clasicos, como el teorema de Bernoulli y la ley de
Kolmogorov, al contexto de la teoria de juegos, mostrando céomo los conceptos
tradicionales pueden ser reformulados en este nuevo marco.

El enfoque adoptado en este trabajo no solo amplia el marco clasico de las
probabilidades, sino que introduce una manera innovadora de entender fenémenos
complejos en los mercados financieros. Al incorporar elementos estratégicos y
dindmicos, las probabilidades basadas en la teoria de juegos proporcionan un
nivel adicional de profundidad analitica, permitiendo describir y predecir com-
portamientos en mercados altamente interactivos y competitivos.

Esta perspectiva tedrica y aplicada destaca la importancia de abordar los
problemas financieros no solo desde un punto de vista estadistico, sino también
considerando las interacciones estratégicas entre agentes. En ultima instancia,
el trabajo pretende demostrar que la teoria de juegos no solo es una herramienta
poderosa para comprender fenémenos financieros, sino también una plataforma
para desarrollar soluciones practicas y robustas en escenarios dindmicos e incier-
tos.



1 CAPITULO 1: Introduccién a las probabili-
dades basadas en la Teoria de Juegos

Para este capitulo tomamos como referencia el capitulo 1 del libro ”Game-
Theoretic foundations for probability and finance” y el capitulo 1 de el libro
”Probability and Finance, Its only a Game”, referenciados en la bibliografia.

1.1 Terminologia y conceptos basicos

Consideramos un juego secuencial de 2 jugadores en el que, en cada ronda,
primero el jugador 1 (de ahora en adelante el Escéptico) especula sobre el re-
sultado de un acontecimiento, y el jugador 2 (de ahora en adelante el Mundo)
decide el resultado. En este juego asumimos también que ambos jugadores
tienen informacion perfecta, es decir, conocen que ha decidido el otro jugador
en todo momento.

Definicién 1.1. Dado un juego con las caracteristicas anteriores, definimos un
Protocolo como el conjunto de reglas que describe, para cada ronda, las secuen-
cias de decisiones posibles de los jugadores, las relaciones entre las variables
inwvolucradas, y como estas decisiones afectan el desarrollo del juego a lo largo
del tiempo

En particular, un protocolo determina las secuencias de movimientos que el
Mundo puede realizar:

Definiciéon 1.2. Definimos una situacion como una secuencia finita de
movimientos Y1, Y2, - .-, Yn—1 realizados por los oponentes del Escéptico. En la
n-ésima ronda, después de que se hayan realizado los movimientos y1, ..., Yn—1,
diremos que estamos en la situacion s = y1Ys...Yn—1- En la primera ronda
diremos que estamos en la situacion inicial . Denotamos por S al conjunto de
todas las situaciones, incluyendo LI, y llamamos a S el espacio de situaciones.

Notemos que en la definicion nos hemos referido a "los oponentes del
Escéptico” y no al Mundo. Esto es porque, en algunos casos, es conveniente
dividir al Mundo en més de un jugador, por ejemplo podemos considerar el
siguiente juego, donde dividimos al Mundo en dos jugadores, el Pronosticador
y la Realidad:

e El Pronosticador decide y anuncia un precio m para un pago y,

El Escéptico decide y anuncia la cantidad M de y que comprara
e La Realidad decide y anuncia el valor de y
e El Escéptico recibe M (y — m)

Aunque hayamos dividido al Mundo en 2 jugadores, mantenemos que se trata de
un juego del Escéptico contra el Mundo, que se van alternando secuencialmente.



Denotamos por K, al capital del Escéptico tras la n-ésima ronda. Se permite
al Escéptico determinar su capital inicial /Cy. El juego queda determinado por
el siguiente protocolo:

Protocolo 1.3.

Escéptico anuncia g € R.

Para n=1,2,...;
El Pronosticador anuncia m,, € [—1,1].
El Escéptico anuncia M,, € R.
La Realidad anuncia y,, € [-1,1].
Kni=Kn 1+ Mn<yn - mn)

Un ejemplo practico de este protocolo seria considerar en el mercado de
valores, para alguna accién en concreto, el Pronosticador anuncia m, una
prediccién sobre la variacién del valor de la accién en un momento n, el Escéptico
apuesta a favor o en contra de esta prediccién (si cree que la variacion real serd
superior a la pronosticada, es decir, y, > m,, entonces tomara M, positivo,
y en caso contrario tomard M, negativo). Finalmente la Realidad anuncia el
valor real de la variacién de la accién y el Escéptico obtiene M, (y, — my).

Definicion 1.4. Llamaremos camino a una secuencia completa w = y1ys... de
movimientos de los oponentes del Escéptico. Los caminos pueden ser infinitos
o finitos, dependiendo del juego. Nos referiremos al n-ésimo elemento de un
Camino w como Wy, y a w™ como a la subsecuencia de w de largura n. Es decir,
SLW=Y1Y2..y = Wn =Yn YW" = Y1Y2.-Yn-

Denotamos 2 como el conjunto de todos los caminos, y llamamos a € nuestro
espacio muestral. Llamamos a un subconjunto de Q2 un Evento. A las funciones
X : Q — R las llamamos Variables.

Notemos que, en nuestra formulacién, hemos definido una variable como una
funcién real X : 2 — R sobre el espacio muestral 2. Esta definicién es coherente
con la nocién de variable aleatoria en la teoria de la probabilidad basada en la
medida, donde las variables son funciones medibles definidas sobre un espacio de
probabilidad. Nos referimos a ellas simplemente como ”variables” para evitar
confusién entre ambas y para enfatizar que nuestro concepto de variable no
tiene ninguna medida ni o-algebra, asociada ni condicién de medibilidad. No
obstante, como veremos mas adelante, ambos conceptos pueden relacionarse.

1.2 Estrategias y forzamiento de Eventos

Definicién 1.5. Sea E C Q un evento, diremos que una estrategia para el
Escéptico fuerza un evento E si se cumple siempre para el Escéptico que:

(i) K, >0 Vn (1.1)
y
(ii) Si E no sucede, K, — oo. (1.2)



Notamos que si K,(w) denota el capital del Escéptico en la n-ésima ronda
cuando el Mundo sigue w, (ii) se puede reescribir como

Kp(w) = ocoVw ¢ E.

Cuando el Escéptico tiene una estrategia que fuerza E, diremos que puede forzar
E. En este caso también diremos que E es casi sequro, o que sucede casi sequ-
ramente.

Diremos que el Escéptico quiebra al final de la n-ésima ronda si I, < 0 y
Ki>0Vi=0,...,n—1.

Proposicién 1.6. En el Protocolo 1.3, el Escéptico tiene una estrategia que

fuerza el evento
) 1 n
lim (n > (i - mi)) =0 (1.3)

i=1

Para la demostracion de la proposiciéon usaremos lemas que se presentaran a
continuaciéon. Ademads, consideramos una version simplificada del protocolo
1.3 donde retiramos al Pronosticador del juego, esta versién del juego queda
reflejada en el siguiente protocolo:

Protocolo 1.7.

Escéptico anuncia Ky € R.

Para n=1,2,...;
El Escéptico anuncia M,, € R.
La Realidad anuncia y,, € [—1,1]
Kn i =Kn_1+ M,yn.

Lema 1.8. Sea 3,, = %Z:‘L:1 yi. Si el Escéptico puede forzar en el protocolo
1.7 que
lim y,, =0, (1.4)

n—oo

Entonces puede forzar (1.8) en el protocolo 1.3.

Gracias a este lema, nos es suficiente demostrar que el Escéptico puede
forzar (1.4) en el protocolo 1.7, que es un juego mucho mas simple que el
primero que habiamos introducido. A continuacién demostramos el lema:

Demostracién: Como el Escéptico puede forzar (1.4) en 1.7, tiene una estrategia
que implica KC,, — oo si (1.4) falla. Consideramos en el protocolo 1.3 la estrategia
en la que cuando el Pronosticador anuncia mqy,mso,...,m,_1 y la Realidad
anuncia yi,¥s,...,yn—1 €l Escéptico elige anunciar M, en la n-ésima ronda,
donde M, es el valor a elegir en la estrategia del protocolo 1.7 cuando la Realidad

anuncia
Y1 —m1 Yz — M2 Yn—1 — Mnp—-1

2 , B Yo B

(1.5)



Como y;, m; € [-1,1], 57 € [-1,1]. Cuando la Realidad anuncia (1.5) en
el protocolo 1.7, la estrategia para el Escéptico de anunciar M, implica que
K, — oo a menos que

i=1

Entonces tenemos que en el protocolo 1.3 la estrategia para el Escéptico de
anunciar 1M, en la n-ésima ronda tiene una ganancia neto de $ M, (y, — my)
= M, ((yn —mn)/2), que es la ganancia neto de la estrategia de anunciar M,, en
1.7 cuando la Realidad anuncia (1.5), y como es una estrategia que fuerza (1.6)
y (1.6) es equivalente a (1.3), obtenemos que la estrategia de anunciar 1M/, en
1.3. fuerza (1.3). O

Definicién 1.9. Definimos un proceso como una funcion S : S — R. Dado un
proceso S y un entero n > 0, escribimos S, como la variable S, (w) = S(w") €
R, donde w € ().

Diremos que una funcion A : S\ {0} — R es un proceso previsible si
Vw € QineN, Aw") depende tinicamente de w™t.Similarmente a un proceso,
escribimos A, como la variable A, (w) = A(w™) € R, donde w € Q.

Una estrategia 1 para el Escéptico en el protocolo 1.7 puede ser representada
como un par (¢p™icial M) donde 1yl ¢ R es el valor que 9 especifica como
capital inicial Ko y 9™ es un proceso previsible tal que 9 (w™) determina el
valor a anunciar M, en la situaciéon w™ . Requerimos que )™ sea un proceso
previsible y no simplemente un proceso, ya que el Escéptico atin no conoce wy,,
el movimiento de la Realidad en la n-ésima ronda.

Corolario 1.10. Las estrategias para el Escéptico en el protocolo 1.7 forman
un espacio vectorial:

(i) sip = (pmicial hpMY es yna estrategia para el Escéptico y B € R, entonces
B = (Byimicial ByMY es una estrategia para el Escéptico.

(ii)Si Pt = (1/)1'1”1”“1,1/11’]\4) y Y2 = (ql)gllmcmﬂzsz) son estrategias para el
ESCéptiCO wl + wQ — (wl,]mcml + ,(/},Q,Imcml7 wl,M + ,(/JZ,M)

Una estrategia ¢ = (™! M) para el Escéptico determina un proceso
cuyo valor en s es el capital del Escéptico en s cuando sigue . Este proceso, al
que denotamos como K¥, viene dado por:

Ky = pmicial y KU = K4y + M y,,n > 1. (1.7)

Nos referiremos a K% como el proceso de capital de ).
Siguiendo la anterior definicién de forzar, diremos que una estrategia v para el
Escéptico fuerza FE si

K¥>0 y lim K¥(w) =00 Vw ¢ E.

n—oo



Definicién 1.11. Sea v una estrategia y E un evento. Diremos que v fuerza
débilmente E si
K¥>0 y supK¥(w)=o0Vw¢E. (1.8)

Lema 1.12. Si el Escéptico puede forzar débilmente E, entonces puede forzar
E.

Demostracién: Supongamos que ) es una estrategia para el Escéptico que fuerza
débilmente E. Definimos la estrategia v’ de la siguiente manera:
Seguir ¢ empezando por Ky = ICg’ hasta que el capital del Escéptico iguale o
exceda Ky + 1, siguiendo ¢ indefinidamente si el capital se mantiene siempre
por debajo de Ky + 1. Sea m la primera ronda donde el capital del Escéptico
K iguala o excede Ko + 1. A partir de la ronda m + 1 empezamos a seguir la
estrategia .
_Km—1
M, = o )
Por lo tanto, a partir de la m-ésima ronda, la estrategia (1.9) arriesga una
pérdida menor a IC,,, — 1. Ahora, se continta siguiendo la estrategia (1.9) hasta
que el capital supere ICp,, + 1. Si se llega a ese caso, se vuelve a reescalar la
estrategia para reducir el capital que se arriesga.
De esta manera, la estrategia U/ tiene un proceso de capital siempre no negativo.
En cualquier camino w ¢ E, sup,, K¥(w) = oo, por lo que ’(/Jl es una estrategia

(1.9)

n

que cumple K¥ (w) > 0y donde ’(/Jl reserva una unidad de capital infinitas veces,
por lo que:

lim K¥ (w) = oo Vw ¢ E.

n— oo

Por lo tanto, w/ fuerza E. (La idea es que ’(/Jl es una estrategia que nunca
arriesga al Escéptico que entre en bancarrota y que crece indefinidamente hacia
el infinito Vw ¢ E. O

Lema 1.13. Si el Escéptico puede forzar débilmente cada uno de los eventos de
una secuencia E1, Fs, ... en el protocolo 1.7, entonces puede forzar ﬂzil Ey en
el protocolo 1.7.

Demostracién: Sea 1* una estrategia que fuerza débilmente a Ej,. Asumimos,
sin perder generalidad, que ¥ empieza con capital unitario. Como K,, > 0,

M| < Kpoq = K¥" < 2m.

Ahora, por (1.7) y porque Kﬁk >0,

o0
K%k — kM| >0 = WM <2"VEn — 22_k1/},ﬁ’M converge,
k=1



La convergencia la obtenemos como resultado de que una serie es convergente
si converge absolutamente y de que

2—k k,M < gn 2—k —9on —on

por lo que, por induccién sobre (1.7), Y72, Q_le,‘/jk también converge.

Por lo tanto podemos definir la estrategia ¢ como ¢ := Y -, 27Fyk |y como
Y* fuerza débilmente Ej, v también fuerza débilmente Ej Yk = 1 fuerza
débilmente (7o, Ej. O

Lema 1.14. Sea « > 0. En el protocolo 1.7, el FEscéptico puede forzar
débilmente
limsupy, <k (1.10)

n—oo

y también puede forzar débilmente

liminfy, >k (1.11)

n—roo

Demostracién: Asumimos sin perdida de generalidad que x < 1/2. Sea ¢ la
estrategia tal que Ky := 1y M, := kK,,_1 en cada ronda. Su proceso de capital
K¥ viene dado por ICg’ =1y

n

Ky = K3y (1 + myn) = [+ 5w) (1.12)

i=1
Sea w = y1ya... un camino tal que sup,, K¥(w) < oo, entonces 3C,, > 0 tal que
sup,, K¥ (w) < C, y por lo tanto
n
Zln(l + ky;) <InC, Vn
i=1

Como t —t2 <In(1+1t) Vt>—1/2, se sigue que Vn

InC,,

n n n
nZyif/nyfglnC’w — nZyifﬁnglnCw == Y, < + K

i=1 i=1 i=1

Por lo que (1.10) se cumple para el camino w = ¢ fuerza débilmente (1.10).
La demostracién para demostrar que el Escéptico puede forzar débilmente (1.11)
es analoga con —k en vez de k. O
Ahora podemos pasar a demostrar la proposicién 1.6.

Demostracién: (De la proposicién 1.6.)

Por el lema 1.15, el Escéptico puede forzar debilmente (1.10) y (1.11) en el pro-
tocolo 1.7 para k = 2% k =1,2,.... Por el lema 1.13, puede forzar débilmente
la interseccién de los eventos Vk, y la interseccion es el evento 7, — 0. Entonces
por el lema 1.12 puede forzar g, — 0 en el protocolo 1.7, y por el lema 1.8,
puede forzar (1.3) en el protocolo 1.3. O



1.3 Procesos de capital y Supermartingalas

Nuestro objetivo ahora es definir el concepto de supermartingala en el sentido
de la teoria de juegos. Para ello, consideramos ahora una modificacién del
protocolo 1.7, donde el Escéptico tiene permitido controlar arbitrariamente la
cantidad de que arriesga en cada ronda:

Protocolo 1.15.
Esceptico anuncia Iy € R.
Paran=1,2,..,;
El Escéptico anuncia f, € RI=V1 tal que
dM € R tal que Vy € [-1,1] : fo(y) < My
La Realidad anuncia y, € [—1,1].
IC’n = ’Cn—l + fn(yn)

Donde RI=%1 denota el espacio de funciones f : [~1,1] — R. Notamos
que el protocolo 1.7 es el protocolo 1.15 tomando f,(y) = M,y, la diferencia
en este nuevo protocolo recae entonces en que el Escéptico puede elegir una
funcién de pago mds general, f,(z), que estd restringida por una linea superior
g(x) = Mpx, esto significa que el Escéptico puede renunciar a parte de las
ganancias potenciales. Este protocolo permite més generalidad en la eleccion
de las estrategias del Escéptico.

Definicién 1.16. Llamaremos protocolo aflojado a un protocolo donde el
Escéptico puede controlar arbitrariamente la cantidad que arriesga en cada
ronda. Si un protocolo aflojado se obtiene derivdndose a partir de un proto-
colo, nos referiremos a el como su aflojamiento. Es inmediato que un protocolo
aflojado es su propio aflojamiento.

Definicién 1.17. Si T es un proceso de capital en un protocolo aflojado, dire-
mos que T es una supermartingala. Si T es un proceso de capital en el aflo-
jamiento de un protocolo, diremos que es una supermartingala en el protocolo
original Si T y —T son ambas supermartingalas, diremos que T es una mar-
tingala.

En el caso del protocolo 1.15, es un ejemplo de un protocolo aflojado, pues
el Escéptico puede anunciar cualquier funcién f,, acotada por lo que controla la
cantidad que arriesga en cada ronda, y es el aflojamiento del protocolo 1.7, ya
que conserva la estructura del protocolo original. Un ejemplo de supermartin-
gala en el protocolo 1.15:

Foo1l  T.—exp (ﬁzyz——ﬁzys) (113)
=1 =1

Tenemos que T es un proceso de capital para 1.15, para el caso en que el
Escéptico decide anunciar en cada ronda n,

fn(yn) =Tn-1 (exp (’ﬂ/n - “2y72z) - 1) » K€ (Oa 1/2}7



ya que entonces
n—1 n—1
To=exp(k > 4 — K> Y y7) exp (kyn — £7y5) = Tu1 exp(kyn — K243),
i=1 i=1

=Tn-1+ T (EXP ("fyn - /€2y3) - 1) =Ton—1+ fu(yn)

por lo que T, es un proceso de capital en el protocolo 1.15 y por lo tanto cumple
la definicién de supermartingala.

Un resultado a partir de la definicién que hemos dado de supermartingala
es el siguiente:

Corolario 1.18. El Escéptico puede forzar un evento E <= 3 una super-
martingala no negativa T — oo Vw ¢ E

Demostracién:
Supongamos que el Escéptico puede forzar E. Entonces, existe un proceso
de capital IC,, > 0 tal que

Kyp,—o00 VYwékE.

Como [C,, es un proceso de capital valido en el protocolo original, también es
valido en cualquier protocolo aflojado, debido a que los protocolos aflojados
amplian las posibilidades para el Escéptico.

Ahora definimos 7,, := IC,,. Por construccién, 7, es un proceso de capital no
negativo vélido en el protocolo aflojado, y por lo tanto 7, cumple la definicién
de supermartingala. Ademds, como K, — oo cuando w ¢ FE, tenemos que
Tr — oo para los mismos w ¢ F.

Por lo tanto, la existencia de un proceso de capital IC,, que fuerza E implica
la existencia de una supermartingala 7, > 0 tal que 7,, — oo cuando w ¢ FE.

Reciprocamente, supongamos que existe una supermartingala 7, > 0 tal que

Tn — 00 cuando w ¢ E.

Dado que 7, es un proceso de capital valido en el protocolo aflojado, existe una
estrategia para el Escéptico asociada a 7,. Esta estrategia también define un
proceso de capital valido en el protocolo original, ya que cualquier estrategia en
el protocolo aflojado puede aplicarse en el original.

Para todo w ¢ FE, sabemos que 7, — o0, lo que implica que la Realidad
no puede evitar que el Escéptico acumule capital ilimitado. Por lo tanto, el
Escéptico puede usar esta estrategia para forzar F.

Por lo tanto, la existencia de un proceso de capital K,, > 0 que fuerza E
es equivalente a la existencia de una supermartingala 7, > 0 tal que 7, — oo
cuando w ¢ E.

O
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2 CAPITULO 2: Introduccién a las esperanzas
y expectativas superiores

Este capitulo toma como principal referencia los capitulos 2, 6 y 7 del libro
”Game-Theoretic foundations for probability and finance”, referenciado en la
bibliografia.

Para los resultados de este capitulo, diferenciaremos cuando el juego termina,
o bien continua indefinidamente:

Definicién 2.1. Definimos la Largura Larg : © — N U {oo} de un camino
w € Q como el nimero de movimientos que se realizan hasta que el juego ter-
mina. Diremos que el juego es de Horizonte finito si Vw € Q Larg(w) < 4o0.
Contrariamente, diremos que el juego es de Horizonte infinito si ¥V w € §)
Larg(w) = +00.

2.1 Juegos finitos

En esta primera parte del capitulo, consideraremos solo juegos de horizonte
finito. Para ello, adaptamos el juego del capitulo 1 para que termine transcurri-
das N rondas. Consideramos ahora la version de horizonte finito del protocolo
1.7

Protocolo 2.2.
Parametro: N € N
Esceptico anuncia Ky € R.
Paran=1,2,...,N;
El Escéptico anuncia M,, € R.
La Realidad anuncia y,, € [—1,1]
’Cn = ’Cn—l + Mnyn

El espacio de situaciones S para el protocolo 2.2 es el conjunto de todas
las secuencias de elementos s. El espacio muestral € es el subconjunto de S
cuyos elementos tienen largura exactamente N. Denotamos por T el conjunto
de todas las supermartingalas en el protocolo 2.2.

Definicién 2.3. Sea X una variable acotada inferiormente, definimos su esper-
anza global superior en el protocolo 2.2. como

E(X):=inf{Ty |T€T y Ty > X} (2.1)
Definimos también la esperanza global inferior de X como
E(X) = —E(~X) (2.2)

Cuando E(X) = E(X), denotamos por E(X) a su valor comin y lo llamamos
la Esperanza de X.
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Lema 2.4. En el protocolo 2.2, la esperanza global superior tiene las siguientes
propiedades:

a) E(X1 + X3) <E(X1) + E(X>)

b) SeaceR = E(X +c¢)=E(X) +c
¢) Seac>0 = E(cX) = cE(X)

d) i X1 < Xy = E(X;) <E(X»)

e) SiX(w)=cVweQ) = E(X)=c

Demostracién:

2)

Por definicion,

E(Xl +X2) = ll’lf{7-0 | ElT € T,TN 2 X1 +X2}

Si T, 72 € T satisfacen Ta > X1y T2 > Xo, entonces T = T + T2
cumple Ty > X; + X5. Por lo tanto,

E(X: 4+ X5) < T + Ty
Al tomar el infimo sobre todos los procesos vélidos, se concluye que

E(Xl + X2) < E(Xl) —&-E(Xg)

Si Ty > X, entonces Ty + ¢ > X + ¢, lo que implica que
E(X +¢) <E(X) +c.

Inversamente, si Ty > X + ¢, entonces Ty — ¢ > X, lo que implica que
E(X +¢) > E(X) +c.

Por lo tanto,

E(X +¢) =E(X)+ec

Si Tw > X con Ty = E(X), entonces, para ¢ > 0, el proceso reescalado ¢~
satisface
(CT)N =cTy > cX,

con (¢T)o = ¢Ty. Por lo tanto,
E(cX) < cE(X).

Inversamente, si Ty > ¢X, entonces el proceso reescalado T /c satisface
(T/c)n > X, lo que implica que

E(X) < To/e.
Esto implica que cE(X) < E(cX), y por lo tanto,
E(cX) = cE(X).

12



d) Si Ty > Xs, entonces Ty > X7 porque X; < Xs. Por lo tanto, cualquier
proceso valido para X, también lo es para X1, lo que implica que

E(X:) < E(Xy).

e) Si X es constante, el capital inicial necesario para alcanzar X es exacta-
mente c. El proceso trivial T, = ¢ cumple Ty > X, y por lo tanto,

E(X)=c

Lema 2.5. Si M es una martingala acotada, entonces E(Mpy) = M

Demostracién: Por definicién, E(My) < Mp. Como —M es también una mar-
tingala, tenemos que E(-My) < -My = E(Mny) > My = E(My) =
E(Mpy) = My O

Definicién 2.6. Dado un evento E en el protocolo 2.2, si 15 denota la funcion
donde:

1 stwekr
]_ =
Bw) {O siwé¢ E

Definimos la probabilidad global superior de E como

P(E) =E(1k)
y su probabilidad global inferior de E como

P(E) =E(1E)

Por dltimo, si BE(1g) existe, llamamos probabilidad global de E a
P(E) =E(1g)

Lema 2.7. Sea E un evento en el protocolo 2.2. Entonces:

P(E)+P(E°) >1 (2.3)
P(E) = 1-P(E°) (2.4)
0<PE)<PE)<L1 (2.5)

Demostracién: Para la demostracién usaremos las propiedades del lema 2.4.
(2.3) se obtiene de las propiedades (a) y (e) y del hecho que

1=E(1) =E(1g + 1p:) <E(1p) + E(1p:) = P(E) + P(E°)
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Para (2.4), usando la propiedad (b):

P(E)=E(lg) = —FE(-1g) = —FE(lge — 1) = —E(1g:) + 1 =1—P(E°)
Por lo que respecta a (2.5), la segunda desigualdad se obtiene de (2.3) y (2.4),

y la primera y la tercera se obtienen a partir de las propiedades (d) y (e). O

2.2 Expectativas Superiores

Hasta ahora hemos visto casos de protocolos muy concretos que determinaban
ciertos juegos especificos. No obstante, también es posible realizar protocolos
mas abstractos que nos den resultados mas generales y no dependan de condi-
ciones especificas de un juego en particular, y el objetivo de este capitulo es
introducirnos en esta teoria mas general de la probabilidad en la teoria de jue-
gos.

s e s . . =Y . .
Definicién 2.8. Dado un conjunto no vacio Y, sea R™ el conjunto de funciones

continuas f ' Y — R := RU {400, —o0}, entonces definimos la expectativa

superior en Y al funcional E :=R~ — R si cumple las siguientes condiciones:

1. Si f1, f2 € R, entonces E(f1 + f2) < E(f1) + E(f2).

2. Si feR” yce(0,00), entonces B(cf) = cB(f).

3. i fi.f2 € y fi < fo. entonces B(f1) < B(f2).

4. Para cada c € R, E(c) = c.

5.8 f1 < fa<---€10,00), entonces E (limg_so0 fi) = limg 00 E(fi)-

Definimos la expectativa inferior en Y como E(f) :== —E(—f). Definimos

la esperanza superior de f € R” como E(f) y a la esperanza de f como E(f).
Cuando E(f) = E(f) denotamos a E(f) como la esperanza de f.

A continuacién damos una serie de propiedades relevantes para las expecta-
tivas superiores

Proposicién 2.9. Supongamos que E es una expectativa superior sobre ). En-
tonces, se cumplen las siguientes propiedades:

a) Si f € R” y c € R, entonces

E(f+c¢)=E(f) +c (2.6)

b) Si fe @y, entonces
inf f <E(f) <sup f. (2.7)
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c) Si f1, fa, - €[0,00]Y, entonces
E«Zh)sZEm)
k=1 k=1

d) Si fe @y, entonces
f>0 = E(f)>0. (2.8)

e) Sifi<foa<---€ R” y f1 estd acotada inferiormente, entonces
k—o0 k—o0
Demostracién:

a) Observamos que

—~
~—

E(f+¢) < B(f) + B0 LE() +e

_ 1 _ — 4) =
E(f) <E(f+c¢)+E(—¢c) = E(f+c¢)—c

(En cada relacién se ha indicado la propiedad de la definicién de expecta-
tiva superior que la justifica.)

b) La relacién inf f < E(f) < sup f (2.7) se deriva de las propiedades (3) y

(4)

¢) Aplicando la propiedad (5) a las variables hy < hy < ---, donde hy :=
Zle fi, y usando la propiedad (1), obtenemos

') k k 00
=1 . — . =1 . < . = . — = ).
£(5) -mn(5r) < mFmn -Soo
d) Lo demostramos por contrarreciproco. Supongamos que E(f) = 0. En-

tonces, por (c),
E (Z f> < 0.
k=1

Dado que E(oc) = oo por las propiedades 3 y 4, esto implica que Y ;- | f
no es idénticamente igual a co, y, por lo tanto, f > 0 es falso.

e) Esto se deduce directamente de la propiedad 5 y de (a).

Damos ahora un resultado relevante de las expectativas superiores:
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Definicién 2.10. Sea E subconjunto de ) un evento, E una expectativa superior
en Y, escribimos P(E) para denotar E(1g). Llamamos a P(E) la probabilidad
superior de E. De manera similar, escribimos P(FE) para denotar E(1g) y la
llamamos la probabilidad inferior de E.
Se sigue inmediatamente de las propiedades de las expectativas superior e
inferior que
0<P(E)<P(E)<1.

Cuando P(E) = P(E), designamos su valor comin por P(E), llamamos a
P(E) la probabilidad de E (en el sentido de teoria de juegos), y decimos que
E estd probabilizado. Cuando P(E) > P(E), decimos que E no estd probabi-
lizado. Cuando P(E) =0 y P(E) = 1, decimos que E estd completamente no
probabilizado.

En la probabilidad basada en la teoria de la medida, la medida de prob-
abilidad, que asigna probabilidades a los eventos, es un objeto fundamental.
Los valores esperados de las variables aleatorias, siendo integrales de Lebesgue
respecto a la medida de probabilidad, no aportan informacién adicional y, por
tanto, el operador de expectativa a menudo se considera menos fundamental
que la medida de probabilidad.

En contraste, una expectativa superior puede no estar completamente deter-
minada por sus probabilidades superior e inferior y, por lo tanto, debe consid-
erarse mas fundamental. Por esta razon, exigimos a las expectativas superiores
que cumplan las 5 propiedades de la definicién, pero no lo hacemos para prob-
abilidades superiores.

Proposicién 2.11. (Desigualdad de Markov)

Sea E una expectativa superior en' Y, f € @y, f>0,E(f) >0,y K€ (0,00).
FEntonces:

P(f > KE(f)) <

=~

Demostracién: Por las propiedades 2 y 3:

=

2.3 Esperanza Superior para juegos no finitos

Nuestro objetivo ahora es relacionar las expectativas superiores con los concep-
tos de los primeros capitulos. En particular, nuestro objetivo serd relacionar
las expectativas superiores con la esperanza superior. Consideramos para ello
el siguiente protocolo, que a diferencia de los dados hasta ahora, no representa
un juego en particular, y nos sirve para dar resultados mas generales que no
dependan de las reglas concretas de un juego.
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Protocolo 2.12. B
Pardmetros: Conjunto no vacio Y; expectativa superior E en V.

El escéptico anuncia Ky € R. (2.9)
Paran=1,2,...:
El Escéptico anuncia f,, € RY tal que E(f,) < K,,_1. (2.10)
El mundo anuncia y, € Y. (2.11)
Ky = fn(yn)

Definicién 2.13. Sea ¢ = (Y™ )f) una estrategia para el Escéptico en el
Protocolo 2.12, de forma similar al Capitulo 1, llamamos al proceso de capital
resultante de ¢ una supermartingala. Si (2.10) siempre se cumple con igual-
dad cuando el Escéptico sigue la estrategia 1), entonces llamamos a ¢ y a su
supermartingala eficientes.

A partir de (2.9) y (2.11) en el Protocolo 2.12, vemos que la supermartingala
T para la estrategia (Y™ 1)f) estd dada por

T(O) =™y Tyr o yn) = W (1 - yn) (Yn) (2.12)

para todas las situaciones no iniciales yy...yp -

Como en el caso finito, escribimos T para el conjunto de supermartingalas.
Ademds, escribimos M para el conjunto de martingalas y L para el subconjunto
de T que consiste en supermartingalas que convergen en R en cada camino.

A continuacién damos una serie de resultados y propiedades para las super-
martingalas.

Proposicién 2.14. Un proceso T es una supermartingala si y solo si
E(T(s)) <T(s) paratodos €S, (2.13)

donde s- denota cualquier situacidn s’ € S cuyo inicio coincide con s. Una
supermartingala T es eficiente si y solo si (2.13) se cumple con igualdad para
todo s € S.

Demostracién: (2.9) y (2.10) dan las condiciones necesarias y suficientes para
que un par (™l 4)f) sea una estrategia para el Escéptico:

° wlnicial c R7 y
e ¢f es una aplicacién de S\ {{J} en R” que satisface

E@'(y)) < (2.14)

E(@"™ (syy")) < ¢'(sy')(y) (2.15)
para todo s € Sy todo y,y’ € ), donde sy= y1, ..., Ym, y para algin m.
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Usando (2.12), podemos reescribir (2.14) y (2.15) como condiciones sobre la
supermartingala 7 de ¢: T(O) € R,

E(T(O)) <T(O) (2.16)

y
E(T (sy)) < T(sy) (2.17)
para todo s € Sy y € Y. Las desigualdades (2.16) y (2.17) dicen que (2.13) se
cumple para todo s € S.
La supermartingala T es eficiente si y solo si (2.10) se cumple con igualdad
en todas las situaciones, y esto es equivalente a que las desigualdades (2.16) y
(2.17) se cumplan siempre con igualdad, es decir, a que (2.13) se cumpla siempre
con igualdad.
O

Lema 2.15. S5i T es una supermartingala, entonces

inf limsup 7, (w) < T (s) (2.18)

weNs p—oo

para todo s € S.

Demostracién: Es suficiente demostrar que sir € Ry 7(s) < r, entonces existe
w € Q tal que limsup,,_, . T (w,) < r. La existencia de tal w se deduce por
induccién una vez que mostramos la existencia de un y € ) tal que T (sy) < 7.
Pero esto se deduce de la relacién inf f < E(f) y la Proposicién 2.14:

inf T(sy) < B(T(s) < T(s).

O
Lema 2.16. Se cumplen las siguientes afirmaciones para T y L:
1. Los conjuntos T y L son conos convexos.
2. SiT* €TV a en un conjunto no vacio A, entonces infoeca T € T.
3.8 T < T2 < ... €Ty todas las T* estdn acotadas inferiormente,
entonces limyg_yoo T € T.
4. 8i T, T2,... son supermartingalas no negativas, entonces Zzil TF es

una supermartingala no negativa.

Demostracién:
1. Sicy,ez €10,00) y T T2 € T, entonces
E (aT'(s) + T?(s) < aE(T'(s)) + 2E(T?(s-))

por las propiedades 1 y 2 de las expectativas superiores, y por lo tanto,
1T+ T2 € T por la Proposicién 2.14. Asi que T es un cono convexo.
Dado que la propiedad de tener un limite se preserva por combinacién
convexa, L también es un cono convexo.
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2. Por la propiedad 3 de las expectativas superiores y la Proposicién 2.14,
E [ inf 7%s) | < inf E(T%(s")) < inf T¢
(80,7769) < ot BT (o) < ot 7709

para todo s € S. Por lo tanto, inf,cq T es una supermartingala por la
Proposicién 3.7.

3. Por la propiedad 5 de las expectativas superiores y la Proposicién 2.14,
E ( lim Tk(s-)> = lim E(T%(s")) < lim T*(s)
k—o0 k—o0 k—o0

para todo s € S. Por lo tanto, limj_,., 7" es una supermartingala por la
Proposicién 2.14.

4. La afirmacion 4 sigue de las afirmaciones 1 y 3.

O

Al inicio del capitulo habiamos definido la esperanza superior de una variable

en el contexto de un protocolo especifico de un juego de horizonte finito. Damos
ahora una definicén mas general que aplica a los protocolos mas abstractos:

Definicién 2.17. Dada una variable X, definimos

EXy:m%%|T€Lm7>fWMMMﬁ2X} (2.19)

n— oo

y llamamos a E(X) la esperanza superior de X. Mds generalmente, dada una
variable X y una situacion s € S, definimos

Ey(X) :=inf {T(s) | T € T,inf T > —o0, yVwe Q: liminf 7, (w) > X(w)},

n—oo
B (2.20)
y llamamos a Ey(X) la esperanza superior de X en s.

A continuacion damos algunas propiedades més antes de finalizar el capitulo:

Proposicién 2.18. Para cada variable X, Eo(X),Ey(X),... es una super-
martingala.

Demostracién: Escribimos S para el proceso Eo(X),E;(X),.... Supongamos
que S(s) < 7. Por (2.19), existe una supermartingala acotada inferiormente 7
tal que 7(s) < r y liminf,, 7, > X. Nuevamente, utilizando (2.19), pero con
sy en lugar de s, vemos que S(sy) < T (sy) para todo y € ). Entonces, por la
propiedad 3 de las expectativas superiores y la Proposicién 3.7,

E(S(s)) < E(T(s) < T(s) <.
Dado que esto se cumple para todo r > S(s), concluimos que

E(S(s1)) < S(s),

19



y por lo tanto, por la Proposicién 3.7, S es una supermartingala. O
El siguiente teorema es una version de la teoria de juegos de la Ley de Levy

Teorema 2.19. Si X es una variable acotada inferiormente en el Protocolo
2.12, entonces
liminfE,(X) > X c.s. (2.21)
n—oo
Demostracién:

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que X estd acotada inferiormente
por una constante positiva ¢. (Por la Declaracién 1 de la Proposicién 2.9,
agregar una constante a X agregard la misma constante a lim inf, E, (X).) Por
la definicién de esperanza superior, podemos elegir para cada situacion s € S
una supermartingala (/* tal que

Us(s) < Ey(X) +271l (2.22)

liminf U, (w) > X (w) VYw € Q. (2.23)
n—oo

Podemos elegir U* de manera que U®(t) = U*(s) para situaciones ¢ que no siguen
a s, y se deduce de (2.23) que U estd acotada inferiormente por c.

Sea [ag, b,k € N, una enumeracién de todos los intervalos con 0 < aj <
by < oo y ambos extremos racionales. Para cada k € N, definimos una estrate-
gia ¥* y su supermartingala 7% estableciendo ™l .= 1 y definiendo *f
mediante el siguiente algoritmo, que se inicia en (1).

(1) No se apuesta en la ronda actual y se continua sin apostar hasta que se
alcanza por primera vez una ronda n tal que

n > max(k, —log(by —ax)) y E.(X) < ay, (2.24)

donde log es el logaritmo binario. Luego, ir al modo (2) . Si nunca se alcanza
una ronda n que satisfaga (2.24), simplemente se continua sin apostar.

(2) Sea n la ronda en la que se entra en este modo, se apuesta siguiendo u"
(siendo w el camino en ) que se estd tomando), escalado a su capital actual
K, (es decir, multiplicando el movimiento de U*" por K, /U<"). Se continua
siguiendo esta versién escalada de 4" en las rondas posteriores i, siempre que
U" < by,. (Observamos que U“" < by, por (2.22) y (2.24).) Si se llega a una
ronda i tal que U > by, se vuelve al modo (1).

La supermartingala 7% es positiva, porque todas las U° son positivas.
Ademds, T* tiende a infinito siempre que

liminfE, (X) < ax, < b < X. (2.25)

n—oo

De hecho, por (2.24), abandona cada perfodo ”(1)” que ingresa a lo largo de
dicho camino, y por (2.23), abandona cada periodo ”(2)” en el que entra; asf,
¥ pasa por un numero infinito de perfodos ”(2)” en dicho camino. Durante
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cada periodo ”(2)”, la supermartingala positiva U, donde n es la ronda inicial
del periodo y w es el camino tomado, aumenta de U ", que satisface

U <E (X)(w)+27" <ap+27" < by,

a més de by. Esto implica que 4*" y, por lo tanto también Ty, se multiplica por

mas de
by,

aj, +2°
lo que es mayor que 1 y crece con n.
Ahora definimos una estrategia ¢ por ¢ := >~ 27 Fyp* . Esto significa que

)
wlnicial —_ E 27k1/}k,lnicial =1
k=1

v =Y 27yl (2.26)
k=1

para todo n € N. Para ver que la suma infinita en el lado derecho de (2.26)
est4 bien definida, observamos que la variable ¥*(w) es una constante positiva
cuando k > n (por (2.24), ¥* no apuesta en este caso); asi, solo un nimero
finito de las variables en la suma infinita pueden tomar valores negativos, y
todos estan acotados inferiormente.
Designamos la supermartingala producida por 1 como 7. Entonces Ty = 1,
T > 0 (porque el capital para cada * siempre es positivo), y 7,, — oo cuando
liminfE,(X) < X,
n—oo
porque en este caso existe al menos un k € N para el cual (2.25) se cumple v,
por lo tanto, 7, tiende a infinito. Esto prueba (2.21).
O
Concluimos el capitulo relacionando el concepto de expectativa superior di-
rectamente con el de esperanza superior.

Proposicién 2.20. La esperanza superior E: X € R® — E(X) € R es una
expectativa superior en 2.

Demostracién: Debido a que

e (i) liminf,(7,;} + 7,2) > liminf, 7,! + liminf, 7,2 y liminf, 7, =
climinf, 7, para cualquier proceso acotado inferiormente 7', 72,7 y
cualquier ¢ > 0;

e (ii) T es un cono convexo,
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se deduce directamente de (2.19) que E satisface las Propiedades 1 y 2. La
Propiedad 3 también se deduce directamente de (2.19). La Propiedad 4 se
deduce del Lema 2.15.

Para establecer la Propiedad 5, consideramos X; < Xy < --- € [0,00]% y
definimos X := limg_,oo X = sup, Xi. La Propiedad 3 implica que E(X) >
limg 00 E(X%). Asi que solo necesitamos mostrar que E(X) < limy_ oo E(X).
Por la Proposicién 2.18 y el Teorema 2.19, para cada X}, el proceso T* (s) :=
Es(X}) es una supermartingala no negativa tal que liminf, 7.* > X casi
seguramente. La secuencia 7% es creciente, 75 < 72 < ---, por lo que el
limite 7 := limy_, 7% = sup, T* existe y es una supermartingala no negativa
(Declaracién 3 del Lema 2.16) tal que Ty = limg_y00 E(Xg) y liminf, 7, > X
casi seguramente. Podemos eliminar el “casi seguramente” anadiendo ¢S a T,
donde € > 0 es arbitrariamente pequeno y S es una supermartingala no negativa
que comienza en Sy < oo y satisface lim,, S, (w) = oo para todo w € Q que viole
liminf,, T, (w) > X (w).

O
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3 CAPITULO 3: Relacién con las Probabili-
dades basadas en la teoria de la medida

Para este capitulo tomamos como referencia el capitulo 9 de el libro ” Game-
Theoretic foundations for probability and finance”, referenciado en la bibli-
ografia.

El objetivo de este capitulo es relacionar la teoria de probabilidades que
hemos desarrollado, a la que nos referiremos como ”Probabilidades de la teoria
de juegos”, con la teoria de probabilidades de la medida. Sea ahora P(}) el
conjunto de todas las medidas de probabilidad en el espacio medible (Y, F), y
P(f) es la esperanza de f respecto a P.

3.1 Relacién entre Esperanzas en la teoria de juegos y en
la teoria de la medida

Consideramos ahora el siguiente protocolo, donde requerimos que las f, € R
y que P(f) exista.

Protocolo 3.1.
Pardmetro: El espacio medible (Y, F).
El escéptico anuncia Ky € R.
Paran=1,2,...
El Pronosticador anuncia P, € P(Y).
El Escéptico anuncia f,, € RY tal que P, (fn) < Kpn_1.
La Realidad anuncia y, € ).

’Cn = f’n(yn)-

Definiciéon 3.2. Consideramos una estrategia ¢ para el Pronosticador en el
protocolo 3.1, y sea ¢n(y1y2...) la estrategia que recomienda P, ¥Yn € N cuando
los movimientos de la Realidad son yy, ..., yn—1. Decimos que (¢, ) es un sistema
pronosticador de probabilidades si ¢, (w)(E) es una funcidn medible respecto a

wVneNyVE CY.

A continuacién enunciamos un teorema de la la teoria de probabilidades de
la medida que nos es relevante

Teorema 3.3. (De Ionescu Tulcea) '
Sean (Qn,, Fn), n=1,2,..., espacios medibles arbitrarios y

Q=] F=Q Fn

Supongamos que se da una medida de probabilidad Py en (21, F1) y que, para
cada conjunto (w1, ..., ,wp) € Uy X -+ xQ,, n > 1, se dan medidas de probabili-
dad P(w1,...,wn;-..) en (Qpi1, Fnr1). Supongamos que, para cada B € Fpi1,

1E] teorema y su demostracién se obtienen de ” Probability, 2e. seccién I1.9.”, referenciado
en la bibliografia
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las funciones P(wi,...,wy; B) son funciones medibles en F" = F1 Q@ -+ & Fp
de (wy,...,wy). Sea, para A; € F;yn>1,

P(A; x---x Ay) :/ Pl(dwl)/ P(Wl;dw2)"'/ P(wi, ... ,wnp_1;dwy).
A Ao A

n

Entonces existe una medida de probabilidad tinica P sobre (Q, F) tal que
Plw:w; € Ay,...,wp € Ay) = P(A1 x -+ X Ap)

para todo n > 1, y existe una secuencia aleatoria X = (X1 (w), Xo(w),...) tal
que
P(w:Xl(w) EAl,...,Xn(W) EAn) :P(Al XKoo XAn),

donde A; € F;.

Demostracién: El primer paso es establecer que para cada n > 1, la funcién P,
definida sobre los rectdngulos A; X - - - X A,, puede extenderse a la o-algebra F,.
Para cadan > 2y B € F,, definimos

P,(B) = Pl(dwl)/ P(wy;dws) -+ / P(wiy ..y wn—9;dwn_1)
1951 Qo Q

n—1

></ Ip(wi,. . swp)P(wi, .-, Wn—1; dwy).
Qp

Ademas, cuando n = 2, se puede ver que P, es una medida. En consecuencia,
se establece facilmente por induccion que P, es una medida para todo n > 2.
Ahora, para cada conjunto cilindrico

Jn(B)={weQ: (w1,...,0n) €EB}, BeF,=F1Q - F,,
definimos la funcién de conjunto P por

Se deduce que la funcién de conjunto P dada para conjuntos cilindricos, y
de manera obvia sobre el dlgebra que contiene todos los conjuntos cilindricos,
es una medida finitamente aditiva en este algebra. Resta verificar su aditividad
numerable y aplicar el teorema de Carathéodory.

Sea {B),}»>1 una sucesién de conjuntos cilindricos

B, = {w: (w1,...,wn) € Bp},

que decrecen hasta el conjunto vacio ), pero satisfacen

lim P(B,) > 0.

n—oo
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Para n > 1, tenemos que

P(B,) = ) F (w1) Pr(dwy),

donde
f,(ll)(wl): P(wl;dwg)-~-/ 1Bn(w1,...,wn)P(wl,...,wn_l;dwn).
(92 Qn

Dado que §n+1 - Em tenemos B, 11 C By, X Q2,41 v, por lo tanto,

IBn+1 (wla R awn-‘rl) < 1Bn (wla s )wn)19n+1 (Wn+1)-

Por lo tanto, la sucesién {fﬁl)(wl)}nzl decrece.  Sea f)(w;)
lim,, fy(Ll) (w1). Por el teorema de convergencia dominada,

lim P(En) = lim fr(Ll)(Wl)Pl(dwl) = f(l)(wl)Pl(dw1)~
n n o o

Por hipétesis, lim,, P(gn) > 0. Se deduce que existe w) € Bj tal que

FD (W) >0, ya que si wy ¢ By, entonces fr(Ll)(wl) =0 paran > 1.
Ademés, para n > 2,

S (@) = / 1) (w2) P(w; duon),

Qo
donde
f,(f)(wg) = P(w?,wg;dw3)~-~/ 1Bn(w?,w2,...,wn)P(w?,wg,...,wn_l;dwn).
Qg Qp

Podemos establecer, al igual que para { fy(Ll)(wl)}, que { Fo (w2)} es decre-
ciente. Sea f®)(wy) = limy o0 fr(Lz) (w2). Entonces, se deduce que

0< fDW)) = [ O (w2)P(wl;dwy),
Q2

y existe un punto w§ € Oy tal que f?(wd) > 0. Entonces (w),wy) € By.

Continuando este proceso, encontramos un punto (w(f, . ,wg) € B, para cada

n. En consecuencia,

(w?,...,wg,...)eﬂBn,

pero por hipétesis tenemos ﬂﬁn = (. Esta contradiccién muestra que
lim,, P(B,) = 0.
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Asi, hemos demostrado la parte del teorema sobre la existencia de la me-
dida de probabilidad P. La otra parte se sigue inmediatamente considerando
Xn(w) =wp, n> 1. O

Por el teorema de Ionescu Tulcea , la tnica medida de probabilidad P, tal
que Vn € N y para toda funcién medible y acotada X en Y*>° que depende de
W = Y1Yo... Unicamente en yj...ys es:

Py(X) = / / X () 6n(®) (dyn) - 61(w) (dys)-

Nos referiremos a P, como la medida de Ionescu Tulcea. Fijando para el
Pronosticador un sistema pronosticador de probabilidades ¢ particular, y reti-
randolo del protocolo 3.1, obtenemos la especializacién siguiente:

Protocolo 3.4.
Pardmetros: Espacio medible (), F), Sistema pronosticador de probabilidades
o.
El escéptico anuncia Ky € R.
paran=1,2, ...
El Escéptico anuncia f, € RY tal que ¢, (y1,v2,...)(fn) < Kn_1.
La Realidad anuncia y, € ).
Ky = fn(yn)

El siguiente teorema relaciona la esperanza desde un punto de vista de la
teorfa de la medida con la esperanza desde el punto de vista de la teoria de
juegos:

Teorema 3.5. (Teorema de Ville) En el protocolo 3.4, toda funcion acotada
y medible X en Y tiene esperanza en el sentido de la teoria de juegos E(X), y
E(X) = Py(X)

Demostracién: Nuestro objetivo es demostrar que

inf{Vy | iminf V,, > X} < P4(X) (3.1)
n—oo

Py(X) < inf{Vp | liminf V,, > X}, (3.2)
n—oo

donde V' denota supermartingalas en el sentido de la teoria de juegos en el
protocolo 3.4.

Consideraremos supermartingalas V,, en el sentido de la teoria de la medida
en el espacio de probabilidad filtrado (Veo, F, (Fn)nen, Pg), donde (Fy,)nen es
la filtraciéon candnica: JF, es la menor o-algebra que hace que la aplicacion
W € Yoo — wy sea medible.

Comencemos comprobando (3.1). Segun la ley de cero-uno de la teoria de
la medida de Paul Lévy 2, existe una martingala en el sentido de la teorfa de la

2Ver "Etude critique de la notion de collectif”’, Teorema VII.3, referenciado en la bibli-
ografia
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medida V' que comienza en Vy = P,(X) y converge a X casi seguramente con
respecto a P,. Dado que V;, es una martingala en el sentido de la teorfa de la
medida,

¢n(y1,y2,...)(vn) = Vn—la TLEN, (33)

casi seguramente con respecto a Ps. Nuestro objetivo ahora es tomar V' para que
cumpla siempre (3.3), no solo casi seguramente con respecto a Py, y por lo tanto
califique como una martingala en el sentido de la teoria de juegos. Lo hacemos
por induccién sobre n: Vj es constante, y suponemos que V;,i = 1,...,n — 1
cumple siempre (3.3), en vez casi seguramente con respecto a Py. Redefinimos
V,, como

Vi =Volg + anllEu

donde E € F,_1 es el evento ¢, (y1,92,...)(Vn) # Viu—1. Debido a que solo
hemos cambiado V' en un conjunto de probabilidad 0, sigue convergiendo a X
casi seguramente respecto a P4. Ahora utilizamos el hecho de que para cualquier
evento nulo respecto a Py, existe una martingala en el sentido de la teoria de
juegos medible no negativa V' que comienza desde 1 y lim,_,o, V,, = oo en ese
evento 3. Elegimos tal V' para el evento nulo respecto a P, en el que V no
converge a X. Luego, V + €V’, donde € > 0, es una martingala medible en el
sentido de la teoria de juegos que comienza en Py + € y satisface

liminf(V + eV'),, > X.
n

Cuando € — 0 se establece (3.1).

Demostramos (3.2) por reduccién al absurdo. Supongamos que se viola
(3.2) y fijamos una supermartingala en el sentido de la teoria de juegos V tal
que Vo < P4(X) y V subcubre X en todas partes: liminf, ,o V;, > X. Segin
el argumento en el parrafo anterior (aplicado a —X en lugar de X), existe una
martingala medible en el sentido de la teorfa de juegos V' tal que Vo < V{j y V’
subcubre X en todas partes, de modo que tenemos

limsup V) (w) < X (w) < liminf V,,(w)
n—o0o n—o0
para todo w. Esto lleva a una contradiccién. Sea € > 0 tal que Vj — Vo >
e. Elegimos y; tal que V'(y1) — V(y1) > e. Dado y, elegimos yo tal que
V'(11y2)—V (y1y2) > €. Continuamos iterando obteniendo una secuencia infinita

w tal que
Vi(w) = Vy(w) > e

para todo n. Por lo tanto, es imposible que V subcubre X en w y V'’ subcubre
X en w.
O

3Para la demostracién de la existencia de tal martingala, ver "Etude critique de la notion
de collectif”, Teorema IV.1, referenciado en la bibliograffa
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3.2 Relacién entre Esperanza Superior y la teoria de la
medida

El objetivo ahora es relacionar la esperanza superior con la teoria de probabili-
dades de la medida.

Definicién 3.6. Sea Y un conjunto finito, sea P una medida de probabilidad,
y E una expectativa superior. Diremos que P afina E en ) si

= =¥
P(f) <E(f) VfeR
y lo denotamos P < E.

Consideramos ahora €()) el conjunto de todas las expectativas superiores
en ). Para poder dar nuestro resultado que relacione la esperanza superior de
una variable con la teoria de la medida, planteamos dos nuevos protocolos, con
la diferencia de que uno plantea un juego adversativo mientras el otro plantea
uno cooperativo:

Protocolo 3.7.
Parametros: Conjunto finito no vacio ), espacio metrizable compacto ©, funcién
semicontinua superiormente E : § € © — Eq € £())
El escéptico anuncia Ky € R.
Paran=1,2,...:
El Pronosticador anuncia 6,, € ©.
El Escéptico anuncia f,, € @y tal que Eg, (fn) < Kn_1.
La Realidad anuncia y, € ).
El Escéptico anuncia KC,, < fr(yn)-

Nuestro espacio muestral es Q := (0O x )))*° y nuestro espacio de situaciones
es § := (0 x V)*, donde * denota el conjunto de secuencias finitas. Este pro-
tocolo, como todos los que hemos tratado hasta el momento, define un juego
adversarial entre el Escéptico y sus oponentes, pero podemos considerar también
un protocolo en el que retiramos al Escéptico. Definimos un nuevo protocolo en
que los jugadores que intervienen son la Realidad y el Pronosticador, pero en
vez del Escéptico presentamos un nuevo jugador, el Pronosticador de Probabil-

idades.

Protocolo 3.8.
Parametros: Conjunto finito no vacio ), espacio metrizable compacto ©, funcién
semicontinua superiormente E: 0 € © — Ey € £())
El escéptico anuncia Ky € R.
Paran=1,2,...
El Pronosticador anuncia 6,, € ©.
El Pronosticador de Probabilidades anuncia P,, € P()) tal que P, < Ey, .
La Realidad anuncia y,, € ).
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Este protocolo define un juego cooperativo y simplemente muestra la idea de
que tras cada prediccion del Pronosticador, el Pronosticador de Probabilidades
afina la expectativa superior dada por el Pronosticador a una medida de Proba-
bilidad P. A una estrategia conjunta para ambos pronosticadores la llamaremos
sistema pronosticador conjunto. Si ¢ es un sistema pronosticador conjunto, la
recomendacion ¢, (y1ya...) para (6, P,) es un elemento de

U= {(6,P) € ©xPY)| P =<Ey}.

Por lo que un sistema pronosticador conjunto se puede expresar como un
par ¢, (o) = ((ﬁf(a),gbf(a)), a € Y, donde ¢f' es una estrategia para el
pronosticador y ¢© es una estrategia para el Pronosticador de Probabilidades.
De hecho, notamos que ¢¥ es un sistema pronosticador de probabilidades, y
denotaremos Pyr a su correspondiente medida de probabilidades de Ionescu
Tulcea en Y°°. Para a € Y*° denotamos

O[¢F = (¢f(a)7y1a¢5(a)7y25"') €.

Recordamos que para una funcion f : Y — R, definimos su integral
superior como [fdp = inf{fgd,u | g es medible, g > f en yoo}. Escribimos
P¢p(W) para la integral superior de W: > — R respecto a Pyp:

PorW)i= [ [W) 00) (@) 000 (), w € 7

Dado un sistema pronosticador conjunto ¢ y una variable extendida X :
Q) — R, denotamos

Ey(X) := Pyr (X(-,0")),

donde (X(-,ng)) D € Y* - (X(a,(bF)) € R. Aqui ¢ reduce X a una
funcién dependiente tinicamente de los movimientos de la Realidad, y ¢* trans-
forma ¢ a una medida de probabilidad para los movimientos de la Realidad.

Definicién 3.9. Definimos

Emesu(x) = sup E¢ (X) = sup ﬁ(bP (X(7 ¢F))
¢ ¢:(¢F’¢P)

como el mayor valor de la esperanza de la teoria de medidas que se puede atribuir
a X mediante estrategias consistentes para ambos pronosticadores.
También, dado un evento E en el protocolo 3.7, escribimos

Pmesu(E) = Emesu(lE)

El siguiente teorema da el resultado méas importante que nos permite rela-
cionar las esperanzas superiores de la teoria de juegos con la esperanza en la
teoria de la medida.

Teorema 3.10. Si X es una variable global Borel acotada en el protocolo 3.7,
entonces E(X) = Eme%(X)
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Para la demostraciéon necesitaremos una serie de resultados previos:

Definicién 3.11. Sea ¢ un sistema pronosticador conjunto.
Una ¢-supermartingala es una funcion V : Y* — R que satisface

Vao1(@) > ¢, () (V(a" 1)) (3-4)

para todo n € N y o € Y (con la convencion usual 0 - (£oo) := 0). Decimos
que V' es una ¢-martingala si (3.4) se cumple con igualdad.

Si 7 es una supermartingala, la funcién 7¢: J* — R definida por
T2(@) := Tulag), neN, ae Y™,

es una ¢-supermartingala, ya que la definicién de supermartingala en el sentido
de la teorfa de juegos implica que, para todon € Ny a € Y,

Tia(@) = Tor(ag) = EBpr oy (T(03 ™, 65(@). )
=Bz (o) (T7(0"71)) 2 67 () (TP (@"71),

donde usamos la abreviatura az := (a®). Dado que ) es finito, el dominio de
T es discreto, y no existen problemas de medibilidad.

Enunciamos ahora un lema importante de la teoria de la medida que nece-
sitamos para la demostracion:

Lema 3.12. (De Fatou) *
Si (X,,) es una sucesion de funciones integrables no negativas para las cuales

liminf/Xn dp < 00,
entonces la funcion X, definida por
X(w) = liminf X, (w),

es integrable y

/Xd,u < liminf/Xn du.

Proposicién 3.13. Para cualquier X : @ — R acotada inferiormente,
E(X) > E™*"(X).

Demostracién: Es suficiente probar que E?(X) < 7T, para cualquier sis-
tema pronosticador conjunto ¢ y cualquier supermartingala 7 que satisface
liminf, 7, > X.

E(X) = Por (X(-67)) < Pyr (hm 1nfn(-¢F)) = Pyr (lirr_l)inf 7;?)

n—oo

4La demostracién del Lema de Fatou se puede encontrar en ” Measure Theory (1 edicién)”,
referenciado en la bibliografia.
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< liminf Pyr(7,?) < liminf 7" = 7.
n—oo n—oo

Notamos que nuestra aplicacion del lema de Fatou es a funciones Borel,
ya que 7,?(a) depende tinicamente de los primeros n elementos de a y cada
elemento toma solo un nimero finito de valores.

O

Lema 3.14. Para cada E € E()) y f € Ry, se tiene que E(f) = supp_g P(f).
Ademds, el supremo se alcanza para todo f. B

Demostracién: Se obtiene directamente por el teorema de Hahn-Banach ® O
Ahora podemos pasar a demostrar un caso especial basico del teorema 3.10.

Lema 3.15. Supongamos que X : 1 — R es una funcion acotada y semicontinua
superiormente. Entonces, E"*"(X) = E(X).

Demostracion: Sea X; > X9 > --- una sucesién decreciente de funciones semi-
continuas superiormente uniformemente acotadas, tal que cada X; = X;(w) de-
pende de w solo a través de w’ y X = infjen X;. (La existencia de tal sucesién
sigue, por ejemplo, del hecho de que cada funcién semicontinua superiormentte
sobre Q es el limite de una sucesién decreciente de funciones continuas ). Para
cada j € N, definimos una supermartingala W7 de la siguiente forma:

y luego procedemos de manera inductiva de la siguiente forma: Si W7 ya estd
definida para algin n € {j,j — 1,...,1}, definimos W?_; como

W/ | (w) :=supEg(W7(w"1,0,-)), we (3.6)
0co
De aqui es facilmente deducible que W7 > Wy > - - -,

Pasamos a demostrar ahora que para todo j y n, WJ(w) es funcién de
w™ semicontinua superiormente. Por (3.5), obtenemos immediatamente que se
cumple para n > j. Para el resto de casos lo hacemos por induccién, suponemos
que es cierto para algin n € { Jyg—1,..., 2}, demostraremos que entonces es
cierto para n — 1. La hipétesis de que E.(-) es semicontinua superiormente y
la finitud de Y implican que f(s,0) := Eq(W;(s,0,-)) es funcién de § € © y
s € (© x YV)"! semicontinua superiormente, ya que si (s',6') estd suficien-
temente cerca de (s,0), W;(s',0',y) excederd a Wj(s,0,y) por una cantidad
arbitrariamente pequena para todo y € Y, por lo que Ey (W;(s',6’',-)) excedera
a Eg(W;(s,6,-)) por una cantidad arbitrariamente pequenia. Ahora, como f es
funcién semicontinua superiormente y s y 6 varian sobre espacios compactos
metrizables, obtenemos que sup, f(s,6) es semicontinua superiormente, por lo

n

5Ver el libro ” Probabilities and Potential. C: Potential Theory for Discrete and Continuous
Semigroups”, X.31(b), referenciado en la bibliografia.

6La demostracién de la existencia se puede encontrar en ”Engelking, R. (1989). General
Topology, 2e. Berlin: Heldermann.”, 1.7.15(c), referenciado en la bibliografia.
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que W7 (s) = supgee f(s,0) es una funcién de s € (© x Y)"~! semicontinua
superiormente.

Dado que una funcién semicontinua superiormente alcanza siempre su
supremo sobre un conjunto compacto, se alcanza el supremo en (3.6). Pode-
mos definir ahora, para cada j € N, un sistema pronosticador conjunto
¢ = (o9, ¢P7) de la siguiente forma: Para cadan = 1,...,j y a € Y,
tomamos ¢ (a) y ¢F7 (a) tal que ¢17 (a) < E(bs"j(a) y

o 0) (W9 (0,01 (@):)) = By (W7 (0.0 (@):-))

i’ i’

= sup By (Wj (ag;}, 0, )) =W (agrs). (3.7)

(En particular, Wiil(a(bF,j) ya estd definida en el momento de definir
qb;‘(a)). La ultima igualdad se cumple por como hemos definido Wifl, la se-
gunda igualdad define ¢*7 () y su existencia se sigue de que el supremo en (3.6)
se alcanza. Finalmente, la primera igualdad define la medida de probabilidad
¢ (a), y su existencia se sigue del Lema 3.14. Para n > j, definimos ¢/ de
forma arbitraria, por ejemplo, como la medida de probabilidad uniforme. La
propiedad relevante de ¢/ es que (W7 )pi €S una ¢PJ-martingala y por lo tanto
Pyri(X;(-pri)) = Wq.

Dado que el conjunto de todos los sistemas pronosticadores conjuntos es
compacto en la topologia del producto (esto se sigue de que el conjunto ¥ es
cerrado), la sucesién ¢/ tiene una subssucesién convergente ¢/* k € N; sea
¢ := limy_ 0o @’*. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que j; < jo < ---.
Definimos

¢:=inf WJ = lim W{. (3.8)
J j*)OO

Fijamos € > 0 arbitrariamente pequeiio. Pasamos a demostrar que E?(X) >
c—e€. Sea K € N, la restriccion de P¢P,jk a WK varfa como mucho en € a
la restriccién de P¢p a V'K en distancia de variacién total desde algin k en
adelante; sea la distancia de variacién total como méximo € para todo k > K’ >
K. Sea k> K', como P yrj, (Xj, (-47.5.)) > ¢, también se cumple que

?Gﬁp’jk (X, ('¢F,jk ) >c.

Entonces, Pyr(X;k(-yri)) > ¢ — €. Por el lema de Fatou (lo podemos
aplicar porque la sucesién X; estd uniformemente acotada), obtenemos que

Py (limksupXjK(~¢F,jk)> > limsup Pyr (Xjk(-yrin)) > ¢ — € (3.9)

k—o0

Por otro lado,
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limksupXjK(-(pp,jk) S XjK<'¢F). (310)

Esto sigue inmediatamente del hecho de que ¢’* — ¢ en la topologia del
producto y la funcién X,k es semicontinua superiormente. A partir de (3.9) y
(3.10), deducimos que

Esto implica, nuevamente por el lema de Fatou, que Pyr(X(-4r)) > ¢ — €.
Como esto se cumple Ve, obtenemos

E?(X) = Pyr(X(-yr)) > c.

El resto de la demostracién es directa: como

E(X) < ¢ <E?(X) < E™Y(X) < E(X),

(la ultima desigualdad es resultado de la proposicién 3.13), finalmente tenemos
que
E(X) = ¢ = E?(X) = E™*(X). (3.11)
O
Para completar la demostracion del teorema 3.10, nuestro objetivo ahora es
extender el Lema 3.15 a cualquier variable X Borel.

Definicién 3.16. Una funcion v definida en el conjunto de todas las funciones
valoradas en [0, 00] sobre un espacio topoldgico Z es una capacidad si:

e Para cualquier par de funciones f y g valoradas en [0,00] sobre Z, se
cumple que
f<g = (f) <9 (3.12)

e Para cualquier sucesion creciente f1 < fo < --- de funciones valoradas en
[0, 00] sobre Z, se cumple que

gl (sup fk) = lim (fp); (3.13)
kEN k—o0
e Para cualquier sucesion decreciente fi1 > fo > --- de funciones semicon-

tinuas superiormente valoradas en [0,00] sobre Z, se cumple que
inf =1 . 3.14
gl (IgelN fk) Jim (fr) (3.14)

Lema 3.17. Sea C € (0,00). Si X1 > X9 > -+ es una sucesidn decreciente de
variables semicontinuas superiormente con valores en [0,C], entonces

E(inf X = lim E(X.). 1
(;EN ) Jim E(XE) (3.15)
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Demostracién: En la demostracién del Lema 3.14 mostramos (con la diferencia
de notacién que usamos X en lugar de Xj) que cada Xj puede representarse
en la forma X, = inf,en X j, donde Xy 1 > Xpo > -+, y cada X ; = X j(w)
es semicontinua superiormente y depende de w solo a través de w;. Usamos la
igualdad
E(Xy) = lim E(Xy ;). (3.16)
j*}OO

Esta igualdad se deduce de

E(Xy) = ¢ == lim W7 > lim E(Xy,),
j*}OO j*)OO

donde ahora, a diferencia del Lema 3.14, escribimos W*J en lugar de W7: la
desigualdad ‘

lim W < lim E(Xy ;)

]A)OO j*)OO
es obvia, de donde deducimos (3.16). Sin pérdida de generalidad, asumimos que
X1; > X > -+ para todo j. Entonces, la funcién X := infien X puede
representarse como X = inf;en X 5, v asi (3.15) se deduce de

E(X)=E <inf Xm‘) = lim E(X;,)

inf lim lim E(X} ;) = kli)ngO]E(Xk).

- k—o00 j—0o0
( La segunda igualdad en esta cadena se sigue de (3.11) y (3.8) aplicadas a X ;

en lugar de X; en esa demostracién, y la dltima igualdad se deduce de (3.16) ).
O

Lema 3.18. La funcién E es una capacidad en [0, 0], VC € (0, 00).

Demostracién: Por la Proposicién 2.20, E es una expectativa superior y, por lo
tanto, satisface las condiciones (3.12) y (3.13). Por el Lema 3.17, E satisface
también (3.14), por lo que es una capacidad. O

Lema 3.19. La funcion E™*" es una capacidad en [0, C].

Demostracién: La propiedad (3.12) es obvia para E™*". La propiedad (3.14)
se deduce del Lema 3.15 y de la validez de (3.14) para E.

Comprobamos la propiedad restante (3.13), con E™®" como . Supongamos
que existe una secuencia creciente X; < X5 < --- de variables valoradas en
[0, C] tal que

Emest (sup Xk> > lim E™(X).
LEN k—o0

Sea ¢ un sistema pronosticador conjunto que satisface

E? (Sup Xk) > lim E™U(XG,).
kEN k—o00

Entonces, ¢ satisface Ey (supyey Xi) > limg o0 E¢(X}), lo cual es equiva-
lente a la obviamente errénea Py (supey Xk(-¢)) > limy_o0 Py Xk (-¢). Por lo
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tanto, la propiedad (3.13) queda demostrada también por reduccién al absurdo.
O

Enunciamos ahora un tltimo resultado antes de pasar a demostrar el teorema
3.10, el teorema de capacitabilidad de Choquet. Usaremos la versién del teo-
rema de Choquet en la cual las capacidades se definen, mediante las mismas
condiciones, en el conjunto de funciones valoradas en [0,C] para un C fijo en
(0,00). Esta versién es vélida porque cualquier capacidad v definida en el con-
junto de funciones valoradas en [0, C] puede extenderse a una capacidad v en
el conjunto de funciones valoradas en [0, oo] mediante v'(f) :=~v(f A C).

Teorema 3.20. (de capacitabilidad de Choquet)’
Si Z es un espacio compacto metrizable, vy es una capacidad en [0,00]%, y
X:Z — [0,00] es una funcion Suslin, entonces

Y(X) =sup{y(f) | f es semicontinua superiormente y f < X}.

Notamos que este resultado demostraria el teorema 3.10 para funciones
Suslin y no Borel, no obstante aplicamos que toda funcién Suslin es Borel &
y obtenemos el resultado deseado.

Demostracién del teorema 3.10
Combinando el teorema de capacitabilidad de Choquet (aplicado al espacio
compacto metrizable ) con los Lemas 3.13, 3.16 y 3.17, obtenemos

E(X) = sup E(f) = sup E™*"(f) = P (X)),
F<x F<x

donde f recorre las funciones semicontinuas superiores no negativas.

"Para la demostracién del teorema de Choquet ver ”Ensembles analytiques, capacités,
mesures de Hausdorff”, Teorema II.5, referenciado en la bibliografia.

8Para la demostracién de que toda funcién Suslin es Borel, ver ”Ensembles analytiques,
capacités, mesures de Hausdorff”, Corolario 1.6, referenciado en la bibliografia.
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4 CAPITULO 4: Calibracién de opciones Look-
back

Para este capitulos tomamos como referencia el capitulo 11 de el libro ” Game-
Theoretic foundations for probability and finance”, y los capitulos 5 y 9 de el
libro ”Comprender los productos derivados”, ambos referenciados en la bibli-
ografia.

El objetivo de este capitulo es aplicar la teoria de probabilidades basadas en
la teoria de juegos que hemos desarrollado en el mercado de opciones, concreta-
mente, en la calibracién de opciones Lookback. No obstante, antes de eso, vamos
a introducir brevemente algunos conceptos importantes relativos al mercado de
opciones.

4.1 Introduccion a las opciones Lookback

Definicién 4.1. Una opcidn financiera es un contrato a plazo que otorga al
comprador el derecho, pero no la obligacidn, de comprar o vender (segin sea
opcion de compra u opcidn de venta) un activo subyacente a un precio deter-
minado en el contrato, a lo largo o al final de un periodo de tiempo también
determinado en ese contrato

Los contratos de opcién poseen ciertos elementos basicos que los caracterizan
y estructuran, entre los cuales destacan los siguientes:

e Activo subyacente: se refiere al activo sobre el cual se basa el contrato.
Este puede incluir materias primas, acciones, depdsitos, divisas, indices
bursatiles, contratos de futuros, entre otros.

e Cantidad de valores involucrados: el valor nominal del contrato es estable-
cido por el mercado correspondiente. Por ejemplo, en las opciones sobre
acciones cotizadas en el MEFF, el nominal corresponde a un lote de 100
acciones, mientras que en las opciones sobre soja en el CME, este es de
5.000 bushels.

e Fecha de vencimiento: es la fecha en que el contrato expira y debe lig-
uidarse.

e Precio de ejercicio o strike price: corresponde al precio de referencia es-
tablecido en el contrato. En caso de que la opcién sea ejercida (ya sea
de compra o de venta), este serd el precio acordado para la transaccién.
Este valor es fijo y no se altera, independientemente de las fluctuaciones
del precio del activo subyacente en el mercado.

e Prima: es el precio de la opcién, que el comprador paga al vendedor.
Este valor se negocia en el mercado y varia constantemente en funcién
de la cotizacién del activo subyacente y otros factores, como el tiempo
restante hasta el vencimiento, la tasa de interés y la volatilidad del activo
subyacente.
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En cuanto a los tipos de opciones, existen dos categorias principales: la
opcién de compra (call) y la opcién de venta (put). Sus principales carac-
teristicas, derechos y obligaciones son los siguientes:

e Opcidn call: otorga al comprador el derecho, pero no la obligacién, de
adquirir una cantidad especifica de un activo a un precio determinado. A
cambio de este derecho, el comprador paga una prima al vendedor de la
opcién. Por su parte, el vendedor de una opcién call asume la obligacién de
vender la cantidad estipulada en el contrato al precio de ejercicio, siempre
que el comprador decida ejercer su derecho. Como compensacién por
asumir este riesgo, el vendedor recibe la prima.

e Opcidn put: confiere al comprador el derecho, pero no la obligacion, de
vender una cantidad especifica de un activo a un precio preestablecido. Por
este derecho, el comprador abona una prima al vendedor. En este caso, el
vendedor de una opcién put esta obligado a comprar la cantidad especifi-
cada en el contrato al precio de ejercicio, si el comprador decide ejercer su
derecho. La prima actia como compensacion por el riesgo asumido por el
vendedor.

Segun el momento en el que pueden ejercerse, las opciones se clasifican en:

e Opciones europeas: s6lo pueden ejercerse en la fecha de vencimiento es-
pecificada.

e Opciones americanas: pueden ejercerse en cualquier momento hasta la
fecha de vencimiento.

Sin embargo, debido a la creciente complejidad y dinamismo del mercado
financiero, las instituciones han desarrollado nuevos instrumentos para satisfacer
necesidades mas especificas de los participantes. Esto ha dado lugar a la creacion
de las denominadas opciones exdticas, que buscan cubrir riesgos particulares en
términos de nominales, fechas de vencimiento, y otros requerimientos especificos.

Las opciones exdticas se definen como un conjunto heterogéneo de opciones
en las que se modifican una o varias de las caracteristicas habituales de las
opciones estdndar. Entre dichas caracteristicas diferenciadoras destacan:

e La determinacién y el célculo del precio de ejercicio o del activo subya-
cente.

e La seleccion del propio subyacente.

e El nimero de subyacentes implicados, ya sea de forma agregada o alter-
nativa.

e Las condiciones de pago de la prima.

e La modificacién de las fechas de vencimiento.
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e Los mecanismos de activacién y desactivacién de la opcion.

Algunas de las principales razones para la existencia de las opciones exdticas
son las siguientes:

e Costes: en algunos casos, es posible disefiar opciones exdticas que no con-
lleven costes iniciales y que, ademads, permitan al titular cancelarlas cuando
mantenerlas implique un elevado coste de cobertura.

e Flexibilidad: ofrecen mayor flexibilidad para establecer las condiciones de
ejercicio y la estructura financiera del contrato.

e Complejidad: permiten resolver necesidades especificas y complejas de los
inversores.

Las opciones exdticas son instrumentos negociados exclusivamente en merca-
dos OTC. Estas opciones suelen disenarse a medida, son innovadoras, presentan
una baja transparencia y, en ocasiones, resultan dificiles de valorar de forma
eficiente. Debido a estas caracteristicas, no existe un mercado especifico para
ellas. Las entidades financieras suelen crearlas para venderlas posteriormente a
través de sus redes comerciales.

Los activos subyacentes de las opciones exdticas son similares a los de las
opciones estandar, incluyendo materias primas, tipos de interés, tipos de cam-
bio, acciones e indices bursétiles. Sin embargo, en las opciones exéticas es
comun encontrar combinaciones de varios subyacentes, a diferencia de las op-
ciones estdndar, donde el subyacente suele ser unico.

A pesar de sus ventajas, las opciones exéticas presentan ciertos inconve-
nientes:

e Mercado exclusivamente OTC, lo que implica un mayor riesgo de crédito.

e Menor conocimiento generalizado respecto a las opciones estandar, difi-
cultando su difusién debido a la amplia variedad y proliferacién de modal-
idades personalizadas.

e Liquidez limitada o inexistente en mercados secundarios, complicando su
negociacion y acentuando la percepcion de falta de transparencia.

e Asimetria en el mercado, donde las posiciones largas (compradoras) pre-
dominan en ndmero, mientras que las posiciones cortas (vendedoras) sue-
len estar restringidas a instituciones financieras especializadas.

e Perfiles de riesgo complejos, dificiles de entender para los compradores y
de valorar antes del vencimiento, lo que a menudo conduce a valoraciones
imprecisas o sobrevaloradas en detrimento del inversor final.

Entre los tipos de opciones exéticas, nos centraremos en las opciones path
dependent o con memoria. Estas opciones se caracterizan porque su valor final
no depende unicamente del valor final del activo subyacente, sino de su evolucién
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alo largo de la vida del contrato. Entre estas opciones se encuentran las opciones
lookback, que consideran el precio mas favorable alcanzado por el subyacente
durante la vigencia de la opcién para determinar su flujo de pagos.

Existen diversas modalidades de opciones lookback, siendo las méds comunes:

e Opciones lookback con precio de ejercicio flotante: En este caso, el precio
de ejercicio se ajusta dindmicamente durante la vida de la opcién. FEl
pago final se calcula como la diferencia entre el precio mas favorable del
subyacente (mdximo para una opcién call y minimo para una opcién put)
y el precio del subyacente en el momento en que se ejerce la opcién.

e Opciones lookback con precio de ejercicio fijo: Aqui, el precio de ejercicio
es fijo y se acuerda al inicio del contrato. El pago final se determina
como la diferencia entre el precio mas favorable del subyacente observado
durante la vida de la opcién (méximo para una opcién call y minimo para
una opcién put) y este precio de ejercicio fijo.

4.2 Calibracién de Lookbacks mediante protocolos

Como hemos visto hasta ahora, la probabilidad basada en la teoria de juegos
ofrece un marco conceptual sélido para llevar a cabo pruebas. En este contexto,
el Escéptico desafia al Pronosticador con el objetivo de multiplicar de manera
significativa el capital en riesgo. Este proceso de evaluacion es inherentemente
dindmico, dado que el grado de éxito del Escéptico (representado por el factor
por el cual su capital se incrementa) fluctia a lo largo del tiempo. En algunos
casos, el Escéptico puede lograr un incremento considerable, lo que pareceria
desacreditar al Pronosticador de manera concluyente. Sin embargo, este mismo
capital acumulado puede perderse parcial o completamente, cuestionando la
validez del veredicto inicial. Ante este escenario, surgen preguntas clave: jcémo
podemos protegernos contra una reversién completa? ;De qué manera podemos
garantizar que, al revisar el capital maximo alcanzado por el Escéptico, podamos
conservar al menos una porciéon de esas ganancias como evidencia contra el
Pronosticador?

Una soluciéon sencilla para preservar parte de las ganancias del Escéptico
consiste en establecer de antemano varios niveles de capital objetivo en los que
se detendria la apuesta, asignar el capital entre dichos objetivos y luego replicar
las estrategias del Escéptico con cada una de las cuentas creadas hasta alcanzar
el nivel deseado.

Para formalizar esta idea, consideramos un escenario en el que dos jugadores
evalian al Pronosticador. Denominaremos a estos jugadores como Escéptico
y Escéptico Rival. El Escéptico actiia primero, permitiendo que el Escéptico
Rival lo imite con diferentes cuentas disenadas para alcanzar distintos objetivos
de capital. Este escenario queda descrito formalmente en el siguiente protocolo,
donde I refleja el proceso de capital del Escéptico y L el proceso de capital del
Escéptico Rival.
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Protocolo 4.2.
Parametro: Conjunto ) con al menos dos elementos.
El Escéptico anuncia Ky = 1
El Escéptico Rival anuncia £y =1
Paran=1,2,...
El Pronosticador anuncia una expectativa superior E,, sobre ).
El Escéptico anuncia f, € [0,00)Y tal que Ey,(fn) < Kp_1.
El Escéptico Rival anuncia g,, € [0,00)Y tal que E,(g,) < £
La Realidad anuncia y,, € ).

K = fn(yn) y Ly = gn(yn>

Dado que el Escéptico y el Escéptico Rival estan obligados a elegir sus
movimientos en [0, 00)Y, su capital necesariamente permanece no negativo. Para
n=20,1,..., definimos:

K* := max K;.

n 0<i<n

Nos interesa saber cuanto de este capital maximo pasado puede el Escéptico
Rival retener.

Definicién 4.3. Llamamos a una funcién creciente H: [1,00) — [0,00) un
calibrador de lookbacks si H(oo) = oo y el Escéptico Rival tiene una estrategia
en el Protocolo 11.1 que garantiza que

L, > H(K) (4.1)
paran =0,1,....
La siguiente proposicién caracteriza a los calibradores de lookbacks.

Proposicién 4.4. Una funcion creciente H: [1,00) — [0,00) es un calibrador
de lookbacks si y solo si H(co) = 00 y

~ H(v)

dv < 1. (4.2)

La demostraciéon de la proposiciéon se obtiene mas adelante a raiz de un
resultado mas general. A partir de la proposicién 4.4 obtenemos el siguiente
corolario:

Corolario 4.5. Si H es un calibrador de lookbacks, entonces H(v) < v Vv y
H(v)/v— 0 cuando v — oo.

Demostracién: Para demostrar que H(v) < v, dado que H(v) es creciente y

no negativa, supongamos que H(v) > v para alg{m v > 1. Esto implica que la
H (v) H(v)
’L)

integral fl dv divergiria porque > 5= 1 floo L dv no converge.

Sin embargo, esto contradice f1 o B gy < 1. Por lo tanto H(v) < v para todo
v>1.
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H(v)

Para demostrar que — 0 cuando v — o0, redefinimos
que implica que [~ g(v)1 dv converge.

Si g(v) no tiende a 0 cuando v — oo, entonces existe € > 0 tal que g(v) > €
para infinitos valores de v. Esto llevaria a floo % dv a ser divergente, lo cual
contradice la condicién inicial de convergencia. Por lo tanto, necesariamente,
@ = g(v) = 0 cuando v — oco.

O

Definicion 4.6. Un calibrador de lookbacks H es maximal si no existe otro
calibrador de lookbacks G tal que G(v) > H(v) para todo v € [1,00).

El siguiente corolario resultante de la proposicién 4.4 caracteriza los cali-
bradores maximales de lookbacks.

Corolario 4.7. Un calibrador de lookbacks es mazimal si y solo si es continuo
por la derecha y la ecuacion (4.2) se cumple con igualdad. Para cada calibrador
de lookbacks G, existe un calibrador de lookbacks maximal H tal que H > G.

Demostracién: Una funcién creciente H: [1,00) — [0,00) que satisface (4.2)
puede ser incrementada a una funcién creciente que satisface (4.2) con igualdad
(solo multiplicdndola por la constante apropiada), y luego puede ser incremen-
tada a una funcion creciente y a la vez continua sin cambiar el valor de la integral
en (4.2) (recordando que una funcién creciente tiene solo saltos numerables). Por
otro lado, una funcién creciente y continua por la derecha H: [1,00) — [0, 00)
que satisface (4.2) con igualdad no puede ser incrementada m4s sin aumentar
el valor de la integral. O

Es probable que el Escéptico Rival se sienta decepcionado, ya que la fraccion
del capital maximo de Escéptico que puede estar seguro de retener, @, dis-
minuye rapidamente a medida que v crece. Si el Escéptico Rival sospecha
que el capital de Escéptico continuara creciendo indefinidamente, podria op-
tar por aprovechar esta posibilidad destinando una parte de su capital a imitar
a Escéptico. Sielige ¢ € [0,1) y dedica ¢ de su capital inicial a imitar a Escéptico,
y 1 — ¢ a una estrategia que garantice H(K), entonces se cumple que

Lo > Ky + (1—c)H(K) (4.3)

para todo n > 0. Podemos interpretar 1 — ¢ como una prima que el Escéptico
Rival paga inicialmente para asegurarse contra la posibilidad de que Escéptico
pierda todo o casi todo el capital o evidencia que haya acumulado.

Proposicién 4.8. Sic € [0,1) y H : [1,00] — [0,00] es creciente y satisface
H(oo) = oo, entonces el Escéptico Rival tiene una estrategia que garantiza (4.3)
en el Protocolo 4.2 si y solo si H satisface (4.2).

La demostracion de la proposicién 4.8 se obtiene también més adelante como

la de la proposicion 4.4. De hecho, la proposicién 4.4 es el caso particular de
la proposiciéon 4.8 para ¢ = 0. La proposiciéon 4.8 implica que si el Escéptico
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Rival juega de manera que tiene garantizado al menos H(K) para todo n,
donde H : [1,00] — [0,00] es creciente y satisface H(co) = oo, entonces la
mayor fracciéon del capital actual de Escéptico K, de la que también puede
estar seguro de tener para todo n es

= H(v)

1—
1 v?

dv.

En este sentido, (4.3) es lo mejor que el Escéptico Rival puede lograr.
A cotninuacién, definimos el siguiente protocolo que nos sirve para relacionar
el protocolo 4.2 con el resto de protocolos.

Protocolo 4.9.
Pardmetros: Conjunto ) no vacio, familia (£)ses de conjuntos no vacios de
expectativas superiores sobre ).
El Escéptico anuncia Ky =1
El Escéptico Rival anuncia £y =1
Paran=1,2,...
El Pronosticador anuncia una expectativa superior E,, € Eyrooynn
El Escéptico anuncia f,, € [0,00)Y tal que E, (f,) < K,_1.
El Escéptico Rival anuncia g,, € [0,00)Y tal que E,(g,) < L,,_1.
La Realidad anuncia y, € ).

Ky = fn(yn) y Ly = gn(yn)

Llamamos al Protocolo 4.9 y a cualquier especializacién de este un protocolo
de lookback. Asi, el Protocolo 4.2 es un protocolo de lookback; es la especial-
izacién en la que ) tiene al menos dos elementos y &, para cada s € S, es
el conjunto de todas las expectativas superiores sobre ). Todos los protocolos
aflojados utilizados hasta ahora se convierten en protocolos de lookback una vez
que se agrega el Escéptico Rival. En particular, la especializacion del Protocolo
2.12 en su forma aflojada y agregando el Escéptico Rival produce un protocolo
més simple pero esencialmente equivalente al Protocolo 4.9.

Definicién 4.10. Llamamos a un protocolo de lookback rico si ¥V a € (0,1) y
Vs eS existeun Eg € Es y un Es C Y tal que

P,(E,) =a. (4.4)

Por ejemplo, el protocolo 4.2 es rico. Para verlo, elejimos dos elementos
distintos cualsequiera de ), y y 3. Dado a € (0, 1), definimos Eg como

E.(f) =af(y) + (1 —a)f(y)
y establecemos E; := {y} para todo s..

Teorema 4.11. Sea H : [1,00] — [0, 00] una funcidn creciente y tal que satis-
face H(oco) = o0, ¢ € [0,1), y tal que el Escéptico Rival tiene una estrategia en
un protocolo de lookback rico que garantiza
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para todo n > 0}. Entonces, H satisface (4.2).

Demostracién: Fijamos a € (0,1), y para todo s € S, elegimos E, y E; tal
que satisfacen (4.4). Sea E la expectativa superior en el protocolo obtenido
al requerir que el Pronosticador anuncie E, en cada situacién s, elimindndolo
como jugador y permitiendo que el Escéptico anuncie su propio capital inicial
no negativo Ky antes de la primera ronda en lugar de fijar Ky := 1.

Definimos los eventos A1, Ao, ...y las variables X1, X5, ...y ¥7,Y5,... como:

Ay = {yn € Ey1.--yn71}a

X, :=max{k | k€ {0,1,...,n} donde Ay,..., A ocurren todos},
Yo i=ca " [[1a, + (1= )H(a *"). (4.5)
k=1

Si el Escéptico anuncia a '/C,,_115 en la n-ésima ronda, entonces:

Y1---Yn—1
n

-n * —X,

Kn=a H]‘Ak y K, =a .
k=1

Asi que, por hipétesis, el Escéptico Rival tiene una estrategia que garantiza
L, > Y, para todo n. El Escéptico puede jugar la misma estrategia, garanti-
zando asi IC,, > Y,, para todo n. Esto implica que:

E(Y,) <1 (4.6)

para todo n. Podemos reescribir (4.5) como

n n k
Y, =ca " H 14, +(1—¢) (H(l) + Z (H(a_k) - H(a‘kH)) H 1Ai> .
k=1 k=1

y luego deducir que
E(Y,)=c+(1-¢) (H(l) + i (H(a™") — H(a"Fth)) ak) : (4.8)
k=1

Para deducir (4.8) a partir de (4.7), usamos que el valor esperado de una
variable se puede calcular iterativamente:

E(Y,) = B (B (... Eucr(Y)...)). (4.9)

Al final de la ronda n — 1, 14, es la tinica variable en el lado derecho de (4.7)
que es desconocida, y

En1(1a,) = ?yl-”yn—l(Eyln-yn—l) =a
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Entonces, por la propiedad 2 de las expectativas superiores y la Declaracién 1

de la Proposicién 2.9, obtenemos E,,_1(Y;,) al reemplazar K 4, con a en el lado

derecho de (4.7). De manera similar, obtenemos E,,_(E,_1(Y;,)) al reemplazar

Wa,_, con a. Al implementar los n pasos en (4.9), reducimos (4.7) a (4.8).
Combinando (4.8) con (4.6), obtenemos

1)+ z": (H(a*k) - H(a*kﬂ)) ak <1,
k=1

lo cual se puede reescribir como
n
ZH (@ — ) + H(a™™)a™ < 1.
k=1

Ignorando el ultimo sumando en el lado izquierdo, dejando n — oo y a — 1,

podemos ver que
1
1
/ H () dw <1,
O w

[e§] 1
H(Qv)dv:/ H(1> dw < 1.
1 v 0 w

Lema 4.12. Una funcidn H: [1,00) — [0,00) es creciente y continua por la
derecha si y solo si existe una medida Q en [1,00) tal que

y, por lo tanto,

O

H(v) = u@(du) (4.10)

(1,7]

para todo v € [1,00). En este caso,

| A= qqu)

Demostracién: Si H es creciente y continua por la derecha, podemos definir
una medida R en [1,00) como R([1,v]) := H(v) para todo v € [1,00). Sea Q
la medida en [1,00) definida por Q(du) := L R(du). Entonces, (4.10) se cumple
para todo v € [1,00).

Por otro lado, si existe una medida @ en [1,00) tal que (4.10) se cumple,
entonces H es evidentemente creciente y continua por la derecha, y

H / / — (du) dvf/ / —va (du).
1 [1,0] Y 1,00)

Resolviendo la integral interna,




Por lo tanto,

< H(v)
/ 2 dv = / Q(du). (4.11)
1 [1,00)
U
Ahora consideremos una medida de probabilidad P en [1,00], y definamos
HY: [1,00) = [0,00) por
H (v) ::/ uP(du). (4.12)
(1,9]

Consideremos un protocolo de lookback arbitrario, que puede o no ser rico.
Los movimientos de los jugadores son E, f,., gn ¥ Yn, v tanto el Escéptico como
el Escéptico Rival comienzan con un capital unitario y tienen los capitales C,,
vy L, respectivamente, al final de la n-ésima ronda. Definimos

k(u) :==inf{n € {0,1,...} | K\, > u}

(con inf ) := c0) para todo u € [1,0), y

oF = / Kiuy P(du) + P((C_y, o)) f (4.13)
1,

*
n—1

para todo n € N.
Como nos dice el siguiente lema, la sucesién gf’, g¥’, ... forma una estrategia
para el Escéptico Rival. La llamamos una estrategia de lookback trading.

Lema 4.13. La sucesion g¥, g%, ... constituye una estrategia para el Escéptico
Rival. Cuando el Escéptico Rival sigue esta estrategia,

Lo = / Kiewy P(du) + P((K, 00])Kn, (4.14)
(1,K5]

y por lo tanto (porque Ky, > u),
Lo = HP () + PG, ) (4.15)
paran =0,1,....

Demostracién: Si KX_; > u, entonces k(u) < n, por lo que el Escéptico Rival
conoce los valores de k(u) y Ky, y puede calcular el lado derecho de (4.13)
cuando es su turno de moverse en la n-ésima ronda. Tenemos

Ei(g)) =E ( Kr(u) P(du) +P((1700Df1>

(1,1]

=y KoP(du) 4+ P((1,00))E1(f1) = P({1}) + P((1,00])E(f1) < 1. (4.16)
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*
n—1

_ / Kty P(ds) + P((KC 0] B (f2)
[1,K; 4]

3/ Ky P(du) + P((K_, 00]) K1

[1,K7 4]

:/ . ]’Ck(U)P(du) +P((IC:;72,OO])’CTL71 = gifl(ynil)_ (417)
LK 2

para n > 2. La peniltima igualdad en (4.17) se cumple porque K,y = Ky—1
para cualquier u € (K _,,K%_;]. Por (4.16) y (4.17), g¥, gL, ... constituyen
una estrategia para el Escéptico Rival. Si el Escéptico Rival sigue esta estrategia,
entonces por (4.17),

Lo =g () = /[ K P+ P(0C . DK,
1’ :L—l
_ /[ Ko Pln) + P, oK (4.18)
1,Kx

O

A continuacién enunciamos y demostramos un teorema, la proposicién 4.8

se obtiene inmediatamente como resultado de este teorema (y por lo tanto la
4.4 también).

Teorema 4.14. Supongamos que H: [1,00] — [0,00] es creciente y satisface
H() = 00 y (4.2). Entonces, en cualquier protocolo de lookback y para todo
¢ € [0,1], el Escéptico Rival tiene una estrategia que garantiza (4.3) para n =

0,1,....

Demostracién: Podemos asumir sin pérdida de generalidad que H es semicon-
tinua por la derecha y satisface (4.2) con igualdad, porque podemos aumentar H
a una funcién creciente y semicontinua por la derecha que cumpla estas condi-
ciones. Entonces, (1 — ¢)H también es creciente y semicontinua por la derecha.
Por el Lema 4.11, existe una medida @ en [1,00) tal que

(1- ) H(v) = /[ Q)

para todo v € [1,00) vy Q([1,00)) = 1 — ¢. Extendemos () a una medida de
probabilidad P en [1, 0] definiendo P({oo}) := ¢. Entonces, (1—c)H es idéntica
en [1,00) a la funcién H definida por (4.12), y P((K}, o]) > ¢. Por lo tanto,
(4.15) implica (4.3).

O
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4.3 Aplicaciénes de la calibracién de Lookbacks

Veamos ahora como el usar este tipo de estrategias suponen una alternativa a
las opciones lookback. Supongamos que y,, es el precio de una accién particular
al final del n-ésimo dia de negociacién, y definimos

Un = J0aX yi.

Un ejemplo de una opcién lookback sobre la accién es una opcién call lookback
flotante que vence en el tiempo n; en el tiempo n, paga al inversor la diferencia
yp — yn. Al comprar la accién y la opcién en el tiempo 0 y mantenerla hasta
el tiempo n, el inversor puede contar con tener y;, la mayor cantidad que valié
la accién durante el periodo de su inversién. Sin embargo, se debe deducir de
esta cantidad su inversion inicial, el costo de la accién y el costo de la opcién
lookback flotante, y las opciones lookback pueden suponer un coste elevado.

Las estrategias de lookback trading definidas antes proporcionan una alter-
nativa a la compra de opciones lookback. Garantizan menos ingresos, ya que
H(yX) puede ser solo una pequenia fraccién de y, pero aparte de su costo de
transaccion, que se limita al costo de vender periddicamente partes de la in-
versién en la accién, son libres de costes. Ademds, no dependen de ninguna
suposicion estadistica.

El caso en el que el inversor mantiene solo una accién puede describirse
mediante el siguiente protocolo:

Protocolo 4.15.
La Realidad anuncia yg = 1
El Escéptico Rival anuncia £y = 1
Paran=1,2,...
El Escéptico Rival anuncia M,, € [0,00) tal que Mpy,—1 < Ly—_1.
La Realidad anuncia y,, € [0, 00).
Ly =Ly 1+ Mn(yn - ynfl)'

Suponemos, para simplificar, que el precio inicial de la accién, yg, es 1. La
Realidad es el mercado, que determina los precios. El Escéptico Rival es el
inversor; su movimiento M, es el nimero de acciones que mantiene en la n-
ésima ronda. Al mantener estas acciones, esta invirtiendo M, y,_1 en la accion,
mientras conserva el resto de su capital, £,_1 — Mpy,_1.

El Pronosticador y el Escéptico estan ausentes, ya que estan jugando estrate-
gias especificadas. El Pronosticador no tiene nada que afiadir al anuncio de la
Realidad en la ronda anterior, y el Escéptico simplemente estd manteniendo la
accién (K, = y, para todo n). Como confirma la siguiente proposicién, esto
significa que el aflojamiento del protocolo es un protocolo de lookback.

Proposicion 4.16. El aflojamiento del Protocolo 4.15 es la especializacion del
Protocolo 4.9 en la cual:

1. Y :=[0,00),
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2. para cada situacion s = yy...Yn—1, s consiste en la unica expectativa
superior Eg definida por

Ei(f) =inf{a|3IM € [0,00)Vy €V : fy) <a+ My —yn_1)}, (4.19)

3. y el Escéptico estd limitado a hacer siempre el movimiento f,(y) =y, de
modo que su capital IC,, es siempre igual a yy.

Demostracién: Notamos que Es(a + M(y — y,_1)) = a. Suponiendo que el
Escéptico Rival juega de manera eficiente en esta especializacién, su movimiento
en la n-ésima ronda serd de la forma a+ M (y—y,,—1), digamos a+ M, (y —yn—1),
y satisfard Eg(a+ Mp(y — yn-1)) = Lpn_10a =L, 1.
Por lo tanto,
En = Enfl + Mn(y - yn71)7

como en el Protocolo 4.15.
O
El protocolo de lookback descrito en la Proposicién 4.13 es rico, porque (4.4)

se satisface con )
ES = { Yn Z } 3
Yn—1 a

el evento de que el precio de la accién se multiplica por 1/a. Por lo tanto, por
los Teoremas 4.11 y 4.14, la estrategia de lookback trading para un ¢ € [0,1) y
un calibrador de lookbacks particular H permite al Escéptico Rival garantizar

Ln>cyn+ (1 —c)H(y)), (4.20)

para todo n en el Protocolo 4.15, y esto es, en el sentido que hemos descrito, lo
mejor que el Escéptico puede hacer.

La Proposicién 4.16 se generaliza inmediatamente al caso en el que el
Escéptico permanece en el protocolo y comercia en J acciones. En este caso,
Y :=[0,00)”, donde un elemento y de ) es el vector de precios de las .J acciones,
y el Escéptico y el Escéptico Rival deciden cuanto invertir en cada accién en
cada ronda. Todavia podemos usar (4.19) para definir la expectativa superior
que el Pronosticador debe anunciar, siempre que M (y—y,_1) se interprete como
el producto interno entre el vector M, que representa el niimero de acciones que
el jugador posee, y el vector y — yp,—1.

Las estrategias de lookback trading pueden aplicarse a cualquier valor, fondo
mutuo o producto basico que se negocie en un mercado lo suficientemente liquido
como para que un inversor pueda encontrar un comprador al precio cotizado en
cualquier ronda. También pueden aplicarse a cualquier estrategia para operar en
dicho mercado o a cualquier otro inversor cuyo comportamiento el inversor pueda
imitar, siempre que la estrategia o el inversor imitado solo tomen posiciones
largas en los valores o productos bésicos. Cualquier posicién corta estd sujeta
a pérdidas ilimitadas, al menos en teoria, y por lo tanto es incompatible con
el supuesto de que el Escéptico y el Escéptico Rival arriesgan solo su capital
inicial.
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Definicién 4.17. Llamamos compromiso de lookback a una funcion no negativa
H(v,w) con dominio v € [1,00] y w € [0,v] si satisface H(co,w) = co para todo
w € [0,00] y el Escéptico Rival tiene una estrategia en el Protocolo 4.2 que
garantiza L, > H (K, Ky,).

Un compromiso de lookback H es mdzximo si no existe otro compromiso de
lookback G tal que G > H.

Decimos que una funcién de los precios de ciertos titulos esta supercubierta
cuando se utiliza una estrategia de negociacién en valores para garantizar un
pago al menos igual a dicha funcién. Podemos usar este lenguaje para describir
el uso que hace el Escéptico Rival de una estrategia de lookback trading para
garantizar un pago al menos igual a un compromiso de lookback H(y%,yn): él
supercubre este pago, y el costo de la supercobertura es como maximo 1.

De manera més general, un inversor puede usar una estrategia de lookback
trading para supercubrir G(y,y,), donde G no es un compromiso de lookback.
En este caso, el costo de la supercobertura puede exceder 1. Llamaremos precio
superior de G al costo de supercobertura de G(y%, yn).

Consideramos entonces una funcién arbitraria G(v, w) definida parav > 1y
w € [0,v] y un contrato hecho al inicio del Protocolo 4.15 que paga G(y,y,) en
cualquier momento n de eleccién del Escéptico Rival. Dicho contrato se llama
opcion lookback perpetua estadounidense con pago (G. Su precio superior es el
infimo de las cantidades que permiten al Escéptico Rival supercubrir el pago:

E(G) :=inf{To | T € T, VnVy1y2...: Tolviy2...) > Gy, un)},

donde T es el conjunto de supermartingalas en el Protocolo 4.15.

Corolario 4.18. Si el pago G de una opcion lookback americana perpetua es
de la forma G(v,w) = H(v) + cw para una funcién de Borel no negativa H y
c > 0, entonces

E(G)=c+ /100 H(v)v™2 do. (4.21)

Este corolario se deduce de (4.20). Sin embargo, no es 1til para la versién
americana de la opcién call lookback flotante. Especificamente, si G(v, w) =
v — w, entonces E(G) = oco.

También podemos considerar una opcion lookback europea perpetua, con un
pago en el tiempo oo igual a G(y%,, Yso), donde ¢ :=lim, o0 Yy, y

lim, o y, siel limite existe,
Yoo =

00 si el limite no existe.

_ El precio superior de tal opcién es simplemente la esperanza superior global
E(G), como se define en (2.19).

Corolario 4.19. Si el pago G de una opcidn lookback europea perpetua tiene la

forma G(v,w) = H(v) + cw para una funcion de Borel no negativa H y ¢ > 0,
entonces su precio superior E(G) también estd dado por (4.21).
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Apéndice 1: Probabilidades basadas en la teoria
de la medida

Las definiciones dadas en este apéndice se pueden encontrar en los libros ” Prob-
ability Theory A Comprehensive Course Third Edition” y ”Probability An In-
troduction Through Theory and Exercises” referenciados en la bibliografia.

El objetivo de este apéndice es presentar una serie de conceptos y resultados
bésicos conocidos de las probabilidades basadas en la teoria de la medida.

Definicién 5.1. Dado un espacio Y, diremos que una familia F de partes de
Y es una o-dlgebra si cumple

1. YeF
2. Si B € F, entonces también E° € F.
3. Si{En,n>1} CF, se cumple U, En € F.

A los elementos E € F los llamamos eventos.

Definicién 5.2. Sea p una funcion definida en una o-dlgebra F con valores en
[0,4+00]. Se dice que p es una medida en F si cumple:

1. w(2)=0

2. Para toda sucesion {E,} de conjuntos disjuntos por pares en F cuya unidn
pertenece a F, se cumple:

7 (U En) = Z w(Ey,) (o-aditividad).

n=1

Una medida P definida en una o-dlgebra F sobre un conjunto Y se denomina
una medida de probabilidad si

PY) =1.

Definicién 5.3. Si Y es un conjunto y F una o-dlgebra en Y, el par (Y, F)
se denomina un espacio medible, y los conjuntos en F se llaman conjuntos
medibles. Si, ademds, se define una medida p sobre la o-dlgebra F, entonces la
terna (), F, 1) que surge del espacio medible (Y, F) se denomina un espacio de
medida. Si P es una medida de probabilidad, el espacio de medida (Y, F, P) se
denomina un espacio de probabilidad.

Definicién 5.4. Sean (Y, F) y (V', F') espacios medibles, y sea T : Y — )’
una aplicacion de Y en Y’. Decimos que T es F-F'-medible si

T-YA") € F, paratodo A' € F'.
Expresamos la F-F'-medibilidad de T simbdlicamente como

T: YV, F)— YV, F)
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y hablamos de una aplicacion medible del primer espacio medible en el seqgundo.

Definicién 5.5. Sea B la o-dlgebra de Borel, definida como la o-dlgebra gener-
ada por los conjuntos abiertos de R, es decir, la mds pequenia de las o-dlgebras
de partes de R que contiene todos los conjuntos abiertos de R respecto a la
topologia euclidiana.

Sea (Y, F,P) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria es una
aplicacion X : Y — R que cumple la siguiente propiedad:

VBeB, X '(B)c F.

A esta condicion la llamamos condicion de medibilidad. Ademds, diremos que
una vartable aleatoria X es Borel-medible o simplemente Borel si cumple la
condicion de medibilidad, ) es un espacio topoldgico y F es la mds pequernia de
las o-dlgebras de partes de ) que contiene todos los conjuntos abiertos de Y
respecto a la topologia de ).

Definicién 5.6. Una funcién medible f : Y — R se llama P-integrable si
[|f|dP < . Denotamos

LY(P):=L*(Y,F,P) := {f:y—>R:f es medible y / |f|dP<oo}.
y

Definicién 5.7. Sea X una variable aleatoria y (¥, F, P) un espacio de proba-
bilidad.

(i) Si X € L*(P), entonces diremos que X es integrable y definimos
E[X] := / X dp

como la esperanza de X. Mds generalmente, también escribimos E[X]| =
J X dP solo si X~ o X7 es integrable.
(i) SineNyX e L"(P), entonces los valores
my, :=E[X*], M, :=E[|X|"]

para cualquier k = 1,...,n, se llaman el k-ésimo momento y el k-ésimo
momento absoluto, respectivamente, de X.

(iii) Si X € L*(P), entonces X se llama cuadrdticamente integrable y

Var[X] := E[X?] — E[X]?

es la varianza de X. El nimero o := \/Var[X] se llama la desviacion
estdndar de X. Formalmente, a veces escribimos Var[X] = oo si E[X?] =
00.
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Definicién 5.8. Sea F = (Fy,t € I) una familia de o-dlgebras con Fy C F para
todo t € I. F se llama una filtracion si Fy C Fy para todos s,t € I con s <t.

Definicién 5.9. Sea I C R. Una familia de variables aleatorias X = (X, t € I)
(en (Y, F,P)) con valores en (E, B) se llama un proceso estocdstico con conjunto
indice (o conjunto de tiempos) I y rango E.

Un proceso estocdstico X = (X, t € I) se dice adaptado a la filtracion F si
X, es Fi-medible para todot € 1. Si Fy = 0(Xs,s <t) para todo t € I, entonces
denotamos por F = o(X) la filtracion generada por X.

Sea I = Ny o I = N. Un proceso estocdstico X = (Xp,n € I) se llama
predecible (o previsible) con respecto a la filtracion F = (Fp,n € Ng) si Xo es
constante (si I = Ng) y si para todo n € N, X,, es F,,_1-medible.

Definicién 5.10. Sea (Y, F, P) un espacio de probabilidad, I C R, y sea F una
filtracion. Sea X = (X¢)ter un proceso estocdstico, adaptado, tal que E[|X:|] <
oo para todo t € I. Diremos que (con respecto a F):

e X es una martingala si E[X; | Fs] = X para todos s,t € I con't > s,
e X es una submartingala si E[X; | Fs] > X, para todos s,t € I cont > s,

o X es una supermartingala si E[X, | Fs] < X, para todos s,t € I cont > s.
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Apéndice 2: Teoremas clasicos adaptados a la
teoria de juegos

Para este apéndice nos basamos principalmente en los capitulos 2 y 4 del libro
”Game-Theoretic foundations for probability and finance”, referenciado en la
bibliografia.

En este apéndice daremos la versién y demostracion para la teoria de juegos
de tres teoremas clasicos en las probabilidades basadas en la teoria de la medida,
el teorema de Bernoulli, el teorema de la convergencia de Doob, y la ley de
Kolmogorov.

6.1 Teorema de Bernoulli

Nuestro primer objetivo es dar una version para teoria de juegos del teorema de
Bernoulli clasico:
Teorema de Bernoulli: Ye > 0

lim P (g —pl >€) =0, pe [0,1]. (6.1)
N —oc0

Para ello, consideramos un nuevo juego que queda reflejado en el siguiente pro-
tocolo

Protocolo 6.1.
Pardmetro: p € [0,1]
Esceptico anuncia Ky € R.
Paran=1,2,...,N;
El Escéptico anuncia M,, € R.
La Realidad anuncia y,, € {0,1}
’Cn = ’Cn—l + Mn(yn 7p)

Proposicion 6.2. Sea X una variable en el protocolo 6.1 que estd determinada
en las primeras N rondas. Entones

EX)= Y  (@"1-p"N#X(@) (6.2)
te{0,1}N

donde #t es el numero de 1’s en t.

Demostracién: Consideramos el proceso M definido por My := X, y por
recursién hacia atras, paran =N —1,...,0:

M(y1--yn) == pM(y1...yn1) + (1 = p)M(y1...y,0). (6.3)
Se sigue de (6.3) que

M(y1...yn) = M(Y1.-.Yyn-1) + Ln(yn — p)-
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para n= 1,...,.N, donde
Ln = M(ylyn—ll) — M(ylyn_lo) (64)

Ya que, si y,=1:

My Yn—1) = M(y1 ... yn-11) + Lu(p— 1)

= p./\/l(y1 e yn—ll) + (1 —p)./\/l(y1 e yn_lo).
Y si y,=0

M(yl s yn—l) = M(yl ... yn—lo) + an =
=pM(y1 .- Yn—11) + (1 =p)M(y1 ... yn—10).

Entonces M es el proceso de capital para la estrategia con Ky = My y realiza
el movimiento L,, definido en (6.4) en la n-ésima ronda. De igual forma —M es
el proceso de capital para la estrategia con Ky = —Mj y realiza el movimiento
—L,,. Por lo que M es una martingala.

Se deduce también de (6.4) por induccién hacia atrds, que

Myryn) = Y, @A =p)V T F X (yr1.ynt)) (6.5)
tE{O,l}N_"
paran =N —1,...,0. Cuando n=0, (6.5) se reduce a
Mo= > ("1 -pV X))
te{0,1}N

Y por el lema 2.5, My = E(My) = E(X), obteniendo (6.2). O

Definiciéon 6.3. Dado un protocolo con uno o mds pardmetros, a cualquier
protocolo obtenido fijando los pardmetros lo llamamos su instantanizacion.

Proposicién 6.4. Ve >0 y Vé > 0 IN. 5 € N tal que
P(lgnl =€) <0
en cualquier instantanizacion del protocolo 2.2 con N > N¢ s

Los siguientes dos lemas constituyen una demostracién de la proposicién 6.4:

Lema 6.5. Para cualquier ¢ > 0 y para cualquier valor del pardmetro N en el
protocolo 2.2,

P(lyy| >¢) < (6.6)

e2N
Demostracién: Consideramos la supermartingala 7 tal que 7, := (3.1, yi)2
n. En el protocolo 2.2, T empieza en 0 y nunca es menos que —N. Entonces el

proceso U definido por

_Tu+ N 0?(g.)?—n+ N
Un = e2N2 - e2 N2
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es una supermartingala no negativa que inicia en 1/e2N?. Ademds, U,, > 1 si
|yn| > €. Como U es no negativa, Uy > 15, |>c, por lo que

1
e2N2’
O

@(@M >e)= E(llgmzs) =inf{To | T €Ty Tn> (1\77les)} <U =

Lema 6.6. Ve > 0 y para cualquier valor del parametro N en el protocolo 2.2,

2
Byl > <) <2 exp(~ ) (67)

Demostracién: Consideramos la supermartingala no negativa exponencial T
definida en (1.13) en el capitulo 1 para k €(0,1/2]. Obtenemos

Tn > exp(kNe — k2N
cuando |gn| > €, por lo que la supermartingala no negativa
exp(—kNe + k2N)T (6.8)
que inicia en exp(—xNe + k2N) cumple que
P([7y] > €) < exp(—kNe + k2N). (6.9)

También notamos que exp(—xNe + xk2N) queda minimizada en funcién de &
cuando x = £/2. Como P(|gy| > €) = 0 cuando € > 1, podemos asumir ¢ €
(0, 1], por lo que x € (0,1/2]. Sustituyendo & por € en (6.8) y (6.9), vemos que
tomando la supermartingala no negativa U definida por

2N 82
Uy = exp (—4 +5 Q2 Y~ Zw)

=1
obtenemos
_ e2N
]P’(@N ZE) :inf{% | TeTy Ty > (1|yN\>€>} <UQ—eXp(—T).

Por simetria, tomando la supermartingala no negativa V definida como

V(yl ce yn) = u(_yL ce yn)

obtenemos )

— e*N

Pyy < —¢) = eXP(—T)-
Se obtiene entonces que tomando la supermartingala no negativa U +V se
cumple (6.7) O
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Corolario 6.7. En el protocolo 6.1, Ve >0 y V§ > 0 AN, 5 € N tal que
]P)(|yN 7p| Z 8) S 57
con N > N5

Demostracién: Por la proposicion 6.4 tenemos que la desigualdad se cumple
para cualquier valor de N con y, € [—1,1], en el protocolo 6.8 y,, € {0,1},p €
[0,1] = (yn —p) € [-1,1], por lo que podemos trasladar las desigualdades
(6.6) y (6.7) al protocolo 6.1. Ahora por la proposicién 6.9 las probabilidades su-
periores son de hecho, probabilidades y por lo tanto tenemos que en el protocolo
6.1:

_ 1 _ g2
P(|gy —p| >¢) < a2 Y P([yy —pl >¢) <2 exp(—T)

De ambas desigualdades deducimos (6.1)
O

6.2 Ley de Kolmogorov y teorema de la convergencia de
Doob

A continuacién procedemos a enunciar y demostrar la ley de los grandes niimeros
de Kolmogorov en un contexto de la teoria de juegos.

Consideremos una version de protocolo 1.3 donde el Mundo tiene permitidos
sus movimientos, en vez de en un intervalo cerrado, en el conjunto entero de
los numeros reales. Bajo estos supuestos, la proposicién 1.6 ya no se mantiene,
en la primera ronda en la que el Escéptico haga su primer movimiento no nulo,
M, > 0, la Realidad puede decidir y,, tal que (y, — m, )M, < —K;, dejando al
Escéptico en bancarrota. Para contrarrestar este efecto, permitimos al Escéptico
una cobertura para este tipo de movimientos de la Realidad. Esta modificacion
del protocolo 1.3 queda reflejada en el siguiente protocolo:

Protocolo 6.8.

Escéptico anuncia Ky € R.

Para n=1,2,...;
El Pronosticador anuncia m,, € R y v, > 0.
El Escéptico anuncia M, e Ry V,, > 0.
La Realidad anuncia y, € R.

ICn = ICn—l + Mn(yn - mn) + Vn((yn - mn)2 - Un)- (610)

Definicién 6.9. Diremos que una estrategia para la Realidad fuerza un evento
FE si se cumple una de las siguientes condiciones:

(i) K, <0 para alguna n € N,

(ii) K, estd acotada y E sucede.
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Proposicion 6.10. Si el Escéptico puede forzar E en el protocolo 6.8, entonces
la Realidad puede forzar E en el protocolo 6.8.

Demostracién: Suponemos que el Escéptico puede forzar E, sea 1 una estrategia
para el Escéptico en el protocolo 6.8 que garantiza ambas condiciones: (i)

Ko > 0Vn € Ny (ii) Si E no sucede, K,, — 0.

Consideramos ahora un Escéptico alternativo, denotémoslo Alt, cuyo
movimiento siempre es la media entre el movimiento del Escéptico y el re-

K, +K¥
comendado por . EI capital de Alt para cada n serd siempre u

Como ambos capitales son no negativos siempre, también lo es el capital de Alt.
Consideramos la estrategia para la Realidad en que el capital de Alt se mantiene
constante, esto es:

Mo (g — 10) + Vi — m0)2 = 00) = 07" L5 M, (2) 4 Via((20)2 — )

—M, + /MZ ¥ 4V20, —M, + /M2 + 4V20v, .

< Zp = or Yn = oV My, .

Cuando la Realidad sigue esta estrategia, el capital de Alt se mantiene constante,
por lo que K,, y K% se mantienen acotados. Como el escéptico puede forzar E
y lim, oo £, < o0 = E sucede = la Realidad puede forzar E. O

Teorema 6.11. (Ley de Kolmogorov)
En el protocolo 6.8:

e 1. El Escéptico puede forzar

o0 v 1 n
Z% <oo = — > (y; —my;)—0. (6.11)
n=1 n n =1

e 2. La Realidad puede forzar
00 vy, 1 n
d =00 = = (yi—mi) A0 (6.12)
n=1 n n i=1

Para la demostracién serd necesario introducir antes una serie de nuevos
conceptos y lemas.

De igual forma que en el capitulo 1 presentamos el protocolo 1.7 como una
versién simplificada del protocolo 1.3 para demostrar la proposicion 1.6, intro-
ducimos una version simplificada del protocolo 6.8 para demostrar el teorema
6.11:
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Protocolo 6.12.

Escéptico anuncia Ky € R.

Para n=1,2,...;
El Pronosticador anuncia v,, > 0.
El Escéptico anuncia M, e Ry V,, > 0.
La Realidad anuncia y, € R.
Kni=Kno1t + Mpyn + Vn(yi - Un)~

En el protocolo 6.12, una situacién es una secuencia finita (v1,y1)...(Vn, Yn)
y un camino una secuencia infinita (v, y1)(ve, y2).... El espacio de situaciones
es S:= ([0,00) x R)* y el espacio Muestral 2 := ([0, 00) x R)*°.

Corolario 6.13.

e Si el Escéptico tiene una estrategia que fuerza
n
— <00 = — ; — 0. 6.13
; = - ; vi (6.13)

en el protocolo 6.12, entonces tiene una estrategia que fuerza (6.11) en el
protocolo 6.8.

e Sila realidad tiene una estrategia que fuerza

Up, 1 &
- 72 i A 0. 6.14
5 OO:>n Y ( )

n :
=1

NE

Il
-

n

en el protocolo 6.12, entonces tiene una estrategia que fuerza (6.12) en el
protocolo 6.8.

Demostracién: Si el Escéptico tiene una estrategia que fuerza (6.13) en el
protocolo 6.12, puede adaptar dicha estrategia a una que fuerza (6.11) en el
protocolo 6.8 respondiendo a la secuencia y1m1v1...y, MV, en el protocolo 6.8
de la forma que responderia a la secuencia (y1 — m1)vi...(Yn — My ), en el
protocolo 6.12.

De la misma forma, la Realidad puede convertir una estrategia que fuerza
(6.14) en el protocolo 6.12 a una que fuerza (6.12) en el protocolo 6.8 mediante
anunciar y, + m,, en el protocolo 6.8 cuando los movimientos de sus oponentes
la llevarian a anunciar y, en el protocolo 6.12. O

Para construir una estrategia que fuerza (6.13) en el protocolo 6.12 necesita-
mos una version de la teoria de juegos del teorema de la convergencia de Doob.
Para ello, repasamos y expandimos la terminologia del capitulo 1 a este nuevo

protocolo.
Un proceso es una funcién de valores reales S definida en S, que se repre-
senta como la secuencia de variables Sy, Sy, ..., donde S,,: w € Q — S(w,) € R.
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Un proceso previsible A es una funcién de valores reales definida en S\ {00},
tal que cuando s = (v1,y1)...(Vn,yn), €l valor A(s) depende tdnicamente
de (v1,y1)...v, y no de y,, y se representa como la secuencia de variables
A1, Az, ..., donde A,: w € Q— A(w,) € R.

Una estrategia ¢ para el Escéptico en el protocolo 6.12 es un triplete
(ypimicial yM VY - donde wpmicial € Ry M y 1Y son procesos previsibles. Aqui,
yinicial eg el valor que 9 especifica para el capital inicial Ko, y ™ (w,) y %" (wn)
son los movimientos M,, y V,, que especifica en la situacion w,,.

Corolario 6.14. El conjunto de estrategias para el Escéptico es un cono con-
VETo:

(i) Si (piricial M V) es una estrategia para el Escéptico y 8> 0, entonces
(Byimicial BoypM BV también es una estrategia para el Escéptico.

(ii) Si (pirietal ") y (gricial 3t ) son estrategias para el Escéptico,
entonces (apimicial 4 qpinicial o) M-y M ¥V 4 abY') también lo es.

Cuando el Escéptico sigue la estrategia 1), su proceso de capital K% viene
dado por:

Kgl — ,(/)inicial’ (615)

KY = KY_y + oMy, +9Y (42 —vp) (6.16)

De igual forma que en los anteriores capitulos, un proceso de capital en el pro-
tocolo 6.12 o en un aflojamiento del mismo es una supermartingala. Recordamos
que el Escéptico puede forzar un evento si y solo si existe una supermartingala
no negativa que tiende a infinito en todos los caminos donde el evento falla.

Definicién 6.15. Llamamos a un proceso U una semimartingala sild =T + A,
donde T es una supermartingala y A = Ay, A1,... es un proceso creciente tal
que Ag = 0 y Ay, A, ... es un proceso previsible. Llamamos al proceso A un
compensador para U.

Una semimartingala U/ es otro tipo de proceso de capital para el Escéptico,
uno que surge cuando A,, es un pago adicional no negativo al Escéptico en la
ronda n que no depende del movimiento de la Realidad en la ronda n.

Definicién 6.16. Dado un proceso previsible D y un proceso S, escribimos D-S
para el proceso

(D . S)n = iDZ(SZ - Sifl). (617)

Liamamos a D - S la transformada de S por D. Nos referimos a AX, =
X, — Xp—1 como la ganancia del proceso X en la ronda n > 1; usando esta
notacion, (6.17) puede reescribirse como A(D - S), = D, AS,,.
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Cuando un proceso previsible D solo toma los valores 0 y 1, lo llamamos
un muestreador. En este caso, decimos que la transformacion D - S toma las
ganancias de S en las rondas n donde D,, = 1 y se abstiene en las rondas n
donde D,, = 0.

A continuacién presentamos una serie de lemas que nos seran ttiles para
presentar la transformada de Doob y la versién de la teoria de juegos del teorema
de la convergencia de Doob.

Lema 6.17. Supongamos que D es un proceso previsible no negativo y S es un
proceso.

1. Si S es una supermartingala, entonces D - S es una supermartingala.

2. 51 S es una semimartingala, entonces D - S es una semimartingala.

Demostracién:

1. Un proceso S es una supermartingala si y solo si existe una estrategia 1
para el Escéptico tal que

Sn - 'Snfl < 1/%]2/[11/71 + ¢7‘7,/(y727, - Un)
en cada ronda n. Si S satisface esta condicién, entonces D - S también la
satisface sustituyendo 1™ por DyYM, y 4V por DyV .

2. De manera similar, S es una semimartingala si y solo si existe una estrate-
gia 1 para el Escéptico y un proceso previsible creciente no negativo A
tal que

Sn - Snfl < wyjl/[yn + ¢X(yi - Un) + An - Anfl

en cada ronda n, donde Ay := 0. Si S satisface esta condicién, entonces
D - S también la satisface sustituyendo ™ por DM, " por DYV, vy A
por el proceso previsible cuyo incremento en la ronda n es D, (A, — A, —1).

O

Lema 6.18. Sea S un proceso y D', D?, ... procesos previsibles uniformemente
acotados, y sean By, P2, ... € R tal que B1 + B2 = 1 . Entonces,

> Bi(Di - S) < o0, y ademds »  Br(Di - S) = (me) -S.
k=1 k=1 k=1

Demostracién: Debido a que los DF estdn uniformemente acotados,
Sy BrDF < 00 = (Zz‘;l 6ka) S < 00, y el siguiente cdlculo verifica que
(3Cpe, BeDF) - S =302, Be(D¥ - S). En cada ronda n:

(E) ) -5a((m) o),

60



-y (i ﬂ,ﬂ)f) AS; = zn: iﬁkDfASi
i=1

k=1 i=1 k=1

n o0 oo

=Y AA(DR8), =Y A A D 8), =Y (P,

i=1 k=1 k=1

O

Por dltimo, antes de dar y demostrar la versién de teoria de juegos del
teorema de la convergencia de Doob, presentamos la construccién de la trans-
formada de Doob:

Dado un proceso no negativo S, comenzamos la construccién definiendo un
muestreador D*? y, por lo tanto, una transformada D%’ . S para cada par
de ntimeros racionales positivos a y b tales que a < b. Definimos D*® dando
instrucciones para alternar entre tomar las ganancias de S y abstenerse:

e Cuando S sea menor o igual a a, se toman las ganancias de S (Si Sy < a,
se empieza en la primera ronda, de lo contrario, se abstiene hasta que S
alcance un valor menor o igual a a. Si nunca lo hace, nunca empieza).

e Se siguen tomando las ganancias de S hasta que S sea mayor o igual a b;
y se detiene tan pronto como lo sea. (Si § nunca alcanza b o més, nunca
se detiene).

e Se repite el proceso indefinidamente: comienza de nuevo tan pronto como
S sea menor o igual a a, luego se detiene tan pronto como sea mayor o
igual a b, etc.

Ahora se ordenan todos los pares de nimeros racionales positivos (a, b) con

a < b en una secuencia (ay,by), (az,b2),... v se define el proceso previsible D
como:
DS = 2 kports (6.18)
k=1

Si S oscila indefinidamente, sin converger en R, entonces cruzars algin in-
tervalo racional [a,b] un nimero infinito de veces, por lo que D, ;- S tendera al
infinito, y por el lema 6.18, DS - S también lo hard. Esto queda formalizado en
el siguiente lema:

Lema 6.19. Sea S es un proceso no negativo. Entonces, DS - S es no negativo
y tiende al infinito en cada camino en el que S no converge en R.

Demostracién: Para un camino w, definimos 7p(w) := —1y, para k = 1,2,...,
definimos

ok(w) :=min{i > 71 (w) | Si(w) < a}, 7Tk(w):=min{i > op(w) | Si(w) > b},
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con min & := co. Nuestro muestreador D*? se define como

Db . 1 si existe k tal que o <@ < 7y,
¢ 0 en otro caso.

En cada ronda n, tenemos

(D™ 8)n =S+ Y (Srpnn — Soyan) s (6.19)
k=1

donde los términos nulos se ignoran (lo que hace la suma finita). Todos los
términos en la suma son no negativos excepto, posiblemente, uno. En efecto,
So es no negativo, y para todo k tal que 7, < n, tenemos S an — Sopan =
S;. — Ss,, > b— a, mientras que para todo k tal que o, > n, se cumple Sy, an —
Ss.an = 0. La tnica excepcién posible es el k actual, i.e., k tal que o, <n < 7%
(si tal k existe, es inico). Si k es el actual, entonces Sy, an — Sppan = Sn — So,,
podria ser negativo. Pero dado que S, > 0y S,, < a, este término negativo es
al menos —a.

De esto podemos concluir que D*? - S es no negativo. Para ver que (D“’b .
S)n > 0 a pesar de un posible término negativo en la suma, basta con considerar
tres casos:

1. D% =1 hasta la ronda n. En este caso, D*" - S toma las ganancias de S
todo el tiempo hasta n, y por lo tanto (Dgp - S)pn = Sh.

2. D¢ = 0. En este caso, Sy > a, y dado que el tinico término negativo
posible en la suma es al menos —a, la suma es positiva.

3. D = 1 pero no siempre hasta la ronda n. En este caso, D**-S comienza
en Sy, pero el primer término en la suma sera al menos b — Sy. De nuevo,
dado que el Unico término negativo posible en la suma es al menos —a, la
suma es positiva.

También podemos concluir que si S es menor o igual que a infinitamente a
menudo y mayor o igual que b infinitamente a menudo, entonces D, ;- S tiende
al infinito. Esto es porque, a medida que n tiende a infinito, la suma adquirird
un nimero ilimitado de términos mayores o iguales a b — a, mientras que nunca
tendrda mas de un término negativo, que nunca sera menor que —a.

Por el lema 6.18 y (6.18),
DS.§ =) 27FDmt . S). (6.20)
k=1

(6.20) nos pone en posicién de establecer las dos afirmaciones del lema:

1. Dado que los términos D% . S son todos no negativos, (6.20) implica
que D - S es no negativo.
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2. Si S,, no converge en R cuando n — 0o, existen ntimeros racionales posi-
tivos a < b tales que S es menor o igual que ¢ infinitamente a menudo y
mayor o igual que b infinitamente a menudo. En este caso, D%’ - S tiende
al infinito y, por lo tanto, por (6.20), DS - S también tiende al infinito.

O
El siguiente teorema es un resultado equivalente al teorema de la convergen-
cia de Doob para la teorfa de juegos.

Teorema 6.20. (De la convergencia de Doob) Si T es una supermartingala
no negativa, entonces T, converge en R casi seqguramente.

Demostracion: Sea
1
T =5 (T+D7-T). (6.21)

El lema 6.17 implica que 7* es una supermartingala no negativa. El lema
6.19 implica que tiende al infinito en cualquier camino donde 7, no converge en
R. Por lo tanto, T* certifica la convergencia casi segura de T, en R. (Recor-
damos que un evento sucede de forma casi segura si y solo si existe una su-
permartingala no negativa que tiende al infinito cuando el evento no sucede).
O

Al considerar muestreadores que detienen una semimartingala no negativa
cuando su compensador se vuelve demasiado grande, también obtenemos el
siguiente resultado mas general:

Lema 6.21. Si U es una semimartingala no negativa con A como compen-
sador, entonces U converge en R en casi todos los caminos en los que Ay 1=
hmn—)oo An < 00

Demostracién: Consideramos la supermartingala 7 definida como T :=U — A.
Para k € N, definimos un muestreador D* como DF := ¥ 4 <;. Dado que U es
no negativa y A es creciente,

DF.T=DF. (U—-A) > —F,

y, por lo tanto, D* - T + k es una supermartingala no negativa. Ahora consid-
eramos el proceso previsible

DI =) 27FD".
k=1
Usando el lema 6.18 y escribiendo
Dh=T+2=D" T+ k2 "= "27FD" T +k), (6.22)
k=1 k=1

vemos que la supermartingala D' - 7+ 2 es no negativa.
Consideramos un camino en el cual Ao, < co. Por la definicién de D¥, vemos
que:
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e Parak > A, (D¥-T), =T, paratodon € N, y
e Para k < Ay, (D* - T), no depende de n para n suficientemente grande.

Se sigue de (6.22) que (D' := T +2),, converge en R cuando n — oo si y solo
si T,, converge en R. De hecho, a partir de algiin n en adelante, (D -7 +2),, serd
la combinacién convexa ac + (1 — a)7,, de una constante ¢ y 7T, con el mismo
a € 0,1].

Ahora aplicamos la construccién en la demostracion del lema 6.20 a la su-
permartingala no negativa D' - 7 4 2. Esto produce una supermartingala no
negativa, denotada U*, tal que U tiende a infinito cuando n — oo en cada
camino en el cual (D' -7 +2),, no converge en R. En particular, U* tiende a
infinito en cada camino en el cual Ao < 0o y U, no converge en R, porque en
tal camino 7,, no converge en R y, por lo tanto, (D - T +2),, no converge en R.
O

Ahora podemos pasar a demostrar el teorema 6.11:

Demostracién: (Del teorema 6.11)
1. Consideremos la supermartingala & dada por

n
S
=1

y el proceso previsible no negativo creciente A dado por

Vs
A= = (6.23)

La diferencia

donde

2

i1
— Ys - _ 1
M=~ ; R Vii= 3,

es una supermartingala, y por lo tanto S? es una semimartingala con A como
compensador.

Dado que (§+1)2—8? = 25+1 es una supermartingala, se sigue que (S+1)?2
también es una semimartingala con A como compensador. Por lo tanto, por el
lema 6.20, tanto S? como (S + 1)? convergen en R en casi todos los caminos en
los que A es finito, y S, dado que se puede expresar como

(S+1)2-82-1

S = 5 ,

también converge en R en casi todos estos caminos.
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Nuestra conclusién de que S converge en R en casi todos los caminos donde
A es finito se puede expresar diciendo que el Escéptico puede forzar

oo (oo}

v . .
E - < oo = g In oxiste y es finito.
n=1 n? n=1 n

Aplicamos el lema de Kronecker °
— Un . , 1
> 22 exist finito = lim — Y y; =0. 6.25
25, existe y es finito im Yy (6.25)

Consideremos las supermartingalas S? — A de (6.24) y (S + 1)? — A, ambas
asociadas al proceso previsible A. Aplicamos la transformacién del lema 6.21 a
ambas supermartingalas. Definimos una estrategia de muestreo D* para cada
k € N, donde DF =1 A, <k, y construimos el proceso previsible combinado Dt =
> i, 27*DF. Usamos este muestreador D para generar las supermartingalas

Dl = (82 — A) +2

D= ((S+1)* - A) +2,

que son no negativas y tienden al infinito en cualquier trayectoria donde Ay, <
00 y S, no converge. Finalmente, promediamos estas estrategias para definir

My = L((D (82~ A)+2) + (D (S +1)° = A) +2)),

obteniendo una supermartingala no negativa que tiende a infinito V w cuando
(6.13) no se cumple, es decir, anunciando M,, en cada ronda n, el Escéptico
tiene una estrategia que fuerza (6.13) en el protocolo 6.12.

2. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que el Escéptico fija Ky := 1. Si
el Escéptico elige algin valor positivo mayor que 1 para Ky, la estrategia que
daremos para la Realidad funcionard con un reescalamiento apropiado. Si el
Escéptico hace Ky < 1, la Realidad puede usar cualquier estrategia que funcione
para Ky = 1.

Definimos una estrategia p para la Realidad como sigue:

1. Si K1+ Vu(n? —v,) > 1, fijar y, := 0.
2. SiKp 1+ Vi(n?—v,) <1,y M, <0, fijar y,, :=n.
3. Si Ky 1+ Viu(n?—v,) <1,y M, >0, fijar y,, := —n.

Vamos a demostrar que p es una estrategia que fuerza (6.14) en el protocolo
6.12. Debemos demostrar que cuando la Realidad juega p, ocurre que:
(i) K, < 0 para algin n o (ii) ), estd acotado y se cumple (6.14).

9Ver el lema IV.3.2 del libro ” Probability, 2e”, referenciado en la bibliograffa.
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El Escéptico no obtiene ventaja alguna contra p haciendo que algunos de sus
M, sean distintos de cero, ya que esto solo disminuye su capital. Por lo tanto,
basta mostrar que p logra su objetivo cuando el Escéptico hace todos sus M,
iguales a cero. En este caso,

Kn = Kn-1+ Va(yn —va),
y asi p se reduce a los siguientes dos casos:
e 1. Si K1 + Vi(n? —wy,) > 1, fijar y, := 0.
e 2. Si K1 + Vi(n? —w,) <1, fijar y, :=n.

Por lo tanto, el capital del Escéptico estd acotado por 1. Solo queda demostrar
que K, < 0 para algiin n o que se cumple (6.14). Si la hipétesis del caso
2" se satisface infinitamente a menudo, de modo que la Realidad fija y, = n
infinitamente a menudo, entonces

> Ao
n=1
y, por lo tanto, se cumplird (6.14).

Si 2/ no se cumple infinitamente a menudo, entonces existe N € N tal que,
para todo n > N:

e (a) y, =0, y por lo tanto, el Escéptico pierde el monto no negativo Vv,
en la ronda n,

e (b) Kp1+ Vi(n?—w,) > 1,y por lo tanto V,, > n=2(1 — K,,_1), y dado
que el Escéptico nunca aumenta su capital después de IV, también se tiene
Vi, > n_2(1 — ICN),

e (c) y, por lo tanto, de los puntos (a) y (b), el Escéptico pierde al menos
n2v,(1 — Kx) en la ronda n, y més si v, > 0.

Asumiendo que Y v,n"% = oo (de otro modo se satisface (6.14)), existirdn

n arbitrariamente grandes para los cuales v, > 0, de modo que K, eventual-
mente serd menor que 1 despuésde N — 1 — Ky > 0.

Se sigue de (¢) y >, vpn~2 = 0o que la pérdida acumulativa del Escéptico
después de N serd ilimitada, eventualmente llevando a la Realidad a su objetivo
al hacer IC,, < 0. O

6.3 Deduccién de resultados de la teoria de la medida me-
diante supermartinagalas

El dltimo objetivo de este apéndice es relacionar nuestro concepto de super-
martingala de la teoria de juegos con el de supermartinagala en la teoria de
la medida. Esto no es dificil, si consideramos las supermartingalas en teoria
de juegos como funciones de los movimientos del Escéptico y les imponemos la
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condicién de medibilidad, estas se convierten en supermartingalas en un sentido
de la teoria de la medida al sustituir los movimientos del Escéptico por variables
aleatorias.

Para ilustrar esto veremos como, imponiendo ciertas condiciones de medibili-
dad, podemos extender la ley de los grandes ntimeros de Kolmogorov en un
contexto de la teoria de juegos que hemos dado para demostrar la ley de los
grandes nimeros de Kolmogorov en un sentido de la teoria de la medida.

La estrategia que construimos para el Escéptico, siendo el resultado de pro-
cesos aritméticos simples y limites, es obviamente medible en el sentido de Borel.
Por lo tanto, podemos fortalecer la declaracién 1 del teorema 6.11 al siguiente
enunciado:

Proposicion 6.22. El Escéptico puede forzar en el sentido de Borel que

n

= Up, . 1
E 1 3 <00 = nh_}n;O - E 1(yi —my) =0, (6.26)
n= 1=

en el protocolo 6.8.

Sea Ly, L1, ... el proceso de capital derivado de una estrategia medible en el
sentido de Borel v en el protocolo 6.8. Entonces, £ := 1’ es el capital inicial,
y

Ly (w) = Ly-1(w) + wy(w)(yn —mp) + ¢X(W)((yn - mn)2 — Un), (6.27)

donde w = (mq,v1,y1, M2, v2,Ya,...), es el capital al final de la ronda n. Las
funciones £,, son funciones medibles de los movimientos del Pronosticador y la
Realidad. Si todos los m,, v,, y Yy, se consideran funciones medibles en un
espacio medible (€2, F), entonces Lo, L1, ... también serdn funciones medibles
en (Q,F).

(En este contexto, (€2, F) es un espacio medible arbitrario; no usamos el
simbolo ) para designar el espacio muestral de un protocolo, como suele hac-
erse).

Si (Fr)22, es una filtracién en (£, F), y las funciones my, v, y yn son
medibles con respecto a F,, para cada n, entonces £,, también serd medible con
respecto a IF,, para cada n.

El siguiente corolario de la proposicion 4.21 es la forma basada en la teoria
de la medida de la ley de los grandes ntimeros de Kolmogorov.

Corolario 6.23. Si y1,ys, ... es una secuencia adaptada de variables aleatorias
en un espacio de probabilidad filtrado (Q, F, (Fn)5q, P), entonces

o Varp(yn | Fa1) 1l
Z_:l n2 s nIL%oH;(yi*P(yi|fi—1)):0 c.s.

(6.28)
donde Varp denota la varianza con respecto a la medida de probabilidad P.
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Demostracién: Segun la proposicién 6.22, el Escéptico tiene una estrategia
medible en el sentido de Borel % en el protocolo 6.8, para la cual el proceso de
capital Lo, L1, ..., dado por (6.27), es no negativo sin importar cémo se muevan
el Pronosticador y la Realidad, y tiende a infinito si falla (6.28).

Fijamos versiones de las expectativas condicionales P(y, | Fn—1) y luego de
las varianzas condicionales Varp(y,, | Fn—1) (asegurandonos de que estas tltimas
sean no negativas), y las sustituimos por m, y v, en (4.18). Similarmente,
sustituimos la variable aleatoria y,, por el movimiento y,, en (4.18). La funcién
resultante £,, en 2 es medible con respecto a F,. Similarmente, ¥ y Y se
convierten en funciones en {2 medibles con respecto a F,,_1, y podemos reescribir
(6.27) en la forma

En = En—l + 1/)% (yn - P(yn | f7z—1))

08 (0 = P | Facr))? = Vare(yn | Fae)) -

Esto implica que P(L, | Fn-1) = Ln—1. Por lo tanto, Ly, L1,... es una
martingala en el sentido de la teoria de la medida. Es no negativa y tiende a
infinito si falla (6.28). Por el teorema de convergencia de Doob 19, una mar-
tingala en el sentido de la teoria de la medida no negativa tiende a infinito con
probabilidad 0. As{ que (6.18) ocurre casi seguramente. O

10Ver Ver el Teorema VII.4.1 del libro ” Probability, 2¢”, referenciado en la bibliografia.
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