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Abstract

This work aims to analyze a section of the article published in the ’Journal of Energy
Markets’: “Approximation of the price dynamics of Heating Degree Day (HDD) and Coo-
ling Degree Day (CDD) temperature futures”, written by the co-supervisor of this project,
Sara Ana Solanilla, together with Fred Espen Benth. The article proposes an approxi-
mation for pricing temperature futures based on the climatic indices Heating Degree Day
(HDD) and Cooling Degree Day (CDD). This indices are assumed to depend linearly on
temperature, which is modeled using a continuous-time autoregressive dynamic process.
Based on this modeling, which uses climate data from New York, an adaptation of the
Black-76 formula is applied to determine the price of a call option on HDD and CDD
futures.

Specifically, this work will focus on the section related to the valuation of a future based
on the aforementioned indices, highlighting the challenges encountered when attempting
to price a European call option on these futures. Additionally, the modeling of the tem-
perature variable will be further examined, reproducing the empirical case considered in
the article.

To provide a theoretical framework for this work, the first five chapters present the ne-
cessary mathematical theory. This part includes an introduction to stochastic processes,
with a particular focus on Brownian motion; the definition and construction of the Ito
integral, highlighting its importance; the It6 formula in the unidimensional case and one
of its fundamental applications, Girsanov’s theorem; and, finally, the theory of stochastic
differential equations (SDEs).

This project seeks to offer a perspective that bridges mathematical theory with its practi-
cal application in the field of climate derivatives, emphasizing the relevance of HDD and
CDD indices in managing temperature-related risk.

Resum

Aquest treball té com a objectiu principal analitzar una part de ’article publicat a la
revista de mercats energetics Journal of Energy Markets: ” Approximation of the price
dynamics of heating degree day (HDD) and cooling degree day (CDD) temperature fu-
tures”, redactat per la cotutora del treball, la Sara Ana Solanilla, conjuntament amb el
Fred Espen Benth. L’article proposa una aproximacié per al preu dels futurs de tempe-
ratura a partir dels indexos climatics Heating Degree Day (HDD) i Cooling Degree Day
(CDD). Es considera que aquests indexos depenen linealment de la temperatura, que es
modelitza mitjangant una dinamica autoregressiva en temps continu. A partir d’aques-
ta modelitzacid, basada en dades climatiques de Nova York, s’utilitza una adaptacié de
la formula de Black-76 per determinar el preu d’una opcié call sobre futurs d’HDD i CDD.

En concret, s’analitzara la part relacionada amb la valoracié d’un futur basat en els
indexos mencionats, posant de manifest la problematica que sorgeix quan es pretén fer
el pricing d’una opcié call europea sobre aquests futurs. Addicionalment, s’aprofundira
en la modelitzacié la variable temperatura, reproduint el cas empiric considerat a ’article.



Per tal de proporcionar un marc teoric solid, durant els cinc primers capitols es pre-
senta la teoria matematica necessaria. Aquesta part inclou una introduccié als processos
estocastics, amb especial emfasi en el moviment Brownia; la definicié i la construccié de
la integral d’It6, destacant-ne la importancia; la férmula d’Ité en el cas unidimensional i
una de les seves aplicacions fonamentals, el teorema de Girsanov; i, finalment, la teoria
de les equacions diferencials estocastiques (EDE).

Amb aquest treball, es busca oferir una perspectiva que connecti la teoria matematica

amb la seva aplicacidé practica en el camp dels derivats climatiques, destacant la utilitat
dels indexos HDD i CDD en la gestié del risc associat a la temperatura.
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1. INTRODUCCIO AL CALCUL ESTOCASTIC INDEX

1 Introduccio al calcul estocastic

La teoria presentada en aquesta seccid, aixi com en les cinc segiients, és la necessaria per
a la comprensié de ’analisi de ’article mencionat. Excepte en els casos on es citin re-
ferencies especifiques, la teoria exposada s’ha extret principalment del llibre de Sanz-Solé

[1].

Abans d’entrar en el contingut del capitol, és important remarcar que, al llarg del treball,
treballarem en un espai de probabilitat. A continuacid, definim el concepte:

Definicié 1.1. (espai de probabilitat) Un espai de probabilitat és una terna (0, F, P) on
Q és lespai mostral, F una o-algebra de ) i P una probabilitat, és a dir, una aplicacio
P:F — R que pren valors a [0,1] complint P(Q) =1 i que és o-additiva.

Abans de seguir, és essencial tenir clars alguns conceptes basics de teoria de Probabilitats.
Els necessaris per al seguiment d’aquest capitol es troben a I’Apendix, exactament a les
seccions 10.1, 10.2, 10.3 i1 10.4.

A continuacid, introduim el concepte més important d’aquest treball: els processos es-
tocastics.

1.1 Processos estocastics

Considerem un espai de probabilitat (2, F,P). La noci6é de procés estocastic ens permet
descriure I’evolucié de fenomens aleatoris que prenen valors en un conjunt .S, conegut com
a conjunt d’estats. Associat a .S, considerarem una o-algebra de parts de .S, denotada per
S, que habitualment sera S = B(R), és a dir, la o-algebra de Borel generada pels intervals
oberts.

Definicié 1.2. (procés estocastic) Sigui I un subconjunt de R (normalment serd un in-
terval positiu), un procés estocastic X en un espai d’estats S és una familia {X;,i € I}
de variables aleatories X; : 0 — S.

Podem entendre un procés estocastic com una aplicacié

X Rt - L' =1%Q, F,P,R)
t'-)Xt

on LY denota ’espai vectorial de totes les variables aleatories.

1.1.1 Llei d’un procés estocastic

Com en el cas de les variables aleatories, pels processos estocastics també podem definir
la seva llei.

Definicié 1.3. (distribucions conjuntes) Donat un procés estocastic {X;,i € I}, defi-
nim les seves distribucions conjuntes de dimensid finita com una col-leccid de lleis de
probabilitat multidimensionals d’una familia finita de vectors aleatoris X; ,...,X; ., on
i1,...,0m €1 im e N.
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Definicié 1.4. (procés estocastic Gaussia) Un procés estocastic {X;,i1 € I} es dira Gaus-
sia si les seves distribucions conjuntes de dimensio finita son lleis Gaussianes, és a dir,
per qualsevol m € N i ty,...,ty, € I, el vector aleatori m-dimensional (Xy,,...,X3,,)
sequeir una distribucid normal m-dimensional.

Podem considerar un procés estocastic {X¢,¢ > 0} com un vector aleatori
X:0—R
escollint una o-algebra d’esdeveniments a R! 1 anomenada B(R').

Ara si, podem definir la llei d’un procés estocastic. Formalment:

Definicié 1.5. (llei d’un procés estocastic) La llei d’un procés estocastic {X¢,t > 0} és
la llei d’una variable aleatoria X : @ —» RRT definida per

X:0 - RE
w X (w),

prenent una o-algebra producte de Ry copies de B(R), denotada per B(R)R+.

L’existencia de la llei d’un procés, la qual podem anomenar Px, queda demostrada pel
teorema segiient:

Teorema 1.6. (Teorema de Kolmogorov) Considerem una familia
{Py,.tn t1 <<ty t; €I,n>1}
on:

(1) Py, ...+, €s una probabilitat a R™

(2) Sif{tiy <--- <t} C{t1 < -+ <tn}, lalleide probabilitat P, .,  &sla distribucié
marginal de Py, . 4,

Aleshores existeiz un procés estocastic {Xy,t € I} definit en algun espai de probabilitat
tal que la seva distribucid conjunta de dimensio finita ve donada per

{Ptl,...,tn7t1 <0 < tnatz c I,TL Z 1}7

és a dir, la llei del vector aleatori (Xy,,...,Xy,) és Py, 4,-

Demostracié. La demostraci6 es pot consultar a [2]. (]
Fins ara hem introduit els processos estocastics Gaussians mitjancant les seves distribu-
cions conjuntes de dimensi6 finita, que sén Gaussianes. Tanmateix, no hem demostrat
Iexistencia d’aquestes, és a dir, no hem provat que existeixi un objecte que satisfaci les

hipotesi del teorema de Kolmogorov. A continuacié, ho veiem:

Sigui k : I x I — R una funcié simetrica i definida no negativa, és a dir, complint:

1[2] R! és un conjunt complex i per tant, no entrarem en detall. No obstant, representa el producte
cartesia de I copies de R.
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1. Per a tot s,t € I, k(t,s) = k(s,t);

2. PeratotneN, t1,...,t, €lix,... 2, €R,

n
Z k:(ti,tj)xixj > 0.
1,7=1

Adonem-nos que un exemple de funcié simetrica, definida i no negativa sén les funcions
de covariancia d’un vector aleatori. Amb aix0, la segiient proposicié ens dona ’existencia
que volem provar:

Proposicié 1.7. Sigui k : I xI — R una funcic simétrica definida i no negativa, aleshores
existeir un procés Gaussia { Xy, t > 0} tal que E(X;) =0, per tot t € I i Cov(Xy,, Xy;) =
k(ti,t;), per tot t;, t; € I.

Demostracid. Fixem tq,...,t, € I i definim

Mtl,...7tn - (07 ... 70)a
Mgyt = (Kt 1)) 1<i j<n’
Ptl,...,tn ~ N(O7 Atl,...,tn)'

Observem que P, . ;, és una llei gaussiana n-dimensional amb mitjana 0 i matriu de
covariancia Ay, . +,. Per tant, si det(A¢, . 4,.) > 0, aleshores la llei de Py, ;, té densitat,
i aquesta ve donada per la d’una normal multivant (I’expressié es troba a Apendix 10.2).
Per tant, si considerem (X,gi1 yees ,Xtin) el vector aleatori amb llei P, . ., per qualsevol
{tiy, ... ti,} C{t1,...,tn} tenim que

AXpy, e X)) = (X, X))

t T Otagty

6t1 )t 6tn )t

im im

on J,; és la funcié delta de Kronecker. Com sabem que transformacions lineals de vectors
. . , . *

aleatoris gaussians sén gaussians, sabem que el vector (X,gi1 ooy Xy )~ N(0, AAyy 1, AY).

Ara, per definicié de la nostra matriu A, obtenim que
ANy, AT = (K (i) ) 1<t k<m.-

Per tant, es compleixen les hipotesi del teorema de Kolmogorov i per tant, existeix un
procés gaussia amb aquestes condicions. O

Un exemple de procés Gaussia és el moviment Brownia. En el seglient capitol el tractarem
amb profunditat ja que sera el nostre objecte principal d’estudi.

Abans de continuar, mencionem algunes propietats dels processos estocastics:

Definicié 1.8. Sigui {X;, t € I} un procés estocastic. Suposem que I C R, amb l’ordre
usual. Direm que el procés estocastic X té
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(1) Increments independents si per qualsevol eleccio de t; < to < ... < tg, k > 4, les
variables aleatories
Xy — Xtyy oo Xy — Xty

son independents.

(2) Increments estacionaris si per algun t; < ta la llei de la variable aleatoria X, — Xy,
depén de to — t1, pero no del valor particular de t1 @ to.

Fins ara, hem vist els processos estocastics com vectors aleatoris. No obstant, també es
poden estudiar fixant valors w € 2, als quals anomenarem observacions, i estudiar-los
com una col-leccié de les seves observacions.

Per tant, podem considerar un procés estocastic una aplicacié donada per

X:RxOQ—=R
(t,w) — Xy(w).

Definicié 1.9. (trajectories) Les trajectories d’un procés estocastic { X, t € I} son la
famdlia de funcions indexades per w € 2,

Xw):I— S

definida per X (w)(t) = Xi(w).
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2 El moviment Brownia

Tal com hem mencionat anteriorment, un exemple fonamental de procés Gaussia és el mo-
viment Brownia. En aquest capitol ens centrarem a proporcionar-ne una definicié formal i
a presentar les seves propietats més rellevants, que seran essencials per al desenvolupament
del nostre estudi.

2.1 Definicions

Definicié 2.1. (moviment Brownida 1-dimensional) Un procés estocastic { By, t > 0} es
dira moviment Brownia si és gaussia, té mitjana 0 i la seva funcio de covariancia ve
donada per E(B;Bs) = min(t,s) =t A s.

Notem que com E(B?) = 0, la variable aleatoria By = 0 q.s. Per definici, cada variable
aleatoria By, t > 0 segueix una distribucié N(0,t) i, per tant, té densitat
1

ft(l’) = 76712/22 x € R.
™

Observem que derivant f;(z) un cop respecte t i dos cops respecte = € R, obtenim

{ 6t ft(-T) - %831 ft(x)7 > Oa T E R7
f(0) = 450y

que és I'equacié de la calor a R amb condicié inicial po(z) = dgo(z). Aquest fet implica
que la densitat de les variables aleatories del moviment Brownia es comporten com un
fenomen fisic de difusio.

Una manera alternativa per demostrar que un procés estocastic és un moviment Brownia
és mitjancant la segiient proposicié.

Proposicié 2.2. Un procés estocastic X = {X;,t > 0} és un moviment Brownid si i
nomeés si

(1) Xo =0 g¢s.;

(2) Per qualsevol 0 < s < t, la variable aleatoria X; — X és independent de X,., per
0<r<s,iX;— Xs sequeir una distribucio N(0,t —s).

Demostracié. Primer suposem que X = {X;,t > 0} és un moviment Brownia i volem
veure que es compleixen les condicions (1) i (2). Per provar (1), usem la definicié de
moviment Brownid. Com E(XZ) = 0, aleshores Xg = 0 q.s. Per veure que també es
compleix (2), considerem 0 < r < s <t. Aleshores

E(X,(X: — X5)) =E(X; X3) —E(X, Xs) =rAt—rAs=r—r=0.

Ara usem que el moviment Brownia té esperanca 0, és a dir, E(X;) = 0 V¢ per obtenir
que
E(X,(X; — X)) = E(X,)E(X; — X5).
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Com totes aquestes variables son Gaussianes (ja que transformacions lineals de Gaussianes
s6n una Gaussiana) i el vector (X, X, Xs) també ho és, obtenim la independencia de X,
i X; — X,. Finalment, com X; — X és gaussia, Xy — Xg ~ N(0,t — s) ja que

E((X; — X5)?) = E(X?) + E(X2) - 2B(X; X,) =t +s—2s=1t—s

i E(X; — X5) = 0. Provem ara la implicacié de dreta a esquerra. De (1) i (2) obtenim
que {Xy,t > 0} segueix una distribucié normal multivariant. Veiem-ho. Prenem m > 1 i
0<t; <.--<t,1considerem els vectors aleatoris

Y=(X4y,. ., X1,,), Z2=Xe,, Xty —Xtyy- s X, — Xt 1),

ambdds amb lleis gaussianes. Aixo és degut al fet que totes les components de Z sén
gaussianes i independents. Per tant, existeix una matriu A complint

Y =AZ.

Aixo implica que Y també és Gaussia i, per tant, X; també. Aleshores, prenent 0 < s <t
i sumant i restant la variable Xy obtenim que

E(X,X) = B((X; — X, + X,)X,) = E(X; — X5)X,) + E(X?)
= E(X; — Xo)E(X,) + E(X?) = E(X?) =5 = s AL,

provant que {X;,t > 0} és un moviment Brownia, com voliem veure. O

Propietats del moviment Brownia:

A continuacié, presentem algunes propietats del moviment Brownia. Les demostracions
corresponents es troben a la Secci6 10.5.

1. Si {By, t > 0} és un moviment Brownia, {—By, t > 0} també ho és;

2. (Propietat d’escala) Per qualsevol A > 0, el procés B = {$Byz;, t > 0} és també
un moviment Brownia;

3. Per qualsevol a > 0, BT = {By4 — Bg, t > 0} és un moviment Brownia.

2.2 Construccié de Paul Lévy

Hi ha diversos metodes per construir el moviment Brownia. En aquest apartat ens centra-
rem en la construccié proposada per Paul Lévy, que es basa a caracteritzar el moviment
Brownia com un procés estocastic continu amb increments independents i estacionaris.
Aquests increments segueixen una distribucié normal N(0,¢ — s) en un interval [0, 1]. Per
garantir I'existencia d’un procés amb aquestes propietats i assegurar la continuitat de
les trajectories, Lévy es va recolzar en el teorema de Kolmogorov, que presentarem més
endavant.

La construccié comenga amb 1'is d’una familia de funcions connegudes com les funci-
ons Haar:
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Definici6 2.3. (funcions de Haar) Considerem l'interval [0, 1] i definim ho(t) = 1jo1)(%),

n—1

b () = {275 SN2 S e <R
R 2ot sik2 <t < (k4127

pern>1,1<k<2% amb k senar.

Proposicié 2.4. La familia {ho, hnp;n > 1,1 < k < 2", k senar} forma un sistema
ortonormal complet, és a dir, una base de lespai de Hilbert L*([0,1]) 2.

Demostracid. La demostracié no és dificil de seguir. Es pot trobar a [3]. g

Com a conseqiiéncia, obtenim la identitat de Parseval: Per qualsevol f,g € L?([0,1]),

Ara definim les funcions de Schauder de la segiient manera:

t
S,m(t)z/ hpp(u)du ,0<t<1,n>0,k=0,...,2"' — 1, k senar.
0

Observem que Spo(t) =t i, per n > 1, els grafics de Sj,, sén petites tendes de campanya
centrades a k/2". Si denotem aquest punt com ¢y, ,, les punxes corresponen al valor maxim
de Sj n, on les funcions prenen el valor

100 [Sin (1] = Sen(tien) = 5775
Per tant, obtenim que
Skn(t) = /01 (@)L, (w)dy = (10,45 hie.n) (2.2)
i 1 tAs
(Ljo,5 Lpo,e)) = /0 (0,5 1j0,gdu = /0 du =tAs. (2.3)

Apliquem ara la identitat de Parseval (2.1) prenent f = 1jg i g = 1jgy. Usant (2.2) i
(2.3) aleshores tenim que

oo 2n~11

> D Sal®Skals) =tAs.

n=0 k=0,
k senar
Sigui ara {Cxn; k= 0,... ,2"~1 — 1, k senar} una successié numerable de variables ale-
atories Gaussianes estandard independents, considerem les funcions {B,(t), 0 < ¢t < 1}
definides per

n 2711

Bn(t) = Z Z Ck,m(w)sk,m(t)v on0<t<1,n=>0,

m=0 k=0,
k senar

2L’espai L? denota totes les funcions mesurables i de quadrat integrables.

7
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que convergiran al moviment Brownia. Volem avaluar els punts del procés B,(t) a
= k/2" per k senar i n > 0 per veure com es defineix el procés i convergeix cap a
on volem.

Com (j,, sén variables gaussianes, els valors del procés By (t) a t = 2% que, recordem
que és el punt on Si ., pren el seu valor maxim, també ho sén. No és dificil provar que
aquests valors també sén centrats i amb trajectories continues. Considerem doncs

| Bn(t) = Bn—1(t)|looc = sup |By(t,w) — Bp_1(t, w)

0<t<1
_ntl
= sup | Y GaSen(t)] <27 (max [Gn(w)]-
0st<l 1<kp<2m k senar

k senar

Abans de seguir, necessitem acotar (i,. Per fer-ho, considerem la segiient cota, que
usarem en el proper pas:

oo oo 1
/ e~ 2y, < / E67“2/2du — Zem /2,
a T Ja a a

D’aquesta manera, tenim que

p (I!Bn(t) = Bp ()| > v2-27" 10g2”) S P max [Gen| >2vnlog?2

k senar
271

=r U {’Ck,n’ >2\/@}

k=1,k senar

<2nlp (’Ckn’ > 24/nlog 2)
gn—1 2/00 1 7u2/2d
= . e u

2y/nlog2 V 2m
- 1
< 2"~ exp (—inog 2)

- V2my/nlog?2
9—(n—1)

V2rnlog?2

Prenem A, = {w; ||Bp(w) — Bh—1(w)]|o, > /27" 1log2"} i, com tenim que
o0
ZP(An) < 00,
k=

1

aplicant el primer lema de Borel-Cantelli (es pot trobar detallat a la Seccié 10.3), obtenim
P(lin%inf AC)=1.
Aix0 significa que N = limsup,,(Ay) és un conjunt de mida 0; per Vw ¢ N, Ing(w) tal

que
| Bn(w) — Bp—1(w)|| o, < V27 1og2m, sin > ng(w).
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Per tant, ) |By(t) — By—1(t)| convergeix q.s. Aleshores, per w ¢ N, la successié
{Bn(t,w), n > 0} convergeix a ’espai C([0, 1]). Definint

B(t, w) lim,, B, (t,w), siw ¢ N,
yW) =
0, siwe N,

tenim que el procés { B(t,w), t € [0, 1]} té trajectoria continua ® i és Gaussia, per pertanyer
a totes les combinacions lineals possibles generades pels elements de la familia {x} i
tots els limits d’aquestes combinacions en 'espai L?. D’altra banda,

1. lim, E[B,(t)] =0, Vt € [0,1];
2. lim, E[B,(s)B,(t)] = s A t, Vs, t € [0,1].

Usant funcions caracteristiques, que es poden trobar a la Seccié 10.1, les propietats an-

teriors impliquen que per cada ti,..., t;x € [0,1], el vector aleatori (By(t1),. .., Bn(tx))
convergeix en llei a un vector normal k-dimensional, centrat i amb matriu de covariancies
{(tinl})}. Per tant, convergeix quasi segurament al moviment Brownia { B(t1), ..., B(tx)}.

Fins aqui, hem construit el moviment Brownia a l'interval [0,1]. Per extendre aques-
ta definicié a tot R, considerem la successio B®) k> 1 de moviments Brownians
{ng),t € [0,1]} independents. Aleshores

Bi=BW ...+ B® + B te [k k4 1]
defineix un procés estocastic B = {By,t > 1} que és un moviment Brownia.
2.3 Algunes propietats
Continuitat de Holder de les trajectories
Definicié 2.5. (funcio localment Hélder continua) Una funcié g : R — R és localment

Holder continua amb exponent v € (0,1] si per tot conjunt acotat © C R, existeir una
constant ||g||¢v gy < oo satisfent

lg(z) — g(y)|
sup ————>"— = ||g .
- |l’ — y|’y H ”CW(@)
TH#Y

Siy =1, es diu que la funcid g és localment Lipschitz continua.

Les trajectories del moviment Brownia sén y-Hélder continues per qualsevol v € (0, 1).

2
Aquest fet és conseqiiencia del criteri de continuitat de Kolmogorov:

Proposicié 2.6. Sigui {X;, t > 0} un procés estocastic satisfent: Per qualsevol conjunt
acotat de © C Ry, existeizen nombres reals positius a > 1,8 in; de manera que per
qualsevol s,t € O, es compleix

E[|X; — X,[* < nlt— 8|7,
aleshores les trajectories del procés som, quasi sequrament, v-Holder continues amb ~ €

(0,2).

b a

3Si f,, sén funcions continues convergint uniformement a una funcié f, aquesta funcié f és continua.

9



2. EL MOVIMENT BROWNIA INDEX

Demostracié. La demostracié formal es pot trobar a [4]. O

Veiem-ho pel cas del moviment Brownia { By, t < 0}. Per acada0 < s < t, tenim que B;—
Bs ~ N(0,t — s), per la Proposici6 2.2. Aleshores, per qualsevol k € N, obtenim
(2k)!

E[|B; — B,|**] = it (t = s)k. (2.4)

Com volem obtenir la desigualtat donada a l’enunciat, prenem o« = 2k i 1 + § =
k(< B =k—1). Per tant deduim que les trajectories sén, quasi segurament, Holder
continues amb exponent

I5; k—1
€ (0,—) = (0, ——
1€0,5)= 0,7
que, prenent k — oo, dona vy € (0, %)
Pot ser natural preguntar-se que passa quan y > % Pel cas, v > %, es demostrara

amb un argument basat en la variacié quadratica del procés, que definirem al proper
apartat. Pel cas v = %, es demostra mitjancant el teorema de Paul Lévy, que citem a
continuacié.

Teorema 2.7. (Paul Lévy) Sigui {By, t > 0} un moviment Brownia, aleshores

B(t+h)— B(t
P<hmsupsupo<t<1_h\ (t+h) <>\:1>:1‘

h—0 \/2h |log h|

Demostracid. La demostracié formal es pot trobar a [5]. U

Variacié quadratica

La nocié de variacié quadratica proporciona una mesura de la rugorositat i/o irregulari-
tat d’una funcié. Mitjancant 'estudi de l’existeéncia de variacié d’ordre 2 del moviment
Brownia, proporcionarem l’explicacié de per que el calcul estocastic d’It6 necessita eines
diferents que les del calcul determinista per definir una integral.

Fixem un interval [0,77] i considerem la successié de particions definides per m, = {t{ =
0<iy <--- <ty = T}, per n > 1. Suposem que

lim |m,| =0,
n—oo
on |m,| denota la norma de la partici6 m,, és a dir,

[Tl = sup  (tj41 —t5).
7=0,...,rn—1

D’ara en endavant, prenem AgB = Byn — Byn

—1°

Proposicié 2.8. La successid {> 1=, (ApB)?, n > 1} convergeiz a una variable aleatoria
determinista T en L*(Q), és a dir,

Tn 2
. 2 _
lim E <Z(Ak3) T) 0.

k=1

10



2. EL MOVIMENT BROWNIA INDEX

Demostracid. Ometem la dependéndia de n. Suposem que T' = Y ;" Aty, on Aty =
tr—tr_1. Usant la propietat del moviment Brownia que els seus increments tenen variancia
igual a la longitud de l'interval, és a dir, Ay B ~ N(0,¢} —t}!_,), obtenim que

E[(AkB)Q] = Atg.
Aleshores, la independéncia d’aquests increments implica que
E[(AxB)* — Aty] =0,

és a dir, (AxB)? — Aty és una variable centrada. Calculem doncs

Tn

> (MBY? - T = Z ((AgB)? — Aty) .
k=1

k=1
Definim Xj = (AB)? — Aty de manera que
Tn 2 Tn 2
E (Z(AkB)Q — T) =K <Z Xk>
k=1 k=1

Ara, com X} sén independents, l'esperanca del quadrat és la suma d’esperances dels
quadrats, és a dir, obtenim

Tn 2 Tn
£| (3] | - Soam.
k=1 k=1
Usant la definicié de X}, i el moment de quart ordre d’una normal 4, obtenim que
E(X7) = E((AxB)' + (Atr)? = 2(AxB)* (A B))

E((ARB)Y) + (Atp)? = 2(Atp)E((ARB)?) = 3(Apt)* + (Atg)? — 2(Aty)?
2(Aty,)?

i, per tant,
Tn 2 Tn Tn
E (Z Xk> =3 204H)? =2 (At)?
k=1 k=1 k=1

Finalment, per (2.4), per tal i com hem definit la successié de particions, Y ", (Atk)2
tendeix a zero quan At — 0, obtenint el que voliem:

E (i(AkB)Q—T> 270

k=1

O

Aquesta proposicié, conjuntament amb la continuitat de les trajectories, ens permet veure
que, de fet, les trajectories del moviment Brownia tenen variacié infinita. En efecte,
suposem

V= supZ|AkB| < 0
" k=1

“Sigui X ~ N(0,02), tenim que E(X*) = 30*.

11



2. EL MOVIMENT BROWNIA INDEX

Aleshores,
> (ArB)? < Sup [AkBI(Y 1AKB]) < VS%P |AgB.
k=1 k=1

Per tant, tenim que lim,, Z’,;":l(AkB)2 = 0, g.s., contradient la proposicié anterior. Per

tant,
Tn

V= supz |ApB| = o0, q.s.
" k=1

Observacions.

1. Pel cas particular 7, C mp41, n > 1, tenim
Tn
. 2
h;bn kgl(AkB) =T, qs.

Podem considerar, per exemple 7, = {(kT)27", k=0,...,2"}

2. Suposem que la particié m, satisfa les hipotesis de la proposicié anterior i que existeix
v € (0,1) tal que >, |mn|” < co. Aleshores també es compleix que

lim Z(AkB)Q =T, qs.
k=1

Demostracio. Usant la desigualtat de Txebichev, detallada a ’Apeéndix 10.3 i els
mateixos calculs de la demostracié anterior, obtenim

T'n Tn 2
P{ > (AB)? = T| > )\} SATE [ D (AkB?—T| | <CA?|m]
k=1 k=1

1
i prenent A = |m,| 2,

2P

n>1

i(AkB)Q -T

k=1

>)\}§CZ|7rn|)‘<oo.

n>1

Aleshores, pel lema de Borel-Cantelli, que es pot trobar a I’Apendix 10.3, concloem
que

lim Z(AkB)z =T, qs.
k=1

No diferencialitat

A partir de la variacié quadratica, es poden donar arguments per demostrar la no dife-
renciabilitat del moviment Brownia en cap punt. Per veure-ho, la idea principal és que,

12



2. EL MOVIMENT BROWNIA INDEX

com hem vist, la variacié quadratica divergeix quan es calcula com si el procés fos dife-
renciable. Veiem-ho. Si B; és un moviment Brownia, si aquest fos diferenciable en algun
punt tg, aleshores exisitiria

Bt0+h - Bto

. , quan h — 0.

No obstant, acabem de veure que B; té variacié quadratica definida com el segilient limit:
n

lim Y (B, — By,_,)%,

|7|—0 =1

on 7 és una particio de U'interval [0, T']. Aquest limit existeix i val ¢, per a ¢ > 0. Calculant
doncs el moment de segon ordre de la derivada obtenim:

Biy+h — B, ?
h

que divereix per h — 0. Aquesta divergencia demostra que B; no pot tenir una derivada
finita en cap punt tg. La intuicié d’aques fet és que les trajectories osci-len molt rapid en
quasevol interval de temps, i per tant, no permeten ’existencia d’una derivada.

E [(BtoJrh - Bto)Q]

1
E -
h? h’

2.4 La propietat de martingala

Abans de presentar una altra propietat del moviment Brownia, necessitem introduir alguns
conceptes.

Definicié 2.9. (filtracid) Una familia {F;,t > 0} de o-subalgebres de F és una filtracio
St

1. Fo conté tots els conjunts de F de probabilitat 0

2. (mondtona creizent) Per tot 0 < s <t, es compleix Fs C Fy.

Si, a més a més, tenim

mf.s:fty

s>t

direm que la filtracid és continua per la dreta.

D’aqui en endavant, el concepte filtracié ® voldra dir: filtracié continua per la dreta. Una
forma de definir una filtracié d’un procés estocastic X = {X;, ¢ > 0} és considerar la
filtracio natural:

Definicié 2.10. (filtracid natural d’un procés estocastic) Donat un procés estocastic X,
definim la o-algebra natural com la menor o-algebra generada per les variables aleatories
Xs on 0 < s <t. Formalment, definim la o-algebra natural com

Fi=0(Xs,0<s<t),t>0.

SEl concepte de filtracié recull la informacié d’un esdeveniment aleatori.

13
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Cal mencionar que la o-algebra definida no sempre complira les condicions de filtracié.
No obstant, més endavant ho veurem, pel cas del moviment Brownia si que es compleixen.

Definicié 2.11. (martingala) Un procés estocastic { Xy, t > 0} és una martingala respecte
la filtracié {F;, t > 0} si cada variable aleatoria X; € LY(Q) Y i, a més a més, es
compleixzen les propietats segiients:

1. X; és Fi-mesurable per qualsevol t > 0;

2. Per a tot 0 < s <t, E(X{|Fs) = Xs.

Si a la segona propietat, enlloc de tenir una igualtat, tenim una desigualtat “<” (o “>7),
direm que el procés descrit X = {Xy, t > 0} és una supermartingala (o una submartingala,
respectivament).

La segona condicié de martingala es pot escriure alternativament com:
E(X; — X4|Fs) = 0.

A continuacid, donem un resultat que ens proporciona la propietat de martingala d’un
procés estocastic.

Proposicié 2.12. Un procés estocastic X = {Xy, t > 0} € LY () amb Xo constant,
mitjana constant i increments independents té la la propietat de martingala respecte la
filtracio natural.

Demostracio. No és dificil provar que X és Fi-mesurable per tot ¢ > 0. Provem doncs la
condicié de 'esperanca condicionada per ser una martingala. Recordem que la filtracié
Fs descriu la informacié disponible del procés fins a temps s. Per tant, la informacié de
Fs fins a temps s es basa en els canvis del procés en l'interval de temps, és a dir, Fy
esta formada pels increment X, — X,,, amb 0 < u < r < s. A més a més, per hipotesi,
els increments de X; sén independents i, per tant, X; — X, és independent de F; per
tot 0 < s < t. Usant la propietat d’independencia de I’esperanca condicionada, veure a
Apendix 10.4, obtenim que

E[X; — X(|Fs] = E(X; — X5) =0,
ja que les dues variables tenen la mateixa esperanca. O

Finalment, com a conseqiiéncia d’aquest resultat, obtenim que:

Corolari 2.13. Un moviment Brownia té la propietat de martingala respecte de la filtracio
natural.

Demostracié. La demostracié es pot trobar detallada a Corol-lari 2.1 de [1]. U

SL’espai L*(Q) és l'espai de totes les variables aleatories definides a (Q, F, P) mesurables i integrables
respecte la probabilitat P.

14
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2.5 La propietat de Markov

Una altra propietat del moviment Brownia és la propietat de Markov. Aquesta propietat
descriu processos ‘sense memoria’, és a dir, processos 'estat futur dels quals només depen
de ’estat present, i no del passat.

Degut a la dificultat i la tecnicitat d’aquesta propietat, no hi entrarem en detall. No
obstant, més endavant resoldrem una equacié diferencial estocastica, el resultat de la
qual sera un procés de Markov. Per aquest motiu, donem a continuacié una definici6
d’aquests processos.

Definicié 2.14. (funcid de probabilitat Markoviana) Sigui p una aplicacié definida a
R+XR+XRX8(R)—>R+
i satisfent les segiients propietats:

1. Pertot s,t e R amb0<s<tiAe€B(R) fixats,

lz—y|?

1 _lz—yl*
X —>p(57t,l',A) = MA@ 2(t—s) dy

és B(R)-mesurable;

2. Pertots,te R amb0<s<tixeR fixats,

1 _Jz—y?
A—p(s,t,z, A) = / e 20t-9d
ol ) 2r(t —s) Ja Y

és una probabilitat;

3. Es compleix
plsstie, 4) = [ plut.y. Alp(s. .o, dy)
A
on, peratot0<s<uiz,yeclR
2
[z —y|

S) }dy = fN(:E,ufs) (y)dy

1
s,u,x,dy) = ————exp{—
ol v) 27 (u — s) p{ 2(u

Aleshores direm que p 7 és la funcié de probabilitat de transicid Markoviana.

Ara si, podem donar la definicié de procés de Markov.

Definicié 2.15. (procés de Markov) Sigui p la funcié de probabilitat de transicic Marko-
viana i p una probabilitat a B(R). Un procés estocastic {Xy, t € Ry} és un procés de
Markov amb llei u @ funcio de probabilitat de transicio p si

1. p ésla llei de Xop;

"S’anomena equacié de Champman-Kolmogorov

15
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2. Per a tot 0 < s <t, es verifica
P{X; € A|Fs} = p(s,t, X5, A).

on P{X; € A|Fs} és la probabilitat condicionada respecte la o-algebra Fs definida
com
P(Xt|.;rs) = E(].Xt|f8), X, € F.

Es bo saber que aquesta propietat es pot extendre. Fins ara, només ’hem aplicat a un
temps fixat pero es pot extendre a temps d’aturada.
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3 La integral de Ito

La integral d’It6 és necessaria, entre moltes altres raons, per tractar les equacions diferen-
cials dirigides per processos estocastics, com per exemple, per un moviment Brownia. Una
de les motivacions per al seu desenvolupament és la modelacié d’evolucions de fenomens
amb una forca aleatoria externa que recull influéncies desconegudes i caotiques. Pot ser
natural assumir que aquestes forces sén independents les unes de les altres i que varien
amb el temps. Per tant, de mitjana, seran variables aleatories normals que dependran
del temps, cosa que ens porta a considerar el moviment Brownia com a modelitzaci
d’aquesta forga. Cal mencionar que no sempre sera apropiat considerar-lo. Per exemple,
en casos en que les forces externes variin de cop, ja que aix0 implicaria processos amb salts.

Considerem equacions diferencials estocastiques, donades pel moviment Brownia i de-
finides com

dXt =0 (Xt) dBt + b (Xt) dt, sit> 0,
Xo=xp € R, altrament,

on {B;,t € Ry} és un moviment Brownia i o i b funcions deterministes.

Una manera d’interpretar I’equacié presentada és a través de la forma integral:

X =120 —i—/o o(Xs)dBs —i—/o b(Xs)ds. (3.1)

Resoldre-la és equivalent a provar l'existéncia d’un procés estocastic { Xy, ¢t € R} tal que
per a tot t € R, fixat, es compleixi la identitat q.s..

Per entendre la necessitat de definir aquest nou calcul, estudiem les dues integrals que
apareixen a la dreta de la igualtat a (3.1). Estudiem primer fg b(Xs)ds. Observem que,
tot i ser X un procés estocastic, podem considerar una integral determinista. Aixo és de-
gut al comportament de les trajectories del procés, és a dir, per cada w € , Xs(w) és una
trajectoria concreta i continua. Per tant, podem considerar b(X;) una funcié continua,

definida per | |
(/0 b(Xs)ds> () ;:/0 (X (w))ds.

on la integral de la dreta és una integral de Lebesgue i, per tant, determinista.

En canvi, pel terme fg 0(Xs)dBs no es pot aplicar cap definicié per trajectories ni per
cap funcié determinista. Aixo és degut al fet que B, no és diferenciable. Es, per tant, per
aquest motiu que cal introduir una integral estocastica.

3.1 Introduccid

Considerem B = {B;,t > 0} un moviment Brownia 1-dimensional definit en un espai
de probabilitat (2, F, P) i la filtracié natural associada a B, (F¢,t > 0). Donem primer
algunes definicions previes.

Definicié 3.1. Fizat un horitzd de temps T, definim v = {us,t € [0,T]} C LiT com el
conjunt de processos estocastics, satisfent:
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1. u és adaptat i mesurable a (t,w) respecte la o-dalgebra producte B([0,T]) ® F, és a
dir,

(a) La variable aleatoria uy és Fi-mesurable per a tot t € [0,T];
(b) L’aplicacio

X:[0,T] x Q=R
(t,w) = X(t,w)

és mesurable respecte la o-algebra B([0,T]) ® F;

2. fOTE(uf)dt < 00, és a dir, u € L2([0,T] x Q; A x P), on \ és la mesura de Lebesgue.

Observem que L?L’T és un espai de Hilbert amb la norma

1
T 2
[l z2 :[/ E(Uf)dt}
a, T 0

Primer definirem la integral d’Itd per a processos esglaonats i més endavant extendrem
aquesta construccio.

Definicié 3.2. (procés esglaonat) Un procés esglaonat uy és un procés estocastic
n
= Zujl[tj—htj)(t)? (3.2)
j=1

amb 0 =ty < t1 < --- < t, =T, onuj, ambj = 1,...,n, sén variables aleatories
mesurables a Fy;_, amb integrabilitat quadratica. Denotarem per € C LaT el conjunt de
processos esglaonats.

Ara, podem donar la definicié d’integral d’It6 per aquests processos.

Definicié 3.3. (integral d’Ité d’un procés esglaonat) Donat un procés esglaonat u € &,
definim la seva integral estocastica d’Ité com

T n
/ wdBy =Y uj(Bi - By,_,), (3.3)
0 .
J=1

T , . ..
on fo wdB; €s una variable aleatoria.

A continuacid, donarem una propietat important de la integral d’It6. Tot i aixi, cal saber
es tracta d’una variable aleatoria centrada i que compleix la propietat de linealitat. Les
demostracions d’aquestes propietats es troben a 1’Apendix 10.6.

Proposicié 3.4. (propietat d’isometria) Per qualsevol u € &,

</0TutdBt> :E</0Tu§dt>.

T
U +— / ’U,tdBt
0

és continua de L*([0,T] x Q, A x P) a L*(9).

2
E

Consegiientment, l'aplicacio
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Demostracio. La demostracié es divideix en dos passos. El primer és I'expansié de la
integral. Considerem el quadrat de la integral estocastica

([ v

i una partici6é de [0,T],0=tg < t1 < ... <t, =T. Per (3.3), podem escriure

T n
/ UtdBt = Z Uj(Btj — Btjfl)-
0 .
7=1

Aleshores, posant A;jB = By, — By,

j—17

2
E

el seu quadrat pot expressar-se com

2
T 2 n n
</ utdBt> = | > ui(8;B) | =D i (A;B)? 42> ujup(L;B)(AB).
0 =1 j=1 i<k
Prenent esperances a ambdds costats obtenim que
n 2 n
E (> wj(2;B)| =E | ui(A;B)* | +2E [ > ujup(A;B)(AxB)
j=1 j=1 j<k

Pel primer terme tenim que, com les variables u? sén independents del quadrat de I'incre-

ment brownia, aleshores podem posar ’esperanca de la suma com la suma d’esperances.
A més a més, E((A;B)?) = Var(A;B) = tj — tj_1, per definicié del moviment brownia.
Per tant,

E Y w2(0;B)? | =S E@HE[L;B) = Y E@ud)(t; —tj-1).
j=1 Jj=1

Prenent el limit, observem que aquest convergeix a la integral

/OT]E(uf)dt.

Pel segon terme observem que, per j < k, els increments brownians A;B i ApB sén
independents, altrament per definicié del moviment brownia. Per tant,

E[(5;B)(54B)] = 0.
Per tant, obtenim el que voliem provar. O
Fins ara, hem definit la integral d’It6 com la suma acumulativa de canvis d'un procés
esglaonat dins d’un interval [0,7]. El resultat d’aquesta és un valor aleatori que depen
del moviment Brownia. No obstant, en la majoria de casos necessitarem calcular-la en

termes d’una acumulacié continua fins a un temps t > 0. Es per aquest motiu que cal
donar la integral indefinida d’un procés esglaonat.

Definicié 3.5. (integral d’Ité indefinida d’un procés esglaonat) Sigui uw € £ un procés
esglaont. Es defineix la seva integral d’Ito indefinida com

t T
/ usd By :/ uslyy (s)dBs, t € [0,T].
0 0
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Observem que ara el resultat és un procés aleatori que depen de t. Aquesta nova definicié
ens permet estudiar el procés resultant com un nou objecte estocastic.

Per (3.3) i, tenint en compte que u es pot expressar com a (3.2), obtenim que la in-
tegral d’It6 indefinida es pot donar com

t T
/ usdBs = / Usl[O,t](S)st = Z uj(Btj/\t - Btj71/\t)'
0 0

A continuacié, donem una propietat interessant sobre el procés resultant d’aquesta inte-
gral.

Proposicié 3.6. Per qualsevolu € &, el procés Iy = fot usdBs,t € [0,T] és una martingala
respecte la filtracio Fy,t > 0 associada al moviment Brownia.

Demostracio. Per provar aquest resultat cal veure que el procés I; satisfa les propietats
d’una martingala (Definicié 2.11). Provar adaptabilitat respecte la filtracié i la integra-
bilitat no és dificil (per ’adaptabilitat usem que uy és adaptat i la integrabilitat la tenim
per hipotesi). Per tant, comprovem la condicié de martingala. Recordem que volem veure

E(I; — Is|Fs) = 0, per qualsevol 0 < s <t <T.

Pel cas tp_1 < s <ty <t; <t <tjg1, definim I i I; de la segiient manera:

Is = Uj(Btj - Btjfl) + Uk(Bs - Btk—l)

l
I = I, + up(Bs, — By) + Z w;j(By, — By, ) +w1(B — By).
j=k+1
Calculem la diferéncia I; — I, obtenint

l
Iy — Iy = uy(By, — Bs) + Z uj(By; — By;_y) +wip1(By — By,).
Jj=k+1
Veiem ara que l'esperanca de cadascun dels termes de la diferéencia, condicionada a Fj
val 0. Primer provem que E(ug (B, — Bs)|Fs) = 0: Observem que uy, és Fy, —j-mesurable
i, per tant Fg-mesurable. A més a més, B;, — Bs és independent de F; i té esperanca 0.

Per tant,
E(uk(Btk — Bs)‘]:s) = UkE(Btk — Bs’]:s) =0.

Veiem ara que E(Z§:k+1 uj(By; — By;_,)|Fs) = 0: Observem que u; és F, ,-mesurable
ique Btj — Btj_l és independent de ~7:tj_1 i amb esperanga 0. Aleshores,

E(“j(Btj - Btj—1)|‘F3) = E(E(uj(Btj - Btj71|ftj71)|‘F8) =0, Vj.

Finalment, obtenim que E(u;41 (Bt — By,)) = 0. En efecte, w41 és Fy,-mesurable i By — By,
és independent de Fy, i té esperancca 0. Per tant,

E(ui1(By — By)|Fs) = 0,

provant el que voliem veure. Hem usat dues propietats de ’esperanca condicionada, que
es poden trobar a ’Apendix 10.4. Un raonament similar s’usa per provar el resultat per
la resta de casos de s i t. O
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Fins ara hem definit la integral d’It6 per a processos esglaonats. Volem extendre-la a
processos mesurables, adaptats i quadraticament integrables dins ’espai Lg o Per tant, a
partir de la definicié d’integral d’It6 d’un procés esglaonat (Definicié 3.3) i de la propietat
d’isometria (Proposicié 3.4), considerem una isometria (aplicacié continua)

T n
uvr— Ip(u) = / udBy = Zuj(Btj - By,_,)
0 .
7j=1

definida de LiT a L%(Q). Aquesta extensié es fa dins I'espai L2([0,7] x Q) (ja que LZ’T
és un subespai d’aquest). Per tant, L2([0,7] x ) també és un espai de Hilbert amb el
producte escalar

T
(u, U>L3,T = /0 E(ugvy)dt, u,v € LiT.

El resultat que justifica I'extensié de la integral d’It6 a processos més generals ® és el
seglient:

Proposicié 3.7. Per qualsevol u € L?LT existeix una successié (u™, n > 1) C e tal que

T
lim E(ul! — ug)?dt = 0.

n—oo 0

Demostracio. No detallarem la demostracié. No obstant, es pot trobar a Proposicié 3.3
de [1]. O

Un cop obtingut aquest resultat, podem donar la seglient definicié d’integral d’Ito per a
un procés més general:

Definicié 3.8. (integral estocastica d’Ité d’un procés) Donat un procés u € LZ 7, la seva
integral d’Ité estocastica es defineiz com

T T
/ wdBy = LQ(Q) — lim uy' dBs.
0

n—o0 0

La propietat d’isometria justifica que aquesta integral esta ben definida. Per més detall,
es pot consultar la demostracié formal a I’Apendix 10.6.

D’aqui en edavant, usarem la notacio

T
I(U) = / utdBt.
0
per referir-nos a la integral que acabem de definir.

Es important tenir en compte que, en la majoria de casos, no podrem calcular explicitament
aquesta integral. També cal destacar que aquestes integrals tenen les mateixes propietats
que les definides per a processos esglaonats: satisfan la propietat d’isometria, I’operador
és lineal i s6n variables aleatories centrades.

8 Aquest resultat usa el fet que ’espai de processos esglaonats £ és dens a LiT, que és un espai de Hilbert
i, per tant, complet. Aleshores qualsevol successié de Cauchy convergeix. Per tant, com &, l'adherencia
d’E, conté tots els processos que es poden aproximar per una successié de processos esglaonats, £ = L;T.
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3.2 La integral de It6 com a procés estocastic

Com hem fet pels processos estocastics esglaonats, també podem definir la integral inde-
finida d’un procés.

Definicié 3.9. (integral estocastica indefinida d’un procés) Donat un procés u € LZ,T> es
defineizx la integral estocastica d’It6 indefinida com

t T
Ii(u) :/ usdBs ::/ uslyo(s)dBs, t €[0,T].
0 0
Aquesta definicié té sentit ja que per qualsevol ¢t € [0,77], el procés {usl(s),s €
[0,T)} € L?LT. A continuacié, presentem algunes de les seves propietats:

Proposicié 3.10. (Propietat de martingala) El procés {1, = fot usdBs, t € [0,T]} és una
martingala respecte la filtracié natural associada al moviment Brownia.

Demostracio. La demostracié segueix la mateixa estructura que la de la Proposicio 3.6.
Tot i aixi, es pot trobar detallada a Proposicié 3.4 de [1]. O

Proposicié 3.11. (Variacié quadratica de la integral estocastica). Per qualsevol procés
U € L?%T, el procés estocastic

([on)

. . -, . . N t
és una martingala respecte la filtracié natural associada al moviment Brownid. { [, ulds, t €
[0,T]} s’anomena la variacié quadratica.

2 t
—/ ulds, t € 0,7}
0

Demostracié. La demostraci6 es pot trobar a [6] O

A més a més, es compleix que

n tj
LY(Q) — lim /
n—oo t

j=1 j—1

2 t
usst> = / ugds,
0

on el sumatori és una successié de particions de [0, t] que tendeixen a 0 i, per tant, tot en
conjunt convergeix cap a la integral.

A continuacié, donarem una versié més extensa de la propietat d’isometria.

Proposicié 3.12. (desigualtat de Burkholder) Sigui p € [2,00). Aleshores existeir una
constant positiva C(p) tal que

E [(/Ot uSst>p} < C(p)E (/Ot u?ds)g .

Demostracio. El resultat es pot trobar demostrat a [7]. O
Aquesta propietat, conjuntament amb el criteri de continuitat de Kolmogorov (veure Pro-
posicié 2.6), ens permet deduir la continuitat de les trajectories de la integral estocastica

indefinida. La demostracié formal es dona a I’Apéndix 10.6.
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3.3 Una extensio de la integral de Ito

Com hem vist fins ara, els processos esglaonats sén ttils per construir la teoria. No

obstant, no permeten descriure el comportament de fenomens estocastics en la pratica.

2 . 5 . 2 . . ’

Es per aquest motiu que cal extendre I'espai L a7 €spal que conté processos u mesurables

respecte la filtracié F;, quadraticament integrables i regulars, a un espai Ag o que conté
b

processos més generals. En concret, processos

1. Adaptats respecte la filtracié F;, amb informacié disponible fins I'instant ¢;

2. Mesurables respecte la o-algebra producte B([0,T]) x F;

P (/OT uldt < oo> =1, (3.4)

és a dir, que la integral quadratica del procés u és finita q.s.

3. Que compleixen

Aquesta extensié es fard mitjancant una aproximacié. Abans, cal observar que L?IT C
Ag’T, ja que els processos a LZ’T satisfan (3.4).

Definicié 3.13. (integral estocastica a A2 1) Sigui {u™,n > 1} una successié de processos
de la forma (3.2), on les variables aleatories uj,j =1,...,n son Fi;_,-mesurables 1 finites
quasi sequrament; €s a dir, u" € Az 7~ La integral estocastica es defineix com a la Definicid
3.8.

Per poder fer 'extensié necessitarem dos ingredients, la demostracié dels quals no do-
narem. La primera proposicié fa referéncia a un resultat d’aproximacié, mentre que la
segona proporciona una connexié entre la integral estocastica de processos esglaonats a
AiT i la seva variacié quadratica.

Proposicié 3.14. Per a tot u € A?L’T, existeix una successio de processos esglaonats
{u™,n > 1} de la forma (3.2) que pertanyen a AZ’T i satisfan

T
lim luf — uy|*dt =0
n—oo 0
en probabilitat.
Demostracié. La demostraci6 formal es pot veure a [8]. g

Proposicié 3.15. Sigui u un procés esglaonat a AZ’T. Per qualsevol € > 0, N > 0,

T
P{‘/ U,tdBt
0

Demostracio. La demostracié detallada es troba a Proposicié 3.7 de [1]. O

T N
>e}§P{/ ufdt>N}+€—2
0

Combinant aquestes dues propietats ?, es dona la segiient definicié d’integral estocastica.

9La Proposicié 3.14 proporciona la convergeéncia dels processos esglaonats 4™ a un procés v i, usant la
Proposicié 3.15 es veu que la seqiiencia d’integrals estocastiques ( fOT uydBy) és Cauchy en probabilitat.
Per tant, com 'espai LO(Q) és complet, tota successié té limit en probabilitat.
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Definicié 3.16. (integral estocastica d’un procés respecte un moviment Brownia) Siguin

u € Ag o un procés i By un moviment Brownia, es defineix la integral estocatica del procés
b

u respecte By com

T T
/ wdB; ;= P — lim uy dBy,
0

n—oo 0

que és independent de l’aprorimacio per successio emprada a la construccid.
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4 Formules d’Ito

Les férmules d’It6 sén una eina fonamental per descriure ’evolucié de processos estocastics
i analitzar equacions diferencials estocastiques. En 'analisi de I'article proposat, consi-
derarem una equacié diferencial estocastica multidimensional dirigida per un moviment
Brownia unidimensional. Per definir una nova mesura de probabilitat @), caldra aplicar la
transformada de Girsanov, una aplicacié directa de la férmula d’It6 en el cas unidimen-
sional.

Per aquest motiu, en aquest capitol ens centrarem exclusivament en la presentacié de
la féormula d’It6 unidimensional, sense entrar en detall en la seva demostracié. Tot i que
aquesta demostracié és enginyosa, no la inclourem explicitament ja que només farem s
d’una de les seves aplicacions practiques.

Les férmules d’It6 permeten desenvolupar processos estocastics que es poden expressar

de la segiient forma:
t t
X; = / usd By —|—/ vsds,
0 0

on u i v sén processos adequats, i f : R — R és una funcié suficientment suau de X,
és a dir, f(X;). Les condicions necessaries per a la suavitat de f i les hipotesis sobre els
processos u i v es presentaran a continuacio.

4.1 Férmula 1-dimensional

Donem les condicions que han de complir els processos u i v.
Definicié 4.1. (procés d’It6) Sigui {vt, t € [0,T]} un procés estocastic adaptat *°, amb

trajectories integrables Lebesque, quasi seqgurament; és a dir, complint

T
/ lvg|dt < 00, g.s.
0

Considerem també un procés estocastic {ug, t € [0,T]} € A27T7 on AiT és Uespai definit
a UApartat 3.3, i una variable aleatoria Xo Fo-mesurable. Aleshores, el procés estocastic
definit per

t t
X = Xp +/ usd By +/ vsds, t € [0,T] (4.1)
0 0

s’anomena procés d’Ito.

Aquest procés es pot escriure en forma diferencial com
dXt = utdBt + Utdt,

conservant Xg com a condici6 inicial. Com hem vist a 'inici del capitol anterior, aquesta
equacié ve donada per un terme estocastic u:dBi, que representa la part aleatoria donada
pel moviment Brownia, i un terme vidt que, tot i que vy és un procés estocastic, el seu
comportament a 'interval infinitessimal [t, ¢ + dt], fa que poguem calcular la seva integral

10Un procés estocastic és adaptat si la seva evolucié no depen de la informacié futura. Recordem que
el moviment Brownia B, procés amb el qual nosaltres treballem, és adaptat a una filtracié F;.
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com la integral de Riemann o Lebesgue.

Pel que fa a les funcions f(X;), considerem totes les funcions de I'espai C!2, és a dir,
funcions f(t,z) continues respecte les variables t i x, C! (diferenciables un cop) respecte t
i C? (diferenciables dos cops) respecte x. Denotem per 0, f(t, ), O, f(t,x) i 02,f(t,x) les

derivades parcials de primer i segon ordre de f. Ja tenim totes les eines per presentar la
formula d’Tt6 que permetra estudiar evolucié el procés {f(t, X;),t € [0,T)], f € C12}.

Teorema 4.2. Sigui f : [0,T] x R — R una funcié a C? i X un procés d’Ité6 donat per
(4.1), es compleix:

t t
f(t,Xt)—f(O,X0)+/() 8sf(s,Xs)ds—|—/0 0, f (5, X usdBs

/a f(s, Xs)vsds + = / JuZds. (4.2)

Demostracid. La demostracié es pot trobar a Proposicié 4.2 de [1]. U

Podem escriure (4.2) com

t t
f(t,Xt):f((),Xo)+/0 asf(s,Xs)ds+/O Ouf(s, Xs)dX

/ D(dX,)?;

0, alternativament, en forma diferencial com
1
df (t, X¢) = O f(t, Xt) + Oz f(t, Xi)d Xy + iaixf(t, X)(dXy)2

Per conveni, (dX;)? es calcula com

dBt X dBt = dt,
dBtht:thdBt:O,
dt x dt = 0.

Tot i que no la presentarem, la férmula d’Ité es pot extendre pel cas multidimensional.

4.2 Teorema de Girsanov

Tal com hem mencionat anteriorment, una de les aplicacions més importants de la formula
d’It6 és el teorema de Girsanov.

Si X és una variable aleatoria gaussiana de dimensié n, qualsevol transformacié lineal
del tipus Y = AX + b, on A és una matriu n x n i b € R™, genera una nova variable Y
que també és gaussiana. De manera analoga, el teorema de Girsanov estableix un resultat
similar pel cas del moviment Brownia: donada una mesura de probabilitat P associada a
un moviment Brownia By, la transformada de Girsanov permet construir una nova mesura
de probabilitat, anomenada @, sota la qual el moviment Brownia experimenta una nova
dinamica temporal.
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Aquest resultat és fonamental per al nostre treball, ja que a les Seccions 6 1 7 el fa-
rem servir per valorar futurs sota una mesura de probabilitat especifica. A continuacid,
construirem aquesta nova mesura de probabilitat Q).

Lema 4.3. Donat (Q, F, P) un espai de probabilitat i L una variable aleatoria no negativa
complint E(L) =Ep(L) = 1. Per A € F, tenim

Q(A) = E(14L). (4.3)

Q defineix una probabilitat a F, equivalent a P, amb densitat donada per L. Reciprocament,
st P i Q) son probabilitats a F © P < Q; és a dir, P és absolutament continua respecte @,
aleshores existeix una variable aleatoria L no negativa, tal que E(L) =1 i que compleiz

(4.3).

Demostracié. Veurem la primera part de I'enunciat. Per tal que ) sigui una mesura
probabilitat, cal provar primer que és una mesura o-additiva sobre F. Per fer-ho, usarem
(4.3). Siguin A; € F, i =1,... elements disjunts, tenim

Q (U Ai) =E <1ug';1AiL) =K (Z 1A¢L) = E(laL) =) QA).
=1 =1 =1 =1

A més a més, hem de veure que es compleix Q(£2) = 1. En efecte,
Q(Q) = E(1oL) = E(L) = 1.

Fins aqui hem provat que ) és una probabilitat perdo hem de veure que és equivalent a
P. Per demostrar-ho, comprovarem que

Q(A) =0 P(A) =0, Ac F.

Per la implicaci6é d’esquerra a dreta, prenem A € F tal que Q(A) =0. Com L >0 q.s. i
tenim (4.3), aleshores 14L = 0 q.s. i, per tant, P(A) = 0. Reciprocament, si P(A) = 0,
aleshores 14 = 0 g.s. i, altrament per (4.3) obtenim que Q(A) = 0. O

Un cop donat aquest lema, és natural preguntar-se com calcular esperances respecte
la probabilitat . Denotem per Eg l'esperanca respecte (). Aleshores, per qualsevol
X € L'Y(Q,Q), relacionem I'esperanca respecte Q amb l’esperanca respecte P de la segiient
formas:

on L és una densitat que relaciona ambdues mesures de probabilitat. Donat un moviment
Brownia {By, t € [0,7T]}, fixem una constant A € R i definim L = {L;, t > 0} com

)\2
Lt = exp <—)\Bt — 2t> .
Aquesta expressié proporciona la funcié de densitat que necessitem. Hem de veure, per
tal de poder aplicar el lema anterior, que L és no negativa i que té esperanca igual a 1.
A més a més, per tal de definir la nova probabilitat @, cal que estigui ben definida; és a
dir, L ha de ser consistent amb F. Totes aquestes condicions les demostrarem provant
que L; és una martingala.
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Per fer-ho usarem la férmula d’It6 unidimensional, donada al Teorema 4.2. Considerem
L, = f(By,t), amb f(z,t) =exp <—)\x — %t) i calculem les derivades parcials

Opf = _)\f(xvt)S
)\2

Ouaf = N2f(z,1).
Aleshores, per la férmula d’Itd tenim que

2
_ 9y + a—det + 1ﬂ(dBt)?

dly = ot oz 2 0z2

Substituint les derivades i simplificant, arribem a
dL; = —A\LidBy

que, integrant dona

t
Ly =Ly — / ALsdBs.
0

Com Lo = 1, obtenim que

t
L;=1 —/ ALsdBs;.
0

Aixo demostra que L; és una martingala positiva que es pot usar com a densitat per
passar de P a (). Per tant, definim la nova mesura de probabilitat () com

Q(A) =E(14Ly), A € Fr. (4.4)

Pel lema anterior, les probabilitats ) i P sén equivalents a Fp i, per la propietat de
martingala de L;, aquesta equivalencia es manté per tot ¢ € [0, 7.

Ara si, donem el teorema de Girsanov.

Teorema 4.4. (teorema de Girsanov) Siguin A € R ¢ By un moviment Brownia. Aleshores
el procés {Wy,t € [0,T]} definit per

Wy =B+ At

és un moviment Brownia a l'espai de probabilitats (0, Fr,Q), amb Q definida com a (4.4).

Demostracio. La demostracié formal es pot veure a Teorema 4.7 de [1]. O
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5 Equacions diferencials estocastiques

Finalment, 'inica base teorica que ens queda introduir abans de comencar amb 1’analisi
de P'article sén les equacions diferencials estocastiques (EDE). Tot i que el model que es
presentara a l’'article es defineix mitjancant una EDE multidimensional dirigida per un
moviment Brownia unidimensional, en aquest capitol només introduirem la teoria de les
EDE unidimensionals ja que és suficient per a la comprensié del model.

A continuacié, definirem formalment les EDE unidimensionals i proporcionarem un re-
sultat d’existencia i unicitat de solucions, sota propietats adequades dels coeficients.

5.1 Introduccié

Sigui (€2, F, P) un espai de probabilitat, considerem un moviment Brownia B = { By, t >
0} tal que By = 0, amb la filtracié (F;,t > 0) natural satisfent:

1. B és adaptat a (Fi,t > 0);

2. La o-algebra generada per {B, — By, u >t} és independent de (Fy, ¢ > 0).

Considerem també les funcions
b:]0,00) x R— R, 0:[0,00) x R — L(R;R),

on L(R;R) és lespai d’aplicacions lineals de R a R. Aleshores, una equacié diferencial
estocastica ve donada per
dX; = O'(t, Xt)dBt + b(t, Xt)dt, t e (0, OO)
XO =, (51)

on x és un valor aleatori independent del moviment Brownia.

Les funcions b i ¢ s’anomenen coeficients de 'equacio: b és el coeficient independent
mentre que o és el coeficient dependent. L’expressié Xy = z s’anomena condicié inicial i
també pot venir donada per un valor s > 0, s € R. En aquest cas, escriurem t € (s,00) i
Xs = x. En la majoria de casos, de fet, nosaltres sempre ho assumirem, direm que = és
determinista.

Podem entendre doncs ’equacié diferencial (5.1) com:

t t
Xi==x +/ o(s,Xs)dBs +/ b(s, Xs)ds, (5.2)
0 0

A continuacié donem una definicié de solucié d’una equacié diferencial estocastica 1.

Definicié 5.1. (solucid forta) Sigui (Xi,t > 0) un procés estocastic, mesurable a (t,w) i
Fi-adaptat. Direm que és una solucid forta de (5.2) si:

1E]s espais que apareixen a la definicid, Li,oo i L}l,oo, sén espais similars a L? i L', respectivament, perd
amb condicions d’integrabilitat de les trajectories més debils. Es a dir, no es compleix la integrabilitat
estricta pero el comportament de les cues dels processos esta controlat. Observem doncs que L* C Ly o,
per i =1,2.
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1. El procés (o(s, Xs),s >0) C Lg,oo;
2. El procés (b(s, Xs),s > 0) C L(ll,oo;
3. El moviment Brownia satisfa 'equacio per qualsevol t > 0, q.s.

Definicié 5.2. L’equacid diferencial (5.2) té una unica solucid per trajectoria si qualsevol
parell de solucions fortes Xy i Xo son iguals, és a dir, compleizen

P{X(t) = Xa(t), per qualsevol t > 0} = 1.

Fins ara, hem definit 'existéncia i la unicitat de les solucions perd no hem demostrat
que (5.2) tingui solucié ni que aquesta sigui tnica. Per fer-ho, cal que imposem unes
condicions a les funcions que hi apareixen:

1. bi o han de ser funcions mesurables respecte la o-algebra B([0,00) x R) =
B([0,0) Q B(R));

2. Les funcions han de créixer linealment respecte la variable z, sense dependre de ¢;
és a dir, de forma que existeixi una constant C' > 0 tal que, per a tot z € R, se
satisfaci

sup (f(t, )] +lo ()] < C(1 +al)

3. Les funcions han de ser Lipschitz respecte la variable z, sense dependre de t; és a
dir, de forma que existeixi una constant C' > 0 tal que, per qualsevol z,y € R, es
compleixi

sup [b(t, z) = b(t, y)| + o (t, 2) — ot y)l] < Clo = y|.

D’aqui en endavant, a aquest conjunt de condicions les denotarem amb (H).

5.2 Equacions diferencials estocastiques ordinaries

Un exemple molt comt, que sera el que nosaltres tractarem, és quan I’equacio diferencial
estocastica és ordinaria. Aixo significa que el procés depen unicament del temps ¢t. En
aquest cas, la solucié de (5.2) es pot donar d’una forma explicita. Suposem s = 0 i
considerem el segiient exemple:

o(t,z) = 3(t) + F(t)z,
b(t,xz) = c(t) + D(t)x,

on X, F,ci D sén funcions que només depenen de t. Prenent un moviment Brownia By i
suposant que o(t,z) = X(t), b(t,x) = ¢(t) + Dz, llavors 'equacié ve donada per

¢ t
X, :/ Y (s)dBs +/ (c(s) + DXs)ds. (5.3)
0 0
La seva solucié forta ve donada per

X; = XoelPt + /t eP(c(s)ds + L(s)dBs). (5.4)
0
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Veiem com s’obté aquesta solucié. Prenem primer el coeficient determinista, considerant
I’equacié homogenia
dX, = DX,dt.

que té com a solucié
X, = XoePt, t > 0.

Ara apliquem la férmula de variacié de les constants i escrivim

X; = Xo(t)eP".

D

Estudiem quina forma el terme Xg(t). Com P! és diferenciable, calculem la derivada,

obtenint
dX; = dXo(t)ePt + Xo(t)eP' Ddt.

Aplicant la forma diferencial de (5.3), obtenim que
dXo(t)eP + Xo(t)eP*Ddt = S(t)dB; + (c(t) + DX;)dt,

0, equivalentment,

dXo(t) = e PUX(t)dB; + ¢(t)dt]

que, en forma integral és la soluci6 (5.4).

A continuacié, donem un teorema sobre ’existéncia i unicitat de solucions.

5.3 Teorema d’existéncia i unicitat de solucions

Restringim ¢ a un interval [0, T7.

Teorema 5.3. Donada una equacio diferencial estocastica on les funcions o i b satisfan
les condicions (H). Aleshores existeix una unica solucio forta de (5.2) definida w a w.

Demostracio. La demostracié d’aquest teorema és molt llarga i, tot i que és enginyosa,
no és dificil de seguir. Segueix la mateixa idea que pel cas de les equacions diferencials no
estocastiques. Tot i que no la donarem, la demostracié rigurosa es pot trobar a Teorema
5.1 de [1]. O

5.4 Propietats de les solucions

Per ’aplicacié, una de les propietats que ens interessa estudiar és ’existencia de moment
d’ordre 2 de la solucié ja que necessitarem calcular una esperanca. En aquest capitol
estudiarem algunes de les propietats més importants de la solucié d’una equacié diferen-
cial estocastica, com ara: l’existéncia de moments d’ordre p, la dependéncia respecte la
condicié inicial i la regularitat de les trajectories.

Comencem proporcionant un resultat que demostra ’existéncia de moments d’ordre p
del procés solucié de 1'equacié.

Teorema 5.4. Assumint les mateixes condicions que al teorema d’existéncia i unicitat
de solucions fortes i suposem, a més a més, que la condicid inicial Xo €s una variable
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aleatoria Fo-mesurable. Per qualsevolp € [2,00] it € [0, T, existeix una constant positiva
C que depén de t i de p, tal que

E ( sup ]Xs\p> < C(1+E|Xo|P).

0<s<t
Demostracié. La demostracié es pot trobar detallada a Teorema 5.2 de [1]. U

Més enlla de demostrar que el suprem de la solucié X; té moments d’ordre p finits, aquest
resultat és molt important ja que garantitza l’estabilitat i la regularitat de la solucié.

Com hem anat veient fins ara, la solucié de '’equacié diferencial depen de la condicio
inicial Xy. El segiient teorema proporciona un resultat més precis sobre aquest aspecte.

Teorema 5.5. Siguin Xg, Yy dues condicions inicials diferents d’una equacid diferencials
estocastica (deterministes o variables aleatories Fy-mesurables). Denotem per X (Xo),
X (Yp) dues solucions de 'equacid, per les condicions inicials respectives. Sota les mateizes
condicions que als teoremes previs, per qualsevol t € [0,T] ip € [2,00), existeir una
constant positiva C, que depén de t i de p, tal que

E( sup |X,(Xo) — Xo(¥o)|?) < C(E|Xy — Yol?). (5.5)

0<s<t

Si Xo i Yy son deterministes, (5.5) implica la LP-continuitat 2 de la solucid respecte la
condicid inicial.

Finalment, veiem I'tltima de les propietats de la solucié: la regularitat de les trajectories.
Es d’esperar que les solucions de les equacions diferencials estocastiques preservin la
regularitat de les trajectories del moviment Brownia. Veiem-ho:

Teorema 5.6. Sota les mateires condicions que anteriorment i, amb condicio inicial X.
Sigui p € [2,00),0 < s <t < T, aleshores eisteiz una constant positiva C = C(p, L, T)
complint

E(|X; — X.P) < C(1 +E|Xo[P)|t — s|2.

Demostracié. La demostracié formal es troba a Teorema 5.4 de [1]. U

Considerant aquest teorema i el criteri de continuitat de Kolmogorov, deduim la conti-
nuitat de les trajectories de la solucid.

Corotari 5.7. Sota les mateizes condicions, assumim que per a tot p € [2,00), E(|Xo[?) <
C < oo. Per tant, les trajectories de la solucid de (5.2) sén Hélder continues, amb
exponent v € (0, 3).

Demostracio. La demostracié es pot trobar a Corol-lari 5.1 de [1]. U

Per 1dltim, cal mencionar que a la Seccié 2.5 hem discutit la propietat de Markov pel cas

del moviment Brownia. Cal saber que aquesta propietat es manté pel procés solucié d’una

EDE. No obstant, de la mateixa manera que hem fet pel moviment Brownia, no entrarem

en detall. Només és necessari tenir una idea sobre que significa aquesta propietat ja que
el procés resultant de la nostra aplicacié sera un procés de Markov.

12

[

9] La continuitat L? és una propietat de les equacions diferencials que descriu la variacié de la solucié
en termes de la norma LP  p > 1. Que la solucié sigui LP continua significa que la diferecia de la solucié
per temps propers tendeix a 0.
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6 Mercat de derivats climatics i pricing d’un futur

Fins aqui, hem presentat les eines matematiques necessaries per analitzar I’article “Appro-
ximation of the price dynamics of heating degree day and cooling degree day temperature
futures”. L’article, de la cotutora del treball, la Sara Ana Solanilla Blanco i el seu director
de tesi, el Fred Espen Benth, va ser publicat 'any 2014 a la revista Journal of Energy
Markets durant la seva estada de doctorat a la Universitat d’Oslo, Noruega.

En aquest article [10] es treballa amb futurs sobre indexos de temperatura Heating De-
gree Day (HDD) i Cooling Degree Day (CDD) on es proposa un model autoregressiu en
temps continu per modelitzar la variable de temperatura. Primer de tot, es valora un
futur sobre un index de temperatura i s’observa que no és possible obtenir una férmula
tancada d’una opcié call/put d’estil europeu sobre aquest, de manera que cal recérrer a
metodes computacionals de simulacié, com el metode de Montecarlo. Davant d’aquest
fet, article proposa dues aproximacions dels preus dels futurs que resulten ser lineals
en la variable temperatura i que permeten obtenir una féormula tancada quan es valora
una opcié d’aquest tipus. Per determinar si les aproximacions proposades sén adequades,
I’article proposa un cas empiric on es modelitza la temperatura, mitjancant una base de
dades de més de 53 anys de temperatures diaries mitjanes de Nova York, amb un procés
autorregressiu en temps continu que resulta ser d’ordre p = 3 i es conclou per quins mesos
de 'any funcionen adequadament cadascuna d’elles.

Durant aquest capitol i posteriors, explicarem amb detall com valorar un futur sobre
indexos HDD i CDD i deixarem constancia de la problematica que sorgeix quan es pretén
fer el pricing d’una opcié call europea sobre futurs d’aquests indexos. També explicarem
amb detall com modelitzar de manera teorica la variable temperatura i reproduirem el
cas empiric considerat a ’article. Cal mencionar que la teoria i els procediments seguits
han estat extrets de la tesi doctoral [11] de la doctora Sara Solanilla; on es presenta tant
el model com la teoria de forma extensa.

Abans de comencar, és necessari introduir alguns conceptes que apareixeran al llarg dels
propers capitols. Comencarem explicant qué és un mercat de derivats, un futur, una
opcid 1 com es fixa el preu d’un futur i, tot seguit, ens centrarem en el mercat de derivats
climatologics, el Chicago Mercantile Exchange (CME), on es comercialitzen derivats com
futurs sobre indexos HDD, CDD i opcions sobre aquests futurs. Després, presentarem els
indexos de temperatura mencionats i definirem amb tot detall matematic que és un futur
i una opcié.

6.1 Mercat de derivats

Un derivat és un instrument financer, el valor del qual ve determinat pel moviment del
preu d’altres actius, anomenenats actius subjacents. Podem dir que un derivat és un acord
entre dues parts que fixen unes condicions en 'actualitat per, un cop arribada la data
establerta (data de venciment), es realitzin els moviments i transaccions corresponents.
Els actius subjacents associats als derivats poden ser de molts tipus: accions, valors de
renda fixa, tipus d’interés, materies primeres, etc i la variabilitat en el preu d’aquests és
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el que fa que hi hagi un risc financer 3.

Els derivats es poden comercialitzar tant a mercats regulats, és a dir, mercats subjec-
tes a normes i reglaments de I’autoritat de regulacié; com a mercats no regulats, coneguts
com OTC (Over-The-Counter). En aquests ultims, les transaccions es realitzen directa-
ment entre les dues parts, sense passar per una borsa organitzada. En el cas que abordem,
el Chicago Mercantile Exchange (CME) és un exemple de mercat OTC.

Per parlar dels primers derivats financers cal viatjar a mitjans del segle XVII on, a Ho-
landa, per exemple, ja es comercialitzava amb els bulbs dels tulipans; o al Japd, on ho
feien amb 'arros. [12] No obstant, no va ser fins el segle XIX quan va néixer la borsa
més important de futurs: el Chicago Board of Trade (CBOT), on es van comengar a
comercialitzar productes com el blat de moro, els cereals o la soja. Al llarg dels anys,
altres paisos van consolidar mercats d’aquesta tipologia i ampliant I'oferta de subjacents.
L’any 2007, la CBOT es va fusionar amb la Chicago Mercantile Exchange (CME). [13] El
CME és el principal mercat de derivats a nivell internacional. Es comercialitzen futurs,
opcions, operacions al comptat i productes del mercat extraborsatil, oferint un ampli ven-
tall d’actius basats en tipus d’interés, indexos de renda variable, tipus de canvi, energia,
productes agricoles i metalls.

6.1.1 Contractes de futurs i d’opcions

Al CME es comercialitzen contractes futurs basats en indexos climatologics i opcions eu-
ropees sobre aquests. Es per aquest motiu que cal entendre bé que sén els futurs i les
opcions i com es fa el pricing d’un futur.

La Comissié Nacional del Mercat de Valors (CNME), veure [14], defineix un futur com
un contracte en un termini fixat que es negocia en un mercat organitzat (borses). Que
el mercat sigui organitzat vol dir que els instruments amb que es comercialitza estan re-
gulats, cosa que els fa més liquids i accessibles. En aquest contracte, dues parts acorden
comprar o vendre una quantitat determinada d’actiu o materia primera subjacent en una
data establerta (data de liquiditat) a un preu fixat (preu del futur). En aquest contracte,
el comprador fa un petit diposit que li permet operar i, un cop arribada la data de liqui-
ditat, és obligatori que les dues parts compleixin amb la seva obligacié contractual. Els
contractes de futurs s’usen com a proteccié del risc causat per la fluctuacié dels preus i
també per especular sobre aquestes fluctuacions.

A diferencia, una opcié és un contracte que dona al comprador el dret, pero no l'o-
bligacié, de comprar (opci6 CALL) o vendre (opci6 PUT) una quantitat determinada
d’actiu subjacent a un preu predeterminat (preu d’exercici o strike) abans o en la data
de venciment. El comprador paga una prima (preu de contracte) per adquirir aquest dret
i, un cop decideix si vol o no exercir-lo, el venedor té I'obligacié de vendre o comprar si
l'altra part ho decideix. Per tant, a diferencia dels futurs, on les dues parts tenen un risc
potencialment il-limitat, en aquest cas, pel comprador el risc es limita a pagar el preu
d’accés al contracte (prima), mentre que pel venedor, el risc és potencialment il-limitat.
Com hem mencionat, existeixen dos tipus d’opcions: les opcions call o de compra, que

13El risc financer és la possibilitat que una de les parts del contracte no pugui complir amb les seves
obligacions financeres, degut a factors tant interns com externs. Hi ha diferents tipus de risc financer: el
risc de credit, el de mercat, el de liquiditat, 'operacional, el de tasa d’interés i el de canvi.
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donen el dret a comprar ’actiu subjacent; i les opcions put o de venda, que donen el dret
a vendre’l, i aquestes opcions poden ser d’estil europeu, quan només es poden exercir en
la data de venciment; o d’estil america, quan es poden exercir en qualsevol moment previ
a la data de venciment.

6.1.2 Pricing o valoracié d’un futur

Tot seguit, veurem com valorar futurs i opcions en un mercat financer classic. Sigui
(Q, F, P) un espai de probabilitat, on (F;)ier és la filtracié que conté la informacié dis-
ponible del mercat fins a temps ¢t i P és la probabilitat del mercat. [15]

Considerem S un procés estocastic que defineix el preu spot d’actiu subjacent amb risc i
r > 0 la taxa d’interés lliure de risc. La taxa d’interés és el cost que es paga per ‘demanar
diners’ o pel retorn de la inversié. Assumim que hem entrat a un contracte de futur en
el qual s’ha de fer entrega d’una unitat del spot a temps 7. Denotem per f(t,7) el preu
futur d’'un contracte a temps t > 0 entregant una unitat de 'actiu S a un temps futur 7,
amb 0 <t <7 < oo. El guany o la perdua que s’obtindra a temps 7, vindra donada per

S(t) — f(t, 7).

Definicié 6.1. (mesura de probabilitat neutral al risc) Donat un espai de probabilitat
(Q, F,P), direm que una mesura de probabilitat QQ és neutral al risc si Q és equivalent a
P (Q ~ P) ' i el preu de l'actiu descomptat, en el nostre cas e "'S(t), és una martingala
local sota Q.

La teoria de preus lliures d’arbitratge ', veure a [16], estableix que qualsevol derivat ve
donat pel valor present estimat de la liquidacié, on I'esperanca es pren respecte a una
probabilitat neutral al risc ) . Per tant, tenint en compte que entrar en un contracte
de futur no té cap cost, obtenim que

Eqle "™ 0(S(r) — f(t,7))|F] = 0,

Aqui, F; és una filtracié que conté la informacié del mercat fins a temps ¢ i [, és I'operador
d’esperanca respecte a una mesura de probabilitat neutral al risc. El futur a temps ¢
no conté més informacié del mercat que la que proporciona F;, de manera que podem
aprofitar que és adaptat a aquesta filtracié, obtenint que

f(t,7) = Eq[S(7)|Ftl. (6.1)

Observem que f(7,7) = S(7). Per tant, f(¢t,7) = Eq[f(,7)|F]. Aixi doncs, el futur és
una martingala sota @), obtenint que la valoraci6 és lliure d’arbitratge.

140 ~ P si ambdues mesures de probabilitat tenen els mateixos esdeveniments perd amb diferents
probabilitats associades a aquests esdeveniments.

151 ’arbitratge és una estratégia financera que consisteix en aprofitar les diferéncies de preu d’un mateix
actiu, o d’equivalents, en diferents mercats o formes de negociacié. Es a dir, es tracta d’obtenir benefici
sense assumir cap tipus de risc. La teoria de finances moderna es basa en la impossibilitat d’arbitratge i
aquesta idea, en el principi que als mercats oberts i liquids, les oportunitats de fer arbitratge desapareixen
rapidament. Per exemple, si un mateix producte financer cotitza en dos mercats diferents i el preu d’aquest
és diferent en cadascun d’ells, I'estrategia de comprar a preu barat i vendre a preu car seria arbitratge.
No obstant, si molta gent ho fa, immediatament el preu barat puja, equilibrant-se amb el car.

16S0ta una mesura de probabilitat neutral al risc s’assumeix que el preu esperat d’un actiu, descomptat
pel tipus d’interés lliure de risc, és igual al seu preu actual. Per tant, que els inversors no tenen preferéncia
pel risc i esperen el mateix rendiment per qualsevol actiu, independentment del seu risc.
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A [17] es presenta la teoria de preus sense arbitratge. Trobem el Primer Teorema Fo-
namental de les Finances Matematiques, que diu el segiient:

Teorema 6.2. (Primer Teorema Fonamental de les Finances) Suposem que existeir un

actiu sense risc i, denotrem per r l’interés lliure de risc. Aleshores el mercat no té

arbitratge, €s a dir, és un mercat viable, si i només si existeix una mesura QQ ~ P tal que
1

Si = _—— FEp[S? Isevoli=1,..., N.
0 1+r Q[ 1]}1067“(1“(156@02 s )

El teorema ens diu que cal trobar aquesta mesura ) per tal de poder aplicar la teoria.
La condicié qu et S(t) és una martingala local, per definicié de mesura de probabilitat
neutral al risc, ens permet reescriure el preu del futur com segueix

f(t,7) =eD5(1).

L’estrategia de comercialitzar ’actiu subjacent es coneix com estrategia de comprar i
mantenir.

En els models tradicionals, els preus dels actius es modelitzen amb processos de semi-
martingales ja que, sota condicions especials, garanteixen 'existéncia de probabilitats
neutrals al risc. No obstant, com explicarem a continuacid, el mercat de temperatura és
un mercat incomplet des del punt de vista que l'actiu subjacent és un index que no es
pot comercialitzar, no té cap valor. Aixo0 ens facilita el pricing ja que no cal assumir que
I’actiu subjacent descomptat sigui martingala local. Per tant, I'inica condicié necessaria
per fixar el preu és definir una probabilitat @) ~ P.

El pricing d’'un futur es pot fer mitjancant la prévia modelitzacié del preu de ’actiu
subjacent. A D’article, on es treballa amb mercats incomplets, es proposa modelitzar la
variable temperatura de 1'index amb un tipus de processos estacionaris de Lévy (LSS),
anomenats processos CAR (Continous Autoregressive) que si que sén semimartingales.
No obstant, pel tipus de mercat considerat, solament cal treballar amb una probabilitat
Q@ ~ P, que obtindrem més endavant.

6.2 El mercat de derivats meteorologics

Com hem mencionat anteriorment, I'article analitzat es centra en derivats de tempera-
tura. La informacié que es presenta en aquest apartat ha estat extreta dels articles [18],
[19] i [20].

Per parlar sobre el seu origen, cal situar-nos en els anys 1996-1998, quan van tenir lloc els
esdeveniments coneguts com 'El Nifio’. Aquest fenomen fa referéncia a les primeres previ-
sions climatiques que la comunitat meteorologica va predir correctament. En concret, va
preveure que 'hivern de 1997-1998 seria suau. Aquest fet va fer reflexionar a moltes em-
preses, que depenien del clima per obtenir guanys, com les del sector de agricola, sobre la
importancia de cobrir el risc associat a les condicions climatiques adverses o inesperades.
Va ser aleshores quan ’any 1997 es va comencar a desenvolupar la industria dels derivats
climatics.
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L’any 1999, el CME va promoure els primers contractes de futurs i opcions sobre fu-
turs meteorologics. Aquests contractes van permetre a empreses i inversors gestionar els
riscos relacionats amb el clima amb més seguretat i liquiditat. El CME disposa d’una
clearing house que permet garantir les condicions contractuals, eliminant d’aquesta ma-
nera el risc de credit o de contrapartida. D’aquesta manera, les empreses van comencar

a cobrir el volum de produccié i els guanys que tindrien 7.

El mercat de derivats meteorologics és un mercat incomplet ja que l'actiu subjacent és
solament un index. [21] [22] La incompletitut d’un mercat pot estar causada per diversos
motius. Un dels més habituals i que també és el cas dels derivats meteorologics [23] és
que no existeixen actius comercialitzables per cobrir tots els riscos. Aixo provoca salts o
volatilitat '® en els preus al mercat. [24] No obstant, aquest tipus de mercats sén adequats
ja que accepten propostes per indexos i models, innovant en cobertures i administracié
de riscos climatics.

Aquests indexos es basen en un desencadenant especific del clima, com pot ser la tempe-
ratura, les precipitacions, el vent o la irradiacié solar. Els més usats sén els relacionats
amb la temperatura ' i, dins de tots, els més habituals que, a més a més sén els de I'ar-
ticle, sén els Heating Degree Days o dies de calefaccié (HDD) i els Cooling Degree Days
o dies de refrigeracié (CDD). Els mesos en qué es poden comprar o vendre contractes
relacionats amb aquests indexos sén en els de tardor o hivern, pel cas dels HDD, ja que
es comercialitzen durant els mesos d’octubre fins I’abril; o en els de primavera o estiu, pel
cas dels CDD, ja que es comercialitzen durant els mesos de maig fins el setembre.

6.2.1 Heating Degree Days (HDD) i Cooling Degree Days (CDD)

A continuacié, expliquem de manera detallada com sén aquests indexos i com es poden
usar.

L’index HDD o graus-dia de calefaccié d’un dia ¢ estableix el nombre de graus per sota
de 65°F de la temperatura mitjana diaria. S’estableixen 65°F (graus Farenheit), que
equivalen a 18 °C ja que es considera la temperatura de confort, és a dir, la temperatura
en que no cal ni refrigerar ni escalfar. Formalment, sigui ¢ > 0,

HDD(t) = max(65 —T'(¢);0),
on T'(t) és la temperatura mitjana del dia ¢ > 0, és a dir,

T(t) _ Tmax(t) + Tmzn(t) )
2
Aquest index mesura la demanda de calefaccié i, per tant, es pot usar per cobrir hiverns

inusualment freds. Analogament, els graus-dia de refrigeracié pel dia ¢t > 0, venen donats
per

CDD(t) = max(T(t) — 65;0).

De la mateixa manera, aquest index recull les temperatures per sobre dels 65°F durant el
periode estudiat, proporcionant una cobertura per estius inusualment calorosos, és a dir,

"Notem que els derivats meteorologics donen una cobertura sobre el volum, i no sobre el preu.

187 a volatilitat és la inestabilitat dels preus als mercats financers.

19Tes variables de temperatura usades sén: la temperatura promig d’un periode, els HDD, els CDD o
la Cumulative Average Temperatura (CAT).
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mesurant la demanda de refrigeracié. Aquests productes basats en indexos de temperatura
es comercialitzen per un periode determinat, normalment per mesos, i per una localitat

concerta 20, A continuacié, es presenta una taula amb la informacié corresponent per
localitzacié.
Localitzacions Index Index Termini contractes [11, 7]
(temporada de fred) (temporada de calor)
Estats Units HDD CDD Setmanalment, mensualment i per estacions
Canada HDD CDD, CAT Mensualment i per estacions
Europa HDD CAT Mensualment i per estacions
Costa del Pacific CAT CAT Mensualment i per estacions
Australia HDD CDD Mensualment i per estacions

Taula 1: Localitats on es comercialitzen productes basats en indexos de temperatura.

Per un any, s’obtenen els valors d’aquest indexos sumant les dades mensuals. Aixi doncs,
per un interval [y, 73], els indexos HDD i CDD venen donats per

HDD(r1,7) Z HDD(t

t=11
i per

CDD(ry,7) Z CDD(t

t=11

Si una empresa esta exposada a canvis del clima en un periode de temps i una regié
concreta, pot cobrir-se mitjancant la compra o la venta d’un contracte de futur basat
en aquests indexos, de manera que una de les parts rebra un pagament si els gaus-dia
queden per sobre dels 65°F, mentre que I'altra ho fara en cas contrari. Alternativament,
una empresa podria emetre una opcié. Podria ser el cas d’un minorista de combustible
que pot pensar que si hi ha un hivern molt fred, rebra bons ingressos i, per tant, podria
vendre una opcié de compra de HDD. Per tant, si I’hivern resulta ser suau, el minorista de
combustible es quedara amb la prima de 'opcié de compra, mentre que si ’hivern és molt
fred, aleshores financiara el pagament de ’opcié amb els ingressos obtinguts. Actualment,
els majors consumidors dels derivats meteorologics sén les empreses de serveis ptublics.

A continuacié definim els indexos HDD i CDD en temps continu sobre un periode de
temps [11, 72], 0 < 71 < 79. Els indexos venen donats per

HDD(m1,7) = / " max(65 — T(t); 0)dt (6.2)

i per
T2
CDD(r1,72) :z/ max(T(t) — 65;0)dt. (6.3)

Notem, per tant, que aquestes definicions sén aproximacions matematiques de la definicid
dels indexos HDD i CDD en temps discret.

20[18] L’any 2006, la CME oferia contractes de futurs i opcions sobre el clima a 18 ciutats d’Estats
Units, 9 d’Europa i 2 d’asia i el Pacific
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6.2.2 Pricing d’un derivat de temperatura

Prenent com a meétode de pricing ’explicat a ’apartat 6.1.2 i tenint en compte que el
nostre mercat és incomplet, denotem de forma generica per Index els indexos definits a
(6.2) i (6.3). El preu d'un contracte d’un futur a temps ¢ > 0 en un interval |11, T2],
0 <t <71 <7 es denotara per Frnge,(t, 71, 72) i s’ha de complir que

0 = Egle™ ™Y (Index(r1,72) — Fradex(t, 71, 72))|Fi-
Per tant, el preu d’un futur vindra donat per

Flndex(t>7_177'2) = EQ[IndeiU(Tl, 72)|]:t]-
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7 Modelitzacié de la temperatura i pricing d’un futur

Un cop estudiats els mercats de derivats de temperatura i els indexos associats, observem
que aquests depenen directament de la temperatura subjacent, que cal modelitzar. Per
fer-ho, ’article proposa un model autoregressiu en temps continu i valora un futur basat
en els indexos CDD i HDD. No obstant, aquest enfocament condueix a una férmula no
lineal en la variable temperatura, que dificulta la valoracié d’opcions europees (call/put)
sobre aquests futurs.

Per simplificar aquesta situacid, ’article proposa una aproximacié basada en una line-
alitzacié d’una funcié derivada de la férmula teorica del preu dels futurs, usant el marc de
pricing sense arbitrartge. Aquesta funcid, estretament vinculada a la funcié de distribu-
ci6 acumulada (cdf), té bones propietats analitiques que permeten avaluar la qualitat de
I'aproximacié. Les conclusions es validen usant observacions historiques de temperatura
recollides a New York durant un periode de més de 53 anys.

En aquest capitol presentarem el model autoregressiu en temps continu (CAR) propo-
sat a D’article i la metodologia per valorar els futurs basats en els indexos CDD i HDD.
La modelitzacié de la temperatura es fonamenta en la idea que 'estat actual depen de
temperatures passades, un enfocament justificat per [25] i [26]. Seguint [27], la tempe-
ratura ve donada per una part determinista i una part estocastica. En aquest context,
la part estocastica es modelitzara mitjancant un procés autoregressiu d’ordre p, que per
[28], permet fixar els preus dels HDD i CDD en un mercat incomplet i donar expressions
dels pagaments descomptats esperats.

7.1 Model proposat

Sigui (Q, F, {F:}+>0, P) un espai de probabilitat filtrat i sigui 7'(¢) la temperatura mitjana
en un temps determinat ¢ > 0. Suposem doncs que podem escriure la temperatura com

T(t) = At) + Y (1),

on A(t) és una funcié determinista que recull el comportament estacional mitja i on Y (¢)
és una funcié estocastica que modelitzara les variacions que s’hi produeixen.

Per modelitzar Y (¢), prenem la classe de processos autoregressius en temps continu,
CAR(p), amb p € N. Un procés CAR(p) es defineix com

Y (1) = e X (1), (7.1)
on X (t) ve definit per I'equacié diferencial estocastica p-dimensional
dX(t) = AX(t)dt + o(t)epdB(t). (7.2)

on X (t) és un procés estocastic RP-dimensional, B(t) és un moviment Brownia unidimen-
sional, e; amb i = 1,...,p és el i-essim vector de la base canonica, o(t) és una funcié
determinista i acotada que representa la volatilitat i A una matriu quadrada de dimensié
p, definida de la segiient forma:

A= Op—l Ip—lxp—l
_ap ... —al )
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on 0,_; és el vector (p — 1)-dimensional de zeros i Ij,—1xp—1 la matriu identitat (p — 1)-
dimensional. S’assumeix que les constants a; > 0,7 =1,...,p per tal de tenir un procés
estacionari. Com vam observar al Capitol 5.2, la primera component és la part determi-
nista que descriu la ‘tendencia’ del procés mentre que la segona és la part estocastica que
dona l’aleatorietat del procés. Per un temps inicial s > 0, la solucié de (7.1) és el procés
X(t), amb t > s, que ve donat per

X(t) = At X (s) + / t Ao (u)e,dB(u).

S

A(t=5) 63 Pexponencial de la nostra matriu A 2! i és de la forma:

Observem que e

L (At —s))F

A s)zz( (k! )"

k=0
Una suposicié que cal imposar sobre la matriu A és que els seus valors propis (VAPs)
tinguin part real negativa, és a dir, Re(\;) < 0,7 = 1,...,p. Aquesta suposicié es fa
per tal que la matriu actui com un operador que atrau el procés X (t) cap a una posicié
d’equilibri, és a dir, amb aquesta condicié, eA(t~%) decreix exponencialment amb el temps.
Aixo0 es coneix com reversié a la mitjana i assegura que X (¢) sigui un procés estacionari.
L’estacionarietat del procés garanteix que caracteristiques com la mitjana o la variancia
es mantinguin al llarg del temps [29]. Per tant, com la distribucié de X(¢) sera estable
a llarg termini, aix0 ens permetra modelitzar les dinamiques de la temperatura de forma
consistent per qualsevol periode de temps. A més a més, la prediccié de l'estat futur
d’X (t) es simplificara amb el seu estat actual, facilitant-nos el calcul del preu de futurs
(Fupp i Fopp). Lestacionarietat de la distribucié de X (t) també redueix la dependéncia
de condicions inicials i justifica 1'is del model autoregressiu en temps continu (CAR) per
definir d’una altra manera la solucié X (t); expressada com a (7.1).

L’estructura del model CAR, en concret el terme determinista de l'equacié (7.2), i la
condicié d’estacionarietat imposada pels valors propis de la matriu A justifiquen que el
procés X (t) és un procés de Ornstein-Uhlenbeck amb reversié a la mitjana donada per
la matriu A i una evolucié estocastica donada per un moviment Brownia unidimensional.
Aquest comportament és essencial per capturar la dinamica de les temperatures al llarg
del temps i garantir la validesa del model.

7.2 Transformada de Girsanov

Recordem que, per tal de valorar derivats, cal definir una mesura de probabilitat @
neutral al risc tal que Q ~ P. Cal doncs que reescrivim aquesta equacié sota un espai de
probabilitat (Q, F,{F:}t>0,Q). Per fer-ho, com volem que es mantinguin les propietats
del model definit, usarem el teorema de Girsanov, Teorema 4.4, explicat amb detall a la
seccié 4.2, per tal de definir un procés W (t) que, sota la mesura de probabilitat @, sigui
un Brownia. Definim el procés W (t) com

o(t)

AW (1) = — e+ dB(),

218i volguéssim calcular explicitament la matriu resultant, veurfem que no es tracta d’una matriu
diagonalitzable i per tant, caldria aplicar Jordan.
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on 6(t) és una funcié determinista acotada que representa una parametritzacié de la prima
de risc del mercat 22 i o(t) és estrictament positiva que, més endavant, per facilitar els
calculs, suposarem o = 1. Aleshores aillant dB(t) tenim que

dB(t) = dW (t) + —~dt.

Substituint a (7.1), 'equacié ve donada per
dX(t) = (AX(t) + 6(t)ep)dt + o(t)e,dW (1)
que, ara si, esta preparada per calcular el pricing d’un futur.

Abans, cal veure com varia la solucié (7.2) amb aquest canvi de mesura. La solucié
la suposarem donada i s’escriu de la segilient forma:

X(s) = A9 X (1) —I—/ eA(S_“)ePO(u)du—l—/ AtWe o (u)dW,.
t t

7.3 Pricing d’un futur

Reprenem 'apartat 6.2.2. Hem vist que el preu dels futurs Fopp(t, 71, 72) i Fupp(t, 11, T2),
per un mercat lliure d’arbitratge en el moment ¢ < 75 venen donats per les segiients ex-
pressions

FCDD(ta T, 7'2) = EQ[CDD(Tl, 7'2)|-7:t]-

Fupp(t,m1,m) :=EQHDD(11, 12)|F],

respectivament. Calculem doncs les esperances, comencant pel cas dels CDD. Tenim
doncs que per t < 1 < 79,

T2
FCDD(t,Tl,TQ) = EQ[CDD(Tl,TQth] = ]EQ [/ maX(T(t) — C 0)dt|ft
T1

= /T2 Eq[max(T(s) — ¢, 0)|F]ds

T1

T2
= / EQ [(T(‘S) - C)]-{T(s)—c>0}]X(t):I ds.

T1

Observem que la temperatura T'(s) ve donada per
T(s) = A(s) + € eV X (s) + / ehetsWe 0(u)du +/ ehete=We, dw,.
t t

on
mg(t, s, x) = EqQ[T'(s)|Fe] = A(s) + et X (s) —|—/ elleA(s_“)GPQ(u)du
¢

ja que I'altim terme estocastic s’anul-la per I'esperanca del moviment Brownia; i

Y2(t, s) = Varg[T(s)|F] = /t (eheA W) 2dW,.

22[30] La prima de risc de mercat és la maxima rendibilitat que un inversor exigeix a I’actiu per assumir
el risc que aquest comporta en comparacié a un altre actiu que es considera lliure de risc.
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Aixi doncs, T(s) ~ N(ma(t, s, ), (3(t, s))?) sota la mesura de probabilitat Q(:|F;). Aixd
és degut a la transformada de Girsanov, que ens ha proporcionat un nou moviment Brow-
nia W; amb nous parametres de mitjana i variancia. Per tant, obtenim que

Fepp(t,m,7m2) :/7'2 /OO(Y—C)W

Aplicant el canvi de variable y — ¢ = y, obtenim que la integral que acabem de donar és

1 <y—m9(t,s,:c)
e 2

2
B(t,) ) dyds.

igual a
/T2 1 /oo *%(4%;&9(?5’@)261 d
P ——— ye - yds.
n 2(t,s)vV2m Jo
Considerem el canvi de variable %BSM) = k, d’on obtenim que y = X(t,s)k +

my(t,s,x) —cidy = X(t,s)dk i els limits d’integraci6 canvien, anant de %@S)’”) a oo.

Aleshores, la integral anterior ens queda de la segiient forma

T2 1 [e’e]
/ S ) Jempuam (Z( 86+ molt5,2) — ) 72 (Nt 5)dk)ds =
T1 9 =

3 (t,s)

T2 | [ ¥(t > 1
= / [/ (’S)keékzdk‘f‘/ 7(7719@,5,1‘) - C)eék2dk] ds.

—mg(t,s,z) / c—mg(t,s,xz)
1 E?t,s) 2 E?t,s) 2m

Resolem per separat les dues integrals de dins del paréntesi. Abans de seguir, cal recordar
les definicions i propietats de les pdf’s i les cdf’s. Per més detall, consultar I’Apendix 10.2.
Comencem amb la segona integral: Observem que

o 1

o0 ]. *le 7lk2
/c_mgw 5 (mg(t,s,x) —c)e 2" dk = (my(t, s, x) — c) W Ee R dk
3(t,s) S(29)

= (myg(t, s,7) —¢) (1 -0 <W)>
natn) ) (10 (T2 Y)

Resolem ara la primera integral:

. . . _k2 _ . .
Considerem el canvi de variable Tk = z que ens dona dk = Tldz i ens fa variar els
2
. . .z — t
limits d’integracié de —oo a z = —1 (&ZRe L&) mo(t:5:2) ) * Per tant
2 3(t,s) ’

- _1(e=mptsa))? g (t,5,a)—c'\ 2
S(t, s) fo—tk2 g = 2(8) (72t ) s = 208) —3(mhse)
V2o Jemettse) Ver Joo var

3(t,s)
Juntant ambdues integrals, obtenim que

7 [S(ts) 3 (mateney’ (me(hs,fﬁ)—Cﬂ
———e 2\ 39 + (mo(t,s,2) —c)® | —=—"%— ]| ds
/7'1 [\/277 (mo( )= X(t,s)

= /: [Z(t, 5)®’ (W) + (mg(t,s,z) —c)® (me(;(st‘z;_cﬂ ds
- [ () - (M) (s )]
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_ /: S(t, s) ¥ <m9(;é”i)_ C)> ds,

on, a I'dltima igualtat hem posat ¥(z) = ®'(z) + 2®(x).

Pel cas 11 <t < 71 tenim
FCDD(t,Tl,TQ) EQ CDD 7'1,’7'2)|]:t]
=Eg [/ max(7T(s) — ¢; O)ds]]:t} +Eq [/ max(T'(s) — ¢ 0)ds|.7-"t}

— maX(T( ) — ¢;0)ds +Eq[CDD(t, )| F]

_ /t max(T(s) — ¢; 0)d8+/tT22(t, )T <7”"(;(St‘3_c> ds.

Juntant ambdds casos, obtenim que

max(t,71) T2

mg(t, s, X(t)) —c
X(t, s)¥ ( 0 (. s) > ds.

Per obtenir Fypp(t, 1, 72) usarem el que es coneix com la paritat CDD-HDD. Per aixo,
usem un corol-lari, la demostracié del qual es troba a [26], que diu el segiient:

Fepp(t,m1,m) = /
.

1

max(T(s)—c; 0)ds+/

max(t,71)

Corolari 7.1. Es compleix que
T2
Fepp(t,m,m) — Frpp(t,m,7) = Eq [ / T(s)ds]]—'t} ~e(rs— 7).
T1

Per tant, amb una petita generalitzacié d’una proposici6é de [26] i mantenint la mateixa
notacié que per U'expressié de Fopp(t, 11, 72), obtenim que

Proposicié 7.2. Pert < m se satisfa

T2

max(t,71)
Frpp(t,m1,72) —/ max(c—T(s);O)ds+/

T max(t,71)

c—my(t,s, X(t))
X(t, s)¥ ( ;(t7 ) ) ds.

Observem que els preus dels futurs de HDD i CDD depenen de manera no lineal del procés
X(t). Aixo dificulta la valoracié d’opcions. A Darticle, es proposen diverses maneres de
linealitzar aquest preu, mitjancant la linealitzacié de la funcié ¥, per tal de poder fer el
pricing de les opcions call dels futurs de CDD i HDD. No obstant, no analitzarem aquesta
part.
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8 Modelitzacié empirica de la temperatura

Finalment, acabem l’analisi amb la modelitzacié de la temperatura mitjancant un cas
empiric. Per fer-ho, usarem el programa Matlab. Comptem amb una base de dades de
les temperatures mitjanes diaries, expressades en graus Fahrenheit, recollides a la ciutat
de Nova York des de I'l de gener de 1960 fins el 20 d’abril de 2013. Per tal que tots
els anys comptin amb el mateix niimero de dades, les dades corresponents als dies 29 de
febrer s’han eliminat, obtenint un total de 19.455 observacions. El primer que podriem
fer és preguntar-nos com d’aprop estan les temperatures de seguir una distribucié normal.
Veiem els resultats de les freqiiencies de les temperatures a la Figura 1.

Figura 1: Histograma de temperatures mitjanes.

Com podem observar a I’histograma, les temperatures no es distribueixen segons una
distribucié normal. Com hem proposat teoricament, podem expressar la temperatura
mitjancant una funcié determinista, la qual hem anomenat A, i una altra estocastica,
procés que hem anomenat Y. Graficant les temperatures, com podem veure a la Figura
2, s’observa que, efectivament, la temperatura té un comportament determinista, que és
periodic i, per tant, podriem dir que representa les diferents estacions, pero amb petites
variacions irregulars, que no poden ser representades amb una funcié determinista.

temperatura mitjar

Figura 2: Grafic de les temperatures mitjanes.
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Per tant, seguint amb la mateixa notacié, diem 7T; a la temperatura mitjana del dia
i,oni=1,2 ... sent T1 la temperatura mitjana del dia 1 de gener de 1960. Aleshores,
pel dia 7, la temperatura es pot expressar com

on y; denota un procés autoregressiu d’ordre p € N, AR(p). Justificant aquesta eleccié a
[31], per la part determinista, l’article proposa la segiient funcié

27 (t —
A(t) = a1 + ast + ag cos <7r(365a4))7 (8.1)

on la part lineal a; + ast determina 'augment de temperatura degut al canvi climatic i
el cosinus cos (%) modelitza ’estacionalitat de la temperatura.

Volem determinar els coeficients a;, 1 = 0,1,2,3. Per fer-ho, a continuacié mostrem el
codi de Matlab que retorna un vector a amb els coeficients de A.

a0=[55.0146, 0, 90, 244];
lambda = @(a,t) a(1l)+a(2).xt+a(3).*cos(2.*xpi.*(t-a(4))./365);
[a,r1]=nlinfit(t,DAT', lambda,a0);

La funcié nlinfit calcula un vector amb els coeficients estimats mitjancant una estimacié
iterativa de minims quadrats per una regressié no lineal, en el nostre cas la funcié lambda,
partint d’un vector inicial donat, ag. A més a més, la funcié retorna un vector amb els
residus d’aquesta estimacié, r1 = T; — A(i). Els coeficients a; retornats pel Matlab sén
els seglients: a; = 54.19, ag = 0.0001, ag = 22.15 i a4 = 204.81. Si grafiquem (8.1) sobre
la base de dades obtenim la Figura 3.

ia mitjana
3 8
‘ :
==

Temperatura diria mig
> 8 g 8
_——
—_——
e
e
=

8

Figura 3: Funcié A sobre les dades.

Observem que hi ha una tendéncia periodica amb temperatures més altes i més baixes
de manera regular, representant les estacions de ’any, com haviem dit, i una part no
representada, corresponent a la part estocastica y;. Volem modelitzar doncs aquesta
part, la qual ve donada per

yi = T; — A(4),
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que so6n els residus r; de I'estimacio.

Un cop més, podriem preguntar-nos com d’aprop es troeben aquests residus de seguir una
distribucié normal. Per veure-ho, calculem la mitjana i la desviacié tipica del conjunt de
valors y;, mitjancant les funcions implementades al Matlab, mean i std i les imposem a la
funcié de densitat de probabilitat (pdf) d’una distribucié normal, donada per a I’Apendix
10.1. Volem comparar aquesta pdf amb la pdf empirica dels valors y;. Per calcular-la,
usem una funcié implementada per Matlab, kdensity que retorna una estimacié de la pdf
d’un conjunt de valors donats. La comparacié d’ambdues densitats es mostra a la Figura
4.

0.06 T T T T
—— T, Lambaa()
— — nomal

Figura 4: Comparacié normal i T; — A(7).

Com es pot observar, tot i que ambdues distribucions no sén iguales, sén properes. A
Particle, es suggereix un model autoregressiu CAR(p) per modelitzar la part estocastica
de la temperatura. No obstant, cal determinar el grau p. Per fer-ho, inicialment, haurem
de treballar amb un model autoregressiu d’ordre p € N per modelitzar els residus. Es-
tudiem doncs la correlacié entre els valors y;, mitjangant les funcions d’autocorrelacioé i
autocorrelacié parcial. [32] L’autocorrelacié d’un conjunt de valors estudia si un valor es
correlaciona amb ell mateix, buscant relacions entre les diferents dades de la serie. Per
veure-ho, es calcula la relacié entre un valor y; i els seus retards k, que corresponen a
valors anteriors. Matematicament, I’autocorrelacié es defineix com

_ Cov(yi, Yi—k)
k= """ 5
Oy,

on Cov(yi, yi—k) és la covariancia entre els valors y; 1 y;_ 1 012” la variancia de y;. [33] La
funcié d’autocorrelacié (ACF) estudia, per diferents retards k, quina és l'autocorrelaci6
entre els valors de la série que es troben a k intervals de distancia. El Matlab conté
aquesta funcié implementada, amb el nom de zcorr. Els resultats de ’ACF obtinguts es

mostren a la Figura 5.

Com es pot observar al grafic, 'ACF decreix exponencialment. Aquest comportament
és comu en els models autoregressius i la rapida caiguda dels valors indica que 'ordre
d’autocorrelacié és baix. Mitjangant aquest grafic podem intuir, perd no assegurar, el
valor de p. Com a partir del tercer retard, els valors que s’obtenen sén propers entre
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Figura 5: ACF de T; — A(4).

si, podem suposar que l'ordre és 3. No obstant, cal assegurar-se. Per fer-ho, usem la
funci6 d’autocorrelacié parcial (PACF), també implementada al Matlab, amb el nom
pacf. La funcié PACF calcula, donat un retard k, 'autocorrelacié entre dos valors de
la base de dades que es troben a k intervals de distancia, eliminant la influéncia dels
retards intermitjos. Es molt ttil en els models autoregressius ja que permet determinar
I'ordre del model, observant quins valors es situen fora i dins d’unes bandes de significacié
definides. Aquestes bandes de significacié es determinen sota la suposicié que no hi ha
autocorrelacié. La manera de determinar-les és mitjancant la segiient férmula:

z

/N )
on N és el nombre total d’observacions i z el valor d’una distribucié normal estandard per
un nivell de significacié donat. Normalment es pren un nivell de significacié del 95% i el

valor z correspon a 1,96. Per estimar els coeficients de la PACF, a continuaci6 es mostra
el codi que s’implementa a Matlab:

+ (8.2)

[arcoefs,E,K] = aryule(rl,3);
arcoefs;

pacf = -K;

lag = 1:3;

La funcié aryule calcula els parametres autorregressius (AR) normalitzats, corresponents
a un model d’ordre p, en el nostre cas 3, per la base de dades introduida, en el nostre
cas els residus rq. El resultat es guarda al vector arcoefs. A més a més, també retorna la
variancia estimada, F i els coeficients de reflexio, K. Aquests coeficients K s’estimen per
minimitzar els errors de la prediccié en I'ajust del model AR i sén els necessaris pel calcul
de la PACF. Per convencié, a Matlab es defineix que els valors negatius dels coeficients
de reflexio, -K, sén els valors de la PACF en cada retard. Els resultats de 'autocorrelacio
parcial amb p = 3 es mostren a la Figura 6.

Com es pot observar al grafic, en vermell es veuen les bandes de confianga, determinades
per (8.2). Com es pot observar, pels tres primers retards, els valors se situen fora d’aques-
tes, la qual cosa implica un grau significatiu de correlacié. No obstant, a partir del quart,
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Figura 6: PACF de T; — A(i).

les correlacions parcials cauen dins de la franja, indicant que ja no sén significatives. Es
per aquest motiu que podem concloure que el nostre procés és un model autorregressiu
d’ordre 3 amb coeficients by = 0.84, by = —0.29 i b3 = 0.11, on

Yit3 = b1Yit2 + bayit1 + b3ys + €

on ¢; representa lerror aleatori que es distribueix com una N(0,02), on o2 és constant

i, en el nostre cas, determina la constant de volatilitat. Addicionalment, grafiquem a la
Figura 7 els residus normalitzats del model estimat AR(3) sobre una distribucié normal
estandard.

045

04

035

03

025

02

Figura 7: Residus normalitzats i distribucié normal estandard.

Com podem observar, tot i no ser perfecta, s’obté una bona aproximacié. Aix0 conclou
que es tracta d’'un model autoregressiu d’ordre 3.
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8.1 Relacié entre els coeficients del model CAR(p) i els del model
AR(p)

A [15] s’estableix la relaci6 entre els coeficients del procés AR(3) obtinguts i els del procés
CAR(3). La relacié s’estableix entre els b; i els «;, coeficients de la matriu A del procés
X (t), definit a (7.2). Per veure com s’obté aquesta relacié consultar Apendix 10.7. Veiem-
ho en el nostre cas, on p = 3. Aplicant (10.5) i reordenant els termes, tenim que

xl(t—i— 3) :(3 - O[l) l‘l(t'f- 2) + (20[1 — Qg — 3) xl(t + 1)
+ (g +1—a; —az) z1(t) + o(t)e(t),

onb; =3—ay, by =201 —as —3iby3 =as+1—a; —as. Resolent el sistema obtenim
doncs que &1 = 2.16, do = 1.61 i &3 = 0.34. Per tant, la matriu A queda de la segiient

forma:
0 1 0
A= 0 0 1 ,
—-0.34 —-1.61 -2.16
i té com a valors propis \; = —0.35, Aa = —0.91 + 0.407 i A3 = —0.91 — 0.40¢ que,

efectivament, tenen part real negativa. Per tant, Y és un procés estacionari CAR(3).
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9 Conclusions

La realitzacié d’aquest treball m’ha permes coneixer i aprofundir en els coneixements
matematics avangats necessaris per a l'analisi de l'article “Approximation of the price
dynamics of Heating Degree Day (HDD) and Cooling Degree Day (CDD) temperature
futures”. Aquest estudi m’ha introduit en el mercat dels derivats, especialment el dels de-
rivats climatics, un mercat OTC i incomplet que, malgrat la poca liquiditat que ofereixen
deguda al poc volum de comercialitzacid, brinda oportunitats significatives per gestionar
i cobrir el risc associat a les fluctuacions de la temperatura.

Tal i com es va plantejar, durant la primera part del treball he establert les bases teoriques
necessaries per entendre i abordar els problemes plantejats en ’article. Estudiar de ma-
nera rigorosa els processos estocastics, fent especial emfasi en el moviment Brownia, la
integral d’'Ito, el teorema de Girsanov i les equacions diferencials estocastiques (EDEs),
ha estat fonamental per comprendre la dinamica de la temperatura i la seva modelitzacié.
Aquest marc tedric m’ha permes contextualitzar i justificar 1'is dels indexos HDD i CDD,
posant en valor la seva rellevancia per valorar futurs i opcions en mercats de derivats
meteorologics.

La part dedicada al pricing d’un futur m’ha permes coneixer com valorar futurs basats
en indexos de temperatura, com ara els Heating Degree Day (HDD) i els Cooling Degree
Day (CDD). Aquesta analisis m’ha ajudat a entendre la problematica que es deriva en
aquest estudi de la dependencia no lineal de la temperatura que té el preu del futur, aixi
com la importancia de modelitzar-la amb precisié.

Pel que fa a la modelitzacié de la temperatura, m’ha permes coneixer els processos au-
torregressius i com s’utilitzen. A més a més, la reproduccié del cas empiric presentat a
I’article, usant les dades historiques de la temperatura de Nova York, m’ha permés treba-
llar amb un gran nombre d’observacions i veure com, amb una combinacié de components
deterministes, que tenen en compte tant el canvi climatic com la periodicitat estacional,
i components estocastiques, modelitzades mitjangant processos CAR(p), es pot descriure
amb precisié el comportament de la temperatura, oferint un model robust que connecta
la teoria i la practica.

Aquest treball també m’ha posat de manifest algunes de les problematiques i limitaci-
ons inherents a 1'as d’aquests models en el context de la valoracié de derivats, com ara
I'impacte del canvi de mesura de probabilitat mitjancant la transformada de Girsanov o
les dificultats associades a la prediccié acurada de la temperatura futura. Tot i aquestes
limitacions, considero que aquest treball ha demostrat el poder de I'aplicacié de la teoria
matematica en un cap tan especialitzat com el mercat dels derivats climatics.

En conclusié, amb aquest treball he aconseguit complir amb 1’objectiu que em vaig pro-
posar inicialment de vincular la teoria matematica amb la seva aplicacié practica. A més
a més, m’ha proporcionat una base solida per a futurs estudis, tant académics com pro-
fessionals, en I’ambit de la matematica aplicada i la gestié del risc. En definitiva, aquest
projecte ha estat una experiencia enriquidora, tant a nivell de coneixement com personal,
mostrant-me un cop més com les matematiques poden i contribueixen significativament
a la comprensié i desenvolupament de qiiestions quotidianes, com ara és, en aquest cas,
mercats innovadors i interdisciplinaris com el mercat de derivats climatics.
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10 Apendix

10.1 Funcions caracteristiques

Les funcions caracteristiques sén 1tils per descriure la distribucié d’una variable aleatoria
X. A continuacié donem la definicié i algunes de les seves propietats més importants.

Definicié 10.1. (funcid caracteristica d’una variable aleatoria) Donada una variable ale-
atoria X que pren valors a R™ i prenentt € R™, la seva funcio caracteristica px es defineix
com

px(t) = E[e"™Y)] = Bl X] = / e Py (de)

n

:/ncos(<t,X>)PX(dx)+i/ sin((¢, z))Px (dx),

n

on Px ¢éslallei d’X.
A continuacié, donem algunes propietats de la funcié caracteristica:

1. px(0)=1,0€R™
2. (conjugat complex) px(—t) = px(t);
3.  és uniformement continua;

4. Donats A € R"™" ib e R", es compleix
paxp(t) = e PPox (A"D);

5. Px és simetrica < px és real;

6. Les variables aleatories X1,..., X, sén independents < ¢x(t) = [[}_; ¢x;(t;) on
X = (Xl,...,Xn) it= (tl,...,tn);

7. Si les variables Xi,..., X, sén independents = px, +..4x, (t) = ¢x,(t) ... ¢x, (t).

Proporcionem ara alguns resultats importants sobre les funcions caracteristiques:

Teorema 10.2. Sigui X una variable aleatoria a R amb E(|X|™) < +o0o per algun
m € N — {0}, aleshores la funcié caracteristica px té derivades continues fins ordre m i
es calculen de la segiient forma:

o0 (1) = it / et P (da) k = 1, ..., m.
R

En particular,
k kgl

Teorema 10.3. Sigui X una variable aleatoria a R. Si la funcid caracteristica px és
k cops diferenciable al voltant del 0, aleshores X té moments d’ordre fins a 2m, amb
2m < k.
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Teorema 10.4. La funcio caracterisitica d’una mesura de probabilitat P a R determina
de manera unica P. és a dir, si dues mesures de probabilitat sobre R admeten la mateiza
funcio caracteristica, aleshores son iguals. Per tant,

¢X5¢y¢>PxEPy.

Les demostracions de les propietats de la funcié caracteristica i dels teoremes: Teorema
10.2, Teorema 10.3 i Teorema 10.4 es poden consultar a [34].

10.2 Variables aleatories Gaussianes uni i multidimensionals

Sigui X una variable aleatoria a R que segueix una distribucié normal N (u,o?), on u és
la mitjana i ¢ > 0 la desviaci6 tipica (0 la variancia). La seva funcié de densitat (pdf)

ve donada per
1

V2mo?

E(X) = p; Var(X) = o2

flz) = e~ @207 4 e R, (10.1)

on

A més a més, per qualsevol pdf es compleix

/+°° fx(a)dz = 1.

—00

Podem definir també la funcié de distribucié acumulada (cdf):
®(a) =P(X <a)= / fx(z)dx.

A més a més, observem que si X ~ N(0, 1), aleshores

© 1 e GO
O(—z) = / merx =1- / 27Terx =1-—®(x).

Definim ara un vector aleatori mitjangant la seva funcié caracteristica:

Definicié 10.5. (vector gaussia) Sigui X = (X1,...,Xy) un vector aleatori que pren
valors a R™, direm que el vector X és un vector aleatori gaussia si la seva funcid carac-
teristica és de la forma:

ox(t) = it i) — 5t At

on = (U1,...,pn) és el vector de mitjanes de X i on A € R™ ™ és la matriu de cova-
riancies de X, simetrica i semidefinida positiva.

Cal tenir en compte que t*At = (t, At), que és el producte quadratic associat a A.
Sigui (X¢,,...,Xt,) un vector aleatori Gaussia com s’acaba de definir, aquest esta ca-
racteritzat per dos parametres: la mitjana y i la matriu de covariancies A. Tenim doncs

que
Hty,.otm = E(Xh,..-,tm) = (E(th)v s 7E(Xtm))

Ayt = (Cov(Xy,, X)) 1<ij<m-
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Si det(Ay,,...1,,) > 0, aleshores la llei de (Xy,,..., Xy, ) té densitat, i aquesta ve donada
per la densitat d’'una normal multivariada, és a dir,

1
((2m)mdet(Ay,,...t,,)) "2

1 —1
_§($_Mt1 77777 im)TAtl ..... tm (z_“tl 77777 tm)
)

ftlr--ytm(x) =
onz € R™,

Algunes propietats de les distribucions Gaussianes sén:

1. Si X ~ N(u,A). Sigui C una matriu ortogonal 23 tal que A = C*DC on D
és una matriu diagonal amb valors propis di, ..., d,, aleshores la variable aleatoria
Y = C(X — p) té marginals independents N(0,d;), d; > 0.

2. 81 X ~ N, A) = B(X) = i, B((X — (X — p)*) = A, B(X:X;) = pugsy + Ay
3. 81 X ~N(u,A)i A és una matriu r x n, aleshores AX ~ N(Au, ANA*).

4. Donat X ~ N(u,A), les components X; sén independents si i només si la matriu de
covariancies A és diagonal.

Les demostracions dels resultats donats es poden trobar a [35].

10.3 Alguns resultats importants de teoria de probabilitats

Teorema 10.6. (Teorema central del limit) Sigui (X;)i>1 una successio de vectors aleato-
ris independents i idénticament distribuits (i.i.d) a R™. Sigui p = E(X;) ¢ A la matriu de
covariancies A = (Ag1)1<ki<d, amb Ay = C’ov(Xf, Xil), on Xf és la k-éssima component
de la variable aleatoria X;, aleshores
Sp—nu £

\/ﬁ n — 0o

on S, =X14+ -4+ X, ¢ L denota la convergéncia en llei.

Z ~ N(0,A),

Lema 10.7. (primer lema de Borel-Cantelli) Donat un espai de probabilitat (0, F,P).
Sigui {Ap,n > 1} una successié d’esdeveniments. Si

> " P(An) < o0,
n=1

aleshores

P (lim sup An) =0.

n—oo

Lema 10.8. (segon lema de Borel-Cantelli) Donat un espai de probabilitat (0, F,P).
Sigui {Ap,n > 1} una successié d’esdeveniments independents. Si

> P(An) = o0,
n=1

aleshores

P <lim sup An) =1

n—oo

23Una matriu C' és ortogonal si C*C = CC* = Id
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Proposicié 10.9. (desigualtat de Markov). Sigui X una variable aleatoria no negativa.
Si aquesta variable té esperanca, denotada per E(X), aleshores per qualsevol a > 0 es
compleix

E(X)

P(X >a) <
a

Proposicié 10.10. (desigualtat de Txebizev). Sigui X una variable aleatoria amb mo-

ment de segon ordre finit, és a dir, tal que E(X?) < oo, aleshores

Var(zx)
k2

P(IX —E(X)| > k) < , Wk > 0.

Les demostracions dels teoremes i lemes presentats en aquesta seccié es troben a [35].

10.4 Esperancga condicionada per una o-algebra

Al llarg dels capitols, hem parlat sobre I’esperanca condicionada respecte una o-algebra
i hem usat algunes propietats d’aquesta. En aquest apartat donarem la definicié formal
i algunes de les seves propietats. Donat un espai de probabilitat (2, F, P), recordem que
si @ = R, aleshores F = B, on B és la og-algebra de Borel; és a dir, la og-algebra generada
pels intervals oberts de R.

Definicié 10.11. (esperanca condicionada respecte una o-algebra) Sigui X una variable
aleatoria tal que E(|X|) < oo, donada una o-algebra G C F, l'esperanca de X condicio-
nada a G és una variable aleatoria Z que compleix

1. Z és G-mesurable, és a di, donat qualsevol conjunt G € G, Z~Y(G) € G;

2. Per qualsevol G € G,
E(Z1g) =E(X1g).

Normalment denotarem per E(X|G) la variable Z.

A continuacié, donem algunes de les propietats de ’esperanca condicionada que s’usen al
llarg del treball:

1. Si X és independent de G, volent dir que qualsevol conjunt de la forma X ~!(B), on
B és un borelia, és independent de qualsevol G, aleshores E[X|G] = E(X);

2. Siguin G;, i = 1,2 complint G; C G C F, aleshores

E[E(X|F1)[F2] = E[E(X]|G2)|G1] = E(X|G1)

3. Si Y és una variable aleatoria G-mesurable i XY és integrable, es compleix que

E(XY|F) = YE(X|F);

Les demostracions corresponents es poden trobar a [36].
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10.5 Algunes demostracions del moviment Brownia
Provem les segiients propietats del moviement Brownia:

(1) Si{By, t >0} és un moviment Brownia, {—By, t > 0} també ho és

2) (Propietat escala) Per qualsevol A>0, el procés B ={1B,, ,t >0} és també un
NNt =
moviment Brownia

(3) Per qualsevol a > 0, BT = {By1, — Ba, t > 0} és un moviment Brownia.

Provem (1): Primer veiem que —By = 0. En efecte
(~By) = ~(0) =0.

Considerem ara 0 < s < t i sabem que per a B; se satisfa que B; — B és independent
de By, per qualsevol 0 < r < s. Com la independencia es manté per combinacions lineals
d’una variable aleatoria, els increments de —B; sén

—B; — (=Bs) = —(Bt — Bs),

que també sén independents. Finalment, si By — Bs ~ N(0,t — s), per simetria de la
distribuci6é normal respece l'origen (per tenir mitjana 0),

(=Bt) = (=Bs) = =(Bt = Bs) ~ N(t — s).

Per tant, — B; és un moviment Brownia.

Provem ara (2): Provem primer que By = 0. En efecte

1 1
Bé\ == XB)\2O = XBO == 0
Considerem ara els increments de Bt)‘. Per 0 < s <t tenim que
1 1 1
B} - B} = Y Brze = v Bazs = 1 (Bzy — Byzy)-

Per la independencia dels increments de B;, com multiplicar per % és multiplicar per una
constant, aquesta independencia es manté. Per tant, els increments de Bg\ també sén
independents. Volem veure ara que els increments sén estacionaris. Prenem t,s > 0 i
considerem l'increment

1
B();ers) - B? = X(B)\2(t+8) - B)\Qs)a

que té la mateixa distribucié que B,z2;, per la propietat d’increments estacionaris de By.
Conseqiientment, com Byz2, té la mateixa distribuci6é que By, es compleix I'estacionarietat
dels increments. D’altra banda, per t > 0, com Byz2; ~ N(0, \2t), deduim que

1

1
3 Bz ~ N(0, —A\*t) = N(0,1).

)\2

Per tant, B* és també un moviment Brownia.

Per tltim veiem (3): Primer provem que By * = 0. En efecte,

Bi* = Boya— B, =0.
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Ara volem provar que els increments sén independents. Prenem 0 < s < ¢ i considerem
els increments del procés

B;—a - B:a = Bt+a - B, — (Bs+a - Ba) = Bt+a - Bs+a-

Per ser B; un moviment Brownia, sabem que els increments sén independents. Per tant,
els de B;r % també ho sén. Provem ara l’estacionarietat dels increments. Prenem ¢, s > 0,
aleshores

Bz;:-as - B:a = (Bt+s+a - Ba) - (Bs+a - Ba) = Bt+s+a - Bs+a

que, per la propietat d’estacionarietat dels increments de By, sabem que segueix la mateixa
distribucié que B;. Finalment, com els increments de B; segueixen una distribucié de
mitjana 0 i variancia corresponent a la llargada de 'interval, sabem que Biisyq — Bstq ~
N(0,t). Per tant,

B;—_‘ras _B:a NN(Oat)a

que demostra que B¢ també és un moviment Brownia.

10.6 Demostracions de la integral d’It6
Propietats de la integral d’It6 d’un procés esglaonat

En aquest apartat donarem la prova de dues propietats més de la integral d'It6 d’un
procés esglaonat, definida a Definicié 3.3. Primer, veurem que es tracta una variable
aleatoria centrada. En efecte, tenim

T n
E (/ utdBt> —E Zuj (By, — By,_,)
0 =

Ara, com les variables u; i By, — By, , sén independents, donat que u; és F,_ -mesurable,
tenim que

n

E (> ui (B, —Bi_,) | =Y E(u)EBy - By_,)
i=1 j=1

i, per E(By; — By,,,) = 0, obtenim

> E(u;)E(By, — By,_,) = 0.
j=1

Un cop hem provat que és una variable aleatoria centrada, volem veure que es compleix la
propietat de linealitat, és a dir, que donats u',u? € € i a,b € R, es compleix au'4+bu? € ¢
i

T T T
/ (au' + bu2) (t)dB; = a/ ut(t)dBy + b/ u?(t)dBy.
0 0 0
Recordem que els processos esglaonats u! i u? es defineixen, per la Definicié 3.2, com

Z?Zl ujl-l[tj_htj)(t) i Z?Zl u?l[tj_htj)(t), respectivament. Definim ara un procés format
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per una combinaci6 lineal d’aquests; considerem el procés vy = au} + bu?, on a,b € R, és

a dir,
n

v =Y (auj +bud) Ly, ().
j=1

Aplicant ara la definicié de la integral estocastica, donada a Definicié 3.3, obtenim que

n

T
/ v dBy = E (aujl + bu?)(Bt]. — By, 1))
0 -
Jj=1

que, per linealitat de la suma, es pot descomposar en dues parts, cadascuna d’elles cor-
responent a la definicié d’integral estocastica d’u} i u?, obtenint el que voliem veure.

La integral d’itd6 esta ben definida

Provarem que la integral d’It6 d’un procés estocastic

T T
/ udB; = L*(Q) — lim uld By,
0

n—oo 0

definida a Definicié 3.8 , esta ben definida. Ho veurem provant que no depen de ’eleccié de

sz . . n,l n,2 ‘ .
la successié. Prenem dues successions diferents u;"", uy"” € L2 1. on, ambdés convergeixen
)

al mateix procés u. Volem veure que la diferéncia entre les dues integrals que defineixen
tendeix a 0 quan n — oco. Usant la propietat d’isometria (Proposicié 3.4), obtenim que

T T 2 T 9
E </ u?’ldBt — / u?’ZdBt> = / E (u?’l - u?’Q) dt
0 0 0

T 2 T 2
< 2/ E (u?l — ut> dt + 2/ E <u?2 — ut) dt — 0, quan n — oo.
0 0

Denotem per I*(u) = limy, 0o fOT u""dBy, on i = 1,2 i prenem la norma a L2(Q). Aplicant
la desigualtat triangular tenim que

T T T
1 () — () 2 < || () — /O W By + | /0 udB, - /O W2dB, |2

T
FI2(w) / W"2dBy .
0

El primer i el tercer terme tendeixen a 0 quan n — oo, per la definicié del limit. Pel que
fa al segon terme, usem de nou la propietat d’isometria i la definicié de u™' i u™? per
concloure que

T T T
I /0 u'dB, — /0 u2dB |3 = E ( /0 (up! —u?’2)2dt) — 0.

Per tant, hem vist que |[I'(u) — I*(u)|la — 0 i, per tant, la integral no depen de la
successié de processos escollida.
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Propietats de la integral d’It6

El seglient objectiu és provar que les trajectories de la integral estocastica indefinida
{3 usdBs, t € [0,T]}, donada a Definicié 3.9, sén Holder continues.

Per la propietat de linealitat i la desigualtat de Burkholder (Proposicié 3.12), obtenim

que
t P t L . t

E (/ urdBr> < C(p)E (/ u%dr) < C(p)|t — s|2_1/ E(u,)Pdr
S s 0

Clp)|t — sz~ (10.2)

Mentre p > 2 és arbitrari, tenim que les trajectories de { fg usdBs, t € [0,T]} sén vy-Holder

continues, amb vy € (0, %)

10.7 Relaci6 entre un procés CAR(p) i un AR(p)

A continuaci6 establim la relacié entre un procés CAR(p), X(¢), i un procés AR(p).
Primer, considerem

dX,(t) = X,41(t)dt (10.3)

Za,, 11 X, ()dt + o(t)dB(t). (10.4)

El primer pas d’una aproximacié d’Euler de ’equacié diferencial (10.4), ens condueix a

una serie temporal x,(t), t = 0,1,... amb la segiient forma:
wp(t+1) — zp(t Zap o117 (t) + o (t)e(b),
on €(t), t = 0,1,... sén variables aleatories i.i.d. que es distribueixen com una normal

estandard. De manera similar, obtenim de (10.3) que
zg(t+r)—xt+r—1)=zeu(t+r—-1), ¢=1,....p—1, r>1
Iterativament, obtenim el segiient resultat:
Lema 10.12. Perqg=1,...,p—1 es compleix
q
Tg1(t) =) _(=D)F b 21(t+q— k)
k=0

on, els coeficients bz es defineixen de manera recursiva com

=bi i+l k=1,...,p—1, ¢>2

ionbl=0bl=1, perq=0,...,p. A mésamés,
p
p(t+1) —xp(t Z 1(t+p—k).
k=0
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10. APENDIX INDEX

Demostracio. La demostraci6 es troba a Lema 10.2 de [15]. O

Per tant, pel lema anterior, posant 1'expressié x4, en funcié de x1, obtenim que

p
YD et +p—k) =
k=0
P -1
== g1 D (DB m(t+q—1— k) + o(t)e(t). (10.5)
q=1 k=0

Aquesta expressié ens proporciona la relacié que buscavem entre els coeficients b; del
model AR(p) i els a; del procés X (t) CAR(p).
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