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Abstract

The measure of the splitting of the separatrices of the rapidly forced pendulum

t
Z4+sinz = p sin ()
€
is considered as a model problem that has been studied by different authors.

In this work, we study the angle that separates the separatrices. We observe that the
splitting angle in this system is of very small orders, and thus, for its calculation, we have
been compelled to use high-precision arithmetic.

Specifically, for this study, we have created a program in C that uses MPFR (high-
precision arithmetic) to analyze how the angle varies with changes in the parameters e
and pu.

Resumen

La medida de las separatrices divididas del péndulo forzado rapidamente

t
Z+sinz = p sin ()
€

es considerado como un problema que ha sido estudiado por diferentes autores.

En este trabajo, estudiamos el dngulo entre las dos separatrices. Observamos que el
angulo de escisién en este sistema es de 6rdenes muy bajos y, por ello, para su calculo nos
hemos visto obligados a utilizar aritmética de alta precision.

Concretamente, para su estudio, hemos creado un programa en C que hace uso de
MPFR (aritmética de alta precisién) para analizar cémo varia el dngulo con cambios en
los pardmetros € y (.
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Capitulo 1

Introduccion

Un péndulo sin friccién en un campo gravitacional constante es quizas el ejemplo mas
conocido en el campo de las mateméaticas de un oscilador no lineal. La ecuacién que lo
rige es:

Z+sine =0 (1.0.1)

donde x(t) es el angulo entre el brazo del péndulo y una linea vertical, y t representa
el tiempo.

Este es un sistema hamiltoniano con un grado de libertad
H(i,z) = @* + (1 — cosx) (1.0.2)

y es integrable.

Observemos que si perturbamos el movimiento del péndulo anadiendo una pequena
fuerza periddica, de modo que la ecuacién a considerar sea:

t
Z+sinz = p sin () (1.0.3)

€

nos encontramos con que el sistema sigue siendo hamiltoniano:

ij

t
H = [? +1— cosz]+ p [~ sin E] (1.0.4)

pero el Hamiltoniano ahora depende explicitamente del tiempo.

Una pregunta interesante es si el sistema sigue siendo integrable o se vuelve cadtico
ante pequenas perturbaciones.

Cuando el sistema es perturbado, la interseccién transversal de las separatrices puede
generar dindmica caética, de acuerdo al mecanismo de Smale-Birkhoff[I]. El dngulo en-
tre ellas ayuda a cuantificar el grado de transversalidad y la sensibilidad del sistema a
perturbaciones. Por otra parte, este dngulo, es un indicador de integrabilidad, ya que en
sistemas integrables, las separatrices no se cruzan transversalmente.

Sabemos por el famoso articulo de Poincaré[2] que la divisién de separatrices da lugar a
un comportamiento complicado de las trayectorias en sistemas dindamicos hamiltonianos.

Esta ecuacién se ha convertido en un problema paradigmético y, durante la historia
de las matematicas, se han aplicado diversos métodos de investigacion.



El problema de medir el dngulo de las separatrices del péndulo rapidamente forzado
radica en que el dangulo es de un orden muy pequeno. En particular, al tratarse con los
parametros € y p con valores relativamente pequenos provoca que el angulo de escisién
tienda a 0. Por ejemplo, con los valores ¢ = 0,001 y p = 0,001 el angulo es de orden de
107990 v por ello es necesario utilizar aritmética de alta precisién para calcular el dngulo
de escisién.

Si fijamos € y consideramos un p pequeno, entonces la simple aplicacién de la teoria de
Poincaré-Arnold-Melnikov[3] muestra que las separatrices se intersecan transversalmente
con un angulo de O(u).

Lo que veremos en este trabajo es la creacion de un cédigo basado en aritmética de
gran precisién para calcular de forma experimental el angulo que divide las separatrices.
También compararemos este resultado con métodos tedricos para el calculo de este dngulo,
observando entre ellos cudl se acerca més al método experimental propio.

Alguna de las aplicaciones clave de calcular este dngulo es el disefio de trayectorias
espaciales, ya que los sistemas dindmicos que gobiernan estas trayectorias pueden mode-
larse con ecuaciones muy similares al péndulo forzado. Por otra parte, modelos como el
péndulo forzado aparecen en sistemas de control como el robot Segway o en la estabili-
zacién de edificios frente a sismos. Finalmente, el comportamiento de particulas cargadas
en campos magnéticos oscilantes puede describirse mediante sistemas andlogos al péndulo
forzado, lo cual tiene una gran aplicabilidad en los aceleradores de particulas. Por todo
ello, podemos concluir que calcular este angulo tiene aplicaciones practicas en areas tan
diversas como la exploracién espacial, el control de sistemas mecanicos y la fisica, entre
otras, permitiendo comprender y optimizar esos sistemas.

Nuestro objetivo es estudiar de forma experimental y con alta precisién la medida del
angulo entre las dos separatrices del péndulo rapidamente forzado mediante la creacion y
aplicacién de un programa en C, aprovechando las grandes oportunidades que aporta la
programacién cientifica al campo de las matemaéticas.

Estructura de la Memoria

En este trabajo veremos, en primer lugar, una pequena introduccién al material tedri-
co que necesitaremos para explicar el proceso del cdlculo del angulo, basdndonos en la
existencia de ciertos objetos matematicos propios de sistemas dinamicos, como son las
variedades invariantes en sistemas no lineales. En este capitulo introduciremos de forma
clara y mediante ejemplos nociones basicas usadas a lo largo de todo este trabajo, como la
nocién de érbitas periddicas, de seccion transversal, la aplicacién de Poincaré y nociones
utilizadas en el estudio de sistemas no lineales, como son las variedades invariantes y los
teoremas que nos permiten conocer mas de cerca el comportamiento del sistema a partir
de estas.

En el siguiente capitulo nos concentraremos en explicar conceptos necesarios para
el uso de la programacién cientifica, como las distintas representaciones de datos y su
codificacién siguiendo el estandar IEEE 754.

Tras esta explicacién, nos centraremos en la mejora de calidad en el campo de la pro-
gramacién cientifica al utilizar aritmética de alta precision, como es la biblioteca MPFR,
junto con el uso del wrapper MPFR C++ que mejora en gran medida la sintaxis de esta
biblioteca.



El capitulo cuatro consiste en una explicacién del método de Taylor para conseguir
un integrador numérico de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. En este
capitulo se hace un andlisis detallado del paquete de software Taylor, que implementa el
método con su mismo nombre, explicando detalladamente la légica y las proposiciones
matematicas en los que se basa esta implementacién y por qué motivo se ha decidido
utilizar este integrador numérico y no otro, como dop853, un cddigo explicito de Runge-
Kutta de orden 8, y odex, un método de extrapolacién de orden variable basado en el
algoritmo de Gragg-Bulirsh-Stoer.

En el capitulo cinco, nos centraremos en la herramienta desarrollada. Hablaremos
sobre nuestra implementacién y creacién del cédigo, toda la légica y el flujo de trabajo
del codigo, conformando toda la teoria matematica que hay detras en un programa escrito
en C++, que, haciendo todo lo explicado anteriormente, calcula el angulo que hay entre
las dos separatrices principales del sistema del péndulo rapidamente forzado.

Por tdltimo, terminaremos este trabajo estudiando los diferentes resultados que da el
programa segun calibremos de forma distinta los pardmetros € y u propios del sistema del
péndulo rapidamente forzado, junto con el pardmetro DIGITS, que determina el niimero
de digitos con los que opera el programa. Ademads, anadiremos al final de esta seccién las
conclusiones que se pueden sacar segun los resultados del programa y el valor anadido
que aporta este trabajo al campo de las matematicas.



Capitulo 2

Contextualizacion del Problema

En esta seccién introduciremos todos los conceptos basicos relacionados que sean ne-
cesarios para el objetivo de este trabajo. La mayoria de definiciones y resultados se en-
cuentran en [4], [5] y [6].

Sabemos, a partir del famoso articulo de Poincaré[2], que la separacién de separatri-
ces da lugar a un comportamiento complicado de las trayectorias en sistemas dinamicos
hamiltonianos. La ecuacién mas simple que proporciona un ejemplo de separaciéon de
separatrices es la ecuacion del péndulo con forzamiento periédico

oL ot
T +Ssmnr = psin -
€

t

Considerando el cambio de variable 7 = ¢, se puede reescribir como un sistema casi-

integrable:

. 0
i+ elsine = pe’sint (= =)
or
Como la fuerza en la ecuacion del péndulo rapidamente forzado es 2mwe-periddica, las
propiedades dindmicas de esta ecuacion se visualizan de mejor forma con la ayuda del

mapa de Poincaré asociado.

2.1. Definiciones y conceptos basicos

Definicion 2.1.1. Sea X: U — R"™ un campo vectorial de clase C", r > 1 y sea ¢ el
flujo asociado a X. Decimos que y(xo) es una orbita periddica de periodo T > 0 de X si

&(T,x0) = 20 y ¢(t,70) # 20 ¥t € (0, T)

Definicion 2.1.2. Sear > 1 or =w. Sea X:U C R® — R"™ un campo vectorial de clase
Cr, sea A C R" 1. Una aplicacion f : A — U de clase C" se llama seccién transver-
sal(local) de X si para todo a € A:

det(Df(a)X(f(a))) # 0

Decimos que > := f(A) es una seccion transversal de X
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Definicién 2.1.3. Sea X: U — R™ un campo vectorial de clase C", r > 1 y sea y(xq)
una orbita periddica de periodo T > 0. Sea Y una seccion transversal a X en el punto

xo. La aplicacion
™ 20: S

definida como el primer punto en tiempo positivo de la orbita de x que corta con ) se
llama Aplicaciéon de Poincaré

De forma usual y como se usard a partir de ahora en este trabajo, consideraremos el
mapa de Poincaré de esta forma: si z = (xg, o) es un punto del plano y z(t) es la solucién
del sistema del péndulo rédpidamente forzado con valor inicial: z(0) = zg,%(0) = %o,
entonces 7(z) se define simplemente como (z(2we), @(27e)).

Si u = 0 el retrato de fase de m(z) es conocido. Podemos considerar x definida mod 27
y entonces su retrato de fase es un cilindro, lleno de curvas integrales del péndulo simple,
que consisten en Orbitas cerradas, excepto por un punto fijo eliptico en 0 mod(27e), un
punto hiperbdlico en —7 mod(2me) y dos separatrices asociadas al punto hiperbdlico dadas
por las soluciones homoclinicas del péndulo simple:

Ly ={(zo(t),y0(t))},

zo(t) = 2arctan(sinh t),
2
cosh?

Yo(t) = To(t) =

El retrato de fase se complica més si u # 0, sobre todo cerca de las separatrices. Si
es lo suficientemente pequeno, todavia hay un punto fijo e hiperbélico cerca de (—m,0),
el punto correspondiente a la orbita hiperbdlica 2mwe-periddica, asi como a las variedades
estable e inestable que se encuentran cercanas a las dos separatrices.

2.1.1. Sistemas no lineales
Definicion 2.1.4. Sea S C R™ un conjunto, entonces

1. (Tiempo continuo) S es llamado invariante bajo el campo vectorial & = f(x) si
para algin xo € S tenemos que z(t,0,x9) € S para todo t € R. Donde x(0,0,x9) =
Zo-

2. (Tiempo discreto) S es llamado invariante bajo el mapa x — g(x) si para algin
zo € S tenemos que g (xq) € S para todo n.

Si nos restringimos unicamente al tiempo positivo (ie. t > 0,n > 0) entonces nos referimos
a S como conjunto positivamente invariante y para el tiempo negativo, como conjunto
negativamente invariante.

Observacion 2.1.5. Observamos que los conjuntos invariantes tienen la propiedad de
que las trayectorias que comienzan con el conjunto invariante permanecen en él para todo
su futuro y todo su pasado.

Cabe destacar que si g no es invertible, entonces solo tiene sentido considerar n >
O(aunque en algunos casos puede ser 1til considerar g~!, que si tiene un significado en
teoria de conjuntos).
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Definicion 2.1.6. Un conjunto invariante S C R™ es llamado como una variedad in-
variante de clase C" si S tiene la estructura de una variedad diferenciable de clase
C" (r > 0). Similarmente, un conjunto positivamente(resp. negativamente) invariante
S C R" es llamado variedad invariante C™ (r > 0) positiva (resp. negativa) si S tiene la
estructura de una variedad diferenciable de clase C"

Ejemplo 2.1.7. Sea {s1,..,,s,} la base estdndar en R". Sean {s;,...,s;;} j < n, cua-
lesquiera j vectores base de este conjunto; entonces, el espacio generado por {s;,, ..., sij}
forma un subespacio de dimensién j de R”, que es, trivialmente , una variedad C* de di-
mension j. Para una introduccion detallada a la teoria de variedades con una perspectiva
orientada a aplicaciones, véase Abraham, Marsden y Ratiu [1988].

La razon principal para elegir estos ejemplos es que, en este trabajo, cuando se use el
término ”variedad”, serd suficiente pensar en una de estas dos situaciones:

1. Sistema lineal: un vector lineal subespacio de R".

2. Sistema no lineal: una superficie incrustada en R™ que puede ser localmente repre-
sentada mediante un grafico (que puede ser justificada mediante el teorema de la
funcién implicita).

Por otra parte, poco podemos decir de sistemas no lineales del tipo # = f(z). Recordan-
do el teorema de existencia y unicidad de las soluciones para las ecuaciones diferenciales
ordinarias, implica que para las funciones analiticas f(z), la solucién del problema con
valor inicial

= f(z); zeR" x(0)=umx

estd definida al menos localmente en algin entorno ¢t € (—w,w) de ¢ = 0. Entonces, un
flujo local ¢y : R™ — R™ estd definido como ¢, = z(t, z9) de una manera anéloga al caso
lineal, aunque no podamos dar una férmula general del tipo exp(At).

Un buen lugar para empezar el estudio de un sistema no lineal & = f(z) es encontrando
los ceros de f o los puntos fijos del sistema. Supongamos que tenemos un punto fijo T
tal que f(Z) = 0 y queremos entender el comportamiento de las soluciones en un entorno
cercano a T. Hacemos esto mediante la linearizacién del sistema en T, es decir, estudiando
el sistema:

y=Df(T)y, yeR"

donde Df = [gﬁz] es la matriz jacobiana de las primeras derivadas parciales de la

funcion f = (fi(z1, ..., 7)), f2(T1, o0y X)), oo fo(T1, oy )T y 2 =T + € |€]] < 1. Como
el sistema linealizado es un sistema lineal, esto se puede hacer de forma sencilla. En
particular, el mapa del flujo linealizado D¢;(Z)y se obtiene mediante:

Doy(T)y = eth(f)y

Finalmente todo se reduce a que podemos decir del sistema a partir de lo que conocemos
de su correspondiente sistema linealizado.

Teorema 2.1.8. Si Df(T) no tiene ningun cero o unicamente valores propios imagina-
ri0s, entonces existe un homeomorfismo h definido en un entorno U de T en R™ local que
convierte drbitas del flujo no lineal ¢y del sistema a drbitas del flujo linealizado e*Pf(®)
del sistema linealizado. Este homeomorfismo preserva el sentido de las orbitas y puede ser
escogido de tal forma que preserve también su parametrizacion por el tiempo.
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Cuando Df(Z) no tiene valores propios con la parte real igual a 0, T se llama un
punto fijo hiperbdlico o no degenerado y el comportamiento asintético de las solu-
ciones alrededor del punto(y por lo tanto su estabilidad) se puede conocer mediante la
linearizacion.

Definicién 2.1.9. Definimos la variedad local estable e inestable de T, W} (x), W}’ (%)
de la siguiente forma:

Wi () ={z €U tal que ¢,(x) - T cuando t — oo y ¢¢(x) € UVt > 0}

Wi () ={z €U tal que ¢,(x) = T cuando t - —oco y ¢(z) e UVt <0}
donde U C R™ es un entorno del punto fijo .

Observacién 2.1.10. Las variedades invariantes W} (7), W} .(Z), proveen de forma
andloga a los planos (espacios vectoriales) estables e inestables E°, E* de un problema de
tipo lineal.

Teorema 2.1.11. Supongamos que & = f(x) tiene un punto hiperbélico en T. Entonces
existe una variedad local estable y una variedad local inestable Wi (z), W} (Z) de la mis-
ma dimension ng, N, que los espacios vectoriales E°, E" del sistema linealizado respectivo,
y tangentes a E°, E* enx, W (z), W".(Z) son tan suaves como la funcion f.

Estas variedades locales invariantes W (), W} .(Z) tienen sus andlogas globales ob-
tenidas mediante propagar puntos en W () hacia atras en el tiempo, y propagar puntos
en W _(Z) hacia adelante en el tiempo.

Definicion 2.1.12. Definimos las variedades invariantes globales de la siguiente forma:

W*(@) == | o (Wike(@)),

t<0

W (@) = | o (W (@),

t>0

En este trabajo consideramos que una variedad es un conjunto que, localmente, tiene
la estructura del espacio euclidiano. En las aplicaciones, las variedades se encuentran mas
comunmente como superficies de dimensiéon m incrustadas en R™. Si la superficie no tiene
puntos singulares, es decir, si la derivada de la funcién que representa la superficie tiene
rango maximo, entonces, segin el teorema de la funcién implicita, puede representarse
localmente como un grafico. La superficie es una variedad de clase C" si los graficos
(locales) que la representan son de clase C" (nota: para un tratamiento detallado de esta
representaciéon particular de una variedad, véase Dubrovin, Fomenko y Novikov [1985]).

En el sistema del péndulo rapidamente forzado, las variedades estable e inestable in-
tersecan en el punto conocido como punto homoclinico. A causa de la forma de la
ecuaciéon del péndulo rapidamente forzado, tienen que intersecar en un punto z; en el eje
& asi como en la érbita {7"(zp), n € Z}. Llamemos « a este dngulo.

Si a # 0 las variedades invariantes intersecan de forma transversal en el punto zj y
encierran bucles cuya area es un invariante, es decir, no depende del punto z; elegido.
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Figura 2.1: Retrato de fase del péndulo simple.Fuente: web.mat.upc.edu

e
2

— mm maae

Figura 2.2: Retrato de fase del péndulo rdpidamente forzado con el punto homoclinico y
el dngulo de escisién.Fuente: [4]


https://web.mat.upc.edu/rafael.ramirez/mm1_GEF/apuntes/snl_mm1.pdf

Capitulo 3

Aritmética de alta precision

Los ordenadores permiten representar los datos con elementos basicos que tinicamente
pueden estar en dos estados. La informacion que se puede representar con combinaciones
de estos elementos bésicos es informacién binaria. Cada elemento de informacién binaria
se llama bit y se codifica usando los simbolos 0 y 1. La mayoria de definiciones y resultados
de esta seccion se encuentran en [7], [8], [9] y [10].

3.1. Definiciones y conceptos basicos

Para representar un ntimero se pueden utilizar distinto ntimero de digitos segin la
base en la que se esté representando ese nimero.

Ejemplo 3.1.1. Por ejemplo, en el sistema hexadecimal(de base 16) se usan los digitos
0,...,9,A4,....F que representan las cantidades zero,...., nueve, diez, ...., quince respecti-
vamente.
3.1.1. Representacion de reales en punto fijo

Dada una base b > 2, todo niimero real x se puede representar en la forma

tddy....dydo.d_1d_s...(p

donde dj e Ncon 0 <dj <b (j=n,n—1,..) La expresiéon decimal de este niimero se
obtiene sumando los valores de los digitos teniendo en cuenta su posiciéon:

dpb”™ + dp 1"V dib A+ dgh? +d b d b+
Ejemplo 3.1.2.

1101115 = 12> + 122 402+ 1.2° + 1.27' +1.272 = 13,75

Para obtener la expresién de un nimero en base b, separamos la parte entera y la parte
decimal. La expresion de la parte decimal se obtiene haciendo productos sucesivos por b
y cogiendo la parte entera de estos productos.
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Ejemplo 3.1.3. Para obtener la expresion 23,15 en binario, separamos la parte entera 23
y la parte decimal 0,15. Hemos visto que 23 = 10111,. Para la parte decimal calculamos

0,152 =0,3 0,42 =0,8
0,32 =0,6 0,82 =1,6
0,62=1,2 0,62=1,2
0,2:2 = 0,4 0,22 =..

es decir 0,15 = 0,0010011... y por tanto 23,15 = 10111,0010011... 5

3.1.2. Representacion de reales en punto flotante

Dada una base b > 2, una representacién en punto flotante de un nimero real x # 0
viene dada por
z = (—1)*MbF

donde E es un nimero entero, s € {0,1}, y
M = DyD1D2Ds...
con D;j € Ny 0 < Dj; <b para todo j.
s representa el signo, ' es el exponente y M, la mantisa que puede tener infinitos
digitos

Ejemplo 3.1.4. La representacién en punto flotante normalizada de 23,15 es 2,315-10"
en base 10 y 1,01110010011...(3-2* en binario

3.2. Codificacion de nimeros reales en punto flotante

Si se dispone de n bits para codificar el nimero, hemos de separarlo en tres partes: el
signo,el exponente y la mantisa. Cada sistema de punto flotante fija la longitud de estas
tres partes.

Observacién 3.2.1. El ntumero de digitos de la mantisa es la precisién.

Un sistema de ntmeros en punto flotante de base b, precisiéon p + [ y valores del
exponente en [Ein, Emaez] € Z contiene los nimeros reales:

(—1)*mb”
donde s € {0,1}, E € {EmimEmin + 1)~-',Emax}a m = dodldgdg..dp dj € {0,1,...,b —
1}, j=0,..,p

Para que la codificacién sea tnica sin reducir el rango del sistema, se anade la condicién
dy # 0 que provoca una biyectividad entre los posibles valores y los niimeros normalizados.

Los numeros perdidos a causa de la normalizacion se pueden recuperar sin destruir la
unicidad de la representacién haciendo dy = 0 solo para el valor minimo del exponente, a
estos se les llama nimeros no normalizados.

Si solo se disponen de p + 1 digitos y el valor real x = (—1)*Mb” tiene una mantisa
M = dyD1D2Ds...(;, con més digitos, no podremos guardar el nimero exactamente.

El paso del valor real de x a su aproximacién se hace mediante el proceso:
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1. Suprimiendo los digitos a partir de Dj41.

2. Se redondea, codificando en funcién del digito Dy 1:

si Dpi1 < %b, tomando m = doD1D2Ds...D,,
si Dpy1 > 3b, tomando m = dyDyDaDs...Dy, + b™P
Ejemplo 3.2.2. En la codificacién de w con p = 9, tomaremos los valores
3,141592653-10%si cortamos

3,141592654-10° si redondeamos

3.3. Estandar IEEE 754

La implementacion del estdandar IEEE 754 utiliza la base 2 y tiene dos formatos bésicos:
precisién simple (float) y precisién doble (double). El exponente E se guarda sesgado, en
la forma e = E + sesgo.

La precisién simple usa 4 bytes, de los cuales el primer bit de la izquierda es para el
signo, los siguientes 8 bits son para el exponente sesgado y los tltimos 23 para la parte
decimal de la mantisa. Se coge como sesgo 287! — 1 = 127.

La precisién doble usa 8 bytes, de los cuales el primer bit es para el signo, los siguientes
11 para el exponente sesgado y los otros 52 para la parte decimal de la mantisa. Se coge
como sesgo 2171 — 1 =1023.

Esta implementacién usa un bit oculto, ya que los nimeros normalizados tienen dy # 0
y por lo tanto dy = 1.

Ejemplo 3.3.1. Codificamos con precision simple el nimero 10,2. Tenemos que
z = 10,2 =1,275-2° = 1,0100011 -2

El ntimero es positivo, por lo tanto s = 0; el exponente £ = 3, por lo tanto e = 3+ 127 =
130 = 10000010 5. Por lo tanto su codificacién es:

01000001001000110011001100110011

Observamos que el nimero exacto que representa esta codificacién es 10,19999981

3.4. MPFR

La biblioteca MPFR es una biblioteca para aritmética de punto flotante de precisién
multiple con semantica clara, que extiende el estandar IEEE 754. Esta biblioteca estd
escrita en lenguaje C sobre la biblioteca GNU MP(GMP).

MPFR proporciona redondeo correcto para todas las operaciones y funciones ma-
tematicas que implementa, con una eficiencia mas rapida que otros softwares.

Como consecuencia, los programas que usan esta biblioteca heredan las mismas pro-
piedades destacables de los programas que utilizan IEEE 754: portabilidad, seméantica
bien definida, posibilidad de disenar programas robustos y probar su correccién, sin una
desaceleracién con respecto a bibliotecas de precisién multiple con peor seméntica.
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3.4.1. Funcionamiento

La biblioteca MPFR es una extensién del estandar IEEE 754, con base 2. Esta eleccion
de base 2 se fundamenta en buscar la eficiencia y la portabilidad.

Respecto a la eficiencia se usa la capa GM P mpn que requiere una base del tipo 2F.
Por otra parte, en aras de la portabilidad, si se tomase un k # 1 las mantisas de punto
flotante que usan un nimero impar de palabras en una maquina de 32 bits, no tendrian
equivalente en un ordenador de 64 bits y tampoco seria posible emular los formatos IEEE
754 de 24 y 53 bits.

La idea principal que aporta la biblioteca MPFR es que cualquier niimero en punto
flotante tiene su propia precision en bits, la cual puede variar desde 2 hasta la mayor
precision posible con la memoria disponible.

Consideremos un niimero flotante x con precision p, otro nimero y con precision ¢, y
un modo de redondeo r. Sea mpfr_f la funcién de la biblioteca correspondiente a una
funcién matematica f. El resultado de mpfr_f(y,z,r) consiste en asignar el valor de
round(f(z),q,r) al nimero en punto flotante y, lo que significa que el resultado exacto
de f(z) se redondea a la precisién g.

Ejemplo 3.4.1. Sea z = 601210 = 0,1001011001 (5 entonces el redondeo correcto de
exp(x) con redondeo al més cercano y una precisiéon objetivo de 17 bits es 58931.271° =
1,11001100011001102

Como ocurre con cualquier operacién aritmética que sigue el estandar IEEE 754, cada
entrada de funcién es considerada como exacta por MPFR. En otras palabras, MPFR
proporciona redondeo correcto solo para operaciones atomicas; no se conserva informacion
sobre la “precisiéon” de los resultados intermedios. Por lo tanto, para cualquier secuencia de
operaciones, es responsabilidad del usuario calcular los limites de error correspondientes.
Este trabajo se simplifica debido a que cada operaciéon atémica genera limites de error
rigurosos.

Observacion 3.4.2. Cada funcion de MPFR devuelve un valor ternario, llamado indi-
cador de inexactitud”, que indica la direccién del redondeo con respecto al valor exacto:
el indicador de inexactitud es negativo (respectivamente positivo o cero) cuando la salida
redondeada es menor (respectivamente mayor o igual) que el valor exacto.

3.4.2. Representacién de datos

La representacion interna de los datos utilizada por MPFR es la siguiente. Un ntimero
en punto flotante x se representa mediante una mantisa m, un signo s y un exponente
firmado e. Los niimeros especiales como NalN, infinitos o ceros tienen una representacion
especial.

La mantisa m se representa con una lista de ”limbs” (partes) de GMP (entero-maquina
sin signo) y se interpreta como % < m < 1. El bit més significativo de la mantisa siempre es
1. El bit mas significativo de la mantisa corresponde al bit mas significativo del ”limb” mas
significativo. En otras palabras, cuando la precisiéon no es un miltiplo del ntimero de bits
por palabra, los bits no utilizados se encuentran en el ”limb” menos significativo y siempre
son cero.
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Ejemplo 3.4.3. La mantisa del nimero de 17 bits 1,1100110001100110, se almacenaria
en un ordenador de 5 bits de la siguiente forma:

limb 3: 11100 limb 2: 1100 limb 1: 11001 limb 0: 10000

3.4.3. MPFR C++

MPEFR define un tipo de datos personalizado en C para representar niimeros de punto
flotante: mpfr_t. Las manipulaciones matematicas con variables de tipo mpfr_t se realizan
mediante funciones que se asemejan a instrucciones ensamblador.

Por ejemplo, para sumar dos niimeros = e y con el resultado en z se debe llamar a la
funcién especial mpfr_add(z,xz,y, GMP_RNDN).

Ejemplo 3.4.4. Consideremos esta funcién escrita en aritmética doble y aritmética mpfr:

// precision double
double f(double x)
{

return 1-x*sin(sqrt(abs(x)));

//precitsion mpfr
void mpfr_f (mpfr_t y, mpfr_t x)
{

mpfr_t t;

mpfr_init(t);
mpfr_abs(t,x,GMP_RNDN) ;
mpfr_sqrt(t,t,GMP_RNDN) ;
mpfr_sin(t,t,GMP_RNDN) ;
mpfr_mul (t,t,x,GMP_RNDN) ;
mpfr_set_str(y,'1',10,GMP_RNDN);
mpfr_sub(y,y,t,GMP_RNDN) ;

mpfr_clear(t);
}

Tras ver este ejemplo, se puede entender de forma clara que se haya desarrollado un
wrapper que simplifique la sintaxis de escritura utilizando MPFR.

El wrapper en C++ para MPFR introduce un nuevo tipo en C++ para nimeros de
punto flotante de alta precisién: mpreal que encapsula el nivel bajo de mpfr_t.

Todos los operadores aritméticos y booleanos (+, -, *, /, ;, |=, etc.) estdn implementa-
dos para ntimeros mpreal mediante la técnica de sobrecarga de operadores. Las funciones
matematicas (sqrt, pow, sin, cos, etc.) también son compatibles. Esto hace posible usar
calculos de MPFR de manera tan sencilla como los cédlculos con ntimeros de los tipos
integrados double o float.

Calculos internos

Algo que distingue este wrapper de otras bibliotecas que extienden MPFR es la forma
de tratar los resultados intermedios durante el cdlculo de una expresién matematica.
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C++ descompone las expresiones en operaciones atémicas como + o - y almacena los
resultados en variables temporales para su posterior uso.

Ejemplo 3.4.5. La expresion x = ab + cd se calcula en C++ de la siguiente forma:

tl =a*b
t2 = c xd
t3 = t1 + t2
x = t3

donde t1,t2,t3 son variables temporales que estdn ocultas al usuario.

Para obtener un valor final correcto, estos resultados intermedios deben tratarse cui-
dadosamente con la suficiente precision.

La regla principal de MPFR C++ para los resultados intermedios es:
prec(resultado) = mazx(prec(opl), prec(op2))

El resultado de una operacién se almacena con la maxima precisién entre las precisiones
de los operandos. En otras palabras, las operaciones intermedias se realizan con la maxima
precision razonable definida por las precisiones de los argumentos y no dependen de la
precisién de la variable objetivo (en este ejemplo, z)

Otras bibliotecas calculan los resultados intermedios con la precisién de la variable
final o los redondean a una precisién no evidente para el usuario, que es independiente de
la precision de los argumentos y de la variable final. Esto puede conducir a una reducciéon
significativa en la precision del resultado final [I1].



Capitulo 4

Método de Taylor

En esta seccion comenzaremos explicando cémo funciona el método de Taylor, un
paquete de software para la integracion numérica de EDOs mediante métodos de Taylor
de orden alto. La mayoria de definiciones y resultados de este capitulo se encuentran en
2], [13] y [14].

4.1. Definiciones y conceptos basicos

El objetivo principal de este paquete de software es generar un integrador numérico
especifico para un conjunto dado de EDOs. El cédigo generado incluye una funcién para
calcular el flujo de derivadas de la solucién hasta un orden determinado, ademas de la
seccién adaptativa del orden y el tamano del paso para el problema de valor inicial.
Este paquete ofrece soporte para distintas aritméticas de gran precision, incluyendo tipos
definidos por el propio usuario.

Si consideramos el problema de valor inicial

donde asumimos que f es analitica en su dominio definido y que z(t) estd definida para
todo t € [a, b].

La idea del método de Taylor es muy simple, dada la condicién inicial ;41 = g
(to = a), el valor de z(ty + h) es aproximado mediante las series de Taylor de la solucién
z(t) en t = to,

xg = x(t =0),

G GOFE NN ACD

W, m=0,....M—1,
2! p!

Tmal = T + 2 (tm)h +

donde t,, =a+mhy h=(b—a)/M

Por lo tanto, el primer paso para aplicar este método es calcular estas derivadas hasta
un orden adecuado. Entonces, para cada paso de integracién, evaluar estas expresiones
para obtener los coeficientes de las series z(t) en t = t,.

Para resolver este problema se utiliza la técnica llamada diferenciacion automdtica

15
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4.2. Diferenciacion Automatica

Definicion 4.2.1. La diferenciacion automdtica es un procedimiento recursivo que calcula
el valor de las derivadas de ciertas funciones en un punto dado.

Las funciones consideradas son aquellas que pueden ser obtenidas mediante sumas,
productos, cocientes y composiciones de funciones elementales (se incluyen polinomios,
funciones trigonométricas, potencias, exponenciales y logaritmos).

En pos de simplificar la explicaciéon vamos a introducir cierta notacién: si f :t € I C
R — R denota una funcién continuamente diferenciable, llamamos a su n-ésima derivada
normalizada

1
£ = F ) (4:2.1)
donde £ (t) denota la derivada n-ésima de f respecto de t

Asumimos que f(t) = F(b(t),c(t)) y que sabemos los valores de bll(t) y de cll(t),
j=0,...,n, para un t dado.

La siguiente proposicién da la n-ésima derivada de f en ¢ para algunas funciones F'.

Proposicién 4.2.2. Si las funciones b y ¢ son de clase C" , y o € R\ 0, entonces
tenemos:

1. Si f(t) = b(t) & c(t), entonces
R OEAGEX0)

2. Si f(t) =b(t)c(t) ,entonces

3. 81 f(t) = %, entonces

n

n 1 n 7 n—j
) = C[T(t)[b[ () —;C[ ") ]
4. St f(t) =b(t)*, entonces
. 1 n—1 ' _ .
ity = PO jzo(na — j(a+ ) @) fUl ()
5. Si f(t) = e’® entonces
n—1
£ = = 3= )7 eH 0
=0
6. Si f(t) =1nb(t) ,entonces
STFSENE ST PR & A PR
f) = I)[T(t)[ (t) == > (= )b () [ ()]

1

J
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7. 81 f(t) = cosc(t) y b(t) =sinc(t), entonces

firl Z]b[n ()il ()

bl (1) Z]f[n ()bl ()

Corolario 4.2.3. El numero de opemcz'ones aritméticas necesarias para evaluar las de-
rivadas normalizadas de una funcion hasta el orden n es O(n?).

Observacién 4.2.4. Estas reglas se aplican de forma recursiva para conseguir férmulas
recursivas para las derivadas de una funcién descrita por combinaciones de estas funciones
bésicas.

4.3. Grado y control de paso

La expansion en potencias de la solucién x(t) en t = ¢, tendrd radios de convergencia
distintos para diferentes t,,, esto causa que, en cada paso (es decir, para cada m), se deba
calcular valores adecuados para el orden p = p,, y el tamano de paso h = h;,

Denotemos por {.CC[]]( tm)}; el flujo de derivadas normalizadas en t,, de la solucién
del problema de valor inicial que satisface x,(t;,) = 2. Entonces, si h = ¢t — t,, es
suficientemente pequeno, tenemos

t) = i 2l ()b, (4.3.1)
j=0

Por lo tanto, hemos de seleccionar un valor de h,, suficientemente pequeno y un valor de
P suficientemente grande tal que

thrl =tm+ hm y ITm4l = mel'%} (tm)hgn
§=0

cumplan que

|Zm(tmt1 — Tma1) || <€

Proposicién 4.3.1. Asumiendo que la funcion z — x(t,, + z) es analitica en el disco de
radio p.,,. Sea A, una constante positiva tal que

|22, < —m, Vj € N. (4.3.2)
m
Entonces si la precision requerida € tiende a 0, los valores de hy, y pm que dan la precision
requerida y minimizan el numero de operactones tienden a

Pm
e’

1
hp, = pm:—ilni—l

Am
Observacion 4.3.2. Se implementa en el método de Taylor un algoritmo basado en esta
proposicion.
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4.4. Estimacion del Orden y del paso

Para implementar esta proposicién se necesita el radio de convergencia de la serie de
Taylor o el valor de A,,.

Denotamos por €, y €, las tolerancias absolutas y relativas para el error. Si €, ||z M || o <
€, controlamos el error absoluto usando e,.

En primer lugar calculamos el orden de p,, para el método de Taylor de la siguiente
forma: se define ¢, como

en = 4 €0 Serlemlloo < o, (4.4.1)
¢ de lo contrario.
y entonces,
1
DPm = [—5 Ine,, + 1] (4.4.2)

donde [x] es la funcién que redondea un nimero x al entero méas pequeno tal que sea
mayor o igual a x.

Comparando con la proposicién anterior, es como si consideraramos A,, =1y p,, dos
unidades mayores.

Para derivar el paso, consideramos los dos mismos casos. Si €,||Zm||c < €, definimos

5 = (—5—)3. 1<j<p, (443)
y si €q < € ]|Zm|oos
60) = (Hxﬁumﬁ, 1<ji<p (4.4.4)
Bz

Por lo tanto, en los dos casos estimamos que el radio de convergencia es el minimo de los
dos ultimos términos

8 = min (6271 5Py (4.4.5)
y el estimado paso es
Om

Para los casos en los que A,, # 1 necesitamos acotar el error de truncamiento corres-
pondiente al orden p,, y al paso h,,; para ello, usaremos la siguiente proposicién.

Proposicién 4.4.1. 1. Si & |m|loo < €q, entonces

J— — m m 6
|lom = ppm =) < ey, (alminEm < 6%

2. Si€r||Tm|lco > €q, entonces
et o (R
Sey T S5
[%m lso €

Observacion 4.4.2. Nétese que aunque la férmula para el orden utiliza A, = 1, su valor
real se tiene en cuenta en las férmulas (4.4.3) y (4.4.4), por ello esta tltima proposicién
se cumple con A,, # 1.

|Zm || oo

Estos resultados se han utilizado para implementar dos controles de paso.
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4.5. Controles de paso

4.5.1. Primer control de paso

Equivale a usar las férmulas (4.4.1) y (4.4.2) para el orden y (4.4.3)(4.4.4)(4.4.5) para
el radio de convergencia. Finalmente, se anade un factor (4.4.6) para asegurar el control
de paso:

Om

0,7
hp = 2 exp(—

pmfl

)

4.5.2. Segundo control de paso

Es una correccion del anterior método que evita tamafos de paso excesivamente gran-
des, los cuales podrian llevar a cancelaciones al sumar la serie de Taylor.

Sea h,, el control de paso encontrado usando el primer método, definimos z como:

L {1 si€rl|zmlloc < €as (4.5.1)

|Zm|lcc  de lo contrario.

Sea hy, < hy, €l valor mas grande tal que:

4.6. Computacion de alta precision

Como hemos comentado al principio, este paquete de software tiene la propiedad de
que es compatible con aritmética de alta precisién.

Asumiendo que estamos resolviendo el problema de valor inicial y que, en un paso,
usamos un tamano de paso h < 1y un orden p para obtener un error € < 1. El niimero
de operaciones necesarias para el céalculo de derivadas es O(p?)(Corolario 4.2.3). Como
el nimero de operaciones para la suma de la serie de potencias es O(p), el nimero de
operaciones totales para un paso es O(p?). Por ello, si quisiéramos incrementar la precisién
hasta €' con (2 < I) podriamos simplemente incrementar el orden del método de Taylor
hasta Ip, para que el niimero de operaciones se incremente por un factor 12. Si quisiéramos
incrementar la precision sin incrementar el orden, reduciriamos el tamano del paso h.
Esta dltima opcién significaria que el ntimero total de operaciones se incrementaria por

un factor de hl%l’ mayor que 2.

En consecuencia, requiere bastante menos trabajo incrementar el orden que reducir el
paso. Por ello, los métodos de orden fijo son fuertemente penalizados en cuanto se requiere
alta precisién en comparacién con los métodos de orden variable.

Por esta razén, hemos utilizado este método para calcular el dngulo entre las dos
separatrices del sistema del péndulo rapidamente forzado, ya que se requiere una precision
muy alta al trabajar con digitos muy pequefios, de érdenes de O(107%?) o més segtin los
valores de € y de p.
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4.7. Implementacion del software

Taylor actiia como traductor, lee un sistema de EDOs desde un archivo de texto
plano y genera un conjunto de rutinas en C que implementan el método de Taylor para
el sistema dado.

Taylor trabaja en distintas fases, donde en cada fase se genera una salida y se pasa
como entrada a la préxima fase.

La primera fase es la fase 1éxica. Esta consiste en la traduccién de los caracteres del
archivo de entrada en unidades léxicas llamadas tokens, mediante el uso de escéneres
(analista 1éxico). Este escdner estd generado por Lex.

La siguiente fase es la fase sintdctica. En esta fase, un analizador agrupa los tokens
en unidades sintacticas y verifica que la entrada sea sintacticamente valida de acuerdo
con un conjunto de reglas de gramatica libre de contexto. La salida del analizador es el
arbol sintactico, una representacién grafica de la entrada. Este analizador esta generado
por Yacc.

La siguiente fase es la optimizacién. En esta fase, el arbol sintactico se analiza y
modifica utilizando transformaciones que preservan la semantica. En esta fase se llevan a
cabo tareas como:

1. La identificacién y el marcaje de expresiones constantes. Las expresiones constantes
son triviales de manejar al calcular derivadas de alto orden.

2. La eliminacion de subexpresiones comunes. En este caso, la tarea de buscar subex-
presiones comunes se realiza casi por completo a nivel ”1éxico”. En este paso, recorre-
mos la rama derecha del arbol sintdctico para cada ecuacién diferencial y anotamos
los nodos con sus subexpresiones definitorias. Para los nodos no terminales, se in-
troducen variables temporales cuyas expresiones definitorias se registran como sus
atributos. Luego, el conjunto de variables temporales se compara por pares utili-
zando sus expresiones definitorias. Si se encuentra que dos variables son iguales,
una de ellas se elimina. Este proceso continiia hasta que no se encuentren variables
redundantes.

3. Laintroduccién de variables auxiliares para algunas funciones elementales. Por ejem-
plo, se agrega una nueva variable v = cosz a la tabla de simbolos si sinz aparece
en el arbol sintéactico.

4. La construccién de graficos de dependencia entre todas las variables y se ordenan
las variables segun el grafico de dependencias.

5. La expansion de las potencias como series de productos.
La ultima fase consiste en la generacién de cédigo. Se aplican las formulas de la propo-

sicién 4.2.2 al c6digo producido por el optimizador, con el fin de generar procedimientos
que calculen los coeficientes de Taylor de forma secuencial.
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Calculo del angulo de escision

En esta seccién explicaremos la parte principal de este Trabajo de Fin de Grado: la
creacién del programa que calcula con alta precision la medida del angulo entre las dos
separatrices del péndulo rapidamente forzado.

Explicaremos la légica de todo el programa, junto con las funciones utilizadas en todo
momento.

Todo ello, acompanando la explicacion del razonamiento matematico que fundamenta
el flujo de trabajo del programa.

5.1. Calculo orbitas periodicas

Todo nuestro programa parte de la definicion de la ecuacién del péndulo rapidamente
forzado,

t
Z +sinz = p sin <> (5.1.1)
€

Podemos observar que esta ecuacién se puede reescribir a
Z+sinx = f(z,t)
donde f(z,t) es una funcién periédica en ¢ ya que incluye sin(é).
Por ello podemos calcular su T-periodo.
Observacién 5.1.1. El periodo de una funcién senoidal depende del argumento del seno:

= Si el argumento es wt = é, la frecuencia angular es w = %

= Sustituyendo w = %, el T-periodo es: T = 27e

Esto significa que f(z,t) se repite cada T' = 2me unidades de tiempo, independientemente
de x.

En este momento seguimos un razonamiento en términos de la definicion de una
funcion de retorno o mapa de Poincaré y el uso del método de Newton para encontrar
soluciones periddicas.

21
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Definimos F' : R® — R", correspondiente al flujo del sistema, evaluado después del
periodo T' = 27e. Es decir:
F(zo) = ¢(z0,T)

donde ¢(x,t) es la solucién del sistema que parte de la condicién inicial z(0) = zg y
evoluciona con el flujo del sistema del péndulo rapidamente forzado.

Para encontrar soluciones periédicas del sistema, buscamos un punto zg tal que F(zg) =
zo. Esto se traduce en resolver:

Gz)=F(z)—z=0 (5.1.2)

Para resolver G(x) = 0 vamos a usar el método de Newton.

5.2. El método de Newton

Definicién 5.2.1. Sea F = (f1, fo, ..., fn) : U C R® — R"™ funcién C' y T € U tal que
F(7) = 0. Recordemos que si x € U:

of  ofh ... O
ox1 Oxo Ozn
Ofr Of2 .. Of2
DF(Q}) _ 8?1 8:?2 0xn
Ofm  Ofm ... Ofm
Oz Ox2 Oxn

Sea z(®) cercano a Z. Usando Taylor:

0=F(Z) ~ F(z®) + DF(z®)(z — 2®)

Resolviendo el sistema F(z*)) + DF (z*®))(Z — 2(®)) = 0 obtenemos una aproximacién
xF+1 de T lo cual, si lo generalizamos, encontramos la funcién de iteracién del método de
Newton:

bt =2k — [DF (M) TF(2F) VE>0
Volviendo a nuestro sistema en particular, queremos usar el método de Newton para

resolver G(z) = 0, lo cual es valido ya que G(z) es diferenciable gracias a que f(x,t) =
pusint —sinz lo es.

El método de Newton iterativo estd dado por:
Tptl = Tp — [DG(a:n)]flG(xn)
donde DG(x) es la derivada de G(x), es decir:
DG(x) = DF(x) — 1

siendo DF(z) la derivada del flujo F(z)
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5.3. Funcion de Newton

En nuestro programa principal hemos desarrollado una funcién que implemente todo
este razonamiento.

Esta funcién llamada newton recibe como pardmetros los valores solution/2],DF[2][2], F[2],meps
donde el parametro solution[2] guardara la solucién que encuentre el método de Newton,
el pardmetro DF[2][2] es la matriz diferencial DF(z), al pardmetro F[2] se le pasa el
punto inicial y se guarda en él ¢(F'(z)), finalmente el pardmetro meps guarda el valor de
€.

Dentro de esta funcién se llaman a otras funciones como subtract_vectors, in-
vert_matrix, multiply_matrices y update_F, esta tultima tiene gran relevancia y se
utiliza mucho a lo largo del programa.

void newton(mpreal solution[2], mpreal DF[2] [2], mpreal F[2], mpreal meps){
mpreal tolerance,x_n[2], x_n1[2], F_minus_x[2],step[2];
mpreal identity[2][2] = {{1.0, 0.0}, {0.0, 1.0}};
mpreal DF_minus_I[2][2], inverse_DF_minus_I[2][2],t=0;
int max_iterations = 1000000, iteration = 0,k;
k=mpreal: :get_default_prec();
tolerance=pow(0.5,k);
F[0]=-3.14;
F[1]=0.0;
x_n[0]=F[0];
x_n[1]=F[1];

while (1) {
//Calculamos F(xz_n) y DF(z_n)
update_F(F,DF,1, meps);
//Calculamos F(z_n)-z
subtract_vectors(F, x_n, F_minus_x);
//Calculamos DF(xz_n)-I
for (int 1 = 0; i < 2; i++) {
for (int j = 0; j < 2; j++) {
DF_minus_I[i][j] = DF[i][j] - identity[i][j];
}

//Invertimos DF_minus_1I
if ('invert_matrix(DF_minus_I, inverse_DF_minus_I)) {
std::cerr << "Matriz DF(x_n) - I is singular. Cannot proceed." <<
std::endl;
return;

}

// Calculamos paso: (DF(z_n) - I)~(-1) * (F(z_n) - z_n)
multiply_matrices(inverse_DF_minus_I, F_minus_x, step);

//Restamos z_n al step y lo guardamos en z_nl
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for (int i = 0; i < 2; i++) {
x_nl1[i] = x_n[i] - steplil;

//Comprobamos convergencia
mpreal error = sqrt(pow(x_ni1[0] - x_n[0], 2) + pow(x_ni[1] - x_n[1], 2));
if (error < tolerance) {

solution[0]=x_n1[0];

solution[1]=x_n1[1];

break;

//Actualizamos z_n=x_nl y actualizamos F(z_n)
for (dnt 1 = 0; i < 2; i++) {
x_nl[i] = x_ni1[i];
}
F[0]=x_n1[0];
F[1]=x_n1[1];
// Comprobamos limite de titeracion
iteration++;
if (iteration > max_iterations) {
std::cerr << "Failed to converge within " << max_iterations
<< " diterations." << std::endl;
break;
}
}

return;

5.4. Funcion update F

La funcion update_F tiene gran importancia en el programa y se usa de forma repe-
tida.

Es en esta funcién donde utilizamos el método de Taylor para encontrar el valor de
F(x) y DF(x).

Podemos observar que partiendo tinicamente del sistema del péndulo rapidamente for-
zado no obtendremos la matriz DF(z) la cual nos es necesaria para aplicar el método de
Newton. Para resolver este problema, calculamos DF'(xz) mediante las ecuaciones varia-
cionales.

En concreto DF(xg) representa la matriz jacobiana del flujo F(zg), que relaciona la
forma en que pequenas perturbaciones en xg afectan al estado del sistema después de un
tiempo T. Esto implica que estamos buscando cémo evoluciona una variacién inicial dxg
bajo el sistema dindmico. Para calcular esta matriz, se usan las ecuaciones variacionales
respecto a xg.

Teorema 5.4.1. Sea f: Q C R xR™ x R™ — R", Q abierto, una familia de funciones
que dependen de un pardmetro A € R™. Supongamos que f es una funcion continua y de
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clase C*(Q) respecto de x y X. Consideramos el problema de Cauchy definido por
T = f(t,x,\)
{36 (to) = zo
Entonces ¢(t;to, z9,\) es de clase C' respecto de (t,to, zo, \).

Definicién 5.4.2. Sea ¢(t) = (¢1(t), a(t), ..., dn(t)) la solucion del problema de Cauchy
(es decir, ¢(t) := ¢(t; to, xo, A))

z(to) = 2o

{ i = f(t,z,\)

donde suponemos que f estd en las hipotesis del resultado anterior.
Definimos la matriz M (t) como

99(t)

M(1) = ("

); M(t) € M,

la matriz de las derivadas parciales de ¢(t) respecto de la condicion inicial xo = (v}, 23, 23, ..., xF).

Teorema 5.4.3. La matriz M(t) es la solucion del problema de Cauchy (matricial, lineal,
homogéneo)

X(to) = Id]Rn

donde A(t) := Dy f(t,¢(t; to, xo, \), N). Es decir, la matriz M(t) es la matriz fundamental
principal del anterior sistema, y este sistema se llama ecuacion variacional para la

{ X =A@#)X

condicion inicial xg.

Para que el paquete de software de Taylor nos genere un integrador numeérico ade-
cuado, le hemos pasado como pardmetro el sistema del modelo del péndulo rapidamente
forzado junto con el sistema de la ecuacién variacional respecto de zg. Le pasamos este
texto plano:

X'=y;

y’'= mu*sin(t/epsylon)-sin(x);
a’= c;

b'=d;

c¢'=(-1)*a*cos(x);
d’=(-1)*b*cos(x);

donde las dos primeras ecuaciones representan el sistema del péndulo rapidamente
forzado, donde hemos introducido la variable y para reformular el sistema como un sistema
de primer orden. Las cuatro ultimas representan el sistema de la ecuacién variacional
respecto de xg.

Finalmente, otro tema a considerar en esta funcién es que se aplican conversiones a
los distintos tipos de datos. En nuestro programa principal usamos el wrapper de Pavel
Holoborodko MPFR C++ con el objetivo de aliviar la gramética de escribir expresiones
matematicas usando MPFR. En esta funcién convertimos datos mpreal a datos mpfr_t
que son los que acepta el método de Taylor, al ser este compatible con MPFR.

Esta conversién se hace mediante la funcién AssignMyFloat().
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int update_F(mpreal F[2],mpreal DF[2][2], int direct, mpreal meps){

MY_FLOAT punto[6], endtime, t;

double loglOabs_err, loglOrel_err;
int i, nsteps = 10000, order=10, 1=0;
int step_ctrl_method=2,k;

static int flag=0;

mpreal tf, mmu=pow(meps,1);

k=mpreal: :get_default_prec();

//Reservamos memoria

InitMyFloat (t);

InitMyFloat (endtime) ;

InitMyFloat (epsylon) ;

InitMyFloat (mu) ;

for (int j=0; j<6; j++) InitMyFloat(puntol[jl);

//Inicializamos valores

mpfr_set_str(t,"0",10,GMP_RNDN) ;

AssignMyFloat (epsylon,meps.mpfr_ptr());

AssignMyFloat (mu,mmu.mpfr_ptr());

tf = const_pi() * 2 * meps;

AssignMyFloat (endtime,tf.mpfr_ptr());

logl0abs_err = k*1logl0(0.5);

loglOrel_err = kxlogl0(0.5);

AssignMyFloat (punto[0] ,F[0] .mpfr_ptr());
AssignMyFloat (punto[1],F[1] .mpfr_ptr());
mpfr_set_str(punto[2],"1",10,GMP_RNDN) ;
mpfr_set_str(punto[3],"0",10,GMP_RNDN) ;
mpfr_set_str(punto[4],"0",10,GMP_RNDN) ;
mpfr_set_str(punto[5],"1",10,GMP_RNDN) ;

//Calculamos F(z) y DF(z)
while(1!=1) {
l=taylor_step_tfg(&t, punto, direct,2,loglOabs_err, loglOrel_err,
&endtime, NULL, NULL,NULL);
}

//Devolvemos el resultado
F[0]=punto[0];
F[1]=punto[i];

DF[0] [0]=punto[2];

DF[0] [1]=punto[3];

DF[1] [0]=punto [4] ;

DF[1] [1]=punto[5];

//Liberamos memoria
for (int j=0; j<6; j++) ClearMyFloat(punto[jl);
ClearMyFloat (t);
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ClearMyFloat (endtime) ;
ClearMyFloat (epsylon) ;
ClearMyFloat (mu) ;
return O;

5.5. Intervalo fundamental

Definicion 5.5.1. Definimos un intervalo fundamental de una variedad invariante co-
mo un segmento de curva perteneciente a dicha variedad que sirve como unidad inicial
para describir la totalidad de la variedad a través de iteraciones del sistema dindmico
considerado.

Al encontrarnos con una variedad invariante, podemos definir toda la variedad de la
siguiente forma.

Partiendo de un segmento de la variedad I(pg,p1), al que llamaremos el inter-
valo fundamental, se puede calcular de forma iterada las imagenes de este intervalo
por la funcién F' y como la variedad es invariante por F', en particular, tendremos que
F(I(po,p1)) :=L(F(po), F(p1)), pertenecera a la variedad.

Definicion 5.5.2. Un intervalo fundamental propagado es el resultado de aplicar itera-
tivamente el flujo del sistema dindmico a un intervalo fundamental, extendiendo asi su
alcance dentro de la variedad invariante.

Observaciéon 5.5.3. Este concepto se utiliza para determinar como una porcién inicial
de la variedad se deforma y distribuye bajo las transformaciones inducidas por el sistema.

En particular, el intervalo propagado se considera clave para identificar puntos de
interés como intersecciones con otras estructuras dindmicas, como separatrices o ejes de
coordenadas.

Al ser F' en nuestro caso el flujo del sistema del péndulo réapidamente forzado, lla-
maremos a la iteracién del calculo de las imdgenes de I(pg, p1) por F' la propagacion del
intervalo fundamental.

En esta secciéon definimos una funcion interval_fonamental que propaga el interva-
lo fundamental I(pg,p;) hasta que la ultima imagen contenga el punto de corte entre
las separatrices del sistema. Es decir, se van calculando las iméagenes por el flujo F
del intervalo I(pg,p1) hasta que el intervalo fundamental propagado F™ (I(po,p1)) =
I(F™ (pg), F™ (p1)) cumpla que F™ (pg)F™ (p1) < 0, que contenga el eje y.

Notacién 5.5.4. F(")(z) denota la composicion n veces de x por F.

Ejemplo 5.5.5.

F(3)(aj) : |

i
=
=
3
-

Basandonos en esta logica, hemos desarrollado una funcién que nos encuentre un in-
tervalo, el intervalo fundamental propagado, que contenga el punto de corte de las
separatrices. Tras ello, aplicaremos el método de la biseccion para encontrar el punto de
corte.
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int interval_fonamental (mpreal puntal[2],mpreal puntb[2], mpreal matrix[2][2],
mpreal meps){

int max_iterations = 1000000, iteration = O;

while (puntb[0]<0){
update_F(punta,matrix,1,meps);
update_F (puntb,matrix,1,meps);

// Comprobamos limite de iteracion
iteration++;
if (iteration > max_iterations) {
std::cerr << "Failed to converge within " << max_iterations <<
iterations." << std::endl;
break;

}

return iteration;

5.6. Meétodo de la biseccion

Recordemos el Teorema de Bolzano

Teorema 5.6.1. Dada una funcion f continua en [a,b], si f(a)f(b) <0 entonces existe
c € (a,b) con f(c)=0

Definicién 5.6.2. El método de la biseccion se basa en el Teorema de Bolzano. La idea
es la siguiente: Se construye una sucesion de intervalos [a,b]=]ag,bo] D [a1,b1] D ... D
[an, by]... siempre con f(a;)f(b;) <O.

Empecemos considerando [a,b] = [ag,bo] con f(ao)f(by) < 0. Calculamos el punto
medio cy = “OQLbO. Ahora el intervalo [a1,b1] viene definido de la siguiente forma:

a1, bi] = {[ao’cd si f(a0)f(co) <0,
ai, 1] = )
[co,bo]  si f(co)f(bo) <O

Para cada i haremos, ¢; = ‘“TH" Si f(c;) = 0 entonces ¢; es el cero. En general:
la;, il si fla;)f(e;) <O,
[@it1,biv1] = _
[ciybi]  si fei)f(b) <O

bo—ao
2i+1

La longitud del intervalo la encontraremos haciendo ||[aiy1,bi+1]]] =

Después de explicar el método de la biseccién, pasamos a explicar la funcién. Esta
funcién es de gran importancia ya que en ella se ejecutan dos pasos necesarios para el
objetivo final del programa.
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En primer lugar, propagamos el intervalo fundamental por la variedad invariante hasta
tener un intervalo que contenga el eje y. Esto lo hacemos para encontrar un intervalo que
contenga el punto de corte entre las dos separatrices, ya que sabemos por simetria que
este punto de corte se da en el eje y del plano.

En segundo lugar vamos aplicando el método de la biseccién al intervalo fundamental
con el fin de encontrar el punto xy, yx tal que ®(zk,yi) sea el punto de corte de las dos
separatrices.

Observacién 5.6.3. Observemos que se ha de aplicar el método de la biseccién en el
intervalo fundamental, pero se utiliza como criterio para escoger una mitad el intervalo
fundamental propagado. Es decir, si el intervalo fundamental es (a,b) utilizamos ®(a) *

@(GTH’) vemos si contiene algin punto de la forma (0,x). Si es asi, pasamos a reducir el

intervalo a (a, "T‘H’), si se diera el caso contrario nos quedariamos con el intervalo (“T‘H’, b).

int bisection_on_variety(mpreal a[2], mpreal b[2], mpreal DF[2][2],
mpreal f_result[2], mpreal result[2], mpreal meps) {

mpreal mid[2]; // Punto medio

mpreal f_a[2], f_b[2], f_mid[2], tolerance; // Imagenes de z para a, b y mid
int iterations = 0, num_prop=0,k;

k=mpreal: :get_default_prec();

tolerance=10*pow(0.5,k/2);

f_a[0]=a[0];

f_al1l=al1];

f_b[0]=b[0];

f_bl[11=b[1];

//Propagamos tintervalo fundamental para que contenga el punto de corte con el eje y
num_prop=interval_fonamental(f_a,f_b,DF,meps);
printf("\n\nIntervalo fundamental propagado:\n");

//Imprimimos punto incial y punto final del intervalo fundamental propagado
cout << "Punto P1: ( " << f_a[0] << " , " << f_a[1] << ")" <<endl;
cout << "Punto P2: ( " << f_b[0] << " , " << f_b[1] << ")\n" <<endl;

// Verifica que el intervalo fundamental propagado contiene la raiz

if (f_af0] = £_b[0] > 0) {
printf ("Error: El intervalo inicial no contiene la raiz (f(a) * f(b) > 0).\n");
return 1;

// Método de biseccion
while ( sqrt(pow(f_b[0] - f_al[0], 2) + pow(f_b[1] - f_al[l], 2)) > tolerance &&
iterations < 10000) {

// Calcula el punto medio

mid[0] = (a[0] + b[0]) / 2.0;

mid[1] = (a[1] + b[1]) / 2.0;

// Propaga el punto medio con la aplicacién de Poincaré
f_mid[0]=mid[0];
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f_mid[1]=mid[1];
for(int i=0; i<num_prop;i++){update_F(f_mid, DF, 1, meps);}

// Decide en qué subintervalo continuar
if (f_mid[0] = f_a[0] < 0) {
// La raiz estd en f([a, mid])
b[0] = mid[0];
b[1] = mid[1];
f_b[0] = £f_mid[0];
f_bl1] = f_mid[1];
} else {
// La raiz estd en f([mid, b])
al0] = mid[0];
al1] = mid[1];
f_al0] = f_mid[0];
f_al1]l = f_mid[1];
}

iterations++;

if (iteratiomns >= 10000) {
printf("Advertencia: Alcanzado el mdximo de iteraciones sin convergencia.\n");

printf("Iteracio: %d\n",iterations);
cout << "Aproximacién de coordenada x: " << (f_a[0] + f_b[0]) / 2.0 <<endl;

// El punto medio es una aproximacion del cruce con el eje Y
result[0]=(a[0] + b[0]) / 2.0;

result[1]=(al[1] + b[1]) / 2.0;

f_result[0] = 0.0; // La interseccion ocurre en = = 0
f_result[1] = (f_al1] + £_b[1]1) / 2.0; // Aprozimacidn de y
return num_prop;

5.7. Vector tangente

Tras haber calculado ya el punto de corte entre las separatrices principales, pasamos
a calcular el vector tangente a la separatriz que pasa por el punto cercano a (—m,0).

Para ello vamos a utilizar dos formas de calcular el vector. La primera va a ser mediante
la aplicacién del método de Richardson y la segunda va a ser mediante la propagacion de
una curva de manera algebraica.
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5.7.1. Meétodo de extrapolacion de Richardson

Teorema 5.7.1. Sea F' € C(I) con z; €l y a; € I con a; > 0. Entonces existe y € I tal
que Y%y aiF(2;) = F(y) 3oL, ai

Proposicién 5.7.2. Sea ahora f € C3([c — h,c+ h]). Usando la férmula centrada para
1"(c), obtenemos:

4) (6) (8) (8)

F(h) = f”(c)+2f4—,(c)h2+2f 6'(C)h4+ ! (a);f 8)

K a,B € (c,c+ h)

Esto muestra que F(h) — f"(c) = a1h® + agh®...

Definicién 5.7.3. Sea una funcion F(h) que podamos evaluar para valores h # 0 aunque
presenta dificultades para h — 0. Supongamos que queremos calcular f'(c). Usaremos la

formula centrada:
Fle+h) = fle—h)
2h

Hemos visto en esta seccion que F(h) = f'(c) + a1h? + agh* + ... Ahora, si evaluamos f
para 2h:

F(h) =

F(2h) = f'(c) + a1(2h)? + aa(2h)* + ...

Sin tener en cuenta los términos con grado mayor que 2. Utilizando la siguiente resta:
F(2h) — F(h) = 3a1h?

o de manera equivalente
F(2h) — F(h)

3
Si volvemos a la expresion anterior, ya conocida:

= a1h2 4+ ...

F(2h) — F(h)

Bl = f'(e) + =

La generalizacion de este proceso se hace introduciendo la notacion siguiente:Fj(h) =
F(h) y Fo(h) = Fi(h) + w De manera mds general:

F(h) = f'(c) + a1h” + agh?* + ... p1 <p2 <p3

Reiterando el proceso partiendo de h = hg y %, Reiterando el proceso partiendo de h = hg

Yy %, ... con q > 1, considerando Fy(h) = F(h) obtenemos:

Fi.(h) — Fi.(2h)

Fia(h) = Fy(h) + =2 5=

k=1,2.

Volviendo a nuestro programa, aplicamos el método de Richardson para calcular el
vector tangente. En nuestra funciéon richardson se ejecutan tres iteraciones del método
de Richardson para la aproximacién del vector tangente.

En esta funcion llamamos varias veces a la funcion calcul_rich que nos calcula las
correspondientes Fi(h), F1(2h), Fa(h), Fo(2h) v F3(h).

Finalmente, en esta misma funcién normalizamos el vector tangente y lo imprimimos
por pantalla.
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void richardson(mpreal solution[2], mpreal DF[2][2], int num_prop, mpreal vec_tan[2],
mpreal meps){

mpreal tolerance, solutionp[2], solutionm[2], F_1[2], F_2[2], F_1h[2], F_2h[2];
int k=mpreal::get_default_prec();
tolerance=pow(0.5,k);

//F_1(h)

calcul_rich(solution, DF, num_prop, tolerance, F_1, meps);

//F_1(2%h)

calcul_rich(solution, DF, num_prop, 2*tolerance, F_1lh, meps);

//F_2(h)
F_2[0]=F_1[0]+(F_1[0]-F_1h[0])/3;
F_2[1]1=F_1[11+(F_1[11-F_1h[11)/3;

//F_2(2h)

calcul_rich(solution, DF, num_prop, 2*tolerance, F_1, meps);
calcul_rich(solution, DF, num_prop, 2*tolerance, F_1ih, meps);
F_2n[0]=F_1[0]+(F_1[0]-F_1n[0])/3;
F_2h[1]=F_1[1]+(F_1[1]-F_1h[1])/3;

//Calcul F_3(h)

vec_tan[0]=F_2[0]+(F_2[0]-F_2h[0])/15;

vec_tan[1]=F_2[1]+(F_2[1]-F_2n[1])/15;

mpreal norm = sqrt(vec_tan[0] * vec_tan[0] + vec_tan[1] * vec_tan[1]);

vec_tan[0] /= norm

vec_tan[1] /= norm;

cout << "Converged to vector: f_vec = [ " << vec_tan[0] << " , " << vec_tan[1]
<< "J\n" <<endl;

}
void calcul_rich(mpreal entradal[2], mpreal DF[2][2], int num_prop, mpreal h,
mpreal result[2], mpreal meps){

mpreal solutionp[2], solutionm[2];

solutionp[0]=entrada[0]+h;
solutionp[1]=entradal[1]+h;
solutionm[0]=entradal[0]-h;
solutionm[1]=entradal[1]-h;

for(int i=0; i<num_prop;i++){

update_F(solutionp,DF, 1, meps);
update_F(solutionm,DF, 1, meps);

result [0]=(solutionp[0]-solutionm[0])/(2*h);
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result[1]=(solutionp[1]-solutionm[1])/(2*h);

return;

5.7.2. Método Algebraico

Definicion 5.7.4. Un vector tangente u en Tp]R2 puede representarse como una derivada

0
u = Zuzaixo

actuando sobre funciones f : R — R.

direccional

Proposicién 5.7.5. Sea F : R? — R? una aplicacion diferenciable. Sea DF (p) la matriz
jacobiana de F' evaluada en el punto p. Sea u € TpR2 un vector tangente en el punto p. La
derivada de F actia sobre u para transformar el vector tangente de p al vector tangente
de F(p):

v=DF(p)u

Esto se fundamenta en que DF(p) describe como las derivadas parciales en p se trans-
forman bajo F. En coordenadas:

Z 83:]

Observacién 5.7.6. La interpretaciéon geométrica es que en el espacio tangente, DF'(p)
da una transformacion lineal que lleva vectores tangentes en T,,]R2 a vectores tangentes
en T F(p)R2

Basados en esta tltima proposicién podemos calcular el vector tangente en el punto
de corte de las separatrices mediante la propagacion del vector tangente en el punto del
intervalo fundamental.

Observamos que cerca del punto fijo calculado mediante el método de Newton, las dos
separatrices se comportan como rectas de pendientes 1 y -1 respectivamente.

Por lo tanto, sea el intervalo fundamental [p1, p2], el vector tangente en el intervalo
fundamental es u = py — p;. Mediante la propagacion de este vector y del intervalo
fundamental a través de la aplicacion de Poincaré podemos determinar el vector tangente
en el punto donde se cortan las separatrices.

Aplicando esta légica es como hemos programado la funcién vector_prop.

void vector_prop(mpreal solution[2], mpreal DF[2][2], mpreal tan[2], mpreal f_tan[2],
int num_prop, mpreal meps){

mpreal norm;

for(int i=0; i<num_prop;i++){
update_F(solution,DF, 1, meps);
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multiply_matrices(DF, tan, f_tan);
tan[0]=f_tan[0];
tan[1]=f_tan[1];

norm= sqrt(f_tan[0] * f_tan[0] + f_tan[1] * f_tan[1]);
f_tan[0]=f_tan[0] /norm;
f_tan[1]=f_tan[1]/norm;

cout << "Converged to vector: f_vec = [ " << f_tan[0] << " | " << f_tan[1]
<< "J\n" <<endl;

return;

5.8. Calculo del angulo y comprovacién

Finalmente tras haber calculado dos vectores tangentes mediante diferentes métodos,
uno de aproximacion diferencial y otro basado en el algebra, podemos calcular el dngulo
que separa las dos separatrices principales.

Para ello, aprovechandonos de la simetria de todo el sistema del péndulo rapidamente
forzado, calculamos este angulo mediante dos pasos:

1. Calculamos el angulo del vector calculado con el eje de las x, es decir con el vector
(1,0).

2. Multiplicamos este angulo por 2 aprovechandonos de la simetria del sistema.

Observacion 5.8.1. Sea v el vector calculado, para calcular el 4ngulo con el vector (1,0)
podemos utilizar la igualdad:

v

a = [tan -

vo

]—1

Tras el célculo del dangulo de forma experimental, finalmente, comprovamos el angu-
lo basandonos en distintos articulos tedricos que han desarrollado ecuaciones para este
angulo segun el valor de los parametros.

En concreto, en este programa nos basamos en el articulo de Amadeu Delshams (De-
partamento de Matematica Aplicada de la Universidad Politécnica de Cataluna) y Teresa
M. Seara (Departamento de Matematica Aplicada de la Universidad Politécnica de Ca-
taluna).

Este articulo concluye que

T K 2
= — 1
« 26 Cosh%[ +O(IU’76 )]

Para ello hemos desarrollado la funcién comprovacio_angle:
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void comprovacio_angle(mpreal meps){
mpreal angle,mmu;
mmu=pow (meps, 1) ;
angle = M_PI/(2#meps) * mmu/cosh(M_PI/(2*meps));

cout << "Angle de diferencia entre separatrius segons el abstract: " << angle
<< "% (1 + 0(C " << mmu << ", "<< meps*meps <<")" <<endl;

5.9. Funciones auxiliares

A lo largo de todo el programa hemos ido creando funciones auxiliares para ayudar en
el calculo y la estructura del codigo.

Considero que estas funciones auxiliares también tienen su importancia ya que sin ellas
seria imposible la ejecucién correcta del codigo.

5.9.1. Funcién calcula_veps

Esta funcién se utiliza para calcular los vectores propios de una matriz.

Al estar todo englobado con el sistema del péndulo forzado, esta funcién ha sido
programada en particular para este sistema y por ello solo se considera que el tamano de
la matriz sea de 2 x 2.

Para calcular de forma sencilla los vectores propios de la matriz pasada por parametro,
resolvemos el sistema mediante el método de Cramer.

Aplicando este método, hemos programado la funcidn:

void calcula_veps(mpreal matrix[2] [2], mpreal eigenvalue, mpreal eigenvector[2]){

mpreal a = matrix[0][0];
mpreal b = matrix[0][1];
mpreal c¢ = matrix[1][0];
mpreal d = matrix[1][1];

// Matriz resultante después de restar I
mpreal new_matrix[2][2] = {

{a - eigenvalue, b},

{c, d - eigenvalue}
s

mpreal x1, x2;

// Elegimos una ecuaction del sistema
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x1 = -new_matrix[0] [1];

// Supongamos que b no es 0
x2 = new_matrix[0] [0];

// Normalizacion del wvector propio
mpreal norm = sqrt(xl * x1 + x2 * x2);
eigenvector[0] = x1 / norm;
eigenvector[1] = x2 / norm;

5.10. Main

Finalmente, todo este trabajo no tendria sentido sin un hilo conductor que lo unificara
todo y lo guiara para llegar al calculo del dngulo y la comprobacién de este.

Para ello, hemos desarrollado la funcién main:

int main() {
mpreal: :set_default_prec(mpfr::digits2bits(DIGITS));
mpreal DF[2][2], F[2], solution[2], p1[2], h, p2[2],
vacia[2] [2]={{0.0, 0.0}, {0.0, 0.0}}, f_solution[2];
mpreal vapl, vap2;
mpreal meps;
mpreal vepl[2], vep2[2];
mpreal tan[2], f_tan[2], angle, vec_rich[2];
int num_prop, k;
k=mpreal::get_default_prec();
meps=0.1;
h=pow(0.5,k/2);
printf ("%d\n",k);
cout << "Paso para calcular variedades: " << h <<endl;
printf ("Parte del punto (-3.14,0)\n");

//Calculamos solucion de F(z)-z para encontrar puntos fijos
//del sistema(orbitas periodicas)

newton(solution,DF, F, meps);

cout << "Converged to solution: x = [ " << solution[0] << " , "
<< solution[1] << "]" <<endl;

//Imprimimos F
printf ("Matriz F(x):\n");
cout << F[0] <<endl<< F[1] <<endl;

//Imprimimos matriz DF

printf ("Matriz DF:\n");

cout << DF[0][0] << " " << DF[0][1] << "\n" <<DF[1][0]<<" "<
DF[1] [1]<<endl;
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//Calculamos vaps

vaps (DF, &vapl, &vap2);

printf ("Valores propios:\n");
cout<<"Vapl:"<<vapl<<" \n";
cout<<"Vap2:"<<vap2<<" \n";

mpreal modulol = calculate_modulus(vapl);
mpreal modulo2 = calculate_modulus(vap2);
printf ("modulos de los valores propios:\n");
cout<<"Vapl:"<<modulol<<"\n";
cout<<"Vap2:"<<modulo2<<'"\n";

//Decimos si son estables o inestables
//Punto estable(atractivo)
if (modulol<1 && modulo2<1){printf ("Punto estable\n");}

//Punto inestable
else if (modulol>1 || modulo2>1 ){printf ("Punto inestable\n");}

else if (modulol==1 && modulo2==1){printf ("Punto centrico\n");}

//Imprimimos veps asociados a los vaps
cout <<"Vector propio asociado al vap( " << vapl << " ):\n";

calcula_veps(DF, vapl, vepl);

cout << "(" << vepl[0] << " , " << vepl[1] << ")" <<endl;
cout <<"Vector propio asociado al vap( " << vap2 << " ):\n";
calcula_veps(DF, vap2, vep2);

cout << "(" << vep2[0] << " , " << vep2[1] << ")" <<endl;
//Calculamos intervalo fundamental

//Calculamos pl=p0 + h*v

p1[0]=solution[0]+h*(-vep1[0]);

pllil=solution[1]+h*(-vepl[1]);

//Calcumos p2

update_F(pl,vacia,l,meps);

p2[0]1=p1[0];

p2[1]1=p1[1];
pll0]=solution[0]+h*(-vepl[0]);
pllil=solution[1]+h*(-vepl[1]);
tan[0]=p2[0]-p1[0];
tan[1]=p2[1]-p1[1];
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//Imprimimos pl y p2, este es el intervalo fundamental con el segmento recto
printf ("\n\nIntervalo fundamental:\n");

cout <<"Punto P1: ( " << p1[0] << " , " << p1[1] << " )\n";
cout <<"Punto P2: ( " << p2[0] << " , " << p2[1] << " )\n";

//Bucle para aplicar el metodo de la biseccion y la propagacion del intervalo
printf ("\n\nEntramos en el metodo de la biseccion:\n");

num_prop=bisection_on_variety(pl, p2, vacia, f_solution, solution, meps);

cout <<"Converged to solution: sol = [ " << solution[0] << " , "
<< solution[1] << " J\n";

cout <<"Converged to imaged solution: f_sol = [ " << f_solution[0] << " , "
<< f_solution[1] << " J\n\n";

cout <<"Vector tangente: vec = [ " << tan[0] << " , " << tan[1] << " J\n";
//Calculamos el vector tangente en el eje y mediante extrapolacion de Richardson
richardson(solution, DF, num_prop,vec_rich, meps);

//Calculo del angulo
angle=2*acos (angle_cos(vec_rich));

cout <<"Angle de diferencia entre separatrius segons el metode de derivacio
Richardson i1 el cos: " << angle <<"‘n“;

angle=2*atan2(vec_rich[1],vec_rich[0]);

cout <<"Angle de diferencia entre separatrius segons el metode de derivacio
Richardson i la tan: " << angle <<"!n‘n";

//Calculo de la imagen del vector tangente wvector tangente en el eje vy,
//iteramos tantas veces como se ha tterado para encontrar el intervalo
//fundamental

cout <<"Vector tangente: vec = [ " << tan[0] << " , " << tan[1] << " J\n";
vector_prop(solution, DF, tan, f_tan, num_prop, meps);

//Calculo del angulo angle=2+*acos(angle_cos(f_tan));

cout <<"Angle de diferencia entre separatrius segons el metode de propagacio
i el cos: " << angle <<"N|"

angle=2 * atan2(f_tan[1],f_tan[0]);
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cout <<"Angle de diferencia entre separatrius segons el metode de propagacio
i la tan: " << angle <<"N|Nn”;

comprovacio_angle (meps) ;

return O;



Capitulo 6

Ejecucion y Resultados

El analisis de los resultados obtenidos al calcular el &ngulo entre las separatrices del
sistema del péndulo rapidamente forzado demuestra claramente la necesidad de utilizar
aritmética de alta precisiéon. A lo largo de la ejecucion del programa, implementado en
C++ con soporte de la biblioteca MPFR, se observaron diferencias significativas en la
estabilidad y exactitud de los calculos cuando se variaron los parametros de precisiéon y
los valores de entrada del sistema.

Los célculos realizados en este trabajo se basan en parametros como € y p, cuyos
valores pequenos generan angulos extremadamente reducidos.

Uno de los aspectos mas reveladores es como pequenias diferencias en los valores ini-
ciales o en los parametros € y u afectan el cdlculo del angulo de separacion. Por ejemplo,
la tabla de resultados muestra que, a medida que se incrementa el niimero de digitos de
precisién con el parametro DIGITS, las soluciones convergen a valores significativamente
ma&s consistentes, mientras que con una precision mas baja, los resultados fluctian de
manera erratica o incluso divergen.

A continuacién, se detalla la relacién entre los pardametros, los digitos de precisién
requeridos y los dngulos calculados:

€ 1 Digitos Angulo

0.1 0.1 60 4,73438 x 10~7
0.01 0.01 100 47538 x 10768
0.01 0.0001 100 | 4,78119 x 10770
0.01 | 0.000000001 | 100 | 4,76125 x 10~
0.001 0.001 800 | 5,0534 x 107690

Cuadro 6.1: Tabla de resultados.

Los resultados reflejan como los valores més pequetios de € y u hacen que los cédlculos
sean sensibles al error numérico, lo que requiere un mayor niimero de digitos de precisién
para mantener la exactitud.

Por ejemplo:

= Para e = 0,01 y u = 0,01, los resultados son del orden de 107%, lo que exige al
menos 100 digitos de precisién para evitar errores de redondeo.

= En el caso de € = 0,001 y u = 0,001, el resultado decrece en gran medida debido a
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la dindmica del sistema, alcanzando valores del orden de 10769,

Esto demanda hasta 800 digitos de precisién, mostrando que las herramientas tradi-
cionales de punto flotante no son adecuadas para este problema.

La aritmética de alta precisién utilizada en este trabajo, implementada con la biblioteca
MPFR, permite manejar niimeros de gran escala con exactitud y reduce significativamente
los errores numéricos acumulativos. Esto es crucial, ya que el calculo del angulo entre las
separatrices implica operaciones complejas, como iteraciones de propagacién y derivacién
numérica, donde pequenos errores podrian amplificarse y llevar a resultados incorrectos
0 inconsistentes.

Por dltimo, cabe destacar el impacto del método de Taylor utilizado en el célculo.
Este método, al permitir el control dindmico del orden y tamano del paso, complementa
perfectamente la aritmética de alta precisién, adaptdndose a las necesidades de cada
intervalo de integracién y garantizando un equilibrio entre la eficiencia y la precision
computacional. Sin estas herramientas, el calculo preciso del &ngulo habria sido inviable.

El uso de herramientas de alta precisiéon no es solo una mejora, sino una necesidad en
el andlisis del péndulo rapidamente forzado. Sin estas herramientas, los resultados serian
inalcanzables o carecerian de la fiabilidad necesaria para aplicaciones practicas, como
la modelizacién de sistemas fisicos sensibles o el estudio de fenémenos no lineales en la
dindmica cadtica.
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Conclusiones

En este trabajo se ha abordado el andlisis de las separatrices del sistema del péndulo
rapidamente forzado, con especial atencién al calculo del angulo entre estas. Este proble-
ma, ademads de ser un desafio computacional, aporta un enfoque significativo al estudio
de sistemas dindmicos no lineales y sus propiedades en contextos altamente sensibles. A
continuacidn, se sintetizan las conclusiones obtenidas a partir de este estudio:

7.1. La importancia del angulo entre separatrices

El dngulo entre las separatrices es un parametro crucial para comprender la dindmica
del sistema. Este dangulo determina la geometria de las variedades invariantes asociadas
a los puntos de equilibrio, proporcionando informacién clave sobre la estructura cadtica
del sistema. Ademads, su calculo permite estimar con mayor precisién la sensibilidad del
sistema a las condiciones iniciales y predecir su comportamiento a largo plazo.

En el caso del péndulo rapidamente forzado, el dngulo entre separatrices revela la
influencia de los parametros € y 1, que modulan la amplitud y la frecuencia del forzamiento
externo. Este conocimiento es de gran relevancia tanto para la teoria de sistemas dindmicos
como para aplicaciones préacticas en fisica y otras disciplinas.

7.2. El reto computacional: la necesidad de alta precision

Uno de los principales hallazgos de este trabajo es la identificacion de la necesidad
de emplear aritmética de alta precisién para resolver problemas con parametros muy
pequenos. En este sistema, la combinacién de valores extremadamente reducidos de € y
1 genera dngulos entre separatrices de un orden de magnitud que desborda la capacidad
de la aritmética estandar en punto flotante, como el tipo double. Por ejemplo:

Con € = 0,01 y p = 0,01, el angulo calculado es del orden de 10768, Para ¢ = 0,001 y
i = 0,001, el valor alcanza magnitudes cercanas a 107690,

Estos resultados demuestran cémo los errores de redondeo en las representaciones
numéricas estandar pueden acumularse, volviendo los resultados imprecisos o inservibles.
En consecuencia, el uso de herramientas como la biblioteca MPFR, que permite calculos
con precision arbitraria, es esencial para garantizar resultados fiables.
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7.3. Relevancia de los resultados para la teoria de sistemas
dinamicos

El estudio del dngulo entre separatrices no solo permite describir con mayor detalle
el sistema del péndulo rapidamente forzado, sino que también abre nuevas perspectivas
para analizar fenémenos cadticos en sistemas no lineales. Este andlisis es aplicable en
areas como:

= Modelos fisicos: Por ejemplo, en sistemas de particulas cargadas en campos oscilantes
o en el estudio de resonancias en sistemas mecanicos y electrénicos.

= Astrofisica y dindmica orbital: Donde las separatrices determinan zonas de estabi-
lidad e inestabilidad en la trayectoria de cuerpos celestes.

= Ingenieria y disenio de sistemas robustos: Al analizar sistemas sujetos a forzamientos
externos para prever posibles fallos en condiciones criticas.

7.4. Limitaciones y posibles mejoras

Aunque el trabajo realizado proporciona resultados consistentes y fiables, existen dreas
en las que se pueden realizar mejoras para futuros estudios. Entre ellas:

= Optimizacién computacional: La implementacién de algoritmos mas eficientes para
céalculos de alta precisién podria reducir el tiempo de ejecucién sin comprometer la
exactitud.

= Explorar valores mas extremos de € y u podria ofrecer una vision mas completa de
las transiciones entre comportamiento regular y cadtico.

= Simulaciones visuales: Representar graficamente la evolucion de las separatrices y
los puntos de cruce en el espacio de fases facilitaria la interpretacién de los resultados
y su comunicacién a una audiencia mas amplia.

Este trabajo ha contribuido a la comprensién del sistema del péndulo rapidamente
forzado al destacar la importancia del angulo entre separatrices como un indicador de su
dindmica subyacente. Ademas, ha demostrado la utilidad practica de la aritmética de alta
precisién en problemas matemadticos y fisicos complejos, estableciendo un marco sélido
para futuras investigaciones.

La combinaciéon de modelos tedricos, herramientas numéricas avanzadas y enfoques
computacionales rigurosos ha permitido explorar un problema complejo con un nivel de
detalle que seria inalcanzable mediante métodos convencionales. Este enfoque no solo
enriquece la teoria de sistemas dindamicos, sino que también subraya la importancia de
utilizar tecnologia puntera para abordar problemas de frontera en la ciencia y la ingenieria.
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Anexo

Programa completo

El programa completo quedaria de la siguiente forma:

#include <stdio.h>

#include <stdlidb.h>

#include <math.h>

#include "mpreal.h"

#include <iostream>

#include "taylor.h" // Aqui se incluye el archivo que puede tenmer funciones C

using namespace std;
using namespace mpfr;

#define DIGITS 60

/*External wvariables*/
MY_FLOAT epsylon,mu;

// Funcidén para calcular el determinante de una matriz 2z2

mpreal determinant_2x2(mpreal a, mpreal b, mpreal c, mpreal d) {
return a * d - b * c;

b
// Funcidén para calcular los vectores propios

void calcula_veps(mpreal matrix[2] [2], mpreal eigenvalue, mpreal eigenvector[2]){
mpreal a = matrix[0][0];
mpreal b = matrix[0][1];
mpreal ¢ = matrix[1][0];
mpreal d = matrix[1][1];

// Matriz resultante después de restar I
mpreal new_matrix[2][2] = {

{a - eigenvalue, b},

{c, d - eigenvalue}
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};

mpreal x1, x2;

// Elegimos una ecuacion del stistema
x1 = -new_matrix[0][1]; // Supongamos que b no es 0
x2 = new_matrix[0] [0];

// Normalizacion del wvector propio
mpreal norm = sqrt(xl * x1 + x2 * x2);
eigenvector[0] = x1 / norm;
eigenvector[1] = x2 / norm;

// Funcion para multiplicar una matriz 2z2 por un wvector del plano

void multiply_matrices(mpreal A[2][2], mpreal B[2], mpreal result[2]) {
for (int i = 0; 1 < 2; i++) {
result[i] = 0.0;
for (int j = 0; j < 2; j++) {
result[i] += A[i]l[j] =* B[jl;
}

// Funcion para restar dos vectores

void subtract_vectors(mpreal A[2], mpreal B[2], mpreal result[2]) {
for (int i = 0; i < 2; i++) {
result[i] = A[i]l - B[il;

//Funcion para calcular vaps

int vaps(mpreal matrix[2] [2], mpreal *eigenvaluel, mpreal *eigenvalue2) {
mpreal a = matrix[0][0];
mpreal b = matrix[0][1];
mpreal ¢ = matrix[1][0];
mpreal d = matrix[1][1];

// Calcular la traza (suma de diagonales) y el determinante
mpreal trace = matrix[0][0] + matrix[1][1];
mpreal determinant = matrix[0] [0]* matrix[1][1] - matrix[0][1] * matrix[1] [0];

// Calcular el discriminante del polinomio caracteristico
mpreal discriminant = trace * trace - 4 * determinant;

// Valores propios reales
*eigenvaluel = (trace + sqrt(discriminant)) / 2.0;
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xeigenvalue2 = (trace - sqrt(discriminant)) / 2.0;
return O;

// Funcion para calcular el médulo de un valor propio complejo

mpreal calculate_modulus(mpreal eigenvalue) {
return sqrt(eigenvalue * eigenvalue);

}

// Funcion para calcular la inversa de una matriz 22

int invert_matrix(mpreal A[2][2], mpreal inverse[2][2]) {
mpreal determinant = A[0][0] = A[1]1[1] - A[0][1] = A[1]1[0];

if (fabs(determinant) < 1e-12) {
return 0; // La matriz es singular

A[11[1] / determinant;
-A[0][1] / determinant;
-A[1][0] / determinant;
A[0][0] / determinant;

inverse[0] [0]
inverse[0] [1]
inverse[1] [0]
inverse[1] [1]

return 1;

//funcion para calcular F(z) y DF(z)

int update_F(mpreal F[2],mpreal DF[2][2], int direct, mpreal meps){
MY_FLOAT punto[6], endtime, t;
double loglOabs_err, loglOrel_err;
int i, nsteps = 10000, order=10, 1=0;
int step_ctrl_method=2,k;
static int flag=0;
mpreal tf, mmu=pow(meps,1);
k=mpreal: :get_default_prec();
InitMyFloat(t);
InitMyFloat (endtime) ;
InitMyFloat (epsylon) ;
InitMyFloat (mu) ;
for (int j=0; j<6; j++) InitMyFloat(puntol[jl);

mpfr_set_str(t,"0",10,GMP_RNDN) ;
AssignMyFloat (epsylon,meps.mpfr_ptr());
AssignMyFloat (mu,mmu.mpfr_ptr());

tf = const_pi() * 2 * meps;
AssignMyFloat (endtime,tf.mpfr_ptr());
logl0abs_err = k*1logl0(0.5);

48
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loglOrel_err = k*logl0(0.5);

AssignMyFloat (punto[0],F[0] .mpfr_ptr());
AssignMyFloat (punto[1],F[1] .mpfr_ptr());
mpfr_set_str(punto[2],"1",10,GMP_RNDN) ;
mpfr_set_str(punto[3],"0",10,GMP_RNDN) ;
mpfr_set_str(punto[4],"0",10,GMP_RNDN) ;
mpfr_set_str(punto[5],"1",10,GMP_RNDN) ;

while(1!=1) {

l=taylor_step_tfg(&t, punto, direct,2,loglOabs_err, loglOrel_err,
&endtime, NULL, NULL,NULL);
}

F[0]=punto[0];
F[1]=punto[1];
DF [0] [0]=punto[2];
DF[0] [1]=punto[3];
DF[1] [0]=punto[4];
DF[1] [1]=punto[5];

for (int j=0; j<6; j++) ClearMyFloat(puntol[j]l);
ClearMyFloat (t);

ClearMyFloat (endtime) ;

ClearMyFloat (epsylon) ;

ClearMyFloat (mu) ;

return O;

//Funcion que utiliza el metodo de Newton para encontrar el punto del sistema que corte
//con el eje z(orbitas periddicas)

void newton(mpreal solution[2], mpreal DF[2][2], mpreal F[2], mpreal meps){

mpreal tolerance,x_n[2], x_n1[2], F_minus_x[2],step[2];

mpreal identity[2][2] = {{1.0, 0.0}, {0.0, 1.0}};
mpreal DF_minus_I[2][2], inverse_DF_minus_I[2][2],t=0;
int max_iterations = 1000000, iteration = 0,k;
k=mpreal::get_default_prec();
tolerance=pow(0.5,k);

F[0]=-3.14;

F[1]=0.0;

x_n[0]=F[0];

x_n[1]=F[1];

while (1) {
//Calculamos F(z_n) y DF(z_n)
update_F(F,DF,1, meps);

//Calculamos F(z_n)-z
subtract_vectors(F, x_n, F_minus_x);
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//Calculamos DF(xz_n)-I
for (int i = 0; i < 2; i++) {
for (int j = 0; j < 2; j++) {
DF_minus_I[i][j] = DF[i][j] - identity[il[j];
}

//Invertimos DF_minus_I
if ('invert_matrix(DF_minus_I, inverse_DF_minus_I)) {
std::cerr << "Matrix DF(x_n) - I is singular. Cannot proceed."
<< std::endl;
return;

}

// Calculamos paso: (DF(z_n) - I)~(-1) * (F(z_n) - z_n)
multiply_matrices(inverse_DF_minus_I, F_minus_x, step);

//Restamos z_n al step y lo guardamos en z_nl
for (int i = 0; i < 2; i++) {
x_nl1[i] = x_n[i] - steplil;

//Comprobamos convergencia
mpreal error = sqrt(pow(x_n1[0] - x_n[0], 2) + pow(x_ni1[1] - x_n[1], 2));
if (error < tolerance) {

solution[0]=x_n1[0];

solution[1]=x_n1[1];

break;

//Actualizamos z_n=z_nl y actualizamos F(z_n)
for (int 1 = 0; i < 2; i++) {
x_n[i]

x_nil[i];

F[0]=x_n1[0];
F[1]=x_n1[1];
// Comprobamos limite de iteracion
iterationt++;
if (iteration > max_iterations) {
std::cerr << "Failed to converge within " << max_iterations <<
" iterations." << std::endl;
break;
b
b

return;

//funcidn para calcular la imagen del tintervalo fundamental, propaga el intervalo
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int interval_fonamental (mpreal puntal[2],mpreal puntb[2], mpreal matrix[2][2],
mpreal meps){

int max_iterations = 1000000, iteration = O;

while (puntb[0]<0){
update_F(punta,matrix,1,meps);
update_F (puntb,matrix,1,meps);

// Comprobamos limite de iteracion
iterationt++;
if (iteration > max_iteratiomns) {
std::cerr << "Failed to converge within " << max_iterations <<
" jterations." << std::endl;
break;

}

return iteration;

// Método de Biseccion para encontrar el punto de cruce con el eje Y

int bisection_on_variety(mpreal a[2], mpreal b[2], mpreal DF[2] [2], mpreal f_result[2],
mpreal result[2], mpreal meps) {

mpreal mid[2]; // Punto medio

mpreal f_a[2], f_b[2], f_mid[2], tolerance; // Imagenes de = para a, b y mid

int iterations = 0, num_prop=0,k;

k=mpreal: :get_default_prec();

tolerance=10*pow(0.5,k/2);

f_a[0]=a[0];

f_al1l=al1];

f_b[0]=b[0];

f_bl1]1=b[1];

//Propagamos tintervalo fundamental para que contenga el punto de corte con el eje y
num_prop=interval_fonamental (f_a,f_b,DF,meps);
printf ("\n\nIntervalo fundamental propagado:\n");

//Imprimimos punto incial y punto final del intervalo fundamental propagado
cout << "Punto P1: ( " << f_a[0] << " , " << f_a[1] << ")" <<endl;
cout << "Punto P2: ( " << f_b[0] << " , " << f_b[1] << ")\n" <<endl;

// Verifica que el intervalo fundamental propagado contiene la raiz

if (f_af0] = £_b[0] > 0) {
printf ("Error: El intervalo inicial no contiene la raiz (f(a) * f£(b) > 0).\n");
return 1;
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// Método de biseccion
while ( sqrt(pow(f_b[0] - f_al0], 2) + pow(f_b[1] - f_a[1], 2)) > tolerance &&
iterations < 10000) {

// Calcula el punto medio
mid[0] = (a[0] + b[0]) / 2.0;
mid[1] = (al1] + b[1]) / 2.0;

// Propaga el punto medio con la aplicacién de Poincaré

f_mid[0]=mid[0];
f_mid[1]=mid[1];
for(int i=0; i<num_prop;i++){update_F(f_mid, DF, 1, meps);}

// Decide en qué subintervalo continuar
if (f_mid[0] = f_a[0] < 0) {

// La ratz estd en f([a, mid])
b[0] = mid[0];
b[1] = mid[1];

f_b[0] = f_mid[0];
f_bl[1] = f_mid[1];
} else {

// La raiz estd en f([mid, b])
al0] = mid[0];
al1]l = mid[1];

f_al[0] = f_mid[0];
f_al1] = f_mid[1];
}
iterations++;

b
if (iteratiomns >= 10000) {
printf("Advertencia: Alcanzado el mdximo de iteraciones sin convergencia.\n");

}
printf("Iteracio: %d\n",iterations);
cout << "Aproximacién de coordenada x: " << (f_a[0] + f_b[0]) / 2.0 <<endl;

// El punto medio es una aprozimacidn del cruce con el eje Y
result[0]=(a[0] + b[0]) / 2.0;

result[1]=(al[1] + b[1]) / 2.0;

f_result[0] = 0.0; // La interseccidon ocurre en = = 0
f_result[1] = (f_al1] + £_b[1]) / 2.0; // Aprozimacidn de y
return num_prop;

//calculo del wvector propio mediante la aplicacton algebratca(DF*v=u) y
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//la propagacion de DF

void vector_prop(mpreal solution[2], mpreal DF[2][2], mpreal tan[2], mpreal f_tan[2],
int num_prop, mpreal meps){
mpreal norm;

for(int i=0; i<num_prop;i++){
update_F(solution,DF, 1, meps);
multiply_matrices(DF, tan, f_tan);
tan[0]=f_tan[0];
tan[1]=f_tan[1];

}

norm= sqrt(f_tan[0] * f_tan[0] + f_tan[1] * f_tan[1]);
f_tan[0]=f_tan[0] /norm;

f_tan[1]=f_tan[1]/norm;

cout << "Converged to vector: f_vec = [ " << f_tan[0] << " , " << f_tan[1] <<
"J\n" <<endl;
return;

//formula para comprobar el angulo con el paper

void comprovacio_angle(mpreal meps){
mpreal angle,mmu;
mmu=pow (meps, 1) ;
angle = M_PI/(2+meps) * mmu/cosh(M_PI/(2+*meps));

cout << "Angle de diferencia entre separatrius segons el abstract: " << angle
<< "% (1 + 0(C " << mmu << ", "<< meps*meps <<")" <<endl;

//funcion F(h) del metodo de richardson

void calcul_rich(mpreal entradal[2], mpreal DF[2][2], int num_prop, mpreal h,
mpreal result[2], mpreal meps){

mpreal solutionp[2], solutionm[2];

solutionp[0]=entrada[0]+h;

solutionp[i]=entradal[1]+h;

solutionm[0]=entradal[0]-h;

solutionm[1]=entradal[1]-h;

for(int i=0; i<num_prop;i++){
update_F(solutionp,DF, 1, meps);
update_F(solutionm,DF, 1, meps);
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result[0]=(solutionp[0]-solutionm[0])/(2%h);
result[1]=(solutionp[1]-solutionm[1])/(2*h);
return;

//functon para calcular el vector propio mediante el metodo de Richardson

void richardson(mpreal solution[2], mpreal DF[2][2], int num_prop, mpreal vec_tan[2],
mpreal meps){

mpreal tolerance, solutionp[2], solutionm[2], F_1[2], F_2[2], F_1h[2], F_2h[2];
int k=mpreal::get_default_prec();
tolerance=pow(0.5,k);

//F_1(h)

calcul_rich(solution, DF, num_prop, tolerance, F_1, meps);

//F_1(2%h)

calcul_rich(solution, DF, num_prop, 2*tolerance, F_1ih, meps);

//F_2(h)
F_2[0]=F_1[0]+(F_1[0]-F_1h[0])/3;
F_2[1]1=F_1[1]+(F_1[1]1-F_1h[1])/3;

//F_2(2h)

calcul_rich(solution, DF, num_prop, 2*tolerance, F_1, meps);
calcul_rich(solution, DF, num_prop, 2*tolerance, F_1lh, meps);
F_2h[0]=F_1[0]+(F_1[0]1-F_1h[01)/3;
F_2n[1]=F_1[1]+(F_1[11-F_1n[1])/3;

//Calcul F_3(h)
vec_tan[0]=F_2[0]+(F_2[0]-F_2h[0])/15;
vec_tan[1]=F_2[1]+(F_2[1]-F_2h[1])/15;

mpreal norm = sqrt(vec_tan[0] * vec_tan[0] + vec_tan[1] * vec_tan[1]);

vec_tan[0] /= norm;

vec_tan[1] /= norm;

cout << "Converged to vector: f_vec = [ " << vec_tan[0] << " , " << vec_tan[1]
<< "J\n" <<endl;

//funcion para calcular el angulo entre el wvector y el eje de las z
mpreal angle_cos(mpreal v[2]){

mpreal num,den;
num=v[0] ;
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den=sqrt(v[0] * v[0] + v[1] * v[1]) * sqrt(1);
return num/den;

//eje principal del programa

int main() {
mpreal: :set_default_prec(mpfr::digits2bits(DIGITS));
mpreal DF[2][2], F[2], solution[2], p1[2], h, p2[2],
vacial[2] [2]1={{0.0, 0.0}, {0.0, 0.0}}, f_solution[2];
mpreal vapl, vap2;
mpreal meps;
mpreal vepl[2], vep2[2];
mpreal tan[2], f_tan[2], angle, vec_rich[2];
int num_prop, k;
k=mpreal: :get_default_prec();
meps=0.1;
h=pow(0.5,k/2);
printf ("%d\n",k);
cout << "Paso para calcular variedades: " << h <<endl;
printf("Parte del punto (-3.14,0)\n");

//Calculamos solucion de F(z)-z para encontrar puntos fijos
//del sistema(orbitas periodicas)

newton(solution,DF, F, meps);

cout << "Converged to solution: x = [ " << solution[0] << " , "
<< solution[1] << "]" <<endl;

//Imprimimos F
printf ("Matriz F(x):\n");
cout << F[0] <<endl<< F[1] <<endl;

//Imprimimos matriz DF

printf ("Matriz DF:\n");

cout << DF[0][0] << " " << DF[0] [1] << "\n" <<DF[1][0]<<" "<
DF[1] [1]<<endl;

//Calculamos vaps

vaps (DF, &vapl, &vap2);

printf ("Valores propios:\n");
cout<<"Vapl:"<<vapl<<" \n";
cout<<"Vap2:"<<vap2<<" \n";

mpreal modulol = calculate_modulus(vapl);
mpreal modulo2 = calculate_modulus(vap2);
printf ("modulos de los valores propios:\n");
cout<<"Vapl:"<<modulol<<"\n";
cout<<"Vap2:"<<modulo2<<"\n";

//Decimos si son estables o inestables
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//Punto estable(atractivo)
if (modulol<1 && modulo2<1){printf ("Punto estable\n");}

//Punto inestable
else if(modulol>1 || modulo2>1 ){printf("Punto inestable\n");}

else if (modulol==1 && modulo2==1){printf("Punto centrico\n");}

//Imprimimos veps asoctiados a los vaps
cout <<"Vector propio asociado al vap( " << wvapl << " ):\n";

calcula_veps(DF, vapl, vepl);

cout << "(" << vepl[0] << " , " << vepl[1] << ")" <<endl;
cout <<"Vector propio asociado al vap( " << vap2 << " ):\n";
calcula_veps(DF, vap2, vep2);

cout << "(" << vep2[0] << ", " << vep2[1] << ")" <<endl;
//Calculamos intervalo fundamental

//Calculamos pl=p0 + h*v

pll0]=solution[0]+h*(-vep1[0]);

pllil=solution[1]+h*(-vepl[1]);

//Calcumos p2
update_F(pl,vacia,l,meps);

p2[0]=p1[0];

p2[1]1=p1[1];
pl[0]=solution[0]+h*(-vep1[0]);
plll]l=solution[1]+h*(-vepl[1]);
tan[0]=p2[0]-p1[0];
tan[1]=p2[1]-p1[1];

//Imprimimos pl y p2, este es el intervalo fundamental con el segmento recto
printf ("\n\nIntervalo fundamental:\n");

cout <<"Punto P1: ( " << p1[0] << " , " << p1[1] << " )\n";
cout <<"Punto P2: ( " << p2[0] << " , " << p2[1] << " )\n";

//Bucle para aplicar el metodo de la biseccton y la propagacion del intervalo
printf ("\n\nEntramos en el metodo de la biseccion:\n");

num_prop=bisection_on_variety(pl, p2, vacia, f_solution, solution, meps);
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cout <<"Converged to solution: sol = [ " << solution[0] << " , "
<< solution[1] << " J\n";

cout <<"Converged to imaged solution: f_sol = [ " << f_solution[0] << " , "
<< f_solution[1] << " J\n\n";

cout <<"Vector tangente: vec = [ " << tan[0] << " , " << tan[1] << " J\n";
//Calculamos el vector tangente en el eje y mediante extrapolacion de Richardson
richardson(solution, DF, num_prop,vec_rich, meps);

//Calculo del angulo
angle=2*acos(angle_cos(vec_rich));

cout <<"Angle de diferencia entre separatrius segons el metode de derivacio
Richardson i el cos: " << angle <<"Nn“;

angle=2*atan2(vec_rich[1],vec_rich[0]);

cout <<"Angle de diferencia entre separatrius segons el metode de derivacio
Richardson i la tan: " << angle <<"!n‘n";

//Calculo de la imagen del vector tangente vector tangente en el eje vy,
//iteramos tantas veces como se ha tterado para encontrar el intervalo
//fundamental

cout <<"Vector tangente: vec = [ " << tan[0] << " , " << tan[1] << " J\n";
vector_prop(solution, DF, tan, f_tan, num_prop, meps);

//Calculo del angulo angle=2+*acos(angle_cos(f_tan));

cout <<"Angle de diferencia entre separatrius segons el metode de propagacio
i el cos: " << angle <<“N|"

angle=2 * atan2(f_tan[1],f_tan[0]);

cout <<"Angle de diferencia entre separatrius segons el metode de propagacio

i la tan: " << angle <<“N|Nn”;
comprovacio_angle (meps) ;

return O;
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Compilacién

Para la compilacién del programa se necesitan varios archivos.

En primer lugar, se requiere un archivo de texto plano que contenga el sistema de
EDOs para crear el integrador numérico mediante el paquete de software de Taylor. En
nuestro caso concreto, lo hemos llamado tfg.egs.

El siguiente paso seria crear el integrador numérico especifico para ese sistema de
EDOs. Para ello, utilizamos el comando:

taylor -name tfg -o tfg.c -jet -step tfg.eqgs

donde la flag —name indica el nombre de la funciéon que ejercerda como integrador nime-
rico, en nuestro caso se llamard taylor_step_tfg.

Por otra parte también tendremos que generar el archivo taylor.h que sera la biblioteca
donde se encontraran todas las funciones internas del integrador.Para ello se ejecutara el
comando:

taylor -name tfg -o taylor.h -mpfr -header tfg.eqs

Finalmente tras generar estos archivos ya podremos generar el ejecutable mediante la
compilacién de archivos ”linkados”. Para ello utilizaremos el siguiente comando:

gt++ -02 principal_mpfr.cc tfg.c -o ejecutable -lmpfr -lgmp -1m

donde principal_mpfr.cc es el programa principal donde se combina al resto de programas.

Finalmente para su ejecucién solo quedaria ejecutar el siguiente comando en la termi-
nal:

./ejecutable
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