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Abstract

Evolutionary Game Theory is a field of applied mathematics focused on modeling the
strategic behavior of individuals or populations interacting in dynamic environments. This
work connects fundamental concepts from classical game theory, such as Nash equilibrium,
with tools from evolutionary game theory, including evolutionarily stable strategies (ESS)
and the replicator equation. The analysis focuses on non-cooperative, static games with
complete information to examine how strategies evolve within a population based on their
relative fitness.

In this framework, the study introduces a model involving two communities, each
consisting of N/2 individuals, while incorporating an additional variable to represent the
environment as a key factor influencing population dynamics. The eco-evolutionary model
is examined under different symmetry assumptions, exploring the stability of the resulting
equilibria.

This approach provides a theoretical perspective that can be applied to fields such as
ecology or sociology, laying the groundwork for future research on more complex models
and scenarios involving multiple interactions.

Resum

La teoria de jocs evolutiva és una branca de la matematica aplicada que modelitza el com-
portament estrategic d’individus o poblacions que interaccionen en contextos dinamics.
Aquest treball relaciona conceptes fonamentals de la teoria de jocs classica, com 'equili-
bri de Nash, amb eines de la teoria de jocs evolutiva, com les estrategies evolutivament
estables (ESS) i ’equacié replicadora. S’estudien jocs no cooperatius, estatics i amb in-
formacié completa per analitzar I’evoluci6 de les estrategies dins d’una poblacié en funcid
de la seva aptitud relativa.

En aquest context, es planteja un model que considera dues comunitats amb N/2 in-
dividus cadascuna, incorporant una variable addicional per representar ’entorn com un
factor clau que influeix en les dinamiques poblacionals. Aquest model eco-evolutiu s’es-
tudia sota diferents suposits de simetria, explorant 1’estabilitat dels equilibris resultants.

Aquest enfocament ofereix una perspectiva teorica que pot aplicar-se a camps com
I’ecologia o la sociologia, obrint la porta a futures investigacions en models més complexos
i situacions amb interaccions multiples.
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Capitol 1

Introduccio

La teoria de jocs és una area de la matematica aplicada que estudia les interaccions
entre diversos individus que tenen per objectiu maximitzar els seus beneficis. La primera
vegada que es va parlar sobre teoria de jocs va ser l'any 1713 en una carta de James
Waldegrave, on donava una solucié a una versié d’un joc de cartes anomenat le Her. Tot
i aix0, no va ser fins a 'any 1838 que amb la publicacié de les Recerques dels Principis
Matematics de la Teoria de la Riquesa de Antoine-Augustin Cournot es va esmentar una
analisi generica del que més endavant seria la teoria de jocs. En el seu estudi, Cournot
considerava un duopoli entre dues empreses i la solucié que va presentar pot considerar-se
com una restriccio de I'equilibri de Nash. La teoria de jocs que coneixem actualment no va
existir fins al 1928 quan John Von Neumann va publicar 'estudi de diverses analisis que
va tenir un gran impacte en la teoria de conjunts i en el desenvolupament de les bombes
atomiques i d’hidrogen, i dels ordinadors. El 1950 va apareixer la primera discussié sobre
el dilema del presoner, un classic de la teoria de jocs, i alhora John Nash va elaborar la
primera definicié d’estrategia optima per a jocs de molts jugadors.

En teoria de jocs classica hi ha una gran distincié entre jocs cooperatius i no coo-
peratius. Un joc cooperatiu és aquell en el qual els jugadors no competeixen, siné que
col-laboren per aconseguir un objectiu comu establint acords vinculants, i per tant els
beneficis o perdues sén a nivell de grup. Un exemple d’un joc d’aquest tipus seria el cas
en que algunes empreses farmaceutiques treballen conjuntament en el desenvolupament
d’una vacuna. Per altra banda, un joc no cooperatiu és aquell en que els jugadors pre-
nen les decisions de manera independent pensant en el seu benefici personal, tot i que a
vegades aquestes decisions poden afavorir al conjunt. Aixo seria el cas d’'una subhasta
on diversos compradors competeixen per adquirir una obra d’art al minim preu possi-
ble. Al llarg d’aquest treball s’estudiaran Unicament jocs no cooperatius, estatics i amb
informacié completa, aix0 és, tots els jugadors prenen les decisions de forma simultania
sense coneixer previament la decisié dels altres i coneixen les possibles estrategies i els
pagaments de la resta de participants.

Durant la decada de 1970, la teoria de jocs va aplicar-se a la biologia com a resultat
de la investigacié realitzada per John Maynard Smith sobre lestratégia evolutiva. Una
pregunta que podriem fer-nos és: Per que existeix la teoria de jocs evolutiva? La respos-
ta esta relacionada amb l’aplicacié de la teoria de jocs en el camp de la biologia, i per
coneixer-la ens hem basat en el llibre de Lee Alan Dugatkin i Hudson Kern Reeve [2].
Quan Charles Darwin va desenvolupar la teoria d’adaptacié natural, va crear una imatge
del procés evolutiu en que 'adaptacié dels organismes era causada, en ultima instancia,



per la competeéncia per la supervivéncia i la reproduccié. Aquesta “lluita per 'existéncia”
té una semblanca considerable amb la lluita entre empresaris que busquen ’exit economic
en mercats competitius. Abans que Darwin publiqués la seva teoria, Adam Smith ja havia
considerat que en la vida empresarial, la competencia és la forca impulsora darrere 1'efi-
ciencia i 'adaptacié economica. No obstant aixo, les teories de ’evolucié i de ’economia
van estudiar-se per separat, i no va ser fins decades més tard que van explorar el que
tenien en comu i com compartir esfor¢ per desenvolupar més teoria.

Que va iniciar U'interes biologic per la teoria de jocs? L’esdeveniment clau va ser un
paradigma respecte al nivell d’agregacié. Fins a principis dels anys 1960 molts biolegs
sostenien la idea que I'evolucié d’un atribut d’un organisme es podia explicar identificant
el benefici d’aquest atribut per a tota 1’especie per sobre del nivell de I'individu. Aquesta
visié va ser profundament questionada per Maynard Smith, ja que no representava cor-
rectament el pensament original de Darwin. Actualment, tenim la idea que la seleccid
natural tendeix a actuar més en 'ambit individual que en entitats agregades. Per tant,
hi ha una forta inclinacié a mirar la seleccié natural ”a través dels ulls”dels individus
immersos en la lluita darwiniana per ’existencia. En economia, la idea és bastant sem-
blant, ja que s’espera que els empresaris persegueixin el seu propi exit. Depenent de les
circumstancies, aquesta recerca individual pot augmentar, o no, el benefici de la societat,
i de manera molt semblant la seleccié natural pot tenir efectes positius o negatius en el
rendiment global de les poblacions d’animals. Actualment, la teoria de jocs ha anat més
enlla i també s’aplica en ecologia per estudiar estrategies de cooperacié entre especies o
en ecosistemes; en sociologia per modelitzar les dinamiques de cooperacié entre indivi-
dus en contextos socials; o en intel-ligéencia artificial amb algoritmes de cooperacié entre
agents que han de treballar junts en entorns de competéncia o col-laboracid, ja que permet
entendre aquests fenomens i dissenyar solucions optimes.

Tant en termes economics com biologics per poder estudiar un joc cal concretar a)
els participants, b) quines sén les accions o estrategies possibles i ¢) de quina manera
I'exit individual depen del comportament de tots els participants. Una de les principals
diferencies entre biologia i economia esta basada en el procés que genera el comportament.
Aixi com els economistes es fonamenten en el procés de presa de decisions racionals, els
biolegs tendeixen a invocar la seleccié natural com el principal decisor.

En els jocs evolutius, a diferéncia dels jocs tradicionals, es considera una poblacié com-
posta per n tipus, i no es parla d’estrategies triades de forma racional siné de la freqiiéncia
amb que apareix el tipus 7 o la taxa amb que un individu adopta l’estrategia associada a
1. En aquest context, els individus de la poblacié no tenen un conjunt d’estrategies i en
trien una de manera racional, ans al contrari segueixen comportaments o tenen unes ca-
racteristiques que es transmeten entre les diferents generacions a través de processos com
la seleccié natural o la transmissié cultural. Una de les eines més utilitzades per modelar
els canvis en les freqliencies és ’equacié replicadora, una equacié diferencial que permet
analitzar I'estabilitat dels punts d’equilibri amb 'objectiu de comprendre les dinamiques
poblacionals. L’estat de la poblacié esta contingut en un simplex invariant, un espai d’es-
tats que delimita les trajectories de les freqliencies dins la poblacié i, per tant, el retrat
de fase corresponent hi estara contingut.

La teoria de jocs evolutiva considera que la freqliencia de les decisions que es prenen
pot canviar amb el temps com a resposta a les decisions preses per tots els individus
de la poblacid, és a dir, la dinamica de la poblacié evoluciona. Un concepte clau és el
d’estrategia evolutivament estable (ESS), el qual va ser introduit per John Maynard Smith
i George R. Prince el 1973. Una estrategia d’aquest tipus es considera una solucié més



forta que ’equilibri de Nash, ja que una vegada és adoptada per tota la poblacid, no pot
ser envaida per cap mutacié o estrategia alternativa, és a dir, es manté estable al llarg del
temps. En un capitol del treball es demostrara que una estrategia evolutivament estable
és un equilibri de Nash, pero que el reciproc generalment no és cert.

L’aportaci6é d’aquest treball a la teoria de jocs evolutiva es basa a suposar ’existéncia
de dues comunitats amb N/2 individus cada una i la introduccié d’una nova variable:
I’entorn. Aquesta ampliacio es coneix com a teoria de jocs eco-evolutiva i permet explicar
algunes situacions d’una manera més realista. Una de les preguntes a les quals es busca
resposta és com la cooperacié pot mantenir-se en una poblacié on els pagaments de cada
jugador es veuen influenciats pels pagaments dels altres jugadors i també per 'entorn.
Es a dir, I’entorn juga un paper important en les dinamiques poblacionals. El model
que es presentara dona lloc a un sistema 5-dimensional, pero en aquest treball I’estudi
de l'estabilitat dels punts d’equilibri es fara després d’haver assumit algunes simetries,
donant lloc al segiient sistema tridimensional:

{i‘:l‘(l—x)[(Ro—To—So—I-PQ):U—l-SQ—PO

+ (—n1 + ony — (5n12)((R3 —T5— S5+ P3)SU + (53 — Pg))},
ny = n1(1 — nl) [33(01 + 1) — 1},
nio = n12(1 — nlz) |:1'(91 + 1) — 1:| .

Aquest model permet estudiar ’evolucié de les freqiiéncies dins del cub unitat, on estan
contingudes totes les trajectories possibles del sistema, pero també permet veure com el
comportament evolutiu esta influenciat per 'entorn. Mitjangant el retrat de fase es podra
analitzar ’estabilitat dels punts d’equilibri tant a l’interior del cub com a la frontera, i
veure com evolucionen els punts de la frontera a mesura que el sistema s’hi aproxima.
Aquesta analisi de 'estabilitat no es fa tinicament tenint en compte els individus de la
poblacié sind que també es té en compte ’entorn, el qual esta representat per les variables
ni i nia. Aixo modelitza com les poblacions poden adaptar-se a entorns canviants i
com la cooperacié pot mantenir-se en situacions de competencia individual i alteracions
ambientals.



Capitol 2

Teoria de jocs i equilibri de Nash

La teoria de jocs es dedica a estudiar el comportament estrategic d’agents o jugadors
que prenen decisions racionals per maximitzar el seu benestar o benefici en un joc regit
per unes determinades regles, tenint en compte que les seves accions poden influir en
els resultats dels altres. Un dels exemples més coneguts és ’aplicacié en 'organitzacio
industrial, com seria el cas dels oligopolis, on cada empresa ha de considerar que faran
les altres.

Tot i aix0, les aplicacions de la teoria de jocs s’estenen a molts altres ambits. A
nivell microeconomic, apareix en models de processos comercials, com ara els models de
negociacié i subhastes. A un nivell intermedi d’agregacié, I’economia laboral i financera
utilitza models de teoria dels jocs per analitzar el comportament d’una empresa en els seus
mercats d’entrada, en contrast amb els oligopolis que analitzen els mercats de sortida. Els
mercats d’entrada sén aquells on 'empresa adquireix els recursos o factors de produccié
que necessita per funcionar, mentre que els mercats de sortida fan referéncia a la venda de
béns o serveis. Dins d’una empresa també sorgeixen problemes multipersona, com poden
ser la competencia entre treballadors per una promocié o la rivalitat entre divisions pel
capital d’inversié corporativa.

Finalment, a un nivell alt d’agregacid, I’economia internacional inclou models en que els
paisos competeixen o es coordinen en la seleccié de duanes i altres politiques comercials.
De manera similar, la macroeconomia incorpora models en que 'autoritat monetaria i
els agents que determinen salaris o preus interactuen estrategicament per determinar els
efectes de les politiques monetaries.

Dintre d’aquesta branca de ’economia es poden fer diverses distincions de jocs. La pri-
mera distingeix entre jocs cooperatius i no cooperatius. En jocs cooperatius els individus
poden formar contractes vinculants que els afavoreixin, i, en canvi, en els no cooperatius
els jugadors no poden formar cap tipus d’alianca. La segona és entre jocs estatics que sén
aquells on cada jugador pren una tnica decisié de manera simultania, i cap d’ells coneix
I'estrategia que han escollit els altres participants abans de prendre la seva propia o jocs
dinamics, que es desenvolupen per etapes, on els jugadors poden observar les decisions
preses pels jugadors anteriors abans de prendre les seves. L’iltima distincié és entre jocs
d’informacié completa o incompleta. En jocs d’informacié completa cada jugador coneix
tant les possibles estrategies com els pagaments dels altres participants i en jocs d’infor-
macié incompleta algun jugador desconeix informacié rellevant, com les preferencies, els
pagaments o les estrategies disponibles dels altres individus.
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Al llarg del treball s’analitzaran inicament jocs no cooperatius, estatics i amb infor-
macié completa. En primer lloc, s’explicara la forma-normal de representacié de jocs i
el concepte d’equilibri de Nash. A continuacid, es presentaran algunes aplicacions com
sén el model de Cournot de duopoli o el model de Bertrand de duopoli, dos classics de la
teoria de jocs i 'organitzacié industrial. En ltim lloc, es parlara d’estrategies mixtes i
de D'existencia de I'equilibri de Nash. Tota aquesta informaci6 es basa en les explicacions
del capitol 1 de Gibbons [3].

2.1 Forma normal de representacio i equilibri de Nash

Sigui un joc amb N jugadors, on N = {1,...,n}, es denota per X; el conjunt d’estrategies
disponibles que té el jugador i, 3 := 37 X --- x X, 1 s; € 3; una estrategia arbitraria
del conjunt. Un joc es representa a partir de la seva forma normal, on s’especifiquen els
jugadors, les estrategies i els pagaments.

Definicié 2.1. Sigui (s, ...,s,) un perfil d’estrategies, una per cada jugador. Un paga-
ment pel jugador ¢ és una funcié m;(s1,...,s,) : ¥ — R. Es denotara per II el conjunt
dels pagaments de tots els jugadors.

Definicié6 2.2. La forma normal de representacié d’un joc de N-jugadors especifica ’espai
d’estrategies dels jugadors X i les seves funcions de pagament mq, ..., 7,. Denotem aquest
joc com G = {N, X, II}.

En la representacié en forma normal dels jocs cada jugador de manera simultania tria
una estrategia, i la combinacié de totes les estrategies triades per cada jugador determina
el pagament per cada jugador. Tot i aix0, no és necessari que els jugadors actuin al mateix
temps, siné que només cal que escullin la seva estrategia sense coneixer la decisié dels
altres. En aquesta representaci6 s’especifiquen: 1) els jugadors del joc, 2) les estrategies
disponibles per a cada jugador i 3) el pagament que rep cada jugador per cada combinacié
d’estrategies que pot ser escollida.

Exemple 2.1. Considerem el joc pedra paper tisora, on dos jugadors, seleccionen de
manera simultania una de les tres opcions possibles: Pedra (P), Paper (Pa) o Tisora (T).
Aleshores, el seu conjunt d’estrategies és X1 = 39 = (Pedra, Paper, Tisora) i les funcions
de pagament son:

w(P,Pa) = (-1,1); =(P,T)=(1,-1); =(P,P)=(0,0);
7w(Pa, Pa) = (0,0); w(Pa,T)=(-1,1); =(Pa,P)=(1,-1);

n(T, Pa) = (1,-1); «(T,T)=(0,0); «(T,P)=(1,-1);

Aix0 pot representar-se en una matriu de la seglient manera com es mostra a la Taula
2.1.

Aquest joc és un exemple classic de la forma normal de representacid, on els jugadors
no coneixen la decisié de l'altre jugador abans de fer la seva propia eleccié.

Definicié 2.3. En un joc de forma normal G = {N, X II}, siguin s; € X; i s/ € %; es-
trategies disponibles pel jugador i. Es diu que s/ domina estrictament a s, si el pagament
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Jugador 1 / Jugador 2 | P (Pedra) | Pa (Paper) | T (Tisora)
P (Pedra) (0, 0) (-1, 1) (1,-1)
Pa (Paper) (1,-1) (0, 0) (-1, 1)
T (Tisora) (-1, 1) (1,-1) (0, 0)

Taula 2.1: Matriu de la representacié normal del joc pedra paper tisora.

d’escollir s; és estrictament menor que el d’escollir s/, és a dir, es compleix la segiient
condicié:

/ "
Wi(sla <05 8i—15 555 Sit1, - - ~7Sn) < ﬂ-i(slw <3 8i—1585 5 Si+1, - - '7871)7

per cada (S1,...,8i—1,Si+1,- - -, Sn) que es pot construir a partir dels conjunts d’estrategies
dels altres jugadors 3q,...,35;_1, 341, .., 2n.

Els jugadors racionals no utilitzaran estrategies d’aquest tipus, ja que no hi ha cap
situacié en que, tenint en compte les estrategies dels altres jugadors, sigui optim triar-les.

Exemple 2.2. Suposem que dos delingiients sén interrogats separadament per la policia
i cada un rep la segiient oferta: si un confessa, llavors el confessor sera alliberat i ’altre
passara 5 anys a la preso; si tots dos confessen, cada un rebra una condemna de 4 anys de
presé i si cap dels dos confessa, cada un passara 2 anys a la presé. Aix0 pot representar-se
amb la seglient matriu de pagaments com es mostra a la Taula 2.2.

Sospitds 1 / Sospités 2 | Confessar | No confessar
Confessar (-4, -4) (0, -5)
No confessar (-5, 0) (-2, -2)

Taula 2.2: Matriu de la representacié normal del Dilema del Presoner.

Que hauria de fer cada pres? Primer considerem el primer pres. Si el segon pres no
confessa, aleshores el primer pres hauria de delatar perqué aixdo comporta menys anys
de pres6. D’altra banda, si el segon pres delata, també hauria de delatar. Per tant,
independentment del que faci el segon pres el primer delatara. De manera similar, al
segon pres també li surt més a compte delatar. Aixi doncs, tots dos presos haurien de
delatar.

L’interes d’aquest joc, anomenat el Dilema del Presoner, sorgeix en observar que tots
dos jugadors, seguint el seu interes individual, acaben pitjor que si haguessin guardat si-
lenci. Es podria argumentar que haurien d’haver arribat a un acord abans de ser arrestats
per no delatar-se mituament. No obstant aix0, cada pres no té cap manera d’assegurar-se
que l'altre segueixi aquest acord. Aquest exemple il-lustra que encara que les estrategies
estrictament dominades es descarten en molts escenaris, en situacions com el Dilema del
Presoner, les dinamiques de confianca i la racionalitat individual poden conduir a decisions
que no sén optimes per al conjunt.

Definicié 2.4. En un joc de forma normal G = {N,X,II} el procés d’eliminacid ite-
rativa d’estratégies dominades consisteix a eliminar successivament, en cada iteracid, les
estrategies s; € ¥; estrictament dominades de cada jugador fins que no n’hi hagi més per
eliminar.
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Aquest procés no només assumeix que els jugadors sén racionals, siné que tots els
jugadors saben que els altres sén racionals. No obstant, hi ha una limitacié important
perque encara que el procés elimina les estrategies que sén menys avantatjoses, no sempre
condueix a una solucid precisa o tnica. A continuacid, es presentara l’equilibri de Nash,
que és una solucié més forta que el procés iterat d’eliminacié d’estrategies, en el sentit de
que les estrategies de ’equilibri de Nash sobreviuen al procés, pero el reciproc és fals.

Definicié 2.5. En un joc de forma normal G = {N, X II}, les estrategies (s7,...,s)
formen un equilibri de Nash si, per a cada jugador i, I’estrategia s} és la millor resposta del
jugador 7 a les estrategies fixades per als altres n — 1 jugadors, (s7,...,5;_ 1,57 1,---,5n),

és a dir, es compleix:

* * k * * * * * *
(ST oy 8i 1551, Siq1revr5n) = Ti(STs -y 851586, Sip1s--->5n) Vs; € 3y,

aixo és, s és solucié de:

* * * *
MaX Ti(ST, . 555 1,5, Si415---15n)-
S, €Y

En altres paraules, un equilibri de Nash és una situacié en que cada jugador tria
I'estrategia que és la millor resposta a les estrategies dels altres, assegurant que ningu
tingui incentius per canviar unilateralment la seva decisio.

Proposicié 2.1. En un joc de forma normal G = {N, 3,11}, si les estrategies (s7,...,s})

sén un equilibri de Nash, aleshores sobreviuen al procés iterat d’eliminacié d’estrategies
estrictament dominades.

Demostracio. Procedim per contradiccié. Suposem que una de les estrategies d’un
equilibri de Nash és eliminada pel procés iterat d’eliminacié d’estrategies estrictament
dominades.

Suposem que les estrategies (si,...,s:) sén un equilibri de Nash del joc de forma
normal G = {N,X,II}, perd que una de les estrategies, posem s} per al jugador i,
és la primera eliminada per ser estrictament dominada. Aix0 implica que existeix una
estrategia s;/ € 3; que no ha estat eliminada i que domina estrictament a s;, és a dir, per
a totes les combinacions (si,...,Si—1, Si+1,---,Sn) d’estrategies dels altres jugadors que
no han estat eliminades, es compleix:

* "
Ti(81, .+ 8i-1,8;,8i41, -+, 8n) < TWi(S1,- .+, 8i—1,8;,8i41s--5n)-

Com que s; és la primera estrategia de I’equilibri de Nash a ser eliminada, les estrategies
dels altres jugadors (s7,...,8;_1,8;,1,...,5,) no han estat eliminades, de manera que, una
de les implicacions de la desigualtat anterior és:

* * * * * * "o % *
Tri(Sl?"'731;71782'78’1;4*17"'787’1,) < ﬂ-i(sl""732‘71731'751#17"'73n)'

Aquesta desigualtat contradiu la definicié d’equilibri de Nash i, per tant, no pot existir
una estrategia s que domini estrictament s;.

O
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2.2 Aplicacions

En aquesta seccié analitzarem algunes aplicacions utilitzant els conceptes que s’han ex-
plicat fins ara. Es comencara explicant el model de Cournot (1838) de competéncia
imperfecte i seguidament s’explicara el model de Bertrand (1883).

El model de Cournot va anticipar la definicié d’equilibri de Nash en el context d’un
model particular de duopoli. Siguin ¢; i g2 les quantitats d’un producte homogeni pro-
duides per dues empreses 1 i 2 respectivament. Sigui P(Q) = a — @ el preu d’equilibri de
mercat quan la quantitat agregada al mercat és Q = ¢q; + g2, on a representa una cons-
tant que determina la disposicié a pagar més alta dels consumidors. D’aquesta manera,
P(Q)=a—QperQ <aiP(Q)=0per @ > a. Sesuposa que el cost total de 'empresa
i de produir la quantitat ¢; és C;(q;) = cq;, aixo és, no hi ha costos fixos i el cost marginal
és constant amb ¢ < a. També se suposa que les empreses trien les quantitats a produir
de manera simultania.

Per tal de trobar ’equilibri de Nash del joc de Cournot cal representar el problema de
forma normal. En aquest joc els participants sén les dues empreses, el conjunt d’estrategies
sera, 3; = [0,00), ja que no es poden produir quantitats negatives i cada estrategia
s; sera una quantitat ¢; > 0. Es pot argumentar que cap empresa produira quantitats
extremadament elevades, ja que P(Q) = 0 per Q > a i cap empresa produira una quantitat
¢; > a. El pagament per cada empresa pot escriure’s de la segiient forma:

7i(qi, qj) = G[P(qi +q;) — ] = qila — (¢ + q5) —¢] Vi,j=1,2.

En el model de Cournot (gj, ¢3) és un equilibri de Nash si per a cada empresa i la quantitat
q; és soluci6 de
pJnax mi(ai, qj) = 008X g [a— (¢ +q}) — d].

Suposant q; < a — ¢ optimitzant (fent la derivada i igualant a 0) i aillant ¢ obtenim

1

G = 5a—q; o) 21

Aleshores, perque (gj,g3) sigui un equilibri de Nash s’ha de satisfer

1
ai=5la—d5—o)

* 1 *
Q2—§(G—CI1—C)-

Igualant, obtenim que 'equilibri és

« s _a—c
La intuicié darrere d’aquest equilibri és senzilla. Les empreses voldrien actuar com un

AY]
monopoli per maximitzar beneficis, produint g,, = %5¢ i obtenint m;(gmn,0) = %.

Donat que hi ha dues empreses, els beneficis agregats del duopoli es maximitzarien si la
quantitat agregada ¢q; + g2 fos igual a la quantitat de monopoli ¢,,, cosa que passaria si
q; = %* per a cada empresa. Tot i aix0, cada empresa té incentius per augmentar la seva
produccid, ja que el preu associat a g, és elevat, malgrat la caiguda en el preu d’equilibri
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de mercat. A ’equilibri de Cournot, en canvi, la quantitat agregada és més alta, per la
qual cosa el preu associat és més baix i la temptacié d’augmentar la produccié es redueix.

També s’hagués pogut resoldre ’equilibri de manera grafica, ja que 'equacié (2.1) dona
una millor resposta de 'empresa i a P'estrategia ¢; de 'empresa j. D’aquesta manera, la
millor resposta de I’empresa 2 assumint que ¢ < a — ¢ és

1

Ry(qr) = §(a —q —c¢),

i la millor resposta de I’empresa 1 assumint que g2 < a — ¢ és

1

Ri(q2) = §(a —q2 —¢).

Aquest problema es pot resoldre graficament com es mostra a la Figura 2.1 on el punt
d’interseccié (¢, q3) correspon a l'equilibri de Cournot.

q2

(0,a —¢)

(0,(a—¢)/2)

((a—¢)/2,0) (a—¢c0) 1

Figura 2.1: Soluci6 grafica del model de Cournot.

El model de Bertrand, en contrast amb el de Cournot, suposa que les empreses trien
els preus en comptes de les quantitats. Cal tenir en compte que ’espai d’estrategies i
les funcions de pagament sén diferents i, en conseqiiéncia, I’equilibri de Nash. Pel model
de Bertrand es considerara el cas en que els productes sén diferenciats, de manera que
les empreses poden fixar els seus preus de manera independent, i el preu que fixa una
empresa afecta la demanda del producte de I'altra empresa.

Siguin dues empreses 1 1 2 que escullen preus p; i ps respectivament. Aleshores, la
quantitat que els consumidors demanen de ’empresa i és

¢(pi,pj) =a—p;i +bp; Vi, j=1,2,

on b > 0 reflecteix el grau en que el producte de 'empresa i és un substitut del producte
de I’empresa j. Si s’analitza la funcié de demanda podria semblar que no és realista,
ja que la demanda per part de ’empresa i és sempre positiva, fins i tot quan el preu és
alt. Aixo passa perque l'efecte positiu del preu del competidor p; pot compensar el de
I’empresa i. Per corregir aquest fet podem suposar que b < 2, garantint que la demanda
no sigui excessivament alta quan els preus son elevats. De la mateixa manera que amb
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Cournot, se suposa que no hi ha costos fixos, que el cost de produccié marginal és ¢ < a
i que les dues empreses actuen simultaniament.

Com abans, cal representar aquest problema de forma normal. Ara, el conjunt d’es-
trategies de cada empresa és 3; = [0,00) i cada s; correspon a un preu p; > 0 que ha de
ser positiu perque tingui sentit. La funcié de pagament d’'una empresa i quan tria el preu
p; il'altre empresa tria p; sera

7i(pi, pj) = @i (pi ps)[pi — c] = [a — pi + bpj][pi — cl.
Un parell (p},p5) sera un equilibri de Nash si, per cada empresa 4, p; és solucié de

An: »¥) = _m. * R
onax mi(pi, 05) = Srgfgoo[a pi + bpjlpi — cl.

De manera similar a Cournot, després de resoldre el problema d’optimitzacié (fent la
derivada iigualant a 0), aillant p} i igualant el preu de cada empresa obtenim que l’equilibri
és

a+c

2.3 Estrategies mixtes i existencia de I’equilibri de Nash

En les seccions anteriors s’ha definit 3; com el conjunt d’estrategies disponibles per al
jugador 4, i la combinacié d’estrategies (s7,...,s}) com un equilibri de Nash si per a
cada jugador ¢, s; és la millor resposta a les estrategies dels altres n — 1 jugadors. A
continuacid, es presentara un exemple on no existeix cap equilibri de Nash del joc amb la

definicié que s’ha donat fins ara.

Exemple 2.3. Siguin dos jugadors amb una moneda cada un. FEls dos poden triar
simultaniament entre cara o creu i han d’endevinar l’eleccié de l'altre. El jugador 1
guanya si els dos jugadors trien la mateixa opciod i el jugador 2 guanya si tots dos trien
opcions diferents. Se suposara que cada jugador que guanya rep 1 punt i cada jugador
que perd -1. D’aquesta manera l’espai d’estrategies per cada jugador és (Cara,Creu) i
es pot representar el joc de forma normal amb una matriu com es mostra a la Taula 2.3.

Jugador 1 / Jugador 2 Cara Creu
Cara (+1 ,-1) | (-1, 4+1)
Creu (-1, +1) | (+1,-1)

Taula 2.3: Matriu de la representacié normal de 'emparellament de monedes.

En aquest joc, cap parell d’estrategies satisfa la condicié d’equilibri de Nash, ja que si
les estrategies dels dos jugadors coincideixen el jugador 1 prefereix canviar d’estrategia i
si les dues estrategies escollides son diferents el jugador 2 canviara.

A partir d’ara, al llarg de tot el treball se suposara que els jocs sén simetrics, és a
dir, que tots els jugadors tenen el mateix conjunt d’estrategies i els mateixos pagaments
associats.

Definicié 2.6. Sigui un joc de forma normal G = {N,X,II}. Una estratégia mizta

pel jugador i és una distribucié de probabilitat o; = (o},...,0") on o] representa la
m

L0
=1

probabilitat que el jugador 7 jugui lestrategia j iy -, 0] = 1.
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Observacié 2.1. Una estrategia pura es pot representar per un vector de probabilitats
on totes les entrades sén zero excepte una.

Per les estrategies mixtes també funciona la definicié d’estrategies estrictament domi-
nades i la definicié d’equilibri de Nash. Per simplificar, s’adaptaran les definicions al cas

de 2 jugadors. Sigui m el nombre d’estrategies pures de 3;, escrivim ¥; = {s1,..., Sm}.
Si el jugador 1 creu que el jugador 2 utilitzara les estrategies (si, ..., S;) amb probabilitat
(03,...,00") llavors el pagament esperat pel jugador 1 jugant I'estratégia pura sj vindra
donat per
m
Z 0'15771(5]'7 5k)>
k=1
i el pagament esperat per jugar l'estratégia mixta o1 = (o1,...,07) sera
m m m m
1(o1,02) ZJ{[Zagm 55, Sk } :ZZJ{@TQ S5, 5k),
j=1 k=1 j=1k=1

on 0{ . a§ és la probabilitat que el jugador 1 utilitzi s; i el jugador 2 s;. Aixi doncs,
perque lestratégia mixta (o7, .., o) sigui la millor resposta del jugador 1 a l'estrategia

mixta de 2 o3 s’ha de complir que per o] > 0

m m

E 027r1 (85,5K) > E 027r1 s],sk VSSEEI.
k=1

Analogament, si el jugador 2 creu que el jugador 1 escollira les estrategies (si, ..., Sm)
amb probabilitats (o1, ...,07) llavors el pagament esperat pel jugador 2 d’utilitzar les
estrategies (s1,. .., Sy,) amb probabilitats (o1,...,00) és

m m )
1)2(0’1,0’2) :Z U‘{Ugﬂg(sj‘,sw.
j=1k=1

Aleshores, (07, 03) sera un equilibri de Nash si o7 satisfa
Ul(UT,G;)Zvl(O’l,O’;) VO’1€21, (2.2)

i 03 compleix
’UQ(O’T,O';) > 'UQ(O'T,O'Q) Yoy € 2. (23)

Definicié 2.7. En un joc de 2 jugadors de forma normal G = {¥;,39; 7, m2} les es-
trategies mixtes (o7, 0%) sén un equilibri de Nash si lestrategia mixta de cada jugador és
una millor resposta a l'estratégia mixta de l'altre jugador, és a dir, es compleixen (2.2) i
(2.3).

Teorema 2.2. [6] En tot joc en forma normal de n jugadors G = {N, 3, II} existeix un
equilibri de Nash del joc.

Aquest teorema va ser proporcionat per John Forbes Nash Jr. com a part de la seva tesi
doctoral 'any 1950. La demostracié es basa a utilitzar el teorema del punt fix de Brouwer
i veure que la funcié de la millor resposta satisfa les condicions generals del teorema. Tot
i aix0, aquesta demostracié no la farem ara, siné que la veurem més endavant pel cas dels
jocs evolutius, que sén 'estudi d’aquest treball.



Capitol 3

Jocs Evolutius

En la seccié anterior hem analitzat jocs de N jugadors, on la solucié, és a dir, I'equilibri
de Nash, es fonamenta en la idea que cada jugador adopta una estrategia que és la millor
resposta a les estrategies escollides pels altres jugadors, de manera que cap jugador té
incentius per canviar I'estratégia que ha seleccionat.

Per als equilibris de Nash simetrics, podem donar una interpretacié alternativa situant
el joc en un context poblacional. En una poblacié on tothom utilitza 'estrategia o*, el
millor és seguir la multitud. Aixi, si la poblacié comenca amb tots els individus adop-
tant o*, la poblacié seguira aquesta estrategia, establint un equilibri. Va ser Nash qui
va introduir aquesta perspectiva, anomenant-la “interpretacié d’accié massiva”. Una pre-
gunta natural que sorgeix és: Que passa si la poblacié esta a prop de l’equilibri, pero no
hi és exactament? La poblacié tendira a evolucionar cap a l’equilibri o es desviara d’ell?
Aquesta quiestié es pot intentar respondre mitjancant la teoria de jocs evolutiva, que va
ser inventada per a models biologics, pero que posteriorment també ha sigut adoptada
per introduir alguns models d’economia.

La teoria de jocs evolutiva considera un cas més general on la freqliencia amb que
es pren una decisié particular pot canviar amb el temps com a resposta a les decisions
preses per tots els individus de la poblacié, és a dir, la poblacié evoluciona. En la in-
terpretacié biologica d’aquesta evolucid, una poblacié d’animals, cadascun dels quals ha
estat geneticament programat per utilitzar una estrategia que es transmet a la seva des-
cendeéncia, pot estar inicialment composta per animals que utilitzen diferents estrategies.
El pagament per a un individu que adopta una estrategia o s’identifica amb la seva aptitud
(nombre esperat de descendents) per aquest tipus dins de la poblacié actual. Els animals
amb més aptitud deixen més descendencia, aixi que en la segiient generacié la composicié
de la poblacié canviara. En la interpretacié economica, la poblacié canvia perque els
individus juguen el joc moltes vegades i canvien d’estrategies de manera conscient. Els
jugadors canvien cap a aquelles estrategies que ofereixen millors pagaments i s’allunyen
de les que donen pagaments baixos (James N. Webb, [9], Capitol 8).

Comengarem introduint el concepte d’estrategies evolutivament estables (ESS), segui-
dament presentarem ’equacié replicadora i farem una classificacié els retrats de fase per
a diferents valors de n. A continuacié, també explicarem el concepte de permanéncia i
explorarem models, com podrien ser els regits per regles d’imitacié o per models de la
millor resposta.

12
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3.1 Estrategies evolutivament estables (ESS)

Com en l'analisi de sistemes dinamics, una pregunta interessant és: Quins sén els punts
finals, si n’hi ha, de I'evolucié? Un tipus de punt final és el que anomenem estrategia
evolutivament estable (ESS). Per tal d’explicar el concepte de ESS i la relacié que hi ha
amb ’equilibri de Nash s’han utilitzat els capitols 1 i 2 de Fernando Vega-Redondo [8] i
el capitol 9 de Eric van Damme [7].

Considerem una poblacié monomorfa d’una determinada “especie”que pot mostrar
diferents comportaments o caracteristiques. Aquests comportaments es poden veure com
un conjunt (finit) d’estrategies pures ¥ = {s1,s2, -+ ,s,}. Com estem en el cas en que
la poblacié és monomorfa, tots els individus adopten la mateixa estrategia, és a dir, son
del mateix tipus.

Definicié 3.1. Un perfil de poblacié és un vector x que indica la probabilitat x(s) amb
que cada estrategia s € ¥ és utilitzada dins de la poblacié.

Fem notar que x € Sy, on S, és un simplex a R™, és a dir, > ; ; = 1. Considerem
un individu particular, si aquest individu utilitza una estrategia mixta o = (o1, - ,0p),
llavors el pagament obtingut per aquest individu es denota per (o, x). El pagament per
aquesta estrategia es calcula com

m(o,x) = Zoﬂr(si,x).
=1

Aquest pagament representa el nombre de descendents que cada tipus d’individu té. Es
natural pensar que els pagaments determinen ’evolucié de la poblacié.

Hi ha una equivaléncia entre les estrategies mixtes ¢ = (o1,...,0,) 1 el perfil de
poblacié x = (x1,...,2,), ja que podem interpretar cada o; com la probabilitat que
un individu sigui del tipus i. Aquesta probabilitat es pot entendre com el percentatge
d’individus del tipus ¢ dins de la poblacid, que és x = (x1,...,x,) amb Y x; = 1.

Definicié 3.2. Una estrategia o* = (07,...,0,) € Sy, es diu que és una estratégia evolu-
tivament estable (ESS) si, per qualsevol altre p = (p1,...,pn) € Sy, existeix algun € > 0
tal que si 0 < € < €, llavors

m(o*, (1 —€)o* +ep) > m(p, (1 —e€)o™ + €p).

Dit d’una altra manera, una estrategia ¢* és una ESS quan un cop ha sigut adoptada
per tota la poblacié, cap mutacié p adoptada per una petita fraccié d’individus pot envair
(entrar a la poblacié i sobreviure) obtenint almenys el mateix pagament, és a dir, el
comportament de les espécies de la poblacié no pot ser envait per cap mutant. Cal tenir
en compte que la mutacié pot ser tan gran com es vulgui, pero la fraccié de mutants ha
de ser petita, i d’aqui el rol de € en la definicié.

Aquest concepte que acabem de definir és valid per una gran varietat d’escenaris. Un
dels més rellevants en el qual centrarem ’estudi a partir d’ara és: “Pairwise Contests”. Es
tracta d’un escenari on, en cada ronda d’interaccié, un individu és aparellat aleatoriament
amb un altre membre de la poblacié per jugar un joc bilateral, finit i simetric. Un joc
d’aquest tipus pot formalitzar-se a partir d’una matriu quadrada A de dimensié n, on
n és el nombre d’estrategies. Cada a;; de A indica el pagament d’un individu que tria
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Iestrategia s; contra I'estrategia s; triada per la resta de la poblacié (i,j = 1,2,...,n).
Tot i aixo, hi ha altres escenaris possibles com el “Playing the Field”, en el qual que no es
pot assumir una relacié simple i directa (lineal) entre el resultat i la configuracié inicial
de la poblacid, ja que les interaccions sén més complexes i es desenvolupen de manera
conjunta a nivell de tota la poblacié, fent que no sigui possible predir el pagament d’una
manera lineal abans de comencar.

En el context de “Pairwise Contests” el concepte d’estrategia evolutivament estable
pot veure’s com un refinament de 'equilibri de Nash. Denotem per A = (a;j)ij=1,2,...n 12
matriu de pagaments n-dimensional corresponent al joc simetric bilateral.

Proposicié 3.1. Sigui ¢* € S,, una ESS. Llavors:

i) El parell (c*,0*) és un equilibri de Nash simeétric del joc bilateral corresponent a la

matriu A, és a dir, Vo' € S, 0*Ac* > o’ Ac*.

ii) Vo' € S,,,0" # 0%, si 0*Ac* = o’ Ac*, llavors 0* Ao’ > o' Ad’.
Reciprocament, si es compleixen i) i i), aleshores ¢* és una ESS.
Demostracio. Suposem que o* € Sy, és una ESS. Si (i) no es compleix, llavors:

do' €S, : 0’ Ac* > o* Ac*,
la qual cosa implica que, per algun € > 0 prou petit, es verifica:
o’A((1—e)o*+e0’) >0 A((1 —e)o* +ed').

Aquesta desigualtat contradiu la definicié d’estrategia evolutivament estable.

Ara suposem que (ii) no es compleix. Es a dir, existeix algun o’ € S, amb o’ # o*,
tal que:
o' Ac* = o Ac* (3.1)

o' Ao’ > 0" Ac’. (3.2)

Multiplicant la igualtat (3.1) per (1 —¢) i la desigualtat (3.2) per €, i sumant ambdues
expressions, obtenim altre cop:

d’A((1—¢e)o*+ed’) > " A((1 —e)o* +ed’),
contradient aixi la definicié de ESS.

El reciproc és immediat. Si la desigualtat de (i) es compleix estrictament, és clar que
es pot trobar un € > 0 tal que, si € és prou petit,

c*A((1—e)o* +eo’) > 0" A((1 —€)o™ +e0’)

per a tot o’ € S, amb ¢’ # o*. Si (i) es compleix amb igualtat per algun o', llavors (i7)
implica que la desigualtat anterior també es verifica en aquest cas.

O

D’aquesta manera, una estrategia evolutivament estable sera un equilibri de Nash,
pero el reciproc no és cert. No hi ha prou resultats per identificar I’existencia d’estrategies
evolutivament estables en escenaris generals, fins i tot quan estem en “Pairwise Contests‘”,
que es tracta del cas més simple. Tantmateix, el segiient resultat garanteix ’existéncia

de ESS en el cas dels jocs 2 x 2.
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Proposicié 3.2. Considerem un context de “Pairwise Contests” i una matriu de paga-
ments A = (a;;) bidimensional. Suposem que a;; # a;; per a (i = 1,2,j # i), llavors
existeix una ESS.

Demostracié. Primer, si a; > aj; per algun 7,j = 1,2 amb i # j, el resultat es dedueix
del fet que, en aquest cas, existeix un equilibri de Nash estricte que també és una ESS.

Ara considerem el cas en que la desigualtat anterior no es compleix per a cap i = 1,2,
és a dir, a;; < aj; per ai = 1,211 # j. Llavors, I'inica estrategia d’equilibri (mixta) del
joc és

o= (p7 1- p)7
on
a2 — a2
(a12 — ag2 + ag1 — a11)’

s’obté d’igualar el pagament esperat d’utilitzar I’estrategia 1 amb el pagament esperat de
Pestrategia 2.

En aquest cas, s’aplica la part (i) de la Proposicié 3.1. Per verificar que ¢* és una
ESS, només cal demostrar que
c*Aoc > o0Ao, Vo= (q,1—q)€S,, amb q#p. (3.3)
Observem que la diferencia es pot expressar com:
c*Ac — Ao = (p — q)*(a12 — agy + ag — ar1) > 0.
Jja que,
0" Ao = p(a11g + a12(1 — q)) + (1 — p) (a219 + az2(1l — q)).
cdAo = q(a11q + a12(1 — q)) + (1 — q) (a21q + axe(1l —q)) .
i simplificant i restant els termes s’obté la igualtat.

Per tant, la desigualtat 3.3 es compleix, ja que el terme (p — q)? és sempre positiu
per q # p, i el factor (a2 — age + a1 — a11) és també positiu per la definicié de p. Aixi,
obtenim que ¢* és una ESS.

O

3.2 Equacio replicadora

La teoria evolutiva de jocs ofereix un marc robust per analitzar com les estrategies dels
individus en una poblacié poden evolucionar al llarg del temps. L’equacié replicadora és
una de les eines més ttils per modelar aquests canvis, ja que permet estudiar com les
frequiencies de les estrategies d’una poblacié evolucionen com a resposta a 1’exit relatiu
que té cada estrategia. D’aquesta manera, proporciona una bona comprensié del compor-
tament dels sistemes dinamics en diferents tipus de contexts. A continuacié construirem
I’equacio replicadora pas a pas. Aquesta part esta basada en 'article de Josef Hofbauer i
Karl Sigmund [4].

Considerem una poblacié composta per n tipus diferents. Sigui z; la freqiiencia del
tipus ¢ o la taxa amb queé un individu adopta l’estrategia associada a i. L’estat de la
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poblacié es pot descriure mitjangant el vector x = (x1,...,2,), on X € Sy, 1 .S, representa
un simplex en 'espai R™. Es pot suposar que les freqiiéncies x; sén funcions diferenciables
respecte de t 1 Y ;" x; = 1.

Si dos individus de la poblacié s’ajunten de manera aleatoria per jugar un joc simetric
amb matriu de pagaments A, es té que (Ax); és el pagament esperat per un individu del
tipus i i xT Ax serd la mitjana dels pagaments de 'estat de la poblacié x. La taxa de
creixement per capita, és a dir, la derivada logaritmica %, es determina fent la diferencia
entre el pagament que obtindria el tipus ¢ i el pagament mitja de la poblacié. D’aquesta
manera, 1’ equacio replicadora vindra definida com:

i = x; ((Ax); — xT Ax) (3.4)
Observacié 3.1. Com que els hiperplans Y ;" | z; = 11 x; = 0 sén invariants, es dedueix
que el simplex S, també és invariant.
Anem a comprovar-ho.

Considerem 'equacié x1+---+xy =cC. Prenent ¢ = 1, aquesta és invariant si, i només
) )
Si, g ? 1 CCZ = 0, és a diI‘, la suma de totes les derivades LIZ‘Z és zero.

Calculem:

Zn: X = Zn: zi(Azx); — Zn: zi(z? Azx)
i=1 i=1 i=1
= Zn: zi(Az); — (2T Ax) z”: T
i=1 i=1

= Z zi(Az); — 2T Az = 0,
i=1

ja que 2T Az = 2T (Az) = Y| i(Ax);.

Definicié 3.3. Un punt d’equilibri z € S,, és estable si, per a qualsevol entorn U de z,
existeix un entorn V' de z tal que, si x € V, llavors z(t) € U per a tot t > 0.

En altres paraules, un punt d’equilibri és estable si el sistema és robust davant de
petites pertorbacions, aixo és, si el sistema rep una petita pertorbacié tendira a retornar
a l'estat d’equilibri.

Definicio 3.4. Un punt d’equilibri z € S,, és un atractor si existeix un entorn U de z tal
que x(t) — z quan t — o0 per a tot x € U.

Definicié 3.5. Un punt d’equilibri z € S, és asimptoticament estable si és estable i
atractor alhora. Es diu que z € S, és globalment estable si és estable i x(t) — z quan
t — 400, sempre que x; > 0 per a tot ¢ amb z; > 0.

Aquestes definicions també poden aplicar-se al cas en qué z és substituit per un conjunt
tancat de punts d’equilibri o un conjunt compacte invariant.

Els punts d’equilibri de (3.4) son els punts = € S, que satisfan (Ax); = x7 Ax per a tot
i€ S(x),on S(x) ={i|z; #0}. A més, els punts de la forma z; = (0,---,0,1,0,---,0),
amb un 1 en la posicié ¢-essima i 0 a les altres components, sén sempre punts d’equilibri.
Comprovem-ho:
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Partint de la dinamica:

T = xi((Ax)Z- - XTAX)

0 0
:1-<A 1| —(0,---,0,1,0,---,0) A |1 )
0 0

= (ai1 +---+ain) — (@1 +---+ain) =0, Vi=1,---,n

Hi ha una relacié entre els punts d’equilibri de ’equacié replicadora i els equilibris de
Nash. El teorema a continuacié explica aquesta relacié. A vegades es coneix amb el nom
de Folk Theorem de la teoria de jocs evolutiva.

Teorema 3.3. [4] Les segilients afirmacions sén certes:

(a) Siz €S, és un equilibri de Nash, aleshores és un punt d’equilibri;
(b) Si z € Sy, és un equilibri de Nash estricte, aleshores és asimptoticament estable;

(¢) Si un punt d’equilibri z € S,, és el limit d’una orbita interior (una orbita x(t) C
Int(S,)) per a t — +o00, llavors z és un equilibri de Nash;

(d) Si un punt d’equilibri z € S, és estable, llavors és un equilibri de Nash.

A més, per a un punt d’equilibri z € 95,,, z és un equilibri de Nash si i només si:

(Az); — 2T Az <0, Vi tals que z = 0.

El segiient teorema assegura l’existencia de com a minim un equilibri de Nash.

Teorema 3.4. Cada joc té almenys un equilibri de Nash.

Per poder demostrar el teorema cal recordar el que diu el Teorema del punt fix de
Brouwer.

Teorema del punt fix de Brouwer. Sigui K un conjunt compacte i convex en un espai
euclidia i f : K — K una funci6 continua, llavors existeix almenys un punt z € K tal que

flx) =a.

Demostracié del teorema 3.4. S’afegeix un terme de pertorbacié € > 0 a l'equacid
replicadora de manera que cap estrategia pugui desapareixer per complet, fins i tot si no
té gaire exit entre els membres de la poblacié. Es a dir, considerem:

T = ((Ax),- —xTAx —n- 6) + €. (3.5)
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Es pot observar que aquesta equacié manté la relacié ), &; = 0 a .S, ja que:
Z Tie = Z zi[Az; — 2T Az — ne] + ne
Z = i zi Az — zi(xT Az) — zine] + ne

—ZwZAa;Z— TAa; —nerz—i-ne

= Z [ziAz; — zi(xT Az)] — ne + ne
:inAx,;— x Ax sz—O

A més, el flux en els punts de la frontera apunta cap a l'interior de S,,. Anem a
veure-ho:

Suposem que p € 95y, llavors p sera de la forma p = (x1,--- ,z,) 1 >y @ = 1 on
almenys un dels x; = 0.
Sense perdua de generalitat, suposem p = (0,--- ,0, 241, -+ ,xy) amb k> 1,k <n — 1.

Aix0 és, les primeres k cordenades sén 0.

Llavors, sabem que

n
Z xl Fp: 07
=1

1, per tant,
n n
ZJ}Z‘ = Z r1 = 1.
i=1 i=k+1
Pero 21 = .-+ = 2 = € i, per tant, no hi ha punts d’equilibri a 95, i a més tots els
vectors (24, ,2n) [peas, apunten cap a Int (S,), ja que els valors de x; incrementen
peracadai=1,---, k.

Si s’aplica una variant del Teorema del punt fix de Brouwer es té que existeix almenys
un punt d’equilibri z(€) a Uinterior de S,,. A més,

(Az(€)); — z(€)TAz(e) —n - e = <0, i=1,...,n, zi(e)#0

i cada punt d’acumulacié z de z(€) quan € — 0 és un equilibri de Nash.

3.2.1 Classificaci6 dels retrats de fase per n=2in =3

L’equacié replicadora és una eina fonamental en la teoria dels jocs evolutius, ja que descriu
com la freqiiencia de les estrategies en una poblacié canvia al llarg del temps en funcié
del seu exit relatiu. A nivell general, conéixer la dinamica de I'’equacié replicadora permet
identificar els diferents punts d’equilibri, aixi com la seva estabilitat, comportaments
ciclics o patrons de convergencia.
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Definicio 3.6. El retrat de fase és la representacié geometrica de les orbites o trajectories
d’una equacié diferencial autonoma en el seu espai de fase. Esa dir, considerem un sistema
dinamic continu determinista de la forma: & = f(z), x € R", f:R"” — R", on z(t)
és el vector de 'estat del sistema en el temps t, el retrat de fase és la particié de 'espai
de fase en orbites (trajectories) generades per totes les possibles condicions inicials z(0).
Cadascuna d’aquestes orbites és la solucié del sistema dinamic per una condicié inicial
especifica, i es representa com una corba dins ’espai de fase.

En I’equacié replicadora x; representa la proporcié d’individus del tipus ¢ en un moment
determinat i les solucions d’aquesta equacié descriuen la trajectoria de com evoluciona
la freqiiencia dels diferents tipus d’individus al llarg del temps. Per tant, mitjancant la
classificacio dels diferents retrats de fase es podra comprendre millor I'evolucié dels dife-
rents tipus o de les diferents estratégies dins de la poblacié. El concepte d’equivaléncia
topologica és important en la classificacié del comportament dels sistemes per especificar
quan dos retrats de fase diferents representen el mateix comportament dinamic qualitati-
vament.

Definicié 3.7. Es considera que dues equacions replicadores son equivalents si existeix
un homeomorfisme entre el simplex S, que transforma les orbites orientades de la primera
equacio en orbites de la segona equacié.

Explicarem dnicament els casos per n = 2 i per n = 3, ja que 'estudi en dimensions
superiors esta fora del nostre abast.

Per n = 2 es pot reduir ’equacié replicadora fent © = z1 i 1 — ¢ = z9. De tal manera
es té x = (x1,22) = (x,1 — x).

Si la matriu de pagaments A
A— (011 012
az1 a2
llavors per z1 = x es té (Ax); = anx + a12(l — z) i per g = 1 — x es té (Ax)y =
ao1x + aze(1l — z). Per tant, 'equacié replicadora es pot simplificar i quedara de la forma

segilient:

& =z(1 —z)((Az)1 — (Az)2). (3.6)

En termes de la dinamica de la poblacid, els equilibris de Nash representen situacions
on una estrategia es manté constant en el temps, és a dir, on les freqiiéncies relatives no
canvien. El que es vol estudiar és la presencia d’equilibris, ja sigui a l'interior com als
extrems del simplex. Es poden tenir diverses situacions:

— No hi ha cap equilibri interior, és a dir, hi ha una estrategia que domina a 1’al-
tra. D’aquesta manera, una de les dues estrategies desapareixera, ja que la seva
freqiiencia convergeix a 0, mentre que l'altra es mantindra a 1. En aquest cas els
equilibris de Nash seran els extrems £ = 01 x = 1 i la dinamica acabara amb un
Unic tipus de poblacié dominant.

— Existeix un punt d’equilibri interior que pot ser estable o inestable. Si ’equilibri
interior és globalment estable sera 1'inic equilibri de Nash (simetric),  =0iz =1
seran atractors inestables i, per tant, la dinamica permet que els dos tipus coexis-
teixin. Si 'equilibri interior és inestable les dues estrategies pures x = 0iz =1
seran equilibris de Nash atractors i es parla de biestabilitat.
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Exemple 3.1. Sigui un joc on dues empreses s’enfronten a una guerra de preus, on cada
una d’elles pot fixar un preu alt o un preu baix. Si les dues empreses fixen un preu baix,
el benefici per cada una d’elles sera nul. Si una empresa fixa preu baix i 'altra preu alt,
I’empresa que hagi fixat el preu baix s’emporta tot el benefici b > 0 i si totes dues fixen
un preu alt es reparteix el benefici entre les dues sent el pagament /2. De tal manera, la
matriu de pagament A estara definida com:

4= o)

x representa la freqiiencia amb que una empresa fixa preu baix i 1 — x la freqiiencia de
fixar preu alt.

— Si una empresa escull preu baix el benefici esperat sera 0 si 'altra empresa escull
preu baix i b si escull preu alt.

(Az)1=0-z+(1—2)-b=b-(1—x).

— Si una empresa escull preu alt el benefici esperat sera 0 si ’altra empresa escull preu
baix i b/2 si l'altra també escull preu alt.

b b
(Az)o=0-z+(1—2) - === (1 —2x).
2 2
Per tant, I’equacié replicadora sera la segiient:
b b
t=x(l—x)(= — =x).
T =x( x)(2 Qx)

En aquest cas només hi ha els equilibris de Nash trivials = 0 i £ = 1 i no existeixen
equilibris interiors. Aixo implica que, en termes de la dinamica poblacional, una de les
dues estrategies acabara dominant per complet tota la poblacié i, per tant, s’acabara
convergint cap a una poblacié homogenia, on tothom fixa un preu alt o un preu baix.

Exemple 3.2. Sigui un joc de competencia entre dos agricultors que poden ser del tipus
competir pels recursos i el control de la collita o bé cooperar per optimitzar la collita
compartint els recursos. Si els dos agricultors cooperen obtenen un benefici de 3 unitats
cada un, si un coopera i I'altre competeix obtenen un benefici de 2 unitats i 4 unitats
respectivament i si tots dos competeixen obtenen un benefici d'una unitat. Aquest joc
pot representar-se per la segiient matriu de pagaments:

(1)

t=xz(l—-z)(—2z+1).

Llavors I’equacio replicadora sera:

En aquest cas hi ha un punt d’equilibri interior z = 1/2 a més dels equilibris trivials x = 0
i x = 1. Aquest equilibri interior indica que, en algunes situacions, les dues estrategies
poden coexistir mantenint una preséncia a llarg termini. Per determinar l’estabilitat
dels punts d’equilibri cal mirar el signe de la derivada avaluada als punts. Si es posa
f(z) = 2(1 — x)(—2x + 1) llavors f'(z) = 62% — 6z + 1.
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e f'(3) =—3% <0 estable.
e f'(0)
o f'(1)

1 > 0 inestable.
=1 > 0 inestable.
En aquest cas, I'equilibri interior és estable i, per tant, és I'tinic equilibri de Nash, x =0

i x = 1 s6n inestables, de manera que, la dinamica permet que tant cooperadors com
competidors coexisteixin.

Figura 3.1: Estabilitat dels punts d’equilibri.

Per n = 3 l'analisi es complica una significativament. Un resultat important assegura
que en el cas generic no hi ha orbites periodiques aillades ni tampoc hi ha cicles limit,
de manera que el sistema tendira a estabilitzar-se en punts d’equilibri, siguin estables
o inestables, o en altres casos, fins i tot, pot tenir un comportament que no pot ser
periodic pero si caotic. Es a dir, el sistema no presentara cap comportament ciclic al llarg
del temps. En canvi, en casos no generics les dinamiques poden arribar a ser molt més
complexes. Dins dels casos generics es poden trobar 33 possibles retrats de fase diferents.
Tot i aix0, si només ens fixem en la direccié del flux alguns d’aquests retrats es poden
agrupar donant lloc a 19 possibles configuracions.

Exemple 3.3. Construirem ’equacio replicadora del joc de pedra paper tisora, del qual ja
s’ha presentat la forma normal de representacio i la matriu de pagaments. Cada individu
de la poblacié pot ser del tipus pedra, paper o tisora. Sigui z; la freqiiencia de ser pedra,
x9 la freqiiéncia de ser paper i z3 de tisora. Cal recordar que x7 + 2 + x3 = 1. Quan es
troben dos individus, si 3 = 0 llavors el tipus 2 domina al tipus 1, si o = 0 llavors el
tipus 1 domina al 3 i si ;1 = 0 llavors el tipus 3 domina al 2. La matriu de pagaments
del joc sera:

0 —aq bg
A= bl 0 —ag
—as bg 0

on a; sera la quantitat que les estrategies perden contra la seva estrategia dominant i b;
el que guanyen.

El pagament esperat per x; sera: (Ax); = 0x1 — a1xe + bsxs = —ajxs + bsxs.
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El pagament esperat per zy sera: (Ax)s = bixy + 0xg — agxs = bix; — agxs.

El pagament esperat per x3 sera: (Ax)s = —azx1 + baxo + 0z = —azx; + baxo.

Calculant la mitjana dels pagaments esperats de la poblacié es tindra:
2T Az = —a121%2 + b1x129 — asxox3 4+ boxoxs — azxrixy + b3xrix3.
De manera que 'equacioé replicadora d’aquest joc vindra donada per:

71 = 21 (—a1w2 + b3x3z — (—a12122 + b1x172 — a2x223 + baxoxy — azwix3 + b3r173)),
Ty = T2 (—agws3 + b1z — (—a12122 + b1x122 — asxoxs + baxoxs — agx1x3 + b3w123)),

T3 = X3 (—agxl + boxo — (—alxla:g + bix1T9 — asxox3 + boxoxs — asx1T3 + nglajg)) .

A més dels punts d’equilibri trivials (1,0,0), (0,1,0) i (0,0,1) cal mirar si hi pot haver
altres equilibris a I'interior de S3. Farem aquest analisi pel cas concret on a; = 11b; = 0.55
per i = 1,2, 3, de manera que la matriu de pagaments A és la seglient:

0 -1 0.55
A=1055 0 -1
-1 055 0

L’equacié replicadora d’aquest cas concret quedara de la manera segiient:

1 =21 (—.%‘2 + 0.55x3 + 0.45x12x9 + 0.452x123 + 0.451'21'3) R
To = X9 (—.1‘3 + 0.55x1 + 0.45x129 + 0.452x123 + O.45£L‘2.T3) R
T3 = X3 (—.1‘1 + 0.55xz9 + 0.45x1x0 + 0.452x123 + 0.451‘21‘3) .

A més dels tres punts d’equilibri trivials tindrem que (%, %, %) també és un punt d’equilibri

interior. Per estudiar ’estabilitat de cada punt cal calcular la matriu jacobiana en aquell
punt i analitzar els valors propis.

e En el punt (1,0,0) la matriu jacobiana sera:

0 =055 1
0 05 0
0 0 -1

de manera que els valors propis son:
A1=0, X=-1, A3=0.55.

i per tant el punt (1,0,0) té una varietat de dimensié 1 neutral associada al vap
nul i una varietat de dimensié 2 que és un punt de sella amb un espai inestable de
dimensié 1 associat al vap amb part real positiva i un espai estable de dimensié 1
associat al vap amb part real negativa.

e En els punts (0,1,0) i (0,0,1) els valors propis de la matriu jacobiana son:
M =0, d=-1, X3=0.55.

de manera que els dos punts tenen les mateixes varietats associades.
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e En el punt (%, %, %) la matriu jacobiana és la seglient:

1 =7 17
I0 30 60
w1 =T
60 10 30
-7 1t 1
30 60 10

Els valors propis d’aquesta matriu son:

3 —31V3. 3 31V3.

AL =3/20, Ao = — Ag = o T
1=3/20, Me=gt gt Mgt g
de manera que el punt (%, %, %) sera un punt hiperbolic inestable. El fet que A3

tinguin part real positiva i siguin complexes ens indica que hi ha una varietat in-
variant de dimensié 2 on el comportament és focus inestable i en 'altre direccid
associada a A1 com que el valor propi és real positiu les orbites espiralen i al mateix
temps s’allunyen.

A la Figura 3.2 es mostra el retrat de fase del joc pedra paper tisora en la varietat invariant
2 dimensional associada als valors propis Ao i As.

1.0

x2

Figura 3.2: Retrat de fase del joc pedra paper tisora.

3.3 Permaneéencia

A continuacié es presentaran les equacions de Lokta-Volterra, també conegudes com a
presa-depredador, que es tracta de n equacions diferencials no lineals que s’utilitzen per
descriure dinamiques de sistemes biologics en el que dues especies, presa i depredador,
interactuen. Aquest model va ser desenvolupat per Alfred J. Lokta al 1925 i Vito Volterra
al 1926. A més, s’introduira el concepte de permanéncia, que garanteix que si inicialment
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tots els tipus estan presents a la poblacid, aleshores a llarg termini es conservara la
diversitat i les poblacions no podran desapareixer. Per la redaccié d’aquesta seccid, s’ha
utilitzat el capitol 2 de Josef Hofbauer i Karl Sigmund [5].

Les equacions de Lokta-Volterra descriuen la dinamica de com interactuen una presa
que es denotara per z i un depredador y. El que es vol coneixer és el creixement de cada
poblacié amb el temps i com poden coexistir depredadors i preses. Aixo dona lloc al
seglient sistema d’equacions diferencials:

T = ar — bxy,

Y= —cy+ dyz.

on a,b,c,d > 0. Analitzant la primera equacid, és a dir el creixement de la presa, es
pot observar que un gran nombre de preses faran que l’especie creixi, mentre que si el
producte de les dues especies és elevat fara que ’especie desaparegui.

Per models de n especies, es té el segiient sistema n-dimensional:

Ui :yi(ri—l—Zaijyj) i=1,...,n. (3.7)
J

Per entendre aquestes equacions cal saber que representa cada parametre. Tenim que y;
denota la densitat de la poblacid, r; és la taxa de creixement (o decreixement) intrinseca,
és a dir, la taxa de creixement natural de la poblacid, i els a;; descriuen els efectes de
la poblacié j-essima sobre la i-essima, que és positiu si afavoreix el creixement i negatiu
si I'inhibeix. La matriu A = (a;;) s’anomena matriu d’interaccié. A més, el signe de
y; fa que P'especie ¢ sigui presa o sigui depredador. Tota classe d’interaccions es poden
modelitzar d’aquesta manera, sempre que es pugui assumir que cada especie influeix de
manera lineal sobre el creixement.

L’espai d’estats és R} = {z= (2z1,---,2,) €ER" : 2 >0perai=1,---,n}. Els
punts de la frontera de R’} es troben als plans de cordenades z; = 0, que corresponen
als estats on el tipus ¢ esta absent en la poblacié. Aquests “costats” son invariants, ja que
zi(t) = 0 és 'inica solucié de I'equacié i-essima (3.7) que satisfa z;(0) = 0. En un model
aixi, cap especie no existent a la poblacié pot entrar-hi. Per tant, la frontera de R}, i
en conseqiiencia, tot R} sén invariants sota les equacions de Lokta-Volterra. També és
invariant I'interior de R}, cosa que significa que si z;(0) > 0 llavors z;(t) > 0 per a tot t.
No obstant aix0, z;(t) pot aproximar-se a zero, cosa que implica l’extincié d’aquest tipus
dins de la poblacié.

Les equacions de Lokta-Volterra han estan ampliament estudiades, de manera que els
seus retrats de fase es coneixen prou bé. Aixi doncs, sovint s’utilitzen per analitzar i
comparar altres models dinamics més complexes.

Definicié 3.8. Es diu que l'equacié replicadora és permanent si existeix un conjunt
compacte K C Int(S,,) on Vz € Int(S,) hi ha T tal que Vt > T es té que z(t) € K.

En altres paraules, el concepte de permanencia garanteix que independentment de les
condicions inicials, les trajectories del sistema es queden dins d’una regié compacta K, un
cop ha passat un cert temps. Aixo implica que el sistema no s’escapa d’uns certs limits i
que les solucions es mantenen dins d’una zona estable del sistema dinamic.

Teorema 3.5. Si 'equaci6 replicadora (3.4) és permanent, llavors existeix un tunic punt
d’equilibri z € Int(S,,). La mitjana temporal al llarg de cada orbita interior convergeix a
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1 T
T/o zi(t)dt - z; quan T — oo perai=1,...,n.

Si ay; = 0, llavors (—1)""'det A > 0iz” Az > 0. Per altra banda, si ’equacié replicadora
no té cap punt d’equilibri interior, aleshores cada orbita convergeix a la frontera de S,.

Demostracié. Suposem que (3.4) és permanent. Aixo vol dir que existeixen constants
positives a > 01 A > 0 tals que per a qualsevol solucié y(t), es compleix que a < y;(t) < A
per a tot £ > 01 per a tot ¢ = 1,...,n. Aquesta condicié implica que les solucions sén
estrictament positives i estan acotades en el conjunt .S,,.

A partir de les equacions de Lokta-Volterra, podem escriure el sistema com:

Z'/
jz Ti + E @ijY;j-
3 .

J

Integrant aquesta expressié entre 0 i 7' > 0, obtenim:

T y T
/ 2dt = / ri + E Q;ijY; dt.
o Y 0 ;

Dividint entre T, tindrem:

In(y;(T)) — In(y;(0)) .
T —TZ+;a2]ZJ(T)7

on definim la mitjana temporal z;(7T") com:

1 (T
7(T) =7 | y(t)dt.
0
Ja que les solucions estan acotades, a < y;(t) < A, es dedueix que les mitjanes temporals
també estan acotades, és a dir:

a<z(T)<A peratotjiT >0.

Ara considerem una successié T, — +o0o. Com que les successions {z;(T})} estan
acotades, pel Teorema de Bolzano-Weierstrass sabem que existeix una subsuccessié con-
vergent per a cada j. Per tant, podem obtenir una subsuccessié T}, tal que z;(T},) — Z;
per a cada j.

Les successions ln(yi(Tk),};ln(yi(O)) també estan acotades, ja que el terme In(y;(Ty)) és
limitat per la hipotesi de permanéncia (és a dir, y;(t) esta acotat i no es fa zero). Per
tant, podem passar al limit ’expressi6 original:

In(y:(Tk)) — In(y:(0))

=7r;+ Z aiij(Tk).

Ty
J
Prenent el limit quan T} — 400,
In(y(Tk)) — In(y:(0))

T,
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Aixi obtenim ’equacié d’equilibri per a les mitjanes temporals:

OZTi+Zaij2j peratoti=1,...,n.
J

Per tant, el punt z = (Z,...,2,) és una solucié del sistema d’equilibri associat a

I’'equacio:
O0=nr;+ E Q525
J

Com que equilibri interior z € Int(S,) és tnic, es conclou que z = z. Aix0 implica
que totes les subsuccessions convergeixen al mateix punt z.

Aixi, hem demostrat que la mitjana temporal de les solucions y;(¢) convergeix al punt
d’equilibri z; quan T — o0, és a dir:

1 /7
T/ yi(t)dt — z; quan T — o0, i=1,...,n.
0

O

Aquest teorema proporciona una forma de poder predir i controlar el comportament
de les estrategies a llarg termini i a més garanteix que el sistema, en cas de convergir, ho
fara de manera suau. El cas en que no hi ha equilibris interiors sera més senzill, ja que
les estrategies evolucionaran als extrems del simplex S,.

3.4 Regles d’imitaci6

Fins ara hem suposat que el benefici mitja de ’estrategia ¢ ve donat per una funcio lineal
(Azx);. Aquesta suposici6 és valida quan les interaccions entre jugadors es produeixen per
parelles, i els jugadors son seleccionats aleatoriament dins de la poblacié. No obstant aixo,
en molts casos, les funcions de benefici a;(z) dels jugadors no depenen de manera lineal
de les estrategies dels altres. Basant-nos en 'article de Josef Hofbauer i Carl Sigmund
[4], aix0 dona lloc a la segiient equacié replicadora:

T; = :J:,(al(ac) — L_Z). (3.8)

on a =y . x;a;(x) representa la mitjana de pagaments de la poblacié i a;(x) el pagament
no lineal associat al tipus 1.

Les estrategies o els tipus es poden transmetre dins d’una poblacié a través de regles
d’imitacié. S’assumeix que cada individu selecciona aleatoriament un altre jugador de la
poblacié per observar la seva estratégia. Aleshores, en funcié de certs parametres, com
poden ser la diferéncia en els beneficis obtinguts per cada jugador o la freqiiencia relativa
de les estrategies en la poblacid, els individus decideixen si imitar ’estrategia observada
0 no. Aquest procés es modelitza a través del segiient model d’entrada-sortida:

i =iy (fij(@) = fji(x)) w, (3.9)

J

on fij fa referéncia a la taxa amb que un jugador del tipus j adopta el tipus .
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Es podria assumir que aquesta taxa només depen dels pagaments que rep cada jugador
de manera que f;;(z) = f(ai(x),a;(x)) on f(u,v) defineix la regla d’imitacid, on a;(x) i
a;(x) representen els pagaments obtinguts pels tipus ¢ i j respectivament.

La regla més senzilla d’imitacié és imitar al millor tipus, és a dir, f;j(z) = 1 si a;(x) >
aj(z) i fij(x) = 0siai(z) < aj(x). Siel jugador i obté un major pagament que el jugador
Jj, aleshores f;;(z) = 1, de manera que el jugador que era del tipus j canviara a i.
Aquest enfocament presenta un problema, ja que condueix a un comportament discontinu
en el sistema, perque es produeixen salts de 0 a 1.

En aquest tipus de regles d’imitacié una estrategia augmentara si i només si el seu
pagament és major en mitjana que els pagaments de la resta de jugadors de la poblacié.
Si es classifiquen els jugadors en ordre decreixent amb aq(z) > ... > a,(z) la dinamica
es pot descriure utilitzant una equacié replicadora usant una matriu d’interaccié A on
a;; = 1 si el jugador j té un pagament major que el jugador 4, i conseqiientment 7 imitara
a j, a;;j = —1 si el pagament del jugador i és major que el de j i a; = 0. Es a dir, la
matriu A serd de la forma:

Exemple 3.4. Reprenent I’Exemple 3.3 del joc pedra paper tisora es construira ’equacio
replicadora seguint la regla d’imitar al millor. Per tant, fent servir (3.9) es tindra:

i1 = z1 (frz(z)z2 — for(w)w2 + fiz(@)xs — fa1(x)xs) ,
i = x2 (for(z)z1 — fra(w)z1 + fos(w)w3 — faz(x)ws),
&3 = 23 (f31(x)r1 — fiz(x)r1 + faz(x)xe — fo3(x)w2),

amb fio(z) =01 fo1(x) = 1, ja que paper guanya a pedra, fiz(x) =11 f31(z) =0, ja que
pedra guanya a tisora i fo3(z) = 01 f32(x) = 1, ja que tisora guanya a paper. D’aquesta
manera, substituint quedara la segiient equacio:

.fl = .1?1(—%2 + .1:3),
jZQ = xg(l'l — 1‘3),

T3 = acg(—xl + xg).

S’observa que s’obté la mateixa equacié replicadora que en el cas anterior fent a; = —1
i b, = 1. Com abans, (1,0,0), (0,1,0) i (0,0,1) sén punts d’equilibri trivials. Cal veure
si hi ha algun punt d’equilibri a l'interior de Ss. Si igualem 2; = 0 llavors z; = 0 o bé
T3 = T9, T9 = 0 llavors 9 = 0 0 bé x1 = x3 i 3 = 0 llavors x3 = 0 0 bé x9 = x1. Com
es vol estudiar 'existéncia d’equilibris interiors, no es contemplaran els casos xz; = 0. Si
T3 = Tg9, com que r1 + T3+ x3 = 1, es té que x1 + 2z9 = 1 que implica que z1 = 1 — 2xo.
De 29 = 0 es té xo(1l — 3z2) = 0 i, per tant, x9 = 3 =1/31i21=1-2-1/3 =1/3.
De manera que (%, %, %) és I'inic equilibri interior. Cal estudiar I'estabilitat dels punts
d’equilibri, per fer-ho cal obtenir la matriu jacobiana del sistema, que sera:

—T2 + 3 —1 T
€2 Tr1 — X3 —X2
—I3 I3 —I + xI9
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e En el punt (1,0,0) els valors propis de la matriu jacobiana sén: A\; = 0, Ay = 11
A1 = —1. Per tant, el punt (1,0,0) tindra una varietat de dimensié 2 que sera una
sella amb un espai inestable de dimensié 1 associat al vap positiu i un espai estable
de dimensio 1 associat al vap negatiu i una varietat neutral associada al vap nul.

e En els punts (0,1,0) i (0,0, 1) els valors propis de la matriu jacobiana tornen a ser:
A1 =0, Ay =11 )X = —11, en conseqiiencia, els punts tindran la mateixa estabilitat
que el punt anterior.

e Per ultim, en el punt (%, %, %) la matriu jacobiana sera:

11
3 3
0 -
1
3

Wi O
o
Wl

_1

3

Els valors propis d’aquesta matriu sén: Ay = 0, Ao = 7 - @, A3 = —1i - ? En

aquest cas el punt és no hiperbolic donat que els tres valors propis tenen part real

0 i, per tant, el Teorema de Hartman no pot aplicar-se. Aqui la matriu jacobiana

no determina el comportament del camp no lineal i no podem concloure el com-

portament dins de la varietat de dimensié 2 associada als vaps Ao i A3, ja que les

orbites poden tancar, poden fer espiral cap endins o cap enfora. Tot i aixo, utilitzant

metodes numerics d’integracié es pot observar que ’estructura és un centre, i per
tant, estable, ja que les orbites ni s’apropen al punt ni s’allunyen.

A la Figura 3.3 es mostra un retrat de fase de la varietat associada a Ag i As.

1.0

0.8 1

0.6 1

x2

0.4

0.2 9

0.0 1

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x1

Figura 3.3: Retrat de fase del joc pedra paper tisora.

Per solucionar el problema de la discontinuitat es pot assumir que f(u,v) és una funcié
creixent ¢(u — v) de manera que es dona una equacié replicadora de la forma:

di=wi Yy (¢ (ai(z) — a;(x)) z5). (3.10)

J
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En particular, si s’escull p(u —v) =0siu—v <0igpu—v)=a-(u—v)siu—v >0,
on «a és una constant positiva, es tindra una equacié diferencial del tipus (3.8).

També pot assumir-se que la regla d’imitacié és proporcional, és a dir, que els jugadors
imiten aquelles estrategies que semblen tenir més exit amb una probabilitat que depen
del benefici que guanyarien a 'adoptar aquella nova estrategia. Si el guany per canviar
d’estrategia és elevat, és més probable que aquell jugador canvii la seva estrategia, pero,
si la diferéncia és petita, la probabilitat sera baixa. Aixo dona una equacié del tipus:

@i = xi(f(ai(z)) — Z%‘f(aj(x)))- (3.11)

per una certa funcié f creixent amb f(u,v) = f(u) — f(v). En el cas en que f sigui lineal
s’obté altre cop 1’equacié replicadora (3.8).

La regla més general per descriure la imitacié seria la segiient:
T = x;9i(x). (3.12)
on les funcions g; satisfan Y z;g;(z) =0 a S,,.

Definicio 3.9. Es diu que una equacié replicadora és monotona en el guany si, Vx, es té
gi(z) > gj(x) & ai(x) > a;(x).

Per aquest tipus d’equacions es compleix el Teorema 3.3 o Folk Theorem.

Definicié 3.10. Es diu que la dinamica de (3.12) és agregadament monotona si

ylg(x) > z'g(x) & yla(x) >zl a(x), Vx,y,z€ S,.

Aixo vol dir que si un conjunt d’estrategies té un guany superior a un altre conjunt,
aquesta superioritat es manté tant en termes de la dinamica de les estrategies, com dels
pagaments que reben els jugadors.

Definicié 3.11. Una estrategia pura ¢ es diu que és estrictament dominada si existeix
algun y € S, tal que
ai(x) < yla(x), Vxe€S,.

Definicié 3.12. Es diu que la dinamica de (3.12) és monotona convera si

a;(z) < yTa(x) — gi(z) < yTg(x)7 Vi,x,y € Sp.

En el cas en que la dinamica del joc és monotona conveza les estrategies estrictament
dominades no seran utilitzades pels jugadors.

Teorema 3.6. [4] Si la dinamica d'un joc és convexa monotona i l'estrategia i esta
iterativament estrictament dominada, llavors x;(t) — 0 per a t — +oo al llarg de les
solucions interiors.

Proposicié 3.7. [4] Una equacié de la forma (3.11) és monotona convexa si i només si f
és convexa.

Si f no és convexa, hi ha jocs amb estrategies estrictament dominades que sobreviuen
al llarg d’un conjunt obert d’orbites.
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3.5 La millor resposta

Les regles d’imitacié no requereixen que els jugadors tinguin grans capacitats cognitives,
ja que es basen en 'observacié del comportament dels altres jugadors i en copiar les seves
estrategies si el rendiment que proporcionen és millor. El metode de la resposta optima
permet que alguns jugadors revisin les seves estrateégies i puguin escollir la millor resposta
possible, que es denotara per BR(x), que es basa en l'estratéegia mitjana actual de la
poblacié que esta representada per x. En aquest context, els jugadors han de tenir unes
capacitats cognitives superiors, ja que analitzen les situacions abans de prendre decisions.
Aixo dona lloc a la dinamica de la millor resposta BR(x) que és el resultat de la diferéncia
entre la millor resposta i I'estratégia mitjana actual. Prenent com a referéncia article de
Josef Hofbauer i Carl Sigmund [4], es té:

% € BR(z) — x. (3.13)

Com que les millors respostes no sén uniques, en general, es parla d’una inclusié
diferencial en comptes d’una equacié diferencial. Per a funcions de guanys continues
a;(z) el conjunt de les possibles millors respostes sera convex, compacte i semicontinu
superior, és a dir, que els canvis respecte de x estan controlats.

Les solucions x de la inclusié diferencial seran funcions Lipschitz que satisfan (3.13)
per a tot ¢ > 0. Si la millor resposta BR(x) és una tnica estrateégia (pura) b, la solucié
vindra donada per x(t) = (1 — e %)b + e~'x, que mostra que a mesura que el temps
augmenta 'estrategia inicial s’acosta a la millor resposta b seguint una trajectoria lineal.
Pot passar que quan els jugadors s’apropen a b, ja no sigui la millor resposta tnica i, per
tant, hi pugui haver un canvi en la dinamica, on poden sorgir noves respostes optimes.

Per a cada x, sempre existeix una estrategia b que no només és una millor resposta a x,
siné que també és una millor resposta contra si mateixa. Si restringim el joc a les millors
respostes a x, aquesta estrategia sera un equilibri de Nash en aquest subjoc, el qual sera
la restriccié al simplex BR(x). Llavors, si el joc és lineal, es té b € BR((1 — €)x + €b) per
a e > 0. Si s’aplica iterativament aquesta construccié a jocs lineals generics, s’obté una
solucié lineal a trossos de (3.13) que esta definida per a tot ¢ > 0.

El sistema resultant es descriu com un sistema semidinamic amb valors multiples que
vol dir que el sistema no té una tUnica trajectoria, sind que hi ha varies solucions que
poden evolucionar al mateix temps. En aquest cas, el simplex .S,, només és invariant cap
endavant i la frontera ja no cal que sigui invariant, siné que estrategies que inicialment
no estaven presents poden apareixer i augmentar la seva freqiiéncia. Es per aquest motiu
que es diu que la dinamica de la millor resposta és una dinamica innovadora, ja que pot
introduir estrategies noves al joc. Aix0 és una de les principals diferéncies amb la dinamica
d’imitacié, que simplement manté les estrategies que ja estaven presents a la poblacié.

En aquest cas, els equilibris de Nash estrictes sén asimptoticament estables i les es-
trategies estrictament dominades sén eliminades de les solucions de la dinamica de la
millor resposta.

Pel que fa a la classificacié dels retrats de fase, les dinamiques de la millor resposta
sén molt semblants a la dinamica del replicador pel cas 2-dimensional i es tornen a tenir
3 casos possibles. En canvi, per n = 3 hi ha moltes més diferencies amb la dinamica del
replicador.



Capitol 4

Jocs Eco-evolutius

La teoria de jocs evolutiva que s’ha estudiat fins ara tracta de modelar com canvien les
estrategies dels individus d’una poblacié sense tenir en compte la interaccié que pot tenir
I’entorn amb aquestes estrategies. En canvi, amb els jocs eco-evolutius, I’entorn passa a
tenir un paper dinamic que reacciona a les estrategies, ja que algunes poden deteriorar-lo.
En el model que es presentara s’introdueix una nova variable, I’entorn, que permetra ana-
litzar com la interaccié canvia de forma dinamica en resposta a les accions dels individus,
cosa que fa que hi hagi una retroalimentacié que influeix en ’evolucié de les estrategies.
Desenvolupaments recents en aquesta area han mostrat que les retroalimentacions entre
les estrategies dels individus i ’entorn poden modificar la matriu de pagaments subjacent,
alterant les dinamiques poblacionals de manera significativa. Aquest tipus de retroalimen-
tacio entre estrategies i ’entorn es troba en sistemes complexos com ecosistemes, colonies
d’insectes, poblacions microbianes o estructures socials humanes, i permet analitzar de
manera més realista les dinamiques d’interaccié en xarxes poblacionals.

Un dels grans interrogants en els models de jocs eco-evolutius és com la cooperacié pot
mantenir-se dins d’una poblacié quan els pagaments de cada jugador es veuen influenciats
no només per l'accié dels altres individus, siné també per l’entorn. Aquest estudi se
centrara en jocs simetrics, on tots els jugadors tenen el mateix conjunt d’estrategies i els
pagaments només depenen de les estratégies triades. Aquesta simetria permet estudiar
el model en comunitats diferenciades, analitzant tant les interaccions internes com entre
comunitats.

A més, es considera que ’entorn no depén ni de nodes individuals ni és compartit
globalment, siné que esta associat a les arestes entre jugadors, assignant una variable
ambiental especifica per a cada tipus d’aresta (dins d’una comunitat o entre comunitats).
Aquest enfocament permet modelar situacions on dos jugadors que comparteixen una
aresta poden millorar o deteriorar conjuntament el seu entorn. Seguint 'article de Kat-
herine Betz, Feng Fu i Naoki Masuda [1] es presentara el model i s’estudiara I’estabilitat
dels diferents punts d’equilibri.

4.1 Model

Suposem que es tenen dues comunitats amb N/2 jugadors a cada una. Cada jugador
pot interactuar amb individus de la seva comunitat o de l'altra comunitat. D’aquesta
manera, dos jugadors de la mateixa comunitat interactuen amb una freqiiencia de 1 — ¢ i

31
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dos jugadors de diferents comunitats interactuen amb una freqiiencia §, on 0 < § < 1.

Cada jugador pot cooperar o defectar i a més dos jugadors que formin una interaccid
poden millorar o empitjorar I’entorn que comparteixen. Aix{ doncs, n; € [0,1] (ng € [0, 1])
és lestat de l'entorn de la comunitat 1 (comunitat 2), que representa les connexions dins
de la comunitat 1 (comunitat 2) i n1a € [0,1] l'estat de I'entorn quan un jugador de la
comunitat 1 i un de la comunitat 2 interactuen. Es considera que si n (on n representa
ny, Ny 0 n12) és proper a 0 lestat és favorable a cooperacié i si és proper a 1 favorable a
defeccié.

La matriu de pagaments ve definida com:

) = =y (B0 80) o (B8

on n pot ser ny, ny 0 ni2 (recordem que n per definicié és sempre un nimero entre 0 i
1). Es a dir, es tracta d'una combinacié lineal entre un entorn favorable a cooperar i un
entorn favorable a no cooperar. Quan n = 0 la cooperacié és I'inic equilibri de Nash,
és a dir, suposem que Ry > Ty i Sy > FPy. Aixi, faci el que faci I'altre jugador cooperar
sempre rep un millor pagament. En canvi, quan n = 1 la no cooperacié és I'tinic equilibri
de Nash i Ry <7171 851 < P;. Aixi doncs, s’ha de complir

Ry>1Ty, So>Fy, Ri<Ty i Si<Ah. (4.1)

Siguin g1 i g2 vectors 2-dimensionals associats a un jugador de la comunitat 1 i comuni-
tat 2 respectivament, on la primera entrada del vector és el pagament per un cooperador i
la segona entrada el pagament per un defector. Es denota per x la fraccié de cooperadors
de la comunitat 1, 1 — x la fraccié de no cooperadors de la comunitat 1, y la fraccié de
cooperadors de la comunitat 2 i 1 — y la fraccié de no cooperadors de la comunitat 2, de
manera que X = (a: 1-— x)T iy = (y 1-— y)T. Aleshores, es té que els pagaments asso-
ciats als jugadors de cada comunitat depenen del pagament obtingut jugant amb jugadors
de la mateixa comunitat i el pagament de jugar amb jugadors de I’altra comunitat:

q1 = (1 =06)A(n1)x + 0A(n12)y,
q2 = (1 - 5)A(n2)y + 5A(n12)x.

S’esta suposant que la competéncia entre cooperacid i defeccié és a nivell local, ja que
els jugadors que viuen en diferents comunitats poden percebre entorns diferents a causa
del diferent estat de ’ambient. Llavors la dinamica replicadora de cooperadors de cada
comunitat depen del nombre de cooperadors i de defectors i de la diferéncia de pagaments
entre cooperadors i no cooperadors, i ve donada per:

T =x(1—-)(qu1 — q12),
v =yl —y)(ga1 — q22)-

La dinamica de l'estat de I’entorn de cada tipus de connexié és:

ny = n1(1 — nl) [$(91 + 1) — 1] ,
7”52 = ng(l — ng) [y(@g + 1) — 1] y
nig = n12(1 — 7112) [2(912 + 1) — 1] .
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onz=(x+y)/2i6; >0,0; >0, 02 > 0 representen la capacitat que té la cooperacié
per millorar 'entorn. Dit d’una altra manera, sén la proporcié de millora de la variable
ambiental pel respectiu tipus de connexié. Si 0y és gran, per exemple, un nombre petit
de cooperadors pot millorar significativament I’entorn de la comunitat 1.

Posant R3 = Ry — Ry, Ps=Py— P, T3 =Ty — 11 1 S35 = Sp — 51, el seglient sistema
H-dimensional modela la dinamica dels models eco-evolutius.

ny = n1(1 — nl) [ZL‘(91 + 1) — 1] R (4.2)
rig = ng(1 —ng) [y(f2 + 1) — 1], (4.3)
nig = nlg(l — nlg) [2(912 + 1) — 1] s (4.4)

i‘:.’E(l—.T)[(Ro—To—So+P0)ﬂ?+SO_Po—nl(Sg—Pg)
—ma(Ry — Ty = S5 + P3) = 6((Ro = To = So + Ro)(w — )

— (R3 — T3 — 85+ P3)(nix — niay) — (S — P3)(ny — nm))} , (11)

y=y(l—y) [(Ro—T0—50+P0)y+50—P0—n2(53 - P;)
~nay(Rs — Ts = 3+ P) = 6((Ro —To — So + Po)(y — o)

— (Ry — T3 — S5 + P3)(nay — niox) — (S35 — P3)(ns — nm))} . (4.5)

En resum, aquest model combina la dinamica evolutiva dels jugadors (com es propa-
guen la cooperacié i la defeccié) amb un entorn que també evoluciona com a resposta de
les accions dels jugadors.

Abans de poder analitzar ’estabilitat del sistema que proporciona el model, cal com-
provar que hi ha una relacié entre les equacions del sistema obtingut en jocs evolutius pel
cas bidimensional i les equacions en el cas de jocs eco-evolutius.

Recordem que, pel cas n = 2 en Jocs Evolutius haviem definit ’equacié replicadora de
la segilient manera:

t=uz(l —x)[(Az); — (Ax)2].

En el model que acabem d’introduir, el parametre d representa la interaccié entre membres
de dues comunitats. Si assumim que § = 0, de manera que només hi ha interaccié entre
membres de la mateixa comunitat, la dinamica dels cooperadors d’una comunitat (per
exemple, la comunitat 1) es pot escriure com:

& =z(1—)gn — qz2l,
que és equivalent a:
&= z(1 —x)[(A(n)z)1 — (A(n1)z)2],
ja que pel cas § = 0, tenim que:
¢ = A(n)z,

i aix0 correspon a l'equacio replicadora anterior.
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4.2 Analisis de ’estabilitat: cas 68, = 6, = 615

En el segiient apartat, per simplificar I’estudi del sistema dinamic de dimensié 5 resultant
del model, s’assumeixen algunes simetries. Aix0 permetra fer una analisi de Iestabilitat
de la dinamica replicadora d’un sistema 3-dimensional. Per fer-ho, s’analitzaran els punts
d’equilibri als vertexs, a l’interior, als costats i a les cares, tenint en compte que les
solucions del sistema dinamic estan definides al cub unitat.

Suposem que tenim 61 = 6 i que la condicié inicial satisfa £ = y i ny = na. Aleshores,
T =y iny =ny son certes per a tot ¢t > 0. Assumim també que 01 = 05 = 015, de manera
que el sistema 5-dimensional inicial es convertira en el segiient sistema 3-dimensional:

.i‘ZZC(l—l‘)[(Ro—TQ—So—I-PO)ZL’—l-SQ—PO

+ (—ny + 6ny — n12) ((Rs — Ts — Ss + Py)a + (S5 — Pg))}, (4.6)
fn = n1(1 — ny) [g;(el 1) - 1}, (4.7)
n12 = n12(1 — n12) [55(91 +1) — 1}- (4.8)

Per estudiar l’estabilitat dels punts d’equilibri cal coneixer la matriu jacobiana del
sistema J(z,n1,n12). Posant g(x,n1,n12) = g11—q12 per simplificar la matriu J(z, n1,n12)
dona

x(1— w)% + (1 —22)g(z,n1,n12) z(l— x)aa—ngl z(1—x) 8?1912

nl(l—nl)(el—i—l) (1—2711)(23914—1’—1) 0

nlg(l — nu)(@l + 1) 0 (1 — 27112)(3791 +x— 1)
(419)

4.2.1 Equilibris als vertexs

Els vertexs seran tots els punts tals que x,n1,n12 € {0,1}. Avaluant la matriu jacobiana
(4.9) en cada un dels vertexs obtenim:

e En el vertex (0,0,0)
So—F 0 0

J(0,0,0) = 0 -1 0
0 0 -1
e En el vertex (1,0,0)
To—Ro 0 O
J(1,0,0) = 0 ¢ 0

0 0 b2
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e En el vertex (0,1,0)

Sod — Pyo+S1(1—-0)—P(1—-6) 0 O
J(0,1,0) = 0 1 0
0

0 -1

S10 — Pio+Sp(1—0)—Py(1—=46) 0 O
J(0,0,1) = 0 10
0 0 1

En el vertex (0,0,1)

En el vertex (1,1,0)

TS — ReS+Ti(1—6) = Ri(1—6) 0 0
J(1,1,0) = 0 6, 0
0 0 012

En el vertex (1,0,1)

Ty6— Ri6+Th(1—6)— Re(1—68) 0 0

J(1,0,1) = 0 9, 0
0 0 —bi2
e En el vertex (0,1,1)
Si—P 0 0
J(0,1,1) = 0 10
0 0 1

En el vertex (1,1,1)

0 0 —b12

Com que Sog— Py >0,Ty— Ry < 0,5, — P, <0iT;— Ry > 0 tenim que en tots els punts
hi ha almenys un valor propi positiu i un de negatiu de manera que cada punt d’equilibri
té un subespai invariant on el comportament de les solucions és tipus sella.

4.2.2 Equilibris a linterior

Els punts d’equilibri de l'interior del cub unitat han de complir 0 < z*,n],nj, < 1.
Imposant 73 = 01 njs = 0 tenint en compte que ni,ni2 ¢ {0,1}, tindrem que z* = ﬁ.
Ara, substituint z* a I’equacié (4.6) i imposant © = 0 tindrem

|:(R0—T0—30+P0) +SO—P0+(—n1+(5n1—6n12)<(P3—T3—33+P3) +(53—P3))} =0.

1 1
0, +1 0, +1

Simplificant, obtenim que els equilibris n] i n], han de satisfer

_ Ro+ Ty + Sob1 — Poth
R3 — T3+ S3601 — P36

ny —njd +nj, (4.10)
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Qualssevol punts n] i n]y que compleixin aquesta equacié sén punts d’equilibri, és a dir,
no hi ha un dnic punt d’equilibri, siné una corba de punts fixos i, per tant, la situacié és
degenerada i no podem fer servir la matriu jacobiana per analitzar I'estabilitat dels punts
d’equilibri.

4.2.3 Equilibris a les arestes

Els punts d’equilibri a les arestes del cub unitat han de complir que una de les vari-
ables z*,n],n], prengui valors entre 0 i 1 i les altres dues siguin 0 o 1. Si z* =1
tindrem 7; = n1(1 —n1)0; i ni2 = ni2(1 — ni2)0; i igualant a 0 com que #; > 0 ha de
ser ni,ni2 € {0,1} cosa que no pot passar. Si z* = 0 tindrem r; = ni(1 — ny)(—1)
i ni2 = ni2(1 — ni2)(—1) i també és impossible pel mateix motiu. Aix{ tindrem que
0 <z* <1ing,nie € {0,1}. Si (n1,n12) = (0,0) llavors imposant & = 0 tindrem que
(Ro—To — So+ Po)x + Sp — Pp =0 i com que z* € (0,1) aix0 fa que s’incompleixi (4.1)
i, per tant, no pot ser. Seguint uns arguments similars obtenim que (n1,n12) = (1,1)
tampoc té sentit. D’aquesta manera tindrem dos equilibris (z*,0,1) i (z*,1,0).

Si (n1,n12) = (0,1) llavors tindrem
& =z(1 —x)((Rg Ty — 8o+ Po)a + So — Po — 8(S5 — P3) — da(Ry — Ty — S +P3)>.
com que z* ¢ {0, 1} igualant a 0
(Ro —To — So + Po)x + So — Py — 0(S3 — P3) — dx(R3 — T3 — S3 + 3) = 0.
i aillant obtenim
Py — S0 +6(S5 — Ps)

= . 4.11
v Ry —To— So+ Py — 0(R3 — T3 — S3 + P3) (4.11)

e Py—So+6(S3—PFs
De manera que en el punt d’equilibri (z*,n},n},) = (RO7T0750+P0765R37T3)733+P3) ,0,1)

la matriu jacobiana (4.9) quedara

1 1 1
J{I) JI(Q) J1(3)
o JY o

o o JY

on

J(l) _ [(Po=S0)(1=6)+6(P1—S1)][(Ro—=Tb) (1 —-6)+6(R1 —T1 )]
11 Ro—To—So+Po—06(R3—T5—S3+D3) ’

g _ (=8|’ So)(l )+6(P = SUI[(Ro—To)(1—0)+8(F1 —T1)]
12 = (Ro—To—So+Po—d(R3—T3—S3+P3))3

g _ dwl(Po=50)(1=8)+8(P1—S1)][(Ro—To)(1=0) +6(R1 —T1)]
13 = (R1—T1—S1+P14+0(R3—T5—S3+P3))3 ’

J(l) _ —Ro+To+Py01—S001+6(R3—T3—P36014+5301)
22 — Ro—Tg—So+P0—5(R3—T3—Sg+P3) )
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w = (Po — So)(Rl — Tl) — (P1 — Sl)(Ro — To).

D’aquesta manera, els valors propis son A\ = qu),)\g = JZ(;),)\Q = J:*Ezl%)- Cal notar que
els tres valors propis tenen el mateix denominador, d’aquesta manera, mirarem primer
el signe del denominador analitzant 4 casos i dintre de cada cas analitzarem el signe del
numerador de cada valor propi. Per simplificar la notacié posem el segiient:

v =Rs—1T5— 53+ D4,
pu=Ro—To— So+ P — 97,
p = Rs— T3+ 5301 — Ps36;.
Cas 1: v > 01i p > 0. Tindrem que « és positiu si es compleix
Ry—To+T1— R >So—FPo— S1+ P

Aleshores, 1 és positiu si
< Ro—1Typ— So+ Py

5 4.12)
. (
Com que ¢ > 0 els valors que satisfacin (4.12) han de complir que
Ry —1Tp > Sy — F.
El valor propi JQ(? és negatiu si
Ry — Ty — Pyb1 + Spb
5 < Lo~ 1o oV1 + 50 1
p
El valor propi Jé;)) és negatiu si
Ry — Ty — Pyb1 + Spb
5> o~ 1o 001 + 50 L
p
Per tant, cal que
Ry — Ty — Pyb1 + Spb
5= 0 ot1 + 0v1 (4.13)
p
Ara, perque Jﬁ) sigui negatiu s’ha de complir
. Py — So Ry —Tp
§ < min , . 4.14
{Po—So—P1+51 Ry—To—R1+T (4.14)
o be Py—5 Ro—T,
0 > max 0 -0 , 0 -0 . 4.15
{Po—So—P1+51 Ry—To— R+ T (4.15)
Pero no hi ha cap § que satisfaci (4.12), (4.13) i (4.14) o bé (4.12), (4.13) i (4.15).
Cas 2: v>01ipu<0.Sivy>0lavors y <0 si
Ry —Ty— So+ P
5> 0 f0m S0t o (4.16)

Y
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Perque ¢ satisfent (4.16) existeixi i estigui entre 01 1 cal que
Ro—To>5—-FP i Ri—-T1 <5 —P.
Perque JQ(é) i J?E:l,)) siguin negatius cal

> Ry — Ty — Py + Spb
P .

d

< Ry — Ty — Pyt + Sob:
p .

J

Aix0 dona

. Ry — Ty — Pyb1 + Spby
P .

5 (4.17)

(1)

Perque Jli sigui negatiu cal que el numerador sigui positiu i, per tant, hem de tenir que
(Po—So)(1 =0)+ (P —51)1(Ry—Tp)(1 —96)+ 0(Ry — T1) siguin positius o negatius
alhora.

Si els dos son positius obtenim

Py— Sy
o> , 4.18
Py—5S)0— P+ 5 ( )
! Ry — T
§ < 0 -9 : 4.19
Ro—To—Ri1+1Th ( )
Perd no existeix cap ¢ satisfent (4.16), (4.17), (4.18) i (4.19) alhora.
Si els dos son negatius llavors
Py— Sy
0 < , 4.20
Py—So— P+ 5 ( )
! Ry — T
5> 0 -9 : 4.21
Ry—Ty— R+ Ty ( )
Amb un ¢ satisfent (4.20) i (4.21) s’ha de satisfer
Ry — Ty < Py— Sy
Ry—Ty— R+ T Po—So—Pl—i—Sl'
que és equivalent a
(Po — So)(Rl — Tl) > (Pl — Sl)(Ro — To). (4.22)

Aquest valor 6 € (0,1) existeix si i només si RHS de (4.20) és positiu i RHS de (4.21)
és menor que 1. La primera sempre es compleix perque Py — Sy < 0151 — Py <0ila
segona sempre es compleix perque Ry — Ty > 01 7Ty — Ry < 0. La interseccio de totes les
equacions que defineixen 0 (4.16), (4.17), (4.20) i (4.21) es pot resumir com

. Ry — Ty — Py + Spb:
P .

J

(4.23)
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Cas 3: y<01ip>0.Sivy <0 llavors s’ha de complir
Ry—Ty—Ri+Ti<Sy—FPy— 51+ P

Ara, > 0 si i només si se satisfa (4.16). Perque § estigui ben definit i sigui menor que 1
cal que
Ri-T1 <5 —-P 1 RQ—TO<PO—SO.

Com que p > 0 obtenim altre cop que s’han de satisfer (4.13), (4.14) i (4.15) i tornem a
tenir altre cop que no pot existir § que satisfaci totes les condicions alhora.

Cas 4: v <01ipu<0. Pertal que vy < 01ipu <0 cal que es compleixi I'equaci6 (4.12)
i perque ¢ estigui ben definida s’ha de complir Ry — Ty > So — Py. Aquest cas dona un
resultat analeg al cas 2 i trobem que 'equilibri és estable si es compleixen les equacions
(4.22) i (4.23).

En cas que § # RO*TO*PPOGﬁSOQI obtindrem que la matriu jacobiana té dos valors pro-
pis positius i un de negatiu.

Si (n1,m12) = (1,0) tindrem

& =z(1—1x) (RO—TO—SO+PO)x+SO—PO+(5—1)((Rg—T3—sg+P3)x+53—Pg)]

igualant a 0 i aillant obtenim

Ry =Ty — 51+ P+ 0(R3 — 13 — S3 + P3)
De manera que en el punt d’equilibri (z*,n},nj,) = (R1—ﬂ—gggi;g%;z_—%)—sﬁﬁ) ,1,0)

la matriu jacobiana (4.9) quedara

2 2 2
10 g
o JP o
o o JP

on

7@ _ [(P=51)(1-8)+6(Py—So)][(F1 =T1) (1-0) +3(Ro—Tp)]
11 R1—T1—S1+P1+6(R3—T3—S3+F3) ’

J& _ (=0)w[(P1=51)(1=8)+d(Po=So)][(R1=T1)(1=6) +6(Ro~To)]
12 = (R1—T1—S1+P1+6(R3—T3—53+F3))3 ’

J@) _ dwl[(P1=51)(A=0)+3(Po—S0)][(F1—T1)(1-0) +-(Ro—To)]

13 (Ro—To—So+Py—6(R3—T5—S3+P3))3 ’
J(Q) _ —Ri+T1+P101—5101—06(R3—T3—P301+5361)
22 R1—T1—S1+P1+6(R3—T3—S3+P3) ’

w = (Po - So)(Rl - Tl) — (P1 — Sl)(Ro - To)
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D’aquesta manera, els valors propis son A\ = Jl(f),)\g = Jég),)\g = Jgg). Cal notar que
els tres valors propis tenen el mateix denominador, d’aquesta manera, mirarem primer
el signe del denominador analitzant 4 casos i dintre de cada cas analitzarem el signe del
numerador de cada valor propi. Per simplificar la notacié posem el segiient

v = R3 =13 — 53+ P,

po =Ry —T1 — S1+ P + 07,
p = Rs— T3+ 5301 — Ps36;.

Cas 1: v > 01i pgo > 0. Tindrem que v és positiu si es compleix
Ry—Ty+T1— R >5 —FP— 51+ P

Aleshores, s és positiu si

—-Ri+T1+5 - P
» .

Per tal que § > 0 estigui ben definit i sigui menor que 1 els valors que satisfacin (4.25)
han de complir que

o> (4.25)

Ro—To>5—-FP i T1—Ri> P — 5.
Els valors propis JQ(S) i Jég) sén negatius si el seu numerador és negatiu i per tant s’ha de

complir
—Ry 4+ T+ P16 — 5160,

o>
p
i
_ T + Pif; —
5 < Ry + T + P16y 5191.
p
Per tant, cal que
_ T - Pi6; —
s it + 101 51‘91. (4.26)
p
Ara, perque Jﬁ) sigui negatiu s’ha de complir
. -P+ 5 —R1+ T
0 < , . 4.27
mln{Po—So—P1+Sl Ro—To—R1+T1} ( )
o be P+S Ry +T
§ > ma Bt SN S . 4.28
mX{PO—So—P1+Sl Ro—1Ty— R+ T ( )
Pero no hi ha cap ¢ que satisfaci (4.25), (4.26) i (4.27) o bé (4.25), (4.26) i (4.28).
Cas 2: v>01 pu2 <0. Siy>0llavors ps < 0 si
—-Ri+T1+5 —P
PP R e Sk (4.29)

y

Perque § estigui ben definida cal que

R —T1T1 <51 — Py
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Perque JQ(;) i J:,g) siguin negatius el numerador ha de ser positiu i, per tant, s’ha de

complir
— T, + P16 — 510
5o Ri+T1+ P60 — S5 L
p
i
— T, + P10, — 510
5 < Ri+T1+ P60 — S L
p
Aix0 dona R T+ Po 5.0
s=_ 1+141+ b1 — 101 (4.30)

p
Perque qu) sigui negatiu cal que el numerador sigui positiu i per tant hem de tenir que
(PL—S1)(1=0)+d6(Py—S0) i (R —T1)(1—=96)+ 0(Rp — Tp) siguin positius o negatius
alhora.

Si els dos s6n positius obtenim

-P+ 5
5 < , 4.31
Py—So—P1+ 5 ( )
i Ry +T;
§>— AL 4.32
Ro—To—Ri1+1Th ( )
Perd no existeix cap ¢ satisfent (4.29), (4.30), (4.31) i (4.32) alhora.
Si els dos s6n negatius llavors
-P+ 5
0> , 4.33
Py—5S)— P +5 ( )
i R +T
5§ < Lol (4.34)

Ry—Toy—R1+T1y
Amb un 0 satisfent (4.33) i (4.34) s’ha de satisfer

—R1+T < -P+5
Ry—To—-Ri+T" Py —So—P+51

que és equivalent a (4.22).

Aquest valor ¢ € (0, 1) existeix si i només si RHS de (4.34) és positiu i RHS de (4.33)
és menor que 1. La primera sempre es compleix perque 77 — Ry > 01 Ry — Ty > 01ila
segona sempre es compleix perque Py — Sp < 01 P, — 51 > 0. La interseccié de totes les
equacions que defineixen 0 (4.29), (4.30), (4.33) i (4.34) es pot resumir com

R+ Ty + P16 — 5104
) .

5 (4.35)

En definitiva, si es compleixen les equacions (4.22) i (4.35) el punt d’equilibri és estable.

Cas 3: v <01 pug>0.Si~vy <0 llavors s’ha de complir

Ry—Ty—Ri+Ti<Sy—FPy— 51+ P
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Ara, p9 > 0 si i només si se satisfa (4.29). Perque § estigui ben definida s’ha de satisfer
que
R, -1} <Sl—P1.

Com que p2 > 0 obtenim altre cop que s’han de satisfer (4.26), (4.27), (4.28) i (4.29) i
tornem a tenir altre cop que no pot existir § que satisfaci totes les condicions alhora.

Cas 4: v <01 puy <0. Perque v < 01 pg < 0 cal que es compleixi (4.25). Perque
0 estigui ben definida s’ha de complir Ry — Ty > Sy — FPy. Aquest cas dona un resultat
analeg al cas 2 i trobem que l’equilibri és estable si es compleixen les equacions (4.22) i

(4.35).

En cas que 6 # *R1+T1+;D 10129101 ghtindrem que la matriu jacobiana té dos valors

propis positius i un de negatiu.

4.2.4 Equilibris a les cares

En aquest cas tindrem que una de les variables z*,n],njy sera 0 o 1 i les altres dues
prendran valors entre 0 i 1. De manera similar al cas dels equilibris a les arestes si z*=
0 o 1 obtindrem que I'equilibri és un vertex i, per tant, 0 < 2* < 1. Fent que nj o nj,
siguin 0 o 1 obtenim quatre equilibris a les cares.

Si njy = 0 imposant 777 = 0 com que ny # 0,1 obtenim z* = ﬁ. Ara, fent £ =01
tenint en compte 0 < z* < 1 tindrem

1
(Ro—To—So+Po) g~ Pot-So+m (0 —1) (R =Ty = Sy +-Ps) g + (S5 P) ) =

ajuntant els termes que tenen n; a una banda de la igualtat

— Py+ 8.

n1(1—§) ((R3 Ty Sy Py) (S5 — P3)> — (Ro— Ty — So + P)

61+ 1 61+ 1

aixo és equivalent a
ny(1-9) ((Rg—T3—53+P3)+(53—P3)(91+1)> = (Ro—To—So+Py)+(—Po+50)(61+1).
aillant n; obtenim

(Ro —To — So + Po) + (—Po + So) (61 + 1) '
(1 8)((Rs —Ts — S5 + P3) + (S5 — Py)(61 +1))

ny =

finalment, simplificant

Ry — Ty — Pyb1 + Sobh

ny = . 4.36
! (1 —0)(Rs — T3+ S301 — P3b) ( )
El punt d’equilibri sera (z*,nj,njy) = (911“, (lfgggg;fg@;fﬁgggn,0). Avaluant la

matriu jacobiana (4.9) obtenim
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on

J(3) _ [(P1=51)(Ro—=To)—(Po—So0) (R1—T1)]6h

1 — (91+1)(R3 Ts— P391+5391) ?

J(3) _ —01(1-0)(R3—T3—P301+5361)

12 — (61+1)3 ’

J(S) _ —016(R3—T3— P391+S391)

3 (6:+1)3

J(3) _ —(614+1)(Ro—To—Po01+S001)(R1—T1 —P101+5101+5(R3—T: P391+536’1))
21 — (1—5) (Rs— T3 P391+8391)2

El polinomi caracteristic de la matriu jacobiana sera
A0 A A5 0

Els valors propis sén A1 =01

3
J( ) \/ — 47 g3

Perque la part real sigui negativa s’ha de complir que Jl(?) 0iJ (3)J2(:13) < 0. El
denominador de J( ) és positiu, ja que (Rs — T3 — P31 + S301) > 0i 6; > 0. Per
tant, necessitem que el numerador sigui negatiu, és a dir, s’ha de complir (4.22). Ara,
com que Jl(g’) < 0 perque Jl(g) JQ(‘I)) < 0 cal que JQ(?) >01icom (Ry —Tp— (Py—Sp)bh) >0

s’ha de complir
—Ry+ T + P16y — 5164

Rs — T35 — P36, + S36.
En resum, perque el punt d’equilibri sigui estable s’ha de complir que (4.22) i (4.37).

> 0. (4.37)

Si n1 = 1 imposant njo = 0 com que ni3 # 0,1 obtenim z* = ﬁlﬂ. Ara, fent £ =01
tenint en compte 0 < z* < 1 tindrem que

(RO—T0—50+P0) +So—P0+(—1+(5—5n12)((Rg—T3—53+P3) —i—Sg—Pg) = 0.

1 1
01+ 1 01+ 1

ajuntant els termes que tenen n12 a una banda de la igualtat

5n12<(RS — T35 — S35+ P3) + (S35 — P3)(61 + 1)) =

Ro—"To— So+ P+ (So —Po)(91 + 1) + (—1 +5) ((Rg — 1Ty —53+P3) + (53 —Pg)(91 +1)>.
alllant nq1o i simplificant obtenim

Ry — T + 5161 — P10y + 6(R3 — T + S361 — Psb1)

= 6(R3 — T3 + S301 — P36h) (4.38)
G1e1 . N R1—T1+5101—P101+0(R3—T3+S3601— P36
El punt d’equilibri sera (z*, n}, nj,) = (911+1, it 16(1R3—1T;ISE,93—P:(;)3 1=-3 1)). Ava-

luant aquest punt a la matriu jacobiana (4.9) tindrem

4 4 4
RN
0 0 0

JPV 00
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on

J@ — 5B _ 0ul(P1—51)(Ro—To)—(Ro—S0)(F1—T1)]
11 11 (01+1)(R3—T3+S301—Ps61) ’

J(4) J() —01(1-0)(R3—T5— P391+5391)

12 =J1’ = Gt 1)?

J( ) _ J( ) _ —018(R3—T3—P301+5301)

13 13 — (6:+1)3 )

J(3) _ *(91+1)(R1*T1*P191+5191)(R1 —P16014+51601+0(R3—T: P391+536’1))
31 — 62(R3—T: P361+5301)

El polinomi caracteristic de la matriu jacobiana sera
A0 A ) —0

Els valors propis sén A1 =01

\/ 4J13 J?El)

Ao =

Perque la part real sigui negativa s’ha de complir que Jl(il) <0i J1(§) J?E;l) < 0 El denomi-

nador de Jl(il) és positiu, ja que (Rg — T3 — P36 + S3601) > 016, > 0. Per tant, necessitem
que el numerador sigui negatiu, és a dir, s’ha de complir (4.22). Ara, com que Jl(g) <0
perque Jl(g)Jé;l) < 0 cal que J( )~ 0i com (Ry — T — P10y + S161) < 0 s’ha de complir

—Ry+ T + P16, — 5164
Rs — T35 — P36, + S36.

) (4.39)

En resum, perque el punt d’equilibri sigui estable s’ha de complir que (4.22) i (4.39).

Si n12 = 1 imposant 117 = 0 com que n; # 0,1 obtenim z* = ﬁ. Ara, fent £ = 0 1
tenint en compte 0 < z* < 1 tindrem

1 1
B Po+(— — —T3—S3+P —Py=0).
(Ro—To—So-+Po) g +S0—For+(—ni-+0m ) ((Rs~Ts S+ ) Sy 0)
ajuntant els termes que tenen n; a una banda de la igualtat
1 1
1-¢ —T3— 53+ P —Py=(Ro—To— So+ P ~ R
ny( )((Rg 3 — 53+ 3)91 1 + 53 3 = (Ro —To — So + 0)91 — + S )

aixo és equivalent a
n1(1—5)<(R3 — T3 —53+P3)+53—P3((91+1) :RO—TO—SO+P0+SO—P0(61+1)-

alllant nq i simplificant obtenim

Ro — Ty — Pyb1 + Spb1 — (5(R3 — T3+ S3601 — P301>
(1 =0)(R3 — T3+ 5301 — Ps361) '

ny =

El punt d’equilibri sera (l‘*, nT’ 7”L>{2) _ ( 1 R07T07P001+509175(R3*T3+S3917P391)’ 1) . Ava-

1+1° (1-06)(R3—T3+S301—P301)
luant la matriu jacobiana (4.9) obtenim
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on

J(5) _ J1(513) _ [(P1=S51)(Ro—To)—(Po—So0)(R1—T1)]61

1 = - (01+1)(R3—T3—P301+S5361) ’

J(5) J() —01(1-0)(R3—T3— P391+5391)

12 = J12° = (01+1)3

J(5) J( ) _ —016(R3—T5—P3601+S301)

13 13 = (ZESE ’

J(5) _ —(014+1)(R1—T1—P1601+5161)(Ro—To—Pyb1+S001 —0(R3—T3—P361+5361))
21 — (1—5)2(R3—T3—P391+S391)2 :

El polinomi caracteristic de la matriu jacobiana sera
N IPA— A =0

Els valors propis sén Ay =01

7O 4 \/ 78 70

Agg =

Perque la part real sigui negativa s’ha de complir que Jl(i’) < 0i Jl(g)JQ(?) < 0. El
denominador de Jﬁ)) és positiu, ja que (R3 — T35 — P31 + S3601) > 01 6; > 0. Per
tant, necessitem que el numerador sigui negatiu, és a dir, s’ha de complir (4.22). Ara,
com que Jl(g) < 0 perque Jl(g)JQ(?) < 0 cal que JQ(?) >01icom (R —T1 — P10 + Spb1) <0
s’ha de complir

Ry — Ty — Pyb1 + Sobh
Rs — T35 — P361 + S36,
En resum, perque el punt d’equilibri sigui estable s’ha de complir que (4.22) i (4.40).

> 0. (4.40)

Si n] = 0 imposant njz = 0 com que nj2 # 0,1 obtenim z* = ﬁlﬂ. Ara, fent £ =01
tenint en compte 0 < z* < 1 tindrem

1 1
Ro— Ty — S+ P So—Py—6 <R—T—S P S—P):o.
(Ro 0 o+ 0)91+1+ 0 0 niz2( (R3 3 3+ 3)91+1+ 3 3
ajuntant els termes que tenen nj2 a una banda de la igualtat
1 01 +1 1 01 +1
5 (R—T—S P Sa—P. ):R—T—s j2 So—P, .
nig| (R3—T3—53+ 3)01+1+(3 3)91+1 (Ro—To—So+ 0)61+1+(0 0)91+1

aixo és equivalent a
onio ((Rg —T5— S35+ Pg) + (53 — P3)(91 + 1)) = (Ro — Ty —So+ Po) + (SO — Po)(91 + 1).
aillant nio obtenim
- (Ro —To — So + o) + (So — Po) (61 +1)
5((33 — T3 — S35+ P3) + (S3 — P3)(0h + 1))
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finalment, simplificant
Ro — Ty + Sob1 — Pobr

. 4.41
(S(Rg — T3+ 53601 — P391) ( )

ni2 =

o1 N Ro—To+Spb1—FPob
De manera que el punt d’equilibri sera (z*, n¥, nj,) = (91+1 ,0, 6(}203 7931§’3911 ;33911)). Ava-

luant la matriu jacobiana (4.9) obtenim

6 6 6
J{I) JI(Q) J1(3)

0 0 0
IO 0 0
on
J©) — B) _ 01l(P1—51)(Ro—To)—(Ro—S0)(F1—T1)]
11 — Y11 — (01+1)(R3—T5+S301—Ps61) ’
6 —01(1—0)(Rs—Ts— P301+S30
Ty = ) = RO,

Jl( ) J1(3) _ —616(Rs3 (67?13+11)3301+S301)’

J(G) _ —(014+1)(Ro—Tp—Pob1+S061) (Ro—To—Pob1+S001 —0(R3—T3—P361+5361))
31 = 62(R3—T3—P361+S301)2 ’

El polinomi caracteristic de la matriu jacobiana sera
A2 = TN = g9 59y o,

Els valors propis sén A\; =01

J(6) \/ 4‘]13) J?El)

27

Perque la part real sigui negativa s’ha de complir que Jl((li) <0i J1(3)J ©) = 0 El denomi-

nador de Jl(?) és positiu, ja que (Rg — T3 — P36 + S361) > 0160, > 0. Per tant, necessitem
(6)

que el numerador sigui negatiu, és a dir, s’ha de complir (4.22). Ara, com que J;3’ < 0
perque Jl(g)Jéf) < 0 cal que J( ) > 01 com (Ro — To — Poby + Spb1) > 0 s’ha de complir

RO — Ty — P091 + 5091

< 0. 4.42
Rz — T3 — P301 + S361 (442)

En resum, perque el punt d’equilibri sigui estable s’ha de complir que (4.22) i (4.42).

A continuacié, es presenta un exemple que il-lustra els calculs fets anteriorment.

Exemple 4.1. Suposem que hi ha dues empreses competidores, Fq i FEo, que operen
en el mateix mercat i cadascuna té N/2 = 100 treballadors. Cada empresa pot triar
entre dues estrategies: col-laborar amb l'altra empresa o competir. Les interaccions en-
tre els treballadors de les empreses tenen un impacte en 1’estat del mercat i ’ecosistema
economic compartit. Suposem que les interaccions entre treballadors de la mateixa em-
presa es produeixen amb una freqiiencia de 1 — § = 0.8, mentre que les interaccions entre
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treballadors de diferents empreses tenen una freqiiencia de § = 0.2. Els parametres de
millora ambiental sén 81 = 03 = 015 = 1.5.

Les matrius de pagaments per n = 0 (favorable a cooperaci6) i n = 1 (desfavorable)

son:
Ry Sp (3 1Y\ R 5 (10
Ty, Py) \2 0/}’ n P) \4 1)

D’aquesta manera quedara el segiient sistema 3-dimensional

z=x(1—2)[1+ (-0.8n1 — 0.2n12)(2x + 2)],
1’i1 == n1(1 - nl)(25$ - 1),
nig == nlg(l - 7112)(2.5.T - 1)

La matriu jacobiana del sistema vindra donada per

(24n1+6n12)x2—102—8n1 —2n12+5 8x(x2—1) 2x(x2—1)
5 5 5
5(1—n1) —(5z—2)(2n1—1)
# % 0 (4.43)
5(1—n12)n12 0 —(5.18—2)(27112—1)

2

Equilibris als vertex: Tots els vertex sén punts d’equilibri: P1(0, 0, 0), P2(1, 0, 0),
P3(1, 1, 0), P4(0, 1, 0), P5(0, 0, 1), P6(1, 0, 1), P7(1, 1, 1) i P8(0, 1, 1). Fent els calculs,
obtenim altre cop que en tots els vertex hi ha almenys un valor propi positiu i un de
negatiu de manera que cada punt d’equilibri té un subespai invariant on el comportament
de les solucions és tipus sella.

Equilibris a l’interior: Fent els calculs obtenim que z* = 2/5 i que nj,nj, han de
satisfer —0.8n} + nj, = 13/14, és a dir, tenim una recta de punts fixos que anomenem r,
fent que la situacié sigui degenerada i no podem fer servir la matriu jacobiana per I’estudi
de Destabilitat.

Equilibris a les arestes: En aquest cas, els punts que obtenim estan fora del cub
unitat i, per tant, no hi ha cap punt d’equilibri a les arestes.

Equilibris a les cares: En aquest cas obtenim 2 punts d’equilibri, que sén els segiients

— En el punt PQ(%, %, 0) els valors propis sén
—/681 — 39 v 681 — 39
=———<0; Ng=—=——
130 130

i per tant el punt és neutralment estable amb un espai 2 dimensional estable associat
als vaps amb part real negativa.

A = 0; Ao < 0.

— En el punt P10(2, L1, 1) els valors propis sén

5756
—3i\/446 — 12
140

3 =

31v/446 — 12

AL=00 Ao = 140
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i el punt torna a ser neutralment estable amb un espai de dimensié 2 estable associat
als vaps amb part real negativa.

Per tal de que el lector es pugui fer una idea d’on estan situats els diferents punts
d’equilibri en la Figura 4.1 es mostren tots els punts que s’han trobat al cub unitat,
marcant de color vermell els punts d’equilibri als vertexs, de color verd els punts d’equilibri
a les cares i de color blau la recta de punts fixos.

ni
P4 P3
P9

b8 P7

P1 -

P10 P2
P5 \r
P6

ni2

Figura 4.1: Cub unitat on es representen els diferents punts d’equilibri.

4.3 Analisi de ’estabilitat pel cas 5-dimensional

En el cas en queé no s’assumeix cap tipus de simetria entre les dues comunitats de manera
que tenim un sistema 5-dimensional, no estudiarem els retrats de fase. En aquest cas
existeixen 3° = 243 combinacions possibles de z,y,n1,n9 1 n12 prenent valors 0, 1 o
entre 0 i 1. Dintre d’aquestes combinacions, Unicament 60 sén equilibris, dels quals 21
sén estables sota algunes condicions.



Capitol 5

Conclusions

En aquest treball s’ha estudiat en profunditat la teoria evolutiva de jocs amb I'objectiu
de modelitzar i entendre les dinamiques poblacionals en escenaris on diversos individus
interactuen en busca d’un benefici personal. Primerament, s’han explicat alguns con-
ceptes de teoria de jocs classica com la dominacié estricta d’estrategies, les estrategies
mixtes o I'equilibri de Nash. A continuacié, aquests conceptes s’han relacionat amb ei-
nes molt importants dins dels jocs evolutius com les estrategies evolutivament estables
(ESS) o l'equaci6 replicadora, que han permes entendre com evoluciona la freqiiencia de
les estrategies dins d’una poblacié en funcié de la seva aptitud relativa.

La principal contribucié d’aquest treball ha sigut la proposta d’un model eco-evolutiu
que introdueix ’entorn com una variable addicional per explicar ’evolucio de les dinamiques
de la poblacié. Aquest model permet analitzar com la cooperacié pot mantenir-se dins
d’una poblacié en situacions de competeéncia i amb un entorn canviant. Amb ’assumpcio
d’algunes simetries s’ha pogut simplificar el model a un sistema en tres dimensions. Aixo
ha permes estudiar ’estabilitat dels punts d’equilibri a ’interior, a les cares, a les arestes
i als vertexs del cub unitat, i trobar alguns punts que tenen varietats associades estables,
inestables o sella. Tot i aix0, aquestes simetries no permeten capturar d’una forma rea-
lista la complexitat de les interaccions i només permeten obtenir una idea simplificada de
la dinamica.

De cara al futur, podria ser interessant ampliar el model per poder considerar escenaris
amb més de dues comunitats on es produeixin interaccions no lineals més complexes. A
més, també es podria validar el model amb dades reals per comprovar que s’ajusti de
manera adequada i representi correctament les dinamiques en situacions reals, ja sigui
en l'estudi de la cooperacié entre espécies o ecosistemes, o en contextos socials. Fins i
tot, aquest model podria explorar-se en intel-ligéncia artificial mitjangant algoritmes de
cooperacié entre agents.

En resum, aquest treball mostra com la teoria de jocs evolutiva pot contribuir a enten-
dre diferents situacions i escenaris complexos, oferint una perspectiva teorica que combina,
rigor matematic, aplicacions i exemples practics. Aquest estudi no només obre les portes
per a futures investigacions, siné que també reforca la importancia i utilitat de la teoria
de jocs com una eina que permet modelar els comportaments dels individus en contex-
tos tant biologics, com economics, com informatics o politics, i analitzar les dinamiques
de diferents poblacions per estudiar ’evolucié de les estrategies i de les decisions que es
prenen.
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