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Abstract

We study the braid group, analyzing its algebraic and topological structure.

We also study the Lawrence-Krammer representation and its faithfulness (injectivity)
for all n > 1. This representation is presented as a morphism from the braid group,
described according to Artin’s presentation, to the automorphism group of a homology
group associated with a specific space.

In particular, we prove that braid groups are linear.

Resum

S’estudia el grup de trenes, analitzant-ne I’estructura algebraica i topologica.

S’estudia la representacié de Lawrence-Krammer i la seva fidelitat (injectivitat) per a
tot n > 1. Aquesta representacié es presenta com un morfisme des del grup de trenes,
descrit segons la presentacié d’Artin, cap al grup d’automorfismes d’un grup d’homologia
associat a un espai concret.

En particular, demostrem que els grups de trenes sén lineals.
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1 Introduccio

L’objectiu d’aquest treball és demostrar que els grups de trenes admeten representacions
lineals fidels. Per poder-ho provar, primer recordarem algunes nocions basiques, aixi com
els grups de trenes, que sén casos particulars de grups.

Recordem que un grup (G, *,e,7) és un conjunt no buit G amb tres operacions: una
aplicacié * : G x G — G (que anomenem producte), un element e € G, i una aplicacié
i: G — G (Uinvers), tals que e és I’element neutre per %, i Va,b,c € G, tenim a *xi(a) =
i(fa)xa=eiax(bxc)=(axb)xc.

Una representacié d’un grup G és un morfisme que va des de G al grup lineal general
GL,(C) = {A € M(n,C) | det(A) # 0}, format per les matrius quadrades invertibles de
n files, n columnes i coeficients a C. Per tant és una manera d’escriure els seus elements
com a matrius, de tal manera que es preservin les operacions del grup. Si aquest morfisme
és injectiu, direm que la representacié és fidel.

Un grup és lineal si té una representacié fidel, és a dir, si G és isomorf a un subgrup
de GL,(C), per a un cert enter n > 1.

Si G és un grup finit, és a dir, té un nombre finit d’elements, aleshores es pot representar
matricialment, i per tant, tot grup finit és lineal. Vegem-ho:

Teorema 1.1. (Cayley.) Sigui G un grup finit d’ordre n. Llavors, existeiz un morfisme
injectiu de grups ¢ : G — X, on X, €s el grup simétric, de n elements.

DEMOSTRACIO. Siguin g,¢’,h € G. Considerem I'accié de G en G denotada per oy, on
cada element g € G produeix una permutacié h — g-h del conjunt G. Per tant, també es
compleix o, € Y, que identifiquem amb X, ja que dos conjunts tenen el mateix cardinal
si 1 només si els seus grups simetrics sén isomorfs.

Considerem ara la funci6é o : G — X, on g — o4. Usant les propietats de ’accié:

(0 09)(h) = 0y 0 (W) = 04(g' 1) = g (¢ - h) = (9-9) - h = 0 ()

per a tot h € GG, i aleshores

U(Q) : U(g/) =09 0y =0gg9 = o(g- g/)

Per tant hem vist que o és un morfisme de grups. A més, sera injectiu, ja que o(g) = idg
implica que h = g - h per a tot h € G. En particular, per h = e tindreme=g¢g-e=g. [

Aplicant el Teorema de Cayley i usant que el grup simetric ¥,, és un subgrup del grup
lineal general (ja que tota permutacié es pot representar amb una matriu invertible),
arribem a la conclusié que G també és isomorf a un subgrup de GL,,(C); que implica que
tot grup finit és lineal.

Sigui G un grup; sigui B un subconjunt de G tal que, si Fp denota el grup lliure
generat per B, el morfisme natural p : Fg — G és exhaustiu; i sigui R un conjunt del
nucli de p tal que tot element del nucli de p es pot escriure com una paraula en els elements
de R. Definim una presentacié de G com una parella formada pels conjunts B i R. Es fa
servir la notacié G = (B | R), i es diu que B és el conjunt de generadors, i R el conjunt
de relacions. Una presentaci6 sera finita si B i R tenen un nombre finit d’elements.

Una part de la motivacié d’aquest treball apareix a partir de la segiient pregunta:
tot grup amb presentacié finita és lineal? La resposta és que no, ja que existeix un



grup amb presentacié finita que no ho compleix: el grup de Baumslag-Solitar BS,, , per
n =2, m = 3. Aquests grups es defineixen com BSy,, = (a,b | ab™a™1 = b"), per b" # 1
in#0.

Observem que el grup de matrius generat per

o0 11
J— m J—
S G
és la imatge de BS,, ,, via 'aplicacié que envia a — A i b — B, ja que AB™A™l =B
B™ # 1d per a tot n # 0.

Se segueix el segiient raonament: si |m| # 1 # |n| i |m| # |n|, els grups de Baumslag-
Solitar no sén Hopfians (es demostra el cas n = 2, m = 3 a [16]). Per un resultat algebraic,
un grup que no és Hopfia, tampoc sera residualment finit, i aleshores no sera isomorf a
un grup lineal finitament generat, ja que aquest sempre és residualment finit (es prova a

[L)).

Teoria de trenes

Intuitivament, una trena de n filaments és un entrellacat de n fils, en un principi parallels,
on cada fil es mou entre els altres seguint un patré determinat: per crear una trena, es
pren un fil i es creua per sobre o per sota d’uns altres, perd una vegada fet I’encreuament,
no se’n pot fer un altre en una posicié anterior.

Tot i que els grups de trenes van apareixer (molt discretament) per primer cop l’any
1891 en un article d’Adolf Hurwitz, va ser Emil Artin qui els va introduir als anys 1920,
amb l'objectiu de formalitzar objectes topologics utilitzats per modelar I'entrellacat de
diverses cordes a ’espai euclidia de dimensié 3. Artin prova que fixat n € Z>1, el conjunt
de les trenes de n filaments formen un grup, denotat per B,,.

L’any 1983, Vaughan Jones va descobrir noves representacions dels grups de trenes,
a partir de les quals va extreure’n el seu famés polinomi usat en la teoria de nusos.
Aquest és un exemple d’aplicacié de les trenes, pero en tenim d’altres: mecanica de fluids,
biologia molecular, criptografia, implementacié experimental d’anions, teoria de nusos i
enllagos, etc. Els grups de trenes s’han estudiat en altres camps topologics i algebraics,
gracies a la seva relacié amb la teoria de nusos, homeomorfismes de superficies i espais de
configuracions.

Artin també en va donar una presentacié algebraica per a n € Z>a, que és la segijentE:

0i0; = 0,04, li—j]>1
Bn:<0-17'”70-n—1‘ J J

oi0j0; = 0004, |i—jl=1

Tenim, per tant, una presentacié finita del grup de trenes. Gracies al contraexemple
dels grups de Baumslag-Solitar, no necessariament el grup B, és lineal. Aquesta és la
motivacié del treball. Se’'n pot trobar una representacié matricial fidel? La resposta és
que si. Tot i aixi, no es va demostrar fins 'any 2001.

Els matematics que van prendre un paper imprescindible en la historia de la prova
d’aquest Teorema foren Ruth Lawrence (nascuda l’any 1971, britanica-israeliana), Daan

2La seva justificacié es mostra a I'apartat E



Krammer (nascut ’any 1968, neerlandes) i Stephen Bigelow (nascut ’any 1971, britanic-
australia). Abans, pero, cal mencionar la representacié de Burau (introduida el 1901
per Wilhelm Burau), que va resultar no ser fidel per n > 5. Deécades després, a 'any
1990, Ruth Lawrence va introduir una generalitzacié d’aquesta representacid, considerant
representacions del grup fonamental dels espais de configuracié de n punts diferents,
associats al grup de trenes.

Aquesta nova versié no es va poder completar fins 'any 2000, quan Daan Krammer va
adaptar el que havia fet Ruth Lawrence, a una representacié matricial explicita de B,,.
Va ser anomenada representacié de Lawrence-Krammer. A més, a partir d’aquest nou
resultat, Krammer en demostra la linealitat del grup de trenes per a n = 4, tot i que no
va poder generalitzar-ho per a n > 4.

Un any més tard i de manera independent, Stephen Bigelow va demostrar la fidelitat
de la representacié de Lawrence-Krammer per a tot n, i finalment es va establir que el
grup de trenes B, és lineal per a tot n > 1.

El concepte principal del treball sera, per tant, ’estudi del grup de trenes, les seves
propietats algebraiques i la seva relacié amb els grups modulars. Aix0 ens permetra
introduir invariants topologics i observar que cal veure per a demostrar la linealitat de
B,.

El primer resultat principal que s’estudia en aquest treball és la fidelitat de la repre-
sentacié de Lawrence-Krammer, és a dir, la seva injectivitat. Mitjancant 1’isomorfisme
entre el grup de trenes i el grup modular del disc 2-dimensional amb n punts marcats
de l'interior (diferents dos a dos), es relacionen dos tipus d’elements del disc amb classes
d’homologia i superficies d’un recobriment de dimensio 4.

Aquesta correspondéncia ens permetra poder treballar amb el nombre d’interseccié de
dos elements del disc, enlloc de termes de dimensié més elevada. Es deduira una propietat
essencial que permetra veure que qualsevol element del nucli de la representacioé ha de ser
isotop a la identitat, i no necessariament igual.

El segon resultat principal és la demostracié del Teorema de la linealitat del grup de
trenes per a tot n € Z>1. Es demostra que existeix un morfisme injectiu des del grup
de trenes cap al grup lineal general, amb coeficients a R. Com s’ha explicat, Stephen
Bigelow ho demostra I’any 2001, pero en aquest treball no se segueix de manera exacta el
seu procediment, sindé que s’evita un concepte anomenat fork, que representa un element
del segon grup d’homologia del recobriment utilitzat de dimensié 4.

L’objectiu del treball sera, doncs, desenvolupar la demostracié de la injectivitat de la
representacié de Lawrence-Krammer (i per tant, la seva validesa), i usar-la per a estudiar
la prova de la linealitat del grup de trenes.

Estructura de la Memoria

El capitol E de la Memoria se centra en definir i enunciar alguns resultats basics i previs
a la resta del treball, aixi com també aclarar la notacié utilitzada durant aquest. Inclou
conceptes algebraics i topologics importants de diferents branques: grups, homotopia,
recobriments, index, homologia, etc.

El capitol E presenta un visi6 general dels grups de trenes B,, i les seves equivaléncies en
espais topologics i algebraics. S’exploren les seves relacions amb espais de configuracions
i grups modulars.



Seguidament, el capitol @ esta dedicat a la representacié de Lawrence-Krammer. Es
presenta la definici6 i la descripcié de la representacio, aixi com els invariants associats i
les seves propietats. També es veu la seva relacié amb 'espai d’homologia Ho.

El capitol B se centra en els dos resultats principals del treball: la fidelitat de la
representacié de Lawrence-Krammer, i la demostracié de la linealitat del grup de trenes.
Inclou detalls sobre elements definits en el mateix apartat: els noodles i els arcs generadors.

Finalment, al capitol B s’explica la representaci6 en termes de matrius, i se’'n dona un
exemple. També s’indica quin és el rang de la base utilitzada i com s’obté.



2 Conceptes previs

En aquest apartat definirem i enunciarem alguns resultats basics i previs a la resta del
treball, aixi com també aclarirem la notacié utilitzada. S’han seguit [, 8, 9] per desenvo-
lupar els apartats d’aquesta seccié. No inclou totes les demostracions d’alguns resultats,
ja que no soén centrals pel desenvolupament del treball, no entren en la seva tematica, la
gran majoria s’han vist al grau de Matematiques i, a més, ocuparien massa pagines.

Denotarem per I I'interval tancat real I := [0,1] C R, ||.|| denotara la norma euclidiana
habitual i S" sera l’esfera n-dimensional. Per defecte, dotarem amb orientaci6 positiva (o
antihoraria) a les superficies i als espais topologics.

2.1 Definicions algebraiques

Definicié 2.1. Sigui G un grup i B un conjunt. Si el producte de G és commutatiu,
aleshores parlarem d’'un grup abelia. Es diu que G és un grup abelia lliure amb base B
si tot element del grup es pot escriure d’'una tnica manera com a combinacié lineal dels
elements de la base, amb coeficients enters.

Definicié 2.2. Un anell (A,+,-,0,1,—) és un grup abelia (A, +,0, —) juntament amb
una operacié binaria - anomenada producte que és associativa i distributiva respecte de
la suma, i un element neutre 1 per al producte. Si el producte és commutatiu, parlarem
d’un anell commutatiu.

Exemples 2.3. e ElgrupZ ®7Z & oo Z, on & denota la suma directa, és un grup
abelia lliure amb base {(1,0,---,0),---,(0,---,0,1)}.

e 7 és un anell commutatiu.

Definicié 2.4. Sigui G un grup. Definim els segiients conceptes:

o Labelianitzat de G. G := G/D(G),on D(G) := [G,G] = {(g-h-g~ L' : g, h € G).

e El normalitzador. Per a tot S € P(G), definim el normalitzador de S en G com
Ng(S):={geG:g-5-dt =5}

o El centre de G. Es el subgrup normal Z(G) :={he€G:h-g=g-h, Yg € G}.

e Torsié de G. Es el conjunt dels elements d’ordre finit d’un grup. Direm que G és
lliure de torsié si I'inic element g € G d’ordre finit és el neutre.

Definicié 2.5. Sigui R un anell commutatiu amb unitat. Un R-modul és un grup abelia
M, dotat d’una operacié externa,

RxM—M (rym)—r-m

que verifica els segiients axiomes, per a qualssevol r,s € R i qualssevol m,n € M:

(r+s)-m=r-m+s-m r-(m+n)=r-m+r-n
r-(s-m)=(r-s)-m 1-m=m
Observacions 2.6. e Sigui M un R-modul lliure. Es diu que M és de rang n quan

n és el nombre d’elements de la base de M. Es a dir, M = R".



e Sigui M un R-modul lliure de rang n. Aleshores GL,(R) = Autr(M).

e Tot modul lliure M és lliure de torsid, i per tant, tot submodul N C M també és
lliure de torsié.

Definicié 2.7. Siguin a,b € R. Es diu que sén algebraicament independents si no existeix
un polinomi P(z,y) amb coeficients a Q o a Z tal que P(a,b) = 0, amb I'excepcié del
polinomi P(z,y) = 0.

Exemple 2.8. a = v/2 i b =7 s6n dos nombres algebraicament independents.

Definicié 2.9. Un polinomi de Laurent en les variables g1, - ,q, és un polinomi amb

coeficients enters i termes de la forma ¢ ¢y? -+ - ¢%", on ay - - - ,a, € Z. L’anell de polino-

mis de Laurent en aquestes variables es denota per Alg, -+, ¢,] i també es pot escriure
— — /4 :':

com Z[Qlach 1a 5, dn, 4y 1] o bé com Z[Ql 1a e 7q7:7‘,:1]‘

Observaci6 2.10. L’anell de polinomis de Laurent Afgy, - ,gn] és commutatiu.

2.2 Nocions topologiques

Sigui X un espai topologic i A C X un subconjunt. Denotarem per A° I'interior de A, A
I'adheréncia de A4, 1 A := A\ A° la seva frontera.

Denotem per D" := {z € R" : ||z|| < 1} el disc n-dimensional és a dir; S*~! = dD™.
Per tant, D? és el disc unitat al pla complex R? (depenent del context, també denotara un
disc euclidia bidimensional homeomorf a I'unitari). Denotem per D,, = D?\ {p1,--- ,pn}
per pi,---,p, punts diferents dos a dos de linterior de D?. Sempre que parlem de
punts eliminats, ens referirem a punts extrets de l'interior d’un conjunt.

Definicié 2.11. Sigui X un espai topologic i a : I — X un cami o arc. Direm que « és
simple si «v és injectiva. Un lla¢ o cami tancat és un cami « tal que a(0) = a(1).
Siguin «, 8 dos camins a X tals que a(1) = $(0). Aleshores el cami producte de «, 8

es denotara per foa : I — X o simplement af.

Definicié 2.12. Siguin X, Y espais topologics, i C(X,Y) :={f : X — Y continua}. La
topologia compacta oberta en C(X,Y) és la topologia més fina per la qual els conjunts

VK, U):={feC(X,Y): f(K)CU}
sén oberts, on K C X compacte i U C Y obert.

Definicié 2.13. Siguin X,Y dos espais topologics. f : X — Y és un embedding o
inmersid si és continua, injectiva i compleix que X — f(X) és un homeomorfisme.
Quan X =Y, un homeomorfisme és també una inmersio.

Observacidé 2.14. Sigui X — Y una funci6 injectiva, i sigui Y < Z una inmersio.
Aleshores la composici6 X — Z és injectiva.

2.2.1 Homotopia

Definicié 2.15. Siguin X,Y espais topologics i f,g : X — Y aplicacions continues.
Direm que f i g sén homotopes o homotopiques si existeix una aplicacié continua F' :

X xI — Y tal que F(x,0) = f(z) i F(z,1) = g(x). Escriurem f L g (o simplement
f ~ g) i direm que F és una homotopia entre f i g.
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La relacié ~ és d’equivaléncia en el conjunt de funcions continues de X a Y.
Definicié 2.16. Siguin X, Y dos espais topologics, A C X i f,g: X — Y dues aplicaci-
ons continues tals que f(a) = g(a), Va € A. Diem que f, g sén homotopes relativament a
A si existeix una funci6 continua F': X x I — Y tal que F(z,0) = f(z), F(x,1) = g(z)
iperatotaace A t el =10,1], es té F(a,t) = f(a). Ho denotarem per f § g (o
simplement f " 9).

Definicié 2.17. Siguin X, Y espais topologics. Direm que sén homotopicament equiva-

lents si existeixen f: X — Y ig:Y — X aplicacions continues tals que fog ~ Idy i
go f ~Idx. Escriurem X ~ Y. Es clar que si X 2 Y, aleshores X ~ Y.

Afirmacié 2.18. Per a tota varietat topologica M amb frontera OM, la inclusic M° =
M\ OM — M és una equivaléncia homotopica.

DEMOSTRACIO. (Indicacié.) Sigui U = 9M x [0,1) Pentorn cilindric de M (per
f:0M x[0,1) — U, tenim f(z,0) = x per a tot x € M ). Podem definir una aplicacié
r: M — M° tal que sigui la identitat en M°\U, i que dins I'entorn cilindric U, collapsem
progressivament OM x {0} cap a M x (0,1) de manera continua. Aquesta aplicacié r
sera I’homotopia inversa de la inclusi6 ¢ : M° — M. U

Sigui X un espai topologic i zp € X. Considerarem la parella (X, zg).

Definicié 2.19. Sigui X un espai topologic. Definim m(X) com el conjunt de components
arc-connexes de X.

Definicié 2.20. El grup fonamental de X amb punt base xg és el conjunt de classes
d’homotopia de camins tancats a X amb punt base zy. El denotarem per m (X, xg).

Definicié 2.21. Sigui X un espai topologic i a € S”, 9 € X punts base. Definim com
(X, z0) el conjunt de classes d’homotopia de les funcions

f:8" — X, fla) =z

Definicié 2.22. Siguin X,Y dos espais topologics, x € X, ¢ : X — Y continua i
n > 1. L’aplicaci6 ¢y : m, (X, x0) — 7 (Y, ©(x0)) definida per ¢, ([a]) — [p o o], per tot
[a] € (X, z0) (per a: S" — X)) s’anomena morfisme induit per p.

Proposicié 2.23. Siguin X,Y dos espais topologics in > 1. Si f : X — Y és una
equivalencia homotopica, aleshores fy €s un isomorfisme de grups.

DEMOSTRACIO. Capitol 6, Teorema 6.14 de [9]. O
Observacié 2.24. Si X és contractil, aleshores 7, (X, xo) = {1}, Vn > 1.
Exemples 2.25. e R?~ {z}, per x € R%

e m(SY)Y=2Z, m,(St) = {1}, per n > 2.

Definicié 2.26. Sigui S una superficie, i a, 5 : I — S dues corbes. Un digon entre «, 3
és un disc tal que la seva frontera consisteix en un subarc de o i un subarc de 3, de tal
manera que el seu interior no conté punts de «, 5 (veure Figura R.1)).

Lema 2.27. Siguin o, : I — S dos llacos simples en una superficie S i amb un
nombre finit d’interseccions. Aleshores podem transformar « i 8 via homotopia a dues
corbes tancades simples amb menys punts d’interseccio, si i només si existeir un digon
entre a 1 3.

DEMOSTRACIO. Capitol 2, Lema 2.6 de [0]. O

7



Ficura 2.1. Un digon entre a i 5.

2.2.2 Recobriments

Definicié 2.28. Siguin X, X espais topoldgics i p : X — X una aplicacié continua. Es
diu que la parella (f( ,p) és un recobriment o revestiment de X si per a tot x € X existeix
un conjunt obert arc-connex U C X tal que x € U, i cada component arc-connexa de
p 1 (U) s’aplica a U, via p, de manera homeomorfa. En particular, p és exhaustiva.

Per a tot © € X, definim p~!(x) com la fibra de z. Si Vz € X, p~!(z) té n elements, diem

que X té grau n, o bé que X és el recobriment n-ésim de X.

Definici6 2.29. Siguin X,Y, Z espais topologics i p : X — Y un recobriment. Una

elevacié d’una aplicacié f: Z — Y és una aplicacié f : Z — X tal que po f = f.
Proposicié 2.30. Sigui (X,p) un recobriment de X, i siguin f,g:Y — X, on'Y és un
espai connex. Sipo f =pog, iexisteiry €Y tal que f(y) = g(y), aleshores f = g.

DEMOSTRACIO. Capitol 5, Corollari del Teorema 5.2 de [9]. O

Lema 2.31. (Elevacié de camins.) Siguin X,Y espais topologics, p : X — Y un
recobriment iy : I — Y un cami tal que v(0) =y € Y. Aleshores existeiz un unic cami
5 : 1 — X que eleva vy i compleir que 7(0) = z, per x € p~1(y).

DEMOSTRACIO. Capitol 5, Teorema 5.3 de [9]. O

Exemple 2.32. Sigui £ : R — S!' un recobriment tal que t — 2™ i f : ] — S!
una aplicacié continua tal que f(0) = 1. Aleshores existira una unica aplicacié continua
(Pelevacié de f) f: T — R tal que Eo f = fi f(0) = 0. Es pot visualitzar amb la
Figura P.2).

Lema 2.33. (Elevaci6 d’homotopies.) Siguin X,Y,Z espais topologics, p : X — Y
un recobriment, fy : Z x I — Y wuna homotopia, i fo : Z — X una elevacié de fo.
Aleshores existeiz una tunica homotopia fi: Z x I — X que eleva f;.

DEMOSTRACIO. Capitol 5, Teorema 5.4 de [9]. O

Definicié 2.34. Sigui X un espai topoldgic i p : X — X un revestiment de X. Ano-
menem transformacié de recobriment o automorfisme de recobriment a tot isomorfisme
X — X. Aquests formen un grup amb la composicié o, que denotarem per Deck(p).

Observaci6 2.35. Sigui X un espai topologic i X un recobriment arc-connex. Aleshores
una transformacié de recobriment esta determinada per la imatge d’un punt qualsevol.

Exemple 2.36. Utilitzant la mateixa notacié que a la Figura @, les transformacions de
recobriment sén les translacions verticals que envien l’espiral de R a ella mateixa. Per
tant, Deck(R) = Z, en aquest cas.
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Ficura 2.2. Elevacio de camins.

Observacié 2.37. Sigui p : X — X un recobriment de X. Aleshores a X hi ha un
acci6 de m (X)/m (X).

Sigui v un cami tancat a X amb punt base ¢. Si ¢’ és I'elevaci6 de ¢ a X', aleshores el punt
final de 4 sera (1), que compleix p(7(1)) = v(1) = v(0) = ¢q. Aleshores (1) € p~1(q)
esta determinada per [y] € m(X,q) i ¢, i sera ¥(1) = [y] - ¢’ , on - és accié de 71 (X, q)
sobre la fibra p~1(q). Si [y] és trivial, aleshores v ~ ¢, i per tant 7(0) = (1) = ¢'.

Exemple 2.38. Sigui p : R — S! un recobriment tal que ¢ — e*™ i ¢ = 1 el punt base

d'un llag 7 : [0,1] — St Com que 71 (S!) = Z, aleshores p~!(q) sera el conjunt {n € Z}.
En particular, si ¢ =0, (1) = ¢ + [7] = ¢ + 2 = 2, ja que 7 és un llag que dona dues
voltes en sentit antihorari a S*.

Proposicié 2.39. Sigui X un espai topologic, o € X i p : X — X un recobriment,
tal que p(&g) = xo. Aleshores I’homeomorfisme induit p, : 7 (X, &) — m (X, z0) és
injectiv. A més, la imatge p.(m1(X,20)) a m1(X,xo) consisteiz de totes les classes de
camins tancats tals que les seves elevacions a X amb punt base Ty sén llacos.

DEMOSTRACIO. Capitol 5, Teorema 5.7 de [9], o bé Capitol 1, Proposicié 1.31 de [§].
(]

Proposicié 2.40. Sigui p : (X, %) — (X, x0) un recobriment, i sigui f : (Y,yo) —

(X, o) una aplicacié amb Y arc-connex i localment arc-connex. Aleshores existeiz una
elevacid f: (Y,y0) — (X, %) de f si i només si fo(m1(Y,y0)) C pu(m1 (X, &0)).

DEMOSTRACIO. Capitol 1, Proposici6 1.33 de [g].

Definici6é 2.41. Sigui X un espai topologic. Diem que és simplement connex si és arc-
connex i el seu grup fonamental és trivial.

Observacié 2.42. Sigui A C X un espai topologic simplement connex. Aleshores la
inmersio A — X s’eleva a una inmersié A — X on X és un recobriment de X.

DEMOSTRACIO. Efectivament, si A és simplement connex, aleshores qualsevol cami
tancat a A es pot contraure a un punt. O

Lema 2.43. Sigui p : X — Y un revestiment, A C Y wun subconjunt arc-connex i
simplement connex i Ag, Ay C X dues preimatges per p de A, o aizecaments. Si AgNA; #
(0, aleshores Ay = Ay.



DEMOSTRACIO Suposem que Ag N A; # 0, perdo que Ay # A;. Com que Ay # Ay,
existeix a € A tal que @y # @z, on a1 :=p~(a) N Ay i ay := p~(a) N As.
Com que Ay N Ay #+0, i Ao,Al sén arc-connexos, aleshores Ay U Ay és arc-connex. Per
tant 3p : [0,1] — Ag U A; tal que p(0) = ag i p(1) = @;. Tindrem un element no trivial
popde m(Y,a). Ara bé, pop(]0,1]) C A, i A és simplement connex. Arribem a una
contradicci6. (]

2.2.3 Index d’un cami tancat

Intuitivament, I’index és el nombre de voltes que dona un llag vy al voltant d’un punt p (que
no pertany a la imatge de ), segons 'orientaci6 fixada (veure Figura R.3). Comengarem
donant una definicié més analitica, i després ho veurem d’una manera més topologica.

Definicié 2.44. Sigui Q C C obert, v un cami a Q tancat i localment de classe C*, i
p ¢ (), Vt. L’index de ~y respecte p es defineix com

1 dz
Ind(vy,p) = s— /
Y

2 J, 2 —p

Observem que si y~! denota el cami invers de v, aleshores Ind(y~!,p) = —Ind(vy,p).
No entrarem a demostrar que I'index és un enter, i que per v un cami tancat, la funcid
Ind(~,z): C\ Im(y) — Z és continua (es pot trobar la demostracié als apunts d’Analisi
Complexa de I'assignatura del grau).

Vegem ara una definicié topologica de I'index. Observem que 7 (C\{p}) = 71 (S!) = Z,
ja que C\ {p} ~ S!. També tindrem en compte que un cami tancat v : I — C també es
pot escriure com un cami S' — C, usant la projeccié I — S! que envia cada t — >
i sabent que S' = 1/0 ~ 1.

Definicié 2.45. Sigui v : I — S! un cami tancat, i 7 una elevaci6. Aleshores la
diferéncia (1) — (0) és un nombre enter (independentment de ’elevacié escollida), que
s’anomenara grau de v.

Observaci6 2.46. L’aplicacié grau esta ben definida i és un isomorfisme de grups entre
m1(S',1) — (Z,+). Es pot trobar la demostracié en els apunts de I'assignatura de
Topologia i Geometria Global de Superficies del grau.

Definicié 2.47. Sigui v : S! — C un lla¢ continu i sigui p € C un punt que no pertany
a la imatge de 7. Definim I'index de « respecte de p com Ind(y,p) = gr(N, o~), on
N, : C\ {p} — S! és l'aplicacio:

z—p
Nolz) = |z — pl

Observaci6 2.48. N, esta ben definida, ja que p ¢ v(I).

Una manera practica de calcular I'index és tragar una linea recta des del punt p, cap a
qualsevol direccid, i sumar el signe corresponent a cada interseccié de la recta amb el llag.
Fixada 'orientaci6 positiva, aquest signe sera un +1 (respectivament —1) si el cami ~
talla la recta en sentit a I’esquerra (respectivament a la dreta). Es pot veure un exemple
a la Figura R.3.
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Ind(y,p2) = -2

Ind(y,p3) =0

‘ Ind(vy,pa) = —1

Ficura 2.3. Index d’un cami tancat en un punt.

Observacions 2.49. e Ind(,p) =0 si el cami no envolta p.

o Dos camins diferents homotops a C\ {p} tenen el mateix index respecte p.

o Sip1 #p2ipr €m(C\Im(y),p1), aleshores Ind(vy,p1) = Ind(v, p2).

2.2.4 Homologia

Definicié 2.50. Sigui N € Z>° i siguin vg,v1, -+ ,v,, amb n > 0, n + 1 punts de
RY afinment independents. S’anomena simplex n-dimensional de vertexs vg, - -- ,v, al
subconjunt de RY definit per

A(vg, -+ ,vp) = {xERN | x:Z)\ivi, Zzl, )\Z-ZO}

i=0 i=0
Es a dir, és el més petit conjunt convex que conté vg,v1,: -, Un.

Lema 2.51. Dos simplexs n-dimensionals qualssevol sén homeomorfs.

DEMOSTRACIO. Capitol 1, Lema 1.1 de [[7] O

Per tant tot simplex queda determinat per la seva dimensié n. El simplex de R™*!
i+1

de vertexs v; = (0,---,0, 1,0,---,0) rep el nom de simplex n-dimensional estandard.

Donat p € Z=9, el denotarem per AP = {z € RPT! | 3P 2, =1, z; > 0}.

Definicié 2.52. Sigui X un espai topologic i p € ZZ°. Definirem un p-simplex singular
de X com una aplicacié continua o : AP — X.

Definicié 2.53. Sigui X un espai topologic. El grup de cadenes singulars p-dimensionals
de X, denotat per S,(X), és el grup abelia lliure generat pels p-simplexs singulars de X:

T

Sp(X) == {Z Xioi | Ni €72, 0 AP — X continua}
i=1

Observaci6 2.54. Un O-simplex singular de X és un punt de X, i un 1-simplex singular

de X és un cami de X.

Definicié 2.55. Sigui ¢ un p-simplex singular. Definim 1’operador vora com ’aplicacié
Op : Sp(X) — Sp—1(X) tal que



on & : APt — AP (0 < i < p, és I'aplicacié continua definida per

0i(wo, -+, p-1) = (X0, T1, 5 Ti-1,0, T4, -+, Tp—1).
Observacions 2.56. o §; és continua i envia AP~! a la cara A(eg, i, ,€p).

e 0,-10, =0, per a tot p > 0.

Observem també que la successié de grups de cadenes singulars S,(X), per p > 0,
juntament amb l’operador vora, formen un complex de cadenes de grups abelians, que
denotarem per (S, (X), ), que anomenarem complex de cadenes singulars de X.

Per tot p > 0, 0, és un morfisme de grups i, per tant, podem definir el grup de cicles
p-dimensionals de X com Z,(X) := ker(0,), i el grup de vores p-dimensionals de X com
By (X) := im(0p+1), que seran subgrups de Sp(X). Per la observaci6 anterior tenim que
per a tot p > 0, By(X) C Z,(X), i per tant podem definir el segiient:

Definicié 2.57. Sigui X un espai topologic, i p > 0. Es defineix el p-ésim grup d’homolo-
gia singular de X com el grup d’homologia p-¢sim del complex de cadenes singulars de
X, és a dir

Hp(X) := Hp(Sx(X)) = Zp(X)/By(X)

Observacions 2.58. o H,(X)=0,sip>dim(K).

o Per un cicle z € Z,(X), denotarem la seva classe [z] € H,(X). Quan dos cicles z, 2/
defineixen la mateixa classe, voldra dir que existeix una cadena ¢ € Bp1(X) tal
que z — 2/ = dc. Els cicles seran homolegs.

e Si R és un anell commutatiu unitari, es defineix el R-modul de cadenes singulars
Sp(X; R) com el R-modul lliure generat pels simplexs singulars. Es definiran els
grups d’homologia singular d’un espai topologic X amb coeficients en un anell R
(H«(X; R)) com els grups d’homologia del complex S,(X; R).

Definicié 2.59. Es diu que els morfismes f, g formen una successid exacta de complexs
de R-moduls, si per a tot p > 0, la successio

bj g
0 — M, 25 M, 225 M! — 0
és exacta, és a dir, si f, és injectiva, ker(gy,) = im(fp), i gp és exhaustiva.

Teorema 2.60. Siguin 0 — M, N M, L5 M — 0 una successié exacta de complexs
de R-moduls. Aleshores la successio

e Hy (M) 25 H (M%) L5 Hy (M) 25 Hy (M%) 25

és exacta, anomenada successié exacta llarga d’homologia assoctada a la successié exacta
de complexs. Tenim ker(g.) = im(fy), ker(fi) = im(0s) i ker(dy) = im(gx).

DEMOSTRACIO. Capitol 2, Teorema 7.3 de [[7]. O

Teorema 2.61. (Invariancia topologica de I'homologia singular.) Siguin X,Y dos espais
topologics © f : X — Y un homeomorfisme. Llavors, el morfisme H(f) : Hi(X) —
H.(Y) és un isomorfisme.
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DEMOSTRACIO. Capitol 3, Teorema 1.6 de [7]. O

Teorema 2.62. (Invariancia homotopica de I'homologia singular.) Siguin X,Y dos espais
topologics i f,g : X — Y aplicacions continues. Si f ~ g, aleshores H.(f) = H.(g) :
H.(X) — Ho(Y).

DEMOSTRACIO. Capitol 3, Teorema 4.1 de [[7]. O

Corolllari 2.63. Siguin X,Y espais topoldgics homotopicament equivalents. Aleshores

~Y

els grups d’homologia singular de X 1Y sén isomorfs: H.(X) = H(Y).

Un llag v amb punt base 2o en un espai topologic X és també un cicle, ja que i = Al,
que implica que tot llag es pot considerar com un 1-simplex singular. També tindrem

0y =v(1) —~(0) = xg —x0 = 0.

Proposicié 2.64. Sigui X un espai topologic i xo € X. L’aplicacié ¢ : m (X, x9) —
Hy(X) és un morfisme de grups.

DEMOSTRACIO. Capitol 3, Proposicié 3.2. de [7]. O

Observacié 2.65. El grup fonamental 71 (X, z9) no és necessariament un grup abelia,
perd Hy(X) sempre ho és. Per tant, si a,b € 71(X, 2¢), aleshores el producte aba=1b~! és
el nucli de ¢, i s’anomena el commutador del grup.

Lema 2.66. Sigui X un espai topologic arc-connex. Si m1(X) és abelid, aleshores el
morfisme de grups ¢ : w1 (X, xo) — H1(X) és un isomorfisme.

DEMOSTRACIO. Capitol 3, Corollari 3.5. de [{7]. O

Exemple 2.67. Sigui D un disc al pla complex i py,--- ,p, € D° punts diferents dos a
dos. Aleshores Hi(D \ {p1,--- ,pn};Z) = Z".

Sigui X un espai topologic i A un subespai de X. Denotem per (X, A) el parell
topologic. La inclusié i : A — X és continua i per tant, indueix un morfisme injectiu de
complexs de cadenes singulars S, (i) : Sx(A) — S«(X), tal que o — 0.

Definicié 2.68. El complex de cadenes singulars relatives del parell (X, A), que de-
notarem per S,(X,A) és el complex quocient Si(X,A) := S.(X)/S«(A). Es definex
I’homologia relativa del parell (X, A), que denotarem per H,(X, A) com I’homologia del
complex S, (X, A), és a dir: H. (X, A) := H,(S.(X)/S«(A))

Els grups Sp(X,A) sén grups abelians lliures, ja que sén isomorfs als subgrups de
Sp(X) generats per tots els p-simplexs singulars no continguts en A.

Teorema 2.69. Si (X, A) és un parell topologic, llavors hi ha una successio exacta llarga
co— Hy(A) =5 Hy(X) =5 Hy(X, A) 25 H, 1 (A) — -
que s’anomena successié exacta d’homologia relativa del parell (X, A).

DEMOSTRACIO. Capitol 3, Teorema 7.2 de [[7]. O
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Exemple 2.70. Sigui X = S! x I, A = S! x {0} US! x {1}. Aleshores H,(X) & Z, si
p=0,1,1i Hy(X)=0,sip>1; H(A) =2Z>sip=0,1,1 Hy(A) 20, si p> 1. Tindrem
H,(X,A)=Z,per p=1,21 Hy(X,A) =0, altrament.

NOMBRE ALGEBRAIC D’INTERSECCIO

La teoria d’interseccions en espais d’homologia és una tema bastant extens i no s’hi
entrara en detall quan se’n parli al llarg del treball. Tot i aixi, és important saber quan
es pot calcular el nombre d’interseccio.

Definicié 2.71. Sigui X una varietat diferenciable, i Y, Z C X dues subvarietats dife-
renciables. Diem que Y, Z es tallen transversalment siVp € Y NZ, T,,Y +T,7Z = T, X, on
T}, denota I'hiperpla tangent.

Per exemple al pla R?, dues rectes que només tallen en un punt sén transversals. En
canvi, la corba y = 22 i la recta y = 0 no sén transversals. El Teorema de Sard implica
el segiient:

Teorema 2.72. Sigui X una varietat diferenciable, iY,Z C X dues subvarietats diferen-
ciables. Suposem que tenim una métricad : X x X — R. Aleshores, Ve > 0dp : X — X
difeomorfisme tal que

o Y ip(Z) es tallen transversalment
« VpeZ, dp,p(p)) <e

DEMOSTRACIO. Capitol 3, Teorema 2.4 de [10]. Utilitza una notacié diferent, pero
essencialment demostra el mateix. O

Es a dir, el Teorema de Sard permet demostrar que dues varietats diferenciables arbi-
traries poden ser transverses, mantenint la primera varietat fixa i movent tinicament la
segona, tan poc com vulguis. Per tant, podem assumir que donades dues varietats dife-
renciables, totes les interseccions poden ser transversals, que és una condicié necessaria
per a poder definir el nombre d’interseccio.

Siguin Y, Z dues subvarietats lineals de X. EIl nombre d’interseccié algebraica es
defineix com la suma dels signes de cada interseccié de Y, Z, que depenen de 'orientaci
induida per X. Per exemple:

Definicié 2.73. Siguin 71,72 dues corbes tancades orientades en una superficie S ori-
entada de dimensié 2, amb un nombre finit d’interseccions transversals. Denotarem per
(71,72) el nombre d’interseccid, que es defineix com la suma dels signes d’interseccié de
~v1 amb 7, on, per z € 1 Ny (veure Figura @)

o El signe en z sera +1 si és positiu, és a dir, si v2 talla 41 en sentit antihorari: v
talla 2 d’esquerra a dreta (l'orientacié de la interseccié coincideix amb la de 5).

o El signe en z sera —1 si és negatiu, és a dir, si 7o talla v; en sentit horari: v, talla
72 de dreta a esquerra (I’orientacié de la interseccié no coincideix amb la de .5).

(71, 72) només depen de la classe d’homotopia de 1, ys.
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Z/T 1 z
Yo \L

F1curA 2.4. Signe d’intersecci6é de 1 amb 72 en un punt z.

2.2.5 CW-complex

Definicié 2.74. Una céllula o cella és un espai topologic homeomorf a R™ per algun
n > 0. Es diu que és de dimensié n o que és una n-cellula.

Definicié 2.75. Sigui X un espai topologic. (X, ) és una descomposicid cellular de X
siVp € X, p és una cellula, X = UpeE piVp1,p2 €, si p1 # po, aleshores p1 N py = 0.

Definicié 2.76. Sigui (X, ) una descomposicié cellular. Es diu que X és un CW-complex
si es compleixen les segiients condicions per a tota cellula p € X:
« Existeix una aplicacié continua ¢, : D" — X tal que ¢, | D™ és un homeomorfisme
entre D™ i p; i ¢,(S*71) C X"~ on n = dim(p).

e La seva adherencia p esta continguda a la unié d’un nombre finit de cellules.

e Un conjunt F' C X és tancat només quan F' N p és tancat en p.

g2 1
g1 g3

1-esquelet
g2 g2

FIGURA 2.5. CW-complex donat pel grup G = (g1, g2, 93,94 | 919593 = 1).

Exemple 2.77. Sigui G un grup donat per una presentacié (g1, g2. 43,94 | g19393 = 1).
Aleshores podem associar G al segiient CW-complex (veure Figura @)

Sent G un grup donat per un conjunt de generadors i relacions, el CW-complex només
tindra celles de dimensio6 0, 1, 2: només tindra un vertex, una aresta per a cada generador,
i per a cada relacié de R tindrem una cara que s’enganxara a les arestes segons la relacié
(donada amb el format g7"'gg" - -- g,"* =1, per m; € Z).

Definicié 2.78. Un complex de cadenes celllulars és un complex de cadenes que permet

calcular els grups d’homologia d'un CW-complex. Es una successié de grups de cadenes

8n7 N :
lliures ---C, ﬁ> Ch_1 Rt i> Co — 0, on C), denotara el grup lliure de cadenes

generat per les n-celles i 9, : C), — Cj,_1 és 'operador vora corresponent.
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3 El grup de trenes

L’objectiu d’aquest capitol és fer una breu introduccié del grup de trenes B,, i veure les
seves equivaléncies en espais topologics i algebraics. Es seguira essencialment [2, 3, 1, b].

Podem suposar que D,, = D?\{p1,--- ,p,} per n punts fixats ordenats que compleixen
—l<pi<---<p,<leD?’NR.

Definicié 3.1. Una trena, que denotarem per (5 és una colleccié6 de n camins f; : [ =
[0,1] — D?, anomenats filaments, tal que, per py,--- ,pn € Do\ D5 diferents dos a
dos:

e fi(0) =p;, per 1 <i < n.
o fi(1)=pj,per 1 <j<n.
o Vte fi(t) # fi(t) peri#j.

Observacié 3.2. Usant la mateixa notacié que a la definicié anterior, 8 defineix una
permutacié 7 del grup simetric ¥,,, que envia cada index ¢ de cada filament a I'index j
del seu punt final (fi(1) = p; = pr())-

Definicié 3.3. Una trena pura és una trena que compleix que tot filament comenca i
acaba al mateix punt, és a dir, f;(0) = fi(1) = p;. Equivalentment, 7 és la identitat.

Una trena es representa geometricament com una colleccié de n filaments en 1’espai
3-dimensional. Aquest diagrama s’obté projectant les imatges de f; al pla C x [0,1] o
D? x [0,1], que a la practica es dibuixara sobre el pla R x [0,1] o [0,1] x [0, 1], indicant
quins filaments passen per sobre i quins per sota. Usaré el conveni que identifica C x {0}
amb el pla situat al capdamunt de la trena, i el pla C x {1} sera el de sota, de tal manera
que una trena es mou de dalt a baix (comenga a C x {1} i acaba a C x {0}).

p1 p2 p3 P4 P1 p2 p3 2
C x {0} J \/
4 2
N
\
N N
\ W <
Cx {1} 4 -
P P2 p3 P4 P P2 p3 yzt

Ficura 3.1. Una trena no pura i una trena pura.

Exemple 3.4. La permutacié 7 € ¥4 corresponent a la trena no pura de la Figura @

, (1 2 3 4\ . . (1 2 3 4\
és (4 1 3 2),1ladelatrenapuraes (1 9 3 4>—Id624.
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Definicié 3.5. Siguin (5, (2 dues trenes. Direm que sén isotopiques o isotopes, i ho
denotarem per 81 ~ B2, si B1 pot deformar-se continuament a 32. Es a dir, si existeix
una aplicacié continua F : f; x I — R? x I tal que Vs € I, la funcié F, : § — R? x I,
donada per Fs(z) = F(x,s), és una inmersié que té per imatge una trena de n filaments.
S’ha de complir que Fy = Idg, i F1 = Idg, i els extrems de 31 han de quedar fixos per a
tot s € I.

Observaci6 3.6. La relacié d’isotopia és una relacié d’equivaléncia. Tota isotopia és una

. a\
117 1R

F1GURA 3.2. Dues trenes isotopes

homotopia.

Definicié 3.7. El grup de trenes de n filaments, que denotarem per B,,, és el conjunt de
totes les trenes de n filaments modul isotopia, on

e El producte de dues trenes consisteix en enganxar-ne una sota de 'altra; és a dir,

siguin f:= (f1(t),---, fu(t)) 1 g:= (g1(t), -+ , gn(t)) dues trenes, i T la permutacié
del grup simetric ¥,, de la trena f. El producte, denotat per fg és la trena h :=

(hi(t), -+ ,hn(t)), on

[ fi20) 0<t<1/2
hi(t) = { QT(i)(Qt_ 1) 1/2<t<1

Per tant, és trivial veure que B,, compleix la propietat associativa.

» La inversa d’una trena s’obté prenent la seva reflexié sobre el pla C x {0} o bé sobre
el pla C x {1}. Es clar que la seva composici és isotopica a la trena trivial.

e L’element neutre sera la trena 1,, o bé trena trivial, definida com aquella que no té
cap creuament.

e y f
R R

Figura 3.3. Producte de dues trenes i inversa d’una trena.

Definicié 3.8. Analogament, es defineix el grup de trenes pures, que es denota per PB,,
com el subgrup de B, format per totes les trenes pures de n filaments. Efectivament és
un subgrup, ja que el producte de dues trenes pures és una trena pura, 1, € PB, i per
B € PB,, f~' € PB,.
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3.1 Estructura algebraica del grup de trenes
En aquesta seccié es descriuran algunes propietats basiques algebraiques del grup B,.
Comengarem veient que B,, té una presentacié finita.
Teorema 3.9. (Presentacié d’Artin.) Denotem per B,, el grup generat per o1, ,0n_1
modul les relacions:

* 0,05 = 004, per ‘Z—j’ZQ

* 004107 = 0i+10:0i+1, peri=1,--- ,n—2.

Hi ha un isomorfisme de grups ¢ : B, — B,, determinat per:

i i+1
o S

DEMOSTRACIO. La primera relacié se satisfa per la primera igualtat de la Figura @
i la segona se segueix per la segona igualtat. Per tant, ¢ és un homeomorfisme. Caldria
comprovar que és un isomorfisme. L’exhaustivitat és clara ja que els elements ¢(o;)
generen B,,. La demostracié completa es troba al Teorema 1.12, Capitol 1, de [2]. U

A-Un -

Ficura 3.4. Relacions del grup de trenes d’Artin

Artin, per tant, dona la segiient presentacié per B,,:

005 = 004, ‘i—j‘>1
B,=(o01,--- ,0n1 B =1
0i0j0; = 05005, |i—j| =

Exemple 3.10. El producte_de trenes es llegeix d’esquerra a dreta. Per exemple, la
trena no pura de la Figura s’escriu_com o, 1010305 10; 10; ! i la trena pura com
03_10103_1020201. Referent a la Figura , la trena producte 01_1 . 01_102 és 0201_101_1, i
la inversa de o 10; 1 COrrespon a 0907.

Observaci6 3.11. By = Z.

Lema 3.12. Sigui G un grup i hi, - ,hn—1 € G que satisfan les relacions del grup de
trenes B,,. Aleshores existeiz un unic homeomorfisme de grups f : B, — G tal que
floi))=h;peral<i<n-—1.

DEMOSTRACIO. Sigui F), el grup lliure generat per {01, -+ ,0,_1}. Aleshores hi ha un
tinic homeomorfisme de grups f : F;, — G tal que per a i € {1,--- ,n — 1}, f(o;) = hi.
Aquest homeomorfisme indueix un homeomorfisme de grups f : B, — G, ja que tenim
f(r) = f(r') per a tota relacié r = r'. O

A continuaci6 veurem algunes altres propietats algebraiques basiques del grup de trenes
B,,. Totes les demostracions i justificacions apareixen a [3, 4].
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e L’abelianitzat de B,,. L’abelianitzat de B,, és Z i aquest Z esta generat per la imatge
de qualsevol o;. El morfisme B, — B = Z és un homeomorfisme de longitud,
que envia cada generador o; a la suma dels seus exponents.

e B, és lliure de torsio. La demostracié no és necessaria o prou important, ja que
aquesta propietat és una observaci6. Es pot trobar la prova al Corollari 1.29, Capitol
1, de [2].

o FEl centre de B,,. Tenim Z(B3) = (01) i que Vn > 3, Z(B,,) = Z(PB,) és un grup
ciclic generat per A%, on A, = (01--0p_1)(01--0p_2) - (0102)01 € By,

Proposicié 3.13. Tota trena 8 € B, defineir una permutacidé del grup simétric 3y,.
DEMOSTRACIO. Definim la projeccié natural 7 : B,, — ¥,,, que envia cada generador
o; a la transposicié simple s; € Y, que permuta els elements i, ¢ + 1 i deixa la resta
invariants. De fet, 7 és morfisme de grups, ja que per |[i — j| > 1 tenim w(o;0;) =
i+ 1) i+1) =G+ i+1) =n(oj00), iper i — j| = 1, 7(0i0i10:) = (i i +2) =
T(0i410i0541).
Com hem vist abans, podem escriure tota trena 8 € B,, com 3 = 0;1 e U;f per a certs
1<y, -+ ,ip <n—1. Per tant, la projeccié de 8 sobre X, sera:

7(8) = w07} -+ olk) = sf1 sl
que és producte de transposicions simples i, aleshores, 7(f) € X,,. O

A continuacié veurem una definicié alternativa de les trenes pures i demostrarem que
el conjunt PB,, és un subgrup normal de B,,.

Definicié 3.14. Usant la notacié anterior, una trena pura 8 és aquella que defineix la
permutaci6 identitat, és a dir, ker(m) = PB,,.

Proposicié 3.15. El conjunt de trenes pures PB,, és un subgrup normal de By.
DEMOSTRACIO.

o Siguin (1, B2 € PB,. Per definicié, n(51) = m(52) = (1). Volem veure que
B1B2 € PBy,. Efectivament, 7(f182) = 7(B1)w(B2) = (1). Per tant, PB, és un
subgrup de B,,.

e Per demostrar que PB,, < B,, s’ha de comprovar que, per 81 € PBsy i 5y € B, tenim
B2f1B5* € PB,. Observem que

m(B2frBy ) = m(Bo)w(B)m(By 1) = w(Ba)w(By ) = (1)
Per tant 5251551 € PB,, i es demostra que PB,, < B,,. O

Lema 3.16. Tenim una successio exacta curta
1 — PB, - B, = %, — 1

on i és la inclusio.
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DEMOSTRACIO. Efectivament, i és injectiva, al ser la inclusid, i per tant també tenim
Im(i) = PB,, = ker(w). Només cal veure que 7 és exhaustiva.

Sigui 7 € X,. Aleshores es pot expressar com a producte de transposicions, i cada
transposicié (i j) amb i < j també es pot expressar com:

((j)=@i+)+1i4+2)---(G-27-1)G-17)0G—-2j-1)--(@i+1)

Suposem que 7 és el producte de k transposicions 7, --- , 7. Aplicant la descomposicid
anterior, obtindrem un nou producte de transposicions:

Com que cada 7; ;7 és de la forma (j j +1) per algun j, 7; 7 = 7(0;). Posem m = Zle l;.
Aleshores, com que 7 és morfisme de grups

T= Hw(mj) = W(H oi;)
j=1

j=1
Per 8 € B, tal que § = H;nzl oy, tenim 7(B3) = 7. Es a dir, 7 és exhaustiva. O

Observacié 3.17. Aplicant el teorema d’isomorfia a 7 i el resultat anterior I'm(mw) = X,
tenim B, /PB, = %,.

3.2 Espai de configuracions

Definicié 3.18. L’espai de configuracio de n punts ordenats diferents dos a dos en una
superficie S és C4(S,n) = {(z1,---2n) € S*™ | 2; # zj,Vi # j}, on S*™ denota el
producte cartesia de S n vegades amb si mateix.

C°r(S,n) és una varietat topologica de dimensié dim(S) - n, que a més és connexa.
El grup simetric 3, actua en S*™ permutant les coordenades. S’indueix una acci6 de ¥,
via homeomorfismes a C°"%(S,n), ja que permutant n punts diferents dos a dos, seguim
tenint n punts diferents dos a dos. Per tant aquesta accié és lliure, el que ens porta a la
seglient definicio:

Definicié 3.19. L’espai quocient C(S,n) = C4(S,n)/%,, és espai de configuracié de
n punts no ordenats diferents dos a dos de S.

Observacié 3.20. Visualitzar l'espai de configuracié C'(C,n) no és trivial, ja que és un
espai connectat real de dimensi6 2n. En canvi, es podrien considerar n punts diferents a C,
i d’aquesta manera, (21, 22,23, -+ ,2n) 1 (22,21, 23, -+, 2n) representen el mateix conjunt
de punts de C, pero sén dos punts diferents a C'(C,n).

Definicié 3.21. Sigui S una superficie. El grup de trenes de superficie de n-filaments de
S és el grup fonamental w1 (C(S,n)).

Observacié 3.22. Hi ha un isomorfisme entre el grup de trenes de n filaments i el grup
fonamental de ’espai de configuracié de n punts:

PB, = 71(C"4(C, n)) B, = m1(C(C,n))

Efectivament, com que cada filament d’una trena és un cami f; : I — C x [ amb f;(t) €
C x {t} i extrems a p;,pj, podem pensar cada f; com una aplicacié I — C; aquesta
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identificacié ens dona un isomorfisme. Dit d’una altra manera, la interseccié de cada
secci6 C x {t} amb qualsevol trena és un punt a C(C,n) (ja que fixat un t € [0, 1],
fi(t) # f(t), Vi # j), i per tant, la colleccié de totes seccions C x {t} per t € [0, 1] ens

dona un lla¢ amb inici i final a (p1,--- ,pn), i per tant, un element de 71 (C(C,n)). Podem
pensar llavors, una trena 3 = (fi(t),--- fn(t)) € B, com un cami tancat amb punt base
(p1,-+- ,pn) a lespai de configuracié de n punts a C, quan ¢ va de 0 a 1.

El generador o; de B,, descrit anteriorment correspon a l’element de 71 (C(C, n)) donat
pel cami tancat a C(C, n), on el filament ¢ i el filament ¢+ 1 s’intercanvien fent una rotacié
en sentit antihorari (tal i com esta indicat a la Figura @), i els n — 2 punts restants
romanen fixos.

2 Pi+1

Fi1GURA 3.5. Generador o; de B,,.

3.3 Mapping class groups

Sigui S una superficie orientable. Denotarem per (Homeo(S), o) el grup d’homeomorfismes
de S amb la composicié. Denotarem ) C S° un subconjunt finit.

Definicié 3.23. Definim Homeoys (S, Q) com el subgrup de Homeo(S) dels homeomor-
fismes de S que preserven 'orientacié de S, fixen la frontera 0S punt a punt i fixen Q
com a conjunt. Si @ = (), ho denotarem simplement per Homeogg(.5).

Observacions 3.24. o Podem dotar al grup Homeoyg(.S, @) amb la topologia com-
pacta oberta per tal d’obtenir un grup topologic. Gracies a aixo té sentit parlar de
camins o funcions.

o Qualsevol f € Homeoys (S, Q) indueix una permutaci6 a Q.

o Si la superficie S és connexa i S # (), aleshores tot homeomorfisme f : S — S
que fixa la frontera punt a punt, preserva l’orientacio.

Definicié 3.25. Sigui S una superficie i f,g € Homeogs(S, Q). Es diu que f i g sén
isotopes si existeix una homotopia F' : S x I — S entre f i g tal que per a cada t € I,
la funcié F; : § — S definida per Fy(z) := F(z,t) és un homeomorfisme.

Tenim per tant una relacié d’equivaléncia ~ en el conjunt Homeogs (.S, dS), que cor-
respon a la relacié d’isotopia. Dos homeomorfismes isotops de Homeogs (S, Q) indueixen
la mateixa permutacié sobre Q.

Definicié 3.26. El mapping class group o bé el grup modular d’una superficie compacta,
connexa i orientable S, amb frontera 0.5, es defineix com:

Mod(S, Q) = Homeoys(S, Q)/ ~
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Es a dir, Mod(S, Q) és el grup de classes d’isotopia d’elements de Homeogg (.S, @), amb
la condicié que les isotopies fixin la frontera punt a punt. L’operacié sera la compo-
sici6 d’homeomorfismes: fg = f o g, per f,g € Mod(S,Q). Per tant, si denotem per
Homeog (S, @) la component connexa de la identitat en Homeoygs (S, @), tindrem:

Hom6035(5, Q)
Homeog (S, Q)

Mod(S, Q)

I

Si @ = 0, aleshores Mod(S, Q) = Mod(S, ) = Mod(S).

Ja definits conceptes basics i generals, procedirem a introduir la relacié entre el grup
de trenes i el grup modular. Comencem doncs veient un dels exemples més senzills:
Mod(D?) = {1}, o més aviat conegut com el Lema d’Alexander. Per aixd cal abans
demostrar el segiient Teorema.

Teorema 3.27. (Truc d’Alexander.) Sigui f € Homeogpn(D™). Si f fixa la frontera
ID"™ =S L aleshores f és isotopa a la identitat.

DEMOSTRACIO. Sigui f : D™ — D™ un homeomorfisme tal que f(x) = z, Vo € S*~L.
Volem veure que existeix una isotopia H : Homeogp, (D™) x I — Homeogp, (D™) entre
la identitat Idpn i f. Definim aleshores H com H(f,t) := f;, on f;: D" — D" és:

tf(5) 0<|lz] <t

fi(x) =
x t<|z|| <1

ft és un homeomorfisme, ja que per ||z|| = ¢, tenim tf(§) = ||:U||f(”§—”) = ||:L'||(”§—”) =z

(que implica continuitat), i x, ¢f(7) sén continues i bijectives, per ser-ho f. Per tant H
esta ben definida.

Fixem-nos llavors que H(f,0) = fo = Idp» 1 H(f,1) = f1 = f, i per tant H és la isotopia
que buscavem. O

Pel cas n = 2 és facil visualitzar la isotopia (veure Figura @), on per t = 0 només
actua la identitat en Do, i a mesura que el temps avanga, s’aplica f(z) per als z tals que
llz|| < t (disc corresponent a la seccié d’algada t del con). Els homeomorfismes H(-,t)
corresponen a cada seccié horitzontal del cilindre.

t=1
L - \\
f(@))
1
t - 5
t=20

FicuraA 3.6. Truc d’Alexander per n = 2.
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Se segueix del truc d’Alexander, que Homeogp, (D?) és contractil. La demostracié del
Teorema també serveix si enlloc del disc D? prenem D? \ {p} per p ¢ dD? (enviant p a
Porigen). Com a conseqiiéncia tenim el segiient resultat:

Corollari 3.28. Mod(D? \ p) = {1}, per p ¢ 0D?.
DEMOSTRACIO. La demostracié del Truc d’Alexander segueix sent valida si parlem de
D%\ pip el fem correspondre a l'origen. O

Es pot descriure el grup de trenes B,, com a grup modular? A continuacié veurem que
si, i demostrarem l'existéncia d’un isomorfisme 7 : B,, — Mod(D,,).

3.3.1 Half-twists
Sigui S una superficie orientable, possiblement amb vora, i sigui  C S° un subconjunt
finit. Suposarem que tots els camins o arcs en aquesta secci sén simples.

Definicié 3.29. Un arc generador a (S, Q) amb punts inicial i final a @ és un subconjunt
de S homeomorf a I = [0,1] i disjunt de Q U 9S (amb l'excepcié dels seus extrems).

Definicié 3.30. Sigui @ C S un arc generador a (S,@Q) i U un entorn de o que iden-
tifiquem amb el disc unitari obert {z € C : ||z|| < 1}. D’aquesta manera o = [—1,1] i
lorientacié de S sera I'antihoraria (la de C). Un half-twist és un homeomorfisme

TS89 — 8

tal que, per x € S
x sizeS\U
Ta(z) = ¢ —2x si 2] < &

e=2milldly sil < |lz) < 1

Es a dir, a fa una rotacié en sentit antihorari de 180 graus. Clarament, Ta(a) = a,
Ta(Q) = Q i 7, indueix una transposicié a @) que permuta els extrems de . També veiem
que T, € Mod(S, Q) no depén de 'eleccié de U. Podem observar a la Figura @ Iaccid
de 7, en una corba v a S que interseca « en un punt.

« To
f———

&

Y

FicurA 3.7. Accié d’un half-twist.

Observacions 3.31. e Si «, B s6n arcs generadors disjunts a (S, Q), aleshores
TaTB = T3Ta € Mod(S, Q)
Es demostra escollint entorns disjunts Uy, Ug.

o Si «, sén dos arcs generadors a (S, Q) tals que la seva interseccié és només un
extrem de @), aleshores

TaTBTa = TRTaTg € Mod(S, Q)

Es pot trobar la demostraci6 a 'apartat 1.6.2 de [2].
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Per l'interes del lector a saber algunes propietats dels half-twists, es recomana llegir
lapartat 1.6.2, de [2].

DEHN-TWISTS

Sigui C una corba tancada simple a I'interior de D?, I'interior de la qual conté n punts
marcats. Intuitivament, un Dehn-twist al voltant d’aquesta corba, consisteix en tallar D?
per C, fer un gir de 360 graus en una de les dues peces i tornar a enganxar. Definim-ho:

Definicié 3.32. Sigui ¥ una superficie orientada, i sigui C' una corba tancada simple,
imatge d’una inmersié S' < $° = ¥\ 9. Aleshores C' genera un homeomorfisme t. de
> anomenat Dehn-twist.

Posem I = [0,1] i identifiquem un entorn cilindric de C' a ¥ amb S! x I, de tal manera
que C' = S' x {3}, i que el producte de l'orientacié (antihoraria) a S' i orientacié a I
(corresponent amb la de S') coincideix amb 'orientacié donada a Y. El Dehn-twist sera
t.: X — X, tal que:

(z 5)'_}{(:):,3) si(r,8) ¢St xTI

(e?™5z,s) si(x,s) €St x T

Per més detall, es poden consultar 'apartat 3.2.4 de [2] i el Capitol 3 de [3].

3.3.2 El grup de trenes com a grup modular

Sigui n > 1. Denotem per @, C C el conjunt de n punts {p; = (4,0) | 1 < < n}. Sigui
D un disc euclidia a C tal que Q,, C D°. Dotem D amb 'orientacié antihoraria.

Denotem per «o; = [i,i+1] x {0} C D els arcs, per 1 <1i < n—1, que tenen per extrems
punts de @y, i no interseca en cap més punt. Per tant tindrem 7,, € Mod(D, Q,,), Vi.

A partir de les observacions anteriors deduim que els half-twists 7,,,- - , 74, , satisfan
les relacions de la presentacié del grup d’Artin de B,,. Pel Lema 5.12 sabem que hi ha un
homeomorfisme de grups

n: B, — Mod(D, Q)
tal que o; — 74,. Cal demostrar que és un isomorfisme.

Observacié 3.33. En el context de Mod(D, Q,,), el quadrat d’un half-twist és un Dehn-
twist.

Teorema 3.34. Per a totn > 1, n: B, — Mod(D, Q,,) és un isomorfisme.

DEMOSTRACIO. La demostracié d’aquest Teorema és bastant extensa i inclou la defi-
nicié6 d’'un grup d’automorfismes de trenes B, aix{ com la demostracié de Iexisténcia de
dos altres isomorfismes Mod(D, @) — B, i B,, —» B,. No es desenvolupara en aquest
treball, pero el lector la pot trobar en el Teorema 1.33, Capitol 1, de [2]. O

Per tant, tenim un isomorfisme B, = Mod(D,Q,). Es pot pensar de la segiient
manera: sigui f € Homeoyp (D, @Q,) un homeomorfisme. Si només pensem @, com a
conjunt, aleshores f és només un homeomorfisme de D que fixa 0D punt a punt, i per
tant, pel truc d’Alexander, f és isotopic a la identitat. Si distingim punt a punt el conjunt
Q., els punts marcats es mouen per D° i retornen a un altre punt marcat, creant aixi
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un llag en C(C,n). D’aquesta manera produim una trena. Per tant, podem pensar una
trena com un homeomorfisme del disc D? que permuta els punts del conjunt @,,.

Recordant com actua un generador o; a I’espai de configuracions C'(C,n) (Figura @),
lisomorfisme B,, — Mod(D, @,) assigna cada o; a H; € Mod(D,@,,), que denota la
classe de ’homeomorfisme amb suport en un disc que només conté els punts marcats
Di, Di+1, 1 que actua com un half-twist en aquell disc (Figura B.§).

Ficura 3.8. Classe d’isotopia de ¢ a través de o;.

Corollari 3.35. Sigui f € Homeo(D,Q,) un homeomorfisme. Aleshores f és isotop a
un difeomorfisme (D, Q) — (D, Qn), tal que Qy, es preserva en cada pas de la isotopia.

DEMOSTRACIO. Correspon al Corollari 1.34, Capitol 1, de [2], la demostracié es
dedueix de la demostracié del Teorema anterior. O

Definicié 3.36. Sigui S una superficie i ) C S° un subconjunt finit. Denotarem per
PMod(S, Q) el grup modular pur o pure mapping class group, que és el subgrup de
Mod(S, @) que fixa @ punt a punt.

Corollari 3.37. PB, = m;(C°%(C,n)) = PMod(D,Q,).

Hem demostrar i vist que el grup de trenes B,, el podem interpretar geométricament de
tres maneres diferents: mitjancant trenes de n filaments, per I’espai de configuracié de n
punts no ordenats en el pla C, i finalment ’hem interpretat com a grup d’homeomorfismes
d’un disc amb n punts diferents de linterior. Es a dir:

m1(C(C,n)) = B,, = Mod(D, Q)
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4 La representaciéo de Lawrence-Krammer

En aquest apartat definirem i explicarem la representacié que Lawrence-Krammer. Se
seguira, generalment, [[1, 2, 5, 6].

Sigui n > 1. Seguirem denotant per @,, C C el conjunt de n punts {p; = (3,0) | 1 <
i < n}, D un disc euclidia a C tal que Q,, € D°, i D,, := D \ @,. Dotarem D, D, amb
l'orientaci6é antihoraria.

Definicié 4.1. Denotarem per C 'espai de totes les parelles no ordenades de punts a D,
és a dir
(D, x D)\ AD,,
(@,y) ~ (y, )
on AD, = {(z,x) € Dy, x Dy, | z € D} és la diagonal de D,, x D,,.

C =

Observaci6 4.2. La relacié ~ a C defineix una involucié que preserva l'orientaci6 i per
tant C és una varietat de dimensié 4 no compacta, orientable, arc-connexa i amb frontera.

Un punt de C es representa per {x,y}, on z,y € D, i  # y, i denotarem per ¢ =
{dy,d2} un punt base de C, amb d; # ds dos punts diferents de dD,,. Observem que
podem parlar de 71 (C) i de 71 (C, ¢).

Un cami a : I — C es representara com a = {aq,as}, on ay,as : I — D, sén dos
camins tals que a1 (t) # ao(t), Vt € I. Es a dir, a(t) := {«a1(t),az(t)}. El producte de
camins o7 es denotara per {1,751, 72}

Observacié 4.3. Si a1, as comencen i acaben a d; i dg, aleshores « € m1(C, ¢); ja que ha
de passar una de les dues opcions segiients (veure Figura §.1):

o «j (respectivament aw) és un cami tancat amb base d; (respectivament ds).

o a1(0) = az(1) =dy (resp. d2) i a1(1) = a2(0) = da (resp. dy).

Fi1Gura 4.1. Dos tipus de camins a = {a, a2} a l'espai C, per n = 4.

Observem també que dos camins poden ser homotops si i només si els dos sén del
mateix tipus. En el cas de pertanyer a la primera opcié anterior, caldria que di = ds.
Qualsevol homotopia entre dos camins o = {a1,a2},v7 = {71,972} : I — C ve definida
per dues homotopies Fy, Fy : I x I — C, tals que Fi(s,t) # Fy(s,t) per a tot s,t € I.

Sigui v = {71,772} un cami tancat a C. A continuaci6 definirem dos invariants modul
homotopia de 7.
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Definicié 4.4. Sigui v = {71,7%2} : I — C un cami tancat, amb un nombre finit
d’interseccions i tal que v1(0) = 41(1) i 12(0) = v2(1). Definim

n

w(y) = 21ij1 </71 . iz : +L de ) = Zn:(fnd(717pi) + Ind(y2,pi))

Dj 9 % Py i=1

Si y és un llag tal que 71(0) = 72(1) 1 ¥2(0) = y1(1), aleshores definim

w(y) = Ind(y 072, p:)
=1

és a dir, w : m1(C,d) — Z sera la suma de 'index respecte els punts p; del llag v172.

Definicié 4.5. Siguiy = {71, 72} un cam{ tancat a C. Considerem I'aplicacié n, : I — S!

tal que
e (2000
[71(s) = 72(s)]
L’orientacié antihoraria a S' determina un generador de H;(S!;Z) = 71(S') = Z (corol-
lari ) El llag 7, sera homoleg a k € Z vegades el generador. Definirem u(y) := k.
També és el mateix dir que u(7y) és el grau de 7.

Observem que si no elevem al quadrat, aleshores en el cas que 71(0) = v2(1) 1 71(1) =
72(0), tindriem 7,(0) = —n(1). Per tant, no seria un llag. Elevant al quadrat esta ben
definit, ja que per ai(s) # az(s), Vs € I i sera un cami tancat a S'.

Com que 'index és un invariant homotopic, aleshores w(y), u(y) sén també invariants
modul homotopia. Fixem-nos també que sén additius amb respecte del producte de
camins, és a dir, si 7,7 sé6n dos llagos a C, aleshores w(~v%) = w(y) + w(¥) (analeg amb

Observaci6 4.6. Si v i 72 sén camins tancats a D,,, aleshores u({7y1,72}) és un nombre

)

parell, ja que el grau de n, sera el doble del grau del llag ‘71(5);72(;’

1(s)=a(s)]» PeT ser el grau un

isomorfisme de grups entre m1(S!, 1) i (Z, +).

Exemple 4.7. Sigui v = {71,772} un cami tancat a C tal que 71 és el cami constant en
un punt g € D, i 2 és un llag a D,, que no conté g. Aleshores:

o w(y) =w(72)
o u(y) =2-m, per m 'index de =y, al voltant de v; = q.

Si 72 encercla un p; en sentit antihorari i ¢ € 9D, aleshores w(v) =11 u(y) = 0.

Exemple 4.8. Sigui D C D,, un disc i siguin q1,q2 € 9D punts diferents. Sigui v =
{71,72} un cami tancat a C tal que y; (resp. 72) és 'arc de la vora del disc D, en sentit
antihorari, que va de q; a gz (resp. de g2 a ¢1). Aleshores w(y) = w(y1072) =0iu(y) = 1.

4.1 L’homeomorfisme

Hem definit w(y) i u(7y), que estan ben definits modul homotopia i sén homeomorfismes
de grups 71 (C) — Z.
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Sigui ¢ = {dy,d2} € C un punt base, amb d;,ds € 0D,,. Denotem per p '’homeomor-
fisme de grups definit com

p:m(C,{d1,d2}) — ZDZ, on v ),

per ¢,t generadors canonics de Z @ Z (és a dir, Z ® Z = Z(q,t) i p(y) = g gun) =
(w(7),u(7)))-

Lema 4.9. L’homeomorfisme de grups p : m1(C,{d1,d2}) — Z ® Z és exhaustiu.

DEMOSTRACIO. Siguin q,t els generadors canonics de Z @ Z. Aleshores només cal
veure que aquests pertanyen a la imatge de p.

o g € Im(p). Sigui v = {71,772} el llag a C tal que ; és constant i 2 un llag que
envolta de molt aprop a p; en sentit antihorari. Aleshores

n

w(y) = Z(I”d(’n,pi) + Ind(v2,pi)) =0+1=1
i=1

Per tant també tindrem u(y) = 0. Es a dir, p(y) =

o t € Im(p). Sigui D' C D,, un disc i definim el cam{ tancat v de la segiient manera:
fixem x,y € 0D’ tals que z # vy, i definim ~; com el cami que ressegueix 9D’ amb
punt inicial z i punt final y en sentit antihorari. Analogament definim també ~o
com el cami que ressegueix 0D’ amb punt inicial y i punt final 2 en sentit antihorari.
Aleshores

w(y) = Ind(y 072) = 0, u(y) = gr(Id) =
I per tant p(vy) =t. O

Pel Teorema d’isomorfia, podem prendre C — C el revestiment corresponent al sub-
grup ker(p) de m1(C.c). Es a dir, m(C) = ker(p) i, a més, m1(C) < m1(C). Pel Lema
d’elevaci6é de camins @, si v és un llag a C amb punt base P € C, i P és Delevaci6 de P,
aleshores I'tinica elevacié d’aquest cami tindra punt inicial P i punt final [y] - P = p(y)P
aC.

Observacions 4.10. o FEls generadors ¢,t actuen en C com a transformacions de
recobriment.

e C és el quocient de C pel grup d’homeomorfismes generats per ¢ i ¢.
« Unllag v a C s'eleva a un llag a C si i només si w(y) = u(y) = 0.

Observacié 4.11. Sigui f € Homeosgp (D, Qy) i x,y € D diferents. Aleshores f indueix
un homeomorfisme f : C — C tal que f({z,y}) = {f(z),f(y)}. Recordem que f fixa 9D
punt a punt, i ), com a conjunt, per tant si ¢ = {d1,ds} és un punt base de la frontera,
f(c) = ci podem considerar 'automorfisme f, de 71(C, ¢) induit per f.

Tenim un recobriment p : ¢ — C i volem provar que I’homeomorfisme f : C — C
es pot elevar a f C — C. Podem utilitzar la Proposicié P E fent la composici6
fop. Per tant, cal demostrar que f.(p,(m1 (C))) C p,(m1(C)). Per definicié de C, tenim
p.(m1(C)) = ker(p), ja que m(C) = ker(p).

Per tant, cal verificar que f, envia els elements de ker(p) a ker(p).
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Lema 4.12. Sigui p ’homeomorfisme definit anteriorment de m1(C,{d1,d2}) — Z{q, t)
tal que v — ¢t Aleshores p o f, = p.

DEMOSTRACIO. Hem de demostrar-ho pels seus generadors, és a dir, s’ha de provar
que wo f, =wiwuo f, =wu. Denotem per {z,y} un punt qualsevol de C.

e wo f, =w. Sigui g € Homeoyp (D, Q). En efecte, g preserva la suma dels indexs
de llagos a D,,, ja que, per a qualsevol cami tancat de D,,, la suma dels indexs depén
de la seva classe d’homologia al grup Hi(D,;Z) = 7™ (exemple )

Per tant, w(vy) es conserva per a qualsevol f, homeomorfisme de m(C,c), és a dir,

wo f, =w.

e uo f, =wu. Sigui C(D,,2) =C1iC(D,2) els espais de configuracions dels espais D,,
i D. Per construccid, D,, C D, ja que D,, = D\ Q. Per tant, podem considerar la
inclusi6é C = C(Dy,2) — C(D,2). Denotem i : m1(C,{z,y}) — m(C(D,2),{z,y})
el morfisme induit per aquesta inclusio.

L’invariant u : m1(C, {z,y}) — Z es pot extendre a @ : m (C(D,2),{z,y}) — Z
invariant, tal que el segiient diagrama

m1(C{x, y})

m(C(D,2),{z,y}) — 22— 37

commuta. Aleshores f es pot extendre a f € Homeo(C(D, 2)). Pel truc d’Alexander
(Teorema ), f ~ Id. Per tant f actua de manera trivial a m1(C(D, 2), {z,y}).
Sigui f, : m1(C(D,2),{z,y}) — 71 (C(D,2),{z,y}) el morfisme induit per f.

Prenem v € m1(C, {z,y}) = m(C(Dyp,2),{x,y}). Tindrem:

uo fu(y) =doio fuly) =do fiocioy=1a0i(y) =u(y)

O

El fet que po f. = p implica que f.([7]) pertany al mateix conjunt de classes d’homo-
topia que [y], per a [y] € m1(C). Per tant, preserva la imatge en Z @ Z. En particular,

preserva ker(p) = m1(C).

Per tant, el Lema implica que existeix una elevacié de f, que denotarem per f :C —C.
Aquest homeomorfisme fixa tots els punts de C que pertanyen a I'antiimatge de ¢ pel
recobriment C — C i commutara amb els automorfismes de recobriment del revestiment

C (ésadir,pof=fop).

Afirmaci6 4.13. L’elevacid f és unica.

DEMOSTRACIO. Suposem que no ho és. Siguin fi, fo dues elevacions de f diferents.
Aleshores p o fl =po fg = f op. Per la Proposicio (posant Y = X = é), cal veure
que coincideixen en un punt. Suposem doncs, que no tenen cap punt en comu. Aleshores
per x € C i una elevacié i € C fixada, tenim f1(Z) = &1 # &2 = fo(E).
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p(f1(2)) = p(f2(%)) = f(p(F)) = f(x). Per tant p(#1) = p(F2). Com que C és arc-connex,
podem construir un cam{ v : I — C tal que v(0) = =z = p(Z) i 7(1) = f(z) = f(p(2)).
Aquest s’eleva tinicament a un cami a C amb punt inicial Z i final f1(Z) = f2(2). Es a dir,
T1 = To 1 arribem a contradiccid. O

Denotem per f ~! la inversa de f . L’acci6 de ¢,t a C indueix una acci6 de ¢, ¢ al grup
abelia H := Hy(C;Z). Aleshores 'endomorfisme induit fi : H2(C;Z) — H2(C;Z), és un
A-automorfisme lineal, per A = Z[g™!, t+1].

De fet, tots els grups d’homologia H,(C;Z) seran A-moduls lliures. En particular, el

. D nn=1)
modul H sera de rang "("2 1), ésadir, H = A~z (aix0 es veu a 'apartat B)

Per una definicié més rigurosa de 1'homologia de C i la seva estructura, hom pot
consultar [13, [14].

Definici6 4.14. La representacio de Lawrence-Krammer del grup de trenes B, és I'ho-
meomorfisme de grups injectiu ¢, : B,, — Autp(H2(C)), tal que f — fi.

Observem que la representacio esta ben definida, ja que dues trenes isotopes f, g indu-
eixen homeomorfismes isotops f, g, fet que implica que els automorfismes induits fi, gx
seran iguals. Per tant, les elevacions f, § seran homotopes, que implica que els endomor-
S induits f*, g« seran iguals. Veurem que la representacié és injectiva a ’apartat
5.2.3.

Observaci6 4.15. Com que Hy(C) = H és un A-modul lliure de rang (g), tindrem que

Autp(Hy(C)) = GL(n)(Z[qﬂ, t*1]). Per tant, (apartat @) usarem la representaci6 per a
2

veurem que el grup de trenes B,, és lineal per a tot n > 1.
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5 La linealitat del grup de trenes

En aquesta seccid, explicarem les demostracions dels dos teoremes centrals d’aquest treball
seguint el procediment de [2], apartats 3.5, 3.6, 3.7.

Teorema 5.1. La representacio de Lawrence-Krammer ¢, del de trenes B, és fidel
(injectiva) per a tot n > 1, on ¢y, : By, — Autpy(H) (definicio M)

Teorema 5.2. Per a tot n > 1, el grup de trenes B, és lineal.

5.1 Noodles i arcs generadors

Definicié 5.3. Un noodle a D,, és una corba simple orientada N a D,, tal que els seus
extrems pertanyen a 0D,, = 0D. ON esta formada pels dos extrems de N.

Observacié 5.4. Denotarem per N; el noodle que envolta només p; = (7,0) en sentit
horari, el seu extrem inicial com d~ i el final com d (veure Figura d

FIGURA 5.1. El noodle N;

Recordant les definicions, considerem « un arc generador a (D, @,,) tal que a NN <
00, 1 suposem que les interseccions sén sempre transversals (Teorema ) Fixem una
orientacié en a: « és un arc generador que té els extrems p;, p; pertanyents a @; fixarem
la direcci6 d’aquest cami de tal manera que el seu punt inicial sigui pg, per k = min{i, j},
i el punt final pg, per K = max{i, j}.

Podem parlar també de digons entre N i «, a partir dels quals se’ns determina una
isotopia que fa decréixer la quanitat d’interseccions de N N « per dos.

Lema 5.5. Sigui N un noodle a D, i a un arc generador a (D, Q). St hi ha una isotopia
de a, relativa a O, que disminueiz el nombre d’interseccions a N Na, aleshores existeix,
com a minim, un digon entre N, .

DEMOSTRACIO. L’enunciat d’aquest Lema sembla evident, i per aixd (i per un tema
d’increment de pagines) trobo que no és gaire rellevant pel treball. Per interes del lector,
correspon al Lema 3.19, Capitol 3, de [2]. O

Podem relacionar un noodle IV i un arc generador « a través del nombre d’interseccio
(N, a). Observem que es pot definir tot i que « no sigui un cami tancat, ja que els extrems
de « s6n punts marcats del disc i aleshores tota homotopia els ha de seguir fixant. A més,
N és una corba a D,,. Siguin z1,--- , z;, € D, els punts interseccié entre N i a. Definim
(exemple grafic, Figura @)
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e o~ com un arc generador parallel orientat que obtenim a partir de moure « cap a
I’esquerra, fixant els seus extrems i de tal manera que siguin disjunts amb I’excepcid
dels dos punts de ). També s’ha de complir que |[N Na~| = m i denotem per
2, , %, aquests punts, ordenats tals que cada parella z;, z; estan units per un
subarc de N de l'interior de I’area continguda en o, ™.

o &; = £1 denota el signe d’interseccié de N amb « en z; (ben definit, ja que N, «
estan orientats).

e d~ € dD,, denotara l'inici de N i d € 0D,, denotara el punt final de N.

o Fixem z € \daiz~ € a” \Oa~ dos punts arbitraris, on da = da~ sén els extrems
dels dos arcs.

e Fixem 6 un cami a D, que vade d a z1i 6~ un cami a D,, que va de d~ a z~. Els
dos camins sén disjunts, i poden intersecar N, o, ™.

812—1

FiGURA 5.2. Exemple de notacio.

Sigui C 'espai de totes les parelles no ordenades de punts a D,, definit anteriorment i
siguin z1, - -+ , zm € Dy, els punts d’intersecci6 entre N i . Denotem &; ;, per 1 <,5 < m,
el cami tancat a C definit per & ; := {67, 0}{8; , B; {7} on

e [ ésun arc a o~ amb punt inicial 2~ i punt final z;, 3; és un arc a o amb punt
inicial z i punt final z;.

* Vij 1 Vij son arcs disjunts de N que parteixen respectivament de 2z, ,z; € N i
finalitzen als extrems d—,d de N. La seva orientacié estara determinada per les
posicions de z; , 2;.

Per tant, a C: el cami {§7,0} va de {d7,d} € C a {#7,2} € C, el cami {§; ,5;} va de
{z7,z} €Ca {zi,zjé Ciel cami {v,;;,7,;} vade {z; ,2;} €Ca{d",d} € C (veure un
exemple a la Figura p.3), és a dir, tots tenen una orientacié fixada. Aleshores &; ; és un
lla¢ a C amb punt base {d~,d}.

Definicié 5.6. Sigui N un noodle i a un arc generador complint les condicions anteriors.
Definim el seu nombre d’interseccio algebraica com

m m
(N,a) := ZZ €i € qw(&,j) puléig) Z[qil,til] — A
i=1 j=1

on w,u son els invariants de camins tancats definits a la seccio H
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Y1 M1

FiGura 5.3. Exemple del llag &; ;.

Es clar que (N, ) no depen de ’elecci6 de la numeracié6 o ordre dels punts d’interseccié
21, . 2m € NNa.

També ens adonem que ’eleccié (complint les condicions demanades) de z,z7,6,6~
manté (N, ) modul un monomi en ¢!, t¥2: sigui 2/ (resp. (2/)7) un punt diferent de z
(resp. 2’) que compleixi les mateixes condicions, i 6’ (resp. (6')7) el seu cami corresponent.
Podem prendre &; el llag a D,, amb punt base d tal que va a z a través de 6, després a 2’

a través de a i torna a d a través de 6. Analeg per & amb (2)~, (6')".

Aleshores, multiplicant {£1,&2} - &; tindré w({&1, &} - &) = w({&,&}) + w(&y)
(analeg amb u). Com que &1, &2 son dos llagos a D, aleshores, u({{1,&2}) = 2k per algun
k € Z. Per tant, la paritat de u no canvia.

Lema 5.7. La interseccid algebraica (N, ) és invariant modul isotopies de N i a a Dy,
constants als seus extrems (punts inicials i finals de o, N ).

DEMOSTRACIO. Fixem N un noodle o un arc generador. Siguin z1,--- , 2, els punts
de tall entre N i . Hem de veure que (N,a) és invariant modul isotopies de «, que
fixin els seus extrems. Observem que una isotopia de « a D,, consta de tres possibles
moviments, que preserven que IV, « siguin transversos.:

1. Isotopar a mantenint la quantitat de punts d’interseccio.
2. Isotopar a creant dos punts de tall nous.

3. Isotopar « eliminant dos punts de tall.

En el primer cas, seguim tenint m interseccions entre N i v, i aquestes segueixen orientades
de la mateixa manera; per tant, (N, a) no canvia.

Qualsevol moviment del tipus 2, crea dues noves interseccions zpy,11, Zm+t2. Suposem que
el subarc de N que connecta zp,11,zmto esta al costat dret de a. Aleshores, el signe
g; = %1 es preserva per a tot ¢ € {1,---,m}. Per tant, per 1 < i,5 < m, els llacos &; ;
per 1 < i,5 < m anteriors i posteriors a la isotopia sén homotops.

Es a dir, ¢ £j q?&ii) $4(&i5) es conserva per a tota combinacié 1,7 per 1 <i,57 <m. Per
aie{l,---,m+ 2}, els camins tancats & m41 1 & m42 sén homotops, i em1 = —Em2.

Per tant,
Ei Emat qw(ﬁi,mﬂ) pul€im) 4 o Ema qw(Ei,m+2) pulEime) —

Analogament,
w(Em+1,5) $u(€mt1,5) + Emi2 & qw(5m+2,j) pullmt2,5) —

Em+1 €5 4
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Aix0 ens porta a demostrar que per un moviment que crea dues noves interseccions, (IV, a)
es conserva. Usant un raonament similar, ho demostrem en el cas que elimini dos punts
de tall, denotant-los per zpy,41, 2m+2, del cas anterior. O

Definicié 5.8. Sigui N un noodle a D,, i a un arc generador a (D,Q,). Diem que
a es pot isotopar fora d’un moodle N si existeix una isotopia o familia continua d’arcs
generadors {as}ser a (D, Qn) tal que ay té els mateixos entrems que «, Vs € [0,1], i
ag=a,ia; NN =0.

Lema 5.9. Un arc generador « es pot isotopar fora d’un noodle N siinomés si (N, a) = 0.

DEMOSTRACIO. La demostracié d’aquest Lema és molt el'laborada i ocuparia massa
pagines. Per intereés del lector, es pot trobar a la demostracié del Lema 3.21, Capitol 3,
de [2]. O

5.2 Fidelitat de la representacié de Lawrence-Krammer

Sigui H = Hy(C) i ¢ : Bn — Autp(H) la representacié de Lawrence-Krammer. Hem
de veure que és injectiva. Comencarem la prova del teorema principal d’aquest treball
(TeoremaCEI) amb dos passos.

Primerament, a partir de cada arc generador «, en traurem un vector a H = Ho (C~ i 7),
que ens permetra definir un nombre d’interseccié per entendre com es comporten els arcs
amb els noodles. Ens proporcionara un invariant isotopic, important per demostrar la
injectivitat de la representacio.

Després, a cada noodle N li assignarem una superficie orientable a C. Aix0 ens perme-
tra aplicar resultats d’homologia per estudiar ’accié dels homeomorfismes sobre aquestes
superficies i els arcs generadors.

5.2.1 Classe d’homologia associada a un arc generador

Seguint la mateixa notacié anterior de D,Q,, D,, fixem un arc generador « i entorns
tancats Uy, -+ ,U, C D° dels punts py,- - - , p, respectivament, disjunts dos a dos. Assu-
mirem que aNU; = () pels entorns U; que no corresponen als dels extrems de «. Denotem

per

U={{z,y}eC: ve|JUiobsye| JUiobézye| U}
=1 =1 =1

Definim, dia el recobriment C — C, la preimatge de U i la denotem per U C €. Clarament
U és invariant per l'accié de transformacions de recobriment ¢, ¢ a C. De fet, aquesta accié
transforma les homologies H,(U;Z) i H.(C,U;Z) en A = Z[gT!, t*1]-moduls.

A continuacié assignarem a 1’arc generador a un subconjunt de Hy(C,U;Z).

Sigui o~ un arc generador parallel, i
So={{z,yt€C: z€a \da, yea\da} CC

Aleshores, S, = (o™ \ 0a™) x (a\ da). Com que S, és simplement connex, la inmersi6
S, < C s'eleva a una inmersié S, < C (observamo E Fixem aquesta elevacio i
denotem per S, la seva imatge. Observem que S, també es pot pensar com un obert
(o \da~) x (a\ Ber). Llorientacié de Sy, S, s’obté multiplicant les orentacions de o™, av.
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Escollim dos subarcs s C a \ da, s C a~ \ da~ tals que els seus extrems i els
complementaris « \ s, a~ \ s~ pertanyen a U?H U;. Si denotem una superficie per S :=
s~ x s, aleshores serd homeomorf a un quadrat tancat i concéntric dins de S,, tal que la
seva frontera i el seu complementari a S, pertanyen a U. A més, també sera orientada i
simplement connexa, per tant, S es pot elevar al recobriment C.

Afirmacié 5.10. S representa un element de HZ(CN, U; Z), que no depén de la tria de

S,8 .

DEMOSTRACIO. Sigui f : S — C Delevacié de S. Cal veure que f(dS) c U. Si
triangulem S de la seglient manera:

la frontera diagonal es cancella per tenir dues contribucions oposades (+,—). Aquesta
inclusié es dedueix de la hipotesi que els extrems de s, s~ pertanyen als entorns U;.

Tindrem 0S = (9s x s7) U (s x ds~). Es a dir, és la unié dels costats verticals amb els
horitzontals. Com que ds C U;UU; i ds~ C U;UUj, aleshores els productes (0s x s7), (s x
0s™) C U; UUj i per tant, la seva unié també. Tindrem f(95) C U, que implica que f
representa una classe a Ho(C,U). O

Denotarem aquest element com [S]. Escollint S, diferent (segons l'elevacié), aleshores
[S] no varia si no és multiplicant per un monomi en g, t.

L’homeomorfisme (de ’homologia relativa) Hy(C,U s Z) — H,(U;7Z) envia [S] a la

seva imatge, que es representa per un cercle orientat 0.5 C U. En particular, en el segtient
Lema es demostra com la classe d’homologia [0S] € Hy(U;Z) s’anulla per (q—1)%(gt +1).

Lema 5.11. Es compleiz (q — 1)%(qt + 1)[0S] = 0 en H,(U;Z).

DEMOSTRACIO. Fixem « un arc generador amb extrems (p1,0), (p2,0), tal que p1,p2 €
{1,---,n}. Per i = 1,2, escollim u; € U,, un punt dins de l'area entre a,a”. Fixem
també quatre punts diferents dos a dos A, B’ € 9U,,, A', B € 9U,, (tals que els segments
AA’, BB’ no s’intersequen), i vuit camins a D,,: a1, g, as, 1, B2, 83,71, V2, tals que (veure
un exemple a la Figura @)

o 1,009,003, 1, B2, 33 sém arc simples amb punts inicials uy, A, A, us, B, B’ i punts

finals A, A’,us, B, B, u1, respectivament.

e 71 (resp. 72) és un llag a U, (resp. Up,) amb punt base u; (resp. ug) que encercla,
en sentit antihorari, a p; (resp. p2).

Podem suposar (per isotopies) que 'arc generador « (resp. a~) segueix el radi de U, des
de p; fins a A (resp. B'), després a través de ag (resp. S5 1) i finalment pel radi de U,
des de A’ (resp. B) fins a ps.
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Ficura 5.4. Els arcs ay, ag, as, 51, B2, B3, 71, V2

Considerem ara els llagos segiients, amb punt base e := {uj,us} € U i considerant els
camins constants uq, us:

a1 = {’Y17U2} a2 = {Ul,’Y2}
b1 = {1, B12B83 s, ur } by = {ananas, B1H{uz, f283}

Observem que els camins tancats by, by sén homotops a C al llag {ayagas, 18283}. Deno-
tarem per ai,as, by, bs les classes d’homotopia dels llagos a1, a9, b1, bo al grup fonamental
m:=m1(U,e). ~ denotara la relacié d’equivaléncia d’homotopia en el grup .

Per x,y € 7, usem la segiient notacié: ¥ := y~lwzy, [z,y] := 2~ '2¥ per relacions a 7.
Observacions 5.12. o [a,a2] =1
DEMOSTRACIO. ajas ~ {v1,72} ~ aga;. Per tant, seguint les definicions, [a1,as] =
-1 —1, -1 —1, -1
ay af? = ay ay ajag ~aj ay aza; =1

L] [al,blalbl] =1

o [ag,boagbs] =1

A continuacié provarem [a1,bia1bi] = 1; la tercera observacié es demostra de manera
similar. Considerem els camins 61,0 orientats a OUp, tal que 0; (resp. #2) comenca a B’
(resp. A) iacaba a B’ (resp. A), tal com indica la Figura p.4. Es a dir, 61602 parametritza
oUp, .

Observem que [a1,bja1bi] = afl(blalbl)_lalblalbl = aflbflaflbflalblalbl. Per
tant, és suficient demostrar que ajbia1by ~ biaibiai, ja que aleshores, [a1,bia1bi] ~
a;lbflaflbflblalblal =1.

Afirmacié 5.13. b1a1b1 ~ {u1,616261a2a3}

Comencem la demostracié veient:

brar = {au, B1B2B3 Hazas, ui H{vi, uz}
~ {1, B1B2B3}{azas, 11}
b1 = {1, B182P3}H{ e, ur }
~{u1, 12 Hanazas, Bs}
~ {B1B2, u1 }{ B3, aragaz }

Per tant,

biaiby ~ {aq, B1 8283} H{azas, v1 H{ B1 P2, u1 H{ B3, arazas}
~ {a1, B1B2PsH{azasBi B2, v1 H{ B3, cnazas}
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Es clar que aoasf1f2 ~ 02 a Dy, i en particular, ho és a D, \ 7. De la mateixa
manera, S3y1a1 ~ 61 a l'espai Uy, ; i a16283 és homotop al cami constant u;. Modificant
la relacié anterior:

braiby ~ {au, B1B8203}H{ a3 182,71 H{ B3, craaz }
~ {a1, B1P2B83 {02, 71 H{ B3, v1zx3 }
~ {on, B162H{ A, Bs}{ 02, i H{B', a1 H{ B3, pax3}
~ {ai, B1B2}{02, B37101 }{ B3, e}
~{a1, B1B2}{02,01}1{ B3, azaz}
~ {u1, B1B2bhazas}

Havent demostrat , ho apliquem i veiem que implica aib1a1b; ~ biaibiai, ja que

arbrarby ~ {y1,u2 H{ur, B1B20h g3}
~ {1, B1B2012003}
~ {u1, f1 82010203} {71, u2}
~ b1a1b1a1

Per tant, pel raonament anterior, [a1,b1a1b;] = 1. Similarment es prova la tercera
relacié [ag, boagbs] = 1.

Definim els segiients elements a m = 71(U, e):

a:= a;lal b= b;lbl c1 = a1, by] co = |ag, ba]
Observacions 5.14. e a" =aq.
DEMOSTRACIO. a* = aflaglalal i usant [a1,a2] = aflaglalag = 1, tenim
al_la2_1a1 = as—1 i, per tant, a® = aglal =a.
. cl{””cl = 01272“202 =1

DEMOSTRACIO. Les dues igualtats tenen demostracions analogues. En el cas de la
primera, tenim cl{“”cl = (b1a1) " terbrarer. Com que ¢ = [ag,b1] = al_lbl_lalbl i
[a1,b1a1b1] = aflbflaflbflalblalbl =1, tindrem

b -1 —-1;-1 —13= —1;—-1 _—-1;-—1
cl1a101:(b1a1) aq bl a1b1Wa1b1 = aq bl G bl alblalblzl

o cobalt = ab®¢y.
DEMOSTRACIO. Explicitament, ¢; = aflbflalbl, cy = (I;lb;lagbz, a = a;lal,
b= bz_lbl. Per tant:

cobalt = cabbytaby = ay 'by " agbabythrbTay T aiby = ay 'by taib

ab®™c; = aajybare; = ay’ ﬁa{\lb;l W&lbl = a5 by tarby

Sigui C el recobriment de C definit anteriorment. Escollim € una fibra de e = {u,us}, i
denotem per 7 := (U, €) el subgrup de 7 format per totes les classes d’homotopia de
llagos & a U tals que w(&) = u(§) = 0.
Sigui i : U < C l'aplicacié inclusié i sigui iy : m1(U,e) — m(C,e) el morfisme induit.
Aleshores 71 (U) és el nucli de p o i, (p aplicacié definida a @) Es a dir:

m(U) 2 m@C) S ZaZ
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Per tant, 7 <7, ja que per x € T,y € , tindrem poi,(yzy~ ') = poi.(x) = (0,0), per ser
p o i, morfisme de grups.

De fet, com que els invariants w, u son homeomorfismes de grups, tindrem, per x,y € 7,
w([z,y]) = wx "ty lry) = —w(z) —w(y) + w(z) + w(y) = 0 (analeg amb u). Per tant, el
commutador de dos elements de 7 pertany a 7. A més, les propietats de es mantenen
aT.

Afirmacié 5.15. a,b,c1,c0 € 7.

Per demostrar-ho cal veure que w(a) = w(b) = u(a) = u(b) =01icy,co € 7.

o Per definici6, w(a1) = w(y1) = 1iw(az) = w(y) = 1. Per tant, com que a = a; *ay,
aleshores w(a) = =1+ 1 =0.

o Com que els camins by, by sén homotops al llag ajasasfBifefs, tenim w(b;) =
w(aragasfiP283) =0, per i = 1,2, que implica w(b) = w(b;lbl) =0.
o Es clar que u(a;) = u(ag) = 01 u(by) = u(by) = 1, per tant u(a) = u(b) = 0.

e (1 és el commutador de a,b; € . Per tant, ¢y € 7. Es analeg per co.

Per tenim una projeccié natural 7 — Hl(ﬁ; Z). Denotarem la imatge de = € 7 per
[x]; en particular, si dos llagos 71,72 € T sén homotops, aleshores [y1] = [y2]. Com que
7 am és un subgrup normal, aleshores si z € @ i y € 7, el conjugat ¥ = y~loy € 7, el
que ens porta a la segiient Afirmacié:

Afirmaci6 5.16. Peratotz € 7 iy € n, [2Y] = ¢ Wt W[z] = p(y)~'[x].

Usarem que H;(C;Z) té una estructura de A-modul (A = Z[¢*!,#*']), i en particular
també la té Hl(U; 7). Fixem-nos que si z € 7 iy € 7, i representem x,y per llagos &, v a
U amb punt base e = {uy,us}, aleshores, ¥ € 7 es representa per v~ *év a U, que es pot
elevar a un cami jupiop3 a U, on:

o El cami p és I'elevacié de v=1 que va des de € fins a €/ := [v71]- & = p(y~1)é =

P Dy g = gmwW)i—ug,
o s és Pelevaci6 de £, amb punt inicial a €’ i punt final e”.

o u3 és elevaci6 de v que comenca a e”.
Com que ¢ és el representant de x € 7, el cami ps és un llag amb punt base €.
Aleshores, el cami p3 comenga a €’ i ha de ser la inversa de py. Per tant, ¢’ = ¢’ =¢iel

cami s és un llag que té per classe d’homologia la mateixa de pg, dins de H 1(U AR
En particular, la classe de pg és ¢~ =4W)[z].

Després d’haver demostrat 1’ Afirmacié, usant-la obtenim:
qfw(a1)t7u(a1) [CL} — qfl [a]
[Cl{lalcl} - [Cl{lal] + [e1] = g7 ere) o) [eg] 4 [eg] = ¢ [ed] + [ed]

[03261262 — .= q_lt_l [02] + [CQ]
[eaba] = - = o] + [} + ¢ [
[aberer] = - = [a] 4+ 1 o] + [e]



Juntament amb , utilitzant la primera observacid, tenim les segiients relacions a
H\(U;Z):
(=9)

(' =1 =0 ————— (¢—1)[a] =0
@+ D=0 — W (qt—i—l)[cl]
(@ D) =0 — s (gt +1)fea] =

(¢7" = DB = (=1 = D)[a] + [ea] — [c1]

Que, combinant-les i usant (¢ — 1)[a] = 0, que implica g[a] = [a]:

(¢ =Dl =" = Dlal + [e2] = [e1]

(=g " =)l = (¢ =) = 1)[a] + (¢ = 1)[ea] = (g = V)[ea]

(=D =D = (gt =t =g+ 1D)[a] + (---)
(q—D(g ' =Dl = (gt =t Hla] + (=g + D]a] + (--)

(=g =)ol = (¢ = Dt al + (=g + V)[a] + (---)
(¢— D¢ " = D)) = (¢ = Dlea] = (g = 1)[e1]
q(q—1) (g = Dbl = ((¢ — Dlea] — (¢ — 1)[ea]) Je]
(q— DA —q)b] = (g —1)[ea] — (¢ — Den]
—(gt+1)(qg—1)* = (gt + 1)(q — D)[ea] — (gt +1)(g — 1)[e1]
—(q—1)*(gt +1)[b] =0

Per tant, per b € 71 (U, ¢é) i [b] € Hy(U;Z) definida anteriorment:
(q—1)*(gt +1)[b] =0 (5.1)

Cal veure que 'equaci6 (EI) es compleix per a tot 95 € Hl(U; Z). Sigui s = ag, s~ = [a.
Aleshores S esta ben definit i compleix les condicions demanades, ja que els extrems
d’aquests arcs i els seus complementaris a «, o~ pertanyen a Uy, UU,, C i~ U;.

dS € U es pot parametritzar i escriure com Pelevacié d’un cami tancat b’ a (U, {A, B}).
Si veiem que b’ ~ b s6n homotops a U, aleshores les seves elevacions ho seran a U, i per
tant, les seves classes a H1(U;Z) seran la mateixa.

Sigui ' el llag a (U, {A, B}) tal que

b = {A, BoH o, BHA, B2} Has, B} !

Aleshores 95 es pot parametritzar com el llag que s’obté elevant b'. La segiient Afirmacié
ens portara a veure que b i b’ sén homotops.

Afirmacié 5.17. Sigui b" = {A, B2B83}H{asas, ui Hus, 283} Hazas, B} ! un llag a U
amb punt base {A, B}. Aleshores b’ ~ V.

Ho demostrem observant primer que, modul homotopia a U,
{A, BsH{ooasz,ur} = {azas, B3} = {aa, B'}{as, B3}

Per tant, {agag,ul} = {A,53}_1{042,B/}{0437ﬂ3}-
Analogament, {uz,ﬁgﬁg}_l = {043,53}_1{14,,52}_1{04373}-
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Es clar que {A, 8285} = {A, B2}{A, B} i {aas, B}~ = {3, B} {ag, B} .

Ara, substituint a b”, tenim:

V' = {A, Bafs}{anas, ui Hus, BB} Hasas, B} !
~{A, B A BHATT Hao, B'MHas, B} {us, Bofs} H{azas, B} !
~ {A, B2}z, B Has, Batom Bs} {A', B2} {as. BHag, BT {as, B}

= {A, 62}{052’ B/}{Alv /82}71{0427 B}il
—

Acabada la prova de I’Afirmacio, observem que

b1 = {au, 15283 H{asas, ur} ~ {a1, Bi}H{A, B2B3}H{azas, ur}
by = {anazag, 1 }H{ug, B2fs} ~ {a1, f1}{azas, Bi{uz, B283}

Per tant, b” és homotop al llag {al,ﬁl}_lblbgl{al,ﬁl} a U. De fet, aquest ultim és
homotop a b1b2_1 a U, que és justament el conjugat de b = b2_1b1 am=m(U,e).

Els camins tancats b” i b sén homotops a U, que implica que b’ és homotop a ba U. Ara,
qualsevol elevaci6 de b’ sera homotopa a qualsevol elevaci6 de b, a U. Aix0 implica que

dS ~ ba U; és a dir, [0S] = [b] a H1(U:Z), que ens porta a acabar la demostracié del
Lema , que ve directa a partir de (p.1]). O

Recordem que tenim una successié exacta llarga d’homologia del parell (CN', U ), on

H = Hy(C;Z)
oo — Ho(U;Z) — H — Ho(C,U;Z) — H{(U;Z) —> - --

tal que la imatge d’una aplicacié és el nucli de la segiient. Per tant, pel Lema , existeix
un v € ‘H tal que la seva imatge sota I’homeomorfisme d’inclusié H — Ho (é LU 7) és la
classe d’homologia (q — 1)%(qt + 1)[S] € Hy(C,U;Z), ja que aquesta pertany al nucli de
I’homeomorfisme Ho(C,U;Z) — Hy(U; 7).

Definicié 5.18. Anomenem a aquest v € H, a-classe amb respecte dels discs Uy, -+ , Uy,
o simplement, «a-classe.

Observaci6 5.19. Una a-classe es pot representar amb un 2-cicle a C que s’obté engan-
xant la 2-cadena (¢—1)%(gt+1)S amb una 2-cadena a U, delimitada per (¢—1)2(qt+1)9S
(veure Figura p.5).

FicuraA 5.5. Exemple de representacié d’una a-classe.

A continuacié veurem que el conjunt de les a-classes és independent de la tria dels
discs Uy, -+, U,.
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Lema 5.20. FEl conjunt de classes d’a a H mno depén de la tria dels entorns tancats

Ula"' aUn~

DEMOSTRACIO. Siguin {U;}iL, i {U}}_; dos conjunts diferents d’entorns tancats dels
punts de @, = {(1,0)--- ,(n,0)} C C°. Slguln U, U’ les elevacions a C de {U;}:, {U!};.

Suposem que U] C U;, Vi. Podem agafar U;, U/ com dos discs diferents pero els dos amb
centre (i,0). Com abans, a és un arc generador a (D, Q,,), per tant, podria passar que
aNU; =0, o bé la interseccié entre o i U; és el radi de U;, que a més, fent la interseccié
amb U/, és el radi d’aquest.

Podem contraure U; a U/ usant el radi, de tal manera que obtenim una isotopia {Fj
D — D}er tal que per a tot s € I, Fy fixa 0D U @, punt a punt i @ com a conjunt,
Fy=1idpi Fl(U) U/ per a tota . L’homeomorfisme induit {F C— C}SGI és de fet
una isotopia de C tal que Fy(U) = U".

Sigui f € Homeoyp (D, @,). f envia cada arc generador « a un altre arc generador f(«),
ja que f fixa @, com a conjunt. L’orientaci6é de « indueix una orientaci6 a f(«), via f.

A partir de les definicions, 'homeomorfisme induit f, : H — H envia el conjunt de
totes les a-classes respecte {U;};, al conjunt de les f(«)-classes respecte {f(U;)}:. Si ho
apliquem a f = Fj, observem que f(U;) = U/, Vi i f(a) = «, ja que f fixard @, punt
a punt. També, com que f = F) és isotop (i per tant homotop) a Fy = id, aleshores
fo=1id

Arribem a la conclusié que el conjunt de les a-classes respecte {U;}; és el mateix que el
conjunt de les a-classes respecte {U/};.

Hem suposat que U/ C U;, Vi. Tota la resta de casos es poden demostrar de manera
general, fent servir la propietat transitiva a partir d'un conjunt de discs tancats {U/'}?_,
tal que U]’ C U; N U/, per a tot 1. O

5.2.2 Superficies associades a noodles

Seguint la notacié anterior, definim, per un noodle N a D,, el conjunt
F=Fn:={{z,y}€C|z,ye N°=N\ON},

que és una superficie a C° homeomorfa al triangle obert {(x1,22) € (0,1)? | 71 < z2}. Per
tant, F és també homeomorfa a R2. Com que és contractil i arc-connex, és ‘simplement
connex, i per tant es pot elevar a una superficie F = Fy € C. A més, F = R? per
I'elevacié d’homotopies. Tindrem que C° és una varietat diferenciable oberta de dimensi6
4,1 F és una varietat diferenciable de dimensié 2.

Lema 5.21. La superficie F és un subconjunt tancat de ce.

DEMOSTRACIO. Veurem que tot punt de C° \ F té un entorn obert a C°, disjunt de F.
Aixo implicara que C° \ F és obert a C° i per tant F' és tancat a C°.
Sigui a €~C~° \ F'i {z,y} la seva projeccié a C, per & # y dos punts de D,,. De fet, com
que a € C°, aleshores z,y € D;,.

e Siz ¢ Nobéy¢ N, aleshores existeixen dos entorns oberts U, U, C D;, de x i de
y, tals que almenys un d’ells és disjunt amb N (ja que N és un subconjunt tancat
de Dy,). Per tant, U, x U, és un entorn de {z,y} a C°\ F' que té com a preimatge
a C° un entorn obert de a contingut en C°\ F.
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e Siz,y € N, aleshores z i y tenen entorns oberts disjunts U,,U, C D, tals que la
seva interseccié amb N és homeomorfa a un interval obert no buit, i tals que U,, U,
sén homeomorfs a la bola oberta de dimensié 2. Aleshores U, x U, és un entorn
obert de {x,y} € F homeomorf a una bola oberta de dimensi6 4 i que talla F' en
un disc obert de dimensié 2.

4. Pel Lema J, una d’elles talla F en un disc obert de dimensié 2 i la resta té
interseccié buida amb F. El punt a € C°\ F sobre de {z,y} € F' ha d’estar en una
de les boles 4-dimensionals que no tallen F'.

La preimatge uest entorn U, x Uy a C° esta format per boles obertes de dimensié
-.

En els dos casos, arribem a la conclusié que buscavem. Per tant, F és tancat a C° i
Fcce. O
Gracies a aquest Lema, la interseccié de F' amb qualsevol conjunt compacte de C° és

compacte. Usarem aquesta propietat per definir un nou nombre d’interseccié de F amb
un element de H.

Fixem una orientacié a F: sigui {z,y} € F. Suposem que x € N° és més proper al
punt inicial de N que y € N°. Aleshores dotarem a F' amb el producte d’orientacions a
N de x per y. Ara podem elevar F' a F' amb una orientacié fixada.

Tal i com hem vist a I’Afirmacio , la inclusié C° < C és una equivaléncia homo-
topica (C és una varietat amb frontera) per tant, # = Hy(C°;Z) = Ho(C;Z). Ara, per a
definir el nombre d’interseccié F - v € Z, per a v € H, escollim un cicle V' de dimensi6 2
a C° com a representant de v. Aquest V tallard F en un subconjunt compacte, que és a
dins d’un disc tancat a F' (per ser F' = R?).

Pel Teorema P.72, podem deformar V a C° aconseguint que sigui transversal a aquest
disc i mantenint V' d1SJunt de la resta de F. Aleshores el conjunt F NV és discret i
compacte, que implica que és finit, de tal manera que podem sumar els seus nombres
d’interseccié 41, segons 'orientacié de C, F i V.

Per la teoria d’interseccions en espais d’homologia (nombre d’interseccié), 'enter re-
sultant de F'-v = F' - V només depén de v.

Definim, per a cada v € H,

(Fo) = Y (@ F o)t

k,l€Z
on ¢"tF és 1a imatge de F sota la transformacié de recobriment qktf del recobriment
C < C. Observem que per k,I € Z, el conjunt de superficies {¢g*t'F'} conté totes les

possibles elevacions de F' a C.

Escollint diferent Ielevacié F, el nombre d’interseccié (E,v) és el mateix modul mul-
tiplicacié per un monomi en ¢=',t*!. A continuacié veurem que la suma anterior (F,v)
és finita (i per tant, ben definida).

Lema 5.22. Sigui v — r* la involucio de l'anell A = Z[qil,til] que envia q «— q 1
t — —t. Sigui N un noodle a D i a un arc generador orientat a (D, Q). Aleshores, per
a cada a-classe v € H,

(Fn,v) = —(q = 1)*(gt + 1){N, )

DEMOSTRACIO. La demostracié d’aquest Lema és considerablement ellaborada i ens
ocuparia massa pagines. Per interes del lector, es pot trobar a la demostracié del Lema
3.25, Capitol 3, de [2]. O
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Lema 5.23. Sigui f € Homeopp(D, Q) un homeomorfisme. Si f és un representant
d’un element del nucli ker(B,, — Autp(H)), aleshores (N,a) = (N, f(«)) per a tot
noodle N i tot arc generador orientat o a (D, Q).

DEMOSTRACIO. L’homeomorfisme f, : H — H envia cada a-classe v_€ H a una
f(a)-classe. Pel Lema anterior i assumint f, = id (recordem la definicié i apliquem
la hipotesis que f pertany al nucli), tenim

—(q = 1)*(gt + 1)(N, f(a))

(F, fo(v)
F,v)
—(¢—

—

1)?*(gt + 1)(N, )
Per tant, (N, f(«a)) = (V,a). O

Ara ja podem completar la demostracié del Teorema anterior.

5.2.3 Demostracié del Teorema

Després de coneixer aquests conceptes i haver provat els resultats necessaris, podem de-
mostrar el Teorema : La representacio de Lawrence-Krammer ¢, del grup de trenes
B, és injectiva per a tot n > 1, on ¢y, : B, — Autp(H).

Sigui H = Ho(C) i ¢y, : B, — Autp(H) la representacié de Lawrence-Krammer. Hem
de veure que és injectiva. Usant B,, = Mod(D,Q@,) i el corollari , sabem que un
element del nucli ker(B,, — Auta(#)) es pot representar amb un homeomorfisme f de
(D,Qy). Per tant, s’ha de veure que f és isotop a la identitat, partint de la hipotesis
que el seu endomorfisme induit f, = {1} = id. Aix0 demostrara que I’homeomorfisme és
injectiu, ja que el seu nucli sera trivial.

Afirmacié 5.24. Sigui f € Homeoygp(D,Q,). Un arc generador o a (D,Q,) es pot

isotopar fora d’un noodle N si i només si f(a) es pot isotopar fora de N.

DEMOSTRACIO. Orientem « _arbitrariament i dotem f(«) amb la orientacié induida
per f i utilitzem els Lemes @, : « es pot isotopar fora d’un noodle N si i només si

(N,a) =0 = (N, f(e)) siinoméssi f(«) es pot isotopar fora de N. O
Recordem que @, = {(1,0),(2,0),---,(n,0)} C C. Per a1 < i < n — 1, denotem
per a; larc [i,i 4+ 1] x 0 C D, i N; el noodle descrit a la Figura p.1. Podem assumir per

tant que els noodles IV; son disjunts dos a dos. Siguin n; o, n;,1 els extrems inicials i finals
dels noodles Nj. Aleshores, si induim un ordre (1,0) < (1,1) < (2,0) < --- < (n,1), els
extrems estaran ordenats a sobre de 9D.

Observacié 5.25. Clarament, l'arc «; només tallara els noodles N;, N;11; per tant, per
I’Afirmacié anterior, I'arc generador f(c;) es pot isotopar fora dels noodles Nj, per a
Jj # 1,1+ 1. Aixo implica que els extrems de f(«;) sén (i,0), (i +1,0), és a dir, f(«;) té
els mateixos extrems que «;.

Afirmacié 5.26. Pern > 3, [ indueiz la permutacio identitat a Q..
Tenim per tant, tres casos a comprovar: n = 1, n > 3 in = 2. Recordant la definicio
; sabem que per ¢, : By, — Auty(Ha(C %)), f = fe, aixi que tot element f del nucli,

compleix que el seu endomorfisme induit f* td. Partint d’aquesta hipotesis, cal veure
f ~id.
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e n=1 B, = B; ¥ {1}. Per tant, tot element del nucli de ¢; : By — Autx(H)
sera trivial.

o n > 3. Es pot isotopar f(ay) fora de N3, que implica que podem extrendre-ho a una
isotopia de f, relativa a @, i 0D, tal que la interseccié a1 N N3 és buida. Assumim
per tant que f(«1) és disjunt de N3.

Repetint Pargument, f(aq) també sera disjunt de Ny, via isotopies que eliminin els
digons entre Ny i f(a), els quals no interseccionen amb N3, ja que NyNN3 = f(ay)N
N3 = (). Per tant, les isotopies que desfan aquests digons no creen interseccions entre
N3 i f(Oq).

Fent-ho per a tot 3 <i < n — 1, podem assegurar que f(a;) N N; = (). Finalment,
f es pot isotopar tal que f [ a; = 1d.

Mantenint aquesta tltima isotopia i repetint el procés amb a9, podem aconseguir
també f [ as = id. Fent-ho repetidament, tenim una isotopia de f tal que restrin-
gida a Uinterval [1,n] x 0, és la identitat.

FIGURA 5.6. Esquema de D i 'entorn A.

Podem aplicar una isotopia més gran per tal de tenir f = id en un entorn obert de
[1,n] x 0 a D. Al seu complementari el denotarem per A. En particular, A és un
entorn de 0D a D,, = D\ Q. Identificarem A amb 0D x [0, 1], tal que 9D C 0A
s’identifica amb 0D x {0} (veure Figura @)

Pel Lema 4.1.A, Capitol 4, de [11], f | A: A — A ha de ser isotop relatiu a 9A a
la poténcia k-esima del Dehn-twist al voltant de D x {3} C A per a un cert k € Z.
Per tant, f ~ ¢g*, on g és ’homeomorfisme de D que correspon a un Dehn-twist a
A i alaidentitat a D\ A. Cal veure que k = 0.

Afirmacié 5.27. Hi ha una accié de g a H = Ho (C~, Z) que multiplica pel monomi
"t per algun b € 7.

DEMOSTRACIO. Sigui g : ¢ — C tal que g({z,y}) = {g9(z),9(y)}. Sigui ara
g: C — C lelevaci6 de g, tal que fixa totes les elevacions del punt base ¢ = {dy, da}.
Com que g = id a D\ A, aleshores § = id al complementari de {(z,y) € C | z €
Aobéye A} a D.

Sigui A c C la preimatge d’aquest conjunt sota el recobriment C —» C. Aleshores
hi ha una acci6é de g a C \ A com a transformacié de recobriment q%“t? per a certs
a,b e .

A és un entorn de aC a C (entorr} tqbular), i per tant es pot deformar qualsevol
2-cicle a C per tal que pertanyi a C\ A. Aleshores, § actua com a multiplicaci6é a H
per ¢*t’. Només cal veure a = 2n.
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Recordem la notaci6 de ¢ = {di,d2} del punt base de C. Definim, per a i = 1,2, un
cami 6; : I — A tal que 6;(s) = d; x s. Siguin 6 := {61,00} : [ —Cid:1 — C
una elevacié qualsevol de 9.

5(0) pertany a les fibres de ¢ i per tant G(6(0)) = 6(0). El punt 6(1) pertany a la
clausura de C \ A, que implica que §(6(1)) = ¢*t%5(1).

Amb aixd, provem que el cami jod : I —s C té punt inicial 6(0 0) i punt final q“tb(S (1).
Multiplicant per 6=, obtenim un cami 6=1(§ o §) tal que 6=1(g o 6)(0) = &(1) i
07150 6)(0) = g"t*5(1)

Per la definicié del recobriment ¢ — C, a € Z ha de coincidir amb el valor de
I'invariant w (definit anteriorment) del llag obtingut projectant el cami 5_1@ o 5) a
C, que sera

5 Mgod)={67"(gob1),05 (g0 2)}

Per tant, a = w(6~ (g0 8)) = w(6; (g0 1)) + w(dy *(g 0 62)). Clarament, com que
g és ’'homeomorfisme de D que correspon a un Dehn-twist a A i a la identitat a
D\ A, i 61,02 som dos camins a A amb punts inicials sobre de 9D x {0} i punts
finals a dD x {1}, w(6; (g0 81)) = w(d5 (g0 62)) = n. Per tant, a = 2n.

Provada I’ Afirmacié, hi haura una accié de g a ‘H tal que ( 7‘7) .~ f* :H — Hes
multiplica per anktbk Per hipotesis, f* id, aixi que observem que:

— Per k=0, g* = ¢° =id ~ f, que és el que volem.

— Per k # 0, si suposem que f* = id, arribarem a una contradiccié: tindriem
(¢ % — 1)YH = 0. Com que H — A = Z[gT!, ] tal que v — (Fy,v) és
lineal, implica que per a tot noodle N, (FN, v) = 0.

Pel Lema , equivalentment tenim (N, a) = 0 per a tot N, «, i aix0 no es
compleix pel Lema

Per tant, £k =0, i per n > 3, f és isotop a la identitat.

e n = 2. By ésun grup ciclic infinit; de fet, Bo = Z i cada trena f € By es pot escriure
com f = O'll = cln per algun [ € Z. En aquest cas, el quadrat d’un generador és el
Dehn-twist, per tant f? sera la poténcia k-esima del Dehn-twist a Do, i, per tant,

si f* = id, aleshores k =01 f ~ id.

O

Hem demostrat que la representacié de Lawrence-Krammer esta ben definida per a tot
n > 1, per tant ara la podem utilitzar per veure que el grup de trenes B,, és lineal per a
tot n > 1.

5.3 El grup de trenes és lineal

Utilitzarem la representacié de Lawrence-Krammer, per ser fidel per a tot n > 1, i
~ n(n—1
lisomorfisme ‘H = Hy(C;Z) = A “ ), per A = Z[¢g*!, t*1].
Escollint una base de # com a A-modul, podem identificar Auta (Ho(C;Z)) amb el grup
lineal general GLn<n » (A). També denotarem per ¢ : A = Z[gT!, 1] — R, I'aplicaci6

que assigna a q,t nombres algebraicament independents a,b € R, respectivament: és a
dir, si f(g,1) € Z[g*!, 11], aleshores ¢(f(g,t)) = f(a,b).
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Afirmacié 5.28. Amb la notacidé anterior, s’indueix una inmersio

GLuon-1)(A) — GL - nn-1) (R)
2

DEMOSTRACIO. L’ anell de polinomis de Laurent Z[qF!, t*1] esta format per polinomis

delaformaz a”qt amb a;; €Zit,j € L.
Sigui ¢ : Z[gT', tT'] — R la funcié que avalua els coeficients (d’un polinomi de A)
g=a, t =b. Es clar que ¢ preserva les operacions, ja que, si f(q,t) = Z” a”q’t eANi

9(q,t) = Zij bz’,jqzt] € A, aleshores

(f+9)(g.t) = Z(aij + bij)qitj

o(f +9) =D (s +big)ela) Zamso (4't) +Zw (a't) = o(f) + ¢(g)
(2]
i també
(f-9)(a.t Zawq Do bigd't | =Y (aibr)a
i,J i,5,k,l
SO(f c9) = (aigbeg)e(q T

i?.j?k?l

o(f)-plg) = | D aijoldt) | - | D bije(dt)) | = > (aibr)elg™ )
i,j .3

Z‘?j7k7l

Denotem per ¢, : GLnwn-1)(A) — GLnw-1 (R) I'aplicacié induida per ¢, que avalua
2 2

tots els coeficients d’una matriu a GLnwm-1)(A) en ¢ = a, t = b. Com que ¢ respecta les
operacions, aleshores ¢, també ho fa.
El nucli de ¢, és trivial: la preimatge de la matriu identitat a GLnw-1) (R), també

ha de ser la identitat. En efecte, els coeficients de la diagonal han de sger 1, ja que si
hi hagués dos polinomis diferents P(p,q),Q(p,q) € A tals que P(a,b) = Q(a,b) = 1
aleshores P(p,q) — Q(p,q) € A compleix (P — @Q)(a,b) = 0, que és contradicci6. Pel
mateix raonament, la resta de coeficients de la preimatge de Id, han de ser 0.

Una matriu invertible A € GL -1 (A) té determinant invertible en A = Z[¢*!, tH1].
2

Com que A és un domini d’integritat (no té divisors de 0) i a,b sén algebraicament
independents, aleshores p(det(A)) # 0 en R. Per tant, la matriu p,(A) € GLawm-1) (R)
2

també sera invertible.
Tenim que @, és injectiva i respecta les operacions. Per tant, ¢, és una inmersio.

Havent demostrat I’Afirmaci6, podem concloure la demostraci6 del Teorema @ Re-
cordem la representacié de Lawrence-Krammer: B,, — Aut(H2(C)) i composant:

tenim un morfisme injectiu. Per tant, el grup de trenes B,, és lineal per a tot n > 1. 0O

Com s’ha dit a la Introduccié del treball, Stephen Bigelow ho va demostrar utilitzant els
anomenats forks, que sén elements de H. També es pot trobar una prova més algebraica
del Teorema a l'apartat 3.5.4 de [2].
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6 Matrius de la representacié de Lawrence-Krammer

Aquest apartat esta dedicat a la representacié de Lawrence-Krammer en termes de matrius
que dona Stephen Bigelow. No entrarem en detall; es pot consultar el Capitol 4 de [1].

Seguim denotem per ¢ = {di,ds2} un punt base de C, amb di,dy € 9D, diferents.
Recordem que tenim un homeomorfisme exhaustiu

p:m(C,{d1,da}) — Z(q,t), tal que v ),

d’on hem pres un recobriment ¢ — C que compleix 71(C) = ker(p). A partir de
p, aconseguim la representacié de Lawrence-Krammer del grup de trenes By; que és

’homeomorfisme de grups injectiu ¢, : B, — Auts(Hz(C)), tal que f — f,.

El segiient Teorema dona una base del grup d’homologia H3(C), en particular, de

(n) _ n(n—1)

5 5— elements, i sobre la qual hi actua cada generador o; del grup de trenes.

Teorema 6.1. El grup d’homologia Hg(é) és un A-modul lliure de rang (g’) Hi ha una
base
{ojr [ 1< <k<n}

tal que cada trena o; actua de la segiient manera:

Vj,k zé{j_lv.]vk_l’k}
quik +(¢* = Quij+ (1 —qujp i=j—1
oy ) Uik i=jAk—1
oi(vjk) =4 7 1 — aos 2 e i k1
quji + (1= Qujk + (¢° — Qtogp i = #j
Vjk+1 i=k
—tq2vj’k 1=7=k—1

Siguin {v; 1 | 1 < j < k < n} els vectors de la base de Ho(C). Definim I'ordre estandard
V1,2 <13 <U23 <U14 < <Up-2n < Un—ln-

DEMOSTRACIO. Apartat 4, Teorema 4.1 de [1]. Una idea de la demostracié és la
seglient: es construeix un CW-complex (que denotarem per K) homotop a C. D’aquesta
manera, es podra treballar més facilment amb elements de C, i per tant, també amb el
grup d’homologia Ho(C).

Es comenca prenent G com un conjunt de camins generadors a C concrets, i R com un
conjunt de relacions. Es defineix K com el complex de Cayley de la presentacié (G|R)
(un CW complex, pero afegint més relacions entre les relacions ja existents).

A partir de construir dobles recobriments de C, K, i veient algunes propietats importants,
es demostra K ~ C.

Siguin C1, Cy dos A-moduls lliures amb bases {[g] | g € G} i {f» | 7 € R}, respectivament.
Per a tota paraula w € G es defineix [w] a partir d’'unes normes en concret. Aleshores
H = HQ(C;; Z) sera el nucli de laplicacié 0 : Cy — C4, on f, — [r]. Es computa 0f, i
s’acaba demostrant que el nucli de 9 és un modul lliure amb base {v;; | 1 < j < k < n}.
Definim un fork F;;, per ¢ # j, com un arbre inmers a D, que té 3 arestes i 4 vertexs:
di,pi,pj i z. Aquests son tals que F; ; NOD = {d1}, F;; N Qn = {pi,p;}, 1 les tres arestes
tenen a z per vertex en comu. Un fork esta definit modul isotopia i representa un element
de la segona homologia de C (no ho demostrarem, Daan Krammer ho prova a [12]).
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Finalment, separant per casos (segons els indexs), trobem com ’accié de o; en uns forks
F;; en concret, es pot escriure en funcié dels elements d’aquesta base. Fent-ho només
pels elements de la base és suficient per acabar la demostracié del Teorema [6.1]. O

Observacié 6.2. Fixem-nos que demostrar que és de rang (g) ve directe a partir de
la demostracié de l'existencia de la base, ja que aquesta tindra tants elements com la

quantitat de possibles solucions per j,k de 1 < j < k < n, és a dir, (g) = @

Exemple 6.3. Sigui n = 3. Escriurem les matrius corresponents de ’homeomorfisme de
Lawrence-Krammer ¢3 : B3 — GL(3>Z[qi1,ti1] = GL3Z[g*™, t*1].
2

Siguin {vj | 1 < j <k <n} = {vi2,v1,3,v23} els vectors de la base. Tenim:

Per tant, ¢3(01) i ¢3(02) corresponen a les matrius

—t¢> 0 ¢>—q 0 q 0
¢p3(cr)=|( 0 0 ¢ p3(o2) =1 1—gq 0
0 1 1—¢q 0 (¢*—q)t —tg®

Veurem un exemple amb la matriu del producte ¢3(o102) = ¢3(01) - ¢3(02):

i (0102)(01,2) = 01(02(01,2)) = 01(1)1,3) = V23

o (0102)(v13) = -+ = (¢* =3¢ t+*t)v1 2+ (Pt —*t)v1 3+ (—Pt4+2¢°t—qt —q+1)v2 3
o (0102)(v23) =+ = (—¢*t + Bt)vio + (—*)v13 + (¢*t — ¢*t)va
—t¢> 0 ¢*—¢q 0 q 0
¢3(01) - Pp3(o2) = 0 0 q 11 1—gq 0 =
0 1 1—g¢ 0 (¢ —q)t —tg*
0 ¢ t—3¢3 t+¢*t gt t+¢> -t
0 @t—qg?-t —q3 -t = ¢3(0102)

1 — @ t+2¢> t—q-t—q+1 @G-t—¢-t

Observacio 6.4. El lector pot veure [15] i 'apartat 5.1 de [6] per aprendre més propietats
sobre les matrius de Lawrence-Krammer.
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7 Conclusions

En aquesta Memoria s’ha realitzat un estudi sobre el grup de trenes i les propietats
necessaries per tal de poder establir la seva relaci6 amb el grup modular. D’aquesta
manera, s’ha pogut construir la representacié que Ruth Lawrence i Daan Krammer feren
del grup By, assignant cada element a un automorfisme del segon grup d’homologia de C.
Aix0 ha culminat amb la demostracié de la injectivitat de tal representacié, i la prova de
la linealitat del grup de trenes. S’han assolit, doncs, els objectius del projecte, analitzant
la construccié teorica sobre aquests conceptes.

Que el grup de trenes B, sigui lineal implica que es pot estudiar utilitzant eines
d’algebra lineal i teoria de representacions. Aquest fet facilita ’analisi del grup, ja que es
pot treballar amb matrius, espais vectorials, etc.

Els dos Teoremes principals son prou importants per a concloure el treball. Tot i aixo0,
es podria haver anat més enlla i haver aprofundit en altres temes en concret, ja que la
teoria de trenes i els grups lineals sén camps molt extensos i interessants. Per exemple, es
podria haver demostrat rigurosament el teorema .1/, estudiar altres formes de representar
el grup de trenes, o bé 'algebra de Hecke associada a B,,.

Tot i que la seccié P conté conceptes basics i previs importants, és tutil haver cursat
les assignatures obligatories del Grau de Matematiques d’Estructures Algebraiques, To-
pologia i Geometria Global de Superficies, com també Topologia Algebraica, optativa de
quart curs. De tota manera, aquest treball ha introduit definicions i resultats que per mi
han estat innovadors i nous.

Quin plaer i privilegi aprendre nous resultats del mén matematic.
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