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Abstract

The main aim of this work is to show some of the fundamental theorems on cardinal
exponentiation in ZFC, particularly Silver’s theorem on singular cardinals of uncountable
cofinality. Firstly, we show the theory of infinite cardinal sums and products, together
with elemental theorems on the gimel function and on how to compute x* for arbitrary
K, A cardinals. We also present some notions of infinitary combinatorics: we introduce the
notion of the club filter and stationary sets, in order to prove Fodor’s theorem. Finally
we use these results to prove Silver’s theorem in detail.

Resum

L’objectiu principal d’aquest treball és demostrar alguns teoremes fonamentals d’expo-
nenciacié de cardinals a ZFC, en particular el teorema de Silver, que parla de cardinals
singulars de cofinalitat no numerable. Hom presenta productes i sumes infinites i la funcié
gimel, i donem algun teorema general sobre ’exponenciacié6 de dos cardinals qualssevol
k. Al treball s’hi troben també algunes nocions de combinatoria infinita: hom introdueix
la nocié de filtre club i de conjunt estacionari, amb ’objectiu de demostrar, entre d’al-
tres resultats, el teorema de Fodor. Finalment, fent Gis d’aquests resultats, demostrem de
manera detallada el teorema de Silver.
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Introduccié: motivacié i metodologia

Hi ha diverses vies que condueixen a l’aparicié i la necessitat de definir i conéixer els
nombres cardinals. La idea més intuitiva o primerenca, si es vol, és que un cardinal és
la mida d’un conjunt donat. Ometrem en general remarques historiques detallades sobre
I’aparici6 de la teoria de cardinals i de la teoria conjunts de moderna, sovint motivada per
I’estudi de cardinals.

El primer conjunt infinit més petit son els nombres naturals. Es senzill de veure que els
nombres reals no séon bijectables amb els naturals, i doncs que tenen una mida més grossa.
Si es vol, IN|J< |R|. En llenguatge de la teoria d’ordinals, notarem w = N, i escriurem
w < 2¥. Cantor demostra de fet que, en general,

2" > gk (1)

per a qualsevol mida s d’un conjunt. Escau concebre x com un conjunt qualsevol d’una
mida concreta que desitgem. 2 es refereix, a hores d’ara, a la mida del conjunt de
subconjunts de k.

La primera pregunta intuitiva o raonable que hom pot fer-se és si hi ha algun conjunt
(o subconjunt dels nombres reals) que tingui cardinalitat entre w i 2. Que un tal conjunt
no existeix és el que és coneix com la hipotesis del continu (CH). El teorema de Cantor

motiva la segiient generalitzacio:
2" = kT (2)

kT denota la mida immediata més grossa que k. (la mida més petita no bijectable amb
k. Ja estem avancant que sempre n’hi ha alguna, i que sempre en podem trobar la més
petita). La hipotesi generailtzada del continu (GCH) diu que (2]) és cert per a qualsevol
mida  infinita.

Dona el cas que Godel als anys trenta veié que GCH és consistent amb els axiomes de
ZFC. Aixo vol dir, a grans trets, que hom pot fer matematiques sense contradiccions tant
si s’agsumeix GCH com si no.

Es raonable preguntar-se com canvia la mida d’un conjunt en fer operacions basqiues
com la uni6, el producte cartesia, o prenent el conjunt de subconjunts, o les funcions que
van d’un conjunt en un altre: suma, producte i exponenciacié de cardinals respectivament.
La suma i el producte de cardinals sén trivials, en el sentit que no generen conjunts infinits
de mida més grossa que els que ja es tenien. L’exponenciaci6 és significativament més
interessant, o misteriosa, com hom pot copsar amb el problema del continu.

L’objectiu d’aquest treball és mostrar els teoremes fonamentals d’exponenciacié de
cardinals, i més en particular el teorema de Silver. No parlem ni de métodes més sofisticats
que han dut a multiud de resultats (com el métode de forcing) ni mencionem en general
temes de consisténcia. Hem omés també discussions axiomatiques, senzillament es treballa

a ZFC.

En quant a la sistematica, el capitol primer dona les definicions basiques i conceptes
sobre els quals es treballa: ordinals, cardinals, i cofinalitat. L’objectiu del capitol és de
presentar els conceptes i remarcar-ne alld que és important, no és pas el de donar una
descripcio detallada de les nocions i resultats. Si hom vol veure descripcions més precises
i amb demostracions completes donem referéncies bibliografiques per a fer-ho, tot i que
son continguts que es troben en qualsevol referéncia de teoria de conjunts elemental.



En el capitol segon donem ja resultats i eines rellevants pel que fa a ’exponenciacio
de cardinals. Hom podria comencar pel segon capitol en cas d’estar familiaritzat amb els
conceptes que es presenten al primer.

El tercer capitol sén nocions de combinatoria infinita. Introduim conceptes rellevants
en teoria de conjunts i teoria de cardinals, com el filtre club, conjunts estacionaris, i arbres.
En general, tots son eines imprescindibles per a la demostracié que donem del teorema de
Silver, al quart capitol. Hem intentat fer una demostracié detallada i amb implicacions
clares, tot usant els resultats dels capitols 2 i 3.

Per als teoremes del capitol 2 i per a la demostraci6 del teorema de Silver hem usat la
font [3], que en fa un gui6 clar i més o menys detallat. Hom ha procurat de completar els
arguments que manquen al llibre. Per al guié del capitol 1 i part del capitol 3 hem usat
essencialment [5].

Tot i no haver seguit el guié que proposen les referéncies [2] i [8], volem destacar-ne
llur idoneitat per a iniciar-se en la teoria de conjunts. Cobreixen part del capitol 2 i del
capitol 3. Han estat usades sovint atesa la seva claredat i completesa a I’hora d’explicar i
presentar els conceptes. Hem intentat mencionar-les en casos de particular importancia.

Es de justicia citar també els apunts del professor Dr. Enrique Casanovas |1] de I’as-
signatura teoria de conjuntos elemental de la facultat de matematiques i informatica de
la Universitat de Barcelona, que exposen de manera molt clara i detallada conceptes ele-
mentals de la teoria axiomatica de conjunts.

Hom pot trobar les referéncies esmentades al final del treball.



1 Ordinals i cardinals: definicions basiques

Donem en aquesta primera seccié les nocions basiques d’ordinal i cardinal i presentem la
noci6é de cofinalitat, tot donant-ne algun primer resultat. Donem per completesa una for-
mulaci6 dels axiomes de Zermelo-Fraenkel amb eleccié (ZFC d’ara endanant) que s’usaran.
Hem usat essencialment les fonts |5] 1 [3].

1.1 Axiomes de ZFC

La teoria axiomatica de conjunts es desenvolupa en el calcul de predicats de primer ordre.
Els objectes de la teoria de ZFC sén conjunts. El llenguatge que s’usa incou dos predicats
binaris: la igualtat =i la relacié de pertinenga €. Les férmules de la teoria es construeixen
a partir de les férmules atomiques

T ey, T=y
i a partir de les connectives habituals:
o, YNNG, @V, b=, P

i amb els quantificadors de primer ordre V i 3. Es a dir, donada ¢ formula del llenguatge
de la teoria de conjunts hom pot construir les férmules

Yz, dxp

Una variable lliure en una férmula és una variable que no esta quantificada per cap
quantificador. Per exemple: ¢ = Vz(zr = y — y = x) té x com a variable [ligada perquée
esta quantificada pel quantificador V, i y n’es una variable lliure perqué no esta sota el
rang de cap quantificador. Per a fer explicites les variables lliures d’una férmula escriurem

(1, .. Ty).
Els axiomes de la teoria de ZFC s6n els segiients:

1. Extensionalitat:
X=Y+—>Vz(zeX<+—z€Y)

II. Parell: Per a qualssevol conjunts a,b, hi ha un conjunt X = {a, b}, tal que

ceX+—(c=aVe=Dh)

ITI. Separacid: Per a cada féormula de primer ordre ¢ i cada conjunt X, hi ha un conjunt
Y={zx|zeXNp@)}={zecX|p)] tal que

reY «—x e X Apr)

IV. Unid: Per a cada conjunt X hi ha un conjunt ¥ = |J X tal que

zeY+— wwe X ANzew)



V. Poténcia: Per a cada conjunt X hi ha un conjunt P(X) tal que

YeP(X)«—Vz(zeY »2z€X)

VI. Infinit: Existeix un conjunt infinit.

VII. Reemplagament: Per a cada formula ¢(x,y) tal que Va(o(z,y) A p(z,9) >y =17) i
per a cada conjunt X, existeix un conjunt Y tal que

yeY «— Jx(xr e X Np(z,y))

VIII. Eleccié: Per a cada conjunt X no buit, existeix una funcié d’eleccié. Es a dir, hi ha
una funci6 F : X — |J X, tal que per a cada z € X, F(z) € z.

Remarca 1.1 (Classes propies). Per a cada formula ¢, direm que C = {x | ¢(x)} és una
classe, i en esséncia vol dir que un conjunt = pertany a C' si se satisfa p(x). A ZFC les
classes son abreviacions de formules de primer ordre, com per exemple p = x = z.

Cal fer notar que la condicié de pertanyer a un conjunt donat de ’axioma de separacioé
és necessaria. Si hom en prescindis, R = {z | # ¢ z} seria un conjunt. Pero és clar que

ReR+—R¢R

cosa que és una clara contradiccié. R doncs és una classe que no és un conjunt. Parlarem
en tals casos de classe propia. Aquest argument es coneix com la paradoxa de Russell.

La classe de tots els conjunts, o classe universal, V = {x | x = x}, és una classe propia.
Si fos un cojunt tindriem el segiient:

R={z|z¢xNnzxeV}

cosa que voldria dir que R és un conjunt, per separacié, i no és el cas.

Parlarem de classe funcional per a referir-nos a funcions definides en classes. Per
exemple F: V = V.

L’axioma de reemplacament afirma que, donada una classe funcional F i un conjunt A
qualsevol, aleshores hi ha un altre conjunt B tal que B = F[A].

1.2 Ordinals

Donem algunes definicions elementals dels conjunts ordenats i presentem la nocié d’ordi-
nal. L’objectiu no és pas construir els ordinals rigorosament, sind definir-los i donar les
propietats elementals. Se segueix essencialment ’exposicié de la secci6 setena del capitol
1 de [5]. Per a una exposici6 més detallada pot consultar-se el capitol 6 de [2].

Definicié 1.1 (Ordre estricte i bon ordre). Un ordre estricte, o un conjunt ordenat, és
un parell (4, <), on A és un conjunt i < és una relacio transitiva i irreflexiva. Si, a més a
més, per a qualssevol a,b € A diferents, o bé a < b o bé b < a, diem que l'ordre estricte
és total.

Un bon ordre o conjunt ben ordenat és un ordre estricte (A, <) tal que tot subconjunt
d’A té element minim.



Definicié 1.2 (Segment inicial). Donat un conjunt ordenat (A, <), un subconjunt propi
S C A és un segment inicial propi de Asiperacadax e Siac A,a<z —ac€S.

Es pot veure que un conjunt ben ordenat mai no és isomorf a un segment inicial propi
seu. A més a més, si dos conjunts ben ordenats son isomorfs, alshores només hi ha un
anic isomorfisme entre ells. De tot plegat se’'n dedueix el segiient teorema:

Teorema 1.1. Donats dos conjunts ben ordenats (A,<a), i (B,<p), aleshores es dona
un 1 només un dels segiients casos:

a) A i B son isomorfs,

b) A és isomorf a un segment inicial propi de B,

c) B és isomorf a un segment inicial propi de A.

Aquestes nocions i propietats rigides dels conjunts ben ordenats permeten la definicio
dels ordinals, que presentem a continuaci6.
Definicié 1.3 (Conjunt transitiu). Un conjunt X és transitiu si per a tot x € X,

ycerx—yeX

Definicié 1.4 (Ordinal). Un ordinal o és un conjunt transitiu i ben ordenat per la per-
tinenca.

En general, per parlar d’isomorfimes entre ordinals ometrem 'ordre i esciurem « = 3,
en comptes de (o, €4) = (B, €4).

El resultat rellevant que perseguim és que els ordinals permeten etiquetar els bons
ordres; en el sentit que per a cada conjunt ben ordenat hi ha un tnic ordinal que n’és
isomorf.

Es pot veure que
aef+—alp

i aix0 implica, entre d’altres, el segiient teorema:

Teorema 1.2. 1. Si «a és un ordinal i B € «, aleshores [ és un ordinal i és segment
inicial propi de o .

2. Per a qualssevol ordinals o, B es dona un © només un dels segiients tres casos: o bé
a=p,0béaef obépeEa.

3. Sia i son ordinals i o = 3, aleshores o = J3,
4. Siaefip e, llavors a € 7.

5. Per a qualsevol conjunt no buit d’ordinals C, hi ha algun o € C' tal que per a cada

BeC ambp#a, acp.

Per a la demostracio vegeu el teorema 7.3 del capitol 1 de [5] o més detalladament a
2

Cal fer notar que del teorema|[l.2]se segueix que tot conjunt d’ordinals esta ben ordenat
per la pertinenga. I en particular, tot conjunt transitiu d’ordinals és un ordinal. D’aqui
se segueix que la classe dels ordinals On = {« | « ordinal} és una classe propia.



Definicié 1.5. Per a cada ordinal «, definim ’ordinal successor o+ 1 = S(«) = aU{a}.
Aixi mateix, diem que un ordinal « és successor si hi ha un ordinal 8 tal que aa = 5 + 1.
En cas contrari i si és no buit, diem que es tracta d’un ordinal limit.

La demostracio del segiient teorema esta feta amb detall a [2], a la secci6 6.3.

Teorema 1.3. Per a cada conjunt ben ordenat (W, <), hi ha un inic ordinal (o, €,)
tal que W = «. FEs diu que aquest ordinal és l'ordre tipus del conjunt A, i el notarem
ot. (W,<).

Proposicié 1.4. Si X és un conjunt d’ordinals no buit, aleshores sup(X) = |JX i

min(X)=NX.

Ara definim informalment els nombres naturals. Per a veure’n una descripcio rigorosa
vegi’s el capitol 1 de |3] o la seccio 7 del capitol 1 de [5].
Notarem des d’un inici 0 = (), 1 = S(0),2 = S(1), etc.

Definici6 1.6. o és un nombre natural si per a cada 8 < a, o bé 8 = () 0 bé 3 és successor.

Definicié 1.7. Definim w = {n | n natural } el conjunt dels nombres naturals. Els
naturals sén en efecte un conjunt, i sén el menor conjunt infinit.

Finalment enunciem els teoremes d’induccié i recursié transfinita d’ordinals. Que de
fet generalitzen la noci6 d’inducci6 dels naturals. De (5) del teorema es té facilment
el teorema d’induccié. Per a veure'n, perd, una exposicié i demostracions detallades vegi’s
la novena secci6 del primer capitol de [5] o la seccio quarta del capitol sis de [2].

Teorema 1.5 (Inducci6 transfinita). Sigui C C On una classe. Si C' # (), alaeshores C
té element minim.

Teorema 1.6 (Recursio transfinita). Sigui F : V — V una classe funcional. Aleshores hi
ha una unica classe funcional G : On — V tal que per a tot «,

1.3 Cardinals

Per a A, B conjunts qualssevol, posarem A =< B si hi ha alguna aplicaci6 injectiva
f:+A— B. Posarem A ~ B si hi ha alguna aplicacié bijectiva f : A — B, i escriurem
A < B si A= Bino hiha cap aplicacio bijectiva de A en B. Notarem també

BY={f|f:A— B}

Enunciem primer dos teoremes coneguts de qué es fara Us en aquesta seccié. La de-
mostracio d’ambdoés es pot trobar feta amb detall a |7]. Cal fer notar que la demostracio
del teorema [L.7 no necessita de axioma de 1eleccio.

Teorema 1.7 (Schroder-Bernstein). Per a qualssevol conjunts A i B, si A X B i B < A,
aleshores A ~ B.

Teorema 1.8 (Cantor). Sigui A conjunt no buit. Aleshores A < P(A).

Es senzill veure que P(A) ~ 24. Es té doncs que A < 24.



Definicié 1.8 (Cardinal). Un cardinal és un ordinal que no és bijectable amb cap ordinal
menor que ell.

Definicié 1.9 (Cardinal d’un conjunt). Per a cada conjunt A, definim el seu cardinal,
|Al, com I'anic cardinal « tal que A ~ a.

Fem notar que un ordinal « és cardinal si i només si & = |a|. En general, es té A ~ |A|.
Podem afirmar també que w és cardinal i que cada natural n € w ho és, atés que no sén
bijectables amb naturals més petits.

D’ara endavant usarem c«, 3,7,d per a denotar ordinals, i k, A, u per a referir-nos a
cardinals.

Proposicié 1.9. Per a qualssevol cardinals kK, A\: K < A — Kk < A.

Del fet que tot ordinal infinit « és bijectable amb « + 1, es té:
Proposicio 1.10. Tot cardinal infinit és un ordinal limait.
Proposicié 1.11. 1. Si X és un conjunt de cardinals, aleshores sup X €s un cardinal.

2. La classe Card = {k | k és cardinal} és una classe propia.

Se’n pot trobar una prova al lema 3.4 de [3].

Es senzill veure que hom pot construir cardinals tan grans com vulgui; és a dir, que
per a cada ordinal « hi ha algtn cardinal k > «. Aix0 és clar amb el teorema de Cantor

(teorema [1.8)), atés que o < |P(a)].
Per a « ordinal, posarem o el minim cardinal estrictament més gran que «, i parlarem
del cardinal segiient.

Definicié 1.10. Un cardinal x és successor si existeix un ordinal o tal que Kk = a™, i és
limit si és no successor i no buit.

Definicié 1.11 (Funci6 alef). Definim la classe funcional dalef per recursié transfinita
sobre On com segiieix:

1. No =Wy = W,
2. N1 = Wat1 = (Na)+7

3. Ny = wq = SUPs., N, per a a ordinal limit.

La funci6 alef dona una enumeracié monotona creixent dels cardinals infinits. Usarem w,,
per a fer referéncia al tipus d’ordre o a ’ordinal, i X, per a fer referéncia al cardinal.

1.4 Aritmética de cardinals: definicions

Definim ara les operacions basiques de cardinals, i fem notar de bell antuvi que suma i
producte sén poc rellevants.

Definicié 1.12. Per a x i A ordinals, definim:

L k4 A=|[(rx{0})U(Ax{1})|



2. K- A= |k XAl

Es senzill veure que la suma de cardinals és commutativa, associativa, té el conjunt
buit com element neutre, i que respecta l'ordre de cardinals: si A < X i k < &/, llavors
A+ k < XN+ k/. La multiplicaci6 de cardinals és també commutativa, associativa, i es
compleix 0 - x = 0. 1 n’és 'element neutre, i el producte respecta 'ordre en el mateix
sentit que la suma i distribueix amb la suma.

Teorema 1.12. Per a cada cardinal infinit k, Kk - k = K.

Donem una idea de la demostracié. Per a veure’'n una de més detallada vegi’s el lema
4.22 de |[§].

Demostracid. Per induccié transfinita sobre x. Assumim que aix0 es dona per ordinals
menors. Per a a < k, es té que |a X a|~ a < k. Definim el segiient bon ordre < a K X k:

(o, B) < (7,0) «— max{a, B} < max{y,0}
V(max{«, 8} = max{y,0} A a < 7)
V(max{ca, 8} = max{y,0} A 8 < 9)

Noti’s que cada (a, 8) € k X kK no té més predecessors, a <, que

| (max{c, 5} 4+ 1) x (max{a, B} +1) | <k

Per for¢a doncs o.t.(k X k,<) < K, i per tant | K X k | < k. Com que |k X K|> K, tenim
|k X K|= K. O

Ara, per aquest teorema i tot fent s del fet que 2k = Kk + K, es té el seglient corol-lari:

Corol-lari 1.13. Per a k, A cardinals infinits, Kk + XA = k- A = max{k, \}.

Aixi, la suma i el producte de cardinals son trivials en el sentit que no generen nous
cardinals. No és el cas de 'exponenciacié, que presentem tot seguit.

Definicié 1.13. Per a &, A cardinals, definim: x* = | {f | f: A —= &} |

Del fet que per a A, B,C conjunts disjunts, (A%)C ~ ABXC { ABUC L AB x AC es
té:

Lema 1.14. Per a k, A i v cardinals,

Tampoc no és dificil de comprovar que per a k < A, k* < A i que per a 0 < A < p,
A
kY < kM.



Remarca 1.2 (Hipotesi del continu). Fins ara hem vist que 2% > R, i que Ry > Ry és el
segiient cardinal de RXg. Aleshores, o bé 2% = X;, 0 bé 2% > X;. La primera possibilitat
és la coneguda hipotesi del contiu. La conjectura més en general és

2Na = Na—i—l

coneguda com la hipotesi generalitzada del contiu. Si s’assumeix, el calcul de & resulta
relativament immediat tot fent s de la noci6 que presentem a la segiient seccié. L’objectiu
del treball, pero, és desgranar teoremes fora de la hipotesis del contiu, que és en general
la posicié que s’adopta en I’estudi de cardinals.

1.5 Cofinalitat

Finalitzem el capitol presentant la noci6 de cofinalitat d’un ordinal limit, que dona peu a
teoremes al respecte de ’exponenciacié de cardinals. S’ha seguit essencialment I’exposicié
que es fa a [5]. Se’n fa una exposicio més detallada a [§].

Definicié 1.14 (Cofinalitat). Sigui o un ordinal limit. Definim la cofinalitat de «, que
notarem cf(a), com el minim ordinal § tal que per a una certa funcié f: f — a,

sup(f[5]) = a

Observi’s que sup(f[5]) = « és equivalent a dir que f[f] és no fitat a o. Direm que
una tal f és cofinal en a. Sovint notarem f(y) = ay per a y < 3, i direm que {a},<3 és
una successio cofinal en a.

Fem notar que cf(A) < |[A\|[< A, atés una bijeccié qualsevol |[A|— A té conjunt imatge
no fitat.

Definicié 1.15. Un ordinal limit, «, és regular si cf(a) = «, i és singular si cf(a) < a.

Proposici6 1.15. Per a cada ordinal limit B, hi ha una funcio f : cf(B) — B cofinal en
B que €és estrictament creizent.

Demostracio. Sigui g : c¢f () — B cofinal. Defineixi’s f per recursié com segiieix:

f(n) = max{g(n),sup(f(v) + 1)}

v<n

Ara, per aquest lema i per la definici6é de cofinalitat, tenim el segiient:

Proposicio 1.16. Si « és un ordinal limit i f : o — 8 €s una funcid cofinal estrictament
creizent, aleshores cf(a) = cf(B).

Corol-lari 1.17. Si a és un ordinal limit, aleshores cf(a) és un cardinal regular.

Fem notar que ¢f(w) = w.

-

Teorema 1.18. Per a cada k cardinal infinit, k™ és reqular.



Demostracio. Suposem que hi ha una f : & — kT cofinal en k¥ amb a < k*. Aleshores
és clar que

P =J{FQ 1 ¢ <a}

Amb l'axioma de ’eleccié no és dificil veure que una uni6 indexada per un ordinal menor
o igual que k de conjunts menors o iguals que x té cardinal menor o igual que k. Aix0
junt amb el corol-lari implica kT ~ K, cosa que és una contradiccio. O

De la proposicié el segiient és clar:

Proposici6 1.19. Per a cada o ordinal limit, cf(Ry) = cf (a)

Acabem la secci6 donant el teorema de Konig, primer resultat que dona alguna infor-
maci6 al respecte de I’exponenciaci6 cardinal.

Teorema 1.20 (Konig). Si A és un cardinal infinit, aleshores

>\Cf()‘) >\
Demostracio. Suposem que el conjunt F' = {f | f : ¢f(k) — k} fos de cardinal .
Aleshores podem posar F' = {f, | @« < k}. Veurem que hi ha una funcié f : c¢f(k) = &
que no ¢és d’aquest conjunt. Posem k = supg..f(,) @¢ per alguna successié cofinal en .

Per a cada £ < ¢f(k), definim f(§) com el minim 7 tal que v # fo(§) per a tot a < ag.
Un tal v existeix, atés que

{fa(§) | @ < agt< agl< k

I doncs f # f, per a cada a < k.

Corol-lari 1.21. Per a cada k cardinal infinit es té

cf(2¥) >k

Demostracio. Aplicant el teorema de Konig amb A = 2% tenim (2“)Cf(2n> > 2%, Ara, si fos
cf(2F) < k, tindriem, tot fent as del teoremam

oF — 2H~cf(2”) _ (25)6][(2“) > 9F

cosa que és una contradiccio.
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2 Teoremes fonamentals d’aritmética de cardinals

Presentem en aquest segon capitol uns primers teoremes sobre ’exponenciacié cardinal.
Per a fer-ho introduim primer els productes i sumes infinites de cardinals. Seguim essen-
cialment 'exposici6 que es fa al capitol 5 de [3].

Donem un parell de resultats que ja podem exposar amb les nocions presentades fins
ara.
Proposicié 2.1. Si A és cardinal infinit i 2 < k < A, aleshores k™ = 2*

Demostracio.
2)\ < /i/\ < (2N)/\ — 2/\

Corol-lari 2.2. Per a tot \ cardinal infinit, 2* = \*.

Ara bé, si A < k, aleshores el valor de k* no és tan clar. Si 2) > &, aleshores
kY < (2M)* = 2} i dones kK = 2%, Ara bé, si 2% < &, aleshores, pel corol-lari darrer,
tenim:

k< kN < KF =28

El cas interessant és doncs quan A < ki 2* < k, on tnicament podem afirmar a altures
d’ara que © < K < 2%, Sabem també, pel teorema de Konig (teorema , que si

A > c¢f(k), aleshores

K < K

El teorema cabdal del capitol és el teorema d’exponenciacié cardinal, que ja podem
enunciar i que permet calcular de manera inductiva el valor de k* per a qualssevol x, A
cardinals infinits.

Teorema 2.3 (Teorema d’exponenciacié cardinal). Sigui A cardinal infinit. Aleshores,
per a qualsevol cardinal infinit k, hom pot calcular K com segiieiz:
1. Sik <\, aleshores k™ = 22

A_ A

2. Si hi ha algun p < K tal que p* > kK, aleshores K W

3. Sik>M\ip* <k peratot <k, aleshores

(a) sicf(k) > A, aleshores K = K
(b) sicf(k) < X aleshores k> = k(%)

2.1 Sumes i productes infinits

Definicié 2.1. Sigui {k; | ¢ € I} un conjunt indexat de cardinals. Definim

I

i€l

Uxi

i€l

on {X; | i € I} és una familia qualsevol de conjunts disjunts dos a dos tal que | X;|= k;
per a cada i € I.
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Es senzill veure que aquesta definicié no depén de la familia de conjunts triada. Fem
notar que si kK i A sén cardinals tals que k; = k per a tot ¢ < A, aleshores

Zk:z-:/\-/a
<A

Lema 2.4. Sigui A un cardinal infinit i siguin k; > 0 per a tot i < A. Aleshores

> ki=\-supk;

<A i<A

Demostracio. Veurem les dues desigualtats. Sigui K = sup,_, ki. K és cardinal per la
proposicié Com que r; < sup; k; per a tot 7 € A, llavors,

Zﬁigz:/i:)\'/i

<A <A

Per altra banda, notem que A =, 1 <>,y kg, ique >,y ki > K, al ser

ki < D ien ki per a tot © < A Per tant, pel teorema Ak <D onki Yok =
D i K H

En particular, si A < sup,_, &, tenim
E KR; = SUup Kj;
i<\ <A

Notem que un cardinal infinit £ és singular si i només si hi ha A < k i {k;};c) familia
de cardinals de la forma x; < Kk per a tot i € A, tal que

R = E Kq

Definici6 2.2. Sigui {X; | ¢ € I} una familia indexada de conjunts. Definim llur producte
com

[[Xi={f:1— |JXi|fésfuncioi f(i) € X; Vi€ I}
i€l iel
Siguin ara {k; | i € I'} familia indexada de cardinals. Definim llur producte com:

H/ﬂ = HXi

el i€l

on {X; | ¢ € I'} és una familia indexada de conjunts tals que |X;|= k; per a cada i € I.

Novament la definicié no depén de la familia triada.

Observem que si k; = k per a tot ¢ € I i |I|= ), aleshores
I]:Ki:: KA
el

Donem ara diversos resultats en vistes de demostrar el teorema de Konig, que ja podem
enunciar:
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Teorema 2.5 (Konig). Si k; < A\; per a tot i € I, aleshores
Sw< TN
icl icl
Comencem amb un lema técnic que usarem en repetides ocasions al repespecte de
propietats basiques de sumes i productes infinits de cardinals:

Lema 2.6. Siguin {k;}icr i@ {\i}tier families indezades de cardinals i A i k cardinals.
Tenim:

1 [Lier R = p2ier M

2. [lier 5 = (Tier "‘i)A

3. Sil ésla unio disjunta d’una particd {A;}jcy, ésadirl =
per a tot i # j; aleshores

e Aj, amb AiﬂAj = @

[Iri=11{ IT =
iel jeJ \i€A;

Demostracio. Per a (1), prenem A conjunt i {B;};c; familia indexada de conjunts disjunts
tals que |A|=k 1 |B;|= A; per a tot i € I. Per la definicio, tenim:

H/i/\i = H]AB"\ = , 1 doncs

el el

[1+"

el

HZZ’EI Ai — ﬁUieI Bi _ ’AUiEIBi

N’hi ha prou en veure que [[;c; APBi és bijectable amb AUier Bi Per a fer-ho donarem
una bijeccio. Sigui f € [[;c; APBi. Aleshores f(i) és una funci6 de B; a A.

Definim la imatge per la bijeccié d’una tal funcié f com la segiient funcio:

o) UBi — A
icl
be B — f(i)(b)

No és dificil veure que aquesta funcié és exhaustiva i injectiva.

Per a demostrar (2), prenem {B;};c; familia indexada de conjunts disjunts tals que
| Bi|= rk; per a tot € I' i A conjunt tal que |A|= A. Usant el mateix argument que a (1) es
pot veure que per a demostrar la igualtat n’hi ha prou en provar que [[;c; BZA és bijectable

A
amb ([T,c; Bi)"-
En vistes de definir una bijecci6 prenem f € [[;c; B Aleshores f(i) és una funcicé
de A en B;. Ara defninim la imatge de f per la bijeccié com segiieix:
i€l
ar— I — Bi
i~ f(i)(a) € B,
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Hom pot veure que aix0 és en efecte una bijeccio.

Resta veure la propietat (3). Sigui {B;}ic; familia indexada de conjunts tals que
|Bi|l= k; per a cada i € I. Sigui {R;}jes familia de conjunts tal que
|Rj|= Tlica, #i per a cada j € J. Del fet que J[;cq s = [[Lica, Bil se segueix que
R; ~ HieAj B; per a cada j € J.

Per a demostrar el resultat n’hi ha prou en veure que |[[;c; Bi|= [[];c; R;l, o, equiva-
lentment, que [[;c; B; ~ HjeJ R;.En vistes de donar una bijecci6 triem per a cada j € J

una bijeccio V) : [;c 4. Bi = R;.
Ara, per a una funci6 f € [[;c; B; definim la seva imatge per la bijeccié com la segiient

funcio:

J— | J R,

jeJ

j1— @Y)(f) € R,
En ser les ®U) bijeccions i els A; disjunts, es té que 'aplicacié donada és en efecte una
bijeccié. Resta pendent comprovar-ho.

O

Lema 2.7. Si k; > 2 per a tot i € I, aleshores
>_ri <[]
icl icl

Fem notar que la condici6 x; > 2 per a tot i € I és necessaria, atés que 1+1+1 £ 1-1-1.

Demostracio. Suposarem sense pérdua de generalitat que I és infinit. Si I és finit 'argu-
ment és similar. Notem primer que [[;c;#; > [[;c;2 = 2!/ > |I| N’hi ha prou en veure

ara que
s i ]
i€l el

Sigui {X;}ier familia de conjunts disjunts tals que |X;|= k;. Veurem que la segiient
funcié és injectiva:

g:JXi — 1<%

i€l el
zem— (i, f7: T X))

tal que £ (i) = z.

Aquesta funcio6 és en efecte injectiva. Suposem que (4, (m)) = (4, f(y)), amb i,j € [
i f@ f® . T - (JX;. Tenim doncs que i = j i que f®) (k) = f® (k) per a tot k € I.
Tenim doncs que

v=f00) =0 = 1Y) =y
i la funcio és injectiva. I és compleix la desigualtat a demostrar. O
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Lema 2.8. Sigui \ cardinal infinit, i {Kk;};<\ successio no decreizent de cardinals no nuls.

Aleshores,
[[ 5 = (supr)*
i< !

Demostracio. Posem k = sup; ;. < és cardinal per ser el suprem de cardinals: proposicié
Com que k; < Kk per a tot ¢ < A, la primera desigualtat és clara:

H/%;SHH:H)\
i i

Ara, per a veure l'altra desigualtat aplicarem la propietat (3) del lema Per a fer-ho
cal considerar una particié de A en A conjunts disjunts de cardinalitat A\. Fem notar que
hom sempre pot trobar una tal partici6 en virtud del teorema [I.12}

Per aquest teorema tenim que A x A ~ A. Sigui doncs f : A X A — A una bijecci6.
Aleshores, posem per a cada a < A,

Aa :f()‘ X {Oé})

Es clar que aleshores {As}a<n és particio de A de cardinalitat A. Tenim també que
Ao NApg =0 per atot o, € A\, 1que |Ay|= A per a tot v < \. Aixi:

/\:UAa

a<

Ara, per ser el producte de cardinals no nuls més gran que cadascun dels seus factors,
[Lic A, Fi 2 SUDjc g Ki = K, i per tant, tot aplicant la propietat (3) del lema

H/{Z-:H Hf—ii ZHRZR’\

i<A j<Xx \icA, J<A

i es té la desigualtat que mancava. O
Demostrem ara el teorema de Koénig, (teorema [2.5)):

Demostracid. (del teorema[2.5). Veurem que >, k; # [[; A\i. Posem {T;};c; familia in-
dexada de conjunts disjunts dos a dos de cardinalitat |T;|= A; per a tot i € I. Posem
T =[],c; Ti- Notem que si {Z;}iecr és una familia de conjunts disjunts dos a dos tals que
|Zi|= ki per a tot ¢ € I, aleshores Z; ~ k; < A; ~ T; = T per a tot ¢ € I. Suposarem sense
pérdua de generalitat que cada Z; és subconjunt de T per a tot ¢ € I; atés que sempre
podem trobar-ne una funcié injectiva.

N’hi ha prou en veure que per a cada familia {Z;}icr, U;c; Zi # T. Notem que la
desigualtat | J;c; Z; > T mai no es pot donar pel lema

Sigui
Si=1/6)| 1 € 23}

Ates que |Z;|< |T;], S; € T;. Sigui doncs f € T tal que f(i) ¢ S; per a cada i €
I. Aleshores és clar que f no pertany a cap Z;, i doncs no pot donar-se la igualtat
Uier Zi =T. O
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Soén corol-lari immediat d’aquest teorema alguns resultats que ja coneixiem. Posarem
per ara #, A cardinals infinits. Del fet que k =3, _, 1,1 2" =[], 2, tenim per exemple:

<K

Corol-lari 2.9. k < 2% per a qualsevol k.

Corol-lari 2.10. cf(2%) > k

Demostracio. Suposem que que cf(2%) < k. Sigui doncs {k; }i<x successio cofinal en 2.

En particular x; < 2% per a tot ¢ < k. Posem \; = 2" per a cadaa ¢ < k. Pel teorema de
Konig, >, .. ki < [[;o, A = (2%)" = 2%; i doncs ¢f(2") mai no pot ser menor que . [

Corol-lari 2.11. cf(x*) > A

Demostracié. Sigui {k;}i<x familia de cardinals tals que x; < * per a tot i. Aleshores,
pel teorema [2.5

Zm<HKL’\: (/ﬁA)A:nA

<A <A
i doncs una successié indexada per A mai no pot ser cofinal. ]
Es té de manera també immediata el teorema de Konig (teorema [1.20) demostrat al
capitol 1.

Corol-lari 2.12. Per a tot cardinal infinit k,

kB >

Demostracid. Sigui {k;}i<cf(x) familia de cardinals cofinal en x:

k= Z Ki < H Kk = ke (K)

i<cf(k) i<cf(k)

2.2 La funcié gimel i la funcié continu

Donem ara algun resultat al respecte de 2. A hores d’ara sabem essencialment que
cf(2%) > k, i és clar que si A < &, aleshores 2* < 2~.

Definici6 2.3. Definim 2<% = sup{2" | u < i u cardinal }. Parlarem de funcié continu
per a referir-nos als valors que pren 2% per a cada cardinal .

Proposicié 2.13. Si k és cardinal limit aleshores 25 = (2<%)°/ (%)

Demostracid. Sigui {f;};<cf(x) una successio cofinal en k amb k; < k per a tot i < cf(k).
Notem primer que per definicio de suprem es té 25 < 2<% < 2 per a tot i < c¢f (k). Ara,
tot fent us de la propietat (1) del lema i de la monotonia de productes infinits:

2 = oXices i = [ 20 < [ 2% = (259" < (20) ™) < 27
i<cf(k) i<cf (k)
I doncs 27 = (2<fi)cf(“). O
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Corol-lari 2.14. Si k és cardinal singular i la funcio continu estabilitza sota k en algun
A, aizo és: A = 2F és constant a partir d’un cert p < k, aleshores 2% = X. En particular,
ok — 2</—£.

Demostracio. Sigui p un carindal tal que c¢f (k) < p < k 1 tal que 2<% = X = 21, Pel
teorema 2.13]1 del corol-lari tenim:

or (2<m)cf(’€) _ (2u)cf(n) —9H — )\

Definici6 2.4 (Funcié gimel). Definim la funcio gimel com J(k) = x¢/(%),

Veurem ara que, sota certes hipotesis, podem escriure 2% com a funcié de la funcio
gimel de £, cosa que mostra la importancia d’estudiar els valors possibles de £ (k)
Proposici6 2.15. 1. Sik és cardinal successor, aleshores 2% = (k)

2. Si K és carindal limit i la funcié continu estabilitza sota K, aleshores 2% = (2<%)-1(k)

3. Si k és cardinal limit i la funcid continu no estabilitza sota k, aleshores 2% = J (2<F)

Demostracio. (1) és clar, atés que si k és cardinal successor aleshores és regular, i tenim,
pel corol-lari 2.2}

I(k) = k) = g = 2%

Vegem (2). Suposem primer que x és cardinal limit i singular. Aleshores es tenen les
hipotesis del corol-lari i tenim que 2% = 2<%, A més a més, tenim:

I(k) = k) < g =28 = 2<F

i per tant (2<%) - J(k) = 2<% = 2%, tal com voliem.

Per altra banda, si k és regular, aleshores, com al primer punt del teorema, J(rk) = 2%,
i, com que en general es té 2% > 2<% tenim novament que (2<%) - J(k) = 2<F . 28 = 28,
com voliem.

Per a veure (3), posem A = 2<%. Fem notar que si x és un cardinal limit tal que la
funcié continu sota x no estabilitza, aleshores hom pot constuir una successié indexada
per k estrictament creixent i cofinal en A de l'estil:

A = 2<F = gup 2/

a<k

Ara, per la proposici6 [I.16] tenim:

i per la proposici6
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2.3 Exponenciacié cardinal

En aquesta seccié donem resultats envers x* per a , A cardinals qualssevol. Comencem
donant la féormula de Hausdorft:

Teorema 2.16 (Formula de Hausdorff). Per a qualssevol ordinals o i 3,

Rg

Rg
atl — =N, - Na—i—l

N
Demostracio. Distingim dos casos:

1. Posem a+1 < 5.

Al ser Ry y1 < Ng, es té Naﬁ_l =288 | N, N3 — 98 Tenim:

Rg R Rg
Ro - Na+1 =275 Noz+1 = NaJrl

atés que Nyi1 < oRs per ser Nop1 < Ng < QNB, i tot usant el corol-lari m per al
producte de dos cardinals.

2. Posem ara 8 < a.

X .
Pel fet que N, N < NaH, i Roq1 <N, tenim que

N > N - Not1

a+1

Per a l'altra desigualtat, notem primer que tota funcié f : wg — wa41 és fitada,
atés que N,11 és regular per ser cardinal successor, i Ro41 > Ng. De fet, tota funcio
d’aquest tipus és de la forma f : wg — v per algun v € wqy1. Aixi, podem posaIE|

a+1_ U ’7

Y<Wa+1

Per tant, es té

R R N
N W o T R NP NS (A

’Y<Na+1 'Y<Na+1
tal com calia. O

Lema 2.17. Si k és cardinal limit, i X\ > cf(k), aleshores

cf (k)
KN = <sup o/\>
a<k

Demostracio. Sigui {K;}i<cf(x) successio cofinal en k. Usant el lema a la primera
desigualtat i la propietat (2) del lema a la segona igualtat tenim:

A A

cf(k) cf (%)
K = Z K < H K H /<c H sup ot = <sup a)‘) < (/ﬁ})‘) =K

i<cf(k) i<cf(k) i<cf(k z<cf(n) a<k a<k

., w L . . . .
2La notacié waf_l és refereix al conjunt de funcions del tipus f : wg — wa+1.
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Podem ara demostrar el teorema cabdal d’aquest secccié que permet calcular inducti-
vament valors per I'exponenciacié de cardinals arbitraris. Reescrivim aquest teorema per
practicitat:

Teorema 2.3 (Teorema d’exponenciacié cardinal). Sigui A cardinal infinit. Aleshores,

per a qualsevol cardinal infinit k, hom pot calcular K com segiieiz:

1. Si k <\, aleshores k* = 22

A_ A

2. Si hi ha algun p < k tal que p* >k, aleshores K W

3. Sik>\ipt <k peratot u <k, aleshores

(a) sicf(k) >\, aleshores k™ = K
(b) sicf(k) < X\ aleshores k> = k(%)

Demostracio. (1) s’ha vist al corol-lari Per a (2), és clar que
A
<R < (M,\) —

Per a veure (3), suposem primer que k és cardinal successor. Aleshores cf(k) = k > A,
ies té el cas (a). Per la formula de Hausdorf tenim

A A A
K = (77"") =n"-K= k
ates que estem suposant que 77)‘ < K, per ser n < K.

Suposem ara que & és cardinal limit. Notem primer que podem escriure

K = sup a? (3)

a<k

Si aquest no fos el cas, hi hauria un cardinal ¢ minima cota superior tal que a* < ju < K
per a tot a < k. Aix0 no pot ser: Considerem p™. Per ser u < s i k no successor, u+ < k.
<z + A } . s ..
Pero és clar que p < pu™ < (p™)”, cosa que contradiu que p sigui suprem. Aixi, en efecte

es té .

Ara, si cf(k) > A, aleshores tota funcio f: A\ — k és fitada, i tenim,

K =supad =k

a<k

Finalment, si c¢f(x) < A, aleshores es té el lema i tenim

cf (x)
K = <sup aA) = g/ (%)

a<k

O]

Corol-lari 2.18. Per a qualssevol A,k cardinals, K* és o bé 2*, 0 bé K, o bé I(p) per a
algun p tal que cf (n) < X\ < p.
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Demostracié. Suposem que k* > 2*- k. Pel corol-lari tenim que £* > 2V i que K} > A,
per ser k* estrictament més gran que el maxim dels dos factors.

Ara, considerem el minim g tal que u* = k*. En particular 4 < k. Mirem ara d’avaluar
= £ tot usant el teorema per a p.

Notem primer que, com que p* = £ > 2}, cal que ;1 > ), o bé es contradiria el primer
cas del teorema.

Es clar també que no pot haver-hi cap po < u tal que ,ué > u atés que, pel segon punt
del teorema, tindriem que x* = pt = MS, cosa que contradiu la minimalitat de p.

Es donen doncs les hipotesis del tercer cas del teorema. Aixo és: > A i ) < p per a
tot po < p. Ara, si fos p* = p, tindriem &* = p* = p < k < &, que és una contradiccio.
Per tant, ha de ser el cas 3.(a) del teorema i tenim £ = pt = pf W = J(p). O

Per a finalitzar el capitol donem la noci6 de cardinal limit fort i de cardinal inaccessible.
Definicié 2.5. Un cardinal & és un cardinal lémit fort si 2* < k per a tot A < k.

Fem notar que tot cardinal limit fort és cardinal limit (el predecessor contradiria la
hipotesi). Ny és clarament un cardinal limit fort.

Val la pena esmentar la segiient proposicio:

Proposicio 2.19. Sigui x cardinal limit fort. Aleshores:

1. N1 < K per atot \,n < Kk

2. 28 = yel(x)

Demostracio. (1) és senzill a partir de la desigualtat segiient:
A < max{\}, 7"} = max{2*,2"} < &
que es té perque k és limit fort i g, A < k.
Per a (2), com que k és cardinal limit fort tenim:

2<F —sup2¥ = K

p<K
perqué k és fita superior i és la minima, perqué un A < x mai no és fita superior, en ser

A < 22, El teorema m dona 2 = (2<F)T () — yef(v) O

Notem que Ry és el primer cardinal limit fort. L’existéncia de cardinals limits forts no
numerables no és clara. Aixo motiva la segiient definicio:

Definici6 2.6. Un cardinal és feblement inaccessible si és no numerable, regular, i limit.
Un cardinal és fortament inaccessible o senzillament, inaccessible, si és no numerable,
regular, i cardinal limit fort.

Es té el segiient:

Proposicio 2.20. Si k és cardinal inaccessible aleshores és feblement inaccessible. Si la
hipotesi del continu es compleix per sota de k, és a dir 2¢ = pu+ per a tot u < K, aleshores
tot cardinal feblement inaccessible és inccessible, i les nocions son equivalents.
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Demostracié. Que tot cardinal inaccessible és feblement inaccessible és clar, atés que tot
cardinal limit fort és limit. Per a veure que un cardinal x feblement inaccessible és inac-
cessible si es compleix la hipotesi del contiu per sota de s noti’s que, per a tot cardinal
n < K:

M =put <k

perqué u* < k perd s és limit, i doncs no es pot donar la igualtat. O

L’existéncia de cardinals inaccessibles, insistim, no és clara. A tall d’exemple, si R; fos
inaccessible, aleshores 280 < R; i no es tindria la hipotesi del contiu.
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3 Combinatoria infinita

Presentem en aquesta secci6 la nocié de conjunt club en un ordinal limit i el filtre club
d’un ordinal limit. Finalment donem la nocié de conjunt estacionari i el teorema de Fodor.
Tant la nocié d’ultrafiltre com el teorema de Fodor sén claus en la demostracié que fem
del teorema de Silver, tot i que 'estudi de filtres i ultrafiltres té interés propi. Es pot
trobar un desenvolupament més ampli pel que fa a filtres i ultrafiltres a [3].

Se segueix essencialment la secci6 6 del segon capitol de [5] i el capitol 7 de [3]. Pel que
fa a la part de conjunts club i estacionaris destaquem que se’n fa una exposicié bastant
detallada a [8]. Al final del capitol introduim per completesa la nocié d’arbre.

3.1 Filtres i ideals i ultrafiltres

Definim primer la noci6é general de filtre i ideal, i d’ultrafiltre. L’objectiu es presentar la
nocio de filtre i de veure que tot filtre es pot estendre a un ultrafiltre o filtre maximal. Per
a fer aquest dltim pas hom fa s del lema de Zorn, que és de fet un equivalent a ’axioma
de V’eleccié, i que enunciem tot seguit.

Definicié 3.1. Sigui (4, <) un conjunt parcialment ordenat. Definim:

1. a és fita superior de A si x < a per a tot x € A,
2. a és element mazrimal de Asia € Ainohihacapx € Aamba <z,

3. una cadena en (A, <) és un subconjunt C' C A tal que la restricié de 'ordre, (C, <),
és un ordre total.

Teorema 3.1 (Lema de Zorn). Sigui (A, <) conjunt parcialment ordenat no buit. Si tota
cadena en A té alguna fita superior, aleshores A té un element maximal.

S’en poden trobar demostracions a partir de ’axioma de I’elecci6 a [1] o al mateix |3].

Definicié 3.2. Sigui A un conjunt no buit. Un filtre en A és una familia F C P(A) tal
que:

1. Ae Fib ¢ F.
2. Si XY € F aleshores X NY € F.
3. Per a qualssevol X € F,i1Y C A, si X CY aleshores Y € F.

Definicié 3.3. Sigui A un conjunt no buit. Un ideal en A és una familia Z C P(A) tal
que:

1. A¢TibeZ.
2. Si X,Y €1 aleshores X UY € 7.

3. Per aqualssevol X € Z,iY C A, si Y C X aleshores Y € 7.

Aquestes estructures son duals:

22



Definicié 3.4. Sigui Z ideal en A. Aleshores definim el filtre dual de Z, Z*, com

T"={XCA|A\X €T}

Analogament, definim l'ideal dual d’un filtre F en A, F*, com

F*={XCA|A\ X € F}

De les definicions se segiieix la segilient proposicié:

Proposicio 3.2. Un ideal dual d’un filtre és un ideal i un filtre dual d’un ideal és un filtre.
A més a més son estrucutres duals: Si T és ideal i F és filtre, aleshores (F*)* = F** = F,
i (I =1 =1.

Per inducci6é natural és clar que els filtres sén tancats per interseccions finites i que els
ideals son tancats per unions finites. Per a fer referéncia a si sén tancats per unions o
interseccions més grans introduim la segiient definicio:

Definicié 3.5. Sigui « cardinal infinit. Diem que un ideal Z és k—complet si per a tota
familia A de subconjunts de Z tal que |A|< , |JA € Z.

Analogament, diem que un filtre F és k—complet si per a tota familia A de subconjunts

de F tal que |A|< Kk, A€ F.

Es clar doncs que tot ideal o filtre és w—complet. Ara bé, si Z és un ideal en A i
{a} € T per a tot a € A, aleshores Z no és |A|"—complet, atés que, per ser Z ideal,

Ufa}=4a¢z
a€A

Donem ara alguns exemples senzills de filtres i ideals. Sigui A un conjunt no buit.

1. El filtre trivial en A és {A}, i I'ideal trivial {(}.

2. Un filtre  principal en A és aquell que és del tipus
F={X CA| X D X} per a algun Xg C A no buit. La noci6 dual de filtre
principal és ideal principal.

3. Peracadaa e A, {X C A|a€ X} ésun cas particular de filtre principal (i és un
ultrafiltre, vegi’s definicio .

4. Suposem que |A|> w. Aleshores {X C A | |X|< w} és un ideal en A.

5. (Mesura de Lebesgue) Posem A = [0, 1]. Aleshores els subconjunts de A mesurables
Lebesgue i de mesura 1 formen un filtre; i els subconjunts de A mesurables Lebesgue
i de mesura 0 en sén l'ideal dual. Aquest ideal és wy;—complet, atés que les unions
numerables d’elements de mesura 0 tenen mesura 0.

Col-loquialment, hom pot concebre els conjunts d’un filtre com subconjunts grans d’un
conjunt, i els d’un ideal com subconjunts petits. Definim ara la nocié d’ultrafiltre.

Definicié 3.6. Un filtre &/ en un conjunt A és un wultrafiltre si per a cada X C A, o bé
X el obé A\ X € U. Lanocié dual és un ideal primer: per atot X C A, obé X €I o
bé A\ X € I.
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Definicié 3.7. Un filtre F en A és mazimal si per a tot altre filtre 7' en A tal que
F' O F, llavors F = F'.

L’objectiu ara es veure que filtre maximal i ultrafiltre son equivalents, i que tot filtre
es pot expandir a un filtre maximal, i doncs a un ultrafiltre. Per a fer-ho donem una
proposico inicial:

Proposicio 3.3. Sigui A conjunt no buit. Es té:

1. Sigui F una familia de filtres en un conjunt no buit A. Aleshores (\F és un filtre en

A.
2. Sigui C una cadena no decreizent de filtres en A. Alshores |JC és un filtre en A.

3. Sigui G C P(A) una familia tal que tota interseccid finita d’elements de G és no
buida (parlarem de propietat d’interseccions finites):

{X1.. X, CG=X1N..nX, #0 (4)

aleshores hi ha un filtre F en A tal que F O G.

Demostracio. A (1) i (2) les condicions de filtre son senzilles de comprovar. Donem el
filtre que demostra (3):

F={XCA|Xin...nX, CX per a alguna familia finita {X; ... X,,} CG} (5)

Es clar que G C F, atés que tot conjunt es pot posar com a intersecci6 finita d’ell
mateix. Es clar que A € Fique () ¢ F. Si el buit fos de F, tindriem que §) € G, cosa que
contradiria que tota intersecci6 finita d’elements de G és no buida. Les condicions 2 i 3
de filtres per F son clares. O

Fem notar que el filtre és el filtre més petit que esté G, atés que tot filtre que
estengui G ha d’incloure els conjunts de G, llurs interseccions finites, i tots els conjunts
que incloguin aquestes interseccions. Parlarem del filtre generat per G, sempre que G
compleixi la propietat d’interseccions finites . De manera més neta podem posar el
filtre generat per G:

F(G)=({D CP(A) | D filtre en Ai G C D}

En general el filtre generat per un conjunt G que satisfaci la propietat d’interseccions
finites sera només w—complet.

Podem veure ja que ultrafiltre i filtre maximal sén equivalents:

Proposicié 3.4. Tot filtre en un conjunt A és ultrafiltre si i només si és maximal.

Demostracio. Veiem primer que tot ultrafiltre és filtre maximal: sigui U ultrafiltre i su-
posem que F és filtre amb F D U. Sigui X € F \ U. Aleshores, com que U és ultrafiltre,
A\ X €U, itenim que A\ X € F, perqué F D U, ique X € F. Ara, aix0 no pot ser,
atés com que X € F, tindriem

D=(A\X)NX eF
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cosa que no pot ser perqué F és filtre.

Vegem ara que tot filtre maximal és ultrafiltre. Veurem que tot filtre que no és ultrafiltre
no és maximal (veurem que si un filtre no és ultrafiltre, aleshores es pot estendre a un
filtre maximal). Sigui doncs F filtre que no sigui ultrafiltre (si no n’hi hagués cap és
automaticament cert). Com que F no és un ultrafiltre hi ha un conjunt Y C A tal que
Y¢FiA\Y ¢ F. Posem G =FU{Y}. Aleshores G satisfa la propietat d’interseccions
finites. Vegem-ho:

Si X € F, llavors X NY # (. Aixo és perque, si la interseccié fos buida, tindriem
X C A\Y, i, com que F és filtre, tindriem A\Y € F. Cosa que contradiu la triade Y. Ara,
doncs, donat un conjunt finit X ... X,, d’elements de F, la intersecci6 X1 N...N X, NY
és no buida: com que X1N...NX, € F perqué F és filtre, aleshores X1N...NX,NY # (.
Per tant, GG satisfa la propietat d’interseccions finites.

Sigui F' el filtre generat per G. Aleshores, com que 7/ 2 GiY € G, llavors Y € F'\ F,
i per tant F no és maximal perqué F' 2 F. O

Ja tenim prou resultats per a provar l'existéncia d’ultrafiltres, que, com ja ha estat
esmentat, fa Gs del lema de Zorn:

Teorema 3.5 (Tarski). Tot filtre pot estendre’s a un ultrafiltre.

Demostracio. Sigui Fo un filtre en un conjunt no buit A. Sigui P el conjunt de tots els
filtres F tals que F' O Fy. Consideri’s el conjunt parcialment ordenat (P, C). Donada una
cadena ascendent, C, en P, sabem que [JC és un filtre en A (per la proposicio 3.3). Per
tant, (JC € P. A més a més, | JC és cota superior de C. Pel lema de Zorn (teorema ,
hi ha un element maximal & € P. Per la proposicié U és un ultrafiltre i estén Fy. O

3.2 El filtre club i conjunts estacionaris

Donem en aquesta seccié la nocié de conjunt club en un cardinal i de filtre club. Definim
també conjunt estacionari, nocio clau per a demostrar el teorema de Silver, i demostrem
el teorema de Fodor.

Definici6é 3.8. Sigiu « ordinal limit. Un conjunt C' C « és tancat si per a tot ordinal
limit § < « és té que si C'N ¢ és no fitat en §, aleshores § € C. Direm que C és club en «
(club de "closed” i "unbounded” de 'anglés) si C' és tancat i no fitat en .

Informalment, la idea és que un conjunt és tancat en un ordinal limit « si tota successio
de mida ¢ en el conjunt, amb § < « limit, té limit en el conjunt. De fet, no és dificil veure
que ser tancat en un ordinal limit equival a ser tancat en la topologia de l’ordre en I'ordinal.
La topologia que indueix ’ordre total en un ordinal limit « és aquella que té per base els
conjunts de la forma [,0) = {f < a| v < B < §}, per a qualssevol 7,9 € a.

Donem primer alguns exemples de conjunts club. Destaquem els exemples (2) i (6).

1. Si « és ordinal limit, llavors « és club en «. Es clar que, com que « és limit, és no
fitat en « i tancat.

2. Sigui & cardinal no numerable. Aleshores {§ < r | § ordinal limit} és club a . Es
no fitat: Sigui § < k ordinal limit. No és dificil veure que hi ha algun ordinal v que
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satisfa 6 < v < k (a saber, § + w ~ 4, si hom coneix la suma d’ordinals). Que es
tracta d’un conjunt tancat és clar.

3. Si k és cardinal no numerable, llavors {0 < &k | ¢ és ordinal limit d’ordinals limit}
és club a k. No és dificil veure que és no fitat, i és tancat perqueé el limit de tota
successié d’ordinals limit de limits és al seu torn limit de limits.

4. Similarment, si x és cardinal limit, aleshores C = {u < x| p cardinal } és club a &.
Es clarament un conjunt no fitat perqué s és cardinal limit, i és tancat atés que si
0 < k és ordinal limit i N C és no fitat en 9, aleshores podem posar § com el suprem
d’una successi6é de cardinals, i el suprem d’un conjunt de cardinals és un cardinal

(proposicio [1.11)), i per tant § € C.

5. Sigui k cardinal de cofinalitat w. Aleshores tota w— successié cofinal en k és club.
Tota successioé cofinal és per definicié no fitada en el cardinal. No és dificil veure que
tota successio cofinal és tancada: Sigui {Kq }a<w, Successio cofinal en k. Sigui d < K
ordinal limit tal que § N {Kq}a<w és no fitat en §. Suposem que § # Kk, per a tot
a < w. Com que la successio és no fitada en k1 0 < k, hi han,n+ 1 € w tals que
Kp < 0 < Kpt1. Aixo contradiu que § N {Kq }a<w sigui no fitat en 4.

6. (Segment final.) Sigui k cardinal infinit. Aleshores, per a tot 8 < k, el segment final
de B: S ={a < k| B < a}éscluben k. Es clar que és no fitat. Vegem que és
tancat: sigui § < k limit tal que § N S és no fitat en §. Volem veure que 6 > SB. Per
a tot v < § hi ha algun ~y del tipus v < v < § i tal que 5 < g, perqué 79 € 6N S.
Per tant g < 4.

Podem donar ja la definicié de filtre club d’un ordinal limit de cofinalitat no numerable:

Definicié 3.9. Sigui « ordinal limit tal que ¢f(«) > w. Definim el filtre club de «, que
denotarem Club(«), com segiieix:

Club(a) ={X Ca | 3C C X tal que C és club en a}

Remarca 3.1. El conjunt dels conjunts club en un ordinal limit, a;, no formen en general
un filtre. Consideri’s C, que és club en wi, com segiieix:

C={y<wi|~vylimitiy>w}

i posem X = C'Uw. Aleshores X € Club(wy) perd no és club en wy. Falla doncs la tercera
condici6 de definici¢ de filtre.

En efecte, doncs, el filtre club és un filtre:

Lema 3.6. Sigui p cardinal tal que cf(p) > w. Aleshores:

1. la interseccié d’una familia de menys de cf(u) subconjunts club en p és club en p,

2. Club(p) és un filtre cf (pu)—complet.

Demostracio. Sigui {Cy}ta<cy amb A < ¢f(u) familia indexada de subconjunts de p club
en p. Notem C' = (), Co. Cal veure que C és tancat i no fitat. Veiem primer que és
tancat.
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Sigui § ordinal limit tal que § N C' és no fitat en §. Cal veure que 0 € (), Ca per a
cada o < A. N’hi ha prou en veure que d N C,, és no fitat en § per a tot a < A, perqué
en tal cas, en ser C, tancats, tindriem que 6 € Cy per a tot o < A, i doncs 6 € (), Ca.
Ara, és clar que 6 N Cy, és no fitat en 0, atés que (), Co és no fitat en §i [,y Co € Co
per a tot a. Per tant, d € C,, per a tot o« < A, i doncs d € C.

Veiem que C' és no fitat en . Definim per a cada a < A una funcié f, : p — p tot
posant f,(¢) el minim ordinal v € C, tal que v > (. Cada f, esta ben definida per ser
cada C,, no fitat en p. Definim ara per a cada ( € p

9(¢) = sup fa(C)

a<\

Notem que com que cf (i) > A, ¢ < g(¢) < p. Definim ara per induccié: ¢°(¢) = ¢ i
g (¢) = g(g"(¢)) per a cadan < w i ¢ < u. Posem finalment per a cada ¢ de p,

9*(¢) = sup g"(¢)
n<w
Ara, en ser cf(u) > w, ¢ < g¥(¢) < u per a cada ¢ < p.

Vegem ara que per a cada ( < p i per a cada @ < A, C, és no fitat a ¢g*((): sigui
d < g*(C). Aleshores hi ha algun n < w tal que § < ¢"(¢). Tenim, per a tot a < A:

§ < g"(¢) < falg™(Q)) <sup fu(9"(C) = g" Q) < ¢°(C)

<A
és a dir fo(¢"(C)) € C4 1 és més gran que 6. Per tant, com que cada C, és no fitat en
g“(¢) i tancat en y, tenim g¥(¢) € Cy per a tot a < A, i doncs g¥(¢) € (e Ca-

Hem trobat doncs per a cada ¢ < p un element de [,y Ca, a saber g*((), estrictament
més gran que (, tal com es volia.

(2) és senzill: Sigui {X4}a<y una familia de conjunts tal que X, € Cub(p) per a tot
a < A iA<cf(p). Sigui per a cada o < A Cy € X, club en p. Aleshores [,y Ca és,
per (1), un subconjunt club en p de (), Xa, i doncs (), Xo € Club(p). Les altres
propietats de filtre son clares.

O

En general el filtre club s’usa per a cardinals regulars i no numerables. En tal cas el
filtre club és k—complet. En el que queda de secci6 treballarem sobre cardinals d’aquest
tipus. Definim ara la nocié de conjunt estacionari.

Definicié 3.10. Sigui x cardinal regular no numerable. X C & és estacionari si XNC # ()
per a tot conjunt C club en k.

Proposicié 3.7. Sigui x cardinal reqular no numerable. Es té:

1. Tot conjunt club és estacionari..

2. La interseccié d’una familia {Cy}acx amb X\ < k de conjunts club amb un conjunt
estacionari és un conjunt estacionari.

3. El conjunt d’ordinals limit d’un conjunt estacionari és estacionari.
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Demostracio. Per a (1), siguin C'i D club. Pel lema , C N D és club, i en particular no
buit, atés que és no fitat en x. Per tant C' és estacionari.

Per a veure (2), sigui S conjunt estacionari i siguin A < &, i {Cy }o<) familia de conjunts
estacionaris. Sigui D conjunt club. Aleshores, com que pel lema Na<r Ca és club,
tenim:

(SN () Ca)ND=5N([)CanD)#0
a<A a<A
perqué S és estacionari i [),., Ca N D és club, perqueé és la interseccié de dos clubs.
Vegem finalment (3): Sigui S estacionari. Posem
{y € S| v ordinal limit} = SN {y < k | v ordinal limit}

per Papartat (2) i usant que {7y < x| 7 ordinal limit} és club es té el volgut. O

Definim ara la interseccid diagonal. Avencem que la interseccié diagonal de conjunts
club és club. Usarem aquesta nocié per a demostrar el teorema de Fodor.

Definicié 3.11. Sigui k cardinal regular no numerable. Sigui {X,}a<, familia de sub-
conjunts de k. Definim llur interseccié diagonal:

aénXa:{C<”‘Ce () Xao}

a<(

Proposicio 3.8. Sigui k cardinal regular no numerable. Sigui {Xq}a<r familia de sub-
conjunts de k. Definim Y, = {( € X | ( > a} per a cada a < k. Aleshores

Ayv,=A X, (6)
a<k a<kK
A més a més,
A Xo= O (XaU{C[C<a) (7)

Demostracio. @ és immediat tot usant les definicions. Vegem la igualtat : La inclusié
de dreta a esquerra és clara, atés que donat un ¢ € (.., (Xa U{C | { < a}), es té per a
cada a < k que: 0 bé ( € X, 0 bé ( < a. Per tant, si @ < ¢, ha de ser ( € X,, i doncs
C.G‘Aa<njgr

Per a l’altra inclusié, prenem un element ( < k tal que ( € X, per a tot a < (.
Ara, si p < ¢, llavors ¢ € X,. Si p > ¢, lavors, ( € {¢ | ¢ > p}. En qualsevol cas,
¢ € X, U{(|¢<p}peratot u <k, iper tant pertany a la interseccio.

O

Lema 3.9. Sigui k cardinal regular no numerable. Sigui {Cy}a<s familia de conjunts tals
que Co, C Kk 1 Cy €s club en k per a tot a < k. Aleshores la interseccio diagonal

c= A C,

a<k

és club en k.

28



Demostracié. No és dificil veure que

AcCo=AC

a<k a<k
(L

Com que per a a < § es t& que (o, Cc 2 [Ne<sCc, la successié {(.., Cata<n &
decreixent respecte de la inclusié. Pel lema cada (N, Ca és també club. Sense
pérdua de generalitat suposarem que la familia {C¢}ccq és decreixent, en general no
estricte, respecte de la inlcusio:

Co2C12...2C:2...

Veiem primer que C' és tancat. Sigui « ordinal limit tal que sup(a N C) = «a, o
equivalentment, o és no fitat en C'. Per a provar o € C' n’hi ha prou en veure que a € C¢
per a tot ( < a. Definim X = {r € C | ( < v < a}. Per definici6 de la intersecci6
diagonal, v € C¢ per a tot v € X. Tenim doncs X C C¢ per a tot ( < a. Per ser C¢
tancat tenim o = sup(X Na) € C¢ per a tot ¢ € a, i doncs a € C' tal com calia.

Veiem ara que C no és fitat en . Sigui @ € k. Muntem una successié: Sigui Sy > «
iy € Cp. Ara, per a cada n < w posem 3,11 tal que 8,41 > 3, i tal que 8,41 € Cjg,.
Hom pot fer aquesta tria en ser cada C¢ no fitat. Sigui ara § = sup,,,, B,. Per ser s
regular i no numerable cf(k) > w, i doncs 3 < k. Es clar també que 8 > . N’hi ha prou
en veure doncs que 8 € C.

Triem un ¢ < 3. Veiem que 8 € C¢. Prenem un n < w tal que ¢ < 3,. Ara, per a cada
m > n By € Cg,, perqué hem suposat que la familia {Cs}s<, és una cadena de conjunts
decreixent. En ser Cg, tancat,

B =sup(BNCs,) € Cp,

i doncs, novament per tractar-se d’'una cadena de conjunts decreixent, 8 € C perque
¢ < Bn. Tot plegat 8 € C¢ per a tot ¢ < 3 1idoncs 3 € C. O

Corol-lari 3.10. Sigui k cardinal reqular no numerable. El filtre club de Kk és tancat per
interseccions diagonals.

Definici6 3.12. Direm que una funcié f definida en un conjunts d’ordinals S és regressiva
si f(a) < a per a tot a € S no nul.

Donem finalment el teorema de Fodor, o també conegut com pressing down lemma,
que podem demostrar de manera directa tot fent ts del lema[3.9

Teorema 3.11 (Fodor). Sigui k cardinal regular no numerable. Sigui S conjunt estaci-
onari 1 f 1 S — K funcid regressiva. Aleshores hi ha un conjunt estacionari T C S i un
v < K tals que f(a) =~ per a tot a € T.

Demostracio. Sigui k cardinal regular no numerable, .S conjunt estacionari, i f: S — &k
funcié regressiva.

Consideri’s per a cada v < k el conjunt

Ey={aeS|fla) =1}
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Suposem, per absurd, que E, no és estacionari per cap v < k. Sigui doncs per a cada
7 < £ un conjunt club C, tal que
C,NE, =0 (8)

Aleshores f(a) # 7 per a tot & € Cy NS. Definim C' = A, C, la intersecci6 diagonal.
Veurem ara que el conjunt S N C és estacionari. Pel lema C és club en k. Per tant,
com que S és estacionari, C NS # (. Sigui doncs 6 € C'NS. Aleshores ¢ € C, per a cada
v < 6. Per tant, 0 ¢ E., per a tot v < 6, per . Per tant, f(0) # v per a tot v < 4, i per
tant f(0) > J, cosa que contradiu que f sigui regressiva.

O

3.3 Arbres

Introduim, per a finalitzar el capitol, el concepte d’arbre. Els arbres tenen rellevancia
propia en la teoria i conjunts i donen peu a miltiples problemes i aplicacions. Hom pot
trobar-ne una exposicié més detallada i que aprofundeix en el tema a [5]. Aqui en donem
les definicions basiques i un exemple classic amb cardinals.

Definicié 3.13. Sigui (7, <) un conjunt parcialment ordenat. Direm que T' és un arbre
si per a cada x € T el conjunt {y € T' | y < z} esta ben ordenat per <.
Sovint els arbres tenen minim global. Es a dir, sén tal que hi ha un element z € T tal

que ¢ < y per a tot y € T. Direm que aquest minim és ’arrel de I’arbre, en cas de ser-hi.

Definici6é 3.14. Sigui T un arbre.

1. Siz € T, definim Ualtura de z, htr(x), com o.t({y € T | y < z}).
2. Per a cada ordinal «, el nivell a—ésim de T és

Levp(a) ={x € T | htr(z) = a}

3. Definim ’altura de Parbre, ht(T'), com el minim ordinal « tal que Levp(a) = 0.

Definicié 3.15. Sigui 7" un arbre. Un subconjunt 77 C T és un subarbre de T si per a
tot € T' es té htp(x) = htp (x).

L’exemple trivial d’arbre és el buit amb I'ordre buit. Qualsevol conjunt ben ordenat
és també un arbre, en particular, ho és qualsevol ordinal §. Si o < ¢ llavors his(a) = «, i

ht(d) = 6.
Vegem ara un exemple de més interés. Sigui x cardinal infinit i 6 un ordinal. Notem
K< = U K (9)
a<d

on k% denota el conjunt de funcions de o en k. Hom pot pensar les funcions de k* com a
successions d’elements de x de mida «. Definim un ordre parcial en £<° com segiieix:

f<ge—gldom(f)=Ffif#yg (10)

on g | dom(f) indica la restriccié de la funcio ¢ al domini de f. Aleshores (k<% <) és un
arbre. D’aquest arbre se’n diu arbre k —ari d’altura §. No és dificil veure que ht(k<°) = &
i que per a tot a < J es té Lev,.<s(a) = .
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4 El teorema de Silver

L’objectiu d’aquest ultim capitol és demostrar el teorema de Silver que enunciem tot seguit.
En les seccions anteriors hem introduit les eines per a poder donar-ne una demostracid
detallada. Seguim el guié que fa [3| al vuité capitol. La idea ha estat essencialment de
donar implicacions clares i aportar alguns detalls que omet la font bibliografica. Donem
doncs el teorema:

Teorema 4.1 (Teorema de Silver). Sigui k cardinal singular de cofinalitat no numerable.
Si 2% = X\t per a tot cardinal A < k, aleshores 2% = k™.

Val la pena remarcar que el teorema de Silver demana que el cardinal sigui singular
i de cofinalitat no numerable. En particular, hom pot dir que si la hipotesi del continu
(GCH d’ara endavant) falla en algtin cardinal, el primer cardinal on falla no pot ser pas
singular i de cofinalitat no numerable.

Definim el concepte de successio normal:

Definicié 4.1. Sigui o un ordinal i {a¢}c<n una succcessié d’ordinals. Diem que la
succesio és normal si és estrictament creixent 1 si

sup ag = g
0<C

per a tot { < a.

Fem notar que si k és cardinal singular sempre podem trobar una successié normal
{ka}a<cf(x) de cardinals cofinal en k. Notem també que, si es compleix GCH sota x i
és limit, aleshores 2* < k per a tot A < k, perqué 2* = AT < k i perqué & és limit. Es a
dir es té:

Proposicio 4.2. Sigui k cardinal limit tal que GCH es compleix sota k. Aleshores k és
cardinal limit fort.

En particular, doncs, si k compleix les hipotesis del teorema de Silver, i doncs és limit
perqué es singular, llavors s és cardinal limit fort, i es té 2¢ = k¢ (%) per la proposicié

del capitol 2.

Lema 4.3. Sigui k cardinal singular de cofinalitat no numerable. Suposem que X/ <
per a tot cardinal A < k. Sigui {Ka}a<cf(x) Successio normal de cardinals cofinal en k.
Aleshores, si el conjunt

{a <cf(r) | v = kl}

«

és estacionari en cf(k), llavors keF(®) = ot
Veiem que en efecte el teorema de Silver és conseqiiéncia d’aquest lema:

Demostracio del teorema[{.1] a partir del lema[{.3 Veiem primer que, sota les hipotesis
del teorema de Silver es tenen les hipotesis del lema. Suposem doncs que GCH es compleix
per sota de k i que k és cardinal singular de cofinalitat no numerable. En particular es té
que k és cardinal limit fort, i, pel punt (1) de la proposicio AT < Kk per atot n, A < k.
Com que cf(k) < k perqué k és singular, tenim Af(5) < per a tot A < K, com demana
el lema.
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Ara, sigui {Ka fa<cf(x) Una successio normal i cofinal en x i posem

S = {a < cf(r) | K™ = kf)

«

N’hi ha prou en veure que Sy és estacionari. Sota les hipotesis del teorema de Silver es té
S, = cf(k), que és club en cf(k) 1 per tant estacionari. Vegem que en efecte S, = cf(k):
pel teorema de Kénig és clar que per a tot a < cf(k), T < mzf('{“). Per a laltra
desigualtat:
e (Ra) < e — gRa — 4ot
Hem vist doncs que es tenen les hipotesis del lema i tenim dones £k (%) = k. Com
que k és limit fort, per la proposicid tenim 2% = k(%) i es té el teorema. ]

La resta de la seccié té com a objectiu demostrar el lema [£.3] Ho farem per al cas
Kk = N, , tot i que el cas general no presenta dificultats afegides. Hom pot usar arguments
semblants tot reemplacant w; per c¢f (k) i Ny, per k. Introduim primer la noci6 de funcions
quasi disjuntes.

Definici6 4.2. Siguin f i g funcions definides a wy. Diem que sén quasi disjuntes si hi ha
algun o < wy tal que per a tot o > v, f(a) # g(«). Direm que una familia, F, infinita
de funcions és quasi disjunta si llurs funcions sén quasi disjuntes dues a dues.

Per a demostrar que fo,} = N, +1 la idea és fitar, sota certes hipotesis, una familia de
funcions quasi disjunta convenient. Donem ara el lema que farem servir per a demostrar

el lema [4.3]

Lema 4.4. Suposem X' < R, per a tot a < wy. Sigui F' una familia de funcions quasi

FC HAQ

a<wi

disjunta tal que:

per a alguna familia de conjunts {Aq}a<w, @ de manera que el conjunt
{a <wi 1 |Au|< Rot1}

és estacionari en wy. Aleshores |F|< Ry, 41

Demostracio del lema[{.3 a partir del lema[{4} Suposem les hipotesis del lema[4.3|pel cas
k= R,,. Com que c¢f(R,,) = w; tenim que XY < W, per a tot @ < wy, que és la primera
hipotesis del lema [4.4]

Suposem sense pérdua de generalitat que la successié normal cofinal en N, és del tipus

{R4}a<w, - Suposem doncs també que el conjunt {a < wy | N a+1} és estacionari.

La idea ara és trobar un conjunt de funcions quasi disjuntes apropiat amb A, = N¥! i
aplicar el lema

Considerem una funcié h : wy; — V. Definim una funcié fj, : wy — V! com segiieix:
fh: wp — Nii
at— hg twp — Ny
h st h(¢) <N
1ol = { 1O MO <o

10 altrament
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Posem ara F' = {f, | h € R}, Veiem ara que F' és una familia quasi disjunta. Siguin
g,h € X! diferents: és a dir tal que hi ha un ¢ < wy tal que g(¢) # h(¢). Sigui a el minim
tal que g(¢) < N, 1 h(() < R,. Aleshores, per a tot v > «, tenim

fn(y) = hy # gy = fo(7)

perque, com que N, > N, tenim:

hy(C) = h(¢) # 9(¢) = g4(¢)

i doncs les funcions imatge de v séon diferents.

Fc I »

a<wi

Es clar també que

A més a més, donades g,h € N1, aleshores fj, # fy, perque fj i fy son quasi disjuntes, i

en particular diferents. Per tant, |F|= R¥!.

Ara veurem que el conjunt
{o <wr | RgH =R}

és estacionari, en vistes d’aplicar el lema [1.4]

Definim A = {a < wy | el (Re) Ny+1}. A és estacionari per hipotesi. I definim els
seglients conjunts:

B={a<uw |Ry>22 AR =R, .4}
By ={a <wi | Ry > 2%}
B ={a<wi|cf(Ry) =w}

Veurem que B és estacionari. Fem notar primer que By és club perqué és un segment final.
No és dificil veure que By també és club. Ara, sigui C' un conjunt club en w; qualsevol.
Posem C' = C N ByN By. C' és club, i per tant, AN C" # (), perqué A és estacionari.
Sigui a« € ANC’. Aleshores a € C i a € By. Com que « € By, tenim que cf(R,) = w, i
doncs, com que a més a més a € A, tenim R0 = R, 1, i doncs o € B, i BNC # (. Aixo
demostra que B és estacionari.

Usant el teorema d’exponenciaci6 cardinal (teorema [2.3)), hom pot veure que si « € B,
aleshores &' = N, 4. Per tant el conjunt {a < wy | R¥' = N, 41} és estacionari, i es
compleixen les hipotesis del lema . Tenim doncs |F|< R, 41.

Ara, és clar que RN < Ry, 41, perqué X3! = [R9!|= |F|< R, 41. L'altra desigualtat és
. R, L
clara, atés que el teorema de Konig dona fo); = foi( V) > Ny,,, 1 tenim doncs N, 41 <

NN O

Ara, per a demostrar el lema donem una versié del lema similar. Essencialment
suposem que el conjunt que és estacionari és {a& < w; | |A4|< Ro} en comptes de
{a < wi | |Aa|< R4} 1 aleshores la fita per |F| és N,,,. Vegem-ho:

Lema 4.5. Suposem que RX' < Ry, per a tot a < wy. Sigui F' una familia de funcions
quast disjunta tal que
FC H A,

a<wi
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per a certa familia de conjunts {Aqy}a<w, @ de manera que el conjunt
{a <wi | |[Aa|< Ry}

és estacionari. Aleshores |F|< N, .

Demostracio. Atés que {a < wy : |Aq|< Ry} és estacionari, podem suposar sense pérdua
de generalitat que el conjunt {a < wy : Ay C w,} també és estacionari. Definim

So = {a < w; | a ordinal limit i Ay C wa}

Notem que aquest conjunt és estacionari, atés que podem  escriure
So ={a < w1 | 4o C wa}N{a < w1 | aordinal limit}, que s6n conjunt estacionari i
club respectivament, i la interseccié d’un conjunt club i d’un estacionari és estacionari.

Es clar que per a cada f € F, f(a) < wq per a tot a € Sp. Ara, per a cada a € Sp\ {0},
hi ha algun 8 < a tal que f(a) < wg, atés que per ser a limit f(a) < wa = supg, wWp-
Posem 8 = g(«). Aleshores g és una funcié regressiva definida a Sp\ {0}, que és un conjunt
estacionari. Pel teorema de Fodor (teorema, hi ha un conjunt estacionari S C Sy en
queé g hi és constant. Cal remarcar que tant S com g depenen de cada funci6 f.

Vegem que f esta fitada en S: sigui v < w; tal que g(a)) = 7y per a tot o € S. Aleshores,
per a tot § € S tenim que f(J) < wy(s) = wy.

Per a cada f € F tenim doncs un parell (S, f [ S), on S és estacionarii f | S és una
funcié fitada. Podem doncs definir la segiient funcié injectiva:

fr— (5, f15) (11)

La idea és mirar de fitar el cardinal del conjunt d’arribada i tindrem una fita per |F|.
Vegem primer que la funcié és injectiva: sigui S estacionari i f,g € F deferents tals
que f [ S=g¢g1S5. Al ser S estacionari, S és no afitat, i voldria dir que f i g coincideixen
en un conjunt no afitat. Ara bé, aixo contradiu el fet que f i g son quasi disjuntes i doncs
només poden coincidir en un conjunt fitat.

Fitem ara el conjunt d’arribada de la funcioé . Notem primer que tota funcié de S
en X, fitada és de la forma f : S — X, per a algun v < wy. Aixi, usant lema del
capitol 2, podem fitar el cardinal d’aquest conjunt de funcions:

U RJ= DN < 3R <y -osup RYT = sup RS <R,
y<wr y<wt y<wr y<wi y<wi
atés que, per hipotesis, N,kjl < N, per a tot v < wy.

Finalment, novament pel fet que N,tjl < N, per a tot v < wi, tenim
|P(wy)|= 2% < Ngl < N,,. I podem fitar el conjunt d’arribada:

Plaw) x | R | <2%on, =%,

Y<wi

I, com que la funci6 1) és injectiva, tenim |F| < ‘ Plwr) xU

voliem.

S
y<wr Ny | < Roy, com

O
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Ara, amb l'ajuda dels ultrafiltres, podem demostrar el lema [4.4]

Demostracio del lema @ Posem S = {a < wy : |Aa|< Nay1}, que és estacionari. Sense
pérdua de generalitat, suposem que A, C wet1 per a tot o € S. Sigui U un ultrafiltre
que esté el filtre club de wy i tal que conté S. Aquest ultrafiltre sempre existeix, perqué
Club(wy) U {S} compleix la propietat d’interseccions finities, i doncs, per la proposicio
hi ha algun filtre que conté Club(w;) U{S}, i que podem estendre a un ultrafiltre, pel
teorema de tarski (teorema . Notem que tot T' € U és estacionari, atés que tot club
pertany a U, i doncs la interseccié de qualsevol club amb T és de U, i en particular no

buida.

La idea és definir un ordre total en la famfilia de funcions quasi disjuntes F', i posar F'
com a unié de subconjunts que hom pugui fitar usant el lema [4.5

Definim un ordre < en F' de la seglient manera:

f<ge—A{a<w | fla) <gla)} el (12)

L’ordre és un ordre total en F. Vegem-ho: és clar que és irreflexiva. Veiem la
transitivitat: Siguin f,g,h € F tals que f < gi g < h. Com que {a < wy | f(a) <
gla)} eUi{a<w|g(a) <h(a)} €U, tenim:

{a <wi | fle) <h(a)} 2{a <wi | fle) <gla)}N{a <wi|g(a) <h(a)} €U

i com que U é&s filtre, {a < wy | f(a) < h(a)} € U.

Vegem que lordre és total: siguin f,g € F, amb f # g. Suposem, per absurd,
que cap funcié és menor que l'altra en lordre (12): {o < w1 | f(a) < g(a)} ¢ U, i
{a <w | gla) < f(a)} ¢ U. Com que U és un ultrafiltre, els complementaris d’aquests
dos conjunts séon de l'ultrafiltre, i en particular llur interseccio:

{a <wi [ fla) =2 gla)}n{a <wri|g(e) = fla)} = {a<w | fla) =g(a)} €U

Aixo implica que {a < w; | f(a) = g(a)} és estacionari. Ara bé, com que f i g
son quasi disjuntes, hi ha un ap tal que f(a) # g(a) per a tot @ > «p. El conjunt
{a<wi|a>ap} és club perqué és un segment final en wy, i per tant la interseccié amb
{a <wi | f(a) = g(a)} és no buida, perqué aquest ultim conjunt és estacionari. Aixo és
una contradicci6. Hem vist doncs que l'ordre és total.

Definim ara per a cada f € F el conjunt
Fr={g9€F|g(la) < f(a) Va € TynS per algun T} estacionari}

Veurem ara que |Fy|< X, per a tota f € F', aplicant el lema [4.5]

Sigui f € F. Per hipotesis, per a cada o € S tenim que |f(«)|< R,. Ara, per a cada
conjunt estacionari Ty, si g € {g € F' | g(o) < f(a) V v € Ty N S}, aleshores g(a) < f(a)
per a tot &« € SNTy. Per tant, tenim, en virtud del lema @ per a cada T’ estacionari,

{g € Flgla) <fla)VaeTynSHIR,,

i, per tant, com que el cardinal de conjunts estacionaris en w esta fitat per 28!, tenim
que |Fp|< 28R, =R, .
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Ara, fem notar que si g < f, aleshores g € Fy. Vegem-ho: si g < f, aleshores, per
definicio, hi ha un conjunt Ty € U tal g(o) < f(a) per a tot a € Ty. Com que T pertany
a U, Ty és estacionari. Com que S € U, Ty NS € U, i en particular Ty NS és estacionari.
Per tant, g € Fy. Aixo implica que [{g € F' | g < f}|< Fy per a tota f € F, i doncs
{g € F|g< f}< RN, peratota f € F.

Veurem ara que |F|< N, 4+1. Vegem-ho per reducci6 a l'absurd: suposem que
|F'|> Ny, +1. Aleshores, com que < és un ordre total en F', existeix una funcié f € F tal que
Hg € F | g < f}= Ny41. Aixo és una contradicci6 amb el fet que
{g€F|g<fHS R, O

Hem vist doncs el teorema de Silver, que dona informacié sobre 2% per a k singular
i de cofinalitat no numerable. Aquest teorema fou un dels primers teoremes importants
pel que fa a ’exponenciacié cardinal, i el demostra per primer cop Jack Silver als anys
setanta. La demostracié que hem exposat és posterior i de Thomas Jech.

Alguns anys abans a I’aparici6 del teorema de Silver, Easton demostra, a grans trets,
que la funcié continu 2% podia prendre valors tant grans com hom vulgués, si x és cardinal
regular. Es a dir que GCH era senzillament un cas tinic possible entre molts d’altres.
La idea era que aix0 es pogués generalitzar a cardinals singulars, i que, en particular, un
cardinal singular pogués ser el minim contraexemple a la hipotesis del continu. Silver veié
que aquest no era pas el cas i aix0 fou per molts un resultat inesperat.

Posteriorment al teorema de Silver aparegué el teorema de Galvin i Hajnal, que també
restringeix el comportament de 2% per a cardinals singulars de cofinalitat no numerable, i
nomeés de cofinalitat no numerable. Podem enunciar-lo:

Teorema (Galvin i Hajnal). Si R, és carindal limit fort de cofinalitat no numerable,
aleshores
Ra
2 < N(2|a\>+
Posteriorment, Magidor troba un contraexemple (un model de ZFC, vegeu [6]) pel teo-
rema de Silver amb cardinals singulars de cofinalitat w, tot usant teoria de grans cardinals.
Cal mencionar també la teoria de possibles cofinalitats (PCF) de Selah, que dugué a I’apa-
rici6 de nombrosos resultats d’aritmética cardinal i que representa un salt important dels

métodes de qué es disposava anteriorment. Donem, a tall d’exemple, el teorema central
de la teoria PCF:

Teorema. Si R, és cardinal limit fort, aleshores 2% < Ny, -

Hom sap, doncs, que el teorema de Silver no es pot generalitzar, i que només és valid
en el cas que hem donat.
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5 Conclusions

Hem vist en aquest treball alguns teoremes fonamentals d’exponenciacié de cardinals que
es poden obtenir amb eines elementals i amb combinatoria infinita de teoria de conjunts.
Hem donat inicialment les restriccions més immediates dels valors de 2% o de k*, com el
teorema de Konig o el fet que ¢f(2") < k per k infinit. El primer teorema destacable
és el teorema d’exponenciaci6 cardinal del capitol 2 (teorema , que permet expressar

k* com a funcié de la funcié gimel sota certes hipotesis, llevat que no es doni £ = 2* o

HLA:R.

Hem introduit també eines fonamentals de combinatoria infinita, com els filtres i els
ultrafiltres, el filtre club d’un cardinal regular no numerable, i els conjunts estacionaris.
Aquestes nocions, que tenen rellevancia propia en teoria de conjunts, son impescindibles en
la demostracié que hem donat del teorema de Silver, un dels primers teoremes importants
envers els valors que pot prendre 27, per a k cardinal singular i de cofinalitat no numerable.

Esperem haver fet palés l'interés que té I'aritmética de cardinals i els problemes o
incognites que es plantegen quan hom s’endinsa una mica en el seu estudi. Al final de
I'altim capitol hem insinuat resultats posteriors coneguts sobre el tema, i linies d’estudi,
més o menys immediates, que hom podria encetar després d’haver-se familiaritzat amb els
teoremes i resultats exposats en aquest treball.
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