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Abstract

In portfolio management, an investor always faces the challenge of not knowing in
which financial assets to invest his available capital and what proportion of his resources
to allocate to each of them. The challenge is huge since the markets are unpredictable
and, therefore, knowing the environment that sorrounds you and your predisposition to
the risks to which you are exposed will be essential when it comes to select the most
efficient portfolio. This aversion or not to encertainty scenarios and the returns that the
investor expects to achieve when creating his portfolio, in order to know its efficiency, will
be the hypotheses of the Markowitz model. In this way, this work focuses on responding to
how investors can optimize their investment portfolios. To do this, the model presented
by Harry M. Markowitz, the CAPM financial asset pricing model, will be seen from a
static point of view and expanded from a dynamic point of view to understand the role of
uncertainty in the Markowitz model. Finally, using the statistical technique of principal
component analysis, a portfolio of a stock market index that explains the volatility of
the market will be replicated to be able to choose and subsequently optimize the most
efficient portfolios.

Resumen

En la gestién de carteras, un inversor siempre se enfrenta al reto de no saber en qué
activos financieros invertir su capital disponible y qué proporcion de sus recursos asignar
a cada uno de ellos. El desafio es mayusculo puesto que los mercados son impredecibles
y, por tanto, conocer el entorno que te rodea y tu predisposicién a los riesgos a los que
te expones serd fundamental a la hora de seleccionar la cartera més eficiente posible.
Esta aversién o no a escenarios de incertidumbre y los rendimientos que el inversor espere
conseguir a la hora de confeccionar su cartera, para poder conocer la eficiencia de ésta,
van a ser las hipétesis del modelo de Markowitz. De esta forma, este trabajo se enfoca en
dar respuesta a cémo los inversores pueden conseguir optimizar sus carteras de inversion.
Para ello, se verd desde un punto de vista estatico el modelo expuesto por Harry M.
Markowitz, el modelo de valoracién de activos financieros CAPM y se ampliard desde
un punto de vista dindmico para comprender el papel de la incertidumbre en el modelo
de Markowitz. Finalmente, se replicara, a partir de la técnica estadistica del andlisis de
componentes principales, una cartera de un indice bursatil que explique la volatilidad del
mercado para poder elegir y posteriormente optimizar las carteras més eficientes posibles.
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Capitulo 1

Introduccion

Cuando un inversor decide acudir a los mercados financieros en bisqueda de produc-
tos financieros lo hace para obtener unos rendimientos de éstos que le permitan ganar
dinero. A este concepto se le denomina inversién. Sin embargo, debido a la complejidad
de los mercados, el comportamiento de los agentes que operan en él y la volatilidad en
el precio de todos estos productos, el inversor estd expuesto a un riesgo. Por tanto, si
un inversor estd dispuesto a tomar grandes riesgos puede conseguir grandes beneficios o,
por el contrario, puede perder su inversiéon y consecuentemente su dinero. Es por este
motivo que lo que le interesa a todo inversor es saber el riesgo y el rendimiento que le
van a generar sus inversiones. En este trabajo se va a exponer este hecho para la gestion
de carteras de inversién en activos financieros. Decimos que un activo financiero es aquel
que se intercambia en los mercados financieros a precio de mercado como pueden ser las
acciones, los bonos, las opciones, los ETFs, etc. Asi pues, partiremos de la idea de que
un inversor ha seleccionado una cartera de inversion, es decir, ha decidido los diferentes
activos financieros en los que invertird su dinero y quiere saber, de sus recursos, qué parte
debe invertir en cada uno de ellos para obtener la inversién con mayor rendimiento y con
el menor riesgo posible. Ademas, también querra saber el rendimiento y el riesgo asociados
a esta cartera que ha elegido para saber si ha sido una buena eleccién o si debe cambiar
los activos que la conforman. El concepto de obtener el mayor rendimiento al menor riesgo
posible es lo que denominamos como el éptimo y, segin el tipo de inversor que seamos,
los valores 6ptimos de rendimiento y riesgo seran unos u otros. Con todo esto, Harry M.
Markowitz, en 1952, present6 en un articulo (véase [5]) su modelo para seleccionar y op-
timizar carteras de inversién mostrando la importancia de la diversificacién en la eleccién
de las carteras. Posteriormente, en 1990, Markowitz fue galardonado con el premio Nobel
en ciencias econdémicas por su trabajo y demdas aportaciones a la economia financiera.

Teniendo en cuenta todo esto, en el siguiente trabajo se va a desarrollar el modelo
de Markowitz para optimizar carteras de inversion y el modelo CAPM que se planted,
maés tarde, como alternativa a éste. Ademds, ampliaremos el modelo de Markowitz con
un andlisis dindmico considerando, mediante evoluciones temporales, la incertidumbre del
momento en que se decide seleccionar y optimizar las carteras. Finalmente, se presenta la
técnica del andlisis de componentes principales para poder hacer una aplicacién practica
en la optimizacién de carteras. Esta técnica estadistica nos permitird replicar una cartera
del IBEX-35 mediante diferentes carteras definidas a partir de combinaciones lineales de
los activos que conforman el indice bursatil y que explican el riesgo o variabilidad del
indice para, posteriormente, optimizarla mediante el modelo de Markowitz.



Capitulo 2

El modelo de Markowitz

La Teoria moderna de carteras (en adelante MPT: Modern Portfolio Theory) o Anélisis

de media-varianza es el modelo que defini6 Markowitz para la optimizacion de carteras de
inversién. Este consiste en la maximizacién de los rendimientos esperados de los activos
que la conforman, en la asignacién més eficiente de la inversion a cada uno de éstos y en
la minimizacién del riesgo para el inversor.
El modelo distingue entre dos magnitudes para analizar la eficiencia de la cartera de
inversién. En primer lugar, la media; momento de primer orden y que hace referencia
a los beneficios esperados y, en segundo lugar, la varianza; momento de segundo orden
que evalia el riesgo! asociado a ésta. Estos dos momentos son los fundamentales para
entender a Markowitz y su teoria y nos permitiran conocer la optimalidad de la cartera
una vez hayamos construido la frontera eficiente, que serd el conjunto de todas las carteras
Optimas.

2.1. Consideraciones sobre el modelo

Antes de nada, para poder comprender el modelo, debemos tener en cuenta las si-
guientes consideraciones del mercado y de los inversores que Markowitz en The Journal
of finance [5] y en su otro libro [6] introduce sobre lo que la MPT supone:

- Los inversores son racionales por lo que son aversos al riesgo y siempre escogeran las
distribuciones de sus recursos que impliquen menos riesgos.

- La cartera con mayor beneficio esperado no tiene por qué ser necesariamente la que
tenga menor riesgo. De hecho, a mayor beneficio, mayor sera la varianza del modelo.

- Una cartera diversificada es preferible a una que no lo esté. Asimismo, aunque es muy
complicado que las correlaciones entre activos sean nulas para poder eliminar la covarian-
za entre éstos, es aconsejable que esta sea minima para reducir el riesgo.

- Se trata de un modelo estatico por lo que consideramos que no existe una evolucién en
el tiempo de la media y de la varianza. Todo sucede en un periodo en el que conocemos
los datos, en el que no varia la inversion inicial ni varia el comportamiento del inversor.
- Se supone que los mercados son eficientes o completos. Es decir, los precios reflejan
con exactitud toda la informacion de los valores de las empresas, no existen barreras de

'La varianza es una medida de dispersién que nos permite evaluar cuinto varfan nuestros datos y
resultados respecto de la media de nuestra muestra. Es por este motivo definitorio que se utiliza esta
magnitud para evaluar el riesgo ya que cudnto mds alta sea ésta, nuestros valores mas se alejan de la
media y peor explican los modelos o fenémenos asociados.
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entrada ni de salida del mercado y todos los inversores disponen de informacion completa
e igual respecto a cualquier valor o empresa. Asi pues, existe un equilibrio competitivo y
se logra una asignacion éptima de los activos.

- El inversor considera los rendimientos esperados como un aspecto deseable y la varianza
como algo no deseable.

- En todo este trabajo vamos a considerar que la venta en corto estd permitida, es decir,
puede que tengamos asignaciones negativas en algunos recursos. Esto significa que, de la
cuantia total que nosotros tenemos para invertir entre los diferentes activos que definiran
el modelo puede ser que, en alguno de éstos invirtamos una proporciéon de la inversién
inicial negativa. Esto significara que en nuestra actual cartera tenemos una cierta canti-
dad de recursos invertidos en un activo que, al optimizar nuestra cartera, nos es preferible
vender a invertir de mas en este activo en cuestion.

- Una cartera es més eficiente que otra si tiene menos riesgo para un mismo rendimiento
esperado.

Observacion 2.1.1. Respecto a la iltima consideracién, podriamos definir que el inversor
busca maximizar el retorno esperado en una situacién de incertidumbre para un nivel de
tolerancia de riesgo definido. Sin embargo, a lo largo de este trabajo, solo plantearemos
y resolveremos el modelo a partir de un rendimiento esperado y evaluaremos en funcién
del menor riesgo asociado a éste.

2.2. Definicion del modelo

Aqui, seguimos. Dada una inversién inicial Xy > 0 (variable determinista) y una
cartera de n activos de riesgo que denotaremos por C, vamos a querer plantear el modelo
de Markowitz para encontrar la asignaciéon éptima de nuestros recursos entre éstos. Esto
lo haremos a partir del calculo de los rendimientos esperados y de la varianza de cada uno
de ellos y una vez los tengamos, definiremos la rentabilidad y el riesgo de nuestra cartera.
Asi pues, definimos las siguientes variables aleatorias:

Xo; : cantidad de X a invertir (en t = 0, momento inicial) en cada activo i = 1,...,n.
Debido a que la venta en corto estd permitida tenemos que Xg; puede ser negativo para
algin ¢ € {1,...,n}.

X1; : rentabilidad aleatoria pasado un periodo (en ¢t = 1), por haber invertido Xy;, de
cada activoi=1,...,n.

B; : beneficio relativo de cada activo por euro invertido en él.

_ X1
Xoi

B;

r; : tasa de retorno para cada activo.

. X1; — Xo; _ X B
’ Xoi Xoi ’

Ademas, si definimos en forma vectorial Xo = (Xo1,...,Xon) vy X1 = (X11,...,X1n),
entonces se cumple que: Xo = Xo1 + - - - + Xop, (inversién inicial) y X1 = Xq; + -+ X1,
(rendimiento de la inversion inicial un periodo después).
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Definicion 2.2.1. Con estas variables descritas, definimos nuestra cartera C' a partir del

vector: "
Xo1 Xon
p:(pl,...,pn):<X0,...,X0 con iglpizl

que nos indica el porcentaje de la inversion inicial que asignamos a cada activo ©.
De este modo, tenemos nuestra cartera C' definida a partir del vector p y podemos

calcular dos variables (determinadas, ya no aleatorias) que son la media y la varianza de
la siguiente forma.

Definicién 2.2.2. A partir del vector r = (r1,...,r,) de los n activos, definimos la tasa
de retorno (R)
n
R:= Zpiriv
i=1

la esperanza de los activos (E(r;)) o tasa de rentabilidad esperada de cada activo
como
ri:=E(r;); Vi=1,...,n

el rendimiento esperado de la cartera (R) viene dado por

n
= E DiT
i=1

y el riesgo de la cartera (0?)

g _Zp S+ 2 Z Pbip;joij

1<i<j<n

donde: o;;=cov(r;,rj)=E(rirj) — 77 y o2 =Var(r;)=E(r?) — E(r;).

Demostracion de R y 0. Respecto al beneficio esperado de la cartera (R):

R=E(R)=E (me) = ZPiE(Y’i) = me‘
=1 =1 i=1

ya que los r; son variables aleatorias pero los p; no. Y el riesgo de la cartera (o2) es:

n n 2
o? = Var(R) = E((R - E[R])?) = E(R?) - E(R)* = E ((me>2> -E (Zp)
=1 =1
= Zng +2 Z prj ’I’ZT’] ZP?E Tz -2 Z pzp] 7'1 )

1<i<j<n 1<i<j<n

= 0} (B0 —E(ra)?) +2 Y pipj(E(rirs) — E(ri)E(r;))

i=1 1<i<j<n
n
_ 2 2
_Zpiai +2 Z PiPj0ij-
i=1 1<i<j<n
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Si expresamos todos estos conceptos en forma vectorial y matricial podemos reescribir
el modelo de Markowitz para n activos de riesgo de la siguiente forma:

r = (r1,...,m): Vector de los rendimientos de los activos.
7 = (F1,...,7): Vector de los rendimientos esperados.
p = (p1,-..,pn): Vector de la proporcién de inversién respecto de la inversion inicial en

cada activo.
[ijl1<ij<n: Matriz de varianza-covarianza de los rendimientos, con o;; = o2

2
01 Jg12 ... O1n
2
0921 05 oo O92n
[Zijli<ij<n =
2
Onl On2 ... O

Observacién 2.2.3. Suponemos que esta matriz es una matriz regular (det # 0); asi
pues invertible, simétrica (0;; = 0j;) y definida positiva ya que como los activos son todos
de riesgo entonces tenemos que la varianza de todos ellos es estrictamente positiva, es
decir, 02 > 0;Vi = 1,...,n.

Asi pues, mediante esta nueva notacion, podemos reformular la media y la varianza de
la siguiente forma:
2

R=p"F Yy o =p'Sp

donde p” denota el vector transpuesto de p.

Con todo esto, el modelo de optimizacién de carteras basado en la MPT nos permitira
conocer la proporcién de la inversién que se debe asignar a cada activo que conforma
nuestra cartera de forma que minimicemos la varianza a partir de un nivel de rendimiento
(media) esperado definido. Asf pues, plantearemos un modelo en el que fijando R obten-
gamos 1os p1, ..., py tales que o2
como

sea minima y definiremos la cartera de inversion 6ptima

C'opt = (Pla o 7pn)-

2.3. La importancia de la diversificacion

Una de las consideraciones del modelo de media-varianza es la utilidad de la diversi-
ficacién como instrumento para la obtencién de una cartera mas eficiente. Es facil intuir
que si nosotros como inversores colocamos nuestro dinero en diferentes activos estamos
menos expuestos al riesgo de perder nuestro capital que si nos lo jugamos todo en uno
solo. Ademds, mateméaticamente, si Xi,..., X, son variables independientes (por tan-
to, Var(X; + X;) = Var(X;) + Var(X;) puesto que Cov(X;, X;) = 0) e idénticamente
distribuidas con varianza o2 y usando que Var(X;) = Var(X;) para todo i # j y que
Var(aX) = a?Var(X), entonces la varianza de un promedio seré

Var(X
" ar(Xy)

Xy 4. 4 X
VM<1++n ¢

1 1 &
- ):n2Var(X1+---—|—Xn):M;Var(Xi):

n

X
:MHO st n —> 00.
n
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En el supuesto en que las variables fueran idénticamente distribuidas pero existiese de-
pendencia entre ellas entonces tendriamos que

X1+ + X, 1 1<
Var <n> = —Var(Xi+-+ X)) = — ;:1 Var (X;) + 2 Zj Cov(Xi, X;)
Var(X -
_ ar(X1) n n(n

)C’ov(Xl,Xg)—HO st n — oo.
n

En nuestro caso, los X; seran los p;. Asi pues; en este apartado, vamos a ver un ejemplo
que clarifica la importancia de definir una cartera con muchos y distintos activos en los
que invertir para poder plantear, en los siguientes puntos del trabajo, una cartera 6ptima.

Queremos estudiar cémo varia la varianza en funcién de variaciones porcentuales de las
proporciones de inversion en los activos de la cartera, es decir, de los p;. Con esto, tratare-
mos de identificar el efecto de la diversificacién viendo si de algin modo las correlaciones
entre la cartera y los activos (0;c) generan una variacién en la varianza (o2).

Vamos a verlo mediante el siguiente ejemplo que explica Prigent (ver [8]).
Consideremos una cartera con n activos de riesgo y las férmulas de R y o definidas en el
apartado anterior. En la férmula de la varianza, 02, podemos ver que para determinar el
riesgo de la cartera no solo afecta el riesgo de cada uno de los activos si no que también
juega un papel importante las correlaciones entre los diferentes activos que la conforman
especificadas en la matriz X. Si derivamos la funcién de la varianza respecto al peso p; de
estos activos en ella obtenemos:

do 2
=2 =2 ) =2 ) =2 ,R = 20;C.
o, Z:pjaw ;p] cov(ri, 1) = 2cov | 74 ;pﬂ] cov(ri, R) oiC

Aqui podemos observar que la contribucién marginal de cada activo ¢ al riesgo de la
cartera es dos veces la covarianza de cada uno de éstos a la cartera. Esto significa que,
si definimos p; = % para todo ¢ = 1,...,n, es decir, si asignamos a todos los activos la
misma proporcién de la inversion inicial entonces tenemos que:

o = Z—a +2 > U”_ZCl -2> % > i

1<z<]<n i=1 1<i<j<n

Llamemos A a 23" | (102) y Ba n2 > i<i<j<n Oij- Analizando esta expresién, si n —
oo, es decir, si 1nvert1mos en muchos activos distintos y teniendo en cuenta que son de
riesgo (02 > 0) y el riesgo es finito puesto que estd acotado (67 < K; para un K € R
dado) entonces vemos lo siguiente

1.Sin —oco=A<> 7", n2K K 0. Si invertimos en muchos activos de riesgo
distintos entonces el riesgo asociado a cada uno de ellos por separado es indiferente para
el calculo del riesgo de la cartera.

2. 8i 045 =cov(ry,rj) =0 Vi#je{l,...,n} = A — 0,B = 0. De manera que si los
rendimientos de los diferentes activos son incorrelacionados, entonces el riesgo converge a
0 y la diversificacién elimina completamente el riesgo.

3. Sio;; # 0 vemos que B, que implica @ covarianzas, convergera a la media asintética
de las covarianzas. Por tanto, no basta que |o;;| < C para un C # 0 cualquiera ya que

B< %@C - 0. Asi pues, B —» 0 pero si que se reduce el valor de o.

Si por el contrario invirtiésemos todo el capital en un tnico activo entonces p = p; = 1
y tendriamos que 0?(R) = 07 # 0. Asi pues, este ejemplo muestra muy bien el efecto
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de la diversificacién. De esta forma, cuantos mas activos incorrelacionados conformen tu
cartera de inversion, mas eficiente serd tu cartera puesto que minimizara el riesgo asociado
a ésta.

Observacion 2.3.1. Pese a este ejemplo, cabe remarcar que nunca podremos conseguir
una cartera con riesgo 0 debido a la existencia del riesgo sistematico, es decir, aquel que
propiamente incorpora el activo correspondiente. Este riesgo de mercado serd imposible
de eliminar incluso en una cartera altamente diversificada.

2.4. El problema de Markowitz

Una vez definido el modelo de Markowitz para una cartera diversificada de n activos
de riesgo debemos resolver el problema de saber cudl es la asignacién 6ptima que hemos
planteado anteriormente. Asi pues definimos el siguiente problema.

Sea C' = (p1,...,pn) una cartera de inversién sin optimizar, representada por el par (o, R)
donde o es la desviacién estdndar?; fijado un beneficio esperado R, la cartera éptima Copt
es la que minimice el riesgo asociado (min o2 posible).

Consideremos que tenemos C' y con todos los elementos, vectores y matrices que definen

el modelo de la media varianza introducidos en los puntos anteriores.

Definicién 2.4.1 (Problema de Markowitz). Encontrar Cop = (p1,...,Pn) que es
solucion a:

n

L 2 _ . 252

minimizar o= min p;o; +2 PiPjTij
(P1ypn) \ 5 1<i<j<n

n n
sujeto a: sz‘fz'ZR Y Zpizl-
i=1 i=1

Esto construye un problema de optimizacion con una funcion objetivo cuadrdtica y res-
tricciones lineales.

2.4.1. Solucion al problema de optimizacién

Para todo este apartado seguimos la solucién definida por Sigman en su trabajo [12].
Tenemos, por la formula de la varianza, que nuestra funcién objetivo cuadratica es

n
o’ = ZP?U?‘FQ Z PiPj0ij
=1

1<i<j<n

Sin embargo, como es no negativa la podemos multiplicar por una constante no negativa
sin alterar el resultado. Por lo que podemos definir el problema de minimizacién de
2

min —o*.
Y23

2Definimos la desviacién estdndar como la raiz cuadrada de la varianza. Se suele utilizar este par (o, R)
para definir una cartera puesto que graficamente las dibujaremos en el plano o — R y no en el plano o> — R.
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Ademas, escribiendo 012 = 0ji,

n
= (Z p?o‘? +2 Z piijz] szpszn +2 Z PzP]Uz]
i=1

1<i<j<n 1<i<j<n

n n n
= ZZpiijij = Z Pip;joij-

i=1 j=1 ij=1

Asi pues, podemos reescribir el problema planteado de la siguiente forma:

min Z DiP;j04j5

2
plu ,pn) ij=1

n n
sujeto a: sz’ﬂ =R y Zpi =1L
i=1 i=1

Para resolverlo utilizamos, tal y como nos explica Sigman [12], los multiplicadores de
Lagrange.
Definimos el Lagrangiano:

L(p,a,ﬁ) = L((ph .. 7pn Z pipj0ij — Zpﬂ"z - sz - 1

=1

Asi pues, hemos convertido nuestro problema de n variables y 2 restricciones en uno de
n + 2 variables y ninguna restriccién. Este método consiste en encontrar los maximos y
minimos relativos de una funcién sujeta a restricciones, es decir, nos permite optimizar
nuestra funcién objetivo sujeta a 2 restricciones. Para ello, hemos definido o y 8 como
variables escalares desconocidas y dos funciones nuevas, una para cada restriccién.
Ahora, optimizamos nuestro lagrangiano L(p, «, ), por tanto, derivamos respecto de los
p;, respecto de « y respecto de ( e igualamos a 0 para plantear un sistema de ecuaciones
lineales. Esto es:

OL(p,a, ) 0
Op; B

OL(p,a, ) 0
O« o

OL(p, . B) _
op a

Resolviendo para i € {1,...,n}:

OL(p,a, B) _ (3 Xt = pipiois — oy pifi — R) = B pi — 1)) _ }(Zn:p.a.._m:.
Op; Ip; 2 e

—B)
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E igualando a 0 las tres derivadas parciales hemos generado un sistema compatible deter-

minado con n + 2 ecuaciones para i € {1,...,n}:
n
ijdij —ar; — =0 (2.4.1)
j=1

>_pini=R (2.4.2)

Zpi =1 (2.4.3)

y n + 2 variables desconocidas a calcular (p,...,pn, a, ().
Si lo ponemos en forma matricial y vectorial podemos representar este sistema como

Az = b tal que:

O'% ... Ol —T1 —1 P1 0
Onl  --- UZ —rn, —1 pn |l = Q
... Tp 0 0 o R
1 ... 1 0 0 I} 1

es un sistema de ecuaciones factible?. De este modo, la solucién serd x = A~1b puesto que

la matriz A es no singular (ya que ¥ no lo era) y, por tanto, invertible.
Asi pues, para cada conjunto (71,...,7,) de rendimientos esperados factibles tal que

tengamos R prefijado, obtendremos una cartera éptima tnica Copt = (p1,. .., pn) con un
nivel de riesgo minimo o calculado.

Observacién 2.4.2. Si los activos son independientes entre ellos, es decir, si 0;; = 0
Vi # j, entonces tendriamos que pio? — ar; — 3 = 0 y las restricciones seguirfan siendo
Yo pi =1y > " pifi = R. Por tanto, obtendriamos que los valores de «, 8y p; serén:

Xk
R— =% n 7 RS 1

>l B > i a2 i1 a2 ar; + 8

5 B = - | 3 Y Di= 0.2 :

no T n Ti n 1 n ri )

( i=1 5 ) Zi:l 0-1_2 Zi:l 0—1_2 (Z’i=1 0’3) ‘

i)

2

P
S e
i=1 ,2

7

Yiti;

CId

2.4.2. Cadlculo de la C,,; tGnica para un R determinado

Todo lo utilizado en este apartado procede del articulo de Merton [7]. Ahora vamos a

exponer otra forma de calculo de los p; y de la o.
Partimos de la ecuacién (2.4.1), utilizando la notacién matricial y para k& = 1,...,n
tenemos que la podemos reescribir de la forma Ekjp? = afF;+ [y, como X es no singular,

entonces p? = Z]:jl(aﬁ + ). Esto es p]T = 042,;.1?2- + 62,;].1 y entonces

n n
pk:aZTkjfj‘i‘/BZTkj, k=1,...,n (2.4.4)
=1 =1

3Decimos que este sistema de ecuaciones lineales es factible si tiene solucién para valores de R que son

factibles; es decir, si se cumple que Y, piTs = R.
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donde los 7;; denotan los coeficientes de Ei_jl.
Si, a esta expresion, la multiplicamos por 7, y sumamos n veces obtenemos la férmula:

Zpkrk _QZZTkJTJTk+/BZZTk]Tk (2.4.5)

k=1 j=1 k=1 j=1

y si solo sumamos obtenemos;

Zpk—aZZTkm +5ZZT’W (2.4.6)

k=1 j=1 k=1 j=1

Ahora, definamos:

n

A=) > mgry, B=)_) mmiie, C=>_ > 7 y D=BC-A

k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1

con A,B y C constantes estrictamente positivas*, entonces vemos que; por (2.4.2), (2.4.3),
(2.4.5) y (2.4.6), podemos volver a definir las restricciones del problema de la siguiente
manera;

aB+BA=R, aA+pBC=1.
Resolviendo este sistema de dos ecuaciones lineales y dos incégnitas obtenemos que

CR- A B— AR

=g "B A

y (D = BC — A? > 0)°. Una vez calculados a y 3 obtenemos p;, para todo k =1,...,n.
Utilizando (2.4.4) tenemos que

" " CR—A B — AR
m=ad 83 m = (go ) S+ (o= ge) 2w
j=1 j=1

_ (CR— A) D i1 ThiT + (B = AR)ZJ 1 Tkj

D
ORYG Ty — A TS TigTy + B Ty — AR T
B D
R (O — A) + 300 T (B — ATj)
= 5 .
Asi pues, ya tenemos definida y calculada nuestra cartera éptima Cype = (p1, . . ., pn) dadas
unas rentabilidades esperadas 7; para cada activo ¢ = 1,...,n y para una rentabilidad

esperada de la cartera R. Solo nos falta encontrar el riesgo asociado a esta cartera para
estos rendimientos, por tanto, calculamos o.

Si multiplicamos por p; la expresién (2.4.1) y hacemos la suma para ¢ = 1,...,n tenemos
que:

Z szpjaz] = azpz""z + ﬁzplu

i=1 j=1

4Esto es debido a que como X es definida positiva = X 7! también lo es y a que nuestros rendimientos
esperados han de ser positivos para tener una cartera eficiente.

°0 < 3, Yt mij(ATi — B)(Ary — B) = AB — 2A°B + B°C = B(BC — A®) = BD y como que
B > 0 (por definicién) entonces, D > 0.
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de manera que
n n
o’ = ame- + 521%‘
i=1 i=1
y, por (2.4.2) y (2.4.3), acabamos viendo lo siguiente:
o2 =aR+ . (2.4.7)
Sustituyendo « y 8 por las expresiones encontradas vemos que:

, CR2-2AR+B
- = _

g

(2.4.8)

2.5. La frontera eficiente

Ahora ya tenemos definida nuestra cartera de inversién con n activos de riesgo, diver-
sificada, definido el modelo de Markowitz para ésta y solucionado el problema de optimi-
zacidon que nos permite obtener la mejor asignaciéon de nuestros recursos entre nuestros
activos. Sin embargo, ésta no es la unica distribuciéon de beneficio-riesgo posible para
nuestra inversién. De hecho, existen tantas opciones de carteras como pares (o, R) que-
ramos calcular. A todos los pares factibles® (o, R;) para Vi (donde i indica cada una de
las cartera Cyp, fijado un R;) se les conoce como el conjunto factible de carteras y los
podemos representar en el plano o — R”.

Asi pues,vamos a dibujar la ecuacién (2.4.8) en el plano o — R a ver qué nos sale. Como,
comunmente, en el modelo el eje de abscisas es el de la ¢ encontramos R en funcién de
0. De este modo:

_ ) 94+ VIAZ —4CB ¥ 4CDo?
0=CR2—2AR+ B — Do «— R = v 200 +4CDo

= A \/—(BC—A2)+D002
<:>R_6 c

y como BC — A? = D, finalmente:

= e 2.5.1
C C (2.5.1)
Asi pues, esta expresién nos describe para cualquier valor de ¢ la forma que tendra la
funcién de la rentabilidad esperada.

Sin embargo, nos planteamos si, realmente, toda cartera (o;, R;) es una cartera efi-
ciente. Lo cierto es que no. Pueden suceder 3 cosas: que, efectivamente, sea una cartera
eficiente con un nivel de beneficio y riesgo asociado determinados; que sea inalcanzable
(imposible de conseguir) o que sea ineficiente (no 6ptimo). Para poder saber en cudl de
las tres situaciones se encuentra nuestra cartera definiremos la frontera eficiente.

Definicién 2.5.1. La frontera eficiente es el conjunto de todas las carteras Copy, =
(04, R;) dptimas. Es decir, que para un valor definido R;, o; es minima.

5Consideramos al conjunto de pares (0, R) como pares factibles si cumplen que existe, para cada uno
de ellos, una cartera (p1,...,ps) tal que:

n n
Zpﬁi =R y o°= Z Pipjoij-
i=1

i,5=1

"Estas variables estdn representadas en el plano en %.
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2.5.1. La cartera de minima varianza

Para construir la frontera eficiente debemos, previamente, encontrar la Cartera de
minima varianza. Esta, es la Optima con menor varianza de todas las posibles. A partir
de ahora la denotaremos por (Umm,Rmm). Para calcularla vamos a volver a definir el
problema de Markowitz pero esta vez solo restringido al hecho de que la suma de los p; ha
de ser 1 porque son porcentajes ya que ahora no queremos imponer un beneficio esperado
prefijado puesto que solo buscamos el punto de la frontera eficiente que tenga el menor
valor de varianza independientemente del valor de R. Asi pues, planteamos el siguiente
problema de optimizacion:

min E pip;joij
p17 ypn
t,j=1

sujeto a: Zpi =1.

Y, tal y como hemos hecho antes, resolvemos este problema mediante los multiplicadores
de Lagrange. Definimos el escalar v y el Lagrangiano

1 n n
B Z PiPjoij — Y <sz - 1)
i=1

i,j=1
y volvemos a calcular las derivadas parciales para i € {1,...,n} e igualamos a 0 de forma
que:
OL( p OL(p,v)
ija ij =0,

n

OL(p,7) _ S pi=1

87 i=1

Por tanto, operando, encontramos que la cartera de minima varianza es el resultado de
un sistema de ecuaciones lineales de n + 1 ecuaciones y n 4 1 variables. Usando la misma
notacion que antes: Ekjp;r —-7=0= Ekjpjr =7 = p;r = Z,:jlv y usando la propiedad
lineal del producto por escalar obtenemos

n
pr =75 = 72%, Vke{l,...,n}.
=1

Ahora, si sumamos n veces p; obtenemos que
Z =S
k=1 j=1

y como que, por la restriccién definida, tenemos que > | p; = 1, entonces:

n n
1
DR RTRESEE
k=1 j=1
por la definicién de C dada en el apartado anterior. Con todo esto, obtenemos que;

- i1 Thj
Pk o
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para todo k = 1,...,n. Los denotaremos de ahora en adelante por py,;,; parat=1,...,n.
De esta forma ya tenemos la Cartera de minima varianza Copt—min = (Pminys - - - s Pminn)
que es la optima con rendimiento esperado

_ A

Romin = 5 (252)

ya que, usando el valor A que habiamos definido,

n n n _
— i Zj:l TijTi A
Rpin = § Pmin;Ti = ==
=1

C C

y el menor valor de desviacién estandar, usando (2.4.8), que es:

CA — 244+ B —A?
Omin = \/ ¢ ¢ = A°+ BC = \/D = i (253)
D CD cD C

2.5.2. Interpretacién analitica

Con todo lo visto hasta el momento tenfamos que las carteras 6ptimas las podiamos
describir mediante el par (o, R), sin embargo; al introducir el concepto de la cartera
6ptima de minima varianza (o in, Rmin) nos tenemos que plantear cudles de todas ellas
son eficientes, cudles son poco eficientes y cudles son imposibles. Para ello, vamos a ver
graficamente qué esta sucediendo en el modelo.

Si dibujamos en el plano o— R la funcién (2.5.1), evaluaremos en qué situacién se encuentra
cada par calculado en relacién a su eficiencia.

En primer lugar, esta funcién no tiene ningin punto de corte con el eje de ordenadas;

A+\D(CO-1) . AxV-D
- S2EYTE o

=0 R =
o = c

ya que D > 0 pero si con el de abscisas ya que

_ 2
R=0&+D({(Co?2-1)=-As o= %(%—i—l), con C #0.

En segundo lugar, el dominio es o € (%, +00) por el riesgo sistematico (o > 0) y debido

a que si buscamos los valores de o para los cuales no existe un valor de R vemos lo
siguiente:

_ 1 1
IReC=0 0o DC>-1)<0edr<=—co<—
oy c 77 Te
y como C' > 0 entonces solo puede ser la segunda desigualdad. El recorrido, por su parte,
At+v-D

#o = CR?-2AR+B<0& R< .

o D=0;
as pues, como no puede ser ninguna de las dos, es R € R ya que 3o para todo valor
de R. Pese a esto, nosotros consideramos una cartera eficiente como aquella que tiene un
beneficio esperado, por tanto, no tiene mucho sentido considerar que R sea negativo o 0.
Respecto al comportamiento asintotico;
(asintotas horizontales):

JA.H < 3 lim R(o)

T—00
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lim R(o) = +00 = PA.H.

g—00
Esta funcién tiende al infinito puesto que como hemos partido de un modelo que permite la
venta en corto eso implica que; conforme aumente el rendimiento que se espera, aumentara
el riesgo asociado a esta inversién y viceversa.
(asintotas verticales):

JAV < 3 lim R(o)

o—=+a
donde a son puntos de no dominio de la funcién, es decir a = % y vemos que nos sale
Py _ A . _ 1
entonces que R(\@) =g=3AV: o=
(asintotas oblicuas): puede tener ya que no tiene asintotas horizontales, vedmoslo.
Sean las asintotas oblicuas las rectas y = ma + n (en nuestro caso: R = mo + n), donde

m = UILH;O — Yy n= UILH;O (R(o) —mo),

2
= hm——i——\/DCU = hm——&——\/DC—
T o0 Co o= Co

Do DC D
c “Ver Ve
Calculamos, ahora, la n:

n= lim (R(c)—mo) = lim ——l—C\/DC’J \/>

o—00 oc—oo ('

y Dca oy \/2D D D
= Jim Gy P e U;H;ow (@) Vel
= Jim Z+o\ - am Vem=

De esta forma, tenemos dos rectas oblicuas:

_ | D A _ /D A
Ry =+ 5J+6 y Ro=-— 60'4-5-

Ahora vamos a estudiar la monotonia de la funcién. Para ello, analicemos qué sucede con
la primera derivada respecto de o.

Entonces vemos lo siguiente:
OR(c 1
()>O@\/D(Ca 1)>0=0>—
do e

y si ponemos —/D(Co? — 1) entonces:

OR(0)
do

<0& —/D(Co?2-1)<0&0 >

b
Vel
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Estas dos expresiones nos indican que para o € ( é, +00) == R es estrictamente creciente
y estrictamente decreciente por lo que vamos a estudiar qué estd pasando en el punto

(% —) Para ello, analicemos qué sucede derivando la inversa respecto R:
do*(R) 1
= —(2CR—-2A)>0& R> A/C,
OR D( )> >4/
do%(R) 1 _
— - = —(2CR—-24)<0& R< A/C.
OR D( )< <4/

Asi pues para R € (C,+oo) — la funcién o es estrictamente creciente y para R €
(—o0, ) = la funcién o es estrictamente decreciente.
Por ultlmo vamos a estudiar si esta funcién tiene puntos de extremos relativos, puntos
de inflexion y de qué tipo son. Para ello, analicemos la primera y la segunda derivada de
la siguiente forma:

OR(0) Do

=0 ———=0&Do=0 Il
do D(Co? —1)

Como esto es imposible ya que D > 0y o > 0 = la funcién es estrictamente convexa ya
que si hacemos la segunda derivada obtenemos:

0’R(0) —D?

de” ~ JDC—Dp "

mediante la cual también vemos que no tiene ningin punto de inflexién. Pero, sin embargo,
. . 1 A . s
si analizamos en el punto (ﬁ’ z) qué sucede en la funcién inversa entonces

do(R) _ A
0 R= 2
oR T
y analizando la segunda derivada
202(R
Oo’(R) _ 20 _
OR? D

vemos que como es estrictamente positiva estamos ante un minimo.

Con toda esta informacién, nos sale que la funcién que estamos tratando de dibujar
es una hipérbola, estrictamente convexa, con un tinico punto minimo (% 7) y descrita
entre dos rectas oblicuas. La siguiente gréfica (Figura 2.1) dibuja el conjunto de carteras
Optimas a partir de A =2, B =4 y C' = 4 en la hipérbola que describe el conjunto de
puntos en color azul, las dos rectas oblicuas (de color rojo) que intersecan en el punto

(0, Rynin) v la asintota vertical o = % (de color verde). En este gréafico podemos ver todas

las carteras que, a partir de un rendimiento esperado superior a 0 (ya que si no no tiene
sentido querer una inversién que no nos dé beneficios) y menor a 2, tienen una desviacién
estandar de menos de 1. Esto es tan solo para que se pueda tener una intuicién grafica de
lo que sucede al calcular las carteras éptimas mediante la MPT que nos describe nuestra
funcién. Adem4s, se indica con un punto negro el punto que hace referencia a la cartera de
minima varianza puesto que éste va a ser el punto a partir del cual definamos la frontera
eficiente y que es el Unico extremo relativo de la funcién ¢. También, es interesante ver
que

_ - D(Co? —1)
— min :I: - .
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Modelo de Markowitz-ejemplo

15 20
| |

Rend.esperado

0.0 05 1.0

l l I l l I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

desv.estandar

Figura 2.1: Funcién de o — R.

2.5.3. Analisis de la eficiencia de las carteras

Una vez tenemos ya definida esta curva de carteras que optimizan el modelo de Mar-
kowitz planteado definimos cuéales de ellas son eficientes, asi pues; 6ptimas y cuales no.

Definicion 2.5.2. Definimos el conjunto de carteras optimas de inversion a todas aquellas
descritas por el par (6%, R*) que cumplen que R* > Royin y que 0* > Opmin. Es decir, todas
aquellas con un rendimiento esperado superior y un riesgo superior a los determinados
por la cartera de minima varianza y que cumplen la funcion que resuelve el problema de
Markowitz.

Asi pues, podemos situarlas en la parte estrictamente creciente de la curva que describe

nuestra funcion, a partir del punto de minima varianza. Y, tal y como ya habiamos
introducido, a este conjunto se le conoce como la fontera eficiente.

Modelo de Markowitz-ejemplo

3.0
|

Carteras imposibles

Carteras con
mucho riesgo y
mucha
rentabilidad

2.0
|

Carteras con poco
riesgo y poca
rentabilida.
Carteras

ineficientes,
no ptimas

Rend.esperado
1.0
|

l l l I
0.0 0.5 1.0 1.5

desv.estandar

Figura 2.2: La frontera eficiente.

Ademids, ésta no estd acotada por arriba debido a que hemos planteado un modelo,
como ya se ha ido diciendo, en el que estd permitida la venta en corto; es por este motivo
que la curva tiende al infinito y es estrictamente creciente (véase Figura 2.2). Pero, aunque
en esta parte de la curva todas nuestras carteras son eficientes, tendremos que distinguir
y plantearnos si optar por aquellas que nos dan una rentabilidad menor pero también una
menor exposicién al riesgo o, si por el contrario, somos menos aversos al riesgo y queremos
intentar obtener mayores beneficios de nuestras inversiones. Sin embargo, también vamos
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a estudiar qué pasa con el resto. Si nos encontramos en la situaciéon en que tenemos
una cartera con R < Rmm Yy 0 > Omin, €ntonces no estamos siendo eficientes ya que el
rendimiento que esperamos obtener no compensa el elevado riesgo al que nos exponemos.
En otras palabras, no es una buena decisién. Cualquier otra situacién que se nos pueda
plantear nos es inviable, es decir, si por ejemplo queremos quedarnos con una cartera que
tenga muy poco riesgo pero con mucha rentabilidad (véase o < opmin ¥ R > Ruin), esto
seria totalmente imposible de conseguir en una cartera con todo de activos de riesgo por
la relacién directamente proporcional de ambas variables.

2.6. Two-Fund Theorem

Con todo lo visto, hemos conseguido construir la frontera eficiente para poder conocer
el conjunto de carteras de inversién, de n activos de riesgo, 6ptimas y la asignacion més
eficiente de nuestros recursos entre estos n activos. Sin embargo, no es necesario encontrar
todo este conjunto infinito de pares (o, R) para construir esta curva.

Si nos fijamos en la férmula (2.4.7) vemos que « y 5 no dependen del valor que nosotros
tengamos fijado de R si no que dependen de las correlaciones entre los activos (la matriz
Y) y del vector de rendimientos esperados de los activos (71,...,7,). Lo que vamos a
ver a continuacién es que, a partir de tan solo dos carteras, podemos generar la frontera
eficiente. Este hecho se le conoce por Two-fund theorem y la idea estd en considerar
estas dos carteras como si fuesen activos de riesgo como los que considerdbamos hasta
el momento y demostrar que toda cartera 6ptima por el modelo de la media-varianza de
Markowitz se puede definir como un multiplo de la inversién en estos dos.

La utilidad de este teorema radica en la nociéon de poder calcular cualquier cartera
Optima tan solo invirtiendo en dos activos que se comportaran como dos fondos mutuos
(mutual funds), lo que simplifica de forma interesante nuestro problema a optimizar.

Teorema 2.6.1 (Two-fund Theorem). Sea p' = (pi,...,pl) la solucion al problema
de Markowitz para una tasa de retorno esperada R' y p*> = (p3,...,p2) la solucién al
problema de Markowitz para una tasa de retorno esperada R? tal que R' # R?, entonces;
para cualquier nimero X, la nueva cartera p = \p* + (1 — \)p? es solucion al problema
de Markowitz para una tasa de retorno esperada R = AR' + (1 — \)R?. De esta forma,
con cada valor de A se construye la frontera eficiente y todas las soluciones al problema
de Markowitz pueden ser calculadas.

Demostracion. Queremos probar que la nueva cartera p se puede escribir como combina-
cién lineal de p' y p?. Recordando que habfamos definido una solucién al problema de
Markowitz como la solucién al sistema lineal de ecuaciones Ax = b entonces vemos que, las
combinaciones de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales también son soluciones.

Sea z7 solucién para la cartera p'; es decir, z1 = (pl,...,pL,at, 3!) tal que Az; = by con
by = (0,...,0, R, 1) y @2 solucién para la cartera p?; es decir, zo = (p3,...,p2, a2, B?)
tal que Az = by con by = (0,...,0,R? 1). Entonces, veamos si = es solucién para el

sistema Az = b tal que © = Az + (1 — A)x2. Sabemos que x serd solucién si Az = b con
b=(0,...,0, R* + (1 — \)R?,1) = Aby + (1 — A\)b. Calculamos:

Az = A()\Il + (1 - )\)332) = )\Al‘l + (1 - )\)AQZQ = )\bl + (1 — )\)bg =b

Asi pues, x es solucién por la suma y el producto de coeficientes lineales. De esta forma, la
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combinacién lineal de dos soluciones es solucién al sistema de ecuaciones lineales planteado
en el modelo de Markowitz. O

Una vez demostrado este teorema, lo vamos a utilizar para demostrar el siguiente

hecho.

Proposicion 2.6.2. Para cualquier valor esperado R, la cartera optima existe y es unica.

Demostracion. Acabamos de ver que existe una cartera 6ptima p, con Rp definido, que
se puede escribir como combinacién lineal de dos fondos mutuos vistos desde el punto de
vista de dos activos que definen dos carteras éptimas pero nos falta ver que, ésta, es tnica
para cada valor de A que tomemos. Entonces, sea ¢ otra cartera éptima que podemos
escribir a partir de p' y p? tal que, usando la férmula (2.4.7) tenemos que:

op = Ao+ (1= N0 = Ma+BR") + (1 - N)(a+ BR*) = a+ BAR" + (1 - \)R?)

:Oé+,8Rp:JZQJ.

Como para cualquier valor de R, ¢ y p tienen el mismo riesgo asociado; entonces, ¢ = p.
O

Observacién 2.6.3. Se suele utilizar la cartera de minima varianza (opmin, Rmin) como
uno de los fondos mutuos para definir la frontera eficiente en su totalidad.

2.7. Cartera con un activo libre de riesgo

A partir de este punto vamos a incorporar un nuevo activo a nuestra cartera de inver-
sién con propiedades distintas. Supongamos que tenemos nuestra cartera de inversiéon C
de n activos de riesgo e incluimos un activo libre de riesgo a ésta. De esta forma, definimos
la nueva cartera, que denotaremos en adelante por C,, como la conformada por n + 1
activos de los cuales uno es un activo libre de riesgo.

Definicién 2.7.1. Un activo libre de riesgo (Risk-free asset) es aquel que tiene un
rendimiento esperado definido R = Ry y que no tiene riesgo asociado; es decir, o? =

2 =
para i siendo el activo en cuestion.

La gran ventaja de éstos es que proporcionan al inversor una rentabilidad asegurada sin

riesgo a perder la inversién hecha. De esta forma, son titulos muy estables, nada volatiles
y que permiten al tenedor de éstos cuantificar un beneficio conocido. Por el contrario, su
principal inconveniente es que el beneficio que se extrae de ellos es bajo y menor al que
se espera obtener de uno con riesgo.
Los tipos maés frecuentes son los emitidos por los Estados tales como las letras del tesoro,
bonos y otros titulos de deuda publica que emiten paises con economias consolidadas. A
pesar de que consideremos que tienen un riesgo nulo de pérdida, cabe remarcar que estan
expuestos a que los Estados quiebren y no puedan pagar estos rendimientos; lo cual es
muy poco probable.

Para entender esta rentabilidad asegurada vamos a explicar brevemente en qué con-
sisten estos titulos.
En un momento dado el Estado decide emitir una serie de contratos de titulos para finan-
ciarse; los conocidos como titulos de deuda soberana y el comprador de éstos, a cambio
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del pago de una cuantia, adquiere el derecho, en una fecha de vencimiento, a cobrar otra
cuantia. El valor que recibira el tenedor de estos bonos o letras serd el que pagd por
obtenerlo més un pago adicional de intereses. Estos intereses a cobrar en la fecha de ven-
cimiento se obtienen de aplicar un tipo de interés fijo a la operacion. Este tipo de interés
serd el rendimiento que tendra el titulo y que el inversor conocerd en el momento de
compra del titulo. Sin embargo, también podemos considerar como activo libre de riesgo
al efectivo ya que éste puede pagar unas rentabilidades aseguradas en el momento de la
inversién aunque no es tan comun definir en este modelo este tipo de activo como el activo
de riesgo 0.

Asi pues; la principal utilidad de incorporar este tipo de activos a una cartera es la de
poder tener riesgo cero. Esto, nos podria hacer pensar que la decisiéon mas eficiente seria la
de confeccionar una cartera con solo activos libre de riesgo. Sin embrago; tal y como hemos
dicho, el rendimiento de la cartera también decrecera fuertemente por los bajos tipos de
interés que pagan estos titulos. De esta forma, la gran utilidad de la incorporacién de
éstos a nuestra cartera ya confeccionada sera la de ver como varia la frontera eficiente. Es
decir, cémo varia la eficiencia de nuestra cartera si construimos una con altos rendimientos
esperados por los activos de riesgo y nada de riesgo por el otro tipo de activo.

2.7.1. Una nueva frontera eficiente

Sea (qi,-...,qn) la cartera de n activos de riesgo planteada hasta el momento con
Y1 ¢ =1y que vamos a definir por el par (o1, R1) y sea pg el porcentaje de inversién
inicial en el activo libre de riesgo®, definimos nuestra nueva cartera de inversién C, § como
(Po,---,pn) con y i p; = 1. Si definimos por Ay al activo libre de riesgo con rendimiento
esperado dado por Ry = Ry (que es un valor determinado) y riesgo ag =0y por A; al
activo conformado por la cartera planteada hasta este punto, vista como un fondo propio,
con rentabilidad R, = Yo, qiTi y riesgo 0% = szzl ¢iq;jo;; entonces, por el Two fund
theorem, podemos definir nuestra nueva cartera a partir de la inversién en estos dos activos
vistos como fondos. El primero serd Ay e invertiremos pg y el otro serd A; e invertiremos

1 — pp de forma que (po,...,pn) = (po, (1 — po)(qi,---,qn)) ya que

Di
1—po’

n

i=1
Ademsds, sabiendo que py # {0,1} porque no queremos invertir todo o nada en Aj.
Denotemos por R, el rendimiento esperado de la nueva cartera, entonces tendremos

R.¢ =poRo + (1 — po) Ra

y su varianza sera
2 2 2
oy =(1—=po)o1
ya que el rendimiento del activo sin riesgo es constante. De esta forma, podemos escribir
nuestra nueva cartera mediante el par

(Jrfaer) = (|1 = polo1, poRo + (1 — po) R1).

8po puede ser positiva o negativa. En caso de que sea positiva querré decir que compramos activos libres
de riesgo. En caso contrario, significard que los vendemos en corto para financiar la cartera conformada
por los activos de riesgo.
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Ahora, tal y como hicimos en los apartados anteriores, vamos a calcular las carteras
factibles y éptimas. Para ello, remarcamos que si invirtiésemos todo en Ag; es decir,
po = 1, entonces nuestra cartera no tendria riesgo y tendria la rentabilidad dada por éste,
por todo lo que hemos dicho hasta este punto. Sin embargo, si pg # 0 entonces queremos
saber cudles son los valores éptimos p1,...,p, de nuestros activos de riesgo si invertimos
en una cartera con activos con y libre de riesgos. Para responder a esta pregunta vamos
a plantear el problema de Markowitz para estos n activos como antes pero teniendo en
cuanta que ahora existe Ag y que puesto que el valor de Rg es determinado, hemos podido
comprobar que el activo libre de riesgo no tiene ningin tipo de incidencia en el calculo
de la varianza asociada a esta nueva cartera. En otras palabras, si existe Ay, vamos a
querer calcular las asignaciones 6ptimas de nuestros activos de riesgo que definiran, por
consiguiente, la asignacién éptima de la inversién en Agy. Asi pues,

1

min 2O'rf = mln E PiDj0ij
pi ig=1

n n
sujeto a: R.p= (1 — Zpl> Ro + Zpﬁi‘
=1 i=1

De forma andloga a las anteriores veces, usamos los multiplicadores de Lagrange para
resolver este problema. Sea p € R, definimos el lagrangiano:

1 n B ~ n ) B

m =3 > pipjoij — it (er —Ro— ) pi(Fri — Ro))
ij=1 i=1

Derivando respecto de p; y respecto de p e igualando a 0 obtenemos:

L(
0 p’ Z pios; — u(Fi — Ro) =0 (2.7.1)
t,j=1

JL(p, _ _ n -
CE’M o R,y — Ry — sz‘(’f’i — Rg) =0

Y ahora resolvemos con la misma notacién y por los mismos argumentos usados durante
todo el trabajo:

Sijp) = w(Fi—Ro) = pj = pSy; (Fi—Ro) = px = 11 Y _ (7 — Ro);  Vk € {l,...,n}.

j=1
De la restricciéon vemos que:
n n
Ryf—Ro=>Y pifi—Ro Y _pi (2.7.2)
i=1 i=1

Sumando n veces py y, también, multiplicindolo por 7, obtenemos lo siguiente:

> pe=p ZZT]C] —Ro) | = p ZZTM@—ROZZTM = (A~ RoC)
k=1

k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 j=1



2.7. CARTERA CON UN ACTIVO LIBRE DE RIESGO 21

n n n B n n B n n
S ooee = DD i = Rk | = [ DD T — Ro > D> ThiTw
k=1

k=1j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
= (B — RoA).
Sustituyendo estas dos expresiones en (2.7.2), obtenemos finalmente;
Rt — Ro = (B — RyA) — Rop(A — RoC) = (B — RyA — RoA + REC)
Rys— Ro
B —2RyA+ R3C’

Por tanto, el porcentaje a invertir en cada uno de los activos de riesgo de nuestra cartera
con un activo libre de riesgo es:

= (B —2RyA+ R2C) = =

Rt — Ry
E —Ry); Vk 1,...
Px = B_ 2R0A+RQC k] 0 6{ ) 7n}

con pg =1— 3 }_, pr. Ahora, para calcular la varianza, multiplicamos por p; la ecuacién
(2.7.1) y usando (2.7.2):

- Rej—Ro - -
> pipjoi; = <sz Ti ) T oRoA+ 12 C’(R — Ro)
i=1

obtenemos que el riesgo de la nueva cartera es:

o2, — (R@—Ro)i s oy = |R,; — Ry
"f 7 B—2RyA+ R2C Y /B—2RA+ R:C

tal y como describe Merton en su articulo [7]. Asf pues, en el plano o — R podemos describir
este nuevo conjunto de carteras factibles como las carteras que cumplan la siguiente
ecuacion:

R=Ry+o\/RC —2AR, + B (2.7.3)

y ahora debemos estudiar cudl de todas estas seran eficientes y cudles no.

De esta ecuacién extraemos las siguientes observaciones. En primer lugar, se trata de
una ecuacién lineal que dibuja dos rectas en el plano ¢ — R que intersecan en el punto
(0, Ro), que serd el punto en que lo invertiriamos todo en Ag y de origen de ambas puesto
que o > 0. En segundo lugar, si lo invirtiésemos todo en el fondo conformado por la
cartera de n activos de riesgo entonces tendriamos el punto (o1, R1) que ya tenfamos
definido. Y, en tercer lugar, estas dos rectas tienen pendiente dada por la expresiéon
+vRyC? — 2RyA + By —v/RyC? — 2Ry A + B respectivamente y tienden a +o0o cuando
o tiende a +oo.

Con esto presente Prigent, en su libro sobre optimizacién de carteras, a la hora de
explicar la optimizacién estatica (ver [8]) concluye en que, por la propiedad del two fund
theorem, la nueva frontera eficiente serd la unién de la frontera eficiente de los n activos de
riesgo que ya teniamos con la nueva frontera eficiente que nos define la recta con pendiente
positivo? definida en (2.7.3). En otras palabras, la nueva frontera eficiente serd la recta

9Nos quedamos con la expresién de (2.7.3) con pendiente positivo puesto que el inversor es racional y
prefiere rendimientos positivos y solo nos interesard tener rendimientos superiores a los de la nueva cartera
de minima varianza.
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que une la cartera (0, Ro) con la cartera (o4, Ry), que sera la cartera que es el punto de
tangencia de la frontera eficiente de la cartera con un activo libre de riesgo que acabamos
de detallar con la de n activos de riesgo. Ademads, esta nueva frontera eficiente puede ser
descompuesta en dos partes. La primera, consiste en el segmento entre (0, Rg) y (o4, Ry)
y es el conjunto de carteras en que py > 0. En este segmento, el inversor es racional
(averso al riesgo) y prefiere minimizar el riesgo a maximizar la rentabilidad esperada. La
segunda, por el contrario, serfa el segmento a partir de (oy, R;) y serfa para aquel inversor
que prioriza la maximizaciéon de sus beneficios y corresponde a endeudarse e invertir en
activos con riesgo tal que pg < 0. Esta nueva frontera eficiente es la conocida como capital
allocation line (CAL en adelante) y describe el conjunto de carteras 6ptimas si uno de
nuestros activos que la conforman es un activo libre de riesgo.

Asi pues, una vez tenemos definida esta nueva frontera eficiente, Sigman en sus apuntes
(ver [11]) nos introduce un nuevo teorema.

Teorema 2.7.2 (One fund theorem). En un mercado abierto en que todo inversor
puede escoger entre los mismos activos y todos tienen el mismo rendimiento para el activo
libre de riesgo que denotaremos por Ry = Ry, toda cartera puede ser calculada a partir de
un mismo y unico fondo A1 y el activo libre de riesgo Ag. Este fondo Ay = (q1,-.-,qn)
del one fund theorem es la cartera unica dada por las asignaciones optimas

G = Di
' 22:1 Pk
con los p; para todo i € {1,...,n} que hemos calculado en este apartado y que maximizan

la pendiente de la nueva frontera eficiente.

Demostracion. La demostracién que da Sigman en sus apuntes [11] corresponde a todo
lo mencionado desde la pagina 20. Por tanto, todo lo visto hasta este momento, prueba
este teorema. U

Observacién 2.7.3. Hablamos de unicidad de la cartera puesto que suponemos que los
activos de riesgo no estdn perfectamente correlacionados 2 a 2; es decir, que |[Cov(r;, ;)| <

1, Vi#je{l,...,n}.

Para poder ejemplificar un poco todo esto, vamos a volver a suponer el caso anterior
en que A =2, B =4y C = 4 para poder ver graficamente lo que hemos comentado.
Para ello, vamos a considerar tres casos en que en todos ellos las rectas rojas describen
la frontera eficiente con el activo libre de riesgo definida en (2.7.3) y la curva azul es la
frontera eficiente de la cartera de n activos de riesgo definida en los aparatados anteriores
del trabajo.

El primero, sea (0umin, , Rmin, ) la cartera de minima varianza de la cartera con n activos
de riesgo, definimos Ry = R ¢ = 0,5. En este caso, dado el valor definido para Ry, tenemos
que Ro = Ronin, = %; es decir, que la cartera de minima varianza de con y sin activo libre
de riesgo tienen la misma rentabilidad esperada.

Esto quiere decir que, como se puede ver en el siguiente grafico (Figura 2.3), las dos
fronteras eficientes son disjuntas y no intersecan jamés puesto que la expresion del rendi-
miento esperado resultante seria la de

L - = A D
Re = Rniny + 01/ B2, C = 24 Rpnin, + B = Sxa\ 5o
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que es exactamente la expresion de las asintotas oblicuas calculadas en apartados ante-
riores. Por la definicién que acabamos de hacer un par de parrafos antes de la frontera
eficiente, este no seria el caso en que se define la CAL.

Modelo de markowitz con un activo libre de riesgo

Cartera de
_| min.
varianza eon
active libre
de riesgo

Cartera de min.
varianza con n activos
de riesgo

Rend.esperado
2

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

desv.estandar

Figura 2.3: La frontera eficiente con un activo libre de riesgo; Ry = Rpin, -

Sin embargo; si Ry > Rmin1 osi Ry < Rmml, las fronteras eficientes ya si son tangentes.
En el libro de Prigent [8] se enuncia que, en este caso, las fronteras eficientes con y
sin activo libre de riesgo tienen un punto de tangencia ¢t que corresponde a la cartera
pt = (p1,,...,Pn,) 0 bien la podemos representar por el par (o, R;). De esta forma, estas
fronteras son tangentes en este punto definido por:

YSHFE—(1,...,1)Rp)
(A—CRo)

Pt =

y con rendimiento y riesgo asociado (usando producto escalar):

R, — Tp2 — Al
LA CR,

CR% —2ARy + B
(A= CRy)?

o =

utilizando la notacién definida en los primeros aparatados del trabajo. Asi pues segun si
la raiz es positiva o no, estaremos ante un caso u otro.

Modelo de markowitz con un activo libre de riesgo

" cartera de

min.

o | varianza con
activo libre

de riesgo

Rend.esperado

Cartera de min. varianza
con n actives de riesge

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

desv.estandar

Figura 2.4: La frontera eficiente con un activo libre de riesgo; Ry > Rmml-
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El segundo caso, que vemos graficamente en la Figura 2.4, muestra que nuestra nueva
cartera de minima varianza tiene un rendimiento menor a la conformada por los n activos
de riesgo, por lo que Ry > Ryin,, v las dos fronteras eficientes serdn tangentes en un
rendimiento inferior al mencionado. Este caso no serd una decisién eficiente a no ser que
nos encontremos, tal y como comenta Prigent en su libro [8], en un mercado bajista'®
ya que por como el modelo define al inversor y por definicién de frontera eficiente, no
queremos una cartera que tenga un rendimiento menor al de la cartera de minima varianza.
Este caso no nos va a interesar puesto que como tenemos que ¢ > 0, no tiene mucho sentido
estudiarlo.

El tercer caso (Figura 2.5) también tendrd un punto de tangencia entre ambas fronteras
eficientes pero, por el contrario, este si que nos permitira dibujar, finalmente, la recta que
serd nuestra nuevo conjunto de carteras éptimas (CAL).

La férmula del modelo CAPM

LA NUEVA FRONTERA EFICIENTE.
THE CAPITAL ALLOCATION LINE.

Cartera de tangencia
entre ambas fronteras
eficientes. Punto de
tangencia "t".

Cartera de min.
varianza con n activos
de riesgo

Rend.esperado
2
|

I libre de riesgo T T I T

0.0 0.5 1.0 1.5 20

desv.estandar

Figura 2.5: La frontera eficiente con un activo libre de riesgo; Ry < Rminl-

Esto es debido a que al tener rentabilidades superiores a la de la cartera de minima
varianza, el inversor podra maximizar la rentabilidad de su cartera.

Por tanto, de los tres casos posibles, el que definird nuestra CAL seré el tercero; que
es el que describe la situacion en que en la recta, que va desde (0, Ry) y que pasa por
la cartera p; tangente a la frontera eficiente de los n activos de riesgo, se encuentra el
conjunto de todas las carteras eficientes.

Definimos a un mercado como bajista (Bearish market) cuando se da una caida prolongada del valor
de los activos o de los indices de més del 20 %.



Capitulo 3

El modelo CAPM

Hasta este momento y tras el dltimo apartado, hemos definido las carteras eficientes
como aquellas que se encuentran en la recta calculada a partir del activo libre de riesgo y
el fondo representado por la cartera de riesgo. Asi pues, hemos sido capaces de estudiar
la relacién entre el rendimiento esperado y el riesgo de la cartera a partir del calculo
del menor valor de varianza o2 posible. Este hecho es definido, en su libro, por William
Sharpe (véase [9]) como el método de optimizacién de carteras a partir de la teoria de
carteras definida por Markowitz. Sin embargo, Sharpe introduce la teoria del mercado de
capitales (Capital market theory) para no estudiar solamente la relacién entre rendimiento
y riesgo de la cartera si no también averiguar cudl es la relacion o si existe relacién entre el
rendimiento de la cartera de inversion y el riesgo de los diferentes activos que la conforman.
Para responder a esta pregunta, Sharpe define esta teoria que nos propondra un nuevo
modelo de cédlculo de las asignaciones éptimas de nuestros activos a partir de la valoracién
del mercado y estudiard las correlaciones que existen entre éstos y el propio mercado en
el que se encuentran.

3.1. La capital market theory

Por el two fund theroem, si existe un activo libre de riesgo, toda cartera eficiente
es una combinacién de éste y la cartera de riesgo (la definida en el one fund theorem
que hemos visto que es tnica). Como hemos visto que todas la carteras situadas sobre
la CAL son eficientes, eso quiere decir que, segun el tipo de inversor que seamos; en
equilibrio, preferiremos una cartera u otra de esta linea pero todos nosotros tendremos el
mismo punto de tangencia entre ambas fronteras eficientes por la unicidad del fondo. Para
entender esto Sharpe en su libro [9] explica las consideraciones de esta teoria. En primer
lugar, cada inversor actda en funcién de las predicciones del comportamiento futuro de
los activos financieros. Estas predicciones son en términos de rendimientos esperados,
desviaciones estandar y coeficientes de correlacién de las tasas de retorno. En segundo
lugar, cada inversor elige una cartera como hemos explicado hasta el momento, es decir,
mediante los mismos métodos de optimizacién. En tercer lugar, el rendimiento del activo
libre de riesgo es el mismo para todos los inversores.

Asi pues, todos los inversores estan ante la misma situacion de optimizacion, todos tienen
el mismo valor de Ry = Ry, hacen todos las mismas predicciones y calculan de la misma
forma la combinaciéon mas eficiente de sus activos de riesgo. Es por esto, que todos calculan
de igual forma o2 y aunque algunos decidan que pg > 0 y otros que py < 0, todos obtienen

25
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el mismo punto de tangencia entre fronteras eficientes. A este punto de tangencia, que
maximiza la pendiente de la frontera eficiente con un activo libre de riesgo, lo denota por
M y lo denomina como la cartera de mercado y sera la cartera 6ptima tnica utilizada
por todos los inversores.

Sea M esta cartera de mercado o fondo eficiente que hemos definido en el one fund
theorem, esta teoria pretende demostrarnos que, como esta cartera es la misma para todos
los inversores, podemos encontrar una forma de optimizar nuestra cartera de inversién a
partir de un equilibrio sin necesidad de utilizar los métodos de optimizacién de Markowitz
planteados hasta este punto. Sigman argumenta en sus apuntes [10] que podemos definir
el peso o porcentaje de inversion que debemos asignar a cada uno de nuestros activos que
conforman M (todos de riesgo) a partir del cociente del valor del activo entre el valor
total del mercado. El valor total del mercado V se puede definir como V =V; +---+V,,
donde cada V; para i € {1,...,n} es el valor del activo definido como V; = P;Q; donde P;
es el precio del activo en el mercado y Q); es la cantidad de titulos adquiridos del activo
en el mercado. Asi pues, las asignaciones se definirdn de la siguiente forma:

PiQ; -
Pi= —=7———; Con p; = 1.
' Z?:l PiQ; ; Z

De esta forma, esta teoria define un modelo en que las carteras eficientes vendran dadas
por las variaciones en las fuerzas de la oferta y la demanda y no en la optimizacién de
funciones; por lo que no serd necesario el calculo de varianzas, ni rendimientos esperados ni
nada de lo usado hasta este momento. Por tanto, este nuevo modelo o planteamiento para
el andlisis de carteras es lo que se conoce formalmente como el modelo CAPM (Capital
Asset Pricing Model). Este, es un modelo de valoracién! de activos financieros que nos
permitira conocer la rentabilidad que debemos exigir a nuestra inversion en funcién de su
riesgo, las correlaciones entre el mercado M y los activos y el riesgo y el rendimiento del
mercado segtin el comportamiento de cada activo.

3.2. La Capital Market Line (CML)

Recordando las férmulas para el rendimiento esperado y la varianza de la cartera de
inversion con un activo libre de riesgo y que ahora hemos definido a nuestro fondo tnico
eficiente A1 por M tenemos que:

R=poRo+ (1 —po)R1 = poRo+ (1 — po) R

y o= (1 —po)QUf =(1 —po)Zo%.

Sea (o7, Rys) la cartera correspondiente a M, entonces todas las carteras éptimas (o, R)
escogidas por los inversores racionales se encuentran en la linea dada por la siguiente
expresion:

Ry — Ro
—o.

oM

R=Ry+ (3.2.1)

Esta expresion sale de reescribir estas dos formulas de la siguiente forma

R =poRo+ (1 —po)Rasr = (1 — po)(Rn — Ro) + Ro,

!Sigman en su trabajo sobre el modelo CAPM [10] nos explica que este modelo nos da una férmula
para poder valorar los activos de ahi que el modelo lleve pricing en su nombre.
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0.2

Tz(l—Po)Qﬁizl—PO
o oM

y sustituyendo obtenemos (3.2.1). En la seccién anterior del trabajo hemos visto que,
por el one fund theorem, la CAL la obteniamos con la expresién que nos maximizaba la
pendiente de la nueva frontera eficiente que ahora acabamos de definir con la expresiéon
(3.2.1). Sin embargo, tal y como acabamos de introducir, el modelo CAPM prescinde
de todos los métodos de optimizacién y nuestra nueva frontera eficiente es la definida
por esta expresién (3.2.1) que son las carteras eficientes de todos los inversores. De esta
forma, a esta nueva linea, el modelo CAPM, la denomina como la linea del mercado
de capitales (capital market line), en adelante CML. Asi pues, en equilibrio, todos los
inversores escogeran un punto (cartera) de esta linea.

Analizando un poco la CML, Sharpe [9] nos hace hincapié en que existe una relacién
lineal entre el riesgo y el rendimiento esperado de las carteras eficientes y nos define el
precio del riesgo (price of risk) como:

Ry — Ry
oM
que representan valores no fijos debido a, tal y como hemos mencionado, los cambios en

la oferta y la demanda pero si que muestran la variacién del rendimiento esperado por
cada variacién unitaria de la desviacién estandar en un periodo de tiempo determinado.

3.3. La formula del modelo CAPM

Consideremos ahora A como un activo cualquiera de riesgo que visto como una cartera
propia es representado por el par (04, R4) y que no se encuentra sobre la CML, por lo que
no es una cartera éptima?. Si, por el two fund theorem, definimos nuestra cartera como la
combinacién de este activo A y la cartera de mercado M, queremos saber cémo variard
nuestra frontera eficiente. La idea de plantear este supuesto es la de tratar de averiguar
cémo podemos medir la relacién entre el riesgo de los activos con el rendimiento de la
cartera, si es que la hay.

A partir de esta nueva cartera, que denotamos por Cegpm = (0, R), definimos p4 como
el porcentaje de la inversién en el activo A y pys el porcentaje en la cartera de mercado
cumpliendo, por definicién, que pa + pps = 1. Asi pues, por las féormulas y la notacion
definidas en el apartado anterior tenemos que:

R=paRa+puRuy

y o2 =phod + 2paproan + pioiy.

Con esto, sabemos que la cartera Ceqpm se encontrara en una nueva curva entre la cartera
A y la de mercado M. Tal y como explica Sharpe en su libro [9], serd el valor de la
covarianza, oy, la que describa la forma de esta curva y los valores de pa y pas los que
marquen la posicién exacta de esta nueva cartera Ceqpm, en esta curva. Por consiguiente,
sera la correlacion entre activo y mercado la que nos defina el riesgo asociado del activo con
respecto al mercado y no la varianza de cada uno de los activos como hasta el momento.

2Hecho que argumenta Sharpe en su libro [9] para ejemplificar que la inversién en tan solo un activo
financiero no es eficiente.



3.3. LA FORMULA DEL MODELO CAPM 28

Con esta idea, para poder calcular esta nueva medida de riesgo que serd la de mercado,
definiremos un nuevo valor que nos determinara el riesgo de cualquier activo respecto al
mercado. Para ello, impondremos que la curva que hemos definido entre A y M sea
tangente a la CML. En otras palabras, impondremos que en el punto M de la CML,
cuando py = 0 y pas = 1, el precio del riesgo sea igual a la formula dada por el siguiente
teorema que nos enuncia y demuestra Sigman en sus apuntes [10] adaptado a la notacién
usada hasta este momento.

Teorema 3.3.1 (La férmula del modelo CAPM). Para cualquier activo A,
Ry — Ro = Ba(Rux — Ry),

donde
OAM

fa=—

oM

es la denominada beta del activo A. Este valor de la beta nos permite medir el riesgo de
los activos individuales, vistos como carteras y diferente a la varianza (0124), que mide la
parte del Tiesgo no diversificable.

En general, para cualquier cartera C = (p1,...,pn) den activos de riesgo representada
por el par (o, R), su beta (Bc) puede ser calculada como la media ponderada de las betas
de cada activo de forma individual tal que:

R — Ry = Bc(Rm — Ry),

donde "
ocM
be =T =3
M i=1

Demostracion formula CAPM. Sea Ceqpm la cartera formada por el activo A y la cartera
de mercado M con (pa,pym) = (o,1 — ), con a € [0,1]. La tasa de retorno es por
consiguiente R(a) = aR4 + (1 —a)Ry. Asumimos que el activo A, como ya hemos dicho,
no es eficiente por lo que no se encuentra en la frontera eficiente pero si en la regiéon de
carteras factibles. De este modo, cuando « varia esta cartera dibuja una curva en la regién
factible (o, R), @ — (o(a), R(c)) parametrizada por a donde:

R(a) =aRs+ (1 —a)Ry = a(Ra — Ry) + Ry (3.3.1)

ola) = \/0420124 +2a(1 — a)oam + (1 — )03,

= \/042(0124 + 02, —20aMm) + 2a(cam — 03)) + 03 (3.3.2)

Cuando a = 0, (o(a), R(a)) = (op, Rar) y cuando a = 1, (o(a), R(a)) = (04, Ra). De
este modo, la curva toca la CML en el punto de la cartera de mercado (o, Rar) y se
encuentra fuera de la CML pero en el conjunto de puntos factibles donde incluso toca
la cartera (o4, R4). Podemos concluir que la curva es tangente a la CAL en el punto
(oar, Rar) v por consiguiente cuando a = 0, la derivada de la curva
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es idéntica a la pendiente de la CAL en el punto M. La pendiente de la linea es dada por
la férmula del precio del riesgo. Asi pues, se concluye que, para o = O:

OR(a) Ry —Ry
do(@) ,—o oy

Sabiendo que podemos reescribir esta derivada de la siguiente forma:

= OR(«
Jdo () 8g(f%) o

entonces, derivando las férmulas (3.3.1) y (3.3.2) y evaluando en o = 0, obtenemos:

OR(a 5 -
e’ __ Ra- Ry _
o) (oam —of)/ow

Ahora, por la igualdad descrita en (3.3.3) vemos que tenemos:
Ra- Ry Ry R
(cam — 03))/om om

(3.3.4)

Resolviendo para el valor de R4 obtenemos la férmula del modelo de CAPM para el activo
A como Ry — Ry = Ba(Ry — Rp) tal y como querfamos probar. Para el caso general,
siendo A; cada uno de los activos de riesgo para i € {1,...,n} vemos que:

R—Ro=-Ro+ Y piRa, =Y pi(Ra, — Ro)
i=1 i=1

=Y piBi(Rar — Ro) = (Rar — Ro) Y _ pifBi-
=1 =1
(|

Como ya se ha explicado anteriormente y en la demostracién recién vista, definimos
esta férmula en el punto tangente de esta curva parametrizada que une los puntos A y
M respecto de la CML. Esto se debe, tal y como explica Sharpe en su libro [9], al hecho
de que hemos definido la CML como la frontera eficiente de nuestro modelo por lo que
describe el conjunto de todas las carteras éptimas. Entonces, si esta curva no es tangente
a la CML, es decir que pps # 1, obtendremos una cartera por encima de la CML y de
esta forma una cartera que para el mismo nivel de varianza tenga mayor rendimiento y
por tanto mas eficiente y esto no puede ser por la definicién de la CML. Resumiendo,
si no imponemos la tangencia en el punto en el que se situa la cartera M, rompemos el
equilibrio que define el modelo CAPM. En cambio, si lo imponemos, el trade-off entre
el rendimiento esperado y el riesgo de ligeros cambios en el porcentaje de inversién en el
activo A es igual al trade-off en el mercado de capitales visto como un fondo tinico. De
esta forma, esto implica que la pendiente de la curva dada por la unién de A con M es
igual que el precio del riesgo de las carteras eficientes, cosa que se define formalmente, tal
y como hemos visto, en la férmula del modelo CAPM.
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La férmula del modelo CAPM

Rend.esperado
2
|

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

desv.estandar

Figura 3.1: La férmula del modelo CAPM.

3.4. El riesgo sistematico del mercado y la Security Market
Line (SML)

En la férmula del modelo CAPM hemos definido las 84 como los valores que miden
el riesgo no diversificable de cada activo A como cartera. A este riesgo no diversificable
se le conoce por riesgo sistemético del mercado y es definido como la parte del riesgo
correlacionado con el mercado que no se puede reducir con la diversificacion de los activos
que conforman la cartera de activos de riesgo. De esta forma, el modelo CAPM nos permite
calcular el riesgo de mercado en funcién de cuanto estén correlacionados los activos y el
propio mercado. Por tanto, definimos los S4 como el riesgo del mercado en relacién al
riesgo del activo A o riesgo sistematico.

Teniendo clara esta definicion, estudiamos los casos extremos. Si 84 = 0, el activo
A y el mercado M estdn incorrelacionados, por lo que este activo no tiene ningin tipo
de incidencia en la valoracién del riesgo del mercado, como seria el caso del activo libre
de riesgo. Si, por el contrario, 84 > 0 entonces el riesgo del mercado depende de cémo
se comporte el activo A, siendo 84 = 1 cuando el mercado es exactamente el activo.
De esta forma, los activos que tienen un valor de beta mayor son aquellos que estan
mas relacionados con el mercado y su comportamiento tiene una incidencia mayor sobre
el comportamiento y el riesgo del mercado. En conclusién, la beta es una medida de
sensibilidad del rendimiento de un activo al rendimiento del mercado.

Si ahora tomamos la igualdad descrita en (3.3.4) y la reescribimos de la siguiente
forma: _ _

Ra = Fo o ()

oM

obtendremos la ecuacién que nos da exactamente la relacién que se establece entre la

rentabilidad del activo y la covarianza de éste con el mercado. Utilizando la definicién de

(4 obtenemos finalmente: B B B B
Ra = Ro+ Ba(Ry — Ro).

Por tanto, si definimos en el plano 8 — R todo el conjunto de carteras (los activos) en
equilibrio del modelo CAPM, éstas se sitiian en la recta descrita por esta ecuacién que es
la conocida como security market line, en adelante SML.

Pero, si nuestro activo financiero no se encuentra sobre esta recta, entonces pueden



3.4. EL RIESGO SISTEMATICO DEL MERCADO Y LA SECURITY MARKET LINE (SML)31

suceder dos cosas. La primera, puede ser que éste esté sobrevalorado por lo que el rendi-
miento que nosotros esperamos de él sea superior al que realmente tenga. En este caso,
se encontrard por debajo de la SML. La segunda, que pase todo lo contrario y que esté
infravalorado y el rendimiento esperado sea menor al real y entonces lo encontraremos
por encima de la SML.

Asi pues, con todo esto, hemos visto que el modelo CAPM nos permite tener una idea
de como valorar el riesgo del mercado en funcién de la rentabilidad que nosotros esperemos
obtener de la inversién en un activo de riesgo a partir de una cartera conformada por un
activo libre de riesgo y la de n activos de riesgo vista como la cartera de mercado de
referencia. Todo esto lo hace asignando la inversién inicial a cada activo en funcion del
valor del capital y del propio activo financiero y no mediante métodos de optimizacion
como los vistos en el modelo de Markowitz. Por tanto, este modelo nos da una alternativa
real de estudio de la rentabilidad de inversiones en carteras con un activo libre de riesgo
de referencia y activos de riesgo a la planteada por Markowitz que es muy interesante a
tener en cuenta ya que no estudia el riesgo de la cartera en si si no que evalda la cartera
en funcion del riesgo de mercado.

Observacién 3.4.1. Como curiosidad del modelo CAPM, al precio del riesgo que hemos
definido durante todo este punto dado por la ecuacién

Ry — Ro
oM

se le suele conocer como el ratio de Sharpe (Sharpe’s ratio) porque fue introducido y
desarrollado por William Sharpe para conocer el rendimiento de una inversién comparado
con el riesgo ajustado del mercado y de la propia inversién.



Capitulo 4

El modelo de Markowitz a partir
de un analisis dinamico

Una vez ya hemos visto y definido el modelo de Markowitz a partir de un analisis
estatico ahora vamos a intentar estudiarlo desde un punto de vista dindmico. Para ello,
vamos a plantear un modelo dindmico’, es decir, vamos a volver a solucionar el problema
de Markowitz con una cartera de n activos de riesgo (que es estdtico) pero considerando
que la media 7 y la varianza o? son variables deterministas pero que dependen de una
nueva variable que es el tiempo t y posteriormente lo haremos para la cartera con un
activo libre de riesgo. De esta forma, vamos a definir £ en un horizonte temporal finito tal
que t € [0, T]. Asi pues, mediante este nuevo supuesto vamos a querer ver c6mo evoluciona
el conjunto factible de carteras de inversion y la frontera eficiente respecto al tiempo.

Para poder hacerlo, definimos los vectores i, 9, ¢ y k de n dimensiones donde f;, d;,
¢j v kj denotan las constantes no negativas Vj € {1,...,n} con las cuales definimos las
siguientes evoluciones:

i =it +c
O'j2- = 5jt + kj.

Estas constantes p; y d; son la tendencia de la media y la varianza, respectivamente.

Observacién 4.0.1. Estas dos evoluciones se podrian haber definido de diferente forma
pero esta es la que en este trabajo se va a plantear para poder definir la evolucién temporal
de las medias y de las varianzas.

Con estas evoluciones definidas, reformulamos la media y la varianza del modelo de
Markowitz de la siguiente forma:

R= Zpi(mt + )
=1

n
o? = "piit+ki)+ Y pipjoij

i=1 1<i<j<n

Ahora, también han cambiado las expresiones de las covarianzas, si definimos dos nuevas
constantes w;; > 0y (;; > 0 que dependen tanto de ¢ como de j para Vi,j € {1,...,n},

'Decimos que un modelo es dindmico si éste evoluciona con el tiempo.
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entonces la covarianza la escribiremos como
oij = wizt + Gij-

De mismo modo, la matriz de varianzas y covarianzas también se vera afectada por estos
cambios pero vamos a seguir utlizando la notacién tal que 7;; denotan los coeficientes de
la matriz inversa de covarianzas ¥ ! pese a que los valores ahora sean distintos. Asf pues,
con todo esto, vamos a ver cémo cambia el calculo de la C,; inica para un R determinado
con estas evoluciones temporales y como se ve afectada la frontera eficiente.

Si reescribimos las féormulas (2.4.5) y (2.4.6) vistas en los primeros apartados del tra-
bajo y consideramos las evoluciones temporales recién planteadas tenemos

Zpk(,ukt + Ck) == ozz ZTkj(,ujt + Cj)(,u,kt + Ck) + BZ ZTkj(,U/kt + Ck)
k=1

k=1 j=1 k=1 j=1

Zpk —ozZTk] (it + ¢j) —i—ﬁZZTk]

k=1 j=1

Ahora, los nuevos valores de A, B, C se ven afectados por el cambio en la definicién de
los 7, 0; y 04 y dependeran también del tiempo de la siguiente manera

A= "miugt + ;)

k=1 j=1

n

n
B = ZT;@] pit + ;) (prt + cx)
k=1 ]21

n n
C=2.2
k=1 j=1
donde C se definird igual pero teniendo en cuenta que los coeficientes de 75; son diferentes
y ahora dependen del tiempo como acabamos de mencionar en el anterior parrafo. La
D = BC — A? la seguimos definiendo de igual manera pero como A, B y C han cambiado
y ahora evolucionan respecto el tiempo, D también lo hara.

Asi pues, con estos nuevos valores A, B, C'y D el célculo de a y 8 no varia pero si sus
valores y también lo hardn los valores 6ptimos para Vk € {1,...,n} de las asignaciones
que seran

RZ?:l Tk’j(c(ujt + Cj) —A)+ Z?:l Tkj(B — A(,ujt + Cj))
D .

Pr =

Y la expresion (2.4.7) que habiamos definido ahora se mantendré tan solo que la podremos

escribir como . .
=) pilmt+a)+ B8 pi
i=1 i=1

Ademsds, la cartera de minima varianza también se verd afectada por estas evoluciones
temporales y aunque la seguiremos definiendo igual que lo habiamos hecho antes como
depende de A y C, también dependera del momento t en el que se estudie la cartera.
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Si ahora consideramos el caso en que nuestra cartera estd formada por los n activos
de riesgo y un activo libre de riesgo, el rendimiento y el riesgo de la cartera también se
veran afectados por la variable tiempo. Si redefinimos estos valores y, ademas, definimos
la evolucién temporal para el rendimiento del activo libre de riesgo

Ry=ct+s

con € > 0y s > 0, entonces, plantearemos la media y la varianza de la siguiente forma:

er :p0(€t+8) 1 _pO <ZQZ Nzt+cz )

rf_ 1*1)0 (az% /‘ztﬁLCz +qul>‘

Entonces, por las expresiones utilizadas en el apartado correspondiente del trabajo res-

pecto a la cartera con un activo libre de riesgo, tendremos que Vk € {1,...,n},
po(et +s) + (1 — po) (3oisy gt + ¢i)) — (et + s)
Pk B —2(ct + 5)A + (et + 5)2C 27t + &) = (et 4 9)),

j=1

que po = 1 — > "}_, pk, que el riesgo de la nueva cartera sea

o2, — (po(et +s) 4 (1 —po) (D2 qi(pit + ¢;)) — (et + S))2
nf B —2(et+ s)A+ (et + 5)2C

v que el rendimiento cumpla la ecuacién

R=(et+s)t0o\/B —2(ct+5)A+ (et + 5)2C.

Con todo esto, lo que acabamos de ver es que el conjunto de todos los pares factibles de
carteras de inversién éptimas que solucionan el problema de Markowitz cuando la media y
la varianza dependen de una evolucién temporal implican que las constantes A, B, C'y D
que habfamos usado tal y como hace Merton en su articulo [7] para resolver el problema
de optimizacién sean distintas. Seran distintas porque ahora dependeran de una nueva
variable a estudiar ¢ € [0, 7] por lo que dependerdn de la tendencia de la media y de la
varianza si t > 0 y de una constante arbitraria si ¢ = 0. Por tanto, segin el momento
en que nosotros como inversores decidamos optimizar nuestra cartera, las asignaciones
seran unas o seran otras por lo que introducimos en el trabajo un nuevo factor a tener
en cuenta que serd el momento en que nosotros queramos optimizar nuestra cartera.
En otras palabras, ahora debemos prestar atencion a los rendimientos que queramos de
nuestra cartera, a la volatilidad o riesgo que éstos generen y al momento en que nosotros
queramos optimizar esta cartera. De hecho, conforme dejemos pasar méas tiempo, es decir,
t vaya creciendo, tendremos valores de riesgo més elevados por el simple hecho de que
tendremos que evaluar la incertidumbre que nos genera el comportamiento de la carteras
y de los activos en momentos futuros.



Capitulo 5

Aplicacion practica en la
optimizacion de carteras de
inversion

Llegados a este punto, queremos plantear una aplicacién préctica a la necesidad que
puede tener un inversor para optimizar su cartera de inversién. Vamos a suponer que
queremos formar una cartera de inversién con activos del IBEX-35' y queremos que ésta
sea 6ptima. Para ello podriamos definir una cartera con los 35 activos que conforman el
indice y mediante el modelo de Markowitz encontrariamos la cartera de minima varianza
y el porcentaje de inversién 6ptimo a invertir en cada uno de los 35 activos. Sin embargo,
existe una técnica que nos va a permitir optimizar la seleccion de nuestra cartera para
poder aplicar Markowitz y obtener el resultado mas eficiente en términos de volatilidad
posible. Esta técnica es conocida como Analisis de componentes principales, en
adelante PCA (Principal components analysis). Para este punto del trabajo, vamos a
utilizar las ideas, definiciones y propiedades definidas por Jolliffe en su libro (ver [4]).

5.1. Analisis de componentes principales

La PCA es una técnica estadistica de andlisis multivariante que nos permite reducir o
simplificar un conjunto de datos que se explican mediante variables interrelacionadas en
unos componentes en los cuales se retiene la maxima variacion posible del conjunto de
datos. Estos componentes que conoceremos como Componentes principales (en adelante,
PC (Principal components)) estaran ordenados de mayor a menor varianza, no estardn
correlacionados entre ellos y se definiran a partir de transformaciones lineales que ahora
definiremos. Esta técnica se centra en el andlisis de la varianza y las correlaciones de los
datos, por tanto, serd un método basado en la matriz de covarianzas o en la matriz de
correlaciones. La de covarianzas es la matriz [¥;;]1<; j<n que hemos definido en el trabajo
con coeficientes 0;; mientras que la de correlaciones es la que sus coeficientes se denotan

por el coeficiente de correlacién p;; y se definen como p;; = ;z paratodoi,j € {1,...,n}.
i0j

'La pagina web de BME (Bolsas y Mercados Espafioles) [1] define el IBEX 35 como el indice burstil
de referencia en el mercado bursatil espafiol, compuesto por las 35 empresas més liquidas y de mayor
capitalizacién del mercado espanol. El indice refleja el comportamiento de las acciones de estas companias
y es un indicador clave para evaluar la salud econémica y financiera de Espafia.

35
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Asi pues, para la optimizacién de carteras, la PCA nos permitird obtener distintas
posibilidades de carteras vistas como PCs en el que cada una de estas sea una combinacién
lineal de las variables originales, es decir, como combinacién lineal de los diferentes 35
activos del indice. Ademsds, la cartera como primer componente principal nos informara del
maximo riesgo que tiene todo el conjunto del indice pero simplificado en una combinacién
lineal de acciones de éste. Es por este motivo que, gracias a la PCA, el inversor podra
seleccionar la cartera conformada por la combinacion lineal de activos del IBEX-35 maés
diversificada para poder, posteriormente, optimizarla mediante el modelo de Markowitz.

5.1.1. Definicién de los componentes principales (PC)

Sea X = (Xi,...,Xp) un vector de p variables aleatorias, o?,... ,012) sus varianzas
y Cov(X;, X;) las covarianzas para Vi # j. La idea estd en estudiar algunas variables
derivadas de éstas que sean muchas menos que p y que contengan la suficiente informacién
sobre su variabilidad que nos daria el estudio de las p varianzas y las @
Para ello, Jolliffe en su libro [4] nos enumera los siguientes pasos a seguir:

En primer lugar, vamos a definir una funcién lineal (a! X) de la forma

covarianzas.

p
O‘{X =an X1+ + Ctlep = Zalej
j=1

tal que tenga varianza méaxima y donde ol denota el vector de p constantes aq, ..., a1p
transpuesto.

Una vez definida esta primera funcién lineal, vamos a buscar otra (ad X) tal que no esté
correlacionada con la primera y que también tenga varianza maxima.

Vamos haciendo este proceso tal que encontremos una funcién lineal (an )paraun k < p
tal que no esté correlacionada con las k — 1 anteriores y que tenga varianza maxima.

De esta forma, todos estos a{X e ,agX son los componentes principales que, por defi-
nicién, son combinaciones lineales de las variables originales.

Observacion 5.1.1. Pueden haber tantos PC como p variables aleatorias pero, tal y
como hemos comentado, la idea de la técnica es encontrar k£ PCs con k < p que nos
informen de la varianza del conjunto total de variables.

5.1.2. Como encontrar los PC

Sea ¥ la matriz de covarianzas, la k-ésima PC viene dada por z; = oz;ij para k €
{1,...,n} donde ay, es un vector propio? de ¥ correspondiente al k-ésimo valor propio
més grande de ¥ que denotamos por A;. Entonces, Jolliffe [4] nos comenta los siguientes
pasos para obtener estos zg:

Consideremos o X tal que a; maximiza la varianza, es decir, Var(al X) = af Ya;. Para
maximizar este valor vamos a normalizar a1, por tanto, a a; = 1. Con todo esto, vamos
a tener que maximizar a{Eal sujeto a a{al = 1. Para ello, aplicamos multiplicadores
de Lagrange de forma que sea A un valor cualquiera entonces tenemos el lagrangiano

L(a1,\) = alYa; — Mafa; — 1). Ahora, derivando respecto de a; e igualando a 0

2Se define un vector propio como el vector v tal que cumple que Mv = v o de igual forma que
(M — Al)v =0, donde M es una matriz que define una aplicacién lineal, I es la matriz identidad de igual
dimensiones que A y \ es el valor propio asociado a este vector propio.
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obtenemos que
OL(av1, )

Oay

donde I es la matriz identidad cuadrada de dimensiones pzp. Asi pues, A es el valor propio
de ¥ y a1 es el vector propio asociado a A. Entonces, como que Var(af X) = af Say,
para saber cudl de los p vectores propios maximiza esta expresién vemos que la cantidad
a maximizar sera

:2041—)\041:0:>(2—/\I)041:0

ol Yo = afda; = Xafag = A

y A tiene que ser lo mas grande posible. Asi pues, oy es el vector propio del valor propio
més grande de ¥ y Var(al X) = al'Sa; = )1 es el valor propio més grande.

Para k = 2, Jolliffe [4] prueba este caso de la siguiente forma:

El segundo PC, of X, maximiza af Yay sujeta al hecho que debe estar incorrelaciona-
do con af X o de forma equivalente a Cov(af X,ad X) = 0. Pero, Cov(af X,al X) =
alTZag = aQTEozl = ag)\lof{ = alagal = Alof{ozg. De esta forma, cualquiera de las
ecuaciones al Yas = 0, ad¥a; = 0, al'as = 0 0 al'a; = 0 pueden ser utilizadas para
especificar la incorrelacién entre ambos PC. Cogiendo, de forma arbitraria, la Ultima de
éstas y utilizando de nuevo una restriccién de normalizacion, la cantidad a maximizar es

ol Yag — Mok ag — 1) — gad oy

donde A y ¢ son multiplicadores de Lagrange. Derivando respecto de as obtenemos que
Yag — Aag — ¢a; = 0 y multiplicando esta ecuacién por la izquierda por a! obtenemos

ol Say — Aalay — pala; =0

donde, como que los dos primeros términos son cero y ol a; = 1, entonces ¢ = 0. Por
tanto, Yag — Aag = 0 o equivalentemente (X — AI) ag = 0 y entonces A es de nuevo un
valor propio de ¥ y ag es su correspondiente vector propio. De nuevo, A = ad Yas, donde
A es lo méas grande posible. Asumiendo que ¥ no tiene dos valores propios iguales, A # A1
ya que si no entonces tendriamos que az = a1 y no se cumplirfa la restriccién af ag = 0.
Asi pues, A es el segundo valor propio mas grande de X..

De forma general, tal y como desarrolla Jolliffe en su libro, tendremos que «, es el vector

propio del valor propio k-ésimo mas grande A\, y Var(oe{X ) = oszak = .

Observacién 5.1.2. Si «j es unitario = azak = 1 con el producto escalar =
Var(zi) = Ag.

Observacion 5.1.3. En todo el trabajo vamos a considerar que los valores propios son
todos distintos y todos no nulos. En el caso en que alguno de ellos fuera 0 entonces el
rango de ¥ ya no seria maximo y definirfa una relacién lineal constante entre elementos
de X y querria decir que alguna variable es redundante.

Por tanto, la PCA nos va a ordenar los PCs segiin valor de la varianza desde mas
valor a menos de forma que, en otras palabras, la PCA nos va a ordenar los PCs segin
el valor propio de cada uno de ellos y nosotros estudiaremos aquellos con el valor propio
mas grande ya que definirdn de forma mas precisa la variabilidad del conjunto inicial de
variables.
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5.1.3. Eleccién del subconjunto de los PC

Como queremos encontrar el menor valor de variables que nos definan la varianza del
conjunto inicial sin perder informacién sobre ésta, tenemos que saber qué tan pequeno
puede ser un valor que denotaremos a partir de ahora por m tal que m < p y que nos
reduzca la dimensién del problema.

Para ello, Jolliffe [4] presenta algunos métodos, pero en este trabajo vamos a considerar
el uso del porcentaje acumulativo de la variacién total. En otras palabras, m serd el
valor més pequeno de PCs para el cual el 70 % o 90 % de la variacién total es excedida.
Consideremos, entonces, que tenemos los siguientes PCs ordenados de mayor a menor
varianza: z; con varianza Ai, zz con varianza Ag,..., 2, con varianza Ap,..., z, con
varianza ), y definimos que la suma de las p varianzas de los PC es igual a la suma de la
varianza de de los p elementos del vector X, es decir, que

p
>on-
k=1

entonces, el porcentaje de variacién para los m primeros PC, que Jolliffe [4] denota por

933

p
=1

J

tm, €S

RPN NP
ty = 100 Z§=1 LA 1002’;=1 iy
j=1034j km1 Ak
Asi pues, para un ¢t € (70,90) % vamos a obtener el valor de m tal que t,, > t y de esta

forma nos aseguramos que los m primeros componentes principales contienen la mayor
parte de la informacion de la variabilidad del vector X.

5.1.4. Propiedades de los PC

Hemos definido antes el k-ésimo PC como zj, por tanto, vamos ahora a definir el vector
de componentes principales z tal que z = (21,...,2p). Asi pues, como 2z = agX , entonces

ahora tendremos que
z=ATX

donde A es la matriz ortogonal que tiene en cada columna el vector propio ay de X para
k=1,...,p. Como los oy los hemos estandarizado y son ortogonales entonces los zj estan
definidos por una transformacion lineal ortonormal de X. Como tenemos esta transfor-
macién ortonormal entonces podemos escribir A a partir de la siguiente descomposicién?:

YA=AD = ¥ = ADAT

donde D es la matriz diagonal que contiene los valores propios (\;) de . La idea en este
punto es poder definir tres propiedades que tiene esta transformacion lineal de X para po-
der encontrar los vectores y valores propios de la matriz X a partir de esta transformacion.
Las propiedades que nos define Jolliffe [4] son las siguientes:

3Esta idea procede del teorema de existencia de los valores singulares siguiente de los apuntes de la
Universidad de Granada [13].
Para toda matriz Amen(R), existen matrices U y V ortogonales de dimensién m y n respectivamente
tal que VT AU = D es diagonal maxn con entradas d, ..., dp con p = min{m,n}. Demostracién en los
apuntes de la Universidad de Granada, pagina 30 [13]. Ademds, si A es una matriz ortogonal, entonces es
regular por lo que es invertible y se cumple que AT = AL,



5.1. ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES 39

Proposicién 5.1.4 (Propiedad 1). Para cualquier entero q, 1 < q < p, consideremos
la transformacion lineal ortonormal

y=BTX

donde y es un vector de q elementos y BT es una qxp matriz, y sea Yy = BT¢B la matriz
de varianzas y covarianzas para y. Entonces la traza* de Yy, denotada como tr(¥,), es
mdxima tomando B = Ay, donde A, son las primeras q columnas de A.

Demostracion. Ver Jolliffe (2002) propiedad 1 [4]. O

Proposicién 5.1.5 (Propiedad 2). Consideremos de nuevo la transformacion ortogonal
y=DBTX

con X, B, Ay X, estan definidas como en la propiedad anterior. Entonces, la tr (3,) es
minima cuando B = Ay, donde Ay son las q dltimas columnas de A.

Demostracion. Ver Jolliffe (2002) propiedad 2 [4]. O

Proposicién 5.1.6 (Propiedad 3: Descomposicién espectral de ). ¥ = \jajal +
)\2a2a2T + -4 )\papag.
Demostracion. Ver Jolliffe (2002) propiedad 3 [4]. O

La primera propiedad nos permite explicar la varianza méaxima de los datos con el
minimo nuimero de componentes principales. La segunda nos expone el hecho de que los
ultimos PC, es decir los que explican ya muy poca varianza de los datos, pese a que parecen
que carecen de importancia si que tienen un papel significativo al poder explicar relaciones
lineales casi constantes entre nuestras variables a estudiar. Por ultimo, la tercera nos
permite poder escribir la varianza de nuestros datos a partir del sumatorio del producto de
los distintos valores propios y vectores propios de cada uno de los componentes principales
a partir de la descomposicién espectral.

5.1.5. Los PC definidos a partir de la matriz de correlaciones

Todo lo definido hasta el momento respecto a la PCA ha sido considerando el estudio
de la matriz de covarianzas ¥, sin embargo, es mas comun considerar el uso de la matriz
de correlaciones que hemos definido previamente. Esto es debido a que, como ahora las p
varianzas seran unitarias puesto que estan estandarizadas, nos es mas facil poder comparar
y estudiar las correlaciones de las variables iniciales ya que, usando X, los PCs se ven
afectados por las unidades en que estan definidas los elementos de X y la matriz de
correlaciones elimina estas unidades estandarizando estos elementos.

Con esta matriz, Jolliffe [4] define los PC a partir de la expresién
z=ATX*

donde ahora A es la matriz que contiene los vectores propios de la matriz de correlaciones
en sus columnas y X* es el vector aleatorio con las variables estandarizadas. Decimos

4Se define la traza de una matriz como la suma de los elementos de su diagonal principal.
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que las variables estan estandarizadas cuando se definen de la forma X7 = f—; donde
oj denota la desviacién estdndar de las variables j = 1,...,p. Asf pues, tendremos que
plantear la PCA de la forma que lo hemos hecho hasta ahora pero teniendo en cuenta que
utilizaremos esta nueva matriz para una informacién mas precisa.

Observaciéon 5.1.7. Las propiedades vistas en el punto anterior siguen siendo validas
para este caso.

Observacion 5.1.8. Si los PCs encontrados de la matriz de correlaciones se expresan en
términos de X mediante una transformacién de X*, entonces éstos son diferentes a los
encontrados directamente de ¥, a excepcién de circunstancias especiales. Este hecho es
debido a que, como que los vectores propios son invariantes por transformaciones ortogo-
nales, los PCs son invariantes por transformaciones ortogonales de X pero no en cualquier
tipo de transformacion. Asi pues, puesto que la transformacién de X a X* no es ortogo-
nal, entonces los PCs de la matriz de correlaciones y los de la matriz de covarianzas no
nos dan la misma informacién. Es también por este hecho que utilizaremos la matriz de
correlaciones en detrimento de X.

5.1.6. Aplicacion a la optimizacion de carteras de inversién

Ahora, una vez definida le técnica PCA, vamos a plantear la manera de poder obtener
diferentes carteras vistas como PCs del inidice IBEX-35. Para ello, nos vamos a basar en
las ideas presentadas en el trabajo redactado por George J. Feeney y Donald D. Hester
[2].

Consideremos X el vector aleatorio formado por las 35 empresas que lo definen y X;
para j = 1,...,35 la variable aleatoria definida por la tasa de retorno de las acciones
de cada una de estas empresas. Asi pues, con la notaciéon usada durante todo el trabajo,

tenemos que
X = (Xl,.‘. ,X35) = (7“1,.. . ,1"35).

Ahora, sea t € [0,T] la variable tiempo, donde t = T es la ultima fecha de nuestros datos
y t = 0 es la primera fecha, entonces, para cada ¢, rj; es la tasa de retorno del activo j
en el momento t. Como hemos dicho que vamos a utilizar la matriz de correlaciones, lo
primero que tenemos que hacer es plantear nuestro vector X* de variables estandarizadas.
De esta forma, definimos

* * * 1 '35

o1’ " o35
y, ademds, como que todas las variables queremos que tengan una incidencia igual en el
célculo de las componentes de la PCA; en el trabajo de Feeney y Hester [2], también se
considera que cada variable tenga a parte de varianza unitaria también media cero, por
tanto, tenemos que

Tit — T
=" con tel0,T] y j=1,...,35
aj

donde 7; es la media de las tasas de retorno para todo t, es decir, 7; = E[r;]. Con esta
expresion, las variables, mediante una transformacién lineal normal, han sido estandari-
zadas.
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Ahora, construimos la matriz de correlaciones con diagonal principal con todo unos pues-
to que las variables se han estandarizado y las covarianzas o; ; para i # j € {1,...,35}
definidas como ¢;; = Cov(X/, X7). La denotamos por C'y tenemos lo siguiente:

9 o2 o135
O’% 01,2 O1,n 0% 01<272 01035
2 02,1 a5 02,35
5 _ 02,1 g5 02.n O 0201 o’% 2035
2
On,1 On2 .- On 0351 0352 T35
2
g102 03502 0'35
01,2 01,35
0102 T 01035
o1 02,35
| o201 Tt 02035
035,1 35,2 1
o102 03502 7
Como queremos encontrar los componentes principales, vamos a calcular los z; para k =
1,...,35 que definen el vector correspondiente a la expresién
T *
_ AT vy _ . o .
z2=A" X" = 2= : =|la a2 ... Q35 .
*
<35 X35

donde los «y, corresponden a los vectores propios de la matriz de correlaciones con oy =
(o k,-..,a35k). Ademads, los valores propios asociados a estos vectores propios serdn los
Ak tal que la Var(zg) = A\g sea méxima y que los describiremos en la matriz diagonal D

descrita por la transformacién ortogonal siguiente:

D=ATCA
1 o2 01,35
a1 02 1,35 o102 ' o103 a1 Q2 Q35,1
02,1 1 02,35
Q21 022 Q235 001 02035 12 022 Q352
035,1 035,2
Q351 (352 Q35,35 o109 (,3;(,2 1 Q135 235 Q35,35
A O 0
0 X 0
0 0 M35

Una vez tengamos esta descomposicién hecha ya tendremos la informacién que queriamos,
es decir, sabremos cudles son los componentes principales (los vectores propios ay) y
cudles son las varianzas asociadas a cada uno de estos componentes (los valores propios
Ar asociados a los ay). De esta forma, procederemos a ordenar los \x de mayor a menor
valor y nos quedaremos con los m componentes principales que nos expliquen, por ejemplo,
un 80 % la varianza del conjunto de datos originales.

Supongamos que tenemos que A1 > Ay > ... > M35 entonces nos quedaremos con los m
primeros componentes principales que seran las carteras que expliquen mejor la volatilidad
del indice IBEX-35 a partir de la combinacién lineal més eficiente de los activos de las
empresas que lo conforman. Ejemplificado, tendremos lo siguiente:

A
L <80%

PCl =2zZ1 — V(M‘(Zl) = )\1 — 11 = 100p7
k=1 Mk



5.2. EJEMPLO DE PCA DEL IBEX-35 Y OPTIMIZACION POR MARKOWITZ 42

AL+ A

PCQZZQ-)VGT(ZQ)Z/\Q%QZIOO Py < 80%
k=1"k
m—1 )\k-
PCmfl = Zm-1 — Var(szl) =Am_1 — tm_1 = 10012:71)\ < 80%

k=1"k

DY
PCpy = zm — Var(zm) = An ¢— tm = 1002;?1; > 80 %

k=1"k

PCyp =z, = Var(zz) = Ay «— ty = 100% > 80 %.

5.2. Ejemplo de PCA del IBEX-35 y optimizacion por Mar-
kowitz

En este ultimo apartado vamos a realizar una aplicacién practica de optimizacion de
una cartera formada por activos de risgo del IBEX-35. Para ello, primero llevaremos a cabo
la técnica del PCA para definir diferentes carteras vistas como componentes principales
a partir de combinaciones lineales de los activos de las empresas que definen el indice vy,
posteriormente, optimizaremos diferentes carteras para compararlas. Para todo este punto
los datos del IBEX-35 han sido extraidos de la pégina web Investing.com [3] y hacen
referencia a los precios de cierre diarios de las acciones de las 35 empresas del indice en un
intervalo temporal que va del 27-01-2020 al 25-10-2024. Ademads, también se hace constar
que las dos ultimas empresas del IBEX se incorporaron al indice en fechas posteriores al
27-01-2020 por lo que en las fechas en las que no hay registro se ha considerado como
valor un 0 puesto que o si no los datos eran escasos para extraer unos resultados acordes
a la realidad pero no varian el analisis posterior.

5.2.1. Analisis de componentes principales del IBEX-35

Se han calculado las tasas de retorno de las acciones de las 35 empresas y, posterior-
mente, se han estandarizado restando la media y dividiendo entre la desviacién estandar.
De aqui, se ha pasado a calcular la matriz de covarianzas y la de correlaciones en Microsoft
Excel. Con esta ultima matriz hemos escrito un pequefio programa en Rstudio (Figura
5.1) donde data activos tfg es el nombre del excel en el que estd calculada la matriz de
correlaciones para poder llevar a cabo el estudio de los componentes principales y poder
obtener los siguientes datos respecto a varianza explicada por los 35 PCs (Figura 5.2):

data_activos_tfg #fichero de Excel que contiene Ta matriz de correlaciones.

M<-as.matrix(data_activos_tfg) #convertimos Tos datos en una matriz en Rstudio.

M #visualizamos la matriz.

vaps<-eigen(M) #esta funcion nos calcula Tos VAPS y VEPS de la matriz.

vaps$values #nos da los valores propios.

vaps$vectors #nos da Tos vectores propios.

pca<-princomp (M) #funcion que 1leva a cabo PCA respecto de la matriz.

summary(pca) #nos indica la desv.estandar, la varianza y la varianza acumulada de cada PC.

pca$loadings #nos indica todos los PC.

pca$loadings[,1:6] #visualizamos tan solo los 6 primeros PC porque explican mis del 80% de la varianza total.

Figura 5.1: Cddigo en Rstudio para realizar la PCA.
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Importance of components:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5
Standard deviation 7384480 ©.4191112 0.25478192 ©.1893060 ©.17514672
Proportion of Variance ©.4994636 ©.1608876 0.05945675 ©.0328241 0.02809752
Cumulative Proportion ©.4994636 @.6603512 ©.71980797 ©.7526321 ©.78872959

Comp.6 Comp.7 Comp.8 Comp .9 Comp.10
Standard deviation ©.16591519 ©.15325835 ©.14586439 0.14803728 0.13265808
Proportion of Variance ©.02521368 ©.02151131 ©.01948779 ©.01796186 ©.01611875
Cumulative Proportion ©.80594328 ©.82745459 ©.84694238 ©.86490423 ©.88102299

©

Comp.11 Comp.12 Comp.13 Comp .14
Standard deviation 0.12142217 0.11646613 0.10364516 ©.101694162
Proportion of Variance ©.01350392 ©.01242405 ©.00983925 0.009472313

Cumulative Proportion ©.89452691 ©.90695096 ©.91679021 ©.926262524

Comp.15 Comp.16 Comp.17 Comp.18
Standard deviation 0.098805984 ©.087151187 0.084763411 0.081478703
Proportion of Variance ©.008941914 @. 17 ©. 0. 1
Cumulative Proportion ©.935204438 ©.942161255 ©.948742087 ©.954822768
Comp.19 Comp.20 Comp.21 Comp.22
Standard deviation 0.079634925 ©.075380959 ©.071608984 ©.066047694

Proportion of Variance ©.005808596 ©.005204599 0.004696767 ©.003995575
Cumulative Proportion ©.960631364 ©.965835963 ©.97©53273@ ©.974528305
Comp.23 Comp.24 Comp.25 Comp.26
Standard deviation 0.064478446 ©.060813577 ©.057567941 ©.055740656
Proportion of Variance ©.003807966 ©.003387389 0.003035466 0.002845825
Cumulative Proportion ©.978336271 ©.981723661 ©.984759127 ©.987604951
Comp.27 Comp.28 Comp.29 Comp.30
Standard deviation ©.050030752 ©.048411661 0.0846152506 ©.841937910
Proportion of Variance ©.002292651 0.002146663 0.001950988 0.001610933
Cumulative Proportion ©.989897603 ©.992044266 ©.993995254 ©.995606187
Comp.31 Comp.32 Comp.33 Comp.34

Standard deviation ©.841037843 ©.037594342 ©.08323368911 0.8255728988

Proportion of Variance ©.001542528 ©.001294521 ©.0009577684 ©.0005989959

Cumulative Proportion ©.997148715 ©.998443236 ©.9994010041 1.0000000000
Comp.35

Standard deviation e

Proportion of Variance -]

Cumulative Proportion 1

Figura 5.2: Resultados de las varianzas tras realizar la PCA.

Ademas, en la Figura 5.2 podemos ver que con los 6 primeros PCs ya se explica més
del 80 % de la varianza del conjunto de datos original.
Los primeros 6 PCs son los siguientes:

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp.6
ACs ©0.1877685869 1.075785e-01 ©.14880548 ©.056380347 ©.0462860597 ©.207820956
ACERINOX ©0.1990375405 6.671566e-05 ©.12998456 -0.192510849 ©.1657290875 ©.245448942
BBVA ©.2732829676 -2.126542e-02 -0.08804282 -0.127969825 -0.0008326792 -0.049293250
BANKINTER ©.2803285051 -7.402977e-02 -0.18092575 -0.116973750 -0.0790499989 -0.091563961
ACCIONA -0.0388906455 2.886614e-01 -0.09073158 -0.240878380 -0.10759@9254 ©.118165048)
CAIXABANK ©.2833249184 -7.056984e-02 -0.24611224 -0.144144652 -0.0723111039 -0.083731425
ENAGAS -0.0085951186 2.955264e-01 -0.25801250 ©.205523039 ©.072640@5779 ©.054190079
NATURGY 0.0204451100 2.954695e-01 -0.16767638 ©.127358154 ©.0755860346 -0.036433915
GRIFOLS -0.0593282821 -7.634500e-04 ©.04773718 -0.009915246 -0.1017690574 -0.464586014
FERROVIAL 0.1472050765 1.914675e-01 ©.19608930 ©.120007318 ©.0345669423 ©.075149292
REDEIA -0.0921216454 3.583006e-01 -0.23054286 ©.192086925 ©.0101310344 -0.027165487
INDITEX 0.1587359055 1.196558e-01 ©.18376519 ©.117364909 ©.0904289963 -0.803505693
REPSOL 0.2045204586 2.733170e-02 -0.04441270 ©.020435854 ©.0940274187 ©.311069791
IBERDROLA -0.0253471844 3.389726e-01 -0.11095297 -0.118629821 ©.8727213283 ©.032144183
INDRA 0.1333870803 1.487542e-02 0.11644858 0.018621766 ©.1624693796 ©.002680585
MAPFRE 0.2149943699 6.008393e-082 -0.16347747 ©.033157127 ©.0142887002 -0.013069201
TELEFONICA ©.1381481333 1.170991e-01 -0.28414531 ©0.099852646 ©.0583567388 -0.041403509
SACYR 0.1480824910 1.111473e-01 ©.06728827 -0.023543669 ©.0900551496 ©.152463865
SABADELL 0.2948132546 -8.887231e-02 -0.21092558 -0.092923652 -0.0732005297 -0.108850295
SANTANDER 0.2847189141 -1.399280e-02 -0.11714468 -0.109638792 -0.0388058379 -0.024593483
COLONIAL 0.1182750980 1.611764e-01 ©.27702695 ©.130115135 -0.2611920259 -0.064322049
IAG 0.2316782121 4.519936e-02 ©0.26412745 ©.080544758 -0.1564373462 -0.034071797
ENDESA -9.0184323112 3.488696e-01 -0.12072635 ©0.042148930 0.0723700451 ©.007190611
AMADEUS ©.1809556554 7.843299e-02 ©.24539146 ©.028890493 -0.0680961008 -0.096471784
ROVI -0.0412288488 -4.254997e-02 ©.09898472 -0.190940923 ©.5308413062 -0.207524599
SOLARIA -0.1153549917 2.110600e-01 ©.06372640 -0.403898284 -0.1160592618 ©.194855865
FLUIDRA -0.0005143328 6.028486e-02 ©.20681735 -0.221568495 ©.224570@8331 -0.141332549
ARCELORMITTAL ©0.2081000013 1.768463e-02 ©.14682966 -©.175709083 ©.1801694270 ©.281303521
MERLIN ©0.1328467834 1.196188e-01 ©.21714621 ©.136425063 -0.3126496857 -0.127810978
LOGISTA ©0.0919611252 5.676431e-02 ©.04540604 ©.175235924 ©.1397279219 -0.190260047
AENA ©0.1758738070 1.532894e-01 ©.17229268 ©.174152338 -0.0763083841 -0.104152478
CELLNEX -0.1356543048 2.403192e-01 ©.13733534 -0.075643423 ©.1199572631 -0.132226161
UNICAJA 0.2385606447 -9.045909e-02 -0.17316203 -0.115200147 -0.0932807842 -0.153399323
ACCIONA ENERGIA -0.1403061443 1.510974e-01 ©.02851741 -0.400239377 -0.4622933043 ©.066603689
PUIG -0.0642941330 -2.248804e-01 -0.05692820 ©.340194816 -0.1295400126 ©.446380311

Figura 5.3: Resultados de los 6 primeros PCs tras realizar la PCA.

Por tanto, si nos fijamos tan solo en el primer PC que se indica en la Figura 5.3 podemos
extraer el siguiente analisis. Este componente define una posible cartera de inversion de
las 35 posibles que explica casi el 50 % de la volatilidad total del indice en el que se quiere
invertir, por lo descrito en le Figura 5.2. Entonces, para poder analizar esta posible cartera,
en la Figura 5.3 se describe el peso que ha de tener cada accién de las 35 empresas para la
inversién en este inidice. Feeney y Hester [2] comentan dos datos interesantes respecto a
estos valores que tenemos en la Figura 5.3 en negativo. El primero, explican que aquellos
activos con precios mayores tienden a tener un peso mayor en la descripcién del PC.
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El segundo, hace referencia a los activos que, cito textualmente, por varias razones son
altamente errdticos durante el periodo también tendrdn un peso elevado. Respecto a este
segundo hecho, entendemos un comportamiento erratico de los activos como un valor de
varianza elevado ya que son activos con un riesgo mayor. Podemos verlo a partir de la
siguiente imagen de una hoja de Excel que muestra el valor del rendimiento y el riesgo de
cada empresa en el periodo mencionado. En ella, Figura 5.4, podemos ver que, marcados
en gris, estan los rendimientos de las empresas que son negativos y que, a excepcion de
Colonial que justamente tiene una volatilidad elevada, coinciden con las que empresas
que tienen valores negativos especificados en la Figura 5.3. Sin embargo, aunque estas dos
observaciones que hacen Feeney y Hester [2] en su trabajo pueden ser orientativas para
extraer resultados a interpretar en un posterior andlisis de los PC, hay que buscar algun
aspecto que cumplan las empresas para entender qué pasa exactamente en esta cartera.

ACS ACERINOX BBVA BANKINTER ACCIONA  CAIXABANK ENAGAS NATURGY  GRIFOLS FERROVIAL REDEIA INDITEX

rendimiento medio 0,053% 0,019% 0,087% 0,071% 0,039% 0,085% -0,035% 0,015% -0,043% 0,038% 0,003% 0,065%

varianza 0,0005157 0,00040015 0,00060658 0,00053369 0,0004402 0,00052817 0,00023315 0,00030717 0,00092007 0,00029479 0,00018346 0,00034015

desv.est 2,271% 2,000% 2,463% 2,310% 2,098% 2,298% 1,527% 1,753% 3,033% 1,717% 1,354% 1,844%
REPSOL IBERDROLA INDRA MAPFRE TELEFONICA SACYR SABADELL SANTANDER COLONIAL IAG ENDESA AMADEUS

rendimiento medio 0,027% 0,044% 0,059% 0,022% 0,001% 0,041% 0,103% 0,055% -0,035% 0,009% -0,004% 0,019%
varianza 0,00052379 0,00021056 0,00047457 0,00032545 0,00034961 0,00043865 0,00099417 0,00056576 0,00046213 0,00114065 0,00024826 0,00051462

desv.est 2,289% 1,451% 2,178% 1,804% 1,870% 2,094% 3,153% 2,379% 2,150% 3,377% 1,576% 2,269%
ROVI SOLARIA FLUIDRA ARCELORMITMERLIN LOGISTA AENA CELLNEX UNICAJA ACCIONA  PUIG

rendimiento medio 0,113% 0,064% 0,089% 0,080% 0,006% 0,034% 0,039% 0,015% 0,046% -0,026% -0,198%

varianza 0,00047244 0,00089699 0,00063484 0,00077623 0,0004131 0,00017992 0,00043218 0,00039211 0,00062114 0,00037509 0,00042535

desv.est 2,174% 2,995% 2,520% 2,786% 2,032% 1,341% 2,079% 1,980% 2,492% 1,937% 2,062%

Figura 5.4: Rendimiento medio, varianza y desviacion estandar de las 35 empresas del
IBEX-35.

5.2.2. Analisis del primer componente principal como cartera de inver-
sién

Si nos fijamos en los datos del primer PC de la Figura 5.3 extraemos las siguientes
conclusiones. Las empresas con mayor peso en este primer componente son del sector
bancario. Es el caso de BBVA (0.27), Bankinter (0.28), Caixabank (0.28), Banco de Sa-
badell (0.29), Banco Santander (0.28) y Unicaja (0.24). Por el contrario, las empresas con
peso en negativo en este componente son, casi todas, del sector energético. Es el caso de
Acciona (-0.04), Enagéas (-0.01), Redeia (-0.09), Iberdrola (-0.03), Endesa (-0.02), Solaria
(-0.12), Acciona Energia (-0.14) y Naturgy pese a no tener un coeficiente negativo pre-
senta un valor muy pequeno (0.02). Ademas, las dos empresas farmacéuticas del indice
también tienen un valor negativo, véase Grifols (-0.06) y Rovi (-0.04). Aqui se ve cuédl es
uno de los motivos para hacer el andlisis de componentes principales y es que, teniendo
en cuenta el tipo de empresas y sus valores positivos o negativos, podemos sugerir que en
esta posible cartera de inversiéon que es la que explica la mitad del riesgo del IBEX-35,
una mayor inversién en las empresas del sector de la banca tiene una mayor incidencia en
el rendimiento y el riesgo de la cartera que la inversion en empresas del sector energéti-
co o farmacéutico. Asi pues, la PCA nos ha permitido construir una cartera en la que
ya sabemos cudles son los activos mdas importantes para poder construir carteras més
diversificadas o que se ajusten mejor al propio inversor.
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5.2.3. Optimizaciéon mediante el modelo de Markowitz

Una vez hecho el andlisis de componentes principales ya podemos construir una cartera
de inversion para, ahora si, optimizarlo mediante el modelo de Markowitz expuesto en este
trabajo. En este caso, nuestra cartera a seleccionar la conformaran una serie de activos,
todos de riesgo, que pertenecen al IBEX-35. Para ver la utilidad de la informaciéon que
nos ha proporcionado la PCA, vamos a construir 3 carteras diferentes para poder hacer
un analisis comparativo entre ellas. Para cada una de ellas encontraremos la cartera de
minima varianza optimizando las carteras usando el modelo de Markowitz y el conjunto
de carteras factibles mediante la funcion Solver de Microsoft Excel.

La primera cartera serd para los 6 activos financieros de las empresas bancarias del
indice mencionadas en el punto anterior, es decir, BBVA, Bankinter, Caixabank, Banco de
Sabadell, Banco Santander y Unicaja. Siguiendo con la notacién expuesta en las primeras
péaginas del trabajo respecto al rendimiento y riesgo de la cartera R = p'7 o2 = p'Sp
calculamos la cartera de minima varianza imponiendo tan solo que Zle p; = 1 de for-
ma que minimicemos la varianza. Usando la matriz de covarianzas para estos 6 activos
financieros

BBVA BANKINTER CAIXABANK SABADELL SANTANDER UNICAJA
BBVA 0,00060608 0,00038764 0,00040342 0,00054986 0,00048989 0,00036423
BANKINTER 0,00038764 0,00053326 0,00041436 0,00052756 0,00039114 0,00035272
CAIXABANK 0,00040342 0,00041436 0,00052774 0,00055548 0,00040776 0,00037146
SABADELL  0,00054986 0,00052756 0,00055548 0,00099335 0,00055296 0,00051791
SANTANDER 0,00048989 0,00039114 0,00040776 0,00055296 0,0005653 0,00036803
UNICAJA 0,00036423 0,00035272 0,00037146 0,00051791 0,00036803 0,00062063

Figura 5.5: Matriz de Varianzas y Covarianzas de los 6 activos bancarios.

obtenemos la cartera de minima varianza tal y como se indica en la siguiente figura.

BBVA BANKINTER CAIXABANK SABADELL SANTANDER UNICAJA

rendimiento esperado 0,087% 0,071% 0,085% 0,103% 0,055% 0,046%
varianza 0,000606582 0,00053369 0,00052817 0,00099417 0,00056576 0,00062114
desv.estandar 2,463% 2,310% 2,298% 3,153% 2,379% 2,492%
porcentaje inversion 15,901% 33,318% 32,697% -33,050% 21,401% 29,733%
porcentaje inversion total 100,000%

CARTERA DE MIN.VARIANZA

rendimiento de la cartera 0,057%

riesgo de la cartera 1,97%

varianza de la cartera 0,000389035

Figura 5.6: Cartera de minima varianza de los 6 activos bancarios.

Ademsds, con Excel calculamos y visualizamos las carteras factibles:

CONJUNTO CARTERAS FACTIBLES CARTERA BANCA

1,200%
1,000%

0,800%

0,600% @ Carteras factibles
@ Cartera de min.var.

0,400%
0,200%
0,000%

0,000%  5,000% 10,000% 15,000% 20,000% 25,000% 30,000%

Figura 5.7: Carteras factibles y frontera eficiente de los 6 activos bancarios.
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Estas, cumplen el modelo de Markowitz y la frontera eficiente que empieza con la
cartera de minima varianza (denotada en otro color).

La segunda cartera serd la conformada por las empresas del sector energético y far-
macéutico siguientes: Acciona, Enagds, Naturgy, Grifols, Redeia, Iberdrola, Endesa, Rovi,
Solaria y Acciona Energfa. De forma analoga obtenemos la matriz de covarianzas (Figura
5.8), calculamos la cartera de minima varianza (Figura 5.9) y la curva que forman las
carteras factibles y la frontera eficiente (Figura 5.10).

ACCIONA  ENAGAS NATURGY  GRIFOLS REDEIA IBERDROLA ENDESA ROVI SOLARIA ACCIONA ENERGIA
ACCIONA 0,00043984 0,00016276 0,0001775 0,00013137 0,00013848 0,00017518 0,00016457 8,818E-05 0,00032606 0,000158531
ENAGAS 0,00016276 0,00023296 0,00015332 8,7755E-05 0,00013274 0,00010895 0,0001303 4,9208E-05 0,00013183 5,32042E-05
NATURGY 0,0001775 0,00015332 0,00030691 0,00010769 0,00012205 0,00013551 0,00014436 6,5949E-05 0,00015305 6,34508E-05
GRIFOLS 0,00013137 8,7755E-05 0,00010769 0,00091932 8,6412E-05 9,3675E-05 8,5015E-05 0,00010648 0,00022784 7,66029E-05
REDEIA 0,00013848 0,00013274 0,00012205 8,6412E-05 0,00018331 0,00010752 0,00013184 2,6512E-05 0,00013682 5,45603E-05
IBERDROLA 0,00017518 0,00010895 0,00013551 9,3675E-05 0,00010752 0,00021039 0,00015684 6,7823E-05 0,00019862 7,87123E-05
ENDESA 0,00016457 0,0001303 0,00014436 8,5015E-05 0,00013184 0,00015684 0,00024806 6,4884E-05 0,00018578 6,93652E-05
ROVI 8,818E-05 4,9208E-05 6,5949E-05 0,00010648 2,6512E-05 6,7823E-05 6,4884E-05 0,00047205 0,00012042 3,80379E-05
SOLARIA 0,00032606 0,00013183 0,00015305 0,00022784 0,00013682 0,00019862 0,00018578 0,00012042 0,00089625 0,000208381
ACCIONAENERGIA 0,00015853 5,3204E-05 6,3451E-05 7,6603E-05 5,456E-05 7,8712E-05 6,9365E-05 3,8038E-05 0,00020838 0,000261564

Figura 5.8: Matriz de Varianzas y Covarianzas de las 10 empresas energéticas y farmacéuti-
cas.

ACCIONA  ENAGAS NATURGY  GRIFOLS REDEIA IBERDROLA ENDESA ROVI SOLARIA ACCIONA ENERGIA
rendimiento medio 0,039% -0,035% 0,015% -0,043% 0,003% 0,044% -0,004% 0,113% 0,064% -0,026%
varianza 0,0004402 0,00023315 0,00030717 0,00092007 0,00018346 0,00021056 0,00024826 0,00047244 0,00089699 0,000375093
desv.est 2,098% 1,527% 1,753% 3,033% 1,354% 1,451% 1,576% 2,174% 2,995% 1,937%
porcentaje inversion -12,352% 13,729% 3,666% 3,099% 30,760% 19,621% 1,398% 15,209% -6,455% 31,325%
porcentaje inversion total 100,000%
CARTERA DE MIN.VARIANZA
rendimiento de la cartera 0,004%
riesgo de la cartera 0,999%
varianza de la cartera 9,9889E-05

Figura 5.9: Cartera de minima varianza de las 10 empresas energéticas y farmacéuticas.

Obtenemos:

CONJUNTO CARTERAS FACTIBLES SECTOR ENERGETICAS Y
FARMACEUTICAS

0,060%

b ]
0,050% Leee®®
0,040%

0,030%6 ® Carteras factibles

® Cartera de min.var.

0,020%
0,010%

0,000%
0,98000% 1,00000% 1,02000% 1,04000% 1,06000% 1,08000% 1,10000% 1,12000% 1,14000%

Figura 5.10: Carteras factibles y frontera eficiente de las 10 empresas energéticas y far-
macéuticas.

La tercera cartera sera la formada por los activos del sector bancario junto con todos
aquellos de las empresas que han tenido coeficientes no negativos (sean del sector que sean)
en el analisis del primer componente principal. Debido a que la matriz de covarianza es
grande, directamente adjuntamos los resultados de la cartera de minima varianza que han
sido calculados de igual forma que los dos casos anteriores en las imégenes de la pédgina
siguiente.
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ACS ACERINOX BBVA BANKINTER CAIXABANK NATURGY FERROVIAL INDITEX REPSOL INDRA MAPFRE
rendimiento esperado 0,053% 0,019% 0,087% 0,071% 0,085% 0,015% 0,038% 0,065% 0,027% 0,059% 0,022%
varianza 0,0005157 0,00040015 0,00060658 0,00053369 0,00052817 0,00030717 0,00029479 0,00034015 0,00052379 0,00047457 0,00032545
desv.estandar 2,271% 2,000% 2,463% 2,310% 2,298% 1,753% 1,717% 1,844% 2,289% 2,178% 1,804%
porcentaje inversién 0,430% 16,399% -6,588% 3,785% 5,556% 11,122% 13,298% 7,234% 3,960% 4,299% 10,674%

TELEFONICA SACYR SABADELL SANTANDER COLONIAL IAG AMADEUS  ARCELORMITMERLIN LOGISTA AENA UNICAJA
rendimiento esperado 0,001% 0,041% 0,103% 0,055% -0,035% 0,009% 0,019% 0,080% 0,006% 0,034% 0,039% 0,046%
varianza 0,00034961 0,00043865 0,00099417 0,00056576 0,00046213 0,00114065 0,00051462 0,00077623 0,0004131 0,00017992 0,00043218 0,00062114
desv.estandar 1,870% 2,094% 3,153% 2,379% 2,150% 3,377% 2,269% 2,786% 2,032% 1,341% 2,079% 2,492%
porcentaje inversién 11,933% -4,070% -9,752% -7,276% 0,649% -8,040% 1,896% -8,572% 4,127% 41,362% 0,988% 6,587%

porcentaje inversion total 100,000%

CARTERA DE MIN.VARIANZA

rendimiento de la cartera 0,017%
riesgo de la cartera 1,024%
varianza de la cartera 0,00010487

Figura 5.11: Cartera de minima varianza de todas las empresas con coeficiente positivo
en el PC 1.

CONJUNTO CARTERAS FACTIBLES CARTERA COEFICIENTES PCA
POSITIVOS

1,200%
1,000%

0,800%

0,600% @ Carteras factibles

@ Cartera de min.var.

0,400%
0,200%

0,000%
0,000%  2,000%  4,000% 6,000% 8000% 10,000% 12,0000  14,000%

Figura 5.12: Carteras factibles y frontera eficiente de todas las empresas con coeficiente
positivo en el PC 1.

Una vez calculadas las carteras de minima varianza de las tres carteras definidas vemos
lo siguiente. Gracias a la técnica de la PCA podemos verificar que una cartera formada
por solo acciones de activos del sector de la banca tienen un riesgo mayor pero también
un rendimiento mayor a una formada por empresas del sector energético, farmacéutico
y la combinaciéon de empresas de distintos sectores. Este hecho demuestra el motivo por
el cudl en la PCA tenian coeficientes tan elevados puesto que se nos estaba indicando la
gran incidencia que tendrian en una cartera que replicase este indice bursatil. Ademas,
podemos ver que la cartera conformada por mas activos, la tercera, reduce significativa-
mente la volatilidad y por tanto el rendimiento de nuestra cartera de inversién, hecho
que evidencia el efecto de la diversifiacién comentado al inicio de este trabajo. En otras
palabras, pese a que conformamos una cartera con los activos financieros que méds inci-
dencia tienen en la volatilidad del indice, el hecho de aumentar el nimero de activos en
los que invertimos genera una disminucién en el riesgo de la propia cartera. También,
podemos comprobar que una cartera conformada por activos de las empresas que la PCA
nos indicaba que tenian poca influencia efectivamente implican la cartera menos volatil.
Por ultimo, también se hace constar que una vez tenemos calculadas las carteras éptimas,
cualquier cartera factible de cualquiera de los tres casos se obtendré, como ha sido expli-
cado durante todo el trabajo, imponiendo la rentabilidad que queramos para calcular el
correspondiente riesgo asociado a la cartera.



Capitulo 6

Conclusiones

En primer lugar, hemos expuesto, desde un punto de vista estatico, el modelo de
Markowitz para la optimizacién de carteras de inversion asi como la solucién al problema
de optimizacién para el caso de una cartera de n activos de riesgos y otra con un activo
libre de riesgo. Se ha definido el conjunto de carteras eficientes para un nivel de riesgo
y rendimiento mediante la frontera eficiente y cémo ésta varia conforme tenemos una
cartera con o sin un activo libre de riesgo. Ademads, se ha presentado y definido el modelo
de valoracién de activos financieros CAPM, sus consideraciones y propiedades, su relacién
y sus diferencias con el modelo de Markowitz y la férmula que define la relacién entre el
mercado y los activos que conforman una cartera de inversién.

Después, hemos definido, mediante evoluciones temporales; las medias, las varianzas y
las covarianzas de los activos para poder definir y solucionar el problema de Markowitz a
partir de un analisis dindmico. De esta forma, lo que hemos podido comprobar es que tanto
el rendimiento como el riesgo de las carteras de inversién dependian de una nueva variable,
el tiempo. Por tanto, desde un punto de vista dinamico, el modelo de Markowitz tiene en
cuenta la media y la varianza de la cartera y también la incertidumbre del momento en el
que el inversor decida seleccionar la cartera o invertir sus recursos. Es por ello que hemos
podido comprobar que la frontera eficiente, en este caso, varia y lo hara en funcién del
momento en el que se decida invertir en los diferentes activos financieros.

Por dltimo, hemos planteado la técnica estadistica del analisis de componentes princi-
pales para poder escoger diferentes carteras de inversiéon con mayor o menor riesgo para
tratar de encontrar una cartera formada por activos de las empresas que conforman el
IBEX-35 lo més 6ptima posible. Esta técnica nos ha permitido conformar hasta 35 carte-
ras a partir de combinaciones lineales de los activos que conforman el indice pero hemos
escogido la primera, como componente principal, para analizar la cartera mas representa-
tiva de la volatilidad del mercado burséatil espanol. En ella, hemos podido identificar las
empresas de los sectores que mas incidencia tienen en el riesgo del indice y hemos construi-
do tres carteras, que hemos posteriormente optimizado mediante el modelo de Markowitz,
para ver la incidencia de los resultados del andlisis de componentes principales a la hora
de seleccionar y mas tarde optimizar una cartera de inversion.

Asi pues, este trabajo nos ha permitido ver, entender y calcular las carteras éptimas
de inversién y, posteriormente, el andlisis de componentes principales nos ha permitido
reducir la dimension de las posibles carteras que nos explican el riesgo de un mercado en
particular para poder aplicar todos estos conocimientos, desde un punto de vista estatico
y dindmico, en una aplicacién préactica para un inversor cualquiera.
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Nota: Todas las iméagenes y graficos utilizados en este trabajo son de elabo-
racion propia asi como los calculos realizados en Microsoft Excel.



