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Introduccio

0.1 Introduction

In this work we will discuss conformal mappings between simply connected domains
in the complex plane, and more generally, in the Riemann sphere. Basic knowledge of
complex analysis is assumed. The main theorem of the theory of conformal mapping,
and the guideline of this work, is the Riemann’s theorem, which proves the existence of
a conformal map bijective between any simply connected domain and the unit disk. This

proof is not constructive.
This memoir consists of four chapters.

In the first chapter we recall the relationship between holomorphicity and conformal-
ity: a function is conformal if and only if it is holomorphic with non-zero derivative. We

also give simple examples of such transformations.

In the second chapter we state Riemann’s theorem and we introduce two families of
transformations corresponding to domains with simple geometry: the Mobius transforma-
tions and the Schwarz-Christoffel transformations. The first ones give often the explicit
transformation stated by Riemann’s theorem for domains limited by circles and straight

lines, whereas the latter give transformations from the upper half-plane into a polygon.

In the third chapter we prove Riemann’s theorem by two different methods. One is
based on normal families of holomorphic functions, and the other, the method initially de-
vised by Riemann, on the solution of the Dirichlet problem in bounded simply connected
domains.



6 INDEX

In the last chapter we show two applications of conformal mapping. Conformality is
one of the attributes often desired in a projection of (a part of) the Earth on a map. We
consider the three mare usual conformal projections (or maps): the Mercator projection,
the stereographic projection and the Lambert conical projection. The second application
concerns ideal fluid dynamics in the plane: for irrotational and incompressible flows the

streamlines can be obtained as level curves of a certain conformal map.

0.2 Introduccio

En aquest treball parlarem sobre les representacions conformes entre dominis simplement
connexos del pla complex, i més generalment, de I’esfera de Riemann. Donem per as-
sumits coneixements basics d’analisi complexa per comprendre els continguts d’aquest
treball. El teorema principal de la teoria de representacions conformes, i que serveix de
guié d’aquest treball, és el teorema de Riemann, el qual prova I’existencia d’una repre-
sentacié conforme i bijectiva entre qualsevol domini simplement connex 1 el disc unitat.

La prova no és constructiva.
La memoria consta de quatre capitols.

En el primer capitol es recorda la relacié entre holomorfia i conformalitat: una fun-
ci6 és conforme si, i només si, és holomorfa amb derivada no nul-la. Es donen també

exemples senzills de transformacions d’aquesta mena.

En el segon capitol s’enuncia el teorema de Riemann i es veuen explicitament dues
families de transformacions conformes que corresponen a casos de dominis geometrica-
ment senzills: les transformacions de Mobius i les transformacions de Schwarz-Christoffel.
Les primeres permeten sovint obtenir la transformacié enunciada pel teorema de Riemann
per a dominis limitats per cercles 1 rectes, mentre que les segones donen transformacions

del semipla superior a I’interior d’un poligon.

En el tercer capitol es prova el teorema de Riemann de dues maneres diferents. Una
utilitzant families normals de funcions holomorfes, i I’altra, el metode ideat per Riemann,

a partir de la solucié del problema de Dirichlet a dominis simplement connexos acotats.

En I’dltim capitol es veuen dues aplicacions de la teoria de representacions conformes.

6



0.2. Introduccio 7

Sovint la conformalitat és una de les propietats desitjades a les projeccions de la Terra en
un mapa. Veurem les tres projeccions conformes més usuals per a la realitzacié de mapes:
la projeccié de Mercator, la projecci6 estereografica i la projeccié conica de Lambert. La
segona aplicacid és en la dinamica de fluids ideals en el pla: per a fluids irrotacionals 1
incompressibles les linies de corrent es poden obtenir a partir de les corbes de nivell de
una certa transformaci6 conforme.
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Capitol 1
Holomortfia i conformalitat

En aquest breu capitol introductori recorderem la relaci6 entre holomorfia i conformalitat

(preservaci6 d’angles).

Definicié. Sigui Q) C C un obert, f una funcio definida en 2 i zy € ). Direm que f és

holomorfa en zy si existeix el limit

lim f(Z) B f(20> _ f,(ZO)'
2—20 zZ — 2
Si la funcié f és holomorfa per a tots els punts de () es diu que [ és holomorfa a )
i es denota com f € H(Q)). Les funcions holomorfes en tot el pla complex s’anomenen

enteres.

Recordem que si f : R? — R? tal que (z,y) — (u(z,y),v(x,y)) amb u,v :
R? — R, aleshores f és diferenciable a R? en (o, yo) si existeix df : R* — R? lineal
tal que

lim 1f(z,y) — f(zo,y0) — df (x — 20,y — y0)|l

— 0.
(@,4)—(z0,50) | (x — zo, y — yo)||

L aplicacié df és la diferencial de f en (¢, yo) i s’escriu

df (zo, o) = <§_%(560;y0) g_%(xmyo)) _ (ux(xo7yo) uy(xo,y0)> |

a—m(fo,yo) g—y(xo,yo) Ve (0, Yo) Uy(xOmyO)

9



10 Holomorfia i conformalitat

Suposem ara que f : 2 C C — Césholomorfaa zy € Q. Sigui A = f'(z) = a+if
la derivada complexa al punt zy. Observem que z — Az és lineal, i si 2z = z+1y, aquesta

aplicacio lineal és equivalent a

r+iy — (a+i8)(x +iy) = ax — By +i(fx + ay)
. — o =P o )
Yy 8« Y
. . a b\ , . . .
Per tant, es diu que una matriu A = < d) és C-linealsia =dib = —c.
c

Aixi tenim que

z)— f(z z)— f(z0) — Mz — 2
i L&) =) L SR f) M)
Z—20 zZ— 20 zZ—20 zZ— 20
- T
1) — Faow) — () (7)1
, B« Yy
= lim = 0.
(z,y)—(x0,y0) ”(l’ —Z0,Y — yO)H

Resumint, hem demostrat:
Teorema 1.1. Sigui f(z,y) = u(x,y) + iv(z,y) i 20 = To + Yo.

Aleshores [ és holomorfa en z, si, i només si, | és diferenciable en el sentit real i la

diferencial df (zo,yo) és C-lineal, és a dir, es compleixen les equacions segiients

Aquestes equacions s’anomenen les equacions de Cauchy-Riemann.

Tot seguit mostrarem la relacié entre holomorfia i conformalitat.

Definicié. Una funcié f : Q@ — R™ es diu que és conforme a zy € Q si df (zo) és

invertible i preserva els angles.

10



11

Proposicié 1.2. Una funcio f és conforme en zy si, i només si, f és holomorfa en z i

f'(z0) # 0.

A més, Iaplicacio lineal df (zy) és un gir de Arg(f'(z0)) seguit d’una dilatacié de

factor | f'(z)|-

Demostracid. Observem que si 7y, (t) i 72(t) son dues corbes regulars tals que v;(0) =
v2(0) = 20, 71(0) # 01 ~5(0) # 0, aleshores I’angle de 7 i v, en el punt zy és I’angle

entre els vectors tangents, és a dir, Arg [7{ (0)75(0)] .

Sigui ara 7;(t) = f(7:(t)) peri = 1, 2. Llavors el vector tangent a 7; en el punt f(z)
és
%(0) = (f ©%)'(0) = df (20)(7i(0)) per i=1,2.

Per tant, ’angle que forma 7; amb 7, és

Arg |df (20) (71 (0))df (z0) 5(0))

Observem que la condici6 que df (zg) sigui invertible és necessaria per a poder parlar
de I’angle entre 7; i 7, perque si no podria passar que una d’aquestes corbes tingués

vector tangent nul en el punt f(z).

Suposem ara que f és holomorfa al voltant del punt zy i que f’(29) # 0. Aleshores
sabem que

df (20)(7/(0)) = f'(20)7:(0).
Per tant, ’angle entre ; 1 - €s

Arg [ /(200 (0) T o)) | = Arg [[£(20)F 71(0)75(0) | = Arg [41(0)25(0)
és a dir, f és conforme a z.

Ara comparem la longitud del vector tangent a una corba amb la longitud del vector de
la corba imatge, és a dir, comparem |7/(0)| amb |df (zy)(7/(0))|. Com que f és holomorfa

tenim que

[df (20) (7' (0)] = 1f"(20)| [V (0)].

11



12 Holomorfia i conformalitat

Aix{ resulta que la distorsi6 de la longitud provocada per f és la mateixa en totes les

direccions i val | f'(zo)].

Veiem ara, reciprocament, que si f és conforme en 2, aleshores f és holomorfa en z

i f'(z0) # 0, és a dir, volem veure que %(zo) = 0.

Com que f és conforme en 2, tenim que

df (z0)(w) _ Of 0f ( \®
- 5(20) + E(Z’O)Ev w e C\ {0}

té argument constant.
Sigui

f'(20) = %(zo) = Re™ amb R > 0.

Prenem w = ¢ amb 6 € [0, 27] i tenim aleshores que

df (z0) (") — R 4 a_f<20)672i0

et 0z

té argument constant. Dividim per e i obtenim que

d 0 0 ,
Re™ ™ f(20>0<€ ) — R+ _{(Zo)e—z(%—kw)
e 0z
que té argument constant en variar #. Aixd només és possible si % (z0) = 0. ]

Exemple 1. La transformacio z“ amb o > 0 és conforme en sectors d’angle < %’r Essent

e ealogz — ealog|z|+zaargz

on log z i arg z son determinacions del logaritme i de I’argument. Veiem que per a que hi

PR .. . . 2
hagi injectivitat cal que 0 < carg z < 2m, és a dir, 0 < arg z < =%

Considerem la regio Sl = {rew ceC:0<0<p,r> 0}. Observem que qualsevol

altre sector del pla complex es pot enviar a un de I’estil de Q05 amb el gir adequat.

Aleshores la funcio p(z) = 27 envia Q3 al semipla superior H.

12



13

Figura 1.1: Transformaci6 de Qs per 27 .

Observem que a zop = 0 (on f’(29) s’anul-la 0 no és definit) no hi ha conformalitat.
Aix0 mostra que la hipotesi f'(zy) # 0 de la Proposicié 1.2 no es pot eliminar.

Exemple 2. Si z = x + iy, I'exponencial té la forma ¢* = e*e¥, aixi e* és el modul i
y és I’argument de €. Per tant, [’exponiencial és conforme sobre tota banda horitzontal

d’al¢cada extrictament menor a 2.

Sigui B, = {z€C:0<Imz<a,a€ (0,21)}. Observem que qualsevol banda
horitzontal d’al¢ada menor a 27 es pot enviar a una banda horitzonal de la forma de B,,
a partir d’una traslacio. De fet, de tota banda de C d’amplada « és pot arribar a una de

la forma de B, a base de traslacions i rotacions.

Per tant, I’exponencial e* envia bandes horitzontals B, a sectors Q, amb o € (0, 27).

13



14 Holomorfia i conformalitat

Figura 1.2: Tranformacié de la banda B, al sector {25 (5 = «) mitjangant I’exponencial.

Observem també que la part esquerra de la banda horitzontal
E={2e€C:0<Imz<a,Rez <0}

queda representada a la part del sector que queda dins del disc unitat D, mentre que la

part de la dreta
D={ze€C:0<Imz<a,Rez >0}

és enviada a la part del sector fora de .

14



Capitol 2
El teorema de Riemann

El teorema principal de la teoria de representacions conformes €s el teorema de Riemann
que diu que, des del punt de vista de I’analisi complexa, tots els dominis simplement
connexos son equivalents. En aquest capitol enunciarem aquest teorema i veurem algunes
families d’exemples de transformacions conformes de dominis del pla complex al disc

unitat.

Teorema de Riemann. Sigui 2 C C un obert simplement connex i a € $) un punt
qualsevol. Aleshores existeix una vinica f : 0 — D conforme que satisfa f(a) = 0 i

f'(a) > 0.

Observem que, pel teorema de Liouville, no pot haver-hi cap transformacié conforme
de CaD.

El teorema de Riemann ens prova I’existencia i la unicitat, perd no ens dona explici-
tament la transformacié. En general, no €s possible trobar aquesta expressié explicita.
Tanmateix, en casos geometricament senzills és possible obtenir explicitament aquestes

transformacions.

Veiem tot seguit dues families de transformacions conformes entre dominis simple-

ment connexos geometricament senzills.

15



16 El teorema de Riemann

2.1 Homografies o transformacions de Mobius

2.1.1 Definicio i propietats basiques

Vegen en aquesta seccid les propietats més rellevants de les transformacions de Mobius

pel que fa a la representaci6 conforme.

Definicid. Una homografia o transformacio de Mébius és una funcio racional de la forma

az+0b .
¢(z)—cz+d amb a,b,c,d e C i ad—bc+#D0.

Notem M el conjunt de les transformacions de Mobius

Tal i com esta definida inicialment, ¢ € M és holomorfaen C\ { ;c‘i } Arabé, ¢ es pot
estendre de manera natural a una transformacié holomorfa de 1’esfera S? en ella mateixa
definint ¢(c0) = ¢ i ¢(=¢) = oo (recordem que, per definicid, ¢ es diu holomorfa a oo si
¢(2) és holomorfa a 0).

Identificant S? amb I’espai projectiu P! (C) i prenent les coordenades homogenies a

C, és adir, z — [z : 1], tenim que

6(2) = z|  fa b\ |z| |az+b| az+2
2_¢1_cd l_cz—l—d_czf_

amb ad — bc # 0.

Amb aquest punt de vista veiem que ¢(z) ve donada per una matriu

()

amb det A # 0 i, per tant, té una inversa donada per la matriu A~!, és a dir,
dz—0b
—cz+a

¢~ (2) =

Aquest mateix punt de vista mostra que M té estructura de grup amb I’operaci6é com-

posicid, que correspon al producte de matrius.

Vegem ara un primer resultat sobre 1’estructura d’aquest grup.

16



2.1. Homografies o transformacions de Mobius 17

Proposicio 2.1. Tota transformacio de Mobius es pot expressar com a composicio de
aquests quatre tipus de transformacions elementals:

1) Traslacio: z — z +a, a € C.

2) Dilatacio: z +— Az, N € R.

3) Rotacié: z — €%z, a € R.

4) Inversa: z — %

Demostracio. Si ¢ # 0 tenim que

az+b %(CZ-I—d)—Fb—%i a b ad 1
¢<Z>_cz+d_ cz+d _E+ c z—i—% = 95001003002001()
on
d y
¢1(z) = z+ — (traslacid)
c
1
¢2(2) = = (inversa)
z
b d
d5(2) = |- — =] 2 (dilatacio)
c
; b ad
— (109 — -7 t .,
Pa(z) = €2, arg(c > ) (rotacid)
¢5(2) = g (traslacid).
c
Si ¢ = 0 tenim que
¢(z) = ‘2 ¢z 10
ld d
amb § = arg 1, per tant, ¢ €s la composicié d’una rotacid, una dilatacié i una traslacio.
]

2.1.2 Propietats geometriques

Veurem tot seguit que les transformacions de Mobius preserven els cercles de S2.

17



18 El teorema de Riemann

Observem primer de tot que els cercles a S? es veuen a C com a un cercle si el punt

de I’infinit no pertany al cercle, o com a una recta si el punt de I’infinit pertany al cercle.
L’equaci6 general d’un cercle a S? és

laz+>=R* amb o,€C i R>0.

Aixo €s equivalent a

la|” 2z + afz+apz + B> — R*=0.

Si escrivim A = |a|?, B = @i C' = |B|° — R? tenim que 1’equacié general d’un

cercle a S? és de la forma
AZ+Bz+Bz+C =0

amb A,C e R,Be Ci|B| > AC.

Proposici6 2.2. Tota homografia transforma el conjunt de cercles a S?, és a dir, circum-

ferencies i rectes a C, en si mateix.

Demostracio. Només cal veure-ho per a les quatre homografies basiques de la proposicié
2.1. Es obvi per a traslacions, dilatacions i rotacions. Veiem-ho pel cas de la transformacié
inversa z — 1 = w. Un cercle

AzZ+Bz+Bz+C =0
amb A,C € R, Be Ci|B|* > AC.

Dividim per 27z i1 obtenim

B B (C
A+ = +—=—+—==0,
z z 74
és a dir,
A+ BwW+ Bw + Cuww = 0,
que també és 1’equaci6 d’un cercle. ]

Una transformacié de Mobius queda determinada per la seva matriu, en la que hi
ha tres parametres independents. En conseqiiencia, tota homografia queda univocament
determinada pel valor de tres punts diferents:

18



2.1. Homografies o transformacions de Mobius 19

Proposicio 2.3. Donats tres punts diferents zy, zo, z3 hi ha una tinica homografia ¢ tal
que
¢
(21, 29, 23) — (0,1, 00).

Demostracié. Lexisténcia és immediata: si zq, 29, 23 € C definim

¢(z)222_232_21

29 — 21 2 — 23

Si algun z; = oo, aleshores ¢ ve donada per

(29 — z:»,)i si 23 =00
P(2) = = Si 29 =00
2;21 (z — 21) si 23 = o0.

Provem ara la unicitat de ¢. Suposem que ¢ i ¢ s6n dues homografies tals que

(217 292, 23) 'd)—’) (07 17 OO)

Considerem ¢ = ¢! o ¢. Observem que o(z;) = zjperaj = 1,2,31 ¢ és una

homografia. Pero una homografia diferent de la identitat no pot tenir tres punts fixos, ja

az+b
cz+d

que I’equacié = 2z, és a dir,
e +(d—a)z—b=0,

només té dues solucions. Per tant, ¢ = Id i gz~5 = ¢. O

Corol‘lari 2.4. Donades dues ternes de punts diferents (z1, z2, z3) i (w1, wa, w3), existeix

una vunica homografia ¢ tal que

]
(21, 22, 23) — (w1, Wa, w3).

Demostracio. Sigui ¢, tal que
(217 29, 23) '& (07 ]-) OO)

i sigui ¢, tal que
(w17w27 w3) '& (07 17 OO)

19



20 El teorema de Riemann

Aleshores, ¢ = ¢, o ¢ envia (21, 22, 23) a (w1, wa, w3).
Per veure la unicitat suposem que existeix una altra ¢ tal que

(21,2’2, 23) 'i> (w17w27w3>'

Aleshores, per la proposici6 anterior, tenim que ¢; = ¢ o ¢, perque tenen la mateixa

imatge a (21, 29, 23) 1, per tant, ¢ = ¢. O
Exemple 3. Busquem 1’homografia ¢(z) = %IZ que transforma 0,1,00 en —1,0, 1,
respectivament. Si prenem a = 1 i tenim en compte que ¢(i) = 0 obtenim ¢(z) = ﬁ.
Per altra banda observem que ¢(c0) = 11 ¢(0) = —1, aixi obtenim
z—1
9(z) = z24+1

Observem que ¢ envia I’eix real al cercle unitat i si prenem H = {z € C : Imz > 0}
la seva imatge haura de ser el disc unitat, ja que ¢(i) = 0.

L’homografia ¢~ (z) = i1== envia H al disc unitat.

Exemple 4. Considerem els dominis Q = D(—1,+/2) N D(1,v/2) i busquem la transfor-
macié de Mébius que envia ) a H preservant el segment (—i,1).

Considerem la transformacio de Mobius ¢ que envia —i a 0, 1a > i 0 a 1, és a dir

__ itz . . . . oo .
¢(z) = F=. Aquesta transformacio envia la recta imaginaria a la recta que passa per
o(—1i) =0i¢(0) = 1, és adir, ala recta real. Per altra banda, $(£2) és un sector simétric
respecte la recta real. Com que ’angle que formen els dos cercles a —i és /2, aquest

sector té també obertura /2. Aixi, $(Q) = {re? : —w/4 < 0 < 7 /4}.

Figura 2.1: Exemple 4.

20



2.1. Homografies o transformacions de Mobius 21

Fem ara 2% i obtenim el semipla de la dreta D = {re? : —7w/2 < 0 < w/2}.

Finalment multiplicant per i obtenim H. Per tant, la transformacio de Mobius que envia

Q) a H buscada és
1+ z 2
d(2) = .
(2) (i—z) !

2.1.3 Automorfismes de dominis simplement connexos

En aquesta secci6 veiem com les transformacions de Mdbius permeten classificar els au-

tomorfismes dels dominis simplement connexos del pla.

Definicié. Sigui 2 C C un domini. Un automorfisme de ) és una aplicacié holomofa de

Q en Q i bijectiva. Notem Aut(2) al conjunt dels automorfismes de ).

Lema 2.5. El conjunt del automorfismes de C esta format per les transformacions lineals

w=az+bambac C\{0}ibeC, ésadir Aut(C) ={az+b:a € C\{0},beC}

Demostracié. Es obvi que Aut(C) D {az+b:a € C\ {0},b € C}.

Veiem que Aut(C) C {az+b:a € C\{0},be C}. Sigui ¢ : C — C un auto-
morfisme i considerem f(w) = ¢(<), que és una funcié holomorfa a C \ {0}. Mirem
quin tipus de singularitat aillada és el 0.

No és una singularitat evitable: si ho fos f(w) seria acotada a I’entorn de w = 0. Aix0

diria que ¢(z) és acotada a una regi6

z| > R > 01, per tant, a tot C. Aix0 contradiu el

teorema de Liouville, que diu que les Gniques funcions enteres i acotades sn constants.

No és una singularitat essencial: si ho fos, el teorema de Casorati-Weierstrass diria
que per a tot § > 0, f(D(0,9)) és dens a C. Fixem § > 0 i prenem € > 20. Pel teorema
de I’aplicaci6 oberta, f(D(e, 5)) és obert, i com que f(D(0,6)) és dens a C tenim

F(D(0,6)) N f(D(e,5)) # 0

1 aixo contradiu la injectivitat.

Per tant, la singularitat és un pol. Aleshores el desenvolupament de Laurent de f al
punt w = 0 és de la forma

Cc_
f(w)z—+---+71—|—co+clw+--~—|—cmwm+---

21



22 El teorema de Riemann

Aix0 déna

c Cm
¢(2)=cfn2"+-~-+cflz+60+;1+---+—+---

Zm

Com que ¢(z) és holomorfa a tot C necessariament ¢, = 0, Vk > 0 i, per tant,
d(2) = c_pz" ++c1z + ¢

és un polinomi. Com que ¢ és injectiva, pel teorema fonamental de I’algebra, tenim que

¢ ha de ser un polinomi de grau 1. ]
Proposici6 2.6. El conjunt dels automorfismes de S* és igual al conjunt de transforma-
cions de Mébius, és a dir, Aut(S?) = M.

Demostracié. Es obvi, pel que hem explicat a I’inici d’aquesta seccié, que M C Aut(S?).

Veiem que Aut(S?) C M. Sigui p € Aut(S?), aleshores existeix a € S? tal que
¢(a) = oo. Prenem ¢ € M amb ¢~1(a) = co. Llavors la composici6 ¢ o ¢ envia co a 0o

i, per tant, és un automorfisme de C.

Pel lema anterior tenim que existeixen a € C\ {0} i b € C tals que p(¢(¢)) = al +0.
Si z = ¢(¢) tenim

Per tant, p € M, jaque ¢~ € M. O

Passem tot seguit a clasificar els automorfismes de . L’element principal per fer-ho

és el segilient lema:

Lema de Schwarz. Sigui f : D — D una funcié holomorfa. Si f(0) = 0, aleshores

i) |f(2)| < |z| pertot 0 < |z] < 1.

i) [f(0)] < 1.

iii) Si en i) o ii) s’assoleix la igualtat per algun z # 0, aleshores f(z) = Az, on \ és

una constant de modul igual a 1.
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2.1. Homografies o transformacions de Mobius 23

f(z)

Demostracié. Sigui g(z) = =, aleshores g(z) és holomorfa per atot 0 < [z| < 1ité

una singularitat evitable en z = 0, ja que f(0) = 0. Si definim

. f(z
o(0) = 1m 7~ p0)
tenim que g és holomorfa en D.
Fixat 0 < r < 1, si |z| = r tenim que
f2)] 1
= < —.
o = [22] < 2

Pel principi del mddul maxim tenim que |g(z)| < X per a tot |z| < r. Aleshores fixat

z € D1 fent tendir r a 1 obtenim
l9(2)] < 1.

Aix0 es compleix per a tot z € D. Per tant, tenim que

- ‘Sl peratot 0 <|z| <1,

és a dir,

|f(2)] <|z| peratot 0 < |z| <1.

Per altra banda, també hem vist que

9(0)| = [f(0)] < 1.

Per provar iii) observem que si s’assoleix la igualtat, aleshores hi ha un punt z € D tal
que |g(z)| = 1. Pel principi del modul maxim tenim que g(z) = A amb |\| = 1. Per tant,
f(z) = Az, O

Teorema 2.7. Els automorfismes de D son les transformacions de Mobius que envien D

a D. Més explicitament,

—a

_Z:a,)\EC, la| <1 i |)\|:1}C./\/l.

Aut(D) = {)\ -

23



24 El teorema de Riemann

Observacio. Aquest resultat amb combinacio del teorema de Riemann permet classificar
els automorfismes de qualsevol domini ) simplement connex: si ¢ : 2 — D és la

representacio conforme donada pel teorema de Riemann, aleshores

Aut(Q) = {9 opop: ¢ € Aut(D)}.

Demostracio. Veiem primer que

z —

Aut(D) D {)\1

L e NeC, o<1 i |>\|:1}.
z

Observem que, per un calcul directe, si |A| = 1,

TP —al)

11 —az|

Z—aQ

1=

1—az

Aleshores si |z| = 1 tenim que

C -l

zZ—a
1—1A = =0
‘ 1 —az 11 —az|?
isiz € Dia € D tenim que
2 2 2
— 1— 1 —
1_‘Az aff_ 0RO
1l —az |1 —az|

de manera que A\-=—=- € D.

1-az

Aix0 mostra que aquestes transformacions de Mobius envien D a D i, per tant, son
automorfismes de ID.
Veiem ara que no n’hi ha d’altes, és a dir,

zZ—aQ

Aut(D) C {A :

ra, e C, Jal <1 i |)\|:1}.

—az

Sigui ¢ € Aut(DD), llavors existeix a € D amb ¢(a) = 0. Prenem p(¢) = =5 = 2.
Aixi tenim que ¢(0) = a i

pop:D—D
(r—w=(po9p)(C)

24



2.1. Homografies o transformacions de Mobius 25

amb (¢ o ¢)(0) = 0. Per altra banda
e logp™:D—D
w— (= (¢ o g ) (w)
amb (p~1 o ¢~ 1)(0) = 0.
Pel lema de Schwarz tenim que

(@ o) <IC]

1 també
(e~ oo™ )(w)]| < |u],
és a dir,

<l < [(@o@)(Q)]-

Resumint, hem vist que
(@0 9) ()] = <]

i, per tant, pel lema de Schwarz

(@0 ) (C) = AC.

En termes de z,

jaque pl(z) = &=, O

Corol-lari 2.8. Siguin a,b € . Aleshores existeix p : D — D conforme tal que
p(a) = b.

Demostracio. Considerem

z2—a . ~ z—0b
o) =l i =
Prenem ¢ = ¢! 0 ¢ i tenim que ¢(a) = b. O

Observem que, segons el teorema d’uniformitzacio, les tniques superficies de Rie-
mann simplement connexes sén equivalents a ), C o S2. Per tant, mitjangant M es

classifiquen tots els automorfismes de les superf“icies de Riemann simplent connexes.
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26 El teorema de Riemann

2.2 Transformacions de Schwarz-Christoffel

La segona familia de transformacions conformes que veurem son les anomenades trans-
formacions de Schwarz-Christoffel, que donen representacions conformes per a poligons.
Christoffel era un matematic alemany que va estudiar a Berlin i després va anar a Zurich a
treballar de professor. Alla va publicar els primers papers sobre les férmules de Schwarz-
Christoffel en I’any 1862. Uns anys més tard, Schwarz va publicar un contigut que abar-
cava tot el territory de Christoffel 1 alguns aspectes més sobre les formules de Schwarz-
Christoffel aparentment independent de Christoffel 1 amb férmules més explicites com,

per exemple, per a triangles o rectangles.

2.2.1 Introduccio

Sigui zp € R fixat i considerem una funcié f(z) amb derivada

f'(z) = (2 = x0)*,
on —1 < a < 1. Escollim la branca de I’argument de manera que

™ < ( ) < 3T
—— < a — —.
5 rg(z — o) < 5

Estudiem la imatge de 1’eix real per f. Suposem primer que z € (g, 00), aleshores

f(2) és conforme, ja que f'(z) # 0. Observem que
arg f'(z) = aarg(z — xg) = 0.
Per tant, f((zo,00)) és paral-lel a I’eix real.
Suposem ara que z € (—00, o). Com abans, f(z) és conforme i tenim que

arg f'(z) = aarg(z — x9) = ar.

Es a dir, f((—o00, o)) és una semirecta que forma un angle a7 amb 1’eix real.
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2.2. Transformacions de Schwarz-Christoffel 27

F(zo).on

/

-

Figura 2.2: Transformacié de 1’eix real per f amb f'(z) = (z — z¢)“.

2.2.2 Generalitzacio

Sigui xy,...,x; € R fixats amb z; < --- < xj i considerem una funcié f(z) amb
derivada

f’(z) = Nz — )™ - (2 — ),

on—1<ai,- - ,a, <1iXeC\{0}. Aleshores

arg f'(z) = arg A+ o arg(z — 1) + - - - + o arg(z — ).

Aix{i tenim que, si z € R,

(arg/\ sl 2> xp

arg A\ + Qg 81 Ty < 2 < 2y
arg f'(z) = {

arg A + qpm + -+ -+ Qo7 Sl 11 <2< 2y

larg A + agm + -+ a7 si z <.

Essent arg z continu a C \ ({iy : y < 0}, tenim que f és holomorfa en el domini
C\{z1+iy:y <0pU--- U{zp +iy 1y < 0}).

27



28 El teorema de Riemann

Per tant, per a tot z € H, on H és el semipla superior, podem escriure

0

)= [ CF(QdC+ B = A / (G — ) (¢ — )+ B

amb z, € H. Les transformacions d’aquesta forma sén les anomenades transformacions
de Schwarz-Christoffel.

2.2.3 Poligons

Volem utilitzar les transformacions de Schwarz-Christoffel per a construir transforma-

cions conformes de H a un poligon donat.

Sigui P un poligon amb vertexs wy, . .., w; ordenats en el sentit antihorari 1 siguin
017, ..., 0,7 els angles dels respectius vertexs wy, ..., wg, on —1 < O1,..., 6, < 1ide
manera que

Oy + -+ O = —2m.

Wjt1

Figura 2.3: Ordenaci6 d’angles i vertexs.

Observem que si coneixem els vertexs wy, ..., wg_1 1 els angles 6y, ..., 0,7, lla-
vors el vertex wy, 1 1’angle 6,7 estan determinats de manera tnica. La idea per a trobar els
nombres reals 1 < --- < xj_1 €s que siguin les preimatges dels vertexs wy, ..., wWg_1

respectivament, i que x = oo sigui la preimatge del vertex wy.
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2.2. Transformacions de Schwarz-Christoffel 29

Aleshores

9(z) = /Z<C —x)" (= mpe) e

20
transforma I’eix real en un poligon () amb k vertexs amb angles 0, m, ..., 0,7 similar al
poligon P, perd no necessariament és el poligon P. Per aconseguir el poligon P hauriem

de fer una dilatacid, una traslacio i1 una rotacio.

Veiem tot seguit un reciproc del que acabem de veure. Per a enunciar i provar el
teorema canviarem la notacié dels angles del poligon,d = « — 1, per tal de facilitar la

demostracio.

Teorema 2.9. Sigui g una representacio conforme del semipla H sobre un poligon de n
costats que té els angles interiors de mides aq, . .., q,T i siguin x4, ..., x, els punts de

Ieix real que g aplica a en els vertexs del poligon. Aleshores, fixat un punt z, € H

g(z) = A/Z(C — ) (= 2N+ B,

20
Obervem primer que

9(z) = A/Z(C — )" (=)™ NdC + B

20

és equivalent a
g(z)=Alz =)™ " (2 — @)™

1 també a ,
z ap — 1 o, — 1
Jd(z) z—x z— Ty,
Aix0 ens mostra que Z’/’((j)) té un pol simple amb residu o, — 1 al voltant del punt zy.
Demostracio. Estudiarem el comportament de %, que és holomorfa a Hi, al voltant d’un

punt z;, amb g(z) = wy. Considerem la funcié fi(z) = (g(z) — wk)i que és holomorfa
a H. Quan z tendeix a I’eix real, I'm fy(z) tendeix a 0 i, pel principi de simetria, fy(z)
és holomorfa en un entorn de z amb fi(xx) = 01 f.(zx) # 0, jaque si fi(zx) = 0 hi

hauria punts del semipla inferior que anirien a parar per g a I'interior de del poligon.
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30 El teorema de Riemann

Per tant, podem escriure fy(2) = (2 — zx)pr(z) amb g (z) holomorfa en un entorn
de xy 1 ¢ (xy) # 0. Sigui hy(z) una determinacié de ¢ (z)**. Per tant,

1

fi(2) = (g(2) —wp)r = (2 — zp)r(2)
1, elevant a la potencia oy,
9(z) — wy, = (2 — 2) ()
on hy(z) és holomorfa en un entron de zy, i hy(xy) # 0.

Calculant resulta que

g"(z)  arlar —1)(z — ) 2hy(2) + 2002 — 2) 0 (2) + (2 — 25)*h)(2)
J'(2) ap(z — x)% Th(2) + (2 — x) %R (2)

9"(z)  aw—1 _ 2aphy(z) + (2 — ap)hi(2) — (o — 1M (2)

gd(z)  z—ap aghi(2) + (2 — z)hy(2)

Per tant, la singularitat aillada en el punt z; és un pol simple amb residu o, — 1.

Finalment, estidiem % al voltant del punt de I'infinit. Suposem que I’infinit es
correspon a un punt wy de la frontera del poligon que no sigui un vertex. Tot 1 aixi podem
considerar que €s un vertex amb angle 7, és a dir, tenim oy = 1. Aleshores, com abans

podem veure que
1
g(z) = wy + 2 + h(z)

amb h(z) holomorfa a I’entorn de I’infinit. Si |z| és prou gran tenim que

7 z 2
=) 2
gz) =2
Per tant, Z/,/((ZZ)) és holomorfa i nul-la a I’infinit. Considerem ara p(z) = g(%) definida

en el semipla inferior i observem que és holomorfa al semipla inferior. Fixem I’interval
(g, Tr4+1) 1 apliquem a ¢ el gir que transforma el costat [wy, wg1] del poligon en un
segment de I’eix real, llavors aquesta funci6 girada de ¢ sera la reflexié de g a través de
(xg, Tr41) en el sentit que empalmara continuament amb ¢ sobre aquest interval. Si aixo
9" (2)
g'(2)
mateix per a totes, ja que aplicar un gir és multiplicar per una constant de modul 1.

és el

ho fem per a tot £ = 1,...,n trobarem diverses reflexions, perd el valor de
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2.2. Transformacions de Schwarz-Christoffel 31

1" ., . D
Per tant, resulta que % (2) s una funcié meromorfa a I’esfera de Riemann que té un
g'(2)

pol simple a cada z; amb residu o, — 1 1 nul-la 1 holomorfa a I'infinit. Per tant ha de ser

de la forma ”( ) ) )
2 ] — oy —

g — 1 _|_+ ,

Jd(z) z—x 2 —x,

tal 1 com voliem veure. O]

A continuaci6é veurem dos exemples de la utilitzaci6é de les férmules de Schwarz-

Christoffel. Tornarem a canviar la notaci6 dels angles per la inicial.

Exemple 5. Trobem la transformacio de Schwarz-Christoffel que envia el semipla supe-

rior H a Uinterior del triangle amb vértexs als punts —1,0, 1.

Considerem
wy =1, wy=—1, wz=0,
aixi que
0, = —%, 0y = —Z, 03 = —3
Prenent x1 = —1, xr9 = 11 29 = 0 obtenim

Fz) = A/OZ(Q +1)7i(¢C—1)"1d¢ + B = A/O (2 —1)"4%d¢ + B.

Imposem f(—1) =ii f(1) = —1i escrivint

1
_ 2 _1\-32
H—/O(C 1) 1d(

tenim que
—Ak+B=1i1 i Ak+ B=-1.

Resolem i obtenim que

—1—1 —1
A= ‘ [ B:Z
2K 2
Per tant,
11— [* 3 1—1
— —1)"2d .
16 = =g [ @ = 1tac+ 5
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32 El teorema de Riemann

Fr f¥Yi
/4 ' 7

h

Figura 2.4: Exemple 5.

Exemple 6. Trobem la transformacio de Schwarz-Christoffel que envia el semipla supe-

rior H al domini

P={:=zx+iy:2>0,y>0tU{z=a+iy: 2 <0,y >1}.

Considerem
wy =1, wy =0, ws=o00,
aixi que . .
0, = 37 0y = —3
Penent v1 = —1, xo = 11 z9 = 1 obtenim que
£(2) :A/lz(g+1)5(§—1)‘§d§+3:A/lz (%)ngﬂa

=A ((z2 —1)2 +log(z + (22 — 1)%)> + B,

suposant que hem escollit una branca del logaritme adequada per tal que la funcié sigui

holomorfa a H. Imposem que f(—1) =i i f(1) = 0, tenim que
Alog(—1)+B=1i i Alogl+B=0

i resolent obtenim que A = % i B =0. Per tant,

f(z) =+ (22— D) +log(= + (2 = 1)),

7
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Figura 2.5: Exemple 6.
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Capitol 3
Demostracio del teorema de Riemann

En aquest capitol veurem dues proves del teorema de Riemann enunciat al capitol anterior.
La primera prova es basa en certes propietats d’uniformitat de les families de funcions
holomorfes. La segona prova, la que originalment va concebre Riemann, utilitza eines de

la teoria del potencial.

3.1 El teorema de Montel

Una familia de funcions F es diu normal si tota successié de F té una parcial uniforme-
ment convergent sobre compactes. En aquesta seccid provarem el teorema de Montel, que

diu que tota familia acotada de funcions holomorfes és normal.

Comencem amb un resultat classic que permet provar que la conformalitat es preserva

en fer limits uniformes a compactes.

Teorema 3.1. (Hurwitz) Sigui 2 C C un obert connex i sigui { f,,} C H(2) una successio

de funcions que convergeixa f € H () uniformement en compactes a ). Suposem f # 0,

D(a,R) C Qi f(z) #0Vz € 9D(a,r).

Aleshores Ing tal que Yn > ng {f.} i f tenen el mateix nombre de zeros (comptant
multiplicitats) a D(a, R).
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36 Demostracio del teorema de Riemann

Demostracio. Com que f(z) # 0, Vz € 0D(a, R) tenim que

inf |f(z)|=0>0.

|z—a|=R

Aleshores, per la convergencia uniforme en compactes, podem triar un n prou gran de

manera que

4]
sup [f(2) = ()] < 5.

|z—a|=R

Per tant, | f,,(z) — f(2)| < § <6 < |f(2)|, 2 € OD(a, R) i pel teorema de Rouché
tenim que

#(Z(fn) N D(a, R)) = #(Z(f) N D(a, R)).
O

Corol-lari 3.2. Sigui 2 C C un obert connex i sigui { f,,} C H(S2) una successio de fun-
cions tals que f,(z) # 0, Vz € Q, Vn € N. Suposem que { f,,} convergeix uniformement
a f. Si f(z) = 0peracert z € ), aleshores f = 0.

Demostracié. Si f # 0, perd f(a) = 0, aleshores podem escollir R > 0 prou petit per tal
que a sigui I’tGnic zero de f en D(a, R) C (2. Llavors, pel teorema de Hurwitz, f,, per n

prou gran té un zero en D(a, R). Contradiccid! O

Corol-lari 3.3. Sigui Q) C C un obert connex i sigui {f,} C H()) una successio de
funcions injectives i holomorfes tals que { f,,} convergeix uniformement a f. Aleshores f

és constant o injectiva.

Demostracio. Suposem que f no és constant ni injectiva. Aleshores Ja,b € 2 amb a # b
tals que f(a) = f(b) = w.

Considerem les funcions

gn(2) = fu(2) —w 1 g(2) = f(z) —w.

Prenem 0 > 0 prou petit per tal que

D(@,0)cQ, D®b.6)CQ, D(a,0)ND,0) =0
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3.1. El teorema de Montel 37

if(z) #0,Vz € 0D(a,d),Vz € 0D(b,0).

Aleshores pel teorema de Hurwitz aplicat a g i gy, si n és prou gran, Ja,, € D(a, ) tal
que f,(a,) = wianalogament 3b, € D(b, ) tal que f,(b,) = wia, # b,. Contradiccid!
O]

Definicié. Sigui ) un obert. Es diu que una familia de funcions FCC(2) és acotada si
supser || fllx < +oo, VK C Q compacte, és a dir, les funcions de F son uniformement

acotades per cada compacte de ).

Definicio. Sigui ) un obert. Es diu que una familia de funcions F CC(S)) és equicontinua
azy € QsiVe > 035(e) > 0 tal que si |z — z| < & aleshores, |f(z) — f(z0)] < €
VfeF.

Remarquem que fixat e > 0, el mateix o > 0 va bé per a totes les funcions de F.

Teorema 3.4. Sigui F C H(S2) una familia de funcions acotada. Aleshores F és equicon-
tinua a tot zg € (L.

Demostracio. Sigui zp € 1 r > 0 de manera que D(zp,7) C 2. Aleshores Vz €
D(z,7) 1 f € F tenim, per la férmula de Cauchy,

_ Z:L Lw)w—i —f(UJ)w
£(2) = f(z0) ./MW a / .

2m Wz 270 Jap(z) W — 20

Per tant,
1 flw)  f(w) _
£ (2) = f(20)] < e o=z w—2 2mr =
f(w) f(w)]

= |z — 2| sup

:le_Z()l v weAD(z0,r) |w Z‘

weD(zo,r)

(w— 2)(w — z)

Per altra banda, com que f € F i F és acotada, tenim que

sup HinD(zw) = M, < +o0.
fer

Essent inf,cop(zo,r) |[w — 2| =7 — |2 — 20| obtenim

fw)l I M,

|z — 20| sup |z — 20| M, sup = |z — 2o| ———.
weDD(zo,r) |w_z| wedD(zo,r) |w—z| T_|Z_ZO|
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38 Demostracio del teorema de Riemann

En particular, si |z — 29| < § tenim que

£(2) = F(z0)] < |z — z0] 2

VfeF.
O

Teorema 3.5. Sigui FCC(S2) una familia equicontinua per a tot zy € )i sigui { f,,} una
successio de funcions de F tal que {f,} convergeix puntualment a f a un conjunt dens
S C Q.

Aleshores, f €C(2) i {f,} convergeix uniformement a f per a tot K C Q) compacte.

Demostracio. Siguie > 01siguiw € ). Aleshores, per I’equicontinuitat, existeix d,, > 0
tal que si |z — w| < d,, aleshores | f,,(z) — fu(w)| < €, VS, € {fn}.

Passant al limit obtenim
1f(z) = fw)| <e si |z—w|<dy
i, per tant, f és continua a w. Aix0 mostra que f €C(£2).

Veiem que { f,,} convergeix puntualment a tot w € €. Per fer-ho veiem que {f,} és
de Cauchy per a tot w € Q. Fixem w € Qi prenem z € D(w, d,,) NS, que és possible

perque S és dens a (2. Aleshores, si n i m s6n prou grans, tenim

[f(w) = fa(w)] < [fm(w) = fm(2)] + [fm(2) = fu(2)] + [fa(2) = fn(w)]| < 3e,
jaque

o |fn(w) — fi(2)| < €i|fu(z) — fm(w)| < € per I’equicontinuitat de F.

o |fm(2) — fu(2)| <€ perque {f.(z)} convergeix puntualment a f(z) atot z € S.

Sigui ara K C 2 un compacte. Considerem el recobriment infinit obert de K

| D(w,s,) 2 K.

weK

Essent K compacte existeixen wy, . .., w,, € K tals que

K C | JD(w;,6,,).
j=1
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3.1. El teorema de Montel 39

Per la convergencia puntual de {f,} als punts w;, podem escollir n, € N tal que
|fo(w;) — f(w))] <eVj=1,...,m,Vn > n,.
Aleshores si z € D(wj,dy,;) in > ng tenim que

1f(2) = fa(R)] 1S (2) = Fw)) | + [f(wi) = fulw))] + [fa(ws) = fu(2)] < 3e,

jaque

o |f(z) — f(w;)| < e perque f és continua a w;.
o |f(w;) — fu(w;)| < eperque {f,} convergeix puntualment a f als punts w.

o |fu(w;) — fu(2)| < eperque {f,} C FiF és una familia equicontinua.
Per tant, { f,,} convergeix uniformement a f en K. O

Arribem finalment al resultat desitjat.

Teorema 3.6. (Montel) Sigui F C H(2) una familia acotada de funcions. Aleshores tota

successio { f,} C F té una successio parcial convergent en compactes.

Demostracio. Sigui {f,} C F una successié de funcions i sigui S = {z1,22,...} un
conjunt numerable i dens a €.

Com que F C H (1) és una familia acotada, F és equicontinua. Per aplicar el teorema
anterior volem construir una parcial que convergeix puntualment a tots els punts de S. Ho

fem amb un procés diagonal:
La successi6 { f,(z1)}.-, C K té una parcial convergent { f,,, (1)} -, a un valor que
anomenem f(2).

9]
n=1°

[e.9]

Ara mirem la successié { f,,, (z2) } 1>

que té una parcial convergent { f,,,(z2)} —,, que

convergeix a un valor que anomenem f ;). Obviament, {f,,(z1)}>, també convergeix

af(zl).

Aixi successivament obtenim una successio { f,,, } -, tal que

lim f, (21) = f(2x)

Nj—>00
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40 Demostracio del teorema de Riemann

1 també
lim fo,(z) = f(z) Vi<k.

N —r00

Definim ¢, = f,,. Llavors {g,} és una parcial de {f,} i {gn(2x)} -, convergeix a
f(zk), Vzi, € S.

Finalment, aplicant el teorema anterior a {g,, } deduim que { g, } convergeix uniforme-

ment en compactes. ]

3.2 Demostracio del teorema de Riemann amb families

normals

En aquesta secci6 utilitzarem els resultats que acabem que veure per a provar el teorema

de Riemann. Recordem I’enunciat:

Teorema de Riemann. Sigui 0 C C un obert simplement connex i a € ) un punt

qualsevol. Aleshores existeix una tinica f : 0 — 1D conforme que satisfa f(a) = 0 i

#'(a) > 0.

Veiem primer la unicitat. Suposem que existeix una altra g : 2 — D conforme tal
que g(a) = 0i¢'(a) > 0, aleshores tenim que f o g~! : D — D també és conforme. De
fet, (f o g71)(2) = €¥2, ja que es tracta d’automorfisme del disc que envia 0 a 0 (veure
Teorema 2.7).

Observem que

(fog™)(0)=f'(g~"(0)(g™")(0) = f/<g_1(0>>g/(g—11(0)) - ;ég =0

Per tant, tenim que ¢ > 0, ésadir, § = 0i (f o g7!)(2) = 2 o, equivalentment,

f(z) = g(2).
Per a provar I’ existeéncia ho farem en uns quants passos:

Lema 3.7. Si Q) C C és un obert simplement connex i f : () — C és holomorfa en € tal
que f(z) # 0Vz € Q, aleshores g : Q@ — C holomorfa en 2 tal que g*(2) = f(z).
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3.2. Demostracio del teorema de Riemann amb families normals 41

Demostracio. Com que ) és un obert simplement connex existeix una branca de log f.

Aleshores només cal pendre
g(2) = e3log f(2)

]

Lema 3.8. Sigui () C C és un obert connex amb la propietat que tota funcio holomorfa
que no s’anul-la mai a ) té una arrel quadrada holomorfa, aleshores f : Q@ — f(Q2) C

D injectiva.
Demostracio. Agafem b € C\ Qi considerem g : @ — C amb g(z) = vz — b, és a dir,

g*(z) = z — b. Aleshores, si 21, 2o €

g9(z1) = g(22) = 9(21)2 =21 —b=2—b= 9(22)2 = 2] = 2.

Per tant, g és injectiva i pel teorema de 1’aplicaci6 oberta g(£2) és un obert.
Agafem ara wy € g(2) i r > 0 de manera que D(wp, ) C g(£2).

Observem que D(—wy,r) C C\ g(£2), ja que si existeix un punt w € D(—wp, ) N
g(2) llavors w = g(z1) amb z; € Qi —w € D(wp,r) C g(2) i —w = g(29) amb 25 € Q.

Pero

9(z1) = —g(z) = g(z1)’ =g(n)? = a1 —b=2—b= 2z =25 = g(z) = g(z1) = —g(=) =
= g(%)=0=>0=g(n)=2—-b=2=0bcC\g(Q) Contradiccid!

Considerem ara f(z) = " Tenim:

2(g(2) +wo)

o [ € H(). Enefecte, |g(z) + wo| = |g(2) — (—wp)| > 7 > 0.

T T
injectiva. En efect e — = e — =
e f injectiva. En efecte, f(z) & 200 T ) aadbY g9(z) + wy &
r
g(z)zﬁ—wo.

Per a cada ) la solucié €s unica, ja que g és injectiva.

T r 1
— = Vze.
5 z

* VO = s e <o
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42 Demostracio del teorema de Riemann

Per tant, f(Q) C D(0,3) C D. O

Lema 3.9. Sigui Q) C C un obert connex amb la propietat que tota funcio holomorfa que
no s’anul-la mai a €} té una arrel quadrada holomorfa. Fixat un punt a € ), existeix una

funcié holomorfa i injectiva en §, g tal que g(2) C D, g(a) =01i g'(a) > 0.

Demostracié Considerem f com la del lema anterior i I’automorfisme del disc, ®(z) =

ezf
) 96[0277)

Considerem g = ® o f. Obviament, es compleix ¢(Q) C D i g(a) = 0. Veiem que
podem triar § de manera que ¢’(a) > 0. Tenim

! Y Y / 0 1_|f<a)’ / o ew /
jaquesio(z) = Eb tenim que ¢'(b) = ; 1|b|2.
Triant § = — Arg f’(a) obtenim la g desitjada. O

Lema 3.10. Sigui 2 C C un obert connex, ) # C amb la propietat de que tota funcio
holomorfa que no s’anul-la mai a ) té una arrel quadrada holomorfa. Fixat a € )
existeix [ : Q) — D conforme tal que f(a) =01i f'(a) > 0

Observem que demostrant aquest lema ja haurem demostrat 1’existencia de la repre-
sentacio conforme donada per el teorema de Riemann.
La idea d’aquesta prova és agafar, d’entre les funcions donades pel Lema 3.9, la que

ocupa una part més gran del disc, és a dir, la que té f’(a) maxima.

Demostracio. Sigui

F={f € H(Q): injectivaamb f(Q2) C D, f(a) =0, f'(a) >0}U{0}.

Pel lema anterior sabem que F conté alguna f # 0.

Com que

sup [| fllp <1
feF

42



3.2. Demostracio del teorema de Riemann amb families normals 43

F és acotada i, pel teorema de Montel, tota {f,,} C F té una parcial uniformement

COI’lVCI'gCI’lt en compactes.

Veiem ara que F és tancat. Pel Corol-lari 3.3, tot limit
f = lim f, (uniformementen compactes)
n—oo

és o bé constant, o bé una funcié injectiva. Essent f,(a) = 0 ¥n € N, si el limit és
constant ha de ser la constant 0 € F.

Si lim,, ., f,, no és constant tenim que

e f injectiva pel corol-lari 3.3.
e f(a) =lim, o fn(a) = 0.

e f(Q2) C D ja que sabem que f(2) C D i, pel teorema de 1’aplicacié oberta, tenim
que f(2) és obert, és a dir, tenim que 9D N f(Q) = (.

e f'(a) > 0jaque f'(a) = lim, o f/(a) > 0, perdo si f’(a) = 0 f no seria injectiva
1 tindriem una contradiccid.
En conclusié F és tancada i, per tant, compacte.

Considerem ¥V : F — R tal que f —— f’(a). ¥ és una funcié continua en un

compacte 1, per tant, ha de tenir un valor maxim absolut.
Prenem f amb valor f'(a) > 0 maxim i vegem que f(€2) = D.

Suposem que f(2) # Diescollimw € D\ f(€2). Aleshores podem trobar h € H(2)
tal que

h(z)? = —lf(_z)mf(z))?
jaque % no s’anul-la (pel Lema 3.7).
Sigui ara
h(z) — h(a
o) = A
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on |A| = 1 es tria de manera que ¢'(a) > 0. Tenim g € F, isi ¢(c) = )\%,

)
9(z) = (90 h)(2).

Per tant,
1
"(a) = |g'(a)] = [(¢p o h)'(a)| = |¢'(h(a))h (a)| = N(a)l,
g'(a) =1g'(a)| = [(¢ o h)'(a)| = |¢'(h(a))h'(a)| 1—|h(a)|2’ (a)|
jaque L L
iy L= h(a)s + (s = h(a)h(a) _ | 1 - |h(a)[’
S T T RE 1= hlas
, 1—|h(a)|” 1
h(a))| = |A = .
S ‘ A= bl 7| ~ 1= b
Derivem h(z)? = % i obtenim
1y = Lo W) +(f(z) —w) ) 1—Juwf’
2h(z)h'(2) = L=/ (=) f(2) (1 —wf(2)?

Si avaluem en z = a obtenim 2h(a)h/(a) = (1 — |w|*) f'(a).
Per tant, tenim que

i)~ (D@ (0= )

2@ 2yJw]
jaque (@
_ fl—w
h(a)* = I —wfa) —w.
Aleshores,
/ 1 / 1 1_|w|2/ 1"+_|w|/
=——1Ih = = — 0,
/@ = 1 ar O = T g e @ = G @
jaque

1+ Jw] > 2y/Jw| = 1 = 2/|w| + [w| > 0= (1 — y/|w|)*> > 0.

Per tant, ¢'(a) > f'(a), la qual cosa contradiu la maximilitat de f’(a) i, per tant,
f(Q) =D. O
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3.3. Demostracio del teorema de Riemann amb el problema de Dirichlet 45

3.3 Demostracio del teorema de Riemann amb el proble-

ma de Dirichlet

A continuacié veurem breument la demostracié que va pensar el propi Riemann del teo-
rema de Riemann, tot 1 que la prova que va donar al 1851 no era completa. Molts
matematics, com ara Schwarz o Poincaré, van provar de completar-la. No fou fins el

1900 que Osgood, un matematic america, va donar una prova rigorosa del teorema.

Suposarem conegut que, per a un domini simplement connex i acotat, el problema de
Dirichlet

i) Au=0
té solucio.
Recordem primer que una funcié h € C%(2) és harmonica si Ah = % + giy}; =0
Per altra banda recordem també que si €2 €s un domini simplement connex i h €és una
funcié harmonica en (2, aleshores existeix una funcié holomorfa, f, tal que Ref = h.

També cal recordar que la composicié d’una funcié harmonica amb una funci6é holomorfa

€s harmonica.
Definicié. Una funcié Gq(zo, z), com a funcié de la variable z, es diu que és la funcié de
Green a () amb pol a z, € €2 si compleix les propietats segiients:
1) Ga(zo,2) és continua a Q \ {z} i harmonica a Q \ {z}.
2) Go(z,2) — 5= log |z — zo| és harmonica a Q.
3) Ga(zo,2) =0 quan z € 05
Aquestes propietats defineixen G (2, ) de manera tnica: si Ho(2, z) té les mateix-
es propietats que Gq(zo, ). Llavors
o Go(z0,2) — Hq(20, z) és harmonica a §) per la propietat 2).
o Go(z0,2) — Hq(z0,2) és nulla a OS2 per la propietats 3).
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46 Demostracio del teorema de Riemann

i, per tant, pel principi del maxim, és nul-la a I’interior, és a dir, Gqo(29, 2) = Hq(20, 2).
Veiem tot seguit que la transformacié conforme preserva la funcié de Green.

Proposicio 3.11. Siguin 2, Q' dos dominis acotats del pla complex, zq € Q, wg € Q' i

f & — Q una representacié conforme tal que f(wg) = zo.

Si Go(z0, 2) és la funcié de Green de Q2 amb pol a zy € €, aleshores Gz, f(w)) és

la funcio de Green de €)' amb pol a wy, és a dir,

Gor(wo, w) = Galzo, f(w)) w e\ {wp}.
Demostracié. Només cal veure que la funcié Gq(zg, f(w)) compleix les condicions 1),
2)i3)aQ iperwy € V.

Si w tendeix a O0§Y, aleshores f(w) tendeix cap a 0f2. En efecte, sigui {w,} una
succesio de punts de €)' que tendeix a 9V, és a dir, VK’ C ' existeix ny € N tal que

w, ¢ K’', ¥n > ngy. Prenem un compacte X C €) i volem veure que existeix ny € N tal
que f(w,) ¢ K,Vn > ng. Aleshores

flun) € K & f7H(f(wn)) = wa € f7H(K)

icom que f~1(K) és compacte i {w, } tendeix a €Y, existeix ng € N tal que w,, ¢ f(K),
Vn > ny.

Per tant, f(w) tendeix cap a 0f.

Per altra banda, com que G (2o, z) s’anul-la a la frontera de €2 i €2 és acotat tenim que
Galz, f(w)) és continua a ' \ {2z} i s’anul-la a 9. També tenim que Gq(zo, f(w))
és una funcié harmonica a 2" \ {wy} per ser la composicié de una funcié holomorfa amb

una funcié harmonica.

Per ultim sabem que existeix una funcié h harmonica a €2 tal que

1
Galzo,2) — %log |z — 20| = —h(2), z€Q.

Per tant, .
Galz, f(w)) = 5-log | f(w) — 2| = —h(f(w))
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3.3. Demostracio del teorema de Riemann amb el problema de Dirichlet 47

és harmonica a € i

G20, £(w)) — 5~ Togw — ol = ~h(f(w)) — 5 log w — wp| + o log | f(w) ~ =]

és una funcié harmonica a {2/, ja que

f(w) = f(wo)

log | f(w) — zo| — log |w — wp| = log

i % és holomorfa i no nul-la al voltant de wy, ja que per la conformalitat f'(wg) #

0. [
Exemple 7. La funcio de Green de D amb pol al origen és
1
Gp(0,2) = %log KR
ja que compleix les condicions 1), 2) i 3).

Si ara volem determinar la funcié de Green amb pol a z, € D prenem la representacio
conforme ¢ : D — D tal que ¢(z) = 0, és a dir,

. zZ— 20
Per la proposicio anterior, tenim llavors
1 Z— 2
G = Gp(0 =—1 .
(20, 2) (0, ¢(2)) S %oz

Exemple 8. En general, donat ) un domini acotat i simplement connex del pla i z, € €}
podem trobar la funcio de Green de §) amb pol a 2y a partir de la representacio conforme

donada pel teorema de Riemann.

Pel teorema de Riemann sabem que existeix una representacio conforme f : ) — D

tal que f(z9) = 0. Per tant, per la proposicié anterior tenim que

Galz0,2) = Go(0, 7(2)) = 5-Togf(2)], = €0\ (=0}

Aixi, el coneixement de la representacié conforme d’un domini simplement connex
sobre el disc ens permet saber la funci6 de Green del domini. Ara veurem que, reciproca-

ment, la funcié de Green permet construir la representacié conforme.
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48 Demostracio del teorema de Riemann

Proposici6 3.12. Sigui ) un domini simplement connex i acotat del pla complex i sigui
2o € (). Si existeix la funcio de Green de ) amb pol a z,, aleshores existeix una repre-
sentacio conforme f : Q0 — D tal que f(2z9) = 01i f'(z9) > 0.

Demostracid. SiGg(zo, z) és lafuncié de Green amb pol a 2, sabem que hi ha una funcié

h, continua a £ i harmonica a € tal que
1
Gal(zo, 2) — %log |z — 20| = —h(2).

Com que €2 és simplement connex la funcié h t€ una funcié harmonica conjugada, h,

és a dir, tal que h + ih és holomorfa.

Considerem ara la funcid

Flz0,2) = (2 — z)e 2 hEFiRE),
que és holomorfa a © amb un zero simple en el punt z,. A més, | (2, 2)| = |z — 2| e 2™

tendeix a 1 quan z tendeix cap a 0¢2, ja que

log | f(z0,2)| = log |z — 20| — 2wh(z) = 270G (20, 2).

Com que | f(zo, 2)| és continua a 2, pel principi del maxim, tenim que | f(zo, 2)| < 1,
Vz e Q.

Per tant, f(zo, z) aplica € en el disc unitat i s’anul-la en zy. Ara cal veure que f(z, z)
és injectiva a {2 i que pren tot valor w € . Aix{i la proposicié quedara provada, ja que
només cal pendre f(z) = \f(zg, z) amb |\| = 1 adequat de manera que f’(z) > 0.

Veiem que f(zo, z) és injectiva a 2: Sigui z; € €2, definim la funcié

_ f(20,2) — f(20, 21) '
1 — f(20,21)f(20,2)

Qb(an 215 Z)

Observem que ¢ és holomorfa a (2, |(zo, 21, 2)| < 1, (20, 21, 21) = 01 |d(20, 21, 2)| =
1siz € 00.

Sigui f(z1, z) construida de forma analoga a f(zp, z). Com que f(z1,z) té un zero

simple en z; tenim que la funci6

é(20, 21, 2)
f<207 Z)
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és holomorfa a Qi |h(z)| = 1si z € 0. Per tant, pel principi del maxim, tenim que
|h(z)| < 1, Vz € Q. En particular,

i com que 2y, 21 s6n dos punts qualsevols de €2, es poden intercanviar entre si per obtenir

|f(z0,21)| = |f(21,20)| 1 aixi, |h(20)] = 1. Per tant la funcié

h| agafa el seu maxim en

un punt de 2 i és necessariament constant.

Aleshores tenim que

|o(20, 21, 2)| = |f(21,2)]| #0 si z# 2z
i, per tant, f(zo,2) # f(z0,21) si 2 # 2z1. Aixi tenim que f(zo, z) és injectiva.

Veiem ara que f(zg, z) és exhaustiva. Sigui w € D i suposem que f (2o, z) no pren el

valor w a €. Aleshores la funcié

flzo,2) —w
g(z) = (0_—)

1 —wf(z0,2)
és holomorfa a Qi g(z) # 0, Vz € Q. Perd |g(z)| = 1si z € 09 i, per tant, g(lz) és
holomorfa i ‘ﬁ‘ = 1siz € 0N. Aleshores, pel principi del maxim, tenim que |g(z)| = 1
si z € Q, de fet g és constant de modul 1. Perd |g(z9)| = |w| < 1. Contradiccid! O

A continuacié veurem la prova del teorema de Riemann per a un obert obert simple-
ment connex 1 acotat. El cas general es pot reduir al cas acotat de manera senzilla. En

particular, si C \ Q # () podem fer una rotaci6 de I’esfera de Riemann de manera que
€ C\ .

Demostracio. Sigui €) un obert simplement connex i acotat. Resolem el problema de
Dirichlet:

i) Au=0

Z’L) U,|6Q = f
amb f(z) = 5-log |z — 20| € C (09).
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50 Demostracio del teorema de Riemann

Sigui h la solucié i definim

1
Gal(z0,2) = %log |z — 20| — h(2).

Veiem que Gq(zo, z) compleix les tres propietats que caracteritzen les funcions de

Green.

1) Clarament, G (20, 2) és continua a  \ {2} i harmonica a  \ {20}.
2) Gal(z,2) — 5= log|z — z| = —h(2) és harmdnica a  per i).

3) Gal(zo,2) = 0 quan z € 0N per ii).

Per la Proposici6 3.12, I’existencia de la funci6é de Green amb pol a 2, assegura 1’ex-
istencia de f : 2 — D conforme tal que f(z9) =01 f'(2) > 0. O
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Capitol 4
Aplicacions

Aquest capitol el dediquem a dues aplicacions classiques de la representacié conforme.
La primera fa referencia a la construccié de mapes, i la segona a I’estudi de la dinamica

de fluids ideals al pla.

4.1 Cartografia

En la projeccié de la Terra en un mapa sovint es desitja que es preservin els angles com,
per exemple, en la navegacié. Veurem aqui una familia de projeccions cartografiques
conformes (vegeu [D]). Comencarem amb els dos casos més coneguts de representacions

d’aquesta familia.

4.1.1 La projeccié de Mercator

Mercator va néixer a Flandes

La projeccié de Mercator va ser presentada per Gerardus Mercator (1512-1594) el
1569. La idea de Mercator era fer un mapa per a la navegaci6 transoceanica. Les eines
basiques de navegaci6 de 1’epoca eren el compas, que permetia determinar els rumbs, 1

I’astrolabi, que permetia determinar la latitud, pero no la longitud. Les propietats basiques
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52 Aplicacions

del mapa havien de ser:

1) En la direcci6 vertical tenir la direccié nord-sud.

i1) En la direcié horitzontal tenir la direccid oest-est, preservant la llargaria de ’e-
quador.

1ii) Les linies de rumb constant (loxodromes) s’havien de transformar en linies rectes.

Vegem tot seguit com ha de ser una transformacié amb aquestes propietats.

Per simplificar suposarem que el radi de I’esfera és igual a 1. Les dues primeres
propietats impliquen que la imatge de 1’esfera es troba en una zona del pla d’amplada
27. Els meridians seran linies verticals i els paral-lels seran linies horitzontals. Queda per
determinar a quina al¢cada cal dibuixar els paral-lels per a tenir iii), €s a dir, per a tenir una
transformaci6 conforme.

Parametritzem 1’esfera amb les coordenades esferiques:
xr =cospcost, y=sinpcost, 2z =sinb,

on ¢ € [—m, 7] éslalongitudif € [—7F, 7] és la latitud.

0 2R

Paral.lel de latitud 6 (blau): Llargaria a la Terra: 27r = 27 R cos(6)
Llargaria al mapa: 27 R

Figura 4.1: Representacio del paral-lel de latitud 6.
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4.1. Cartografia 53

Observem primer que la llargaria del paral-lel de latitud 6 és 27 cos 6, ja que el radi

del paral-lel és cos . En representar el paral-lel al pla tindra una llargaria de 27, la qual

1

cosa vol dir que I’hem magnificat en un factor de -,

1 aix0 no depen del radi. Per tant,

com més ens allunyem de I’equador més distorsionades son les distacies del mapa.

Mirem ara a quina al¢ada cal dibuixar els paral-lels. Hem de triar 4(#) de manera que
I’angle a I’esfera i I’angle al mapa coincideixin (conformalitat).

Conformalitat: A/B=A"/B’

(p+1t,0+s)
LA
|
o

Figura 4.2: Transformacié de I’esfera al pla.

Diem s a un increment infinitesimal de latitud 1 ¢ a un increment infinitesimal de
longitud.

Cal que % = %: per preservar els angles (veure la figura de sobre). En altres paraules

la conformalitat dona

_h(6+s)—h(6)
~ t

Y

~+| ®»

cos
és a dir,
1 N h(0 + s) — h(0)

~

cos s

Per tant, la conformalitat equival a

Jim h(s+0)—h(®) 1 '
s—0 s cos(0)
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54 Aplicacions

Aleshores hem de resoldre 1’equacié diferencial:

Integrant, amb un canvi de variable, arribem a

do cos(
o) _/COS(Q) N / 1 — sin? / — x2
1/ dx 1/ dx 1 < )
= — —|—— — —
2 l—z 2 1+ =z 2
= Intan Q—i—z
N 2 4)°

Es a dir, per a dibuixar el mapa hem de fer una escala en la latitud de In tan (g + %)
per tal que es preservin els angles en el mapa.

Els mapes de Mercator s6n bons perque preserven els angles, perd no les arees o
distancies, sobretot si som lluny de I’equador. Per exemple, Groenlandia i Africa es veuen
de la mateixa mida, perd Africa és en realitat 14 vegades més gran.

A T’eépoca de Mercator no es coneixia el logarime. De fet, el va donar una taula que
no se sap molt bé com la va obtenir. Més tard es va observar que els nombres de la taula
de Mercator i els de la taula del logaritme de la tangent coincidien.
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4.1. Cartografia 55

Figura 4.3: Mapamundi de Mercator de I’any 1569.

4.1.2 La projeccio estereografica

La projeccio6 esterografica projecta 1’esfera al pla. La més usual és la de projectar desde

el pol nord al pla tangent al pol sud com mostra la figura seguent:
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Figura 4.4: Projecci6 estereografica.

Si P és un punt de I’esfera, aleshores P’ és la projecci6 de P tal com mostra la figura.
Observem que tot punt P de ’esfera de latitud 6 esta a una distancia r = SP’ de I’origen
del pla. Sigui 7' de manera que OT = sin @, aleshores els triangles NPT i NP'S s6n

similars. Per tant, tenint en compte que el radi de I’esfera és 1 i que PT = cos 6 tenim

r cos 1

2 sin0+1 tanf +secd

En les coordenades cartesianes s’escriu

2 )
(g, 0) = tan 6 +2sec0 S @
y(p,0) = ~tanf + secf cose

No és usual fer mapes de la Terra amb la projecié estereografica, ja que, com €s de
imaginar, hi ha una distorssié molt gran en el pol nord. En canvi, si que s’utilitzen per a

fer mapes regionals de les zones polars.
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Figura 4.5: Mapa de la Terra amb la projeccio estereografica des del pol Sud.

4.1.3 Projeccions coniques

Vegem tot seguit una familia de projeccions, dissenyades per Lambert a I’any 1772, que

generalitzen les dues que acabem de veure.

Per a les projeccions coniques ens hem d’imaginar un con tangent a I’esfera en un

paral-lel de referéncia de latitud 6, com a la figura segiient:
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Figura 4.6: Projeccid conica amb paral-lel de referéncia 6.

Observem que al desplegar el con, els medidians es transformen en rectes que con-
vergeixen a I’origen del sector de cercle i els paral-lels son arcs de circumferencia de radi

p(0) amb centre a (0, py) com mostra la figura segiient:

Figura 4.7: Coordenades de la projeccid conica.
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Fixem-nos que hem posat les coordenades de manera que el paral-lel de referéncia
de latitud 6 passi per ’origen, és a dir, p(6y) = po. Quan despleguem el con forma un
sector de cercle amb angle menor a 27, de fet aquest angle és 27k on k = cos 6. Per tant,

expressat amb coordenades cartesianes s’escriu

z(p,0) = p(0) sin(kep)
y(p,0) = po — p(0) cos(kyp).

Veiem ara com hem de triar p(f) de manera que la transformacié sigui conforme.
Considerem un rectangle com el de la figura 4.7 i notem ¢ = /6, s = sy¢. Aleshores,

com que volem que es preservin els angles cal

p(0+1t)—p(0)  2mt
ksp(0) " 2nscos b’

és a dir,

cos f

kp(0)secd.

Aixi, doncs, hem de resoldre 1’equaci6 diferencial de variables separables

p'(0) = —kp(6) sech
p(bo) = po.

Obsevem que el signe negatiu es degut a que p(6) decreix a mesura que 6 creix.

La soluci6 d’aquesta equaci6 diferencial lineal ve donada per

’ k
p(6) = poexp (—k/ secﬁam) — poexp <_k10g (M)) — (M) |

o tan 0y + sec b tan 6 + secf

Escollim % de manera que la llargaria del paral-lel de latitud 6, es preservi. Es a dir,
que es compleixi

21 cos Oy = 2mpok

que impica
cos b
t= .
Po
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Per tant, la projeccié conica conforme amb paral-lel de referéncia de latitud 6, ve

donada per
cos 6y
tan 0y + sec b
0) = po [ ——2) PO
Pl0) = ro < tan 6 + sec 0 )

amb la condici6 cos 6y < py.

En el nostre cas en el que el con és tangent a I’esfera tenim, com podem observar en

la figura 4.6, que py = cot 0 i, per tant,

tan 0 + sec 6\ "%
tan @ + sec 6 ’

p(6) = cot by (

Aixi expressat en coordenades cartesianes tenim

tan 0y + sec 6y \ "% ,
.T(QD, 9) = cot (90 (m) Sln(gé S 90)
tan 6 + sec ) "% _
y(g@, 0) = cot 90 — cot 90 <m) COS(QO Sin 00)

Figura 4.8: Mapa d’Europa realitzat amb la projeccié de Lambert.
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Les projeccions cartografiques que s’utilitzen en realitat a I’hora de fer mapes no sén
exactament les que acabem de presentar. Aqui hem modelitzat la Terra per una esfera,
per0 en realitat un model el-lipsoidal és més acurat, i és aquest el que s’utilitza. Aixo és
degut a la rotaci6 de la Terra, i a la forca centrifuga associada que provoquen un lleuger
aixafament dels pols. Actualment I’el-lipsoide estandard utilitzat és I’anomenat WGS84,
que té un eix major de 6.378.173m, i un eix menor de 6.356.752,3142m.

Per altra banda, a la projeccié conica de Lambert s’ utilitzen dos paral-lels de referencia
propers, de manera que el con no €s tangent siné que secciona 1’el-lipsoide en aquests

paral-lels.

4.2 Dinamica de fluids

Considerem el moviment d’un fluid en un domini D simplement connex del pla. Pensem
en el fluid com a una col-leccié de particules en moviment i diem v(z) el vector de ve-
locitat en el punt z. La direccié de v(z) és la direccié en la que es mou la particula i la

longitud |v(z)| és la velocitat en la que es mou la particula.

Suposem que:

1) La velocitat v(z) no depeén del temps.
2) No entra ni surt fluid a D.

3) El flux és incompressible, és a dir, la densitat del fluid és la mateixa en tots els punts
de D.

4) El flux és irrotacional, és a dir, no hi ha circulaci6 al voltant de petits cercles dins
D.

Mirem quina és I’expressié matematica d’aquestes condicions. Sigui v una corba
diferenciable en D. Notem ¢ al vector tangent unitari a la corba 7 1 7 al vector normal
unitari de . Si parametritzem - amb el parametre arc, y(s) = (z(s),y(s)), aleshores

tenim que
dx dy

%
==Y
(ds’ds)’

d dx
- _ 4y ar
" _<ds7 ds)'
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Definim el flux a través de v com

:/v-%}ds.
¥

Siv(z) = (P, Q) el flux a través de ~y és aleshores

o ds = dy _dvy .o _
F—/f}- nds-[y(P,Q)(dS, ds)dS—/(de Qdx).

o

Per altra banda, si v és una corba tancada podem definir la circulacié a través de vy

C:/v-?ds.
Y

També la podem expressar com

C:Av-?ds:/(P Q)(dm jy)ds:/(deJery).

com

~

Aplicant el teorema de Green obtenim

:/v-ﬁdS—/ a—P+%dxdy,

o foton [

on () indica la regi6 tancada per la corba ~.

Per tant, per les hipotesis 2) 1 3) tenim que a D es compleix

P 00

%—Fa—y—(), (0] V-U—O
1 per la hipotesi 4)

0Q OP

a—x—a—y—o, (6] VX'U—O.

Aquestes son les equacions de Cauchy-Riemann per a la funcié f = P — i() que, per

tant, és holomorfa en D.
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Per la condicié 29 = 22 i pel lema de Poincaré, existeix un potencial ¢ del camp
ox oy

(P, @), és a dir, una funcié ¢ tal que

Vo= <P7Q)

Observem que ¢ és harmonica, ja que el flux és nul. En efecte,

0? 0? orP 0
o, 0o _op 0Q

B0 o T Ty T

0.

Essent D simplement connex, existeix una funcié harmonica conjugada ¢, és a dir, ¢

de manera que h = ¢ + 1 és holomorfa. De fet, es diu que / €s un potencial complex de

(P, Q).

Observem que les equacions de Cauchy-Riemann per a ~ impliquen que els gradients

de ¢ i ¢ s6n ortogonals:

_ (9% 09, ¢ Op, 09 0b,  0¢ 9,

Com que v/ també és ortogonal a les corbes de nivell de ¢, deduim que /¢ = (P, Q)
1 les corbes de nivell de ¢ tenen la mateixa direccio. Es a dir, les linies de moviment del

fluid s6n precisament les corbes de nivell de la funcié .

Exemple 9. El camp mes senzill en el pla és V = (a, ) on «, son constants. El
potencial ¢(x,y) = ax + Py satisfa ¢ = (o, B) i ¢ és harmonic en tot C. La funcid
o(z,y) = ay — Px és ’harmonica conjugada de ¢. Aixi, doncs, les linies de moviment

del fluid son les rectes

ay—Pxr=c, ceR.

Per altra banda observem que el potencial complex de V = («, [3) és

h=¢+ip=(ax+ By) +ilay — fz) = (o — iB)z.
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/’/V/
S

o)

Figura 4.9: Exemple 9.

Exemple 10. Considerem el camp V = (mngyQ, IQQTyZ,) = # El potencial

1
8(2) = log 2| = 3 log(a® +1?),

que satisfa
09 9o, Yy
v¢_(8x’8y)_(x2+y2’x2—l—y2

)
és harmonic a C \ {0}.
Per a trobar I’harmonica conjugada recordem que tota determinacio del logaritme és

de la forma

log z =log |z| + targ 2

amb arg z continu a C\ v, on v, = {re’ € C:r € (—oo,0]}. Per tant, I’harmonica

conjugada és localment ¢(z) = argz, pero no es pot definir de manera global a tot

C\ {0}.

Considerem ara la circumferéncia |z| = ro i calculem el flux a través d’aquesta corba

F= / V- Hds.
|z|=r0

En coordenades polars tenim V' = % (cosf,sinf), = (cos 0, sin ) i la parametritzacio
de la circumferencia y(0) = (ro cos 0, 1 sin 0). Aixi obtenim que ~'(0) = (—rosin 8, o cos )
i ||/ (0)]|d6 = rodb.

Per tant,

2 1
F / Vids = / —(cos 8, sin 0)(cos 0, sin 0)rqdl
|z|=ro 0

To

27 2
/ (cos? 0 + sin? 0)dh = / df = 2.
0 0
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M

/ \

Figura 4.10: Exemple 10.

Aquest exemple mostra que si el domini no és simplement connex, 1’existencia d’un
potencial complex no implica que el flux sigui nul (cosa que si que passa en dominis

simplement connexos).

Exemple 11. Considerem D = H \ s, on s és el segment rectilini que uneix els punts 0 i
Q.
Busquem ara la representacio conforme del semipla superior H sobre D. Ens mirarem

D com a limit dels dominis que s’obtenen en treure un triangle de base 2¢ i altura a quan

€ tendeix a 0 tal i com mostra la figura segiient.

1a D

™ T

Figura 4.11: El domini D com a limit de complementari de triangles .

Pel complementari del triangle la representacio g. que compleix g.(—1) = —¢, g.(1) =

€ i g.(0) = ia ve donada per
() = A [ (¢ 1) - )+ B
0
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on « és tal i com es mostra a la Figura 4.11. Ara, quan e tendeix a 0, « tendeix a % i ens

queda

252
/ \/7dC+B AVZ2Z =1+ B.

Imposem g(—1) =0, g(0) = ia i obtenim que A = a, B = 0. Per tant,
g(Z) =av 22_17

que envia oo al oo.

Es diu que un camp és uniforme a D si és la imatge del camp V (w) =V (X +1Y) =
A+10 per la representacio conforme g. Observem que a H el potencial complex del camp
V és h(w) = Aw, de manera que (X,Y) = AX i p(X,Y) = AY. Les linies de corrent
d’aquest camp a H son linies amb part imaginaria zero, és a dir, de la forma t 4 ic amb

t € Ric> 0. Pertant les linies de corrent a D son

v(t) = h(t +ic) = ar/(t +ic)? — 1.

Figura 4.12: Trajectories de les linies de corrent del camp uniforme.
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