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PROLEG

Aquests Apunts de Matematiques Il dels graus d’ADE (Administracié i Direccié
d’Empreses) i d’Economia de la Facultat d’Economia i Empresa tenen per objecte ser
desenvolupats a les classes presencials d’aquest assignatura. Per tant s’han de prendre com
una guia, un resum, i no pas com a un substitut d’elles.
El contingut s’ha estructurat segons el programa que hom troba al Pla Docent de
'assignatura. Aquest programa contempla dos Blocs tematics ben diferenciats: el primer
d’ells, anomenat Optimitzacié restringida, té a veure amb la cerca dels optims -maxims i
minims- de funcions escalars que es troben restringits o condicionats per igualtats (tema 1)
o bé per desigualtats (tema 2); el segon, que porta per nom Analisi dinamica, esta dedicat a
desenvolupar els conceptes d’integral indefinida (primitiva) i integral definida d’una funcié
real de variable real, amb algunes aplicacions economiques d’interes (tema 3), i a estudiar,
encara que de forma somera, les equacions diferencials ordinaries (tema 4) que s6n un
tipus d’equacions que juguen un paper molt important en el procés de “matematitzaci¢” de
la ciéncia economica.
La majoria dels conceptes que aqui s’exposen venen acompanyats d’exemples il-lustratius,
aixi com de puntualitzacions i comentaris en forma de notes a peu de pagina que, a ben
segur, facilitaran la seva comprensié. En aquest sentit també estan pensats els exercicis que
hom troba al final de cada tema i que demanen ser resolts. Val a dir que al final dels Apunts
s’ha inclos una petita ressenya bibliografica, aixi com també un glossari de termes amb
'objectiu d’ajudar en la cerca dels conceptes més importants que aqui s’exposen.
Per tltim indicar que aquest document ha estat acceptat i arxivat en el Diposit Digital de la
UB dins la col-lecci6 OMADO (Objectes i MAterials DOcents):
http://diposit.ub.edu/dspace/handle/2445/33364

i que el seu contingut, aixi com les possibles errades que hom hi pugui trobar, sén

responsabilitat inica i exclusiva de I'autor.

Gonzalo Rodriguez Pérez
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BLOC I: Optimitzacio restringida

1. OPTIMITZACIO AMB RESTRICCIONS D’IGUALTAT

L’optimitzaci6 matematica és un instrument clau en I'ambit de '’economia i de 'empresa.
Hom pot dir que I'optimitzacié permet assignar, de manera eficient, recursos escassos
entre activitats econdmiques alternatives. Doncs bé, quan aquests recursos, a més, cal
esgotar-los, I'optimitzacié restringida ho sera per igualtats. A tall d’exemple, considerem el

segiient exemple economic:

Exemple: Se sap que la funci6 de produccié d'un fabricant d’un cert producte P depen de
dos factors de produccio, sent de tipus Cobb-Douglas de la forma:

Q(x,y) = 4-x% -y%5 unitats
onx > 0iy > 0indiquen, respectivament, les unitats emprades en cadascun dels dos
factors. Si els costos unitaris d’aquets factors son constants i iguals a 2 i 8 u.m., el fabricant
vol esbrinar quin seria el cost minim de produir 32 unitats de P, aixi com el nivell de
cadascun dels dos factors emprats. Es tractaria doncs de minimitzar la funcié de costos:

C=C(x,y)=2-x+8-yum.
subjecta a la “restricci6o” de produccio:

Q(x,y) = 4 - x% - y%5 = 32 unitats.

En definitiva, el fabricant hauria de resoldre el “programa d’optims restringits per
igualtats™:

min C(x,y) = 2x + 8y} .
s.a: 4x%%y05 =32 )’

Demostrarem més endavant que les quantitats d’ambdos factors de producci6 que
minimitzen els costos de produccié s6n 16 unitats del primer factor i 4 del segon, amb un

valor monetari minim dels costos igual a 64 u.m.?2

1 L’abreviacié “min” indica que es tracta de minimitzar la funcié de costos, i “s. a” indica, per la seva
banda, “subjecta a” o “restringida a”.
2 Al final del tema.



1.1. Programa d’optims restringits per igualtats
1.1.1. Programa d’optims restringits per igualtats o equacions
Aixi doncs podem definir ara, amb tota generalitat, la nocié de programa:3

Definicié: Un programa d’optims restringits o condicionats per igualtats (programa a
partir d’ara) és un problema d’optimitzaci6é que adopta la forma:

Optimitzar z = f(xq, ..., X,)
s.a: 91(xq, ., X)) = byg

gm(xll ""xn) = bm

on:*

1. z=f(xq,..,x,) éslafunci6 escalar objectiu.

2. Xq,..,%X, sOn les n variables instrumentals o de decisié.
3. g;(xq,...,xy) son les m funcions escalars de restriccio.
4. by, ..., b, sonles m constants de restriccio.

Cal tenir en compte que, per regla general, el nombre m d’equacions de restricci6 ha de ser

menor que el nombre n de variables instrumentals.

Exemple: El programa anterior:

min C(x,y) = 2x + 8y}
s.a: 4x9°y05 =32

és un programa amb n = 2 variables instrumentals i m = 1 equacions de restriccio.

3 A partir d’ara totes les funcions escalars a considerar tindran derivades parcials segones
continues. Aquesta restriccié matematica ens assegura poder aplicar els resultats matematics que
aniran apareixent per aquestes planes.

4 Optimitzar en el sentit de maximitzar i/o minimitzar.

5 Per tant g; (x4, ..., X,) = b; sera una de les m equacions de restriccié del programa.

6 Es evident que les variables instrumentals d’un programa de caire econdomic han de ser positives;
és el que s’anomena restriccio de signe o de positivitat. Tanmateix, i per no complicar els calculs,
considerarem explicitament aquesta restriccié quan sigui estrictament necessari.



1.1.2. Conjunt i punt factible d’un programa

El procés de resoluci6 d'un programa ha de comencar posant I’emfasi en els punts que
satisfan les equacions de restriccid ja que, 0bviament, estem obligats a optimitzar la funcié

objectiu sobre ells. Apareix aixi, de forma totalment natural, el concepte de conjunt factible:

Definicid: El conjunt factible (també dit admissible o d’oportunitats) d’'un programa és
el conjunt format per tots aquells punts del domini de la funci6 objectiu que satisfan totes

les restriccions d’igualtat associades. De tot punt que hi pertany en direm punt factible.

Exemple: Donat el programa:

min C(x,y) = 2x + 8y}
s.a: 4x%5y05 =32

1. Determina el seu conjunt factible.
2. Prova que el punt (16,4) n’és un punt factible.
SOLUCIO:
(1) El conjunt factible del programa és el conjunt format pels punts del primer quadrant
que satisfan I'equacié de restriccio:
A={(x,y) ER%:x >0,y > 0i4x%5y%> =32}.7
Com que:
4x%5y0%5 = 32 és equivalent a: xy = 64
deduim que el conjunt factible esta format pels punts de la branca de la hipérbola
equilatera xy = 64 que es troba en el primer quadrant de R*m
(2) Que el punt (16,4) és un punt factible és evident ja que:
(x,y) = (16,4) implica: 4x°%y%5 = 4 -/16 - V4 = 32m

7 Els punts factibles han de tenir les coordenades positives doncs han d’admetre arrel quadrada
degut a I'equacié de restriccié. D’aqui que el conjunt factible estigui dins el primer quadrant de
referéncia.



1.1.3. Optim i valor optim d’un programa

Doncs bé “resoldre” un programa d’optims condicionats per equacions consisteix en
optimitzar la funcio6 objectiu, no sobre el seu domini de definicid, sin6 sobre el conjunt
factible associat. En I'’exemple economic introductori, per exemple, el que cal és trobar un
punt (x, y) sobre la hipérbola xy = 64 del primer quadrant que minimitzi la funci6 objectiu
C(x,y) = 2x + 8y. Aquest punt, si existeix, sera I'optim del programa:

min C(x,y) = 2x + 8y} o

s.a: 4x%°y0%5 =32

Definicié: El punt (x?, ..., x2) és un optim del programa:

Optimitzar z = f(xq, ..., X,)
s.a: 91(xq, e, X)) = byg

gm(xll ""xn) = bm
si és un punt factible que optimitza la funcié objectiu sobre el conjunt factible associat. Per
definicig, al valor que pren la funcio6 objectiu en I'0ptim:
zo = f(xD, ..., x0)

li direm valor optim del programa.

Pensem que els optims “lliures” (és a dir, els optims de funcions escalars sense

restriccions) i els optims restringits no sempre coincideixen.? Vegem un exemple:

Exemple: El programa de maxim:

max z=1—x2—y2}
sa: x+y=1

P \ . N 11 .z . .
té un optim (maxim) en el punt (5, E)’ mentre que la seva funcié objectiu:

z=f(xy) =1-22—y>

té un optim (maxim) lliure en el punt (0,0).

8 Notem que la funcié objectiu, al ser una funcié lineal, no té ni maxims ni minim.
9 De fet gairebé mai ho fan.



1.2. Metodes grafic i directe de resolucio
1.2.1. Metode grafic

El teorema que enunciem tot seguit ens diu on trobar, en la majoria de casos, els optims de

programes amb n = 2 variables instrumentals i m = 1 igualtats de restriccié.

Teorema: L’0ptim d'un programa de la forma:

{Opt z=f(xy)
s,a: gx,y)=»>b

es troba en el punt de tangéncia de la “corba de restriccié” g(x,y) = b amb una de les

corbes de nivell ¢ de la funcié objectiu.10

Exemple:11 Aplicant el metode grafic prova que I'optim del programa:
max z=x+y
{s. aa x*+y=1

es troba en el punt G, %)

SOLUCIO: En efecte, la corba de restriccié del programa és la parabolay = —x2 + 1iles
corbes de nivell ¢, sén rectes paral-leles a la bisectriu del 2on i 4rt quadrants: 12

Y

(0'5,0'75)

X
y=1-x? \

C125

10 Aplicarem el metode directe o el dels multiplicadors de Lagrange que analitzarem tot seguit per a
trobar aquests punts de tangéncia (tema 2).

! Sydsaeter, p. 523.

12 Notem que el valor dptim (valor maxim) del programa és k = 1,25.



1.2.2. Métode directe de resolucio 13

Aquest metode és adient quan les equacions de restricci6 siguin lineals. El que cal fer és
aillar algunes de les variables instrumentals en funcié de la resta i resoldre el problema

d’optims lliures que en resulta quan les “introduim” en la funcié objectiu.1*

max u=xy+2yz+xz
s.ar x+2y+3z=1

Exemple: Resol aplicant el metode directe el programa {
SOLUCIO:
Ja que, per exemple, I'equacio6 lineal de restriccio:
x+2y+3z=1ésequivalenta:x =1 -2y — 3z

llavors substituint-la en la funcié objectiu del programa s’obté una funcié escalar en dos
variables “auxiliar” que caldra optimitzar (maximitzar) lliurement. Aquesta funcié és:

u=u(l-2y—-3z,y,2)=(1-2y—-32)y+2yz+ (1 -2y —32)z =

= -2y —-3z2-3yz+y+z.

Ja que la condici6 necessaria ens proporciona un unic punt critic:

ou
Iu implica: (y,z) = (E’E)
0=——=-62z-3y+1

la qual cosa implica que el valor de la variable x associat sigui igual a:

=1-2 3z implica:x =1 2(1) 3(1>—2
X = y — 3z implica: x = z c)=%

i donat que la matriu hessiana de la funcié “auxiliar”:

0’u  0%u
| ay? oydz| -4 -3
Hu(y,2) = 0’u  0%*u _(—3 —6)
0z0y 0z*
és sempre definida negativa, deduim que:
(211), sxim del b val .. _(211)_2
o T+7c) €S unmaxim del programa amb valor maximuo = u g,z 7 —15l

13 També dit de substitucié o d’eliminacié de variables.
14 Si les restriccions no sén lineals aquest meétode no sempre funciona (exercici 3 del final del tema).



1.2.2.1. Exemple d’aplicacié del métode directe de resolucié

Exemple: Aplicant el metode directe troba els optims dels programes:

max u=xy-+2xz+yz
(2)4 s.a: xX+y+z=2
xX—y=6

Opt z=2xy

(1){s.a: x2+y=3

SOLUCIO: (1) En aquest cas tenim com a funcié real de variable real “auxiliar”:
y = 3 — x? implica: z = z(x, 3 — x2) = 6x — 2x5.
Ja que:
0= dz = 6 — 6x? implica: x = +1
dx
que:
x = —1limplica:y =3 —(-1)2=2ix =limplicaay=3-12=2
i que la segona derivada en aquests dos punts és:
d_zz: — 12x implica: m =12>0i d’z(1)
dx? dx? dx?

deduim que els dos optims del programa soén:

=-12<0

(x,y) = (—1,2) minim i (x,y) = (1,2) maxim
amb valors optims:

zy = z(—1,2) = —4 valor minim i z; = z(1,2) = 4 valor maximm

(2) En aquest cas tenim com a funcid real de variable real “auxiliar”:

x+y+z=2}_ . (y=x-—67. o B B ez ~
X—y=6 implica: {Z:8_2x}1mphca.u—(x,x 6,8 — 2x) = —5x% + 30x — 48.
Ja que:
du =3-6=-3
O_dx 10x + 30 implica: x = 3 implica: {Z=8—2'3=2
i que:
d?u(3)
=—-10<0
dx?

deduim que I'0ptim (maxim) del programa és:
(x,v,2) = (3,—-3,2)
amb valor optim (valor maxim):

uy =u(3,-3,2) = -3m

10



1.3. Metode dels multiplicadors de Lagrange
1.3.1. Funcié i multiplicadors de Lagrange associats a un programa

L’avantatge d’aquest metode de resolucié de programes és doble: per una banda tenim que
es poden resoldre programes amb moltes variables instrumentals i/o equacions de
restriccio, i, per I'altra, que es poden interpretar econdmicament els resultats obtinguts.
Aquest metode gira al voltant de la funci6 de Lagrange associada a un programa; de fet
aquesta funcié ocupa el lloc de la funcié objectiu de I'optimitzacié “lliure” (és a dir, sense

restriccions).

Definicié: La funcié de Lagrange associada al programa:

(Optimitzar  z = f(x, ..., xp)

i s.a: g1(x1, e, xp) = by

gm(xl; ---'xn) = by

és la funcio escalar de n + m variables definida per:

m
L(Xgy oy X Ags oy ) = FCry o X)) — Z A - (i (py oy %) — By).
i=1

Les m variables 44, ..., 4,, € R sén els multiplicadors de Lagrange del programa.

Exemple: Determina la funci6 de Lagrange dels programes:

max u=xy+2xz+yz

min  z =2x+8y max u = xy+ 2yz+ xz
L =2
W {s.a: 4x%°y® = 32 (2){s.a: x+2y+3z=1 (3)ys-a Xty+z
x—y:6
SOLUCIO:

(1) En el primer cas:
L(x,y; 1) =2x +8y — A, - (4x*°y%5 —32)m
(2) En aquest segon cas tenim com a funcié de Lagrange associada:
Lx,y,z;) =xy+2yz+xz—A - (x+2y+3z—1)m
(3) Ara la funcié de Lagrange sera:

Lx,y,z; 2, =xy+2xz+yz—A4 - (x+y+z—-2)—A, - (x—y—6)m

11



1.3.2. Condicié necessaria d’optimitzacio restringida per igualtats. Punt critic d'un programa

Es el primer resultat a considerar si el que volem és trobar els dptims d’aquest tipus de

programes.

Teorema(Condicié necessaria d’optimitzacié restringida per igualtats): Si (x?, ..., x2) és un
optim del programa: 15

Optimitzar z = f(xq, ..., X,)
s.a: 91(xq, e, X)) = byg

gm(xll ""xn) = bm
existiran necessariament m multiplicadors de Lagrange 19, ..., 1%, € R tal que, juntament
amb les n components de I'0ptim, anul-len el gradient de la funcié de Lagrange:

oL(x?,...,x3; 29, ..., 2%) )

0
d0x,
oL(x?, ...,x3; 29, ...,2%) — o
0x, B [ 16
oL(x?,...,x3; 29, ...,2%) '
=0
oA,
oL(x?,...,x3; 29, ...,2%)
=0
oA )

Per definicié doncs:

Definicié: Un punt critic (o estacionari) d’'un programa és un punt factible que anul-la el

vector gradient de la funcié de Lagrange associada. 1’

Fixem-nos que el teorema anterior és semblant a la condicié necessaria d’existencia

d’optims lliures pero, ara, amb la funci6é de Lagrange ocupant el lloc de la funci6 objectiu.

15 Val a dir que aquest 0ptim ha de ser un punt interior del domini de la funcié objectiu.

16 Aquest sistema de n + m equacions i n + m incognites no te per que ser lineal. Notem que les m
darreres equacions del teorema anterior ens asseguren que tot punt critic és, en particular, un punt
factible del programa.

17 Per tant, tot punt critic d’'un programa portara associats un conjunt de multiplicadors de
Lagrange, tants com a equacions de restriccié hi hagin.

12



1.3.2.1. Exemple d’aplicacié del la condicidé necessaria d’optims restringits per igualtats

max u=xy+2xz+yz
Exemple: Determina els punts critics del programa { s.a: xX+y+z=2
XxX—y=26
SOLUCIO: Com que la funcié de Lagrange és:
L(x,y,z;0,) =xy+2xz+yz—A - (x+y+z—-2)— A, - (x —y—6)

els punts critics del programa s’obtindran com a solucions del sistema d’equacions lineals:

daL A
0=a=y+2Z—/11°1—/12°1=y+2Z—ll—lz

oL
O:$:x+2_ll'1_lz'(_1):x+Z_/11+/12

oL 18
0=5=2x+y—/11-1—/12-O=2x+y—)L1 (-
0= _ x+y+z—2)

Tox T FTYTE

dL
O=a=—(x—y—6) )

Notem que les dues ultimes equacions ens asseguren que aquestes solucions seran punts

factibles. Anem a resoldre’l directament. Si sumem la 1a i la 2a equacions obtenim:
2 = x+ y2 + 3z
que, amb la 3a equacid, ens proporciona 'equacié lineal:
3x+y—3z=0.
Aquesta equacid, juntament amb la 4a i la 5a, dona lloc al sistema de Cramer amb solucié:

3x+y—3z=0
x+y+z=2 jimplica: (x,y,z) = (3,—3,2).
x—y=6

Fixem-nos que els dos multiplicadors de Lagrange associats a aquests valors son:

x+y+3z 3+(-3)+3:-2
M=y = 2

Per tant, I'inic punt critic del programa és el punt:

=3il,=y+2z—A4 =(-3)+2-2—-3=-2.19

(x,y,z) = (3,—3,2) amb multiplicadors de Lagrange: 1; =3il1, = —2m

18 En aquest cas les equacions del sistema soén lineals.
19 Aquest darrer multiplicador de Lagrange s’ha obtingut a partir de la 1a equaci6 del sistema.

13



1.3.3. Matriu hessiana restringida d’un programa

La qliestio, ara, es veure sota quines condicions un punt critic d’'un programa és un optim.
Val a dir que aquestes condicions estan relacionades amb el signe de la matriu hessiana
“restringida” del programa en aquest punt. Caldra tenir present d’ara en endavant la

segiient definicio:

Definicid: La matriu hessiana restringida d’'un programa és, per definici6, la matriu
quadrada i simetrica que té per coeficients les derivades parcials segones de la funcié de

Lagrange respecte les variables instrumentals:

0%L d%L
a_xf 0x10xy,
Hy, 2, L(xq, oo X5 Aqy s Ay) = : : .20
0%L d%L
0x,0x, a_x,zl

max u=xy+2xz+yz
Exemple: Calcula la matriu hessiana restringida del programa 1 s. a: x+ty+z=2
x—y=6
SOLUCIO: Ja que les derivades parcials de la funcié de Lagrange d’aquest programa sén:2!

oL oL . 0L
a=y+22—ll—Az,@=x+z—ll+lzl£=2x+y—11

la matriu hessiana restringida del programa sera constant i igual a:
0%L  0%L 9L
0x? 0xdy 0x0z

aZL aZL aZL 0 1 2
HxJ/ZL(foI Z; Alfﬂ'z) = ayax ayZ ayaz =1 g) (]j '

0°L  9%L 0%L
0z0x 0z0y 0z?

Conseqiientment, en el punt critic que hem trobat, la matriu hessiana sera la mateixa:

01 2
Hyy,L(3,-32;3,-2)={1 0 1|m
2 10

20 Cal tenir en compte que les matrius hessianes restringides poden dependre dels multiplicadors
de Lagrange també.
21 Mirar la plana anterior.

14



1.3.4. Condicié suficient d’existéncia d’optims restringits per igualtats

En la majoria dels casos aquesta condicié permet “qualificar” els punts critics dels

programes, és a dir, dir si s6n maxims o minims.

Teorema(Condicié suficient d’existencia d’optims restringits per igualtats): Sigui
(x?, ..., x2) un punt critic del programa: 22

Optimitzar z = f(xq, ..., X,)
s.a: 91(xq, e, X)) = byg

Im (X1, i, X)) = by
amb m multiplicadors de Lagrange associats 12, ..., 1%, € R. Si la forma quadratica de
matriu simetrica associada: 23
Hy, 2 LD, X0 29, o, AD)
restringida al subespai vectorial definit pel sistema de m equacions lineals homogenies:24

0g,(x?, ..., x0) 0g,(x?, ..., x2
. xl + .- 4
x4 0x,

0=Vg,(x2,...,x0) - (x1, ..., xp) = X,

0Gm (x?, ..., x2) .
dx,

OGm(x2, ..., x2) .
dxy,

0= ng(xj([)r ...,xg) : (xll ...,xn) = X1 + -+ X,

7

és:
1. Definida positiva, el punt critic (x?, ..., x2) és un minim del programa.

2. Definida negativa, el punt critic (x?, ..., x2) és un maxim del programa. 25

Anem a veure que, efectivament, el punt critic del programa dels dos darrers exemples

satisfa la condicié suficient de maxim.

22 Val a dir que aquest optim ha de ser un punt interior del domini de la funci6 objectiu.

23 Com podem veure es tracta de la matriu hessiana restringida en el punt critic.

24 Aquestes equacions estan definides per I’anul-lacié dels productes escalars dels vectors gradients
de les m funcions de restriccié avaluades en el punt critic i el vector de les variables instrumentals.
25 Cal emfatitzar el fet que aquesta forma quadratica restringida, com en el cas de I'optimitzaci6
lliure, ha de ser definida per a poder afirmar que el punt critic és un optim. En conseqiiencia, si la
forma quadratica associada a la matriu hessiana restringida fos, d’entrada, definida no caldria
restringir-la a aquest subespai vectorial i ja hauriem acabat.
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1.3.4.1. Exemple d’aplicacié de la condici6 suficient d’0ptims restringits per igualtats

Exemple: Prova, aplicant el metode de Lagrange, que el punt critic (3, —3,2) amb
multiplicadors de Lagrange associats A; = 311, = —2 és un optim (maxim) del programa:
max u=xy-+2xz+yz
S.a: x+y+z=2
X—y=6
SOLUCIO:

Per a veure que, efectivament, aquest punt critic és I'0ptim (maxim) del programa cal

considerar la matriu hessiana restringida en el punt que, com ja hem calculat també, és:

01 2
Hy,L(3,-32;3,-2)=(1 0 1)
2 1 0

Com que la forma quadratica associada a aquesta matriu:

Q(x,y,z) =2xy + 4xz + 2yz
és indefinida2¢ haurem d’estudiar, seguint el teorema anterior, el signe de la forma
quadratica restringida al subespai vectorial definit pel sistema d’equacions lineals que
s’obté a partir dels gradients de les dues funcions de restriccio:

0=Vg,(3,-32)-(x,y,2) =(1,1,1) - (x,y,2) =x+y + Z} .
0=Vg,(3,-32) - (x,y,2) = (1,-1,0) - (x,y,2) =x—y )’

Ja que:

gziti-l_z} implica:y =xiz = —2x
i que la forma quadratica restringida a aquest subespai és definida negativa ja que:
Q(x,x,—2x) =2x - x +4x - (—2x) + 2x - (—2x) = —=10x% < 0
deduim, pel teorema anterior, que el punt:
(x,y,2z) = (3,—-3,2)
és un optim (maxim) del programa amb valor optim (valor maxim) associat igual a:

uy=u(3,-32)=3-(-3)+2-3:24+(-3):2=-3m

26 Els menors principals d’ordre 1 de la matriu sén nuls i el seu determinant és 4 diferent de zero.
27 Val a dir que quan les equacions de restriccié sén lineals, aquest sistema ve definit per les
mateixes equacions lineals pero amb els termes independents iguals a zero.
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1.3.5. Interpretacié economica dels multiplicadors de Lagrange

Aquesta interpretacio fa possible estimar la variacié del valor optim d’'un programa quan

alguna de les seves constants de restriccié varia.28 En efecte:

Teorema: Sigui (x?, ..., x2) un optim del programa:

Optimitzar z = f(xq, ..., X,)
s.a: 91(xq, ., X)) = byg

Im (X1, o, xn) = by
Aleshores, si la constant de restriccié b; € R experimenta una petita variaci6 Ab;,
I'increment Az, que repercuteix en el valor optim del programa:
zo = f(x,..,x2)
és aproximadament igual al producte del multiplicador de Lagrange corresponent A7 i de
I'increment de la constant de restriccié Ab;. En altres paraules:

Azq = 1) - Ab;.

Conseqiientment, i per la llei dels signes, caldra considerar I'’esquema segiient a I’hora

d’'interpretar economicament els multiplicadors de Lagrange:

SiA) < 0iAb; < 0, el valor Optim z, augmentara aproximadament A} - Ab;.

p

b. SiAY < 0iAb; > 0, el valor dptim z, disminuira aproximadament 1Y - Ab;.

c. SiA) > 0iAb; <0, el valor dptim z, disminuira aproximadament Ay - Ab;.

d. SiA) > 0iAb; > 0, el valor dptim z, augmentara aproximadament A? - Ab;.

e. SiA) = 0 aleshores, i independentment del valor de Ab;, el valor dptim z, gairebé no

variara. 29

28 Cal que tinguis present que aquesta interpretacié només fa referencia a les variacions del valor
optim del programa i no de I'dptim propiament dit.

29 Des d'un punt de vista economic, els multiplicadors de Lagrange mesuren el grau de sensibilitat
del valor optim d’'una funci6é econdmica respecte petits canvis en els valors dels recursos (constants
de restriccid). Es per aquest motiu que solen rebre el nom de preus ombra ja que, en cert sentit,
valoren si paga la pena variar (incrementar o disminuir) aquests recursos en I'0ptim.
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1.3.5.1. Exemple d’aplicacié de la interpretacié economica dels multiplicadors de Lagrange

Exemple: Resol pel metode de Lagrange el programa de 'exemple economic introductori:

min C(x,y) = 2x + 8y}
s.a: 4x9°y05 =32

tot indicant si és rendible produir una mica més de 32 unitats del producte P.
SOLUCIO: Ja que la funcié de Lagrange és:
L(x,y; ;) = 2x + 8y — A, - (4x%>y%> — 32)

caldra resoldre, en primer lloc, el sistema d’equacions no lineals:

oL

0= =2 A (Zx—OS 05)\
ax
oL x05 0,5

0= ay =8 —1; - (2x%°y~%) L implica: yos == 4<y >1mphca x = 4y.
oL

_ —(4x05y05 —
0= 6/11 = —(4x” 32) )

Per tant, fent x = 4y en la 3a equacié s’obté com a punt critic:
32 = 4x%5y0%5 = 4(4y)%5y%5 = 8y implica: (x,y) = (16,4) implica: 1, = 2.
Com que la matriu hessiana restringida en aquest punt critic és semidefinida positiva:

bl _< Alx_l'SyO'S 2 x—osy—os 1/16 _1/4
_Alx—o,Sy—O,S A .X,'O 5y—1 5 _ 1/4 1

cal estudiar la condicié suficient. En efecte, ja que el gradient de la funcié de restricci6 és:

Vg,(x,y) = (2x~%5y%5,2x%5y=05) implica: Vg, (16,4) = (1,4)

) implica: Hy, L(16,4;2) = (

caldra restringir la forma quadratica associada a la matriu hessiana anterior a 'equacid:
0=Vg,(16,4) - (x,y) = (1,4) - (x,y) = 4x + y implica: x = —4y.
Doncs bé, degut a que la forma quadratica tot just esmentada és definida positiva:
Q(x,y) = %-xz + y? —%-xyix = —4y implica: Q(—4y,y) = 4y? > 0
deduim que:
(x,y) = (16,4) és un minim amb valor minim C, = C(16,4) = 64 del programam3?
Finalment, i ja que 4; = 2 > 0, no interessa produir més ja que el cost minim de produccio,

qué és de 64 u.m., augmentaria aproximadament 2 u.m. per unitat produida:

Ay =2iAb; = 1limplica: ACy = A, -Aby=2-1=2um.m

30 Aixi doncs, calen 16 unitats del 1er factor i 4 del 2on per a minimitzar el cost de produir 32
unitats de P. El cost minim és de 64 u.m.
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1.3.5.2. Aplicaci6é economica: el model d’inversions de Markowitz3?!

Considerem el segiient exemple:

Exemple: Suposem que tenim una cartera d’inversié en dos titols amb unes rendibilitats
esperades del 8% i del 4%. Si el risc de la inversié ve mesurat per la funcié:
a(x,y) = 0,0016x% + 0,0004y2 — 0,00096xy

onx > 01y > 0 denoten els tants per cent de la cartera invertits en cada titol, determina:
1. Elsvalorsde x > 0 iy > 0 que minimitzen el risc de la cartera si volem obtenir una

rendibilitat conjunta esperada del 5%.
2. Com es veuria afectat aquest risc si la rendibilitat esperada fos del 5,5%.
SOLUCIO: (1) El programa a resoldre és:32

{min a(x,y) = 0,0016x% + 0,0004y2 — 0,00096xy
s.a: 0,08x + 0,04y = 0,05

Com que la funci6 de Lagrange és:
L(x,y; 4,) = 0,0016x? + 0,0004y% — 0,00096xy — 1, - (0,08x + 0,04y — 0,05)

cal resoldre el sistema d’equacions lineals:

daL
0= a = 0,0032x — 0,00096y — 0,08/11W (x = % = 0,3125 = 31,25%
oL
0= @ = 0,0008y — 0,00096x — 0,044, » implica: { y = g = 0,625 = 62,5%
L 1
_9oL __ _ A, = — = 0,005
0 o (0,08x + 0,04y — 0,05) ) 1 = 500

Ja que la matriu hessiana restringida és sempre definida negativa:

0,0032 —0,00096
HoyL (2 = (Z000096 00008 )

hom dedueix que cal invertir un 31,25% en titols del primer tipus i un 62,5% en el segon

per a minimitzar el risc (dispersio) de la cartera que sera de:

< > 5) =1,25-10"*
“\16'8) = " "
(2) Si la rendibilitat fos del b; = 5,5% = 0,055, el risc augmentaria aproximadament en:

A, = 0,0051Ab; = 0,5% = 0,005 implica: Ad = A, - Ab; = 25 - 10 °m

31 Aquest és un model estadistic de “carteres d’inversié”.
32 En aquest cas concret no cal imposar com a restriccié que x i y son tants per cent.
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1.4. Exercicis

1. Resol aplicant el metode directe:

1 max u=xy+3yz
(b)yi{s.aa x+y+z=6 (c){
x—y=1

max u = 3xy + 2xyz
s,ar 2x+y—-z=1

min  z = x? + 5xy —

(a) {s.a: 3x—y=0

max u=xy+2yz+xz

. Resol pel metode de Lagrange el programa: {s. a x+2y+3z=1
. Prova que el programa:

{min z=4y*+3
s.a: xZ—y?=

no es pot resoldre pel metode directe pero si pel dels multiplicadors de Lagrange.
. Una empresa, que fabrica dos articles A i B, sap que pot vendre 400 unitats de A a un
preu unitari de 720 u.m. i que un estudi de mercat li ha permeés coneixer que, per cada
10 u.m. de disminucid en el preu de venda, es produiria un augment de 2 unitats en les
seves vendes. El mateix estudi recomana mantenir el preu de venda de B en 1480 u.m.
Si la funci6 de costos totals és:

C(x,y) = 5x* + 10y? + 50.000
on x,y = 0 indiquen, respectivament, el nombre d’articles A i B produits: (a) Calcula el
que s’hauria de produir per a maximitzar els beneficis. (b) Fes el mateix suposant que
només es poden produir 100 articles entre A i B, tot indicant si millorarien els beneficis
si es pogués augmentar la producci6 una unitat més.
. Una empresa que es dedica a la col-locacié de mosaic, moqueta i parquet sap que el
benefici per m? que obté per la instal-lacié de mosaic és de 2000 u.m., de 2400 u.m. per
la moqueta i de 2800 u.m. pel parquet. Sielsx = 0,y = 0iz > 0 m? de mosaic, moqueta
i parquet instal-lats satisfan I'equacio:

x% +y%+ 70z = 5375

determina els valors de x, y, z > 0 que maximitzen els beneficis totals i discuteix si

millorarien en el cas que I'equaci6 fos: x? + y? + 70z = 5374.

20



SOLUCIONS:
1.

a) (0,0) amb valor minim —1.

13 8 9 . . 64
b) (?, E'E) amb valor maxim =

1 1 4 . 1
¢) (—=,—=,—=), amb valor maxim —.
12’ 6 3 216

21 1 4 . N . N 2
=== ) amb A = —ivalor optim (maxim) — .
5’5’15 15 15

2. L’optim (maxim) és el punt (
3. Els optims (minims) sén (1,0) i (—1,0) amb A = 0 i valor optim (minim) 3.
4.
a) 136 unitats de Ai 74 de B amb uns beneficis de 189.720 u.m. El preu de venda de A és
de 2040 u.m.
b) 81 unitats de Ai 19 de B amb uns beneficis de 129.220 u.m. El preu de venda de A és
de 2315 u.m. Si, ja que els beneficis augmentarien, aproximadament, en 1100 u.m.
5. x =25,y = 30iz = 55 m? maximitzen els beneficis totals de la installacié de mosaic,

moqueta i parquet amb uns beneficis de 276.000 u.m. En el segons cas, els beneficis

totals disminuirien, aproximadament, en 40 u.m.
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2. OPTIMITZACIO AMB RESTRICCIONS DE DESIGUALTAT

Si a la introduccié del tema anterior déiem que en I'optimitzacié restringida per igualtats
estavem obligats a esgotar els recursos economics disponibles, en I'optimitzacio6 restringida
per desigualtats no ho estem, la qual cosa ens permet modelar i estudiar fenomens més

propers a la realitat economica i empresarial.33 Considerem el segiient exemple economic:

Exemple: Una empresa fabrica dos productes A i B per medi de dos processos productius P

i Q. Suposem que la taula:

Temps A B Disponibilitat total
P 6 minuts | 10 minuts 10 hores
Q 9 minuts | 3 minuts 12 hores

ens mostra el temps en minuts que necessita cadascun dels dos processos per manipular
una unitat de A i B, aixi com el temps total disponible per a P i Q. Si, per exemple, el benefici
unitari de A fos de 25 u.m. i de 30 u.m. el de B, la solucié del programa d’optims restringits
per desigualtats:

max z = 25x + 30y

s.a: 6x +10y < 600}34
9x + 3y <720
x,y=0

ens donaria les unitats x > 0 de Aiy > 0 de B a fabricar per a maximitzar els beneficis. Si:
pa = 103 —0,5x, pg = 107 — 0,5y i C(x,y) = 3x + 5y + 377
fossin les funcions de demanda de A, B i la funcié de costos conjunta, el programa seria ara:

max z = 100x + 102y — 0,5x% — 0,5y% — 377
sa: 6x+ 10y <600

9x + 3y < 720

x,y=>0

33 Tanmateix, i com es veura més endavant, 'esgotament dels recursos és una possibilitat que es
dona amb molta freqtiéncia.

34 Aquest programa és un exemple de programa lineal.

35 Aquest programa, en canvi, no és lineal ja que la funci6 de beneficis a maximitzar no ho és.
Resoldrem més endavant aquests dos programes.
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2.1. Programa d’optims restringits per desigualtats

2.1.1. Programa canonic d’optims restringits per desigualtats

Definicié: Un programa canonic d’optims restringits per desigualtats (programa

canonic a partir d’ara) és un problema d’optimitzacié que adopta la forma:

max z = f(xq,...,Xn) min  z = f(xq, ..., %)
s.a: gl(xl, v Xp) < by obs 15 gl(xl, vy Xp) = by on:
Im (X1, vy X)) < by Im (X1, e, X)) = by

z = f(xq, ..., Xn) és la funcié objectiu que cal optimitzar.
X4, ..., Xy sON les n variables instrumentals o de decisié.

9i(xq, ..., x,) son les m funcions de restriccio.

s W N

b4, ..., b, sén les m constants de restriccio.

Notem que les restriccions d’'un programa “canonic” de maxim sén de menor o igual i les de
minim s6n de més gran o igual. Tanmateix, tot programa “no candnic” es pot expressar de

forma canodnica. Vegem un exemple:

Exemple: Troba el programa canonic de minim equivalent al programa: 36

max u =27z — x?—3y?
ssa: x—y+z<0
y—x=>1

SOLUCIO: Ja que:
Maximitzar u = 27z — x? — 3y? és equivalent a: minimitzar —u = x? + 3y? — 27x
i que:
x—y+z<0ésequivalenta:—x+y—2z2=>0
el programa canonic de minim equivalent al de 'enunciat seria:

min —u = x% + 3y%? — 27z
ssa: —x+y—z=>0 [
y—x2=1

36 Diem que dos programes so6n equivalents si un d’ells s’obté de I'altre mitjangant les operacions
que exposem a continuaci6. Es pot provar que I'o0ptim d’aquests dos programes és (—13'5,4'5,18).
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2.1.2. Conjunt i punt factible d’'un programa

En general, per a resoldre un programa, és a dir, per a trobar els seus optims, haurem de

tenir en compte el conjunt factible associat.

Definicid: El conjunt factible, (admissible o d’oportunitats) d’'un programa d’optims
restringits per desigualtats és el conjunt dels punts del domini de la funcié objectiu que
satisfan les desigualtats de restriccié. De tot punt del conjunt factible en diem punt
factible. Si un programa té punts factibles és un programa factible; en cas contrari, és un

programa infactible.

Exemple: Determina graficament el conjunt factible dels programes:

max z = 25x + 30y max z = 100x + 102y — 0,5x% — 0,5y% — 377
s.a: 6x + 10y <600 sa: 6x+ 10y <600
(1) 9x + 3y < 720 } ) 9x + 3y < 720
x,y=0 xy=0

SOLUCIO: Notem que el conjunt factible dels dos programes és el mateix i és:
A={(x,y) € R%:6x+ 10y < 6009x + 3y < 720,x = 0,y = 0}.
En ambdoés casos doncs cal dibuixar, en primer lloc, les rectes:
6x + 10y = 600i9x + 3y = 720
i, a continuaci6, la intersecci6 dels dos semiplans associats a elles en el 1er quadrant tenint
en compte les restriccions de desigualtat.3” Graficament:

y

(0,60) ¢ 9x + 3y =720

(75,15)

~ 6x + 10y = 6000

X

(0,0) (80,0)
Val a dir que el conjunt factible A és un poligon convex amb vertexs:

(0,0, (0,60), (75,15) i (80,0) m 38

37 La representacio grafica de conjunts com aquest s’ha treballat a Matematiques I.
38 Un poligon és una figura geométrica plana formada per segments consecutius no alineats (recta
poligonal). Els vertexs son, precisament, els punts d’interseccié dels segments.
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2.1.3. Optim i valor optim d’'un programa

Ja sabem que el conjunt factible és un dels elements clau en la resolucié d’'un programa ja
que és sobre ell que cal optimitzar la funcié objectiu. Aixi doncs, els 0ptims d’un programa

seran en particular punts factibles. Per definicié:

Definicid: Un programa d’optims restringits per desigualtats té:

1. Un optim finit (o solucio finita o acotada) si existeix un punt factible que optimitza la
funcié objectiu sobre el conjunt factible. Al valor que pren la funcié objectiu en un optim
finit li diem valor optim.

2. Un optim infinit (o solucid infinita o no acotada) quan la funci6 objectiu s’optimitza

de forma indefinida sobre el conjunt factible.3?

Exemple: Prova, aplicant el teorema de Weierstrass, que els programes:

max z = 25x + 30y max z = 100x + 102y — 0,5x% — 0,5y% — 377

1 s.a: 6x + 10y <600 5 sa: 6x+ 10y <600
(1) 9x + 3y <720 (2) 9x + 3y <720
x,y=0 x,y =0

tenen optims finits.
SOLUCIO:
D’entrada, el seu conjunt factible, al ser un poligon,#? és un conjunt compacte (és tancat ja
que conté la seva frontera, la linia poligonal, i és acotat). Finalment, degut a que les dues
funcions objectiu:

z = 25x +30yiz = 100x + 102y — 0,5x> — 0,5y% — 377
son continues sobre aquest conjunt compacte deduim, aplicant el teorema de Weierstrass,

que els dos programes han de tenir optims finitsm41

39 Esta clar que els programes amb Optims infinits tenen valor optim infinit. Notem la diferéncia
entre aquesta definicié i la analoga del tema 1.

40 Veure la plana anterior.

41 Provarem més endavant que I'optim del primer programa es troba en el vértex (75,15) i que
I'optim del segon esta en el punt (55,27) que pertany al segment d’extrems el vertexs (0,60) i
(75,15). Val a dir que aquests optims son optims globals sobre el conjunt factible.
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2.2. Metode grafic de resolucio

En general, els programes amb n = 2 variables instrumentals: 42

max z = f(x,y) min z = f(x,y)
s.a: g1(x,y) < by o bé s.a: g1(x,y) = by

Im(%,y) < b, Im(%,y) = b,
es poden resoldre graficament. Per aix0, cal dibuixar el conjunt factible A i, a continuacid,
algunes de les corbes de nivell c¢; de la funci6 objectiu sobre A que passin per punts
factibles “singulars” del programa.43 Finalment si, per exemple, estem maximitzant, caldra
seguir la direccio i el sentit de les corbes de nivell on el valor de k € R vagi augmentant i
esbrinar cap a quin punt factible ens porten.** Per exemple, si tinguéssim una situacio

grafica com aquesta:

00) o

k

i si a mesura que ens “allunyéssim” de 'origen de coordenades, el valor de k € R
augmentés de forma progressiva, el maxim del programa es trobaria en el vertex (c,d) de
A.*5> Notem que el valor optim (valor maxim) seria el valor numeric k € R de la corba de

nivell ¢, que passa pel vertex (c, d).

42 Val a dir que no cal que els programes a resoldre siguin canonics.

43 Per exemple, vertexs o punts de tall de segments de frontera, etc.

44 Si estem minimitzant, caldra anar en sentit contrari. Com podem intuir, un dibuix acurat de la
situaci6 és clau en la resolucié grafica d'un programa d’aquest tipus. En molts casos, com per
exemple en el de la programacio lineal, el valor associat a les corbes de nivell sobre punts
“singulars” com els vertexs, ens donen la clau de la resoluci6.

45 Precisament I'origen de coordenades (0,0) seria el minim del programa.
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2.2.1. Exemple del metode grdfic de resolucié per a optims restringits per desigualtats

Exemple: Resol graficament els dos programes (1) i (2) de 'exemple anterior.
SOLUCIO: (1) En aquest cas, 'dptim és el vértex (75,15), amb valor optim 2325, ja que esta
sobre la k-corba de nivell (k-recta de nivell) de la funci6 objectiu amb el valor k € R més

gran possible, k = 2325. Graficament: 46

(0,0) ™\
c

X
o (20,0) 2000

Hom pot veure que I'0ptim “satura” la primera i segona restriccions m4’

(2) Com que la funcio objectiu és pot expressar de la forma:48
z =100x + 102y — 0,5x2 — 0,5y% — 377 = 9825 — %(x —100)2 —%(y —102)?

deduim que les k-corbes de nivell s6n ara circumferencies de centre (100,102). Ja que:

(100,102)
L]

‘6000
5728

(55,27)

C-i-‘eZ 3

( 0 0)- * C3043

(80,0)
':‘-.'3??

veiem que el punt de tangéncia (55,27) és el maxim del programa, amb un valor maxim

k = 6000.4° En aquest cas, '0optim satura només la primera restricciom

46 Per tant caldra produir i vendre 75 unitats de P i 15 unitats de Q per a maximitzar els beneficis
que seran de 2325 u.m.
47 Una restriccié de desigualtat esta saturada en I'0ptim quan es satisfa la igualtat associada.
48 Aquest fet és clau per a la resolucio.
49 Aquest punt de tangéncia s’obté de resoldre el programa d’optims restringits per igualtats:
max z = 100x + 102y — 0,5x? — 0,5y% — 377 s.a: 6x + 10y = 600.
Aixo vol dir que ara cal produiri vendre 55 unitats de Pi 27 de Q per a maximitzar els beneficis que
seran de 6000 u.m. En aquest cas, el preu unitari de P sera de 75. 5 um.i93.5 um. el de Q.

27



2.3. Introduccié6 a la programacio lineal

2.3.1. Programa canonic lineal

Quan la funcié objectiu i les funcions de restriccié d’'un programa son lineals estem davant
d’'un programa lineal. Historicament parlant, es poden considerar les tables Input-Output
de V. Leontieff com un antecedent de la programacié lineal. Tanmateix, no és fins els anys
40 del segle passat que hom no troba formulat, per primera vegada, un problema particular
de programacié lineal: és el problema del transport. Sembla ser, perod, que durant els anys
30 del segle XX el premi Nobel L. Kantorovich ja aplicava programes amb restriccions de
desigualtat a I'estudi dels plans econdomics quinquennals sovietics.

Val a dir que la teoria i els metodes de resoluci6 estandard (metode del Simplex) es
coneixen des de principis de 1950 gracies als treballs del matematic nord-america G. B.
Dantzig. Nosaltres, aci, veurem el teorema fonamental de la programacio lineal i donarem

un cop d’ull a alguns dels models economics més importants.

Definicié: Un programa canonic és un programa lineal si és de la forma: 50

max ZzZ=c¢; X+ +Cp Xy min z=c¢;-x;+-+c, xp
(s.a: Ay X+t ag, o xy, < b (s.a: g1 X+ -+ ayn Xy = by
: o bé: :
Amy " X1+ + Ay - Xy < by Am1 " X1 + -+ Qun * X = by
X1y Xn =0 X1y s Xp =0

amb C]', ai]-, bi € R.51

Exemple: El programa economic inicial:

(max  z = 25x + 30y
s.a: 6x + 10y <600
9x + 3y <720
x,y=0
6 10)

és un exemple de programa lineal canonic amb “matriu tecnologica” M = ( 9 3

50 Notem que caldra considerar sempre les restriccions de signe sobre les variables de decisié.
51 La matriu de coeficients del programa lineal M = (aij) d’ordre m X n rep el nom de matriu
tecnologica del programa.
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2.3.2. Teorema fonamental de la programacié lineal.

Aquest teorema ens diu que I'0ptim finit d'un programa lineal es troba sempre en un dels
vertexs del conjunt factible associat.52 A més, tot optim finit d'un programa lineal sempre és

global.

Teorema(Teorema fonamental de la programacio6 lineal): En general:

1. Tot programa lineal amb solucié finita té un optim global en un dels vertexs del conjunt
factible associat.

2. Qualsevol punt del segment format per dos optims globals finits també és un optim

global.

Exemple: L'optim del programa lineal:

(max  z = 25x + 30y
s.a: 6x + 10y <600
9x + 3y <720
x,y=0

es troba en el punt (75,15) que és un vertex del conjunt factible associat: 53

y
(0,60) 4

(75,15)

X

(0,0) (80,0)

Notem que el teorema fonamental no es pronuncia sobre l'existencia dels optims finits d’'un
programa lineal; de fet el que fa és dir-nos on es troben en el cas que existeixin. Tanmateix,

aixo no passa amb el seglient tipus de programes.

52 Aquest conjunt factible sera sempre un poligon en el pla, un poliedre en I'espai o un poliedre
multidimensional (politop) en dimensions superiors i sera sempre un conjunt tancat.

53 Com hem vist unes planes més amunt, aixd no passa sempre amb els programes “no lineals”. En
aquest exemple I'0ptim finit del programa és tnic.
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2.3.3. Programa lineal acotat

Definicié: Un programa lineal és un programa lineal acotat si el conjunt factible ho és.54

La importancia d’aquest tipus de programes lineals rau en el teorema que ens diu que

sempre tenen optims finits:

Teorema: Un programa lineal acotat té sempre un optim global finit en un dels vertexs del

conjunt factible associat.

Exemple: Resol el programa lineal:
Optimitza z=7x+ 14y -5
s.a: x+3y<9
2x+y<8
x+2y=2
x,y=0

SOLUCIO: Ja que el conjunt factible associat és acotat:

y
(0,3) ¢
(3.2)
A
- ‘\
L L X
(2,0) (4,0)

hom dedueix que es tracta d'un programa lineal acotat i que, pel teorema anterior, tindra
maxims i minims finits globals en vertexs del conjunt factible. Anem a trobar-los. Ja que les
imatges de la funci6 objectiu sobre els vertexs satisfan les desigualtats:

z(0,1) = z(2,0) =9 < z(4,0) = 23 <z(0,3) =37 < z(3,2) = 44
deduim que el maxim global es troba en el vertex (3,2), amb valor maxim 44, i que el minim

global és qualsevol punt del segment d’extrems (0,1) i (2,0), amb valor minim 9m

54 De fet el conjunt factible d’aquest tipus de programes lineals és més que acotat, és compacte.
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2.3.4. Analisi de sensibilitat d’'un programa lineal
L’analisi de sensibilitat d'un programa lineal estudia com varia el valor optim d'un
programa lineal quan algun dels coeficients de la funcié objectiu, o bé alguna de les

constants de restriccig, varien. Vegem un exemple il-lustratiu:

Exemple: Considerem el programa lineal de I'exemple economic introductori:

max z = 25x + 30y
s.a:  6x + 10y <600
9x + 3y <720

x,y =0

que, recordem-ho, modela un procés productiu on ¢; = 25 um.ic, = 30 um. sén els
beneficis unitaris de la produccid i venda de x > 0 unitats d'un producte Aiy > 0 unitats
d’un producte B, productes que han de passar per dos processos productius de durada
maxima b; = 600 minuts i b, = 720 minuts.>> Volem estudiar com varia la solucié del
programa si algun d’aquests quatre coeficients varia. Per aix0, caldra tenir en compte les

dues taules del programari SOLVER de I'Excel associades al programa lineal:>¢

“Cel-les canviants”
Nom | Valor igual Gradient reduit Coe_f 1c1gnt Augl_ne_n t Decr(_em_ent
objectiu | permissible | permissible
X 75 0 25 65 7
y 15 0 30 11,66 21,66
“Restriccions”
Nom | Valorigual Preu ombra Restriccio del Augr.ne.n t Decr(?m.ent
costat dret permissible | permissible
R1 600 2,708 600 1800 120
R2 720 0,972 720 180 540

Per dur a terme I'analisi de sensibilitat del programa caldra tenir en compte, especialment,

les columnes Augment i Decrement permissibles d’ambdues taules. Vegem-ho:

55 Veure la introduccio al tema 2.

56 Aquestes taules ens les donaran sempre i no caldra calcular-les.
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a. Optim i valor Optim del programa

D’entrada, els valors de la columna Valor Igual de la taula “Cel-les canviants” ens
proporcionen les coordenades de I'optim (maxim) del programa:

(x0,¥0) = (75,15)m
Per tant, cal fabricar i vendre 75 unitats de A i 15 unitats de B per a maximitzar el benefici,
el valor del qual (benefici 0ptim) caldra calcular-lo explicitament:

zo = z(75,15) =25-75+30-15 = 2325 um.m

b. Analisi de sensibilitat dels coeficients de la funcié objectiu

L’ Augment permissible i el Decrement permissible de la taula “Cel-les canviants” ens
diuen que l'optim no varia si el Coeficient objectiu c; = 25 u.m. augmenta, com a maxim,
65 u.m. o disminueix, com a maxim, 7 u.m. De forma analoga, I'0ptim no varia si el
Coeficient objectiu ¢, = 30 u.m. augmenta, com a maxim, 11’66 u.m. o disminueix, com a
maxim, 21’66 u.m. Per exemple, si c; = 25 u.m. disminuis 5 u.m., '0ptim del programa
continuaria sent el mateix, i el “nou” valor optim (el nou benefici maxim) seria de:
zy;=(25-5)-754+30-15=1950 um.m

[sifosc; = 25— 10 = 15 u.m,, I'0Optim ara variaria. En aquest cas no podriem dir resm

c. Analisi de sensibilitat de les constants de restriccié

L’Augment permissible i el Decrement permissible de la primera fila de la taula
“Restriccions” ens estan dient que el Preu ombra A; = 2,708 u.m. no varia si la Restriccio
del costat dret b; = 600 minuts augmenta, com a molt, 1800 minuts o disminueix, com a
maxim, 120 minuts. Aixi mateix, el Preu ombra 1, = 0,972 u.m. no varia si la Restriccié
del costat dret b, = 720 minuts augmenta, com a molt, 180 minuts o disminueix, com a
maxim, 540 minuts.>” Per exemple, si la constant de restriccié b; = 600 minuts augmentés
600 minuts, el preu ombra A; = 2,708 u.m. no variaria i el “nou” benefici optim seria de:
Azy = A, - Ab; = 2,708 - 600 = 1624,8 u.m.

implica:

7y = zo + Azy = 2325+ 1624,8 = 3949,8 um. m

Sib; = 600 — 300 = 300 minuts, el preu ombra 4; = 2,708 variaria i no podriem dir resm

57 Aquests preus ombra actuen com els multiplicadors de Lagrange pero ara, en la programacio
lineal, les quasi igualtats de la interpretacid econdomica son igualtats (veure el tema 1).
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2.4. Models economics de la programacio lineal
2.4.1. Model de planificacié de la produccié 58

Considerem, per exemple, una empresa que fabrica i ven n > 0 productes a partirdem > 0

recursos productius de manera que:

e La quantitat de recurs i-essim emprada en I’elaboracié d’'una unitat del bé j-éssim és
constantiigualaa;; = 0.

e Ladisponibilitat maxima del recurs i-essim és constant i igual a b; = 0.

e La utilitat generada per una unitat del bé j-éssim és constant i igual a ¢; = 0.

En aquestes condicions, la quantitat x; que cal fabricar i vendre del producte j-essim per tal

d’optimitzar la funcié d’utilitat global:
Z=C X1+ Fcyxy= G * Xj
1

n
]:

s’obté com a soluci6 del programa lineal canonic de maxim:

- )
max Z=ZC]-'XJ-

j=1
sa: A X+t ag,coxy, <bg Y.

Am1 X1+ -+ aQmn - Xn < by
X1y e Xp =0 J

En efecte, per hipotesi, la quantitat del recurs i-éssim emprat en I'elaboracio de x; unitats
del producte j-essim ha de ser igual a a;; - x; = 0, la qual cosa implica que la quantitat total

d’aquest recurs emprat en el procés productiu sigui de:

ajj * Xj = Qi1+ X1 + -+ Q- Xy Unitats.
1

n
7=
Aixi doncs, ja que la seva disponibilitat maxima és de b; > 0 unitats, tenim finalment que:
n
a;j - xj < b;.
1

J

58 E] programa lineal de I'exemple economic inicial és un model d’aquest tipus. Val a dir que també
existeixen models de la planificacié de la produccié que minimitzen costos.
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2.4.1.1 Exemple d’aplicacié del model de la planificaci6 de la produccio

Exemple: Un empresari fabrica dos productes P i Q. Per a la seva produccid necessita ferro,
fusta i plastic. Si les quantitats d’aquests materials que formen part d'una unitat de P i de Q,

amb les seves disponibilitats maximes, venen donades per la taula:

P Q Disponibilitat

Ferro | 3kg | 6 kg | 54 tones

Fusta | 6kg | 4kg | 48 tones

Plastic | 5kg | 5kg | 50 tones

i si els costos d’administracié s6n de 100.000 u.m.: (1) Determina la produccié de P i Q que
maximitza els beneficis totals sabent que una unitat de P deixa un benefici de 22 u.m, i 18
u.m. una de B. (2) Sabent que el benefici unitari de P té un augment permissible de 5 u.m.,
calcula el nou benefici total si augmentés 4 u.m.

SOLUCIO: (1) Si x,y > 0 denoten les unitats de P i Q a fabricar, cal resoldre el programa:

max z = 22x + 18y — 100.0001
sa: 3x+ 6y < 54.000
6x + 4y < 48.000
5x + 5y < 50.000
x,y=0
Com que el conjunt factible és acotat:
¥

0,9.000)
© ) (2.000,8.000)

(4.000,6.000)

(0,0) (8.000,0) F
es pot veure que I'optim és el vertex (4.000,6.000) amb valor optim (benefici optim) de:
zy = z(4.000,6.000) = 22 - 4.000 + 18 - 6.000 — 100.000 = 96.000 um.m
(2) Aplicant I'analisi de sensibilitat, '0ptim del programa no varia i el nou benefici seria de:

zy = z(4.000,6.000) = (22 + 4) - 4.000 + 18 - 6.000 — 100.000 = 112.000 u.m.m
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2.4.2. Model del transport

Suposem que tenim m > 0 “origens” (magatzems, fabriques, etc.), amb unes existéncies
d’un determinat producte P en les quantitats sy, ..., s;, = 0,in > 0 “destinacions”
(majoristes, grans superficies, etc.), amb unes demandes d;, ..., d,, = 0 de P a cobrir. Si el
cost en u.m. de transportar una unitat de P de I'origen i a la destinacid j és constant i igual a

¢;j > 0, isilavariable x;; denota la quantitat a transportar de P de I'origen i a la destinacio

j, aleshores el sumatori:
n
Cij . xl-j = Ci1 " Xi1 + -+ Cin * Xinp U.1M.

j=1
és el cost total de transportar P des de I'origen i. Aixi doncs, el cost total del transport sera:
m n
= Z Z CijXij | = (c11 X1 + o+ Cin - Xgn) + o+ (Cpa " Xma + * + Coy * X)) UM
i=1 \j=1
Per una altra banda, com que les existencies del producte P en I'origen i sén, com a maxim,
de s; = 0 unitats cal tenir present que tot el que hi surti no podra superar aquesta quota:

n
z Xij = Xj1 +* + X < S; unitats
j=1
i com que s’ha de satisfer la demanda d; = 0 del producte P en la destinaci6 j caldra que:
m
le-j =Xy + * + X;nj = d; unitats.
i=1
Aixi doncs, per a minimitzar els costos del transport s’haura de resoldre el programa lineal:
m n \
min Z:Z Zcij-xij
i=1 \j=1
sa: Xyt ot X, <5

: \ .59
Xm1+ o+ Xn < Sm

x11 + cee + xml 2 dl'

X + ot X = dy.

xl-j > 0 )

59 Degut al gran nombre de variables instrumentals que aquests programes fan anar, cal resoldre’ls
amb algun algorisme informatic adequat. Nosaltres emprem aqui I'aplicaciéo SOLVER de I'Excel.
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2.4.2.1 Exemple d’aplicacié del model del transport

Exemple: Una empresa disposa de dos magatzems M i N des dels quals ha de subministrar
un determinat producte P de consum a tres minoristes A, B i C. Si els costos unitaris del
transport, les existencies en els magatzems, aixi com les demandes a cobrir per part dels

minoristes venen donades per la taula:

Costos A B C Existencies
M 2 u.m 3 u.m. 5um. 500 unitats
N 3 um. 4 u.m. 7 u.m. 700 unitats

Demandes | 200 unitats | 250 unitats | 200 unitats

(1) Troba les unitats de P que cal transportar des de cadascun dels dos magatzems per tal
de satisfer les demandes dels tres minoristes a cost minim. (2) Sabent que la demanda de A
té un augment permissible de 550 unitats, amb un preu ombra associat de 3 u.m., calcula el
nou cost minim si la demanda de A del producte P augmentés 130 unitats.

SOLUCIO: (1) Si denotem els magatzems M i N per “1” i “2”, i els minoristes A, Bi C per “1”,
“2”1“3”, caldra resoldre el programa:

min  z = (2x11 + 3x15 + 5x13) + (Bx31 + 4x35 + 7x33))
sa:  Xxq1 + x5 +x13 <500
Xp1 + X35 + X33 < 700
X11 + X271 = 200 > 60
X12 + X9, = 250
X13 + xp3 = 200
X11, X12, X13, X21, X22, X23 = 0 J

Aplicant el SOLVER de I'Excel, 1a solucié d’aquest programa és:
(xll, xlz, x13, x21, sz, x23) = (50,250,200,150,0,0)
amb un cost minim de transport igual a z, = z(50,250,200,150,0,0) = 2.300 u.m.mo6!

(2) Aplicant I'analisi de sensibilitat, el preu ombra no varia i el nou benefici total seria de:

Azy = A3 - Ab; = 3 - 130 = 390 u.m. implica: zy = z5 + Azy = 2.300 + 390 = 2690 u.m.m®2

60 Fixem-nos que el primer subindex i de x;; indica I'origen i el segon j la destinacio.

61 Per tant, cal transportar 50 unitats del producte de M a A, 250 deM aB,200deMaCi150deNa
A. Notem que el segon magatzem només subministra el producte al primer minorista.

62 La demanda de A es correspon amb la tercera restriccié. Per tant: Ab; = 130 unitatsi A3 = 3 u.m.

36



2.5. Exercicis

1. Resol graficament els programes no lineals:

max z=x+y max z=y—(x—1)>? . _ 2 2
sa: x2+y?<2 sa: 2x+5y <10 min z=x-1D"+@ -1
(a) (b) (c) sa: 3x+5y=>15
y<x x+y=1 =0
x,y=0 x,y=0 Y=
max z=3x+4y—xy
2. Prova que el programa no lineal s.a: 4x—5y <1 té solucio infinita.

x,y=0
3. Suposaque U(x,y) = 2,75xy és la funci6 d’utilitat d'un consumidor on x,y > 0
denoten, respectivament, les quantitats consumides de dos bens. Si els preus de compra
son de 514 u.m,, si hom pot destinar com a maxim 80 u.m. en la seva compra i si no es
pot comprar més de 4 unitats del primer bé, calcula la utilitat maxima del consumidor.

4. Troba graficament els optims dels programes lineals:

max z = 24x — 3y min z = 0,5x + 2y min Z=2x—3y1
sa: —x+5y <15 sa: 4x+y=5 sa: —x+y=>1
(@) 3x+y <19 ;(b) xX+4y =5 (9 x+2y=>8
x—5y<1 xX+6y=>6 2x+y =10
x,y=0 x,y=0 x,y=0

5. Una empresa manufacturera fabrica i ven dos productes A i B. En el procés de fabricacio

intervenen dos inputs, [ i], i la taula:

A B Disponibilitat
[ 3 unitats | 5 unitats | 190 unitats
] 1 unitat | 3 unitats | 90 unitats

ens mostra les unitats de cadascun d’ells que entren a formar part d’'una unitat de Ai de
B, aixi com les seves disponibilitats. Llavors, si una unitat de A triga 6 hores en ser
produidai 2 hores una de B, i es disposa d’'un maxim de 244 hores de treball: (a) Calcula
la producci6 optima d’aquests dos productes si cadascun d’ells deixa un benefici unitari
de 201 25 u.m. (b) Quin seria el nou benefici optim si disminuis 20 hores la
disponibilitat temporal de treball, tenint en compte que el decrement permissible

d’aquest recurs és de 24 hores i que el preu ombra associat és de 1,04166 u.m. 63

63 Cal aplicar I'analisi de sensibilitat per a resoldre I'apartat (b).
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6. Una companyia dedicada a la producci6 de coure industrial té dues refineries Ri T que
reben mineral en brut des de dues mines M i N. Les dades d’oferta diaria maxima de les
mines, de les capacitats minimes de processament diari de les dues refineries, aixi com

els costos de transport per tona de material venen donades per la taula:

Costos R T Oferta
M 3 um. 5um. 400 tones
N 2 u.m. 9 u.m. 225 tones

Capacitat | 450 tones | 100 tones

Amb aquestes dades: (a) Troba les tones de coure a transportar diariament de les mines
a les dues refineries per tal de minimitzar el cost del transport tenint en compte que la
columna del valor igual de les taules del SOLVER és 225, 100, 225, 0. (b) Indica quin
seria el nou cost del transport minim si el cost unitari de M a T fos de 4,5 u.m. sabent que
el decrement permissible d’aquest cost unitari és de 5 u.m. 64

7. Uninversor vol constituir una cartera d’inversio en Borsa amb tres titols A, BiC,ila

segiient taula ens mostra els seus rendiments aproximats:

A B C
Rendiment | 6,5% | 4,5% | 9%

Aquest inversor disposa de 120.000€ i un expert li ha aconsellat que no inverteixi en A
més de la meitat de la inversié total, i en B al menys 40.000€. Degut a que les accions de
C tenen un risc més gran, li suggereix que la inversié en aquest sector no superi els

20.000€. Amb aquestes dades troba la distribucié optima de la cartera d’inversio. 6>

64 Cal aplicar I'analisi de sensibilitat per a resoldre I'apartat (b).
65 Guerrero Casas, F. M2 (1994) Curso de optimizacidn. Barcelona: Ed. Ariel , pagina 176. Aquest és
un model de carteres d’inversid diferent al de Markowitz que hem vist al tema 1.
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SOLUCIONS:
1.

a. El maxim és el punt (1,1) amb valor maxim associat 2.

. ., 4 42 . . .41
b. El maxim és el punt (E'E) amb valor maxim associat Pyt

P 55 69 . ., 49
c. Elminim és el punt (;, ;) amb valor minim associat v
2. La funci6 objectiu del programa s’optimitza indefinidament seguint la direcci6 positiva
de I'eix d’ordenades.

3. 4 unitats del primer producte i 15 del segon maximitzen la utilitat del consumidor amb

un valor optim de 165 u.m.

4.
a. El maxim és el punt (6,1) amb valor maxim associat 141.
b. El minim és qualsevol punt del segment d’extrems (1,1) i (3, %), amb valor minim
associat 2,5.
c. El programa no té soluci6 finita.
5.
a. Cal produir 35 unitats de Ai 17 unitats de B, amb un benefici maxim de 1.125 u.m.
b. El nou benefici optim seria de 1.104,66 u.m.
6.

a. Cal transportar diariament 225 tones de coure de M a R, 100 tones de M a T i 225
tones de N a T. El cost minim del transport seria de 1.625 u.m.
b. El nou cost minim seria de 1.575 u.m.
7. L’inversor ha d’invertir 60.000€ de la cartera en titols de tipus A, 40.000€ en titols de

tipus Bi 20.000<€ en titols de tipus C. Els beneficis optims de la cartera pugen a 7.500€.
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BLOC II: Analisi dinamica

3. INTEGRACIO DE FUNCIONS REALS D’UNA VARIABLE

La integraci6 de funcions reals és una de les eines matematiques més eficients a I'hora de
resoldre problemes relacionats amb fendomens reals on intervé el temps com a variable
independent. D’aci el nom de Analisi dinamica que li hem donat a aquest bloc. Entre

d’altres, les integrals ens permeten calcular arees planes no rectilinies. Vegem un exemple:

Exemple: Calcula I'area A generada per la parabola y = x?:
N 4

44

X

0 1

Val a dir que no existeix cap formula “classica” que ens permeti calcular el valor de A doncs,
com veiem, es tracta d'una figura amb un contorn no rectilini. Sortosament les integrals
venen a ajudar-nos en el segiient sentit. Ja que la parabolay = f(x) = x? és una funcié real

d’una variable que té com a “primitiva” associada la funcié real d’'una variable:6¢

3

X
F(X) :?

importants resultats matematics®’ ens permeten dir que I'area A és igual a la “integral
definida”:
1 13 03 1
A= 2dx=FQ1)-FO)=(—=—|-|=]==
[rrecmrm-ro=(5)-(5) 3

En aquest primer tema veurem com calcular les “primitives” més basiques i donarem un
cop d’ull a algunes de les seves aplicacions més rellevants com sén ara el calcul d’arees sota
funcions, aixi com també algunes aplicacions economiques. Val a dir que el que farem aqui

és essencial per a poder abordar amb exit el contingut del segon i ultim tema d’aquest Bloc.

66 Observem que la derivada d’aquesta funcié és precisamente la funcié inicial y = x2.
67 El teorema fonamental del calcul integral i la regla de Barrow.
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3.1. Integral indefinida d’una funcio

3.1.1. Primitiva d’una funcié

En aquest apartat veiem com calcular les integrals indefinides (o primitives) a partir de
metodes especifics per, posteriorment, donar un cop d’ull a algunes de les seves aplicacions
al calcul d’arees i a 'Economia matematica més interesants. Des d’un punt de vista informal

podem dir que integrar una funcié real d’'una variable és el “contrari” de derivar-la.

Definicié: Una primitiva d’'una funcié d’una variable y = f(x) és una altra funci6 F (x) tal
que la seva derivada és f(x). En altres paraules:
dF

F'(x) = — = 68
() === ()
Exemple: Prova que la funci6:
3
X
Fx)=—+1
() =—+
és una primitiva de f(x) = x2.
SOLUCIO: Evident ja que:
P )_dF_3x2+O_ 2 = )
x) = - 3 =x°“=f(x)m

Val a dir que la primitiva d’'una funcié no és tnica. En efecte:

Teorema: Dos primitives d’'una mateixa funcié es diferencien en una constant. En altres
paraules, si F; (x) i F,(x) son primitives de y = f(x) existeix una constant C € R tal que:

F,(x) = F;(x) + C.

Exemple: Les primitives de f(x) = x2 sdn del tipus:

3
X
F(x) = 3 + C,amb C € R constant.

68 Les primitives s’Tanomenen també antiderivades.
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3.1.2. Integral indefinida d’una funcié. Integrals immediates i propietats
La propietat anterior justifica la definici6 d’integral indefinida.

Definicié: La integral indefinida (integral a partir d’ara) de y = f(x) ésigual a

I'expressio: 69
ff@ﬂxzﬁﬂ+€

on F(x) és una primitivade y = f(x) i C € R és una constant.

Exemple: Donada la funcié:

y=fk)= -
X
troba:
1. Lasevaintegral indefinida.
2. La primitiva que passa pel punt (e, 2).
SOLUCIO:

(1) Ja que la derivada de F(x) = Inx és la funci6 f(x) = i, la integral indefinida sera:

1
f(—)dx=lnx+Cl
X

(2) Ara hem de trobar una funci6 de la forma:
F(x)=Inx+C
que passi pel punt (e, 2). Ja que:
2=F(e)=Ilne+C=1+Cimplica:C =1
la primitiva de f(x) = i que estem buscant és la funcio:

F(x)=Inx+1m

Des d’'un punt de vista geometric, poden dir que la integral indefinida d'una funcié
representa a una familia de corbes en el pla, sent cadascuna d’aquestes corbes una

primitiva.

69 Aquest simbolisme té a veure amb el concepte d’integral definida.
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3.1.2.1. Integrals immediates

Per tal de calcular integrals indefinides és essencial tenir present la segiient llista d'integrals

immediates, que son les integrals que s’obtenen directament a partir de la propia definicié:

1. fa-dx= a-x + C, per a tota constanta € R.

a+1

2. [x%x ==

—pona * —1.

3. fx‘ldx=f%=lnx+6.
4, faxdxza—x,ona>0.
Ina

5. [sinxdx =—cosx +C.
6. [cosxdx =sinx+C.

7. f( . )dx=f(1+tan2x)dx=tanx+C.

cosZx

8. f( : )dx=tan‘1x+C.

1+x2

Malauradament el calcul d’integrals no admet quelcom de semblant a la regla de la cadena
de la derivacio i aix0 fa que no totes les funcions elementals tinguin una primitiva

expressable a partir d’altres funcions elementals.”? Casos aixi serien, per exemple, les

sin x 2
j( )dxife‘x dx.
X

Aixi doncs, estem obligats a integrar cada tipus de funcié emprant tot un seguit de metodes

integrals:

d’integracié especifics. De fet, 'objectiu fonamental d’aquest tema és estudiar-ne els més

senzills.

70 Una funcié elemental és aquella que es pot expressar a partir d’'una quantitat finita de
exponencials, logaritmes, poténcies, sinus, cosinus, tangents i constants mitjancant la composicié de
funcions, i utilitzant les quatre operacions fonamentals de I'aritmeética.
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3.1.2.2. Propietats de les integrals indefinides

A partir d’ara caldra tenir present les segiients propietats de les integrals indefinides:

Propietats:

1. [f'(x)dx = f(x)+C.

2. J(FG) +9(0) dx = [ f(x) dx + [ g(x) dx.

3. [A:-f(x)dx =2 [ f(x)dx, peratota constant A € R.
4

. “Integracio logaritmica”: 71

flx)
f [10) dx =Inf(x)+C.

Anem a veure un exemple d’aplicacio:

Exemple: Calcula les integrals “quasi immediates”:72

(D) Jc* =72 +5) dx. (2) [ (52) dx. (3)

x2
SOLUCIO: (1) Aplicant les propietats anteriors tenim:

x> x*
f(x4—7x3+5)dx=fx4dx—7fx3dx+5fdx= T -7 T +5x+Cm

(2) Ara, dividint per x? i aplicant la llista d’integrals immediates:

xdx
14+x2

(4) [ tan x dx.

31

f(vi;2>¢¥=f<f%—2xﬁ>¢x: x;Z _2<j;tz>+62?_&%)+%+61

-3+1

(3) Gracies a la integraci6 logaritmica i tot multiplicant i dividint per 2, deduim que:

f xdx _1 f( 2X )d _1 In(1 + 2)+C
T+x2 2 ) \Tgxz)PF=p M TX "

(4) Com abans, i gracies a la definici6 de funci6 tangent, tenim ara que:

sin x —sinx
ftanxdxzf( )dxz—f( )dxz—lncosx+Cl
CcoS X COS X

71 Aquesta propietat pot ser vista com un metode especific d'integracié com els que analitzarem tot
seguit.

72 Diem que una integral és quasi immediata si es pot resoldre directament a partir de la taula
d’integrals immediates tot aplicant les propietats anteriors.

44



3.2. Metodes d’integracio
3.2.1. Integracié per parts.

Recordem que la derivada d’una funcié y = f(x) era igual a:

df(x) _
2 =

Doncs bé, considerant la part esquerra de la igualtat anterior com si fos un quocient,’3 la

diferencial de la funcid és igual a la expressio:

df (x) = f'(x) - dx.™

Com a propietat interessant que relaciona els conceptes d’integral indefinida i diferencial
tenim que les operacions d’'integracié i de diferenciaci6 s6n “inverses” una de I'altra en el

sentit que:

[ are = ra + c.7

El metode d’integracio per parts es basa en el concepte de diferencial d’'una funci6 i ens

proporciona una formula precisa per avaluar cert tipus d’integrals. En concret ens diu que:

Propietat (metode d’integracié per parts): Si u = u(x) i v = v(x) so6n dues funcions reals

fu-dvzu-v—fv-du.

Aquesta és, precisament, la formula que cal aplicar per a resoldre integrals pel metode

derivables aleshores:

(s

d’integraci6 “per parts”. Vegem-ho.

73 De fet és el limit d'un quocient.

74 Val a dir que la diferencial d'una funcié en un punt ens permet aproximar l'increment de la funcié
al voltant d’aquest punt. El concepte de diferencial va ser introduit per Leibniz.

75 Aquest resultat és una conseqiiéncia directa de la definici6 de diferencial i de la primera propietat
de la plana anterior.
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3.2.1.1. Aplicacions del métode d’integracid per parts

a. [p(x)-e* - dx,amb k € R constantip(x) polinomi.
Aquesta integral es pot resoldre fent:

u=p(x)idv = e**dx.

Exemple: Calcula la integral:
f xe*dx.

u =p(x) = ximplica:du =1 -dx = dx

SOLUCIO: Ja que:

dv = e**dx = e*dx implica: v = [e*dx = e* + C

deduim, aplicant la férmula d’integracio per parts, que:76

fxexdx=x-ex—fexdx=xex—ex+Cl

b. [p(x)-Inx - dx, amb p(x) polinomi.
Aquesta integral es pot resoldre fent:

u=Inxidv =p(x)dx.

Exemple: Calcula la integral:

jlnxdx.77

SOLUCIO: Ja que:

u = Inx implica: du = G) dx

dv=p(x)-dx=1-dximplicav=[1-dx=x+C

deduim, aplicant la férmula d’integracio per parts, que:

1
flnxdx=(1nx)-x—jx-(;)-dx=x-1nx—fdx=x-lnx—x+Cl

76 No cal posar en la formula de la integracié per parts la constant d’integracié de v = v(x).
77 En aquest cas el polinomi és la unitat: p(x) = 1.
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3.2.1.2. Aplicacions del métode d’integracid per parts

c. [p(x)-sinx-dx6 [p(x)-cosx-dx,amb p(x) polinomi.
Aquesta integral es pot resoldre fent:

u=p(x)idv =sinxdx 6 dv = cos x dx.

Exemple: Calcula la integral:
f X -cosx-dx.

SOLUCIO: Ja que:

u =p(x) = ximplica:du =1 -dx = dx

dv = cosx dx implica: v = [ cosx dx = sinx + C

deduim, aplicant la férmula d’integraci6 per parts:78

fx-cosx-dx=x-sinx—fsinxdx=x-sinx+cosx+Cl

d. [e* -sinx-dx6 [e* - cosx-dx,ambk € R constant.
Aquesta integral es pot resoldre fent:

u=-sinx6u=cosxidv =e*dx.

Exemple: Calcula la integral I = [ e cos x dx.
SOLUCIO: Ja que:
u = cosx implica: du = —sinx dx i dv = e *dx implica: v = [ e ¥dx = —e™*+ C
deduim, aplicant el metode d’integracio per parts, que:
I = f e *cosxdx =—(e ™) cosx — f e ¥ sin x dx.
Ja que, aplicant de nou la férmula d’integracié per parts, tenim que:
f e *sinxdx = —e*sinx + f e *cosxdx =—e *sinx +1
deduim, aplicant tot I'anterior, que:
e *(sinx — cos x)

I =—(e™™)cosx — (—e *sinx + I) implica: I = 5 +Cm79

78 Recordem que no cal posar en la férmula la constant d’integracié.
79 Fixem-nos en la “circularitat” del procés de resolucié d’aquesta integral.
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3.2.2. Integracié per substitucié o canvi de variable

En poques paraules, introduir un canvi de variable en una integral:

jf(x)dx

consisteix, basicament, en substituir la variable x per una nova variable t a partir d’'una
igualtat funcional de la forma:
x = ¢@(t), on @(t) és una funcié derivable respecte t.80
Com que, aplicant diferencials sobre la igualtat funcional, tenim:
x = @(t) implica: dx = ¢'(t) - dt

aleshores la integral inicial en x es transforma en una integral en t:

[ reaax= [ £o®) o' ©-de = [ gtorat

Si aquesta darrera integral, que depén Unicament de la variable t, es pot resoldre, també es

podra resoldre la inicial tot “desfent” el canvi de variable. Vegem un exemple il-lustratiu:

Exemple: Calcula la integral:
f (x “Vx — 1) dx

aplicant el canvi de variable: x — 1 = t.
SOLUCIO: En aquest cas I'equaci6 del canvi de variable seria:
x=¢@(t) =t+ 1limplica:dx = ¢'(t) - dt = 1-dt = dt.

Aixi doncs:

f(x.m)dx:{xd;:“l}=f((t+1)-\/f)-dt=f<(t+1)-t%>dt=

5 3
f<§ ld t2 c 2t2 2t2 c
=t2+t2>t= + +Cc=|=—|+[=|+cCc=
3/, +1 1, +1 5 3

5 3
2(x —1)2 2(x +1)2

80 També cal que sigui una funci6 bijectiva respecte t per a poder “desfer” posteriorment el canvi.
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3.2.2.1. Exemple d’aplicaci6 del métode d’integracid per canvi de variable

Exemple: Calcula les segiients integrals pel metode de substitucid:
1. f(1—2x)7dx.
dx
2 [
3. [(¥1=3x)dx.
4' fO,de'

Vx+5
SOLUCIO:81

(1) En aquests cas, introduirem el canvi de variablet = 1 — 2x:

1—t
X=—"" dt 1 1 [t8
— 7 - 2 — 7)Y —- _Z 7 - __ .= —
f(l 2x)’ dx dx—_ﬂ ]t( 2) zjtdt > <8>+C
)
(1-—2x)8
—{t—1—2x}——T+Cl

(2) Ara caldra considerar el canvi de variable t = x — 3:

j(xi—x?ﬂz_ xd;i-lc_it3 ftz jtZdt_(t_ll>+C——<%)+C={t=x_3}=

:_<x—3)+c.

(3) Amb el canvi de variable 1 — 3x = t deduim que:

- t 1 t3
(V1 = 3x)dx = 3 1= %-(——) ——-|Bdt=—s-—|+C=
e = dt 3 3 3 4/3
SEY
4 4
t3 (1-3x)3

(4) Finalment, caldra considerar el canvi de variable t = x + 5:

0,5dx x=t—>5 1Lrdt _1( s 1(e" 0.5
x+5_{dx=dt}_§ ﬁ—zjt dt=z(5g|+C=t"5+C={t=x+5}=
=Vvx+5+(Cm

81 En cada cas caldra aplicar un canvi de variable convenient.
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3.3. Integral definida d’una funcid
3.3.1. Integral definida d’una funcid i propietats

Donada una funcié real continua definida sobre un interval tancat:82
y=f(x),amba<x<b
i amb la “restricci6 de positivitat”:
f(x) =0,peratota<x<b
resulta doncs que la integral definida de f(x) entre els punts x = a i x = b, que denotem

per:

b
f f(x)dx

ens mesura l'area A compresa entre I'eix d’abscisses, la funcié y = f(x) i les dues rectes

verticals x = aix = b. Graficament:

=)

Aixi doncs, la integral definida és un ndmero real:

b
A= ff(x)dx € R.83

Com tindrem ocasio de comprovar, la restriccié de positivitat de la funcié no és un obstacle

a l'’hora de calcular arees no rectilinies aplicant la integral definida.

82 Les integrals definides sobre funcions continues s’anomenen integrals de Cauchy.
83 Hom pot trobar la definici6 formal d’'integral definida en qualsevol manual de calcul integral.
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3.3.1.1. Propietats de la integral definida

Propietats: En general:

L [J(f@ +g@)dx = [} fx) dx + [ g(x) dx.

2. [P f(x)dx =2~ [, f(x)dx, peratota constant A € R.
3. [Tf(x)dx=0.

4. [T dx =— [ f(x)dx.

5. [P f()dx= [ f(x)dx+ [ f(x)dx,peratota < c <b.
6. Sif(x) = 0,peratota < x < b, aleshores [ f(x)dx = 0.

7. Sif(x) <0,peratota < x < b, aleshores f:f(x) dx < 0.

D’aquestes propietats84 es desprén que si una funci6 continua y = f(x) és negativa entre
els puntsx = aix = b, és adir, si:
f(x) <0,peratota<x<b

com, per exemple:

y=f(x)

el valor de I'area A coincideix amb el valor oposat de la integral definida. En altres paraules:

b
A= ff(x)dx .85

84 Sobre tot les dues darreres.

85 Per tant, si volem utilitzar integrals definides per a avaluar arees sense dibuixar-les, es
recomanable considerar sempre els valors absoluts de les integrals definides que hi estan
involucrades. A tall d’exemple tenim les aplicacions metriques de les integrals definides que veiem
més endavant.
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3.3.2. Teorema fonamental del calcul integral. Regla de Barrow

Val a dir que el procés “geometric” del calcul de la integral definida que es despren de la
seva definicio no és el que es segueix habitualment. 86 En el seu lloc s’utilitza una propietat
fonamental que relaciona la integral definida amb la indefinida i que, per la seva

transcendéncia, enunciem aqui amb cert detall.

Definicié: La funcio integral d’'una funcié continua y = f(x) definida entre els punts x = a

i x = b és, per definicio, la funcio real de variable real:

EH@=]ﬂﬂM

Graficament, la funcié integral seria:8”

y
y=fx)

Fo(x)

X

a x b

Fixem-nos que aquesta funcié val 0 si x = a, i la integral definida inicial si x = b:

a b
I?@)sz@ﬁhzouﬁw)sz@ﬁm

El teorema fonamental del calcul integral ens diu que:

Teorema (Teorema fonamental del calcul integral): La funci6 integral d’'una funci6 real de

variable real y = f(x) continua és una de les seves primitives. En altres paraules:

dRp(x) _
L= F0).

86 Anomenat metode d’exhaustié. Aquest metode ja era conegut pels grecs i Arquimedes el va
utilitzar per a aproximar el valor numeric de 7.
87 Notem que la funcié integral avalua I'area en groc.
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3.3.2.1. Regla de Barrow

La regla de Barrow que s’obté directament del teorema anterior, ens proporciona la

integral definida d’'una funcié continua sempre i quan admeti primitives.88 En efecte:

Teorema (Regla de Barrow): Si F(x) és una primitiva de y = f(x) llavors:

b
jf(x) dx = F(b) — F(a).

Exemple: Calcula la integral definida:
/2

| oo
="/

SOLUCIO: Degut a que la integral indefinida d’aquesta funcié és:

CoS X
j(—) dx =—1In(2 —sinx) + C
2 —sinx

podem considerar com a primitiva associada la funcié:
F(x) = —In(2 — sinx).

Per tant, i aplicant la regla de Barrow, deduim que:

/2
f/ () e =F ) -F(-5) = (-m(2-sm(3)) - (-m(z-sin (-3
=(-In1) - (-In3) =In3m
Ja que la funci6 és positiva entre x = —~i x = - aquesta integral definida és I'area:
y
05

T2 0 n.fZ\x -
yY=jXx

88 Malauradament si una funcié no té primitives la regla de Barrow no es pot aplicar.
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3.4. Aplicacions de la integral definida
3.4.1. Aplicacions metriques: calcul d’arees8®

a. Estracta de calcular I'area A determinada per:

4 fx)

En aquest cas:

b
A=A1+A2= + J-f(x)dx.go
c

ff(x)dx

Exemple: Troba I'area que determinay = f(x) = In (g) entre x = 1,x = 4 il’eix d’abscisses.

SOLUCIO: Ja que la funcié és negativa per 1 < x < 2 i positiva per x > 2, I'area sera igual a:
2 4
X X
A= fln(z)dx + fln(z)dx.
1 2

Aixi doncs, i aplicant integracié per parts, podem agafar com a primitiva F (x) la funcio6:
X d . . X
jln(z)dx = x-ln(z) — x + C implica: F(x) = x.ln(f) —

Aixi doncs, i aplicant la regla de Barrow, I'area que ens demanen sera igual a:

2

4
A= fln(g)dx + zjln(;) dx| = |F(2) = FQD)| + |[F(4) = F(2)| =

1

1
= —1—ln<§)|+|4ln2—2| =3In2-1=1,08m

89 Com veurem, no caldra dibuixar les arees que ens demanen per a avaluar-les.
9 Notem que en aquest cas no caldria considerar el valor absolut de la segona integral definida.
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b. Es tracta de calcular aral’area A tancada entre dues funcions:

y

g(x)
—1x)

|

|

|

|

| |

l |
a b

En aquest cas:

b

A= [0 - g@)ax|

a

Exemple: Troba I'area tancada per la parabolay = x? + lilarectax +y = 3.
SOLUCIO: Aquestes dues funcions es tallen en els punts x = —2 i x = 1. En efecte:
x?+1=3—ximplica: x> + x — 2 = 0 implica:x = -2 6 x = 1.

Per tant, I'area que ens demanen és igual a:
1 1
A= j((x2+1)—(3—x))dx = j(x2+x—2)dx.
-2 =2

Donat que podem considerar como a primitiva la funci6:

3 x2 3 2

x3 x
(x? +x — 2)dx =?+7—2x+Cimplica:F(x) =?+7—2x
aquesta area sera igual a:
1
7 10 9
A= f(xz +x —2)dx| = |F(1) = F(=2)| = |<—g) - (?)| == =45m
-2

91 Caldra posar sempre el valor absolut de la diferéncia entre les dues funcions sense importar
quina de les dues és el minuend.
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c. Estracta de calcular I'area A determinada per dues funcions “consecutives”:

4 fx)

L’area sera doncs:

[ b
A=A +A, = ff(x)dx + fg(x)dx .
a C
Exemple: Calcula I'area determinada per I'eix d’abscisses entre x = —1, x = gi la funcio:
14+ x <0
fx) = [1 "
cosx,x =0

SOLUCIO: Degut a quer aquesta funcié canvia de definici6 en el punt x = 0, 'area que

volem quantificar sera:

0 T/,
1+x
A= f( )dx + f cos x dx|.
1—x
-1 0

Tenint present que:

1+
f (1 = i) dx = —x — 2In(1 — x) + C implica: F;(x) = —x — 2In(1 — x)

i que:
f cos x dx = sinx + C implica: F,(x) = sinx

deduim, per la regla de Barrow, que:

0 /s
A= j(iti)dx + f cosx dx| = |F,(0) — Fy(~1)| + |F (g)—Fz(o)|=
1 0

=|0-(1-2In2)|+|1—-0/=2In2 = 1.3863m
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3.4.2. Aplicacions economiques de la integral definida

3.4.2.1. Funcions economiques marginals

La primera de les aplicacions economiques que considerarem té a veure amb funcions
economiques marginals (benefici marginal, cost marginal, etc.) que s’estudien en Economia

matematica. Vegem un exemple:

Exemple: Sabent que el cost marginal de produccié d'un cert article de consum ve donat
per la funcié:
CMa(q) = 2q — 10 um.
on la variable g > 0 denota el nombre d’unitats produides, i que el preu de venda unitari és
constantiigual a 520 u.m.:
1. Determina la funcié de costos totals sabent que 5100 u.m. son els beneficis de la
producci6 i venda de 10 articles.
2. Calcula el nivell de produccié que maximitza els beneficis totals.
SOLUCIO: (1) Com que el cost marginal CMa(q) és la derivada de la funcié de costos totals

C(q) aleshores, per definicio:

C(q) = f CMa(q)dq = j(2q —10)dq = q* —10q + C.

Aixi doncs, ja que la funcid d’ingressos és:
I1(q) =520-q
la funci6 de beneficis totals B(q) s’expressara de la forma:
B(q) = 1(q) — C(q) = (520q) — (¢* — 10q + C) = 5309 — q* — C.
Finalment, com que B(10) = 5100 u.m., hom dedueix que els costos totals seran:
5100 = B(10) = 530 - 10 — 10% — C implica: C = 100 implica: C(q) = q* — 10q + 100m

(2) Ja que:
0=d—B=530—2qimplica:q =26Sid2—B= -2<0
dq dq?
deduim que els beneficis maxims de la produccié i venda d’aquest article s’obtenen
produint i venent 265 articles amb un valor monetari optim de:

B(265) = 530265 — 2652 — 100 = 70.125 u.m.m
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3.4.2.2. Excedent del consumidor i del productor

Una altra aplicacié economica d’interes consisteix en trobar I'excedent del consumidori/o
del productor partir de les dues funcions d’oferta i de demanda associades.??2 Vegem un

exemple:

Exemple: Si les funcions d’oferta i demanda d’un bé sén, respectivament:
pp=25—q%ips=2q+1
1. Determina el preu d’equilibri del bé, aixi com la quantitat ofertada i/o demandada a
aquest preu.
2. Calculal’excedent del consumidor i del productor associat al preu d’equilibri anterior.
SOLUCIO: (1) Ja sabem que el preu d’equilibri ve donat per la igualtat pp, = ps. Per tant, la
quantitat demandada (I'oferta) g, > 0 en aquestes condicions sera de:
ps = pp implica: g% + 2q — 24 = 0 implica: g, = 4 unitats. 93
En conseqiiencia, el preu d’equilibri p, > 0 sera de:
Po =pp(4) =ps(4) =9um.m
(2) En general, els excedents del consumidor ¢, i del productor &g al nivell de preus p, > 0 i

quantitat demandada q, > 0 venen donats per les igualtats:

qdo qdo
ép = ]Pqu — Do qoi& =Py qo— jpsdq .
0 0

Per tant, en el nostre cas, tindrem com a excedent del consumidor:
do 4
&p = f ppdq | — Poqo = f(25 —q¥)dq |—9-4=42.66um.m
0 0
i com a excedent del productor:
do

4
& = Poqo0 — f psdq | =9-4— f(Zq + 1)dgq | = 16 um.m%
0 0

92 Caldra emprar integrals quan alguna d’aquestes funcions no sigui lineal.

93 ['altra soluci6 de 'equacié és negativa i, o0bviament, no cal considerar-la.

4 No calia emprar integrals definides per a calcular I'excedent del productor doncs es tracta de
I'area d'un triangle.
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3.4.2.3. Evolucié d’un bé al llarg del temps

La darrera de les aplicacions economiques consisteix en estudiar com s’acumula o minva
una variable economica amb el temps (per exemple, quan triga en esgotar-se un bé sotmes

a una demanda creixent). Veiem un exemple:

Exemple: Se sap que la demanda en tones d’un rar mineral M és de la forma:

D(t) =2-10°. %04
ont > 0 denota els anys transcorreguts des de l'inici de la seva explotacio. Si les reserves
inicials de M eren de 20.000 milions de tones, calcula el temps que trigaran a esgotar-se. 9>
SOLUCIO:
Suposant que la demanda mundial de M és continua,?® la quantitat demandada Q(t,) fins el

moment t, = 0 (és el que s’entén per “demanda acumulada”) és igual a la integral:

to

Q(ty) = f D(t)dt

0

ont = 0 denota el moment en que s’inicia I'explotaci6. Sabent que les reserves inicials de M
eren de 20.000 milions de tones (2 - 101° tones), haurem de calcular el valor de t, > 0 onla
demanda acumulada sigui precisament igual a 2 - 101° tones, és a dir:

Q(t,) = 2 - 10,

Per tant:

to to
2-10°
210 = (e) = | D@de = [ 2-10° - €20y = S (00 - 1)

0 0 '

i, en conseqiiencia:

In(401
400 = %% o — 1 implica: €%%* 0 = 401 implica: t, = % =~ 150.

Per tant, el mineral té una “vida util” de gairebé 150 anysm

9 En aquest exemple la demanda de M creix “exponencialment”. Hom diu que una funcié creix (o
decreix) exponencialment si el seu ritme de variacid és proporcional, en tot moment, al seu valor.
Aquest tipus de funcions tornaran a apareixer en el tema seglient.

9 Es a dir, cal suposar que es demanda mineral en tot moment. Aquesta hipotesi és necessaria per a
poder resoldre 'exemple a partir d’integrals definides.
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3.5. Exercicis

1. Calcula les integrals quasi immediates:

() 22 @) [ e%dx. (3) f (52F) dx. (4) 25 (5) f (oo di.

2. Aplicant el metode d’integracio per parts calcula les integrals:

4dx

(1) [(x?* + x — 2)e*dx. (2) [ e** sinx dx. (3) fln( )dx (4) [(1 4+ x*)Inxdx.
3. Aplicant el metode de substituci6 (canvi de variable) calcula les integrals:
() [ () dx. () f i (3) [ x2e¥ dx. (4) [ 2(1 = 7)ax. (5) [ 1=

4. Calcula les integrals definides:

W [ (5 de ) [0 22 3) [, + xe?dx @) f; 5 (25 dx.

xInx’

5. Calculal'area que determina la funcié:
fx) = (2x —1e”
amb l'eix d’abscisses entre lesrectesx = 0ix = 1.

6. Trobal'area que tanquen la hiperbola:

ilarectal2y +x =5.
7. Calcula I'area que tanca la funcié:

1,5x+3, x<0

= 3
fe) = —, x=0
Vvx +1
amb l'eix d’abscisses entre lesrectesx = —1ix = 3.

8. La funci6 de costos marginals d’un fabricant de cotxes electrics és:
CMa(q) = 0,8q + 4 u.m.

Si actualment la fabrica produeix 50 unitats, quant costaria doblar-ne la produccié?
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SOLUCIONS:

1.
4 e2x ng 1 In(1-2x) In(x3+6x2-71)
(D —;+ C. (2)7+ C. (3)T_ 14xz + C. (4) _T-I' ¢.(5) G re 7)) Lo

2.

(1) (2 — x — 1)e* + C. (2) L@snxcos0) 4 ¢

2 %3 e
@ xl(3)+x+C@(x+Z)nx—(x+Z) +c.
3.
2 % X3
(1) tan"tx + C. (2) _@+ e
— 11 _ 12
(4) L. (22 GO | ¢ (5) 2(VE — In(1 4+ VE)) + C.

4.

1) (2)n2.(3)3m2 -3 (4)In2 .
4 4 2
5. A=4e% —e—3 = 0,8766.

6. A=——In(3)=0004

7. A== =825
4

8. 3.200 u.m.
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4. EQUACIONS DIFERENCIALS ORDINARIES

Les equacions diferencials ordinaries s6n equacions que ens permeten, per dir-ho aixi,
“reconstruir” una funcié d’'una variable a partir de les seves derivades. Vegem un exemple

introductori relacionat amb la dataci6 temporal de I'isdtop radioactiu C1* del carboni:

Exemple: El métode de datacié temporal per carboni C1* es fonamenta en el fet que la
proporcid d’aquesta substancia en tot organisme viu es manté constant al llarg de la seva
vida i, en morir, disminueix al no haver-hi reposicio. Se sap que en tot momentt > 0
després de la mort (t = 0), la “taxa” de desintegracio del carboni C* (la derivada respecte
el temps) satisfa la “equaci6 diferencial”:

dC*(¢)

Cdt
Doncs bé, aquesta equacio diferencial de primer ordre té per “solucié general” I'expressio:

Cl4(t) — C14(O) . e—1.24486-10_4-t

on C'*(0) és la quantitat de carboni C* inicial. Com a aplicacié d’aquesta férmula, suposem

= —1.24486 - 10~* - C14(¢).

que les restes d'un ds trobades al Pirineu contenen només una cinquena part del carboni 14
present en un 6s viu. Quan de temps fa que I'6s és mort? En aquest cas, el temps t, > 0

passat des de la mort ha de satisfer com a “condici6 inicial” que:
1
C1(ty) = T Cc14(0).
Per tant, aplicant la férmula anterior i simplificant per C*(0), veiem que:

1 _
= C1(0) = €M (tg) = C'*(0) - e™*480 1™ %o implica: ¢y = 12.928,66.%7

En altres paraules, I'6s va morir fa aproximadament 12.929 anys. Graficament:

(04
0.2-CH O ———————— e
| 614(1_)
i t
o t,=12.929 anys
Mortdel'6s

97 Notem que aquest temps no depén de la quantitat C*(0) en el moment de la mort de I'6s.
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4.1. Equacions diferencials ordinaries
4.1.1. Equacio diferencia ordinaria i solucions

Definicié: Una equaci6 diferencial ordinaria d’ordre n € N és una equacié que depén
d’una variable independent x, una variable dependent y = f(x) i de les n primeres

derivades successives d’aquesta funcié. Simbolicament:

F(x,y,y ...,y(n)) =0.98
Vegem uns exemples:

Exemple: Comprova que son equacions diferencials i determina I'ordre de:

My +y=x.2)In(y)+2y=0.3)y"+2y" +x=0.(4)y"" —x-y" — 5x = 32.
SOLUCIO:
(1) i (2) son equacions diferencials d’ordre 1 (o de “primer” ordre) ja que nomeés apareix la

primera derivada, i (3) i (4) son equacions diferencials de segon i tercer ordrem

El concepte de “solucié” d’'una equacié diferencial és cabdal. De fet I'objectiu del tema

consisteix en trobar les solucions de certes equacions diferencials de primer i segon ordre.

Definicié: Una solucié d’'una equacié diferencial és una funcié derivable y = f(x) que,

substituida en I'’equaci6, la satisfa. Poden donar-se dos tipus de solucions: 92

1. Solucié general: Es una solucié que depén de tants parametres com ens indica I'ordre
de I'equacié diferencial.

2. Solucié particular: Es qualsevol solucié que s’obté de la general donant valors concrets

als parametres.100

98 Val a dir que la funcié y = f(x) ésla “incognita” de 'equacid diferencial i que una equacio6
diferencial d’ordre n ha de contenir necessariament la derivada y™ de la incognita.

99 En certs casos pot haver-hi un tercer tipus de solucié, anomenada solucié singular, que és una
soluci6 que no és ni la general ni cap de les particulars.

100 Des d'un punt de vista geometric aquestes solucions s’anomenen corbes integrals.
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4.1.1.1. Exemple d’aplicaci6 del concepte de solucié d’'una equacid diferencial

Exemple: Donada '’equaci¢ diferencial de primer ordre:
y+ty=x
1. Prova que la funcio6:
y=C-e*+x—1,amb C € R parametre
és la soluci6 general de I'equacié diferencial.
2. Comprova que la recta:
y=x-—1
n’és una solucio particular (corba integral).
SOLUCIO:
(1) Com que es tracta d'una equaci6 diferencial de primer ordre i la funcié que ens donen
depén d’un Unic parametre, cal comprovar tant sols que satisfa I'’equacio diferencial per a
afirmar que, efectivament, és la solucié general. En efecte:
y=C-e*+x—1limplicaay'+y=(—-C-e*+1)+(C-e*+x—-1) =xm
(2) Sifem C = 0 en 'expressid anterior tenim que la funcié y = x — 1 és una de les
solucions particulars. En efecte:
C =0implicay=0-e*4+x—-—1=x—1m

Graficament:101

101 Val a dir que la soluci6 general d’'una equacié diferencial és una expressid funcional que
representa a la “familia” formada per les seves corbes integrals.
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4.2. Equacions diferencials de primer ordre

Aquestes son les equacions diferencials que estudiarem en primer lloc. Comenc¢arem veient

com poden venir expressades:

Definicié: Una equacio diferencial de primer ordre és una equacié diferencial que depen
tant sol de les variables x, y, y'. En general, una equacio diferencial d’aquest tipus pot
expressar-se de tres maneres diferents: 102

1. En forma implicita: F(x,y,y’) = 0.

2. En forma explicita: y' = Z—z = f(x,y).

3. En forma continua: p(x, y)dx + q(x,y)dy = 0.
Vegem un exemple:

Exemple: Troba les tres expressions equivalents de les equacions diferencials de primer
ordre:

(MIn(y')+2y=0.2)y'=1+x+y.(3) ydx + xdy = 0.
SOLUCIO:
(1) Es tracta d’'una equacié diferencial de primer ordre implicita. Les expressions explicita i
continua sén respectivament:

y' =e idx—(e?”)dy =0m

(2) Aquesta equacié diferencial ve donada en forma explicita. Les expressions implicita i

continua son respectivament:

F(x:)’;y’)=y,—y—x—1=01dx—( )dy:O.

1+x+y
(3) Es una equacié diferencial de primer ordre en forma continua. Les expressions implicita

i explicita s6n respectivament:

x-y’+y=01y’=—¥l

102 Obviament, les tres expressions sén equivalents com queda palés en el seglient exemple.
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4.2.1. Equacions diferencials de variables separades

Definicid: Les equacions diferencials de variables separades son de la forma:

p(x)dx + q(y)dy =0

amb p(x) i g(y) funcions reals d’'una variable.

Aquestes equacions diferencials es poden resoldre (“integrar”) directament sempre i quan

les funcions p(x) i g(y)admetin primitives.193 En efecte:

Propietat: Si P(x) i Q(y) sén, respectivament, primitives de p(x) i g(y), la soluci6 general
implicita de I'equaci6 diferencial continua p(x)dx + q(y)dy = 0 sera:

P(x) + Q(y) = C,amb C € R parametre.104

Exemple: Resol I'equacio:
xdx +ydy =0
i troba, si existeix, la corba integral que passa pel punt (1,1).
SOLUCIO: Es tracta d’una equacié de variables separades amb funcions associades:
p(x) =xiq(y) =y.
Com que les integrals indefinides d’aquestes dues funcions son:
X2 y?
fp(x)dx = fxdx =7+Ci fq(y)dyz fydy=?+6

tenim com a soluci6 general:
2 2
x- 0y
4+ —(Cmlos
2 2

Finalment, la corba integral que passa pel punt (x,y) = (1,1) sera la circumferéncia de radi
r = \/2. En efecte:

12 12

x?  y? 2
(x,y) = (1,1) implica: C = - +y7 = +7 = limplica:x? +y2 =2C=2=(V2) =

103 De fet, la majoria dels metodes de resolucid de les equacions diferencials de primer ordre passen
per reduir I'equaci6 diferencial a una de variables separades equivalent.

104 La soluci6 general és precisament la variable y que apareix com a argument de la funci6 Q(y).

105 Notem que si fem variar el parametre, les solucions particulars (corbes integrals) son totes les
circumferéncies que tenen per centre 'origen de coordenades.
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4.2.2. Equacions diferencials de variables separables

Definicid: Les equacions diferencials de variables separables son de la forma:

(P1(x) : Pz(}’))dx + (‘h(x) : CIz(}’))dy =0
amb p; (x),p,(¥), q1(x) i g, (y) funcions d’una variable.

Aquestes equacions diferencials es poden transformar en equacions diferencials del tipus
anterior si dividim I'equacié diferencial pel producte g, (x) - p,(y). En efecte, si fem la
divisié obtenim '’equacié diferencial de variables separades:
X
<P1( )) dx + (QZ ()’)) dy = 0.
q1(x) p2(¥)

Un cop feta la divisid, caldra aplicar el metode de resoluci6 del cas anterior per a obtenir la

solucié general. Vegem un exemple d’aplicaci6:

Exemple: Resol I'equaci6 diferencial:
ydx +xdy =0
i troba les seves corbes integrals.
SOLUCIO:
Es tracta d’'una equacio6 diferencial de variables separables amb:
P1(0) = Lp2(y) =y, q1(x) =xiq.(y) = 1.

Si dividim per g, (x) - p,(y) = xy s’obtindra I'’equacié diferencial de variables separades:

G) dx + (%) dy = 0.
f(%)dhlnxwi ](%)dy=lny+C

tenim, com a soluci6 general:

Com que:

Inx +Iny = C equivalenta: xy = e = Km
Aixi doncs, les hiperboles equilateres del 1er. i 3er. quadrants sdn precisament les

solucions particularsm106

106 De fet es podria provar que les hipérboles equilateres del 2on. i 4rt. quadrants també ho so6n. En
altres paraules, que el parametre K pot prendre qualsevol valor real.
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4.2.3. Equacions diferencials lineals de primer ordre

Definicid: Les equacions diferencials lineals de primer ordre son de la forma:
y' +p(x) -y =q)

amb les funcions p(x) i g(y) com a coeficients. A més:
1. Siqg(x) = 0laequacié diferencial que en resulta:

y' +p)-y=0

és I'equacio diferencial lineal de primer ordre reduida o homogénia.107
2. Sip(x) =piq(y) = q soén constants, I'equacié diferencial:

y'+p-y=q

és I'equacio diferencial lineal de primer ordre a coeficients constants p, q € R.

Les equacions diferencials de tipus (1) i (2) son, en particular, equacions diferencials de

variables separables o separades. Vegem un exemple:
Exemple: Troba la soluci6 general de y' — G) -y = 0ila solucié particular pel punt (1,2).

SOLUCIO: Aquesta equaci6 diferencial lineal de primer ordre reduida és equivalent a

I'equacié de variables separades:

(2) = 0 equivalent a: d (2) dx = 0 equivalent a: - = 2%
y' = (=) ¥ = 0equivalenta: dy — (-] -y - dx = 0 equivalen a.y— —
Ja que:
d 2dx
j7y = implica: Iny = 2Inx + C = In(x?) + C implica: y = eM¥*)+C = ¢C . 52

deduim que la solucié general és:
y =K -x? fentK = e‘.
Finalment, la soluci6 particular que passa pel punt (1,2) és la parabola:

(x,y) = (1,2) implica: 2 =y = K - 12 = K implica: y = 2x’m

Es pot provar que la solucié general de 'equacio diferencial reduida y’ + p(x) - y = 0 és:

y = e_fp(x)dx_

107 Per tant, anomenarem completa a 'equaci6 diferencial y’' + p(x) - y = q(x).

68



4.2.3.1. Resolucié de '’equacié diferencial lineal completa de primer ordre

Per tal de resoldre I'equacio diferencial lineal de primer ordre completa caldra aplicar la

férmula que apareix en el segiient teorema:

Teorema: La solucié general de 'equacié diferencial lineal de primer ordre completa:

y' +px) -y =q)

és igual a:

y = (e~ Jpax). <f (efp(x)dx : q(x)) dx).

Vegem un exemple:

Exemple: Troba la soluci6 general de I'’equaci6 diferencial lineal de primer ordre completa:
. (2
@)=
i la solucid particular que passa pel punt (1,2).

SOLUCIO:

Aplicant la férmula anterior tot imposant que:
2\ .
pe) = - (5) 10 =x

la solucié general d’aquesta equacié diferencial lineal de primer ordre completa sera:

y = (e‘fP(X)dx) . <] (efp(X)dx . q(x)) dx) = (e_f("%)dx) . (f (ef(‘%)dx . x) dx) =

() ([ (1) ) ) = (e20)- [ et x-x) =

dx

=x2-jx‘2-x-dx=x2-
X

=x? (Inx + C)m108

Finalment, pel punt (x,y) = (1,2) passara la solucié particular o corba integral:

2=y=x?-(Inx+C)=1%2-(In1+C) =Cimplica:y =x?-(Inx+ 2)m

108 Com podem veure, el parametre de la solucié general d’aquesta equacid diferencial és la
constant d’'integraci6 de la darrera de les integrals.
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4.2.4. Equacions diferencials de Bernouilli

Definicid: Les equacions diferencials de Bernouilli son de la forma:
y' +p(x)-y=4qX) -y amba # 0,1

on p(x) i q(y) sén funcions reals.109

Aquestes equacions diferencials es poden transformar en lineals de primer ordre a partir

del canvi de variable:
Vegem un exemple d’aplicaci6:

Exemple: Resol I'equaci6 diferencial de Bernouilliy’ +y = —x - y 1.
SOLUCIO: Observem que @ = —1. En general, per a resoldre una equacié d’aquest tipus, cal
dividir-la primer per:
y® =y,
En el nostre cas és equivalent a multiplicar-la per la variable y. Per tant, ens quedaria:
y-y' +y*=-x
A continuacio, cal introduir el canvi de variable z = y1~% esmentat. En el nostre cas, i

derivant:

z=y17% = yZ implica: z’ = 2y - y' implica: y' = %

Finalment, substituint en 'equacié diferencial anterior ens queda '’equacié diferencial

lineal en les variables x i z = z(x):
z=y?%iy' = ZZ—yimplica: y-y' +y? = —xequivalenta: z’ + 2z = —2x.

Aquesta equacié diferencial “auxiliar” és lineal de primer ordre i té per solucié general:

1—2x
z=< > >+C-e‘2x.

Desfent ara el canvi de variable introduit, s’obté la soluci6 general implicita de 'equaci6

diferencial de Bernouilli que anem buscant:
1-2x
2

z =y17% = y2 implica: y? = ( ) +C-e*nm

109 Sj @ = 0 I'equacio diferencial de Bernouilli és lineal de primer ordre, i si @ = 1 és de variables
separables.
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4.3. Equacions diferencials de segon ordre

4.3.1. Equacid diferencial lineal de segon ordre a coeficients constants

D’entre les equacions diferencials d’ordre superior, i degut sobretot a les seves aplicacions
economiques, estudiarem tant sol les equacions diferencials lineals de segon ordre a

coeficients i terme independent constants. Considerem la segilient definicio:

Definicid: Les equacions diferencials lineals de segon ordre a coeficients i terme
independent constants sén de la forma:

y'+a-y'+b-y=c,amba,b,c €R.
En el cas que ¢ = 0, tindriem '’equaci6 diferencial lineal de segon ordre reduida:

y'+a-y' +b-y=0110

Per resoldre aquestes equacions cal, en primera instancia, trobar la soluci6 general de la
reduida. A tal fi, haurem de considerar 'equacid caracteristica associada a aquesta
equacio diferencial com és:

A+a-A+b=0.
Doncs bé, 1a solucid general de la reduida, i a fortiori de la completa, depén de les arrels

d’aquesta equacio. En efecte:

Teorema: La solucié general y, de I'equacio diferencial lineal reduida:
y'+a-y'+b-y=0
és de la forma:
1. v, =C,-eM*+C,-e?2¥ amb C;, C, € R, siA; # A, son les dues solucions reals de
I'equacié caracteristica.
2. y,=(C,+Cy-x)-e**,amb C;,C, € R,siA = A, = 1, ésla soluci6 real doble de

I'equacié caracteristica.l11

110 Per tant, anomenarem completa a 'equaci6 diferencial y" +a-y' + b -y = c.
111 E] cas en que les arrels de 'equacid caracteristica s6n complexes no el considerarem.
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4.3.1.1. Resolucié de '’equacié diferencial lineal completa de segon ordre

L’exemple d’aplicacié que veiem tot seguit ens mostra el procés que, en general, cal dur a

terme per a resoldre una equacio diferencial d’aquest tipus.

Exemple: Troba la soluci6 general de I'equacid diferencial y"" + 2y’ — 3y = 11 i la soluci6
particular que satisfa les “condicions inicials”: y(0) = %iy’(O) = (.112
SOLUCIO: Donat que I'equacié caracteristica associada té per arrels:
A2+2-12—3=0implica: A, = -3i1, =1

deduim, pel teorema anterior, que la solucié general y, de la reduida és:

y,=Cp-eM¥ 4+ C,-e!2X =(C e 3+, - e”.
Degut a que, en general, la soluci6 general y de la completa és de la forma:

Y=yt

on y, és una solucio particular de la completa, caldra tant sols trobar-ne una d’aquest tipus.
A tal fi, i tenint present que el terme independent de I'equaci6 diferencial és una constant

(c = 1) considerarem com a soluci6 particular y, la funci6 constant:
Vp = Q, amb a € R.113

Per tant, com que y,, = a ha de satisfer I'equacio diferencial completa, hom dedueix que:

11
11:y1;’+2y1;_3yp=0+2-0—3~aimplica:a:—?_
Conseqiientment, la solucié general de I'equacié diferencial completa inicial és:
11
y:yr-}-yp :Cl.e—3x+62.ex_?.

Finalment, com que aplicant les condicions inicials que ens donen tenim que:

1 11 11
—=y(0)=C e+ C e ——=C+C,——
3 y(©) 1€ 2°¢ 3 1 Z 3 }implica:Cl=1iCz=3
O=y’(0)=C1'e_3'0'(_3)+C2'eO=_3C1+C2

la soluci6 particular de la completa que ens demanen sera:

— ,—3x . x_E
y=e +3-e 3l

112 Necessitarem sempre dues “condicions inicials” com aquestes per a determinar una solucié
particular d’'una equacid diferencial de segon ordre.

113 Caldra trobar el valor numeric d’aquesta constant a € R.. Val a dir que si no hi hagués terme en y
en I'equacio diferencial (b = 0), caldria considerar y, = a - x com a soluci6 particular.
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4.4. Aplicacions economiques de les equacions diferencials
4.4.1. Acumulacié instantania d’un capital

L’exemple que analitzem a continuacié respon a un escenari financer on l'interés meritat es

transforma en capital en cada instant.

Exemple: Suposem que la “taxa de creixement instantani” de un capital monetari C = C(t),
depenent de la variable temporal t > 0 mesurada en anys, és proporcional al capital C(t)

en tot moment d’acord amb la seglient equacio diferencial:

dc(e) _
T i-C(t)

on 0 < i < 1 ésuna constant (anomenada “taxa d’interes instantani”). En aquest escenari,

troba: (1) L’expressi6 general del capital monetari C(t) depenent de la quantia monetaria
inicial €, = €(0). (2) Sii = 3%, quant de temps caldra esperar per a doblar el valor de C,?

SOLUCIO: (1) Ja que:

dc(t) . o dC(¢) o ,
T C(t) implica: fﬁ = j [ -dt implica: InC(t) =it+C
la soluci6 general de I'equaci6 diferencial és:
C(t) = eit* .

Sabent que C, = C(0), la solucié general depenent del capital inicial C, = C(0) sera:
Co = C(0) = e"%*C = eC implica: C(t) = et*C =eC . et = C,-e''m
(2) En el cas particular que i = 3%, el temps t, > 0 que cal esperar per a que:
C(to) =2-Cy

és de:

In 2
2-Cy=C(ty) = Cy- €293t implica: 2 = %93t implica: t, = —— = 23.1 anysm

0.03
Graficament:
c C(t) = C(0)-e**
//.‘f
2-C(0)+ P
(0) A
(0) L
B t
? t,=23,1
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4.4.2. Evolucié temporal del preu d’un bé: el model lineal de Walras

Veurem ara, amb un exemple, com el model lineal de Walras estudia I’evoluci6 temporal del

preu d'un bé.

Exemple: Si la “taxa de variacié” o “ritme de creixement” del preu p = p(t) d’'un bé és

proporcional a I'excés de la demanda D = D(t) sobre I'oferta S = S(t) de la forma:

dp(t)
T 0,5-(D(t) = S(®)

amb:
D=D({t)=21-2-p(t)iS=S5()=10-p(t) -3
1. Troba I'expressi6 de p = p(t) en funcié del preu inicial p, = p(0).
2. Prova que, alallarga, p = p(t) tendeix al preu d’equilibri pg del bé.
SOLUCIO: (1) L’expressié general del preu p = p(t) satisfa 'equacié diferencial:

dp(t)
dt

que és de variables separables (o lineal a coeficients constants). Aplicant doncs algun dels

=0,5-(D()—S(t) =12—6-p(¢)

dos metodes de resolucié que hem vist aqui tenim que la solucié general és:
p=pt)=2+{@y—2)-e*m
(2) Alallarga el preu p = p(t) del bé és estable doncs si prenem limits tenim que:
tl_i>r+noop(t) =2+ (py—2)-e®={e*=0}=2.
Val a dir que aquest valor és, precisament, el preu d’equilibri p; del bé ja que:
D = S implica: 21 — 2 - pg = 10 - p; — 3 implica: py = 2m

Graficament:

p(t)

p(t)
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4.4.3. Aplicacié demogrdfica: la corba logistica

Una aplicacié important de I'equaci6 diferencial de Bernouilli és la “corba logistica”

relacionada amb models de creixement diferents a I'’exponencial. Vegem un exemple:

Exemple: En tot instant t > 0, el ritme en que es propaga un rumor en una poblaci6 de
160.000 individus és proporcional al nimero de persones que hi estan assabentades i
també al niimero de les que no ho estan. En concret, si P = P(t) denota el nombre en

milers d’individus que estan assabentats del rumor en t > 0 llavors:

P (¢) = d’;_it) = 0,02 P(t) - (160 — P(1)).

Es demana: (1) El nimero de persones assabentades del rumor al cap de mig any (¢t = 0,5)

si inicialment era de 20.000 individus (P(0) = 20). (2) Prova que, a la llarga, tota la

poblaci6 s’assabentara del rumor.

SOLUCIO:114 (1) L’equacié diferencial anterior és de Bernouilli amb parametre a = 2:
P'(t) —3,2-P(t) = 0,02 - P%(t)

i la solucié particular que s’obté de la solucié general quan P(0) = 20 és de la forma:

P(t) = 160
C1+7-e320
Aixi doncs, al cap de mig any (t = 0,5), la poblacié assabentada sera de 66.300 individus:
, 160
P(0'5) = 177 3205 66,31
(2) Amb el pas del temps, el rumor arribaria a tota la poblacié ja que:
_ 160 o
tl—1>£-noop(t) —m—{e =0} =160m
Graficament:115
160F—-2--=-=-==< N(D)
66,3 -
|
|
20¢ 1
|
0,5 ‘

114 Donarem només unes quantes pinzellades de la resoluci6é d’aquest exemple.
115 Aquesta corba és coneguda amb el nom de corba logistica i apareix associada a molts fendomens
de creixement poblacional.
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4.4.4. Comportament d’un mercat amb expectatives sobre els preus16

De vegades, 'oferta i la demanda d’un bé en tot instant no depenen tant sol del preu i de la
seva taxa de variacio, sin6 també de la manera com canvia aquesta taxa. Vegem un

exemple:

Exemple: Si:

{D =D(t)=8—-4-p(t)-3-p’(®)+2-p"(t)
S=St)=—4+2-p®)+4-p'(t) +3-p"(t)

son la demanda i I'oferta d’'un bé en funcié del seu preu p = p(t) i de les seves expectatives
en tot instant t > 0, calcula la trajectoria temporal del preu d’equilibri del bé que satisfa les
condicions inicials:
p(0) = 4ip'(0) ==

SOLUCIO:
El preu d’equilibri del bé és aquell que iguala I'oferta i la demanda en tot moment. Per tant:

D(t) = S(t) implica: p”"(t) + 7 - p'(t) + 6 - p(t) = 12.
Com veiem, es tracta d'una equaci6 diferencial de segon ordre a coeficients constants
completa amb soluci6 general:117

p=p({t)=C,-e % +C, et +2.

Ja que:
4=p0)=C-e®+C-e®+2=C+C;+2 lica: € 13,0 _63
Szp’(O)=Cl.e—6-0_(_6)+cz_e—o.(_l)=_661_Cz lmplca. 1——£1 Z_E

la trajectoria temporal del preu d’equilibri que ens demanen és:

() = (13) _6t+(63) t 4o
p=prih="35)¢ 25) € "

Aquesta trajectoria temporal és estable en el temps doncs:

y _ <13) o (63) 0 L9 fp=® — ) = 2
tlrflwp(t)——g-e +£-e +2={e*=0}=2.

116 Santisteban Martinez, ]. (1994) Problemas para Matemadticas I11. Albacete: Ed. A5, pagina 172.
117 Les solucions de I'equacio caracteristica associadasén A; = —6i4, = —1.
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4.5. Exercicis

1. Provaque: (a)y = C; - e* + C, - e™*, amb (;, C, € R constants, és una solucid de
I'equacio diferencial y"" — y = 0. Es tracta de la soluci6 general? (b) Troba la corba
integral associada amb les condicions inicials y(0) = 0iy’(0) = 3.

2. Troba la solucié general de les equacions diferencials:
1)y =e*?.(2)y =In (yi) (3) xdx + (1 + y)2dy = 0. (4) xdy + (1 + y)2dx = 0.

(5) xdx = 2ye™*dy. (6) y' + x*y =5x%.(7)y' = —% +x.(8)y +6y+e*=0.

9@y + G)y =Inx. (10)y' — G)y = 2\/;.
(1) y"+03-y'=0.(12)y" =3y"+y+1=0.

3. Tenint en compte que la funcié y = e05x*

no té primitiva expressable, prova que
I'equacio diferencial y' + x - y = 1 no es pot resoldre analiticament.118

4. Demostra que la corba que en cada punt té la pendent de la recta tangent proporcional a
la seva abscissa és un parabola.

5. Troba la solucié particular de y”" + v’ + 0,25y = 0 tal que y(0) = 0iy(1) = e~ %5.

6. Troba la funcié de demanda Q = f(P) sil'elasticitat és € = —1 per a tot preu P > 0.119

7. Isaac Newton va establir que la variacié instantania de la temperatura T d’'un objecte és
proporcional a la diferéncia de temperatura entre I'objecte i el medi on es troba. Si

considerem la temperatura del medi constant igual a T:

a. Resol I'equacié diferencial que ens dona la temperatura T = T(t) de 'objecte en
funci6 de T, i de la constant de proporcionalitat k € R.

b. La policia descobreix el cos sense vida del professor de matematiques en el seu
despatx. El punt clau per a resoldre el suposat crim és esbrinar el moment exacte de
la seva mort. El forense arriba al migdia, pren la temperatura del cos que és de 35°1i
una hora més tard comprova que ha baixat a 34°. Sabent que la temperatura del
despatx s’ha mantingut constant i igual a 21°, i que la victima tenia en vida una

temperatura mitjana de 37°, dedueix en quin moment es va produir la mort.

118 £s a dir, aplicant algun dels meétodes que hem vist aqui.

119 Dowling, E. T. (2010), plana 382. L’elasticitat de y = f(x) és € = % . d;;;x). Des d’'un punt de
vista economic € = —1 vol dir que si el preu P augmentés un 1%, la quantitat demandada Q

disminuiria aproximadament un 1%.
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SOLUCIONS:
1.

a. Estracta de la solucio general.

=3, ex_3. 0"
b. y =3 e* S-e .
2.
= = a+y)® | x? (1 _
My=In(*+0).(Ay=n(x+0).8) "L+ =C@y=(—2)- L
3 1
(5)y? =" x-D+C.O)y=5-¢ ) 7y =(2)+c.x0)
(8)y=—(§)+C-e‘6x.(9)y=§-(1nx—§)+§.(10)y= (x-(Cx—l))z.
3-y5 3+V5
(11)y=61+62-e‘°'3x.(12)y=61-e( 2 )x+C2-e( 1
4. Esuna paraboladela formay = ax? + b.
5. y=x-e 0%
6. Q=f(P)= %, amb C > 0 constant.
7

a. La solucié general és T = T(t) = T, + e*t*¢,

b. El suposat crim es va produir aproximadament a les 10 hores i 12 minuts del mati.
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