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PROLOGO 

Las numerosas consultas que he recibido de los profesio­
nales de l a medicina sobre comparación de curvas y sobre meto 
dos estadísticos que permitieran c l a s i f i c a r a los individuos 
de una población afectados por un síndrome (Diabetes Melitus, 
A r t r i t i s Reumatoide, e t c . . . ) , me motivaron a intentar desarro 
l l a r un método que ayudara a resolver satisfactoriamente estos 
problemas. 

Para e l l o me plantee los siguientes objetivos: 

a) Desarrollar una metodología estadística que me permitiera 
d e f i n i r un índice (distancia) que expresara las diferen­
c i a s y semejanzas entre las curvas. 

b) Basándome en índices, como por ejemplo, e l anteriormente 
definido, d e s a r r o l l a r una metodología que ofrezca a l pro­
f e s i o n a l de l a medicina unas pautas a seguir ante e l es­
tudio de un síndrome del que sospecha que es l a manifes­
tación de d i s t i n t a s enfermedades, o variantes de una mis-
ma enfermedad que aun no están perfectamente definidas. 

Así, siguiendo las investigaciones i n i c i a d a s por e l Prof. 
Cuadras, en l a comparación de modelos l i n e a l e s con técnicas 
del Análisis de l a Varianza y enlazando con l a línea de inves­
tigación del Prof. O l l e r en e l campo de l a Geometría Riemannia 
na, aplicada a l análisis de datos, he realizado este memoria 
en l a que podemos d i s t i n g u i r dos partes: 
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En l a primera parte (cap. 1 a l 4) se define y estudia una 
distan c i a , entre modelos lineales univariantes y multivariantes, 
basada en e l concepto de entropía o información de Shannon. 

En l a segunda parte, cap. 5 y cap. 6, se aplican los re­
sultados obtenidos a l a clasificación de una muestra de 171 ni 
ños, a los que se les practicó un Test de Tolerancia Oral a l a 
Glucosa (TTOG) y se da un método diagnóstico, objetivo, de los 
grupos que aparecen en l a clasificación. 



1. GENERALIDADES 

Página 
Sumario: 

1.1. INTRODUCCIÓN 4 

1 . 2 . CONCEPTO DE DISTANCIA. PROPIEDADES 6 

1.3. CONSTRUCCIÓN DE ÍNDICES DE DESEMEJANZA ....... 8 

1 . 3 . 1 . Construcción de una d i s i m i l a r i d a d ......... 8 
1.3.2. Distancias definidas a través de una norma. 12 
1.3.3. Identificación de individuos como punto de 

una variedad riemanniana 18 

1.4. CONCLUSIONES 21 



4 

1.1. INTRODUCCIÓN 

La actividad médica, tanto en l a clínica como en l a i n ­
vestigación, obliga a establecer analogías y diferencias en­
tre individuos, poblaciones y objetos en general, caracteriza 
dos por un entorno s o c i a l o f a m i l i a r , unos hábitos, una deter 
minada clínica, una pequeña muestra de un t e j i d o , unas prue­
bas de laboratorio, etc. ... 

E l estudio de estas analogías y diferencias nos permite 
d e f i n i r e l concepto, l a etiología, l a patogenia, l a patología 
y l a clínica, específicas de una determinada enfermedad o s i n 
drome. También nos permite establecer c r i t e r i o s para su diag­
nóstico, pronóstico y tratamiento. 

Todo esto como sabemos es práctica habitual en e l médico. 
Es por e l l o que res u l t a de interés estudiar de una forma cuan 
t i t a t i v a estas diferencias y analogías, con e l f i n de dar c r i 
t e r i o s objetivos a l a hora de d e f i n i r , diagnosticar, a p l i c a r 
tratamientos y dar un pronóstico sobre las enfermedades o po­
blaciones estudiadas. 

Para estudiar l a s analogías y diferencias entre i n d i v i ­
duos u objetos en general, r e s u l t a de gran u t i l i d a d d e f i n i r 
entre cada par de e l l o s un índice de desemejanza, de t a l mane 
ra que valores grandes de dicho índice se correspondan a d i f e 
rencias grandes entre individuos. Particularmente adecuado re 
su l t a e l uso de distancias como índices de desemejanza. Esta 
cuantificación nos ayuda a poner de r e l i e v e características 
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difíciles de observar por l a gran cantidad de información con 
que se nos presentan los resultados, tanto por los muchos i n ­
dividuos estudiados, como por l a gran cantidad de variables 
observadas. 

Una d i s t a n c i a definida entre objetos cualesquiera nos 
permite obtener una representación geométrica de los mismos 
en un espacio euclídeo de dimensión reducida, perceptible a 
nuestros sentidos, un plano generalmente. Esta representación 
se r e a l i z a siguiendo algün c r i t e r i o de optimización, de forma 
que l a dis t a n c i a entre los puntos que representan a los i n d i ­
viduos en e l nuevo espacio sea l a más parecida posible a l a 
di s t a n c i a originalmente definida. Esto l o podemos r e a l i z a r me 
diante un Análisis de Coordenadas Principales o siguiendo d i ­
versas técnicas de "multidimensional sealing" (Cuadras (1981)). 
También podemos r e a l i z a r una clasificación jerárquica de los 
individuos a p a r t i r de l a di s t a n c i a previamente defini d a , s i ­
guiendo los métodos propios de l a Taxonomía Numérica (Benzecri 
(1973)). 

Tras haber situado a^los individuos en un espacio de di--
mensión reducida y una vez hechas las correspondientes c l a s i ­
f i caciones, podemos buscar interpretaciones causales de estos 
resultados, relacionándolos con tipos d i s t i n t o s de enfermeda-
des, con diferentes grados de una misma enfermedad o con todo 
aquello que pueda j u s t i f i c a r l a proximidad y l a separación en 
tre los d i s t i n t o s individuos. 
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Las distancias también nos permiten r e a l i z a r un t i p o de 
análisis conocido como análisis discriminante que consiste en 
asignar individuos a unos determinados grupos siguiendo algún 
c r i t e r i o lógico, como sería i n c l u i r a un individuo estudiado 
en uno de los grupos establecidos siguiendo algún c r i t e r i o de 
proximidad, por ejemplo asignándolo a l grupo a cuyo individuo 
promedio sea más próximo. 

1.2. CONCEPTO DE DISTANCIA. PROPIEDADES 

Sea ü = {ŵ  ,. • • ,Wĵ } un conjunto cuyos elementos son 
objetos a d i s t a n c i a r . Decimos que d es una di s t a n c i a definida 
en fi, s i y sólo s i d es una aplicación de üxQ en R que cumple 
las siguientes propiedades: 

A) d(w^,Wj) > O 

B) d(w^,Wj) = O 

C) d(w^,Wj) = d{Wj,w^) 

D) d(w^,Wj^) < d(w^,w.) + d(w.,Wj^) 

^ i ~ ^ j positiva) 

w^,WjCí2 (simétrica) 

Víĵ ,w . ,Wĵ  £n (desigualdad 
triangular) 

Cuando una aplicación cumple estas propiedades decimos 
que es una d i s t a n c i a métrica. S i en lugar de cumplir l a pro­
piedad B cumple l a : 

B') = =í:^ d(w^,Wj) = O (semidefinida positiva) 

es d e c i r , l a implicación en un solo sentido, decimos que d es 
una d i s t a n c i a pseudométrica. 
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S i v e r i f i c a además l a propiedad, 

E) d(Wj^,Wj) ¿ sup. í̂ t̂̂ i'̂ ]̂ ) ' d(Wj^,Wj)} ^ i ' " j ' ' ^ k 

(desigualdad ultramStrica) 

decimos que d es una dis t a n c i a ultramétrica. 

S i una distancia cumple además: 

F) Que a cada par de elementos ^¿'^j Í2 se l e puede a s o — 
c i a r un par de puntos Pj^fPj de R™, de coordenadas (x^^,x^2.--f 
"̂ im̂  ^ '^j2* * •'-̂ jm̂  t a l e s que l a di s t a n c i a entre y 
coincide con l a d i s t a n c i a euclldea o r d i n a r i a entre y P j , 
es deci r : 

a(w.,w.¡ = d^^ (P.,P.) -\/2, ' " i h - ==jh'' 

decimos que l a di s t a n c i a definida en Ü es euclldea. 

Cuando se cumplen sólo las propiedades A, B', C, decimos 
que se t r a t a de una d i s i m i l a r i d a d o desemejanza. 

S i tenemos una di s t a n c i a pseudométrica puede haber i n d i ­
viduos d i s t i n t o s cuya i n t e r d i s t a n c i a sea cero, en este caso 
podemos d e f i n i r una relación de equivalencia en O, de forma 
que dos individuos estén relacionados s i y sólo s i l a dist a n ­
c i a entre e l l o s es cero. En e l conjunto cociente resultante 
se induce de forma natural una d i s t a n c i a entre l a s clases de 
equivalencia. Es por esto que aunque en un conjunto tengamos 
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definida una pseudométrica podemos transformarla en una métri^ 
ca mediante paso a l conjunto cociente. 

Destaquemos también que una distancia ultramétrica en Q 
es equivalente a tener definida una jerarquía indexada en par 
tes de ü, l o cual nos permite obtener c l a s i f i c a c i o n e s jerárqui 
cas. 

1.3. CONSTRUCCIÓN DE ÍNDICES DE DESEMEJANZA 

Como hemos v i s t o en e l punto anterior, cualquier a p l i c a ­
ción que cumpla c i e r t a s propiedades es una di s t a n c i a . Se com­
prende pues que hay muchas formas de d e f i n i r distancias y por 
consiguiente índices de desemejanza que sean menos r e s t r i c t i ­
vos que una d i s t a n c i a , como son l a s d i s l m i l a r i d a d e s . Veamos 
algunos métodos de construcción. 

1.3.1. Construcción de una d i s i m i l a r i d a d 

Una d i s i m i l a r i d a d es e l índice más s e n c i l l o de los usa-
dos en e l sentido de que sólo se cumplen l a s propiedades A, B', 
C, de t a l manera, que no puede ser considerada como una distan 
c i a , sino sólo como un índice de desemejanza. Estos índices 
son útiles cuando queremos comparar individuos de una pobla­
ción que vienen caracterizados por variables dicotómicas, como 
pueden ser l a s variables que toman valores cero o uno según 
esté ausente o presente un carácter en e l individuo en e l cual 
está definida esta v a r i a b l e . 
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Las disimilaridades se definen en general a través de s i 
milaridades que no son más que una forma, como su nombre i n d i 
ca, de c u a n t i f i c a r l a semejanza entre individuos en base a da 
tos c u a l i t a t i v o s . Veamos como podemos d e f i n i r algunas s i m i l a -
ridades. 

Dados dos individuos de una población, ŵ ,Wj y n v a r i a ­
bles aleatorias definidas sobre cada individuo que toman los 
valores cero o uno, según esté presente o ausente un determi­
nado carácter, podemos formar una tabla de frecuencias: 

w. 

w. 
^ i j b. . 13 
c . . 
13 

d. . 13 

donde a^^ es e l número de caracteres presentes simultáneamen­
te en los dos individuos, d^^ e l número de caracteres ausentes 
en los dos individuos, b^^ e l número de caracteres ausentes en 
Wj y presentes en ŵ ,̂ c^^ e l número de caracteres presentes en 

y ausentes^ en , n = a^^ + b^^ + c^^ + d^^ e l número de 
variables a l e a t o r i a s indicadores de los caracteres estudiados. 

Una s i m i l a r i d a d l a podemos d e f i n i r como una aplicación 

s : X fi R 

definida de l a siguiente manera: 

A) s.. =-s(w.,w.) = fní^ij^b. .,c..) w.,w.€fi (2) 
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con no dependiendo de d̂ ^̂ , pues añadiendo caracteres 
a r b i t r a r i o s no comunes a ŵ , Wj, podríamos falsear las 
similitudes entre los individuos, pues las dobles ausen­
cias no suelen implicar analogías. 

B) f^ ha de ser monótona creciente en a^j pues a l aumentar 
los caracteres comunes ha de aumentar e l índice de s i m i ­
l i t u d . 

C) f ha de ser monótona decreciente en b.. y c.. por razo-
nes obvias. 

D) f^ ha de ser simétrica en b^^ y c^^, es decir; 

f (a.., b.., c.) = f {a.., c.., b..) 
n ij 2.J 13 n xj 1] xj 

A p a r t i r de una sim i l a r i d a d podemos d e f i n i r siempre una 
di s i m i l a r i d a d como una aplicación 

d : X n R 

de l a siguiente manera: 

donde es e l máximo de f^ (Q) que e x i s t e , pues f^ {ü) es f i 
n i t a . Podemos comprobar que está bien d e f i n i d a pues posee l a s 
propiedades A, B' y C. 
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La mayor parte de los coeficientes de simila r i d a d están 
comprendidos entre O y 1, tomando e l valor O cuando todos los 
caracteres de están ausentes en y e l valor 1 cuando t o ­
dos los caracteres de están en y viceversa. 

A continuación se exponen algunos de los coeficientes de 
similar i d a d más usados: 

'̂̂  = a-Hblc^-d í'̂ '̂̂ l̂ y Michener) (4) 

^2 = a-f2bl2c+d y Tanimoto) (5) 

^3 = 2a!glct2d ^-^^^^l y S'^^^th) (6) 

4̂ = ̂ TET^ (Jaccard) (7) 

^5 = â -b̂ c-Hd (Rusell y Rao) (8) 

Como podemos observar las dislmilaridades obtenidas a par 
t i r de estas similaridades no tienen porqué tener l a propie-
,dad t r i a n g u l a r . 

Otra d i s i m i l a r i d a d definida por Gower (1971) a través de 
las variables , X^, X^, cuantitativas y c u a l i t a t i v a s , 
es: 

d. j = d(w,,Wj) = 1/n 1/R^ I x,^ - x.j^ I (9) 

donde R̂^ es e l recorrido de X̂ .̂ 



12 

1.3.2. Distancias definidas a través de una norma 

S i existe una aplicación 

f : n — E 

siendo E un espacio v e c t o r i a l normado, podemos d e f i n i r en ü 
una di s t a n c i a de l a siguiente forma natural: 

d{w. , w.) = jl f (w.) - f (w.) 

donde simboliza l a norma en E. 

S i una norma cumple que 

.2 X 1 + (10) 

puede ser construida a p a r t i r de un producto escalar, es l a 
conocida regla del paralelogramo (Collatz (1966)), por l o tan 
to toda d i s t a n c i a en íí definida a través de dicha norma es eu 
clídea en e l sentido dado por l a propiedad F. Esta es una con 
dición s u f i c i e n t e para dicha propiedad, pero no necesaria pues 
es bien sabido que hay normas que no cumplen esta condición y 
si n embargo a través de e l l a s se pueden d e f i n i r distancias eu 
clldeas en í í , en e l sentido de l a propiedad D. A s i , por ejem­
plo s i tenemos un conjunto Q con dos elementos, l e podemos 
asociar dos puntos de un espacio normado que no cumplan l a 
propiedad del paralelogramo y evidentemente esos dos puntos 
son encajables en e l espacio euclídeo de dimensión 1,-conser­
vando l a d i s t a n c i a p r i m i t i v a . 
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Veamos algunas distancias definidas a través de una ñor-
ma. 

S i tenemos una población y en e l l a tenemos definida n 
variables aleatorias , X2,....,X^, podemos asociar a cada i n 
dividuo de Q, un elemento de R" = (X^ (w^) , X^(^^) , . . .. , 
X (w,)) = (x.^, X . X . ) y d e f i n i r una distancia entre 

y Wj de l a siguiente forma: 

d(w^,w^) = l l x ^ - X j l l = \ / ( x ^ - X j ) ^ ( x ^ - X j ) (11) 

que es l a distancia euclídea normal entre dos puntos de ^ de 
coordenadas x^ y x^. 

Esta es l a distancia que usamos en e l Análisis de Compo­
nentes Principales (Pearson (1901)). Tiene dos inconvenientes 
fundamentales: primero que es sensible a cambios de escala de 
las v a r i a b l e s , este problema se puede solucionar t i p i f i c a n d o -
l a s ; segundo que no tiene en cuenta l a posible dependencia en 
tre e l l a s , es por e l l o que esta d i s t a n c i a se usa cuando es 
desconocida l a matriz dé varianzas-covarianzas. 

Se han definido distancias que tratan de subsanar estos 
problemas, pero es Mahalanobis (1936) quien introduce una di£ 
tancia que es c a s i siempre l a más adecuada para distanciar po 
blaciones estadísticas en las que haya definidas X^, X2,...., 
X^ variables a l e a t o r i a s que se distribuyen según una normal 
conjunta, bajo l a hipótesis de que todas las poblaciones ten­
gan l a matriz de varianzas-covarianzas, Z común. , 
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Sean y dos poblaciones estadísticas y y los 
vectores columna n-dimensionales, cuyas componentes son las 
esperanzas de las variables aleatorias definidas en y ŵ , 
s i E es l a matriz de varianzas-covarianzas de l a s v a r i a b l e s , 
común a ambas poblaciones, entonces l a d i s t a n c i a de Mahalano-
bi s entre w. y w. viene definida por: 

En e l caso de que l a matriz E sea singular E~ se s u s t i ­
tuirá por una matriz inversa generalizada Z~, siendo l a d i s ­
tancia independiente de l a inversa generalizada usada. En e l 
caso de que las medias teóricas de l a s variables definidas en 
ŵ , Wj sean desconocidas se sustituirán por sus estimaciones 
máximo-verosímiles y cuando E sea desconocida l a s u s t i t u i r e ­
mos por una estimación insesgada de lá misma. 

Las propiedades más importantes de l a d i s t a n c i a de Maha-
lanobis son: 

1) Es invariante por transformaciones l i n e a l e s no singulares 
de las v a r i a b l e s , en p a r t i c u l a r es invariante por cam­
bios de escala. 

2) S i indicamos por l a d i s t a n c i a r e f e r i d a a las v a r i a ­
bles ,....,X„ y D l a di s t a n c i a r e f e r i d a a las va-

i ¿ n m 
r i a b l e s entonces D_._, l a di s t a n c i a calcu 
lada con todas l a s variables X.,X~,—,X ,Y.,Y^,—,Y , 
v e r i f i c a . 

1 

(12) 
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n+m n m 

En e l caso de que las X^,X2,...,X^ sean independientes 
2 2 2 
m+n n m de las /.. • se v e r i f i c a que D̂. ._ = D.t + D". 

3) Cuando l a distribución,de las variables es l a de una ñor 
mal multivariante, e l estadístico 

N. N. (N, + N. - n - 1) 
V _ J ± 3 : D Í 1 4^ n (N^ + Nj) (N^ + - 2) 

2̂ 
donde D es l a estimación de l a distancia a l cuadrado, 
sigue cuando M̂^ ~ ^ j ' distribución F con n y 
N.+N.-n-l grados de l i b e r t a d , donde N. y N. son los tama 
ños muéstrales para las poblaciones ^ ^ núme­
ro de variables observadas. 
La d i s t a n c i a de Mahalanobis juega un papel fundamental 

en e l Análisis Multivariante, principalmente en e l Análisis 
Canónico de Poblaciones y Análisis Discriminante. 

La d i s t a n c i a de Mahalanobis es l a d i s t a n c i a más importan 
te definida a través de una norma y que además está asociada 
a un producto escalar, es por l o tanto euclídea en e l sentido 
de la'propiedad F. 

La d i s t a n c i a de Mahalanobis puede usarse también aunque 
las poblaciones no sean normales multivariantes o no sean co­
munes las matrices de varianzas-covarianzas, pero entonces. 
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generalmente son desconocidas las distribuciones de las e s t i ­
maciones de dicha d i s t a n c i a . 

Siguiendo l a misma filosofía de d e f i n i r distancias a t r a 
vés de normas, podemos d e f i n i r l a dis t a n c i a de Minkowski, que 
está basada en l a norma de Minkwoski 

11x11 = 

y su expresión es: 

d(w^,Wj) 

Para e l caso r = 1, l a expresión de l a distancia es: 

d(w.,w.) = 2, l ^ i h - - j h l (17) 

que es l a llamada d i s t a n c i a ciudad y fue usada por Prevosti 
et a l (1975) en aplicaciones a l a genética. 

La d i s t a n c i a de Minkowski para e l caso r = 2 es l a distan 
c i a euclldea o r d i n a r i a . Para e l caso r ?i 2 l a distancia no es 
euclldea puesto que l a norma que l a define no puede expresar­
se a través de un producto escalar, pues no cumple l a regla 
del paralelogramo (Cuadras ^1981)). 

Otro ejemplo de d i s t a n c i a definida a través de normas es 
l a d i s t a n c i a de Tchebychef, cuya expresión es: 

• n 
V - . _ 1 

i / r X e R n (15) 

• n 
Lh=1 i ^ i h - ̂ j h r €N (16) 
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d(w. ,w.) = max. [ x - x | (18) 
1 j xn jn 

l a norma usada para esta definición es: 

X = max. ¡x, 1 x€R^ (19) 
h 

que se puede considerar como un caso p a r t i c u l a r de l a d i s t a n ­
c i a o norma de Minkowski, cuando r -> «>. 

Hemos dicho que una di s t a n c i a definida a través de una 
norma que venga definida por un producto escalar es una condi 
ción su f i c i e n t e pero no necesaria para que l a distancia d e f i n i 
da en ü v e r i f i q u e l a propiedad F. Veamos seguidamente una con 
dición necesaria y su f i c i e n t e para que una di s t a n c i a definida 
en ñ cumpla dicha propiedad. 

Sea d una distancia definida en una población f i n i t a ü = 
= {w^,W2,...,w^}; definamos una matriz A = Ca^^), con a^^ = 

2 
= - i dj^j Y d^j = d(w^,Wj) , evidentemente A será una matriz s i 
métrica de orden n y con ceros en l a diagonal p r i n c i p a l , s i 
además llamamos a l a matriz identidad de orden n y a E un 
vector columna de n unos, E = ( 1 , 1 1 ) ^ , entonces l a ma­
t r i z B = HAH, con H - - 1/n EE^ es semidefinida p o s i t i v a 
de rango m S n-1, s i y solo s i l a d i s t a n c i a cumple l a condi­
ción de euclideanidad en e l sentido de l a propiedad F, es de-. 
c i r es posible encontrar (i=1,2, ,n) puntos de R"̂ , de 
coordenadas conocidas, t a l que d (P.,P.) = d(w.,w.) con 
d „ l a di s t a n c i a euclídea definida en R"̂ . Las coordenadas de 
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se llaman coordenadas pr i n c i p a l e s para l a - d i s t a n c i a de­
f i n i d a en ü (Cuadras (1981)). 

1,3.3. Identificacién de individuos como puntos de una v a r i e ­
dad rlemanniana 

Otra forma de d e f i n i r una dis t a n c i a consiste en i d e n t i f i " 
car a los individuos de una población ü con los puntos de una 
variedad riemanniana M, definiendo l a d i s t a n c i a entre l o s i n d i 
viduos Wĵ  y Wj de ñ como l a di s t a n c i a riemanniana entre los 
puntos a los que están asociados. En otras palabras, podemos 
construir una dis t a n c i a en l a población O definiendo una a p l i 
caeion a inyectiva de Q en 

a í Ü • ^ M 

con 

ot Cw. I = P., w. € O ? P. € M , 
*t 

entonces l a d i s t a n c i a en íí, d, se obtiene a p a r t i r de: 

d(Wj^,Wj) = (P^iPj) (20) 

siendo d.. l a d i s t a n c i a d e f i n i d a en l a variedad riemanniana. 

S i l a variedad es euclldea, esto es, s i e x i s t e una tran£ 
formación admisible de coordenadas t a l que reduzca e l campo 
t e n s o r i a l métrico a un campo t e n s o r i a l constante, entonces l a 
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di s t a n c i a es euclídea en e l sentido de que viene definida por 
un producto escalar. Esto en general no se cumple s i l a varié 
dad no es euclídea. 

Una medida de l a euclideanidad de l a variedad nos l a da 
l a curvatura riemanniana que es nula cuando e l espacio es eu-
clídeo. 

Como ejemplo de distancias definidas por este método es­
tán l a s distancias definidas a través del concepto de informa 
ción o entropía. Este método fue introducido por Burbea y Rao 
(1982) que definen e l funcional entropía, H^, mediante l a i n ­
t e g r a l de una función <{>, r e a l , de valores no negativos y de 
clase C . E l funcional entropía viene dado.por l a expre­
sión: 

H^(f) = ~ f^^if) áv (21) 

donde y es una medida 0 - f i n i t a y a d i t i v a definida sobre una 
0-algebra de subconjuntos del espacio medible A, f es una fun 
ción de densidad paramétrica definida sobre A. 

A p a r t i r del funcional se puede d e f i n i r una métrica 
riemanniana entre funciones f = f ( x , 9 ) , con 9 = ( 0^, Q^f' *' »^j¡^r 
cada una de l a s cuales representaría una población a d i s t a n c i a r 
y donde e l tensor métrico vendría definido por: 

% j = V ^ ^ ^ {Di(f)) (Djíf)) dii (22) 
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siendo D^(f) y D^íf) las derivadas parciales de f respecto de 
9̂  y 8̂  respectivamente. E l elemento de línea es: 

ds = ̂  / E E g^^ d 6̂  d 123) 

En l a actualidad se investigan métricas definidas a tra­
vés de l a s funciones ^ 

4> = 
a 

(a - D-'^Cx" - ̂ ) s i a 1 
(24) 

X In X s i a = 1 

con e l l a s se t r a t a de d e f i n i r distancias entre funciones de 
densidad paramétrica. 

Para e l caso a = 1 l a función 4 viene definida por 
^(x) = X In X, e l funcional que obtenemos es e l funcional 
de entropía o información de Shannon. En este caso, las compo 
nentes del tensor métrico para una determinada f a m i l i a de fun 
ciones de densidad paramétrica que obtenemos a través de este 
funcional H, coinciden.con las componentes de l a matriz de i n 
formación de Fisher. 

Suponiendo l a clase de funciones de densidad normales mul^ 
ti v a r i a n t e s con matriz de varianzas-covarianzas constantes, l a 
matriz de información de Fisher coincide con l a matriz inver­
sa de varianzas-covarianzas y por consiguiente l a d i s t a n c i a 
definida a través de l a matriz de información de Fisher c o i n ­
cide con l a di s t a n c i a de Mahalanobis. 
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Con l a matriz de información de Fisher se han obtenido 
distancias para l a f a m i l i a de distribuciones multinomiales 
(Bhattachanyya (1946)) y para l a f a m i l i a de distribuciones 
multinomiales negativas (Oller y Cuadras (1985)), entre otros 
casos. 

1.4. CONCLUSIONES 

Esta breve introducción pone de manifiesto l a gran c a n t i 
dad de índices y distancias definidas en l a l i t e r a t u r a cientí 
f i c a , todas e l l a s correctas desde e l punto de v i s t a matemáti­
co, como ya quedó claro desde los trabajos de Lobachewsky y 
Boylai en e l s i g l o pasado, donde se mostraba l a p o s i b i l i d a d de 
const r u i r varias geometrías d i s t i n t a s de l a euclídea, todas 
e l l a s formalmente válidas. 

Cuando nos planteamos l a necesidad de d e f i n i r una distan 
c i a para analizar datos concretos, ,se nos presenta e l proble­
ma de qué distancia e l e g i r . A l decidirnos por una dis t a n c i a 
determinada corremos e l riesgo de que ésta se e l i j a por permi-
t i r n o s interpretar los resultados de acuerdo con las ideas que 
se tenían ya preconcebidas, en cuyo caso l a dis t a n c i a no r e ­
su l t a de mucha u t i l i d a d pues no nos aporta, esencialmente, más 
información de l a que ya poseíamos. También puede o c u r r i r que 
se defina una distancia por ser l a que más conclusiones nos 
permite obtener. Este punto de v i s t a , aunque quizás defendido 
por algunos desde un punto de v i s t a pragmático, no parece de­
masiado s a t i s f a c t o r i o , ya que esta forma de proceder puede i n 
trodu c i r resultados que no se fundamenten con l a realidad. 
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Mientras que e l problema de l a elección de l a distancia 
más apropiada en l a variedad espacio-tiempo, se puede r e s o l ­
ver a n i v e l experimental, ya que e l espacio físico es percep­
t i b l e a través de nuestros sentidos, los datos con los que se 
trabajan en las Ciencias Biológicas, en p a r t i c u l a r en Medici­
na, a l no poder ser observados directamente por aquellos, no 
nos" es posible comprobar empíricamente s i l a geometría emplea 
da es l a adecuada. 

Es ciertamente difícil dar un c r i t e r i o para d e f i n i r l a 
dist a n c i a más adecuada, no obstante se pueden apuntar algunas 
propiedades que sería aconsejable poseyeran las distancias. 
Como ya hemos dicho una dis t a n c i a sirve para estudiar las ana 
logias y las diferencias entre los objetos distanciados, es 
por e l l o que una distancia debería estar basada en l a informa 
ción que sobre las analogías y diferencias entre los objetos 
poseyéramos. Esto s i g n i f i c a que l a dis t a n c i a no solo depende­
ría del objeto observado y del observador, sino que depende­
ría fundamentalmente de las propiedades formales del proceso 
de observación, que vendrían caracterizadas por l a función de 
densidad o distribución involucrados en dicho proceso. A su 
vez, l a información viene definida matemáticamente a través 
de un funcional de las mismas. (Shannon (1948), Burbea (1982)). 

También sería deseable que l a di s t a n c i a poseyera buenas 
propiedades matemáticas de invarlanza; debería ser invariante 
frente a transformaciones admisibles de las variables aleato­
r i a s , ya que una transformación admisible de las mismas no de 
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be a l t e r a r l a información que poseemos sobre e l sistema obser 
vado, a l no ser más que en e l fondo un cambio de escala y de­
bería ser invariante frente a transformaciones admisibles de 
parámetros, ya que l a misma no a l t e r a l a distribución de las 
variables, a l ser sólo un cambio en l a forma de referenciar 
l a función de distribución. También puede ser interesante que 
l a independencia estocástica fuera interpretable en términos 
geométricos, como ocurre en e l caso de l a distancia de Mahala 
nobis y distribución normal multivariante de las variables, 
donde l a independencia estocástica es equivalente a l a ortogo 
nalidad. 

Aún con todo, l a elección de l a di s t a n c i a más apropiada 
r e s u l t a difícil, pues puede haber muchas distancias que enca­
jen con las ideas anteriores, en este caso parece lógico dec_i 
dirnos por aquella d i s t a n c i a que tenga un tratamiento matemá­
t i c o más s e n c i l l o . 

En esta memoria se ha desarrollado una distancia entre 
modelos l i n e a l e s normales, tanto para e l caso univariante, co 
mo para e l caso multivariante, con matriz de varianzas-cova­
rianzas constante para e l caso multivariante y constante y va 
r i a b l e para e l caso univariante, usando l a dis t a n c i a inducida 
por l a matriz de información de Fisher. que puede ser d e f i n i ­
da a p a r t i r del concepto de información de Shannon. Además l a 
dis t a n c i a así obtenida, posee propiedades matemáticas que es 
conveniente satisfagan las d i s t a n c i a s , como es, invarianza 
frente a transformaciones admisibles de variables aleatorias 
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y parámetros y relación entre independencia estocástica y or­
togonal idad. 

Los estimadores de estas distancias siguen d i s t r i b u c i o ­
nes conocidas, por lo que se han empleado para comparar mode­
los l i n e a l e s mediante contrastes de hipótesis de l a forma: 

H^: Los modelos a comparar son iguales s i y sólo s i l a suma 
de las interdistancias entre e l l o s es nula. 

: Los modelos a comparar son d i s t i n t o s s i y sólo s i l a su­
ma de las in t e r d i s t a n c i a s entre e l l o s es mayor que cero. 

Finalmente se han usado estos resultados para d i s t a n c i a r 
curvas de glucemia e i n s u l i n a en niños a los que se les r e a l i 
zó una TTOG, explicando l a u t i l i d a d de estos resultados en l a 
clasificación y diagnóstico de diabetes y situaciones predia-
béticas. 
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Este capítulo está divi d i d o en tres partes, en l a prime­
ra se describen los métodos estadísticos referidos a modelos 
l i n e a l e s , en l a segunda se hace una breve reseña de l a geome­
tría riemanniana y en l a tercera se c i t a n brevemente l a s téc­
nicas de tratamiento de datos: Análisis de Coordenadas P r i n c i 
pales y Taxonomía Numérica. 

2.1. MODELOS LINEALES 

A continuación se exponen definiciones y resultados de 
teoremas referidos a l a teoría de modelos l i n e a l e s , e l tema 
puede ampliarse viendo Scheffé (1959), Searle (1971; o Seber 
(1977). 

2.1.1. Introducción 

Cuando tenemos un grupo de variables aleatorias y quere­
mos encontrar una relación entre l a s mismas que nos permita 
predecir e l valor de una de e l l a s conocidas l as demás, se 
construyen modelos que, en general, contienen una parte deter 
rainista, controlable por e l experimentador y una parte aleato 
r i a que depende de otras causas no controlables. 

Matemáticamente estos modelos vienen expresados por 

y = f (X, B) + e (1) 

donde y es l a variable observada, f (x, B) es una función que 
representa l a parte determinista y e es una, variable a l e a t o r i a 
que representa l a parte no controlada o error del modelo. 
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2.1.2. Modelos l i n e a l e s univariantes 

Seguidamente, varaos a desarrollar e l caso p a r t i c u l a r en 
e l cual l a variable observada es una variable a l e a t o r i a univa 
r i a n t e . 

2.1.2.1. Definiciones 

Un modelo l i n e a l es una ecuación m a t r i c i a l del t i p o , 

y = X 0 -f e (2) 

donde las cuatro matrices representan l o siguiente: 

a) y es un vector columna y = (y^ , ' ŷ )̂ , cuyas com 

ponentes son una muestra a l e a t o r i a simple de l a variable 
a l e a t o r i a observada. 

b) X es una matriz, X = ( x ^ ^ ) ; 1 < i < n ; 1 < j < m , cuyos 
elementos propone e l investigador y que depende de las 
condiciones experimentales. A esta matriz l a llamamos ma 
t r i z de diseño. 

c) 3 es un vector columna B = (8^ , ?>2 > —> 3̂ )̂ , cuyas com­
ponentes son los parámetros desconocidos y que llamare­
mos parámetros de l a regresión. 

d) e, es un vector columna e = (e^, e.^, e^) ^, cuyas com 
ponentes son variables a l e a t o r i a s que representan los 
errores o desviaciones a l e a t o r i a s de l a s observaciones. 
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Debemos suponer que e., 1 á i á n son variables aleato-
r i a s estocásticamente independientes de media O y varianza 

2 
constante e igual a a . S i además e^ sigue una distribución 
normal, llamamos a l modelo l i n e a l , modelo l i n e a l normal. 

Supongamos que existen K condiciones experimentales d i s ­
t i n t a s y que tenemos n^ réplicas de l a condición experimental 
i-ésima, entonces, para s i m p l i f i c a r los cálculos, en lugar de 
usar l a matriz de diseño X podemos usar l a matriz X̂ . que re­
su l t a de eliminar l a s f i l a s repetidas y que llamaremos matriz 
de diseño reducida. 

En caso de usar l a matriz reducida e l vector y de obser­
vaciones l o sustituiremos por e l vector columna y = 
= (Y-J ̂  ^2' ^k^^' ̂ ^i'^^ componentes son las medias de las 
observaciones dentro de cada condición experimental. 

A los números de réplicas n^ , n^, n̂ ^ los disponemos 
en una matriz diagonal 

D = dig (n^, n2, ..., nj^) 

n = n^ •+• n2 + ... + nj^ 

S i n^ ~ ̂ 2 ~ " '̂ k' modelo se l e llama balanceado. 

A l rango de l a matriz de diseño l e llamaremos rango del 
diseño. S i e l rango del diseño es i g u a l a l número de paráme­
t r o s , entonces diremos que e l diseño es de rango máximo. 



29 

2.1.2.2. Estimación de parámetros 

La estimación de los parámetros l a realizamos por e l mé­
todo de los mínimos cuadrados, calculando los valores 6 = 

h' "" m̂̂  = (g., B . , , B„)^, que hagan mínima l a función 

L im = (y-XB)^ íy-XB) (3) 

La estimación mínima cuadrática de los parámetros del d i 
seño es l a solución del sistema de ecuaciones 

X^ X B = X^ y (4) 

este sistema es equivalente a l 

D B = X̂ *" D y (5) 

h los sistemas (4) y (5) les llamamos sistemas de ecua­
ciones normales. 

S i e l diseño es de rango máximo, l a estimación mínima 
cuadrática de los parámetros es única e ig u a l a 

B = X)""'' X^ y (6) 

B = (X^^ DX^)-'' X^^ D y (7) 

S i e l rango de l a matriz de diseño es menor que e l núme­
ro de parámetros, l a s estimaciones son 

B = (X^ X)" X^ y (8) 
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ó 
3 = (X^^ D X^)" X^^ D y (9) 

donde (X^ X)~, {X^ D X^)~ son respectivamente las g-inversas 
de (X^ X), (X^^ D X^). 

Cuando los modelos son l i n e a l e s normales, l a estimación 
mínimo cuadrática de B coincide con l a estimación máximo vero 
símil. 

2.1.2.3. Estimación de l a varianza 

Se llama suma de cuadrados r e s i d u a l , R^^, a l a norma del 
vector y - XB, siendo X l a matriz de diseño, es dec i r , 

%^ = ÍY-xh^ (y-XB) (10) 

A p a r t i r de l a suma de cuadrado residual podemos obtener 
un estimador insesgado de l a varianza del modelo. 

= / (n-r) (11) 

donde r es e l rango del diseño y n e l tamaño de l a muestra. 

S i e l modelo es l i n e a l normal, podemos demostrar que e l 
2 2 

estadístico R̂  / a , sigue una distribución j i - cuadrado 
con n-r grados de l i b e r t a d (Scheffé (1959)) . 
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2.1.2.4. Hipótesis l i n e a l e s . Condición de demostrabilidad 

Una hipótesis l i n e a l sobre los parámetros de un diseño 
6 = (6^, ?>2' Bjjj) ss una restricción l i n e a l de los parame 
tros definida por una ecuación del tip o 

H B = O (12) 

donde H = (h^^) 1 á i á t ; 1 á j S m y B e s e l vector columna 
de los parámetros. 

Decimos que una hipótesis l i n e a l es demostrable cuando se 
cumple que e l subespacio V = {u € / u = Xg, B € R"', H B = 0} 
está contenido estrictamente un U = {u€ R^ / u = XB). 

Una condición su f i c i e n t e para que una hipótesis l i n e a l 
sea demostrable es que e l subespacio v e c t o r i a l engendrado por 
las f i l a s de H este contenido en e l subespacio v e c t o r i a l engen 
drado por l a s f i l a s de X. 

Una condición necesaria y s u f i c i e n t e para que uría hipóte 
s i s l i n e a l sea demostrable, es que alguna combinación l i n e a l 
de las f i l a s de H no nula sea combinación l i n e a l de las f i l a s 
de X (Scheffé, 195 9) . 

2.1.2.5. Teorema fundamental del Análisis de l a Varianza 

Cuando proponemos una hipótesis l i n e a l demostrable 
HB = O, con rango H = t , e l modelo (2) se puede reparametrizar 
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obteniéndose una nueva matriz de diseño X*, cuyos vectores co 
lumna engendran un subespacio v e c t o r i a l propio del subespacio 
v e c t o r i a l engendrado por los vectores columna de l a matriz X. 
La expresión de este nuevo modelo es: 

y = X* e + e (13) 

siendo, 

= (6^, •.., Sp) p= r - t (14) 

los parámetros del modelo reparametrizado- Igual que en e l mo 
délo p r i m i t i v o se pueden obtener l a s estimaciones de lo s para 
metros 8 a través de l a s ecuaciones normales, cuyas solucio­
nes son: 

6 = (X**^ X*)"'' X*^ y Ó e = (X^**^ D Xj.*)*"'' X^*^ D y (15) 

siendo X^* l a matriz de diseño reducida del nuevo modelo. En 
este caso l a matriz inversa de X*^ X* ; ^ j - * ^ ^ ^ j . ' siempre 
e x i s t e , ya que por construcción e l nuevo diseño es de rango 
máximo. 

La suma de cuadrados residual bajo H será: 
o 

= (y - X* 6)^ (y - X* 0) (16) 

S i e l modelo es l i n e a l normal y se cumple H^, los esta-
2 2 2 2 2 dísticos / o y (R^ - R^ ) / a , siguen una distribución 

ji-cuadrado con n-p y t grados de l i b e r t a d respectivamente, 
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siendo p e l rango de l a matriz X* que'como vemos en (14) es 
igual a l numero de parámetros del nuevo modelo. 

2 2 2 Por otra parte, también bajo H^, ~ ̂ ô ^ '̂ o 
dependientes. 

Como consecuencia de esto, se tiene que e l estadístico, 

(R^^ - í̂ ô >/t F = 2 (17) 
R̂ ^ / (n-r) 

sigue una distribución F de Fisher-Snedecor con t y n-r gra­
dos de l i b e r t a d . 

2.1.2.6. Tabla general del Análisis de l a Varianza 

S i queremos contrastar l a hipótesis demostrable H^, con 
n i v e l de significación e, seguiremos e l c r i t e r i o de decisión 
que nos proporciona l a tabla general del análisis de l a va­
rianza (Searle, 1971). 

Tabla 

Grados de L i b e r t a d Suma de Cuadrados Cuadrados medios 
Desviación 
de Ho t H i ^ -

Residuo n-r Ro^ Ro^/(n-r) 

S i e l cociente (17) es mayor que K, siendo K t a l que 
P (Fg > K) = e y F^ una variable a l e a t o r i a F de Fisher-Snedecor 
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con t y n-r grados de l i b e r t a d , entonces se rechaza l a hipó­
t e s i s y en caso contrario se acepta. 

2.1.3. Modelos l i n e a l e s multivariantes 

En este punto vamos a desarrollar e l caso en que l a varia­
ble a l e a t o r i a observada, es multivariante. 

2.1.3.1. Definiciones 

Un modelo l i n e a l multivariante viene definido por una 
ecuación matricLal del t i p o 

Y = XB + E (18) 

donde las cuatro matrices representan l o siguiente: 

a) Y es una matriz Y = 1 á i á n ? 1 á j á p , cuyas 
columnas son muestras ale a t o r i a s simples de p variables 
a l e a t o r i a s Y^ que llamamos variables observables. 

b) X es una matriz X = (x^^); 1 < i < n ; 1 < j < n , cuya 
construcción y si g n i f i c a d o es e l mismo que en e l caso 
univariante. También l a llamamos matriz de diseño. 

c) B es una matriz B = ( b ^ j ) ; 1 á i á m; 1 ^ j S p, cuyos 
vectores columna Bj^ tienen e l mismo si g n i f i c a d o que en e l 
caso univariante para l a variable observada. 
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d) E es una matriz E = ? 1 á i S n ; 1 S j £ p , cuyos 
vectores columna son variables a l e a t o r i a s que repre­
sentan los errores o desviaciones aleatorias de las ob­
servaciones correspondientes a l a variable Y^. 

Se supone que las f i l a s de E son variables aleatorias de 
esperanza O = {o,o,...,o) y con matriz de varianzas covarian-
zas Z, común para todas l a s f i l a s . S i además cada f i l a sigue 
una distribución normal multivariante N (O, Z), e l modelo se 
llama l i n e a l normal multivariante.. 

S i sólo existen K condiciones experimentales d i s t i n t a s 
con nj^ réplicas de l a condición experimental i-ésima, enton­
ces podemos, como en e l caso univariante, usar en lugar de l a 
matriz de diseño X, l a matriz de diseño reducida X^. 

En su caso, l a matriz Y de observaciones, l a s u s t i t u i r e ­
mos por l a matriz Y, cuyas f i l a s son los vectores de componen 
tes, l as medias de la s variables muéstrales de cada condición 
experimental, 

Los ntímeros de réplicas n^, . . . r n^, se disponen co­
mo en e l caso univariante en una matriz diagonal, 

D = diag, (n^, 1X2, ...̂  nj^) ; n = n^+n2+. • .+nĵ  

Cuando n^ = ̂ 2 " *** " "̂ k' diseño también se l e llama 
balanceado.. S i e l rango de X es i g u a l a l número de f i l a s de 
B se l e llama diseño de rango máximo. 
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2.1.3.2. Estimación de los parámetros 

La estimación de los parámetros de l a matriz B l a r e a l i ­
zamos estimando sus vectores col\imna B^, que los podemos con­
siderar como los vectores paramétricos de los modelos l i n e a ­
les univariantes 

= X + E^ (19) 

que componen e l modelo l i n e a l multivariante. Las estimaciones 
de los parámetros son las soluciones de l a s ecuaciones norma­
les 

X^ X B = X^ Y 

X^^ D X^ B = X^^ D Y 
(20) 

en caso de usar l a matriz de diseño reducida. 

S i e l rango del diseño es máximo, l a estimación de l a ma 
t r i z de parámetros B es: 

B = (X^ X)~1« X^ Y 

B = (X^^ O X^)""" X^^ D Y 
(21) 

s i usamos l a matriz de diseño reducida. En caso contrario, en 
las expresiones (21) pondremos, en lugar de l a s matrices i n ­
versas , l a s inversas generalizadas (X^ X)" ; (X^ D X^)~ en 
la primera y segunda ecuación respectivamente. 
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2.1.3.3. Estimación de l a matriz de covarianzas 

S i consideramos a l modelo l i n e a l multivariante 

Y = X B + E (22) 

como p modelos univariantes 

Y^ = X B^ + E^ (23) 

l a suma de cuadrados residual para cada uno de estos es: 

R̂ ^ (i) = R̂  ( i , i ) =(Y^ - X B^)^ (Y^ - X B^) (24) 

S i además a l a suma de productos cruzados l o denotamos por 
RQ { i / j ) f tenemos que 

R^ ( i , j ) = (Y^ - X B^)^ (Y^ - X Bj) (25) 

A l a matriz 

^o = (-ij) 

r.. = R̂  ( i , j ) (26) 

1 á i , j á p 

l a llamamos matriz r e s i d u a l d el modelo l i n e a l multivariante. 

Por otra parte, como ya hemos v i s t o en 2.1.2.3-, 
R^ ( i , i ) / ( n - r ) es un estimador de l a varianza de Y^. Además, 
es fácil ver que R^ ( i , j ) / ( n - r ) es un estimador insesgado de 
l a covarianza de Y^, Y. y l a matriz 
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^ = i¿ir \ (27) 

es una estimación insesgada de l a matriz de covarianzas Z. R 
^ o 

sigue una distribución de Wishart ( E , n-r) (Rao (1973)). 

Como en e l caso univariante podemos formular hipótesis 
l i n e a l e s , definidas por ecuaciones del tipo 

H B = O (28) 

con H = ( h ^ j ) ; 1 á i á t ; 1 á j á m, y B l a matriz de paráme­
tro s . Las condiciones de demostrabilidad son las mismas que 
para e l caso univariante. 

Bajo l a hipótesis l i n e a l H B = O obtenemos una reparame-
trización d e l modelo o r i g i n a l con una nueva matriz de diseño 
X*. La nueva expresión matrial es: 

Y = X* C + E (29) 

siendo: 

X* = (x^.) 1 á i á n; 1 < j á q 

C = (c^.) 1 < i < q; 1 á j S p 

y e l rango de l a matriz X* máximo por construcción. 

La estimación de l a matriz de parámetros C se obtiene me 
diante las ecuaciones: 
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C = (X*^ X*)""" X*^ Y 
Ó ^ (30) 

C = (X^*^ D X^*)""" X^*^ D Y 

s i se usa l a matriz de diseño reducida en e l modelo (29). 

Las sumas de cuadrados y productos cruzados del modelo 
(29) son: 

( i , j ) = (Y^ - X* C.)^ (Y^ - X* C^) (31) 

donde Cj^ son los vectores columna de l a matriz C 

Sea R̂  l a matriz 

= {rj^*j) (32) 

= R^ ( i . j ) 

1 á i , j á p 

s i l a hipótesis l i n e a l (28) es c i e r t a y e l modelo l i n e a l mul­
t i v a r i a n t e es normal, sigue una distribución de Wishart W 

T P 

(S, n-q), siendo q e l rando de X* e igua l a l número de f i l a s 
de l a matriz C. Además R^-R^, sigue una distribución de Wis­
hart Wp ( S , t ) , siendo t = rang (H). 

Suponiendo l a hipótesis l i n e a l c i e r t a , R^-RQ Y RQ son 
estocásticamente independientes. 

Los contrastes de hipótesis l i n e a l e s en e l caso multiva­
riante pueden resolverse de diferentes formas, una de e l l a s 
es e l c r i t e r i o de Ho t e l l i n g basado en e l estadístico. 
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¥ = traza -1 (33) 

S i tenemos dos modelos l i n e a l e s multivariantes con l a 
misma matriz de varianzas-covarianzas. 

^1 - •'•̂ 1 ^ ̂ 1 

siendo: 1 e l vector columna de n unos 

(34) 

^1 = q .... 
^2 = y ^ ^ 

^1 = -• ÍM^\ . 

^2 = 

^1 = e 
... , e^ ^ 

^2 - e ^ ®2 i 
1 á i < n 

y queremos contrastar l a hipótesis 

^1 = ̂ 2 

frente a 

usaremos e l estadístico (33) que sigue, s i es c i e r t o , una 
2 

distribución T de H o t e l l i n g , cumpliéndose que, 
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F = 2 (2 n-q-1) 
(2 n-2) g (35) 

sigue una distribución F de Fisher con q y 2n-p--1 grados de 
l i b e r t a d (Anderson (1958)). 

2.2. INTRODUCCIÓN A LA GEOMETRÍA RIEMANNIANA EN 0N& VARIEDAD 

En e l presente punto se pretende hacer una breve reseña 
de l a geometría riemanniana, dando un enfoque i n t u i t i v o de l a 
misma y ofreciendo e l planteo y resultado de algunos proble­
mas. 

2.2.1. Definiciones 

Dados dos puntos P y P' de una variedad M, i n f i n i t e s i m a l 
mente próximos y con coordenadas x = (x^, ..., x"), x + d x = 
= (x^ + d x^, ..., x" + d x"), l a d i s t a n c i a entre e l l o s a l 
cuadrado viene dada por l a forma cuadrática d i f e r e n c i a l 

en caso de usar e l convenio de sumación de índices repetidos. 

ds2 = Z g.. dx^ dx^ 
i / j 

(36) 

o abreviadamente 

ds 2 

A ds l a llamamos elemento de arco. 
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En cada punto de l a variedad, g^^ define un producto es­
calar en e l espacio tangente a l a misma en dicho punto. 

La longitud entre dos puntos P yQ de una variedad, medi­
da sobre una curva C de parámetro t , viene dada por 

La distancia entre los puntos P y Q se define como e l In 
fimo del conjunto de las longitudes entre e l l o s , medidas so­
bre todas las posibles curvas que los unen. 

Las curvas que hacen mínima l a i n t e g r a l (37) se llaman 
geodésicas, las cuales no siempre existen globalmente (en t o ­
da l a variedad) pero s i localmente (Hicks (1974), Spirak (1979)). 

La variedad M es euclldea sí y sólo sí es posible efec­
tuar una transformación de coordenadas t a l , que e l campo ten­
s o r i a l métrico, quede reducido a un campo t e n s o r i a l constante. 
En este caso, siempre será posible encontrar un sistema de re 
ferencia t a l , que l a di s t a n c i a entre dos puntos de coordena­
das P = (x^, x^, — , x^) y Q = (y1, y^, y^) viene dada 

(37) 

por 

(38) 

2.2.2. Símbolos de C h r i s t o f f e l 

En este apartado introducimos algunas combinaciones de 
la s derivadas parciales de g.., que son conocidas como los 
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símbolos de C h r i s t o f e e l . 

A l conjunto de funciones 

^iJ,K = 1 (D. g^^ . D. g.^ - g..) (39) 

1 á i , j , k a n , se denominan símbolos de C h r i s t o f f e l de p r i ­
mera especie y a l conjunto de funciones definidas por 

r. ka r. . (40) 
13 = g 13> ot 

1 < i , j , k < n 

se denominan símbolos de C h r i s t o f f e l de segunda especie, sien 
ka 

do g l a s componentes de un tensor contravariante de segundo 
orden, t a l que 

^ek '̂''̂  = ^ek (41) 

^ek n t=:̂  e = k ^^2)^ 
O <=> e 9í k 

Tanto en l a expresión (39) como en l a (40) hemos usado 
e l c r i t e r i o de sumación de índices repetidos. 

2.2.3. Cálculo de las geodésicas 

Como hemos dicho en 2.2.1. una geodésica es una curva so 
bre l a cual l a i n t e g r a l (37) se hace mínima localmente. 
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Utilizando las técnicas propias del cálculo de v a r i a c i o ­
nes, mediante las ecuaciones de Euler, obtenemos e l sistema 
de ecuaciones di f e r e n c i a l e s 

donde 

1 < k á n 

^ + x-̂  x-J = O (43) 

•i _ : J _ d x l "k _ dij¿ 
^ ~ d t ' ^ ~ d t ' ^ " ^ . 2 dt 

que satisfacen dichas curvas. 

Resolviendo e l sistema (43) , teniendo en cuenta unas de­
terminadas condiciones contorno, que vienen f i j a d a s por los 
puntos i n i c i a l y f i n a l de l a curva, se obtiene l a geodésica 
buscada. Hay que tener en cuenta que no siempre existe solu­
ción del sistema (43) según condiciones de contorno f i j a d a s . 

2.3. ANÁLISIS DE DATOS 

En e l presente punto, se hace una breve exposición de 
los métodos de representación de individuos de una población 
ü respecto a unas variables observadas y que son usadas en 
esta memoria. 
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2.3.1- Análisis de Componentes Principales 

Dada una población de n individuos , ŵ , ca 
racterizado cada por unas medidas efectuadas sobre e l mis­
mo, (x.^, x.„, x-T-.)' podemos i d e n t i f i c a r a cada w. con un 
punto P^, del espacio euclídeo con e l producto escalar usual 
cuyas coordenadas, respecto de un sistema de referencia carte 
rianas, sean precisamente ( X j ^ i f "̂ ±2' ^ i p ^ ' 

Para poder representar geométricamente a estos individuos, 
situados en un espacio p-dimensional, procedemos a h a l l a r una 
variedad l i n e a l q-dimensional con q < p, generalmente en 
q = 1 , 2 ó 3, t a l que a l proyectar cada uno de los P̂^ de R^ 
sobre l a misma, l a configuración de puntos resultante sea l o 
más parecida posible a l a configuración de puntos en R̂ . 

El c r i t e r i o para obtener dicha variedad l i n e a l consiste 
en minimizar l a suma de los cuadrados de l a s distancias de 
los puntos en R̂  a l a variedad buscada. Además se cumple s i ­
multáneamente que l a suma de los cuadrados de las in t e r d i s t a n 
c i a s de las proyecciones es máxima. 

La ecuación que define l a variedad l i n e a l buscada viene 
dada por 

y = a + + . . . + V g (44) 

donde a es un vector cuyas componentes son las medias de las 
variables observadas, 
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a = (x^ , x^, . . . , Xp) (45) 

y donde 

= ( ^ i i (4^^ 

son los vectores propios correspondientes a los q primeros va 
lores propios, ordenados de mayor a menor, de l a matriz de va 
rianzas-covarianzas de las variables u t i l i z a d a s . 

Las proyecciones de los puntos sobre l a variedad l i ­
neal tienen por coordenadas, respecto l a referencia determina­
da por a, v.̂  , V g , (Yi^i Yj^g)/que vienen dadas por 
e l sumatorio, 

P 
y. . = S X. V . (47) 

1 < j < q 

Matricialmente l a s coordenadas de las proyecciones de todos 
los puntos P^ vendrán dadas por l a s f i l a s de l a matriz Y. 

Y = X V (48) 

siendo X l a matriz de datos, matriz cuyas f i l a s son las coor­
denadas de los puntos P^ y V es l a matriz de vectores propios, 
cuyos vectores columna son los q primeros vectores propios 
(46) . 

Para más d e t a l l e s sobre este tema vean (Mardia 
Cuadras(1981), H o t e l l i n g (1933), Rao (1964)). 

(1979, 
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2.3.2. Análisis de Coordenadas Pri n c i p a l e s 

E l Análisis de Coordenadas P r i n c i p a l e s , es un método que 
nos permite representar gráficamente a una población ü de i n ­
dividuos ŵ , ŵ , sobre l o que tenemos definida una 
similaridad o una d i s t a n c i a . 

Si tenemos definida una distancia d en n 

di Q X ü R (49) 

d (w. , w .) = d. . 

debemos, en primer lugar, asignar unas coordenadas a los 
individuos de l a población ü que los i d e n t i f i q u e con puntos 
de R̂  y t a l que l a distancia euclldea en R^ coincida con l a 
dis t a n c i a p r i m i t i v a d. E l siguiente paso es r e a l i z a r un Análi 
s i s de Componentes Principales que nos permitirá representar 
a los n individuos de l a población fi, ident i f i c a d o s ya a pun­
tos P^ de BP de coordenadas (n^^ , . . ., n̂ ^̂ ) , en una variedad 
l i n e a l q-dimensional con q < p, generalmente q = 1, 2 ó 3. A 
l a s coordenadas de P^ en l a nueva variedad las llamamos coor­
denadas P r i n c i p a l e s . 

En l a práctica para obtener las coordenadas p r i n c i p a l e s , 
a p a r t i r de l a d i s t a n c i a (49), se sigue e l siguiente a l g o r i t ­
mo: 

1) Obtenemos l a matriz, 

Í50) 
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con 
1 ^ 2 s. . = 2 j 

2) Transformamos l a matriz S en l a matriz. 

B = (b^j) (51) 

con b . . = s.. - s. - S . + s, siendo s. y s. las medias 13 13 3 1 3 
de los valores de l a f i l i a i y l a columna j de l a matriz 
S respectivamente y s l a media de todos los valores de 
l a matriz S. 

3) Diagonalizamos l a matriz B, 

B = T T̂ . (52) 

siendo l a matriz diagonal = diag. (y^, ••*' 
con , IJ2' ' ' ''"^n -'•̂^ valores propios de B ordenados de 
mayor a menor y T l a matriz cuyos vectores columna son 
vectores propios de B asociados a los valores propios an 
tes mencionados y p ^ - normalizados. 

4) Por último las coordenadas de los puntos que represen 
tan a los individuos de ü en l a variedad q-dimensional, 
tienen por coordenadas u..,, u. , siendo u. . los ele 

i 1 ' ' i q ' xj — 
mentes de l a matriz 

U = T D,,̂  (53) 

que tiene n f i l a s y p columnas 
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ü = (u. .) 

i S i S n ; I S j á p 

La dispersión de los n puntos en l a variedad q-dimensio 
nal viene dada por 

E d ^ . = 2n (y^ + ̂ 2 + • • • + VÍ ) (49) 
i , j ^ 

que se puede comparar con l a dispersión global a f i n de obte­
ner e l porcentaje de l a variedad explicada por las q variables, 
E l valor de este porcentaje es 

y + . . . + y 
n = 100 — ^ — (55) 
q + . . . + y^_^ 

Para ver más detalles sobre este tema véase (Cuadras 
(1981) , Lefebre (1976)) . 

2.3.3. Taxonomía Numérica 

S i tenemos una simil a r i d a d o una di s t a n c i a definida en 
una población ü, es posible construir una'clasificación de los 
individuos de l a misma, atendiendo a sus semejanzas que vienen 
medidas por l a sim i l a r i d a d o dis t a n c i a definida en l a pobla­
ción, mediante los métodos de Taxonomía Numérica. .Estos méto­
dos nos permiten r e a l i z a r una clasificación jerárquica de los 
individuos de Q., obteniendo sucesivas particiones de l a pobla 
ción organizadas en diferentes niveles jerárquicos y constituí 
das a cada n i v e l , por grupos homogéneos y disjuntos de i n d i v i -
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dúos llamados c l u s t e r s . A l a representación gráfica de esta 
clasificación, l a llamamos dendograma. 

E l grado de homogeneidad entre los grupos obtenidos, l o 
valoramos mediante un índice llamado índice de jerarquía o 
distancia fenética. 

A continuación vamos a dar l a s definiciones formales de 
estos conceptos. 

Dada l a población O de individuos , '^^2'• - > '^•^r decimos 
que un subconjunto "H de partes de ü es una Jerarquía s i se ve 
r i f i c a : 

a) Dados dos elementos de K , o uno de e l l o s está contenido 
en e l otro o son disjuntos. 

b) Todo elemento de }t es l a unión de los elementos de ?f que 
contiene, o no contiene a ningún elemento de M . 

Si ̂  tiene como elemento a Í2 y a los conjuntos formados 
, por un sólo individuo, se dice que H es una jerarquía t o t a l . 

A l o s elementos deH se les llama cl u s t e r s y s i K es una 
partición de O a 1Í se l e llama c l u s t e r i n g . 

Una jerarquía}? se dice que indexada s i existe una a p l i c a 
ción 

R (56) 
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que cumple 

a) i (H) SO, H 

b) i (H) = O s i H = {w} y w € 

c) H' C H -r i (H-) < i (H) 

A l a aplicación i se l e llama d i s t a n c i a fenética o índice 
de l a jerarquía 

La representación gráfica de una jerarquía indexada es e l 
dendograma. 

Mediante una jerarquía indexada se puede d e f i n i r una dis 
tancia ultramétrica en n y recíprocamente con una distancia u l 
tramétrica definida en , se puede construir una jerarquía i n ­
dexada (Cuadras (1981)). 

En l a práctica no se tiene, en general, una distancia u l ­
tramétrica definida en l a población ü, por lo tanto para hacer 
una clasificación jerárquica debemos transformar l a distancia 
i n i c i a l en una di s t a n c i a ultramétrica de una forma razonable 
y seguidamente con s t r u i r l a jerarquía. Los pasos para obtener 
una d i s t a n c i a ultramétrica a p a r t i r de una distancia cualquie­
ra definida en fi se l e llama algoritmo de clasificación. 

S i partimos de una dis t a n c i a d definida en fi y l a defor­
mamos en otra u, ultramétrica, puede o c u r r i r que haya una 
gran distorsión entre d y u y por consiguiente, l a c l a s i f i c a -
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ción obtenida mediante u no sea representativa de l a distan­
c i a d. Para medir esta distorsión se usa e l llamado coe f i c i e n 
te de correlación cofenética r que es e l coeficiente de co-

c 
rrelación entre los n {n-1)/2 pares de valores 

(d (w^, W j ) , u (w^, Wj)) ŵ , ^ ñ 

S i d (w. , w.) = u (w., w.) w. , w.eQ, entonces r =1. Va-
lores próximos a 1 indican una clasificación jerárquica repre 
sentativa de l a di s t a n c i a d, por e l contrario valores bajos 
de r ^ indican una gran distorsión entre las dos distancias 
d y u, por l o tanto, en este caso, l a clasificación no es f i a 
ble. Interesa pues, que los algoritmos de clasificación no de 
formen l a distancia o r i g i n a l . 

Existen muchos algoritmos de clasificación, entre e l l o s 
está e l Método del mínimo y Método del máximo (Johnson (1967)) , 
Método del centroide y Método de l a media (Spkal y Michener 
(1958)), Método de l a mediana (Gower (1967)), pero posiblemen 
te e l más usado de los métodos es e l Método UPGMA (Unweighted 
Pair Group Method Using Method Averages) descrito por Sokal 
en 1963. 

Para ver otros resultados de Taxonomía y profundizar en 
lo expuesto véase entre otros (Cuadras (1980), Cuadras y Car-
mona (1984), Arcas y Salicrú (1984), Cuadras y Uson (1980)). 
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Este capítulo está dividido en dos partes; en l a primera 
se define y estudia una distancia entre modelos l i n e a l e s nor­
males caso univariante con igual varianza y en l a segunda par 
te se define y estudia una distancia entre modelos l i n e a l e s 
normales caso univariante con varlanzas d i s t i n t a s ( la misma 
dentro de cada modelo, pero d i s t i n t a de un modelo a otro). 

En cada una de estas dos partes se hace una formalización 
de l a introducción de una dis t a n c i a entre clases de poblacio­
nes estadísticas, representadas por modelos l i n e a l e s , estudian 
do los aspectos geométricos y estadísticos de l a misma. 

3.1. DISTANCIAS ENTRE MODELOS LINEALES UNIVARIANTES Y CON 
IGUAL VARIANZA 

Se t r a t a de in t r o d u c i r una di s t a n c i a entre clases de po­
blaciones estadísticas, asociadas a modelos l i n e a l e s normales 
univariantes con igua l varianza, f i j a d o s por unas condiciones 
experimentales, que determinan l a matriz de diseño, e l número 
de parámetros, e l número de réplicas por condición experimen­
t a l y e l número de variables observadas. Es d e c i r , se parte 
del conjunto de modelos l i n e a l e s cuya expresión m a t r i c i a l es: 

y = X 3 + e (1) 

donde y = (y^ , "¿2' ^ ®^ vector columna que repre­
senta a l a muestra de tamaño n, 3 = (g., B^r B ) ^ es e l 
vector columna de los parámetros, e = (e^, e„, . . ., e ) es 
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e l vector columna de las desviaciones a l e a t o r i a s del modelo 
y donde X = ^ á i á n, 1 S j < m, es l a matriz de di s e ­
ño que supondremos de rango m, rango máximo, de otra manera 
haríamos una reparametrización que transformara e l modelo en 
un diseño de rango máximo. 

Se supone además que 1 S i á n, son variables aleato-
2 

r i a s nórmales e independientes de media o y varianza a que 
en esta primera parte supondremos l a misma para cada modelo. 

Por todo l o dicho se deduce que las variables y-|, y2f 

.., y^ son variables al e a t o r i a s normales e independientes y 
por consiguiente, y, es una variable a l e a t o r i a normal muítiva 
riante de vector de medias \i = X6 y matriz de varianzas-cova-

2 2 rianzas E = o I , con o p o s i t i v a . 

3.1.1. Formalización y Aspectos Geométricos 

Cuando tenemos definidas sobre d i s t i n t a s poblaciones n 
variables a l e a t o r i a s observadas y.̂  , y2, ŷ ^ independien­
tes , de distribución conjunta normal multivariante de media 
variable y matriz de varianzas-covarianzas constante y 
queremos in t r o d u c i r una d i s t a n c i a entre dichas poblaciones es­
tadísticas, podemos ca r a c t e r i z a r a cada población por e l vec­
tor de medias y =,(y^, y2; • • • r y ^ ^ ) / considerándolo como l a s 
coordenadas de un punto de una variedad paramétrica E, en es­
te caso E = R". 
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Definiremos l a distancia entre dos poblaciones como l a 
distancia entre dos puntos de l a variedad paramétrica E que 
los representan. 

La métrica en esta variedad se define a través del fun­
cional entropía , o información de Shannon, tomando (J) (x) = 
X In X, t a l como mencionábamos en e l primer capítulo. E l campo 
te n s o r i a l vendrá dado por: 

g . = / (j)" (f) (D.f) (D f) dy (2) 

1 < i , j < n 

siendo D̂ f̂ l a derivada p a r c i a l de f con respecto a Uj 

Puesto que. 

^ (x) = X In X (3) 

se tiene 

• (X) = ¿ 

por consiguiente 

^ i j - ^^n i (°if) = 

^^n I (^f) I (Ojf) f dy - (4) 

= E = E {D^(In f) (In f) 

1 á i , j á n 
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luego l a matriz G = í̂ ĵ ĵ  se obtiene coincide con l a ma­
t r i z de información de Fisher, bajo c i e r t a s condiciones de re 
gularidad que se dan en nuestro caso. 

Alternativamente podemos e s c r i b i r 

g . = -E (D. . In f) i3 13 (5) 

siendo D̂ ^ (In f) , l a derivada segunda con respecto a y 
Uj del logaritmo de l a función de densidad. 

Como (y^ , Y2' ^r?' ^i^^^ ̂ '̂ ^ distribución normal muí 
t i v a r i a n t e de media p = (y^, '^•¡^ Y matriz de varian­
zas-covarianzas = (cf^j) constante, entonces: 

f {y,y,í^) = {2TT) ̂  ¡E exp, •i (y-y)^ E-'' (y-y)] (6) 

Tomando logaritmos y teniendo en cuenta que E^^ = (a"̂ -̂ ) resul 
t a : 

. n n 
In f = k - 4 ^ E a^^ (y. -y ) (y - y ) 1=1 j=1 1 1 D D 

(7) 

La p a r c i a l d e l In f con respecto a y será a 
n n D l n f = i E E a 
1=1 3=1 

ID (y. - y.) 6. + ( y . - y . ) 5 , _ -̂ 1 1 3a -̂ 3 3 l a (8) 

luego 

m f = ^ 
n . n . 
z (y,-y.) + E a"^^ (y.-y.) 

1 1 j=1 3 3 l-i=1 

= E a^". (y.-y.) 1=1 ^ ^ 

(9) 
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Las derivadas segundas serán: 

In f ^ - a^" (10) 

por consiguiente combinando (5) con (10), obtenemos finalmen­
te 

9aB = ° a B 1- f ) -o^^ (11) 

por tanto 

G = (g. ,) = (a^^) = I^'' (12) 

Nótese que en l a demostración no se ha supuesto indepen­
dencia estocástica entre l a s variables aleatorias y^, 

^n-

2 
Para nuestro caso p a r t i c u l a r , modelo (1), = a I con 

> O, quedando: 

- " a 0 

Hemos construido, a p a r t i r del concepto de información 
de Shannon, un campo t e n s o r i a l covariante de segundo orden s i ­
métrico y definido p o s i t i v o , por tanto E tiene estructura de 
variedad riemanniana. En nuestro caso p a r t i c u l a r e l campo ten 
s e r i a l es constante, luego l a variedad es euclldea y l a d i s ­
tancia entre dos poblaciones vendrá dada en general por: 
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y en nuestro caso p a r t i c u l a r 

d = 
o 

1 
2 - ̂ B̂̂ '' A (15) 

siendo , y^, dos puntos de l a variedad E. Esta expresión 
coincide con l a distancia de Mahalanobis, resultado éste que 
ya fue indicado en e l primer c a p i t u l o . 

Vamos a continuación a trasladar l a distancia a las cía 
ses de poblaciones estadísticas representadas por modelos l i ­
neales. 

Sea ü e l conjunto de poblaciones estadísticas, cada una 
de las cuales asociada a un modelo l i n e a l de l a forma (1) y 
por consiguiente asociada a un vector paramétrico 3. De esta 
forma es posible d e f i n i r una aplicación h de ñ en S, siendo S 
una subvariedad de E definida por: 

S = { y = (y. , y . . . , y = X3} (16) 

La aplicación h vendrá definida por: 

h: n s 
0) 3 

cumpliendo que: 

E (y/o)) = X3 (17) 
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A l ser S C E, existe una aplicación inyectiva i de S en 
E t a l que i (y) = y, y € S . Existe pues una aplicación *F = i o h 
que transforma fien E. 

h i 
fi • — S — E (18) 
u) ^ g . ^ X B 

A l ser i una aplicación inyectiva de S en E, ya que supondre­
mos modelos de rango máximo, queda d e f i n i d a , de una forma na­
t u r a l , una métrica en S a través de l a métrica en E. 

S i , 6̂ , 6g € S, entonces 

^S (̂ A'̂ B̂  = ̂ E (̂ Â' (̂ 9) 

donde B^ y Bg son los vectores paramétricos de los modelos l i ­
neales asociados mediante h a dos poblaciones estadísticas 
'̂ A' ^ ^ tales que h (to^) = B^, h (Wg) = B g . 

Podemos d e f i n i r en fi una pseudométrica s a través de l a 
aplicación h: 

s (ü)̂ , üjg) = dg (h(ü)̂ ) , h (ü}g)) = 
(20) 

= ̂ E ( ^ ( V ' * (̂ B̂̂ ^ = ̂ E <̂ -̂ A' ̂  y 

E l problema, de tener definida en fi una pseudométrica y 
no una métrica, se puede resolver definiendo en fi una relación 
de equivalencia de l a siguiente forma: 
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(21) 

En e l conjunto cociente Í2/R podemos d e f i n i r una métrica 

d Q/R ( K i ' K i ) = ̂ E ^A' ̂  ̂ B̂  Í 2 2 ) 

En esquema las aplicaciones entre los conjuntos queda­
rían así: 

E 

(23 ) 

q 
O/R 

Veamos seguidamente cual sería l a expresión de l a distan 

cía. 

S i tenemos dos poblaciones estadísticas y tales 
h (u)^) = 6^ , h (Wg) = B g , l a expresión de l a dis t a n c i a será: 

d'o/R < W ' = ^ ' E (̂  ^A' ̂  ̂ B^ 

= (XB^ - x B g ) ^ J : - ' (X B^ - X B3) 

(24) 

-1 2 2 2 

a l ser = diag. (1/ a , 1/ a , 1/ a ), re s u l t a f i n a l ­
mente 

d O/R - ¿ 2 CB^ - 6 3 ) ^ X^ X (B^ - B3) (25 ) 
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3.1.2. Aspectos Estadísticos; estiroación y contraste de hipo-
t e s i s 

Sean 

^A = ̂  ^ 

(26) 

los modelos l i n e a l e s expresados en forma m a t r i c i a l t a l e s que 

, A A A, t , B B B, t 
^A = ^2 ' ̂ B = ^2 

o /ni n2 «ro» t „ ,„1 „2 «niv t 
= (̂ A' ^ A V ' ̂ B (̂ B' B̂̂  

, A A A.t , B B B.t 
^A = ^2' N̂̂  ' B̂ = (^1' ^2'-'-' V 

X = ( x ^ j ) ; 1 S i < N ; i S j á m 

e^ 'x̂  N (o,a); i = A, B; 1 á j á N 

A B 
e^, e^, independientes para todo i , j 

Vamos a obtener un estimador de l a di s t a n c i a entre ambos 
modelos l i n e a l e s , en función de l a muestra observada. 

En las aplicaciones prácticas conocemos l a muestra obser 
vada, l a matriz de diseño y desconocemos 6 y generalmente tam­
bién a, por tanto, para e l cálculo explícito de l a distancia 
entre dos modelos l i n e a l e s habrá que estimar tale s parámetros, 



63 

La estimación mínimo cuadrática (L.S.) de l o s parámetros 
del modelo que coincide con l a máximo verosímil, como es bien 
sabido, es: 

^ = (X^X) X^ (27) 

llevando l a estimación a (25) nos queda l a estimación de l a 
di s t a n c i a como: 

^'Q/R « W ' - ^^A-V'' ^i^""^"*''^^ (Yj,~Y^) (28) 

Nótese que a l ser X de rango máximo, rango m, X*'X tam­
bién tiene de rango m y por ser de orden m x m siempre exist¿ 
rá su inversa. 

En e l caso de u t i l i z a r l a matriz de diseño reducida, l a 
expresión de l a d i s t a n c i a estimada será: 

(29) 

— A —A —A. — B —B —B. donde, y^ = (y^ , y^, ŷ )̂ ; Yg = (y^ , Y^, ŷ )̂ son los 
vectores de medias cuyas componentes son las medias de las ré­
p l i c a s correspondientes a una misma condición experimental y 
en donde A es i g u a l a diag. (n̂ ^ , n^, Uĵ ) donde n^ es e l 
número de réplicas tomadas en l a i-ésima condición experimen­
t a l , k es e l número de condiciones experimentales diferentes 
y X^ es l a matriz de diseño reducida (Cuadras (1974)). La uti. 
lización de X^ y A permite abordar diseños no balanceados y 
con observaciones fa l t a n t e s en alguna condición experimental 
(Cuadras (1982)). 
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Cuando l a varianza no sea conocida tendremos que r e a l i ­
zar una estimación de l a misma que a continuación vamos a ob­
tener. 

Sea la expresión matricial del modelo conjunto 

y = A0 + e (30) 

con 

^-Q- -O-' - o 
e l rango del diseño es rang{A) = 2m, siendo m e l numero de pa 
rámetros de cada modelo, l o que quiere decir que l a estima­
ción insesgada de l a varianza es R2/2(N-m), siendo l a suma 
de cuadrados residuales del modelo conjunto 

R2 = (y - A 3)^ (y-A 3) (31) 

a l v e r i f i c a r s e 

3 = (A^A)""* A^ y (32) 

resulta finalmente 

R2 = y*̂  (I - A (A^'A)"'' A^)y (33) 

Teniendo en cuenta (30) , podemos e s c r i b i r 

^ O = i = Í , B ( I - ^ (>^'^-^"' ^ i 
(34) 
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La expresión de l a distancia estimada será pues: 

fo, 1 
L A' 1- BJ i=A,B (I-X(X^X)-''xSy.) 

(35) 

Vamos a estudiar ahora contrastes de hipótesis del tipo 

^ ( K 

H^: d ( 
(36) 

) > O 

es d e c i r , contrastes cuya hipótesis nula es que l a distancia 
entre dos poblaciones es cero, frente a l a hipótesis alterna­
t i v a de que l a di s t a n c i a entre dos poblaciones estadísticas 
es mayor que cero. También se estudiará l a relación de estos 
contrastes con los usuales del análisis de l a varianza, estu­
diando l a distribución del estimador de l a distancia bajo l a 
hipótesis nula. La región crítica de estos contrastes vendrá 
dada por: 

= I z €R^^ / d (z)> A^ (37) 

S i suponemos que es c i e r t a l a hipótesis 

d ((ü)̂ ) , (a)g)) = O (38) 

esto es equivalente a considerar como hipótesis nula que 

8^ = 63 = 8^ (39) 
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A B 

por tanto: - 3^ 1 < i í m. Matricialmente l a hipótesis nu 
l a se expresaría así: 

H 3 = O (40) 
con 

H = (h^j) l í i í m ; 1 < j í m 

I 1 s i i = j 
-1 s i j m + 1 
O en caso contrario 

h. . = 
ID 

siendo m e l rango de H. 

Bajo l a hipótesis nula, l a expresión m a t r i c i a l del mode­
l o conjunto sería, reparametrizado: 

y = A 3 Q + e (41) 

con 

-ij V X / V^B 

E l residuo bajo l a hipótesis nula será: 

- íy - A 3Q)^ (y - A 3Q) (42) 

donde 3 es l a estimación L.S. de 3 o o 

Teniendo en cuenta (41) obtenemos: 

Rl = (y^-^e^)"^ (^A-^^o) ^ ^^B-^^o^'' (VB-X3^) (43) 
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y por otra parte l a estimación L.S. de 0̂  viene dada por: 

= (A^ A)-^ y 1 (X^)-'' X^ (y^ + y^) = ^ ( B ^ + Bg) (44) 

combinando (43) con (44) re s u l t a : 

^ ^A ^ A ^ - 1 ^^A^^B^" ^ (X^X)-lxt (y^.y^) (45) 

La desviación de l a hipótesis será teniendo en cuenta (34) 

1̂ - ^o - 2 (^A - ^B)"" ^ ( X ^ X ) - ^ X ^ (y^ - y^) (46) 

E l cociente: 

2 2 2 B = (R^ - R^) / (47) 

s i l a hipótesis nula es c i e r t a sabemos que sigue una d i s t r i b u 
ción ji-cuadrado con m, rango de l a matriz H, grados de l i b e r 
tad. En nuestro caso p a r t i c u l a r este cociente toma l a expre­
sión, cuando l a varianza es conocida: 

B = 1 
2a' 

(y^-y^)^ X ( x 4 ) - 1 x ^ (y^-y^) = i d^ ( K I ' M ) (48) 

Por consiguiente i , [ü)̂ ] ) s i sigue una distribución j i -
cuadrado con m grados de l i b e r t a d bajo l a hipótesis nula H 
(ambos modelos son igu a l e s ) . , 

La región c r i t i c a de n i v e l de significación e de este 
t e s t será: 
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z £ R / d ( ) > 2 K( (49) 

2 2 
donde K es t a l que P (X > K) = e y X una variable aleato­
r i a que sigue una distribución ji-cuadrado con m grados de 
l i b e r t a d . E l cociente 

F = 
(R2 _ R2) / m 
R2 / 2 (N-m) o 

(50) 

sigue bajo l a hipótesis nula H^, una distribución F de Fisher-
Suedecor con m y 2(N-m) grados de l i b e r t a d . Para nuestro caso 
tendremos, cuando l a varianza es desconocida: 

F = 
(R2 - R2) / m 
R2 / 2 (N-m) o 

N-m 
m 

2m d^ ( 
(51) 

1 2̂ 
Por consiguiente d ( b¿„ ) sigue, bajo l a hipótesis 
nula (ambos modelos son igua l e s ) , una distribución F de F i -
sher-Sedecor con m y 2(N-m) grados de l i b e r t a d . 

La región c r i t i c a de n i v e l de significación e de este 
t e s t será: 

= {2 € R ^ ^ / d^ ( 0) B ) > 2mK} (52) 

donde K es t a l que P (F > K)=Cy F una variable a l e a t o r i a que 
sigue una distribución F de Fisher-Suedecor con m y 2 (N-m) 
grados de l i b e r t a d . 
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Todo esto nos l l e v a a l siguiente resultado: E l test para 
"2 r 1 r "1 

comparar dos modelos a través del estadístico d { [w J , L'̂ nJ) 
es equivalente a l test de comparación usado en e l análisis de 
l a varianza (Cuadras (1979)), ya que en ambos casos las regio 
nes críticas coinciden. Concuerda además con l a propiedad de 
que l a distancia a l cuadrado de Mahalanobis estimada, en e l 
caso de que l a distancia poblacional es nula, es proporcional 
a una distribución F de Fisher-Suedecor (Cuadras (1981)). 

3.1.3. Comparación conjunta de p modelos 

Este método de comparación de dos modelos li n e a l e s se 
puede generalizar a l a comparación simultánea de p modelos l i 
neales de rango máximo. 

Sean p modelos l i n e a l e s normales de rango máximo 

- X 3^ + e^ (53) 

1 < i < p 

con 

, i i i . t , i i oixt 
^ i = ^y^' ^2' ' • " % ) '• ^ i = ^2' 

^ i = 2̂ 

siendo X = (x^j) una matriz de orden N x m, siendo m e l núme­
ro de parámetros de cada modelo. 
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Según hemos v i s t o en l a sección anterior a l estimador de 
l a distancia entre dos poblaciones estadísticas (dos modelos 
l i n e a l e s ) , d^. = d([ü)^], [o).]) , viene dada por: 

%2 1 ( Y i - Y j ) ^ X (X^X)-'' X^ (y^L-Yj) (54) 

La suma de los cuadrados de las interdistancias entre todas 
l a s poblaciones será: 

E d2. 
i<j ^3 

(55) 

y su estimación será: 

(y.-y.)^X (X^X)-"" X ^ ( Y Í - Y J ) (56) 

o también 

D 
P 
E 

P 
E 

2o^ i=1 j=l ( y - V j ) ^ X (x^x) 1 x^ (y.-Yj) (57) 

Cuando l a varianza no sea conocida tendremos que r e a l i ­
zar una estimación de l a misma, a continuación vamos a obtener 
l a . 

Sea e l modelo l i n e a l conjunto de expresión m a t r i c i a l 

y = A 3 + e (58) 

siendo: y = (y^, Y^, yp^*"' ^ - I x X (producto de Kronec-
ker de l a matriz I (p x p) por l a matriz de diseño X); 3 = 

t t t t = ( 3 . , 3^, . . . , 3, ) . E l rango de l a matriz A es m x p. 
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La estimación L,S. de 6 es: 

S = (A^ A) ^ A^ y (59) 

sustituyendo (58) en (59) y desarrollando tendremos que: 

8^ = (X^X) X^ y^ (60) 

La estimación de l a varianza será: 

^ / p (li - xa) (61) 

2 
siendo e l valor de R : 

o 
R2 = ( y - A 8 ) ^ (y - A B) (62) 

Por (58) y desarrollando se tiene que: 

= ? (y.^ (I-X (X^X)""" X^) y.) (63) 
° 1=1 ^ ^ 

que es l a suma de los residuos de los modelos por separado, es 
decir: 

R2 = R2 (1) + R2 + + R2 (p) (64) 

La estimación de l a varianza será pues: 

;2 . 

y l a expresión de l a estimación de l a suma de las i n t e r d i s t a n ­
c i a s será: 
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P P 
Z Z 

¿ 2 ^ P(N-m) i=1 1=1 L 
2 p 

( Y - Y j ) ^ X (x4) ̂  (y.-Yj) 
(66) 

E (y^ (I-X (X^X)-"" X*") y.) 
i = 1 ^ ^ 

Todo esto nos permite contrastar hipótesis del t i p o : 

H : D = O 
o 

: D > O 
(67) 

La región c r i t i c a de n i v e l de significación e es: 

W = {z € / D > A } (68) 

con e l l a podemos contrastar l a hipótesis nula de que todos los 
modelos son iguales, es decir, todas las in t e r d i s t a n c i a s d^^ 
son nulas y por l o tanto su suma D es nula, frente a l a hipó­
t e s i s a l t e r n a t i v a de que a l menos alguno de los modelos es d i ­
ferente de los demás. 

La hipótesis D = O es equivalente a considerar como hipó­
t e s i s nula que 

B . = B, P o (69) 

o bien que 

6 | 1 < i S m (70) 
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Matricialmente esta hipótesis l a expresaríamos como 

H 3 = O (71) 

con 

H = (h^j) 1 < i < (p-1)m; 1 < j < pm 

siendo 

/ I s i l á j á m ; i = j + m k ; k = 0,1,...,p-2 

ĥ _. = ( - 1 s i m > j ; j = i + m 

O en los demás casos 

Bajo esta hipótesis l a expresión m a t r i c i a l del modelo se 
rá: 

y = AB + e o (72) 

con 

, t t 
(Yi y 2 

t, t A = (X^X^ .. X^^ 

La estimación de 3^ será: 

t -1 t 3Q = (A^'A) A"" y (73) 

sustituyendo (58) en (73) tenemos 

o p 

(74) 
(X^X)""* X y^ + (X^X)"'' X Y2 . + (X^X) X Yp) 
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teniendo en cuenta que 

= (X^X)"'' X (75) 

se tendrá que 

ô = i ^ 62 . (76) 

E l residuo bajo l a hipótesis nula será 

R2 = (y - A 3Q)^ (y - A&^) (77) 

sustituyendo (72) en (77) se obtiene 

2 P t 1 ( E yñ X (X^X)*""" X^ ( Z y.) 
L i = 1 i=1 

(78) 

La desviación de l a hipótesis nula será: 

1 o 2p . 
P 
Z 

i=1 j-1 L 
(Yi-yj)*" X { x ^ x)-i x^ (^i'^j) (79) 

E l cociente 

B = 
R: - R 

a 
(80) 

s i l a hipótesis nula es c i e r t a , sabemos que sigue una d i s t r i ­
bución ji-cuadrado con (p-l)m, rango de l a matriz H, grados de 
l i b e r t a d . 

Para nuestro caso este cociente será: 
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2 2 
R; - R , P P r = 2 z (y.-y.) X (x"x) x " (y.-y.) 

^ 2pa^ i=1 j=1 L 1 3 1 3 J 
( 8 1 ) 

1 '̂2 
cuando l a varianza es conocida. Por consiguiente - D sigue 
una distribución ji-cuadrado con (p-1)m grados de l i b e r t a d cuan 
do se cumple l a hipótesis nula (todos los modelos son iguales). 

La región crítica de este t e s t , a n i v e l de significación 
e será: 

= {z G R P ^ / > pK} ( 8 2 ) 

donde K es t a l que 

P (X^ > K) = e 

y x^ es una variable a l e a t o r i a que sigue una distribución j i -
cuadrado con (p-1)m grados de l i b e r t a d . 

E l cociente 

(R? - RJ) / (p-1)m 
F = ^ — 2 (83) 

RQ / p(N-m) 

sigue bajo l a hipótesis nula una distribución F de Fisher-Sue­
decor con (p-1) y p(N-m) grados de l i b e r t a d . Para nuestro caso 
este cociente será: 
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^ 2 ( y . - y . ) X ( x " x ) -1 (Yi-Yj) 
F = (N-m) 

2(p-1) m ^ t t -1 l Y. (I-X (X^X) ' 
i=1 L 1 

(84) 

p (p-1) m 
1 

cuando l a varianza es desconocida y ha de ser estimada. Por 
consiguiente D / p (p-1) m, sigue una distribución F de F i s ­
her-Snedecor con (p-1) m y p (N-m) grados de l i b e r t a d cuando 
se cumple l a hipótesis nula (todos los modelos son iguales). 

La región crítica de este contraste de hipótesis a n i v e l 
de significación e es: 

y F una variable a l e a t o r i a que sigue una distribución F de 
Fisher-Snedecor con (p-1) m y p (N-m) grados de l i b e r t a d . 

Todo esto nos l l e v a a l siguiente resultado: E l test para 
comparar simultáneamente p modelos a través del estadístico 
D es equivalente a l test de comparación usado en e l análisis 
de l a varianza ya que en ambos casos las regiones críticas son 
iguales, (véase Cuadras, 1979) . 

= { Z ^ R P ^ ^ / > P (p-1) mK} (85) 

siendo K t a l que 

P (F > K) = e 
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3.2. DISTANCIAS ENTRE MODELOS LINEALES NORMALES UNIVARIANTES 
Y DE VARIANZA DISTINTA 

Como en e l apartado anterior se tra t a de introduc i r una 
dis t a n c i a entre clases de poblaciones estadísticas, asociadas 
a modelos l i n e a l e s normales univariantes con varianza d i s t i n ­
ta f i j a d o s por unas condiciones experimentales que determinan 
los elementos del modelo cuya expresión m a t r i c i a l es: 

y = X B + e (86) 

Las matrices y, X, 3, e, tienen e l mismo sentido.que en e l 
apartado anterior y las mismas características salvo que e es 
un vector columna e = (e^ , e^' ^n^^' '̂ ^̂  e^ (1 á i < n) 
variables a l e a t o r i a s normales e independientes de media O y 

2 
varianza a que en esta segunda parte supondremos diferente 
en cada modelo. Por e l l o en este caso las variables y^, y^' 
..., y^ son variables aleatorias normales e independientes y 
por consiguiente y es una variable a l e a t o r i a normal multiva­
ri a n t e de vector de medias y = X3 y matriz de varianzas-cova-

2 2 " 
rianzas Z = a I , donde a toma diferentes valores para d i f e ­
rentes modelos. A l vector de parámetros l o denotaremos como 
3 = (3^ 3^ ... 3"^)^-

3.2.1. Formalización y aspectos geométricos 

Cuando tenemos definidas sobre d i s t i n t a s poblaciones esta 
dísticas n variables aleatorias observadas y^, 
independientes, con distribución conjunta normal multivariante 
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de media y = (y^, y*̂ , y^) y matriz de varianzas-covarian-
2 ' 

zas S = 0 I variable con cada modelo, podemos caracterizar a 
cada población por e l vector ri = ( y \ y^, y^, o^) que se 
considera como las coordenadas de un punto de una variedad pa 
ramétrica, en este caso: 

E = { ( y ^ y^, y"", a^) é R''̂ '' / > 0} (87) 

Definimos l a distancia entre dos poblaciones como l a d i s 
tancia entre dos puntos de l a variedad paramétrica E que los 
representan. 

Tal como se hizo en e l punto an t e r i o r , l a métrica en es­
ta variedad se define a través del funcional entropía , to 
mando 4) (x) = x In x. E l campo t e n s o r i a l métrico vendrá dado 
por ( 5 ) , = -E (D^j m f ) , 1 < i á j < n+1. 

Como (y^ , ••*' Y^^) sigue una distribución normal muí 
1 2 xx 

t i v a r i a n t e de media y = ( y , y , . . . , y ) y matriz de varian-
2 

zas-covarianzas E = o I , entonces: 
f (y,y,E) = (2Tr)""/2 |j-j-1/2 - i (y-y)^ E""" (y-y) 

Tomando logaritmos y teniendo en cuenta que E~^ -• (a^^) con á . . 
_ ^ ^ re s u l t a 

a 

In f • = K - I In 1^ l (y -y^) ^ (88) 
20 1=1 ' 
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La derivada p a r c i a l de In f con respecto a será: 

D In f = -1 (y. - y"-) (89) 

i S i < n 

Las derivadas segundas de In f con respecto a y"̂  y y-' serán: 

D In f = (90) 13 

i á i , j < n 

2 
La derivada p a r c i a l de In f con respecto a a es: 

2a 2a i=1 

Las derivadas segundas con respecto a y''' y 0^ serán: 

Di n.1 1^ f = - " I (^i-^^) (92) 
0 
2 

La derivada segunda con respecto a o es: 

°n.1 n.1 1^ f = r r - 4 ( Y i - U ^ ) ' (93) 
2a , 0 1=1 

A l ser 

E (y. - y'-)2 = a2 (94) 

se tiene que 

-E (D In f) = Ü Í (95) 
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Además 

-E (D^ In f) = O (96) 

y finalmente 

A l ser g^j = -E (D^j In f) se tendrá G = (^j^j) ; 1 = i / j = r̂ +l 

con 

q = i Ü 

^i n.1 = ^ n . l i = ° (58^ 

g n+1 n+1 2 0'* 

Hemos construido, como en e l apartado anterior, a p a r t i r 
del concepto de información de Shannon, un campo t e n s o r i a l co 
variante de segundo orden simétrico y definido p o s i t i v o , por 
tanto E tiene ahora estructura de variedad riemanniana. En es 
te caso, sin'embargo, e l campo t e n s o r i a l no es constante. 

La d i s t a n c i a entre dos puntos de E, l a definimos a través 
del elemento de arco en E, cuya expresión es teniendo en cuen­
ta (98) : 

ds^ = ~1 Z (d y^)2 + — ( d 0^)2 (99) 
Y=1 2 0^ 



81 

Como l o que buscamos es distanciar poblaciones estadista^ 
cas representadas por los modelos l i n e a l e s (86) , debemos defi­
n i r e l tensor métrico en l a subvariedad S de E. 

S = f , 1 2 n 2, , , 1 2 n, t 
(\i , \i , — , y , a ) / y = (y , y , — , y ) 

= X3 ; > o 
(100) 

para d e f i n i r l a distancia entre dos puntos de S y una vez de­
f i n i d a l a distancia en S i n d u c i r l a en e l conjunto de las c l a ­
ses de poblaciones estadísticas representadas por los modelos 
l i n e a l e s (véase esquema (23)). 

En l a subvariedad S, a l ser 

m 
y^ = E X ^ . 6̂  (101) 

j=i y 3 

1 á Y ¿ n 

tendremos que: 

Y ^ i dy" = r X . d 0-J (102) 

j = 1 YD 

1 ^ Y S n 
por consiguiente e l elemento de arco en l a subvariedad S será: 

ds 2 = I g.,̂  a a S"̂  . g^^, (d ah' (103) 

siendo 
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1 f . , = Z X . X,, g , = Z x, . x., 3k YA ^2 X3 Xk 

n 

n m+l " n+1 ^ o' 

1 á YfA á n, 1 á j,k < m 

La matriz del tensor métrico inducida en S será l a matriz 
G = ( g ^ j ) ; 1 á i , j á m+1 

Busquemos un cambio del t i p o 

( B"", 8^, e"^, o^) ^id\ e^, e"*, a^) ( ios) 

que reduzca e l tensor métrico a un tensor diagonal 

ÍB\ 0^ e"^)^ = ^ t ̂ g1^ ̂ 2 ^m^t ^^Qgj 

donde X^X = T D T^, con T ortogonal y x un escalar a determi­
nar . 

-1 /2 
Entonces, llamando A = T D , podemos e s c r i b i r : 

{ñ\ 8^, e"^)^ = - A o ' ' , 0^, e"")^ (107) 

o equivalentemente: 

i 1 i 2 2 
H = - Z a, . 6̂ ; a'' = (108) 

T 1=1 
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donde a.. son los elementos de A. ID 

La matriz jacobiana de l a transformación (108) es: 

J = 
1 T D-1/2 0 \ 

1 
(109) 

por consiguiente e l tensor métrico G queda transformado en: 

t — G = j G J (110) 

desarrollando este producto se tiene 

G = 
o 

^x^x o 

A l ser X^X = T D y tomando T = — , r e s u l t a : 

í 1 

G = 
2̂ 2 T a 

I O \ / 4 I 

= n 

\ ° ^ I 
2o 

(111) 

Por l o tanto e l tensor métrico bajo ( 9 ^ 6^, e"^, a^) es 
G = (g^^); i , j = 1 ^ i , j < m+1 

con, 
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13 

% k " ~2 1 á k < m (112) 

%+1 m+1 ~ - 4 2 0 

Vamos a h a l l a r los símbolos de C r i s t o f f e l de primera es­
pecie, como: 

se tiene que 

^ i j / k = ̂ ' r^+1 j/k = I'j m+1/k = ̂  «̂ 14> 

^ij/m+1 ^ ' " ̂ ' j/m+1 m+1/m+1 

r ^ m+1 m+1/m+1 20 ^ 

siendo 

i S i i j , k á m 

La matriz inversa d e l tensor métrico será: 

^™1 ^ jgkaj 

con. " 

q^^ = 0 s i k 7! a 

g = 2^ 1 á. h < ffi Í115) 

ra+1 m+1 2 0^ ^ ^ , 1 ^ g = — ^ 1 á k,d S m+1 
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Los símbolos de C r i s t o f f e l de segunda especie son: 

T^. = g^" r../ ID 13/0. (116) 

En nuestro caso por ser G ^ diagonal tenemos que: 

^ i j = ̂  ^ i j / k (117) 

los símbolos de C h r i s t o f f e l de segunda especie serán: 

^ i j - m̂+1 j " ^ j m+1 
_ 1 6j|k .m+1 _ 
2 a2 ' ^ i j - ̂ i j (118) 

pk _ m+1 _ m+1 _ Q. „m+1 
m̂+1 m+1 ~ m+1 j " j m+1 " ^' m+1 m+1 

_1 
2 

Pasemos seguidamente a c a l c u l a r las ecuaciones de las geo 
désicas que, como sabemos, teniendo en cuenta e l convenio de 
sumación de índices repetidos, son las soluciones del sistema 

ds' aB ds ds 

1 á Y" < m+1 

(119) 

siendo e"̂ -*-"" = 0^ 

Para 1 < yám, las ecuaciones (119), serán en nuestro caso, te 
niendo en cuenta (118). 

^ + 2 d 0^ d 
ds' m+1 ds ds = O 



86 

es decir 

, 2 ~ d s ds ^ 2 " ^ ^ ds ^ 

d^e^ 1 d 0̂  d 
i i ^ - d ^ =̂  O (120) ds o 

^ ¿ y ú m 

l a ecuación que f a l t a para completar e l sistema (119) es: 

d i a f m+1 d_9^ d_J^ ^ pm+l (d¿\ 2 
^^2 ^ ^a3 ds ds m̂+1 m+1 \ ds/ " " 

teniendo en cuenta (118) se tiene 

d2 a2 d 0" d 9̂  1 /d a2\ 2 _ 
^ ¡ 2 - '̂ aS " d i d ^ - ^ i - d ^ j =0 (122) 

desarrollando 

Tenemos pues que l a s ecuaciones de l a s geodésicas son 
la s soluciones de: 

(124) 
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con l a condición de que e l vector tangente sea u n i t a r i o , es 
decir: 

1 - -' ~ 2 
/ 2_ fd_Q^\2 JI id a^\\ 

a. = ̂  \ ) \4 [ds I (125) 

De las primeras ecuaciones del sistema (124) se obtiene 

In d 9 
ds 
Y 
= In a + k <: In d 9 , = In A o' ds Y ( 1 2 6 ) 

por consiguiente 

^ = A a2 ds Y ^ ¿ y < m (127) 

con las condiciones de contorno para s = O, 9^= 9^ y para 
s = d,9Y = 1 á Y ^ m, r e s u l t a 

= k (9^3 - 9^^) } ú y < m (128) 

Definamos l a transformación: 

( y ^ y ^ ) ^ = ( Q \ Q \ 9^^)^ 

2 2 
a = a 

con l a matriz V ortonormal. De esta forma se tiene: 

(129) 

y ' = v j 9 1 á i < m (130) 

siendo e l vector columna de l a matriz V y 9 e l vector co­
lumna 9 = (9'' , 9^, . . . , 9"^)^. 
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Sin pérdida de generalidad se puede e l e g i r como: 

v i = B A' (131) 

Teniendo en cuenta (128), (130) y (131) se obtiene 

d yl , „ 2 

A l ser 

re s u l t a : 

como 

^ d e fd M\ ^ d \i 

ds \ ds / ds 

(132) 

(dJiY ^ - V v"" ^ - f ^ Y ^ (134) 
\^ds y ds V ds y ^ ̂  ds ds ; ds 

(135) 

teniendo en cuenta (132) y (135) l a última ecuación del s i s t e 
ma de ecuaciones (124) queda como 

¿2^2 ..U t , .2. 2 
ds 

con l a condición (125) 

Las ecuaciones de las geodésicas son las soluciones de: 
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d y' 
ds = A 

d y-
ds = O 2 < i á n (137) 

d Q-
ds' \ds I 2 

d g' 
ds = O 

con l a condición de que e l vector tangente sea u n i t a r i o 

^ --2 
/_2 , _ifá_£!i'' l a2 i ds ; ^ ̂ 4 V ds ; I (138) 

Estas ecuaciones coinciden con l a s planteadas por Burbea 
y Rao (1982) , salvo que en e l vector unidad está dividido por 

A 2 
n, por l o que distancia a l cuadrado entre dos puntos (y , a^) 

B 2 
y(y , a„) que sería l a di s t a n c i a a l cuadrado entre dos clases de poblaciones estadísticas B viene multiplicada por 
n. La expresión de l a distancia será: 

A B 
1 - y ̂  A B 

(139) 

siendo 

2 '"B * V (140) 

Teniendo en cuenta l a transformación (130) y las expresiones 
(131) tenemos que: 
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4= vi o. 

(141) 

por consiguiente 

B A 
^1 - ̂ 1 (̂ B A ) = B̂ - ̂ A (142¡ 

por otra parte teniendo en cuenta l a transformación (106) se 
tiene que 

AB (143) 

l a expresión de l a di s t a n c i a será: 

con 

1 + / A AB 
1 - / A 

A 

AB 

"A' 
- . 2 (a^ . 0^,^ 

(144) 

(145) 

3.2.2. Aspectos estadísticos 

En e l presente apartado se plantea un contraste entre dos 
modelos l i n e a l e s normales univariantes de media y varianza no 
necesariamente iguales para cada modelo, usando l a di s t a n c i a 
obtenida en (144). 
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E l problema de comparar las medias de dos poblaciones 
normales con d i s t i n t a varianza fue tratado por Beherens i 
Fisher. En nuestro caso comparamos dos poblaciones estadísti­
cas asociadas a dos modelos l i n e a l e s normales, teniendo en 
cuenta l a s diferencias que presentan e l vector de medias y l a 
matriz de varianzas-covarianzas simultáneamente. 

Sean 

^B = ̂  B̂ " ̂ B 
( 1 4 6 ) 

dos modelos l i n e a l e s como los descritos en (86) y t a l que: 

, A A A, t , B B B. t 
Yj^ = (Yy Y2' Y^) : Yg = ( Y ^ / ¥3' Y^) 

^A = <' 4' ^A)"'- ^B = ( ^ I ' ^ B O ' 

^ _ , A A A. t _ / B B B.t 
A " 1' 2' N ' ^B ~ ' ^ 2 ' ' ' * ' 

X = (x^j) 1 á i ¿ N; 1 ¿ j < m 

e^ N (o, 0 ) ; e^ 'V N (o, a_) ; 1 á j ^ N 3 A 3 B 

A B 
ej , ej independientes para todo j 

Vamos a obtener un estimador de l a d i s t a n c i a entre ambos 
modelos l i n e a l e s . E l estimador de esta d i s t a n c i a tendrá por 
expresión: 
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siendo 

1 + / A 
d,„ = rrix In -ÉE (147) 

áflR + 2 (o - 0 ) 

6^3 . 2 (0 3 . 0^)2 

y con 

teniendo en cuenta (27) nos queda 

4 = H (̂ B - yÂ "" ̂  (̂ ""̂ í"' (̂ B - ^A) 

por otra parte, l a estimación máximo verosímil de 0^ (i=A,B) 
es: 

^1 " ^ ^ o i (̂ ^̂ ^ 

Todo esto nos permite r e a l i z a r contrastes de hipótesis 
del tipo 

H : d^„ = O o AB 

^AB ' ° 
(152) 

l a hipótesis nula es que' l a d i s t a n c i a entre dos poblaciones 
estadísticas es cero, frente a l a hipótesis a l t e r n a t i v a de 
que l a distancia entre dichas poblaciones es mayor de cero, 
puesto que bajo l a hipótesis nula y asintóticamente, e l esta­
dístico, 



93 

converge a una distribución ji-cuadrado con m+1, número de 
parámetros, grados de l i b e r t a d . O l l e r (1982). 

Por l o tanto l a región crítica asociada a l contraste 
(152) será a n i v e l de significación z, 

donde k es t a l que 

P (X^ > k) = e (155) 

2 
y X es una variable a l e a t o r i a que sigue una distribución j i -
cuadrado con m+1 grados de l i b e r t a d . 
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En este capítulo se define y estudia una distancia entre 
modelos li n e a l e s normales, caso multivariante con matriz de 
varianzas-covarianzas iguales. 

También aquí, en primer lugar se ha introducido una d i s ­
tancia entre clases de poblaciones estadísticas, representadas 
por modelos l i n e a l e s normales multivariantes, efectuando des­
pués un estudio de sus aspectos estadísticos. 

4.1. DISTANCIAS ENTRE MODELOS LINEALES NORMALES MULTIVARIANTES 
Y DE IGUAL MATRIZ DE VARIANZAS-COVARIANZAS 

Se t r a t a de in t r o d u c i r una di s t a n c i a entre clases de po­
blaciones estadísticas, asociadas a modelos l i n e a l e s normales 
multivariantes con l a misma matriz de varianzas-covarianzas. 
Cada modelo viene f i j a d o por unas condiciones experimentales 
que determinan l a matriz de diseño, e l numero de parámetros, 
e l número de réplicas por condición experimental y e l número 
de variables observadas. Es d e c i r , se parte del conjunto de 
modelos l i n e a l e s cuya expresión m a t r i c i a l es: 

Y = XB + E (1) 

donde Y es una matriz cuyos vectores f i l a representan a l a 
muestra de tamaño n p-dimensional y cuyas componentes son. l a 
p variables Y^, Y^i Y^, medidas en las d i s t i n t a s condi­
ciones experimentales determinadas por las f i l a s de X, siendo 
Y = (y..) ; 1 S i á n; 1 ^ j S p. B es l a matriz de parame-
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tros B - ( b ^ j ) ; 1 S i < m ; I S j á p cuyos vectores columna 
^i ~ (^11' ̂ 21' ^mi^^' "̂̂ ^ parámetros que determinan 
los valores medios de por condición experimental. E = ( e ^ j ) ; 
l á i á n ; l á j á p ; e s l a matriz de las desviaciones alea­
t o r i a s del modelo cuyas f i l a s son variables aleatorias norma­
les multivariantes de media O con matriz de varianzas-covarian 
zas S = ( o ^ j ) ; 1 i i , j < p que supondremos igual para todos 
los modelos a di s t a n c i a r . X = (x^^j) ; l á i á n ; l á j ^ m ; 
es l a matriz de diseño que supondremos de rango máximo rang 
(X) = m, de otra forma se haría una reparametrización que 
transformarla e l modelo en un diseño de rango máximo. 

E l modelo l i n e a l multivariante (1) l o podemos considerar 
constituido por p modelos univariantes para las variables Y^ 

Y^ = X 3^ + e^ ( 2 ) 

siendo e. los vectores columna de l a matriz E. 

Para f a c i l i t a r l a construcción de l a d i s t a n c i a , l a matriz 
de' observaciones Y l a podemos i d e n t i f i c a r con un vector colum­
na cuyos componentes son 

, t t t . t 

Análogamente l a matriz B de parámetros l a podemos i d e n t i f i c a r 
como un vector columna 

3 = ( 3 ^ , 3 2 . Bp)^ 
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y l a matriz E de desviaciones aleatorias del modelo l a pode­
mos i d e n t i f i c a r con e l vector columna 

e = (e^, e2, •.., e^y ̂  

El modelo (1) quedarla como 

y = AB + e {3) 

donde l a nueva matriz de diseño será: A = I x X (producto de 
Kronecker de I (p x p) por X (matriz de diseño del modelo (1)). 

Con esta nueva presentación del modelo (1) en l a forma 
(3), se tiene que e l vector columna de las desviaciones aleato 
r i a s es una variable aleatoria normal multivariante de media 
0 y matriz de varianzas-covarianzas. 

EQ = S X I (4) 

(producto de Kronecker de l a matriz S por l a matriz identidad 
1 (nxn) ) . 

Por todo esto se puede considerar que l a variable aleato 
r i a y es una variable a l e a t o r i a normal multivariante de media 
y = A6 y matriz de varianzas-covarianzas E^, igual para todos 
los modelos. 
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4.1,1. Formalización y Aspectos Geométricos 

Vamos a construir a continuación una distancia entre dos 
poblaciones estadísticas representadas por dos modelos l i n e a ­
les multivariantes del tipo (1). 

Y = XB + E Y, = XB, + E, (5) a a a b b b 

Para formalizar l a construcción de l a d i s t a n c i a , conside 
raremos a los modelos (5) en l a forma (3) quedando ambos mode 
los como 

^a = ̂  ^a ̂  ̂ a ^b = ̂  ^b ^ % 

Siguiendo e l mismo proceso que en e l punto 3.1.1., s i te 
nemos dos poblaciones estadísticas to y ta l e s que h (w ) = 

a D a 
= 3^, h (ixi^) = 3j^/ l a expresión a l cuadrado de l a di s t a n c i a 
será: 

= d^ (('^a^' (%^^ = (A 3^ - A 3j^)^ Ê "" (A 3^ - A 3ĵ ) = 

= (S, - Bj,)^ A^ A (B^ - B^) 
(7) 

siendo 

E^^ = S ^ X I (8) 

con S~̂  = (a^^); 1 ¿ i , j ú p (inversa de l a matriz de varian­
zas-covarianzas de las f i l a s p-dimensionales de las matrices 
de l o s errores de los modelos (6) que supondremos i g u a l para 
los dos mo'delos) y donde I es l a matriz identidad de orden 
n X n. Por consiguiente E~^ será una matriz de cajas 



5̂ 1 = diag. (a^-^, a^^ , .. o""̂ ) (9) 

1 ^ i , j < p 

Desarrollando l a expresión (7) tenemos que 

= E Z ( B ^ - 3 ^ ) ^ S-] X ( 6 ^ - 3^) (10) i=1 j=1 3 D ID 1 1 

siendo 3^, 3^ los vectores columna de las matrices de paráme­
tros 3 ,3v. de los modelos (6) . 

a D 

Pero STI es una matriz escalar, por consiguiente 

= Z Z (o^^) (3? - 3 ^ ) ^ X^X ( 3 ^ - 3 ^ ) (11) 1=1 j=1 3 3 1 1 

o también 

= t r (S ̂  (B^ - B^)^ X^X (B^ - \ ) ) = 

= t r ((B^ - B^)^ X^X (B^ - Bj^jS-""] 
(12) 

Esta traza como sabemos es l a suma de los valores propios 
^•^r^2' matriz 

V = (B^ - B^)^ (X^X) (B^ - B^)S~^ (13) 

respecto de l a matriz I (p x p), o l a suma de los valores pro­
pios de l a matriz 

W = (B^ - B^)^ (X^X) (B^ - B^) (14) 

respecto de S. 
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La suma, por consiguiente, de los valores propios de W 
2 

respecto de S es l a dis t a n c i a a l cuadrado L . 

Obsérvese en (11) que en caso de que las variables compo 
nentes de l a variable p-dimensional sean independientes, l a 

2 
distancia L es l a suma de los cuadrados de las distancias en 
tre los modelos l i n e a l e s univariantes que forman parte de los 
modelos multivariantes (5) . 

4.1.2. Aspectos Estadísticos: Estimación y contrastes de 
hipótesis 

Sean dos modelos l i n e a l e s multivariantes, expresados en 
forma m a t r i c i a l como: 

Y = XB + E a a a 

Y, =. XB, + E, b b b 
(15) 

donde 

^a = ( ^ i j ) ' = ( ^ i j ) ' 1 ̂  i ^ N; 1 ^ j < p 

B^ = ( b j . ) ; Bj^ = (^ij)'- 1 á i ^ m; 1 < j < p 

^a = (®ij'' ^b " ( ^ i j ) ' 1 á i á N; 1 < j < p 

y e^, e^, los vectores f i l a de las matrices E y E, r e s p e c t i -
vamente, con e^, e^ N (0,S); S = ( o ^ j ) , 1 ¿ i , j < p; X = (x^^) 
1 á i < N ; 1 : í j | m . 
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Vamos a obtener un estimador de l a distancia entre ambos 
modelos l i n e a l e s en función de l a muestra observada, para e l l o 
vamos a expresar los modelo (15) en l a forma (6), es decir: 

y = A 3 + e ^a a a 
(16) 

^b = ̂  ^b ^ ̂ b 
donde 

t 
p ' ' ' " b v a 1 - 2' • ' • --^ p ' 

c, a. t , a> t , a. t ' í f , b, t , b, t , b> ts 
^a = í̂ l̂̂  ^^2^ •••^yp^ í ' ^b = ^^^1^ ^^2^ •••^^p^ í 

e^ = Ue^)^ {e^)^...(e^)^}'',- e = ((e^)^ (e^) ̂ .. . (e^) ̂ ] 

A = I X X (producto de Kronecker de I (pxp) por l a matriz X) 

por otra parte, e^, e^ N (0,E^) ; 1 á i S p, siendo = 
= S X I (producto de Kronecker de S por l a matriz I (n x n). 

En l a s aplicaciones prácticas, como hemos dicho en e l ca­
pítulo anterior, conocemos l a muestra observada, l a matriz de 
diseño y desconocemos en general 3 y Z:̂ , por l o tanto para e l 
cálculo explícito de l a di s t a n c i a entre los dos modelos l i n e a 
l e s habrá que estimarlos. 

La estimación mínimo cuadrática (L.S.) de los parámetros 
del modelo (15) es: 

3^ = (A^A)""" A^ y^ (17) 
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s i 

= K j ' 4 j ^ m j ) ' ^ 4 = (^1j' ^ 2 j ^ N ^ " 

3j - (X^X)~1 X^ (18) 

i = a, b 

2 

La estimación de l a d i s t a n c i a , L , cuando l a matriz de 
varianzas-covarianzas es conocida, se obtiene sustituyendo en 
(11) los parámetros por su estimación L.S. 

£2 = ! ? (a^^) iy^-yb^X (X^X)""" X^ (Y?-y5) (19) 
i=1 j=1 ^ ^ J J 

En e l caso de usar las ecuaciones normales reducidas, 
véase Cuadras (1979), l a expresión de l a di s t a n c i a estimada 
será: 

£ 2 = 2 I (a^^) (y^-y^)^ A X^(X^AX^) X^A (y^-y^) (20) i=1 j=1 ^ ^ r r r r 3 3 

—k —k —k —-k t donde y^ = ( ^ i j ' y 2 j ' *•*' ^h j ^ ' ^ = 1'b; 1 á j < p, son 
los vectores de medias de l a variable j observada correspon­
diente a una misma condición experimental, A = diag (n.^, n^,, 
..., n^), con n^ número de réplicas de l a i-ésima condición 
experimental, h es e l número de condiciones experimentales di^ 
ferentes y X^ es l a matriz de diseño reducida. 

Por otra parte, l a expresión (19) y (20), de l a estima-
•̂ 2 

ción de l a di s t a n c i a a l cuadrado, L , l a podemos expresar co 
mo: 
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£2 = t r Í(Y -Y, )^ X (X^X) ̂  X^ (Y^-Y, ) S ) (21) 

que como sabemos es l a suma de los valores propios de l a ma­
t r i z 

V = (Y -Y, )^ X (X^X) ̂  X^ (Y^-Yy,) S "I (22) a D a D 

respecto a l a matriz I (p x p) o bien l a suma de los valores 
propios de l a matriz 

W = (Y^-Y^)^ X (X^X) ̂  X^ (^a"\^ ^^3) 

respecto a l a matriz S. 

También puede expresarse en términos de Y]^'k = a,b; X , 
— —k A, siendo Y, una matriz cuyos vectores columna son y. , 

^ 3 
1 i j ^ p, y queda 

= tr((Y^-Yj^)^A X^ (X^ AX^) X^ A (^^-\)^~^] (24) 

Cuando l a matriz de varianzas-covarianzas no sea conoci­
da tendremos que s u s t i t u i r l a por una estimación de l a misma 
que a continuación vamos a obtener. 

Sea l a expresión m a t r i c i a l del modelo l i n e a l multivarian 
te conjunto 

Y = ZB + E (25) 

con 
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Y = Z = 
/ X O \ 

yo X 
B = 

B 
E = 

E l rango del diseño es rang (Z) = 2m. 

La estimación de l a matriz de varianzas-covarianzas es: 

S = (2 (N - m) ) ̂  R (26) 

siendo l a matriz de dispersión del modelo (25), por consi­

guiente será: 

R^ = (Y -ZB) (Y - ZB) (27) 

A l v e r i f i c a r s e 

t -1 t B = (Z^Z) ' Z^ Y (28) 

re s u l t a que 

R^ = Y^ (1 - Z (Z^Z) Z^) Y (29) 

La expresión de l a d i s t a n c i a estimada será: 

L^ = t r (S (Y^-Yj^)^ X (X^X) (Y^-Yy,) J a "b' (30) 

sustituyendo (26) en (30) nos queda: 

L^ = 2 (N-m) t r [R̂ "" (Y^-Yj^)^ X (X^X)-"" (Y^-Y^) ) a "b' (31) 

A continuación vamos a estudiar contrastes de hipótesis 

del tipo 
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H : L = O o 
(32) 

H,̂  : L > O 

es d e c i r , contrastes cuya hipótesis nula es que l a distancia 
entre dos poblaciones es cero, frente a l a hipótesis alterna­
t i v a de que l a distancia entre las dos poblaciones estadísti­
cas es mayor que cero. También se estudiará l a relación de es 
tos contrastes con los contrastes usuales del análisis m u l t i ­
variante a l a varianza, estudiando l a distribución del estima 
dor de l a distancia bajo . Este problema fue propuesto por 
Cuadras ( 1 979) . 

La región crítica de estos contrastes vendrá dada por: 

= ÍT€M2^ ^ p / £ (T)> A^} (33) 

S i suponemos que es c i e r t a l a hipótesis H^, esto es equi. 
valente a considerar como hipótesis nula 

= = % (34) 

Matricialmente, l a hipótesis nula l a podemos expresar 
como: 

HB = O (35) 

con H definida i g u a l que en (41) del punto 3.1.2. y con e l ran 
go de H igual a m. 



106 

Bajo l a hipótesis nula l a expresión m a t r i c i a l del modelo 
conjunto sería, reparametrizando 

Y = Z B + E o (36) 

con 

Y = 
1 X \ 

z - [ ^ E = a 
V 1 

E l residuo bajo l a hipótesis nula será: 

R, = (Y - ZB^) (y - ZB^) (37) 

donde B es l a estimación L.S. de B . 
o o 

Teniendo en cuenta (36), obtenemos 

^1 = ^V^^o^'' <V^^o) ^ (^b-^^o^'' ( V ^ ^ o ^ (38) 

y por otra parte, l a estimación L.S. de B^ viene dada por: 

B^ = (Z^Z) ̂  Z^ Y = ̂  (X^X)""* X^ (Ya"^\^ 

combinando (38) y (39), r e s u l t a : 

2 (^a^^b) 
(39) 

^1 - ̂ a ̂ a ̂  ̂ ¿ ̂ b - I /^a^^b)"" ̂  í̂"""̂) ^^a^^b^ í̂ )̂ 

La desviación de l a hipótesis será, teniendo en cuenta 
l a expresión (29) , 
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Por otra parte, 

U = 1 t r ((R^ - R̂ ) S"^) (42) 

2 

sigue una distribución x co^^ ̂  grados de l i b e r t a d , ya que U 
cumple 

1 P 
U = - Z A., (43) 

P i = 1 "'" 

siendo los valores propios de (R^-R^)S~^ respecto a I (pxp) 

En efecto, sean v^ y A^ vector y valor propio respectiva­
mente, por consiguiente 

v j (R^-RQ) S = A^ V^ v^ ^ i = ^ i ̂ i ̂  ^ i ^^^^ 

despejando A^, se obtiene 

v^ (R.-R^) V. 

< S V . 

Al ser R̂  - R^ semidefinida p o s i t i v a y S definida p o s i t i ­
va podemos e l e g i r los vectores propios, t a l e s que 

(R,-R ) V . = ó.. A. 
1 1 o 3 i j 1 

t (-̂ S) vT S V . = 6 . . 
1 3 ID 
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Teniendo en cuenta (43) y (45), tenemos: 

1 -1 1 P ""i (^1~^o) ""i ü = I t r (R^-R^) - 1 Z % ^ ° -
^ ^ x=1 V S V. s 1 

(47) p t p 
( z V.) ) ( 2 V.) 
i=1 ^ ' ° i = 1 ^ 
p t p 

( Z V ) S ( Z V ) 
i=1 ^ i=1 ^ 

que como sabemos, véase Cuadras (1982), sigue una distribución 
ji-cuadrado con m grados de l i b e r t a d . 

A l ser 

U = I t r ((R^-R^) S-^) = ¿ ((^a-^b)"" ^ ^^^^^ ^V^b^ 

(48) 

result a que cuando l a matriz de varianzas-covarianzas es cono 
1 2̂ 

cid a , e l estadístico U = 2^ L sigue una distribución ji-cuadra 
do con m grados de l i b e r t a d bajo l a hipótesis nula (ambos 
modelos son iguales). Por tanto l a constante de (33) vendrá 
determinada de forma que 

P (X > 2^ ) =e (49) 

2 

donde x es una v.a. que sigue una distribución ji-cuadrado 
con m grados de l i b e r t a d . 

También tenemos que: 
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W = t r (R-J-RQ) (50) 

2 
sigue una distribución T de Hotelling con 2 N-2 grados de l i 
bertad, que como sabemos, véase capítulo I I , cumple 

_ ̂ 2 2N - p -1 
^ - ^ p (2N -2) 

sigue una distribución F de Fisher-Suedecor con p y (2N-p-1) 
grados de l i b e r t a d . 

Por tanto, 

W = ̂  t r ((Y^-Y, )^ X (X^X) ̂  (Y^-Y ) RJ) = (52) 

cuando l a matriz de varianzas-covarianzas es desconocida y ha 
de ser estimada. 

Por consiguiente, 

W = — (53) 
4 (N-m) 

sigue, bajo l a hipótesis nula (ambos modelos son igua l e s ) , 
2 

una distribución T de H o t e l l i n g . Por tanto, teniendo en cuen 
ta (51) tenemos que 

p - 2N - p-1 :2 
- 4p (2N-2) (N-m) ^ 

sigue una distribución F de Fisher-Suedecor con p y (2N-1) 
grados de l i b e r t a d . 
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La región crítica de n i v e l de significación z, de este 

test, será: 

W 
e 

= Í T € M / £2 (T)> 4p (2N - 2) (N - m) 
í ^ ^2N x p ^ - ^ ^ - ^ ' 2 N - P 

(55) 

donde k es t a l que 

P (F > K) = e (56) 

y donde F es una variable a l e a t o r i a que sigue una distribución 

F de Fisher-Snedecor con p y 2N - p-1 grados de l i b e r t a d . 

Todo esto nos l l e v a a l siguiente resultado: E l tes t para 

comparar dos modelos a través del estadístico L es equivalen 

te a l tes t de comparación usado en e l análisis multivariante 

de varianza,~Cuadras (1982), ya que en ambos casos l a s regio­

nes críticas son equivalentes. 

4.1.3. Comparación conjunta de q modelos 

Este método de comparación de dos modelos l i n e a l e s m u l t i ­

variantes se puede generalizar como en e l capítulo ante r i o r a 

l a comparación simultánea de q modelos l i n e a l e s multivariantes 

de rango máximo. Este problema fue propuesto por Cuadras (1979) 

Sean q modelos l i n e a l e s normales multivariantes de rango 

máximo: 

Y. = X B. + E. 
1 X I 

(57) 
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con 
Y. = (h j . ) ; = (ejj) 

i = 1,2,. ..,q; j = 1,2,...,p; h = 1,2,...,N, siendo X = (̂ ¿ĵ  
l a matriz de diseño de rango N x m. 

Según hemos v i s t o en e l punto anterior e l estimador de l a 
distancia entre dos poblaciones estadísticas (dos modelos l i ­
neales) L^j = d((ü3^), (üĵ ) ) , viene dada por: 

= t r [(Y^-Yj)^ X (X^X)""" X^ S"^] (58) 

La suma de los cuadrados de las in t e r d i s t a n c i a s entre to 
das las poblaciones será: 

L^ = Z L^ . (59) 
i<j 

y su estimación será: 

L^ = E L. . - E t r ((Y -Y.)^ X (X^X) "'' (Y.-Y.) S""") (60) 
i<j ^ i<j ^ ^ ^ ^ 

Cuando l a matriz de varianza-covarianzas no sea conocida 
tendremos que r e a l i z a r una estimación de l a misma. A continua 
ción vamos a obtenerla. 

Sea e l modelo l i n e a l multivariante conjunto de expresión 
m a t r i c i a l 

Y - ZB + E (61) 
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s i e n d o 

^ - ^A' ^2 

Z = I X X ( p r o d u c t o d e K r o n e c k e r d e I ( p x p) p o r X ( m a t r i z 

d e d i s e ñ o ) ) . E l r a n g o d e Z e s r a n g (Z) = mq. 

B - ( B ^ , B2I •''I Bg) ; E = ( E ^ , E2/ • • • , E^) 

L a e s t i m a c i ó n L . S . d e B e s : 

B = ( Z ^ Z) Z^ Y ( 6 2 ) 

d e s a r r o l l a n d o (62) t e n e m o s q u e : 

B ^ = ( X ^ X ) " " " X ^ Y^ i 1 , 2 , . . . , q ( 6 3 ) 

Un a e s t i m a c i ó n i n s e s g a d a d e l a m a t r i z d e v a r i a n z a s - c o v a ­

r i a n z a s v e n d r á d a d a p o r : 

^ - q (N'- m) ^ o (64) 

t e n i e n d o e n c u e n t a q u e 

= (Y - Z B ) ^ (Y - ZB) ( 6 5 ) 

p o r (63) y d e s a r r o l l a n d o s e o b t i e n e 

^ t t -1 t RQ = E (Y^ ( I - X) (X^X) X"") Y^) ( 6 6 ) 

d i c h a e x p r e s i ó n e s l a suma d e l o s r e s i d u o s d e c a d a u n o d e l o s 

q m o d e l o s p o r s e p a r a d o , e s d e c i r : 
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% = % (1) + ̂ 0^2) + ••• + Ro(q) (67) 

La estimación de l a matriz de varianzas-covarianzas será 
finalmente 

^ = q (N'- m) (̂  - ^ (̂ ''̂ "̂' ̂''̂  ^i^ (̂ 8) 

y l a estimación de l a suma de los cuadrados de las i n t e r d i s ­
tancias será: 

£2 __ q (N - m) ^ I 
2 i.1 j=1 

(Y^-Yj)^ X (X^X) X^ (Y^-Yj) R̂"" 

(69) 

Todo esto nos permite contrastar hipótesis del t i p o : 

H^: L = O (70) 

: L > O 

l a región crítica natural de n i v e l de significación e es: 

\ = ^ ^ ^ V X p / ^.^(^)> \> (̂ )̂ 

con esto podemos contrastar l a hipótesis nula de que todos los 
modelos son iguales, es decir, todas las in t e r d i s t a n c i a s son 
nulas, frente a l a hipótesis a l t e r n a t i v a de que a l menos algu 
no de los modelos es diferente de los demás. 

La hipótesis L 
t e s i s nula que 

= O es equivalente a considerar como hipó 
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MatricialraentG e s t a hipótesis l a expresaríamos como 

HB = O (73) 

siendo H l a misma matriz que l a d e f i n i d a en (71) d e l punto 

3.1.3., que tiene por rango (q - 1) m número de modelos a com 

parar menos uno, m u l t i p l i c a d o por e l número de parámetros. 

Bajo e s t a hipótesis l a expresión m a t r i c i a l d e l modelo se 

ra : 

Y = ZB^ + E (74) 

con Z = (X*̂  X*̂  ... X^) ̂ , 

La estimación de B será: 
o 

BQ = (Z*^Z) ^ Z Y (75) 

teniendo en cuenta (74) y d e s a r r o l l a n d o (75) tenemos que 

BQ = 1 ((X^X)""" X^ Y^ + ... + (X^^X)""" X*̂  Yq) (76) 

como por o t r a parte 

B^ = {X*̂ X) ^ X^ Y^ (77) 

se tendrá que 

^o = i <^ ^ ̂ 2 ̂  ••• q̂> (78) 
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E l residuo bajo l a hipótesis nula será; 

= (Y - Z B^)^ (Y - Z B^) ¡79) 

sustituyendo (76) en (79) se obtiene: 

q t„,-i „t R, = I Y. Y. - - ( E Y.) X (XX) X ( E Y.) 1 i=1 ^ ^ i = 1 i = 1 
(80) 

l a desviación de l a hipótesis nula será: 

^1 ~ -̂O " 2q ^ ((Y^-Yj)^ X (X^X)""" X^ (Y^-Y^)) (81) 

Por otra parte 

U . ¿ t r (RT - R^) S -1 

sigue una distribución ji-cuadrado con (q-1) m grados de l i ­
bertad, véase (42). 

A l ser. 

ü = I t r ((R.-R^) S-^) í í t r 2qp i=1 j=1 
(Y^-Yj) X (X^X) ̂  X^ 

(Y^-Yj) S -1 1 ;2 
qp 

re s u l t a que cuando l a matriz de varianzas-covarianzas es cono-
1 2̂ 

cida e l estadístico U = — L sigue una distribución ji-cuadra 
do con (q-1) m grados de l i b e r t a d bajo l a hipótesis nula H (todos los modelos son ig u a l e s ) . 



116 

La región crítica de este t e s t , a n i v e l de significación 
e será: 

donde k es t a l que 

P (X^ > K) = e 

2 
y X es una variable a l e a t o r i a que sigue una distribución j i -
cuadrado con (q - 1)m grados de l i b e r t a d . 

Por otra parte 

W = t r ((R^ - R^) R-1) 

2 
sigue una distribución T de Hotel l i n g con q N-q grados de l i ­
bertad. 

Además se tiene que 

1 q q 
W = ̂  E E' t r ({Y.-Y.) X {X^X)""" X^ (Y,-Y.) R""" ] 

i=i j=i ^ 3 1 : o 2q 
•2 L 

q2 (N - m) 

cuando l a matriz de varianzas-covarianzas es desconocida y ha 
de ser estimada. 

Por 

q2 (N - m) 
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sigue bajo l a hipótesis nula (todos los modelos son igua-
2 

l e s ) , una distribución T de Hotelling con q N-q grados de l i 
bertad. 

La región crítica de n i v e l de significación e, de este 
test será: 

= {Te Mg j^^p / £2 (T) > q2 (N - m) K} 

donde k es t a l que 

P (T^ > K) = e 

2 2 y T , siguiendo una distribución T de Hotelling con q N-q 
grados de l i b e r t a d . 
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5.1. INTRODUCCIÓN 

Con e l término de Diabetes Melitus, l a Organización Mun­
d i a l de l a Salud designa a un estado de hiperglucemia crónica 
producida por l a incapacidad del páncreas para segregar insu­
l i n a o por un exceso de los factores que se oponen a su acción. 

En muchos casos para estudiar l a etiología, r e a l i z a r e l 
diagnóstico y hacer un pronóstico de l a enfermedad resulta de 
gran interés hacer determinaciones de glucosa e ins u l i n a en 
plasma, bajo e l estimulo de una dosis de glucosa. La prueba 
de estimulación más usada es e l te s t de tole r a n c i a o r a l a l a 
glucosa, TTOG. 

Todo diagnóstico de l a diabetes exige un TTOG anormal, 
considerándose anormal un te s t cuando los valores de glucosa 
observados en e l tiempo que dura l a prueba, son mayores que 
unos standard establecidos, véase National Diabetes Data 
Group (1979). 

Por otra parte, es interesante constatar que tanto en i n 
dividuos catalogados de diabéticos, como en los individuos ca 
talogados de normales, los valores de i n s u l i n a varían dentro 
de un amplio rango. A s i hay individuos con diabetes que presen 
tan valores de i n s u l i n a más al t o s que l a media de los normales 
e individuos de glucemia normal que presentan valores subnor­
males y supranormales de i n s u l i n a (Ellemberg (1982)). Esta va 
r i a b i l i d a d en l a respuesta del páncreas podría j u s t i f i c a r , jun 
to con l a de los valores de glucosa las diferentes formas de 
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evolucionar l a enfermedad, su etiología y sus manifestaciones 
clínicas. 

Todo e l l o hace que e l TTOG, valorando los valores de glu 
cosa e i n s u l i n a , sea cada vez más usado en e l estudio de l a 
diabetes. 

No obstante, creemos que los métodos usuales de valora­
ción de las curvas de g l u c o s a / i n s u l i n a en tiempos puntuales 
dan menos información que una valoración conjunta de las mis­
mas, tanto cuantitativamente, considerando los valores de l a s 
curvas, como cualitativamente, considerando su forma que depen 
de de l a absorción y regulación. 

Por e l l o , en este capítulo se hace un estudio de 171 TTOG 
realizados en e l Hospital San Juan de Dios de Barcelona, a una 
población de niños sospechosos de ser diabéticos. Este estudio 
se realizó construyendo un modelo matemático de las mismas, 
definiendo una dis t a n c i a entre e l l o s y realizando una c l a s i f i ­
cación jerárquica, u t i l i z a n d o los métodos habituales de l a ta 
xonomía numérica. E l método taxonómico usado es e l UPGMA 
(UNWEIGHTED PAIR GROUP METHOD USING METHOD AVERAGES), ya que 
proporciona correlaciones cofenéticas elevadas (Arcas (1982)). 
La d i s t a n c i a usada es l a definida en los capítulos 3 y 4, tras 
l a linealización del modelo. 

Se ha completado esta clasificación haciendo una represen 
tación gráfica de las curvas de glucemia/insulina como puntos 
del plano, usando un análisis de coordenadas p r i n c i p a l e s y to 
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mando como d i s i m i l a r i d a d l a distancia definida en los capítu­
los 3 y 4 . 

Con estas c l a s i f i c a c i o n e s se pretende establecer una re­
lación entre tipos diferentes de curvas de glucemia/insulina, 
y situaciones clínicas u otras características de los i n d i v i ­
duos, así como establecer un patrón de curva de cada grupo for 
mado. 

En una segunda etapa, como veremos en e l capítulo siguien 
te , esta clasificación nos servirá para proponer.un algoritmo 
con e l que se pueda r e a l i z a r diagnósticos automatizados de t i 
pos de curvas glucemia/insulina. 

Por último se propondrá un método para e l estudio pronos 
t i c o de cualquier paciente que no ha podido ser desarrollado 
por razones de tiempo para seguir a los pacientes. 

Dado que después se hará un estudio del TTOG en una pobla 
ción de niños, digamos que este t e s t se r e a l i z a administrando 
por vía or a l a l niño 1,75 gr. de glucosa por k i l o de peso has­
ta un máximo de 75 gr. S i se observan valores de glucosa en 
plasma venoso de a l menos 140 mg/100 c.c. en ayunas, 200 mg/ 
100 c.c. o más a las 2 horas de l a ingestión de l a glucosa y 
otro valor de más de 200 mg/100 c.c. en alguno de los otros 
tiempos de l a prueba, diremos que e l niño presenta un TTOG pa 
tológico (Ellemberg (1982)). 
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5.2. METODOLOGÍA 

5.2.1. Datos 

Los datos usados en este trabajo corresponden a 171 curvas 
de glucemia/insulina. Los valores de glucosa e i n s u l i n a se ob­
servaron a los O min. (basal), 30 min., 60 min., 90 min., 120 
min., 150 min., 180 min. 

La precisión de las determinaciones, tanto en i n s u l i n a 
como en glucosa, no era constante, es dec i r , las variables 
ale a t o r i a s observadas no tenían igual varianza, por l o que hu 
bo que hacer una transformación de las variables glucosa e i n 
sulina para que los modelos construidos tuvieran varianza cons 
tante. Para e l l o , se ha usado e l resultado experimental que e l 
cociente entre l a s medias muéstrales de las variables observa 
das y los errores típicos eran aproximadamente iguales, tanto 
para l a glucosa como para l a i n s u l i n a . 

La función de transformación se eligió de l a siguiente ma 
ñera; sea 

Z = f (X) (1) 

l a función que transforma l a variable glucosa o i n s u l i n a en 
una nueva var i a b l e , cuya varianza queremos que sea constante. 
Desarrollando por Taylor en l a media de X, m, y cogiendo los 
dos primeros términos del desarrollo tendremos: 

Z = f (X) = t (m) + (X-m) f (m) (2) 
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por consiguiente 

Var (Z) = (m))2 var (X) 

imponiendo que l a varianza de Z sea constante e igual a K, 
tendremos: 

además como 

o (X) 

l a expresión (4) nos queda como: 

a /K 

^ = a (cte.) (5) 

m = t ' (m) (6) 

integrando (7) resulta 

t (m) = a /X In m + C (7) 

tomando 

K = ̂  . C = - In H (8) 

siendo H a r b i t r a r i a , l a transformación elegida será: 

f (X) = m I (9) 
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5.2.2. Modelo empleado 

Para estudiar los cambios en las concentraciones de g l u ­
cosa e ins u l i n a en sangre, a l efectuar un TTOG, supondremos 
que los valores medios de dichas variables, en un determinado 
individuo a lo largo del tiempo, pueden ser obtenidos a través 
de un sistema de ecuaciones di f e r e n c i a l e s de primer orden. S i 
llamamos x a l a concentración de glucosa en sangre (mg/100 mi) 
e y a l a concentración de i n s u l i n a en sangre (yu/ml), admiti­
remos que se v e r i f i c a e l sistema: 

X = 1̂  = f (x,y) + P (t) 
(10) 

y = ̂  = g (x,y) 

donde f y g son funciones de las concentraciones de glucosa e 
in s u l i n a solamente y que supondremos diferenciables con c o n t i ­
nuidad y P es una función del tiempo, que describe l a pertur­
bación a que sometemos a l sistema (organismo), debido a l a i n ­
gestión de glucosa. 

Admitiremos además que: 

X (o) = XQ y (o) = y^ (11) 

que e l punto (x^, y^) v e r i f i c a : 

f (x^, y^) = o g (x^, y^) = o 

y que dicho punto es un punto de reposo, asintoticamente esta 
b l e . 



125 

lim X (t) = X lim y (t) = y (12) 

del sistema 

X = f (x,y) , y - g (x,y) (13) 

Estudiemos a continuación, cualitativamente, las propieda 
des de las funciones f, g y P. Para que se conserve l a homeos-
t a s i s , parece natural suponer que f es una función monótona de 
creciente, respecto sus dos argumentos, a l menos en un entor­
no del punto de reposo (x^, y^). Por tanto se verificará: 

(^) (x„. y„) = S . ; ° ' (¡I) =a^^ <o ,14, 

Por otra parte, g debe de ser una función monótona creciente 
respecto l a concentración de glucosa y decreciente respecto l a 
concentración de i n s u l i n a , en un entorno del punto de reposo. 
Por consiguiente: 

(1̂ ) (X,. y,, °' (I?) ,x^. < ° n s ) 

Todo e l l o encaja bien con las habituales descripciones f i s i o ­
lógicas del proceso de regulación del par glucosa/insulina en 
sangre: a l sobrepasarse l a concentración de glucosa del e q u i l i 
b r i o , e l organismo responde aumentando l a concentración de i n ­
s u l i n a , mecanismo activo para restaurar e l e q u i l i b r i o , a l a 
vez que tiende a restaurarse e l mismo de forma no a c t i v a , debi 
do a l transporte pasivo de glucosa a los t e j i d o s . 
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En cuanto a l a función P ( t ) , que describe l a perturba-
ción del sistema a l i n g e r i r glucosa, es razonable aceptar que 
es una función monótona decreciente que v e r i f i c a : 

O-CO 

llm P (t) = o y / P (t) dt = 6G, B>o (16) 

G sería l a cantidad de glucosa ingerida y 0G l a concentración 
de glucosa en sangre.En ausencia del proceso de regulación 

X = P ( t ) (17) 

De l o que antecede se deduce que, en un entorno del pun­
to de reposo, l as funciones f y g pueden aproximarse por: 

f (x,y) s a^^ (x-x^) + (y - y^) 
(18) 

g (x,y) = a^^ (x-x^) + a^^ (y - y^) 

Por otra parte, podemos escoger como función P ( t ) , a l a 
s e n c i l l a expresión 

P (t) = 6G a e~"^ , t S o a > o 3 > o (19) 

que cumple con l a s condiciones antes requeridas. 

Por tanto, e l modelo que utilizaremos para d e s c r i b i r apro 
ximadamente e l t e s t de to l e r a n c i a o r a l a l a glucosa, es 



127 

X = a (x-x ) + a (y-y ) + BGa e 
11 o 12 o 

y = a (x-x ) + a (y-y,^) 
21 O 2 2 O 

-a 

(20) 

Dicho sistema se s i m p l i f i c a con e l cambio u = 
V = y-y^/ resultando: 

X - x^. 

ú = a u + a v + B G a e 
11 12 

V = a u + a V 
21 22 

-a 
(21) 

Resolvamos en primer lugar e l sistema homogéneo 

u = a u + a V 
11 12 

V = a u + a V 
21 22 

(22) 

Llamando y A2 a l a s soluciones de l a ecuación caracte 
rística: 

a - A 
11 

21 

12 

a - X 
2 2 

= o (23) 

que s in gran pérdida de generalidad podemos suponer d i s t i n t a s , 
nos permiten obtener l a solución general d e l sistema homogéneo, 
como 

t Xi t X2 u = c ^ e + e 
(24) 
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Por otra parte s i A es l a matriz 

A = 
/ a a 

11 12 

a a 
2 1 2 2 

(25) 

y a y 3 son l a parte r e a l e imaginaria de las raices , 
de l a ecuación características (23) 

= a + 8. 

X̂  = a - 6. 
(26) 

siendo además a < o, 3 > o, se tiene (véase Apóstol 1982) 

At e al (3 eos 3t - a sen 3t) I + sen 3t A (27) 

S i llamamos Q(s) a l a matriz 

Q(s) = 
/ Y G u e-

(28) 

l a soluciónw (t) del sistema (24) será: 

ü) (t) = e^^"^^ ^ Q(s) ds (29) 

y desarrollando nos queda: 
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a)(t) = / t e 
ot(t-s) r 

o e 
(6 eos 3t - a sen 6t) I + sen 3tA 

\ 

(30) 
ds 

volviendo a desarrollar obtenemos: 

a)(t) = yGvi 
' / e (3 eos 3(t-s)+(a - ) sen 3(t-s)ds\ 

o 11 

o 
t-(a+y)s 

a sen 3 (t-s) d.s 
1 2 

(31) 

s i llamamos 

,t a 
= ̂ o^ 

t - (a+u) s 

t - (a+y) s 

eos 3(t-s) d s 

sen 3 (t-s) d s 
(32) 

l a expresión (31) queda como: 

ü)(t) = 
^̂ A ' ^ S i - ^^^B\ 

y 

(33) 

integrando l a s expresiones (32) obtendremos 

6°̂  3 
I„ = ̂ — sen 3t - I, B a+y a+y A 

(34) 
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•~u t ext. 
T - -(ot+vije •¥ e ((a+pi)cos gt + g sen gt) 

(a+y) + g 

I = ((g+y) sen gt - g eos gt) + ge"^^ 
B (a+y)2 + g2 

(35) 

Las soluciones del sistema (21) son pues: 

u(t) = Y G y 
g({a+y)2 +e2j 

-yt (~ g (a+y) + g (a -a ) 1 + 
1 1 - ' 

+ e°̂ *̂  (eos gtrg(a+y) - g (a -a)]+ sengt rg2+(a -a) (a+y) 
11 / 11 

u(t) = a e"^ í(a+y) sen gt - g eos gt) + g e"^^ 
21 /„. ,.^2.„2 (a+y)2 + g2 

pero a l ser 

a = ̂  (a + a ) 
2 11 2 2 

(36) 

se tiene que 

u(t) = - i G J i - ^ _e-^t (a +y)+ e«^ 
(a+y)-^ + 8^ 22 

(a +y) eos gt + 
2 2 

(a -a ) a +a 
+ ^ P+ 2B ^ 2 

(37) 
+y ) sen gt 

Llamando por otra parte: 

- Y G y (a + y) 
C = 22 

(a+y)^ + g2 
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(a -a ) (a + a - 2 y ) 
YGy B + " ^2 

D = — '-—j- (38) 
(a+y)^ + B 

a (y+a ) a 3 E = - 1 1 _ F = ^2 2 2 2 2 (a+y) +B (a+y) + B 

E = F 

Las ecuaciones soluciones de (10) quedan como: 

x(t) = + C e - C e"^ eos Bt + D e^^ sen Qt 

y(t) = y + E e«^ sen Bt - ̂  e"^ eos Bu5_J e"̂ *̂  ^ ̂  ' y+a y+a 

siendo 

a < o B > o y > o 

se puede observar que 

x(o) = XQ 

y(o) = y o 

y que además 

l i m X (t) = X 
t ^ ». ° 

l i m y (t) = y 
t ̂  00 ° 

(39) 

(40) 

(41) 
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Una vez obtenido e l modelo teórico de las curvas de gluce 
mia e in s u l i n a en e l TTOG, se determinaron las ecuaciones de 
los modelos para un individuo normal obtenido de Ellernber (1982) 
Los valores de los parámetros fueron en este caso. 

= 95 C = -7.1404 .10\- D = -5.720. 10^; \i = 3.4318.10"^; 
e = 0.5626.10"' ^^2) 

= 25 E = -6.2988.10\- a = -0.9476 

E l error típico fue de ir44.2 por l o que e l modelo fue 
aceptado como válido. 

Por razones expuestas en e l punto 5.2.1., las variables 
observadas de cada individuo hay que transformarlas tomando l o 
garitmos neperianos de ellas partido por una constante que noso­
tros elegimos como los valores de l a curva teórica del i n d i v i 
dúo normal en cada tiempo, es de c i r , las nuevas variables se­
rán a l tiempo t 

a,(t) = m ^ (t) 
(43) 

Como por otra parte, 

In X = X - 1 (44) 

cuando x = 1, se tiene que las variables w(t),w'(t), las pode 
mos considerar como: 
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(45) 

- 1 

2 
siendo W y W variables aleatorias normales de varianza 0̂  y 
02 respectivamente. 

Por otra parte, l a medida de l a glucosa es más f i a b l e que 
l a medida de l a i n s u l i n a , cumpliéndose que e l cociente entre 
l a media de las determinaciones de glucosa y desviación típica 
es e l doble que e l mismo cociente para l a i n s u l i n a , es d e c i r : 

^ = 2 a - = a (46) o(X) - " " 0(Y) 

siendo X l a variable a l e a t o r i a , determinación de glucosa e Y 
l a variable a l e a t o r i a , determinación de i n s u l i n a . La varianza 
de Y es pues 4 veces l a varianza de X. De l a variable i n s u l i ­
na se obtenían dos réplicas por tiempo, por lo que l a variable 
observada de l a i n s u l i n a es l a media de l a s dos réplicas y ( t ) , 
por tanto, las variables (45) quedan como: 

(47) 

_ 2 En este caso las varianzas de W,W', son respectivamente 0.̂  y 
2 

20^ . La varianza de l a variable correspondiente a l a i n s u l i n a 
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ha quedado d i v i d i d a por 2, a l ser l a inedia de dos réplicas. 
Con e l f i n de que las dos variables, l a correspondiente a l a 
glucosa y l a correspondiente a l a i n s u l i n a tengan l a misma va 
rianza, se eligió en lugar de l a variable w (t) l a variable 

(t) = - L / y(t) _ A (48) 

Como puede apreciarse las variables cjo(t) y a)*(t) repre­
sentan l a variación en tanto por uno de un individuo respecto 
del normal. Esta perturbación se supuso que en e l intervalo 
de tiempo de observación se ajustaba a un polinomio de tercer 
grado, es decir, que 

2 3 
a)(t) = + t + a2 t + t + e 

ü)*(t) = 8Q + 8^ t + 82 + 3^ t ^ + e* 
(49) 

Estas ecuaciones las podemos expresar como un modelo l i ­
neal multivariante 

Y = X B + E (50) 

siendo 

03. 

Y = 

U) n 

_* 
'̂ o 
— * 

_* 
03 
n 

\ 

X = 

\ n 

o 
2 

n 

3 \ 
o 
3 

n 
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* 
^1 

En nuestro caso n=5, t ^ = 3 o i (o á i S 6) 

En rango del diseño es fácil comprobar que es 4, es d e c i r , 
e l diseño es de rango máximo. 

5.2.3. Cálculo de l a distancia 

S i tenemos dos modelos como lo s definidos en (50) 

^a = ̂ a " ̂ a ^b = ̂ b ^ ̂ b ^ ^ l ) 

l a estimación de l a distancia a l cuadrado entre e l l o s es, se­
gún e l punto 4.1.2. 

= traza ((Y^-Yj^)^ X (x4)"'' (Y^-Yj^) S"""] (52) 

donde S es l a estimación insesgada de l a matriz de varianzas-
covarianzas común para ambos modelos. 

_* 

S i suponemos que las variables ÜJ, UÍ son independientes 
l a estimación de l a distancia entre e l l o s es: 

(53) 
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"2 donde es l a estimación de l a distancia a l cuadrado de los 
modelos univariantes para l a glucosa: 

0) = X a + e a a a 

"̂b = ̂  ̂ '.b ^b 
[54) 

siendo a y ct, los primeros vectores columna de l a matriz B a D a 
Y respectivamente y L2 es l a estimación de l a distancia a l 
cuadrado de los dos modelos univariantes para l a ins u l i n a 

_* * oj = X 3 + e a a a 

% = ̂  ^b ^ < 

(55) 

siendo 3^, 3̂ ^ los segundos vectores columna de B^ y Bj^ respec 
tivamente. 

^2 "2 

Las expresiones de L^ y L2 son 

^1 = ^ ('^a-%^^ ̂  (X^X)-"" X^ 1 —* t t -1 t —* —* 
L2 = (ü)^-ü3j^) X (x'̂ X) X^ (^a~%^ 

Por otra parte se sabe, según las experiencias del labo­
r a t o r i o , que: 

por consiguiente: 
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5.2.4. Métodos de clasificación 

Los métodos de clasificación usados a p a r t i r de l a d i s ­
tancia (52) fueron los de Taxonomía Numérica completada con 
un Análisis de Coordenadas Pr i n c i p a l e s . 

La Taxonomía Numérica nos sirvió para r e a l i z a r una c l a s i ­
ficación jerárquica. E l método para construir l a jerarquía fue 
e l UPGMA (véase capítulo 2). Los cálculos para r e a l i z a r l a cía 
sificación taxonómica se hicieron con e l programa Clustan. 

E l dendograma viene dado en l a f i g . 1. 

Mediante e l Análisis de Coordenadas Principales se hizo 
una representación gráfica de los 172 individuos como puntos 
de un plano. Esto nos permite v i s u a l i z a r las proximidades en­
tre los individuos. 

Los cálculos para r e a l i z a r e l Análisis de Coordenadas 
Pr i n c i p a l e s , se hicieron con e l programa ANCPR (Cuadras 1979) . 

5.3. RESULTADOS 

Como ya hemos dicho en e l punto a n t e r i o r , se ha construí 
do un dendograma por e l método UPGMA. La correlación cofenéti 
ca resultó ser de r ^ = 0.997, lo que ind i c a que l a jerarquía 
indexada obtenida, reproduce muy bien l a d i s t a n c i a i n i c i a l y 
que l a población está muy jerarquizada. 
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Basándonos en e l capitulo IV, se obtiene que dos TTOG 
son d i s t i n t o s , a n i v e l de significación 0.05, cuando l a d i s ­
tancia entre e l l o s es mayor de 7. Por consiguiente y puesto 
que e l coeficiente de correlación cofenético es tan a l t o , se 
puede cortar en e l dendograma a n i v e l de distancia 7, obtenién 
dose 14 grupos de niños de los cuales, aunque todos e l l o s son 
estadísticamente diferentes, no todos son necesariamente c l l n _ i 
camente d i s t i n t o s con los c r i t e r i o s actuales. 

E l análisis de coordenadas p r i n c i p a l e s , tomando l a s dos 
primeros coordenadas principales que explican más del 98% de 
l a dispersión t o t a l , nos permitió hacer una representación 
gráfica de los individuos ( f i g s . 2 y 2 b i s ) . En e l l a s se ob­
servan perfectamente diferenciados 5 grupos de individuos que 
poseen un TTOG patológico, según los c r i t e r i o s del National 
Diabetes Data Group (1979) , e l resto de los individuos quedan 
más agrupados correspondiendo éstos, posiblemente, a variantes 
menos marcadas de l a normalidad. 

A continuación pasamos a d e s c r i b i r los 14 grupos que apa­
recen en l a clasificación taxonómica, comparando los 13 prime­
ros con e l grupo XIV a l que pertenece e l individuo teórico. 

Los grupos I, I I , I I I , IV, XII tienen un TTOG patológico, 
mientras que e l resto de los grupos tienen un TTOG dentro de 
los límites de l a normalidad. 

Los grupos II y IV ya presentan a n i v e l basal valores pa 
tológicamente elevados de glucosa, también en e l resto de los 
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tiempos, siendo l a s hiperglucemias más marcadas en e l grupo 

IV. 

En e l grupo I I I no se est i m u l a prácticamente l a secreción 
de i n s u l i n a y en e l grupo IV l a i n s u l i n a , tanto a n i v e l b a s a l 
como en e l res t o de l o s tiempos que dura l a prueba, es inapre 
c i a b l e . En ambos casos, se trataría de grupos de diabéticos 
insulinopénicos, con un grado mayor de afectación en e l grupo 
IV. 

Los grupos I , I I , X I I , t i e n e n unos n i v e l e s básales de g l u 
cosa dentro de l o s límites de l a normalidad, s i n embargo pre­
sentan un TTOG patológico. 

E l grupo I está formado por un sólo i n d i v i d u o d i a g n o s t i c a 
do de Acantosis N i g r i g a n s y presenta, tanto a n i v e l b a s a l , co­
mo en l o s tiempos de l a prueba, n i v e l e s altísimos de i n s u l i n a , 
que no se corresponden con l o s v a l o r e s de glucosa que i n c l u s o 
en l o s tiempos 30 m. y 60 m., alcanzan v a l o r e s superiores a 
200 mg/100 c.c. Esto confirma que en e s t a enfermedad se produ­
ce una i n s u l i n r e s i s t e n c i a acompañada de una hiperespuesta en 
l a secreción de i n s u l i n a que r e s u l t a e f i c a z en e l sen t i d o de 
que a l o s 180 m. se alcanzan l o s n i v e l e s básales de gluco s a . 

E l grupo I I está formado por un i n d i v i d u o que a n i v e l ba 
s a l t i e n e una glucemia dentro de l o s límites de l a normalidad, 
presentando, en l o s r e s t a n t e s tiempos de l a prueba, v a l o r e s 
elevados de glucosa. Los v a l o r e s de i n s u l i n a son s i n embargo 
elevados por l o que se trataría de un diabético diag n o s t i c a d o 
a través d e l TTOG que presenta i n s u l i n r e s i s t e n c i a . 
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Se podría especular con que estos i n d i v i d u o s podrían evo 
l u c i o n a r a diabéticos insulinopénicos , como l o s d e l grupo 
I I I y IV, por agotamiento de l a s células 3 . 

E l grupo XII está formado por un solo i n d i v i d u o obeso, 
con glucemia b a s a l normal y con TTOG patológica. La respuesta 
en l a secreción de i n s u l i n a es d e f i c i e n t e en l o s tiempos 30 m. 
y 60 m., pero en l o s tiempos 120 ra. y 150 m., alcanza l o s n i ­
v e l e s de l o s tiempos 30 m. y 60 m. de un i n d i v i d u o normal. Se 
podría e s t u d i a r s i l a respuesta es buena pero l e n t a . 

Las curvas promedio de l o s grupos d e s c r i t o s vienen dadas 
en l a s f i g s : 3 , 4 , 4 ( b i s ) , 5, 6 y 6 ( b i s ) . 

Los grupos V, VI, V I I , V I I I , IX, X, XI y X I I t i e n e n c u r ­
va de glucosa normal, aunque todos e l l o s presentan n i v e l e s de 
i n s u l i n a elevados, ver f i g s : 6, 7, 8, 9, 10, 11 y 12. 

Los grupos V, V I I , IX y XI t i e n e n una curva de glucosa 
dentro de l a normalidad y curva de i n s u l i n a elevada en d i f e ­
rentes grados; e l grupo V, formado por un so l o i n d i v i d u o diag 
nosticado de D i s t r o f i a Miotónica, presenta n i v e l e s de i n s u l i ­
na que alcanzan hasta l o s 700 yu/ml.; e l grupo V I I está forma 
do por dos i n d i v i d u o s obesos, con curvas de glucemia dentro 
de l a normalidad y con curva de i n s u l i n a elevado pero s i n l i e 
gar a l o s va l o r e s d e l grupo V; e l grupo IX está formado por 
dos i n d i v i d u o s obesos que ti e n e n curva de glucosa normal y 
con n i v e l e s de i n s u l i n a elevados, pero menos que e l grupo V I I ; 
e l grupo XI está formado por 15 i n d i v i d u o s de l o s cuales 6 
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eran obesos, 2 estaban diagnosticados de D i s t r o f i a Miotónica y 
1 de Polimiopatía, las características del TTOG eran similares 
a las del grupo IX, salvo que los niveles de i n s u l i n a eran l i ­
geramente más bajos. 

Todos estos grupos V, VII, IX y XI tienen una caracterís­
t i c a importante y es que los valores de glucosa a los 180 m. , 
no alcanzan los niveles básales, son más elevados, esto se po­
dría interpretar como que estos grupos presentan una i n s u l i n -
r e s i s t e n c i a en diferentes grados que los incapacita para l a 
regulación. 

Los grupos VI, V I I I , X y XIII tienen una curva de gluco­
sa dentro de l a normalidad y una curva de i n s u l i n a elevada en 
diferentes grados que de mayor a menor sería l a del grupo VI, 
V I I I , X y X I I I , s i n embargo es interesante ver que r e s u l t a 
e f i c a z en e l sentido de que a los 180 m. l a glucosa alcanza 
los valores básales que en ninguno de los grupos presentaba d i 
ferencias con los niveles básales del grupoXIV. Esto vendría a 
de c i r , que aunque e l gasto de i n s u l i n a es mayor durante l a 
prueba que en e l grupo XIV, l a regulación es buena. 

E l grupo XIV, a l que pertenece e l individuo teórico, l o 
consideramos como grupo standard. 

5.4. DISCUSIÓN Y CONCLUSIONES 

En e l presente capítulo se han obtenido 14 grupos de i n ­
dividuos cuyos TTOG eran estadísticamente diferentes. E l es­
quema de l a clasificación viene dada en l a tabla I. 
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F i g . 4 (bis) 



CURVAS DE GLUCEMIA PROMEDIO DE LOS GRUPOS I , I I , I I I , I V , X I I , X I V 



CURVAS ÜE INSULINA PROMEDIO DE LOS GRUPOS I , I I , I I I , I V , X I I , X I V 

F i g . 6 
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CURVAS DE INSULINA PROMEDIO GE LOS GRUPOS 11 ,11 I , I V , X I I . X I V 

F i g . 6 (bis) 



CURVAS DE GLUCOSA PROMEDIO DE LOS GRUPOS V, V I , V I I , V I 1 1 , I X , X,XI,X111,XIV 

F i g . 7 
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F i g . 8 
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F i g . 9 
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CURVAS DE GLUCOSA PROHEOIO DE LOS GRUPOS V1,V111,X,X111 .XIV 

I 
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F i g . 11 
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CURVAS DE INSULINA PROMEDIO DE LOS GRUPOS VI,V111,X,XI I I ,X IV 

SOG 

20 ^ 0 60 80 100 120 140 160 180 

F i g . 12 
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Aunque los grupos son.estadísticamente diferentes, no l o 
han de ser clínicamente, no obstante, es interesante tenerlos 
en cuenta, pues d i s t i n t a s evoluciones clínicas podrían estar 
relacionadas con algunos de los grupos descritos. Así, por 
ejemplo, los grupos con i n s u l i n r e s i s t e n c i a podrían evolucionar 
a insulinopenia y dentro de los grupos que tuvieran esta evo­
lución, algunos l o podrían hacer más o menos rápidamente. 

También res u l t a interesante observar que en algunos gru­
pos los individuos que los componen, responden mayoritariamen-
te a una determinada constitución (obesos en los grupos X, V I I I , 
IX y X I I ) , una determinada enfermedad (grupos I y V con Acanto 
s i s Nigrigans y D i s t r o f i a Miotónica respectivamente). 

Con las h i s t o r i a s clínicas completas, se podría i n v e s t i ­
gar s i existe alguna relación con otras variables como edad, 
sexo, etc... 

Todo esto ayudaría a aclarar algunas paradojas que e x i s ­
ten en esta enfermedad. 
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6.1. INTRODUCCIÓN 

En e l presente capítulo se pretende establecer un algo­
ritmo basado en una función dis t a n c i a y en l a aplicación de 
técnicas de bayesianas que permita asignar a un niño, sobre e l 
que se ha realizado un TTOG, a uno de los grupos establecidos 
en e l capítulo V de una forma o b j e t i v a , automatizada y con 
ci e r t a s propiedades de aprendizaje, siguiendo l a línea de t r a 
bajo que sobre diagnóstico automatizado de enfermedades hema-
tológicas realizaron O l l e r y Rios (1985). 

6.2. MÉTODO DIAGNOSTICO 

Sea una población formada por todos los niños de una de 
terminada región geográfica que acuden a un centro h o s p i t a l a ­
r i o para r e a l i z a r un TTOG, en e l l a podemos d i s t i n g u i r k gru­
pos d i s t i n t o s E^ , E^, Ej^, que supondremos abarcan a toda 
l a población y que podemos i d e n t i f i c a r , a l menos p r o v i s i o n a l ­
mente, con los grupos establecidos en e l capítulo anterior. 

Dado un individuo de l a población, s i no disponemos de 
más información del mismo, hay "a p r i o r i " una determinada pro 
babilidad p (E^) de que pertenezca a l grupo E^. Cuando efectúa 
mos sobre este individuo un TTOG, l a información que nos da és 
te, debe determinar un camibio en l a distribución de p r o b a b i l i ­
dad de los d i s t i n t o s grupos formados. S i pretendemos efectuar 
un diagnóstico, una regla de decisión razonable consiste en 
asignar a este individuo a l grupo más probable. E l problema 
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consiste pues en c u a n t i f i c a r dichas probabilidades "a posterio 
r i " , siendo razonable l a utilización del teorema de Bayes. 

Una primera d i f i c u l t a d reside en e l hecho de disponer de 
un número no numerable (continuo) de resultados posibles, r , 
por lo que deberíamos e s c r i b i r 

p(E.) f(r/E.) 
p (E^/r) = i i (1) 

Z p (E ) f (r/E ) 
y = 1 ^ ^ 

donde f(r/E^) es l a función de densidad de los resultados, con 
dicionados a l grupo E^. 

La obtención de una buena estimación de l a función de den 
sidad es d i f i c u l t o s a (Duda and Hart (1973)) por l o que se pro­
pone una a l t e r n a t i v a razonable para soslayar este problema. 

S i A es e l conjunto de todos los posibles resultados de 
los parámetros del modelo (50) descrit o en e l capítulo V que 
queda determinado por los resultados del TTOG y además se t i e 
ne definida una d i s t a n c i a en e l conjunto como l a des c r i t a en 
e l capítulo IV, se puede establecer una partición P = 
= {R.J , R2, Rĵ } de A definida de l a siguiente forma 

d (a, Ej) < d (a, E^) 1 á i á j-1 
a e Rj ^==> (2) 

[d (a, Ej) < d (a, E^) j < 1 á i á k 

siendo d (a, E^) l a di s t a n c i a promedio del resultado a, a l gru 
po Ej y cuyo valor lo podemos d e f i n i r como: 
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d (a, E.) = E (d (a,r) / E.) = /, d (a,r) f (r/E.) dr (3) 
3 3 ^ 3 

e l cual s i tenemos una muestra M suficientemente grande de i n 
dividuos de l a población, es fácilmente estimable a p a r t i r de 
los resultados de los análisis de los niños de cada uno de los 
grupos y que vendrá dada por: 

d (a, E.) = -L Z d (a,e) (4) 
^ j eeMHEj 

siendo n. e l número de individuos de M que pertenecen a E.. 

Para l a aplicación de este método, es necesario que en A 
haya definida una d i s t a n c i a . 

La estimación de las probabilidades p (R^/E^) se efectúa 
a p a r t i r de l a proporción de individuos de l a muestra M, per­
teneciente a l grupo E^ que presentan e l resultado R̂ . 

S i queremos asignar un nuevo individuo w, sobre e l que se 
ha obtenido un resultado aeA, a una de las clases E^, E^t •• 

.., E, , debemos determinar a que elemento de l a partición R. ^ 3 
pertenece dicho resultado y posteriormente aplicamos e l teore 
ma de Bayes. 

p (R./E ) p (E.) 
P (E^/R.) i - (5) 

Z p (R./E ).p(E ) 
]i = ^ ^ ^ 

siendo l a estimación de p (E^) l a frecuencia r e l a t i v a del su­
ceso E^ en l a muestra M. 
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Por último asignamos a l individuo u que tuvo e l r e s u l t a ­
do a, a l grupo más probable. Es d e c i r , decidimos 

üj e E <=̂  p {E /R.) = max. {p(E./R.) 1 < i S k} (6) e e 3 1 j 

siendo l a probabilidad de error de esta decisión 

p (error) 1 - p (E^/R^) (7) 

S i se ha podido determinar con certeza, mediante algún 
otro procedimiento e l grupo a l que pertenece e l individuo w 
que queríamos diagnosticar, puede ser u t i l i z a d o éste como un 
elemento más de l a muestra M, mejorando así l a definición de 
l a partición P y la s estimaciones de l a s probabilidades p (Ê )̂ 
y p (Rj/E^) . 

6.3. DISTANCIA EN EL CONJUNTO DE RESULTADOS 

E l conjunto de resultados de los TTOG puede i d e n t i f i c a r s e 
con l a variedad paramétrica 

E = Í 8 e R̂  / 8 = (a^, , a^, B ^ , , ^3^'^ 

donde las componentes de B son los parámetros del modelo (49) 
descrito en e l capítulo V.. 

La distancia entre dos puntos B^ y Sg de l a variedad E, 
viene dada por 

^h- " B ' " - <5> 
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donde X es l a matriz de diseño del modelo (50) y a 
e l capítulo V. 

6,4. RESOLTADOS 

Como hemos dicho en e l punto 6.2., partimos de una pobla­
ción formada por los niños que acuden a un centro h o s p i t a l a r i o 
para que se les r e a l i c e un TTOG y que l a consideramos d i v i d i d a 
en 14 grupos Ê ,̂ los cuales tienen unas probabilidades "a p r i o -
r i " , estimadas a través de l a muestra M de 171 niños, iguales 
a: 

p(E^) =p(E2) =p(E4) =p(E5) =p(Eg) =p(Eg) =P(E.,2̂  =0.5848.10~2 

p (E3) = p (E^) = p (Eg) = 0.1169.10"^ 

p ÍE^^) = 0.7602.10"'- (10) 

p (E^^) = 0.8772.10"^ 

p (E^^) = 0.7135 

Las probabilidades condicionadas a los grupos, estimadas 
a p a r t i r de l a muestra controlada, fueron las siguientes 

(1 i = j 
p (R./E ) = 

^ lo (11) 

1 á j á 14 
1 < i á 13 

= 25 según 



165 

esto indica que los TTOG dan mucha información para diagnosti 
car los 13 primeros grupos, por otra parte: 

P (Rj/E^^) = 0 ; j ̂  11,13,1 

p {R^^/E^^) = 0.1639.10"' 

p {R^^/E^^} = 0.9016.10"' 

p (R^^/E^^) = 0.8934 

(12) 

Seguidamente, por e l método descrito en los puntos ante­
r i o r e s , se trató de asignar a l grupo más probable, 16 nuevos 
TTOG que se rea l i z a r o n en e l mismo h o s p i t a l , elegidos aleato­
riamente. Los resultados R̂  de los casos j , fueron los siguien 
tes: 

CASO TIEMPOS 

o m- 30 m. 60 m. 90 m. 120 m. 150 m. 180 m. 

Glucosa 77 150 112 113 84 93 75 

Insulina 19 196 66 26 52 79 34 

2 

Glucosa 68 89 110 122 95 77 87 

I n s u l i n a 85 28 43 47 34 27 39 

3 

Glucosa 94 152 100 98 109 104 127 

Insulina 18 152 52 32 24 26 40 

4 
Glucosa 108 151 121 100 97 103 99 

I n s u l i n a 21 96 110 52 50 40 18 
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CASO TIEMPOS 

O m. 30 m. 60 m. 90 m. 120 m. 150 m. 180 m. 

Glucosa 88 182 134 100 109 95 85 
Insulina 12 88 80 64 30 22 18 

6 
Glucosa 101 127 92 84 94 84 97 
Insulina 18 86 50 32 36 14 10 

7 
Glucosa 83 103 160 147 125 118 110 
Insulina 16 32 122 106 52 30 36 

8 
Glucosa 91 147 93 71 93 100 104 
Insulina 11 55 57 16 25 17 22 

9 
Glucosa 103 117 161 156 141 119 100 
Insulina 25 48 115 109 118 70 34 

10 
Glucosa 113 187 136 118 116 118 120 
Insulina 24 190 148 122 86 92 92 

11 
Glucosa 92 173 119 101 111 89 94 
Insulina 19 188 94 70 84 34 34 

12 
Glucosa 76 117 98 59 98 89 98 
Insu l i n a 10 24 34 16 18 18 18 

13 
Glucosa 86 179 185 107 125 93 103 
Insulina 12 54 78 48 70 30 32 

14 
Glucosa 82 124 197 205 153 71 105 
Insulina 128 36 68,8 93.3 62.9 53,6 35.4 

15 
Glucosa 111 207 155 121 100 123 95 
Insulina 27.4 212 176 120 61.9 103 51.2 

16 
Glucosa 111 189 195 153 141 102 123 
Insulina 29 130 142 110 104 62 122 
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Las c l a s i f i c a c i o n e s fueron las siguientes: 

Probabilidad estimada 
Número del caso Grupo c l a s i f i c a d o r de error 

1 14 0 
2 14 0 
3 14 0 
4 14 0 
5 14 0 
6 14 0 
7 14 0 
8 14 0 
9 14 0 

10 13 0 
11 14 0 
12 14 0 
13 14 0 
14 12 0 
15 13 0 
16 11 0 

.4231 

.1333 

6.5. DISCUSIÓN 

Hemos v i s t o un método automático de diagnóstico que ade­
más permite c u a n t i f i c a r l a probabilidad de error. Este método 
también tiene propiedades de aprendizaje, pues una vez diag­
nosticado un individuo con certeza, se introduce en l a muestra 
M para de esta forma mejorar l a s estimaciones de l a s p r o b a b i l i 
dades (10), (11) y (12). 

No obstante, este método admitiría l a siguiente crítica; 
por l a s características de las v a r i a b l e s , valores de glucemia 
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e insulinemia, podrían e x i s t i r más grupos de los que se han 
descrito en e l capítulo V, por lo que en lugar de r e a l i z a r e l 
proceso diagnóstico del capítulo VI, en donde se suponía que 
sólo podrían e x i s t i r 14 grupos, se podría haber aumentado l a 
muestra M de 171 niños, con los 16 nuevos casos y haber reala, 
zado de nuevo l a clasificación, siguiendo e l capítulo V. 
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7.1. RESULTADOS 

Los resultados más relevantes que se pueden extraer de 
esta memoria son los siguientes: 

Partiendo del concepto de información o entropía de Sha 
nnon se han definido y obtenido expresiones algebraicas de 
distancias entre modelos l i n e a l e s normales univariantes, de 
igual y d i s t i n t a varianza, y entre modelos l i n e a l e s multiva-
riantes de igua l varianza, que gozan de buenas propiedades 
matemáticas entre e l l a s , propiedades de invarianza. 

Se han obtenido explícitamente expresiones algebraicas 
de los estimadores de estas distancias que nos s i r v i e r o n para 
diseñar contrastes de hipótesis que comparan dos o más mode­
los l i n e a l e s normales univariantes y multivariantes de varían 
zas iguales y dos modelos l i n e a l e s normales univariantes de 
varianzas d i s t i n t a s , estableciendo su relación con los con­
trastes de hipótesis propios del Análisis de l a Varianza en 
e l caso de varianzas iguales. 

Las ventajas del uso de l a s distancias en l a realización 
de estos contrastes, radica en que se pueden hacer represen­
taciones gráficas de los resultados, bien sea representando 
a los modelos l i n e a l e s comparados en un grafo (dendograma o 
árbol a d i t i v o ) , o bien en un espacio euclídeo de dimensión 
reducida (usualmente 2). 

De f i n i r los contrastes de hipótesis del Análisis de l a 
Varianza a través de una dis t a n c i a tendría interés para e l 
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investigador experimental que en su necesidad de c u a n t i f i c a r 
d iferencias, hace en muchos casos mal uso metodológico del n i 
vel de significación en los contrastes de hipótesis. 

En cuanto a las aplicaciones prácticas, se hace un análi 
s i s y clasificación de los d i s t i n t o s tipos de respuesta a l 
TTOG que presentan una muestra de niños, h cada niño se l e 
asocia un modelo l i n e a l , en concreto un polinomio de tercer 
grado, que representa l a desviación de un niño "teórico". A 
través de l a di s t a n c i a definida anteriormente se comparan en­
tre sí. Posteriormente se u t i l i z a n l a s técnicas del Análisis 
de Coordenadas Principales y de l a Taxanomía Numérica para es 
tablecer grupos que sean significativamente d i s t i n t o s estadís 
ticamente, aunque estas diferencias en p r i n c i p i o no tengan i n 
teres clínico. 

Los grupos formados son caracterizados por su curva pro­
medio y se hace una descripción de lo s mismos en términos mé­
dicos. 

Posteriormente se procede a establecer un método de diag­
nóstico automático, que permite asignar a un niño a l que se l e 
r e a l i z a un TTOG a uno de los grupos establecidos anteriormente. 
Esta asignación se r e a l i z a de una forma o b j e t i v a , que no admi­
te ambigüedades, cuantifloando e l error de l a clasificación y 
con propiedades de aprendizaje. 

Es de destacar que l a metodología expuesta es apl i c a b l e 
a l estudio de cualquier enfermedad o síndrome siempre que los 
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individuos estudiados sean i d e n t i f i c a b l e s a elementos de un 
espacio métrico, por ejemplo siempre que se asocie cada indi, 
viduo a un modelo l i n e a l , a una distribución de probabilidad, 
etc... 

En un estudio posterior, no desarrollado en esta memo­
r i a , se podría c a l c u l a r , aunque fuera de una forma numérica, 
distancias entre modelos l i n e a l e s multivariantes de d i s t i n t a 
varianza y en cuanto a l apartado de las aplicaciones se po­
dría r e a l i z a r un seguimiento de los individuos de los grupos 
evaluando tiempo hasta que aparecen complicaciones, gravedad 
de las mismas, tratamientos, etc... También se podría hacer 
un estudio más formal de las curvas promedio de los grupos. 
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