O

i@zl  UNIVERSITAT DE BARCELONA

Métricas entre modelos lineales y su aplicacion al
tratamiento de datos en medicina

Martin Rios Alcolea

ADVERTIMENT. La consulta d'aquesta tesi queda condicionada a I'acceptacio de les seglients condicions d'Us: La difusié
d’aquesta tesi per mitja del servei TDX (www.tdx.cat) ha estat autoritzada pels titulars dels drets de propietat intel-lectual
Gnicament per a usos privats emmarcats en activitats d'investigaci6 i docéncia. No s’autoritza la seva reproduccié amb
finalitats de lucre ni la seva difusio i posada a disposicié des d’'un lloc alié al servei TDX. No s'autoritza la presentacio del
seu contingut en una finestra o marc alie a TDX (framing). Aquesta reserva de drets afecta tant al resum de presentacié
de la tesi com als seus continguts. En la utilitzaci6 o cita de parts de la tesi és obligat indicar el nom de la persona autora.

ADVERTENCIA. La consulta de esta tesis queda condicionada a la aceptacion de las siguientes condiciones de uso: La
difusion de esta tesis por medio del servicio TDR (www.tdx.cat) ha sido autorizada por los titulares de los derechos de
propiedad intelectual Unicamente para usos privados enmarcados en actividades de investigacion y docencia. No se
autoriza su reproduccion con finalidades de lucro ni su difusién y puesta a disposicién desde un sitio ajeno al servicio
TDR. No se autoriza la presentacion de su contenido en una ventana o marco ajeno a TDR (framing). Esta reserva de
derechos afecta tanto al resumen de presentacion de la tesis como a sus contenidos. En la utilizacion o cita de partes de
la tesis es obligado indicar el nombre de la persona autora.

WARNING. On having consulted this thesis you're accepting the following use conditions: Spreading this thesis by the
TDX (www.tdx.cat) service has been authorized by the titular of the intellectual property rights only for private uses placed
in investigation and teaching activities. Reproduction with lucrative aims is not authorized neither its spreading and
availability from a site foreign to the TDX service. Introducing its content in a window or frame foreign to the TDX service is
not authorized (framing). This rights affect to the presentation summary of the thesis as well as to its contents. In the using
or citation of parts of the thesis it's obliged to indicate the name of the author.




METRICAS ENTRE MODELOS LINEALES Y SU APLICACION AL

TRATAMIENTO DE DATOS EN MEDICINA

Memoria presentada para
optar al titulo de

Doctor en Medicina, por

Martin Rios Alcolea

VeBe
EL DIRECTOR

Prof. D. Carlos M. Cuadras Avellana,
Catedr&tico de Bioestadistica.

Facultad de Biologia

Universidad de Barcelona

Barcelona, 13 de Septiembre de 1.985



UNIVERSIDAD DE BARCELONA
FACULTAD DE BIOLOGIA

DPTO. BIOESTADISTICA

D. Carlos Cuadras Avellana, Catedrédtico numerario
de la Facultad de Biologia de la Universidad de Barcelona
CERTIFICA que la tesis presentada por D. Martin
Rios Alcolea bajo el titulo Métricas entre Modelos Lineales _
su aplicacidén al tratamiento de datos en Medicina reune los
requisitos exigidos de nivel cientifico y de nuevas contribu«l
ciones para ser considerada como tesis doctoral

Barcelona 15 de Octubre 1985

El director




A mi padre,

mi mejor maestro.

Ser consciente de -la propia ignorancia

es un gran paso hacia el saber.

BENJAMIN DISRAELI



AGRADECIMIENTOS

A mis compaifieros, los profesores del Departamento de Bio-
estadistica, que bajo la direccidn del Prof. D. Carlos Cuadras,
forman un equipo de jOvenes investigadores, cuya amistosa acti
tud de ayuda y colaboracién ha hecho posible la realizacibn de
esta tesis. En este segtide, el Prof. José Ma Oller es objeto
de especial reconocimiento por la cantidad de conocimientos

gque de &1 he aprendido.

A la Dra. Montse Millé&n por sus sugerencias, y al perso-
nal de Laboratorio de Hormonal del Hospital de San Juan de Dios
por haberme proporcionado los datos que se usan en esta memo-

ria.

Al personal del Centro de C&lculo de la U.B., a las meca-
négrafas, Emilia, M2 Antonia, Ester y Pilar, y a las auxilia-

res del Hospital Clinico, Carmenxe Isabel, por sus atenciones.

Finalmente, un carifioso agradecimiento a Anna y a mis hi-~

jos Martin y Daniel, porque le dan sentido a las cosas.



INDICE GENERAL

10 GENER.ALIDADES LR A A A A A A R A I 2 SR B O N N A S B R

2. INTRODUCCION A LOS MODELOS LINEALES,

GEOMETRIA RIEMANNIANA Y ANALISIS DE DATOS ..

3. DISTANCIAS ENTRE MODELOS LINEALES

UNIVARIANTES & - e e v v vosonnnesncenaseesananans

4. DISTANCIAS ENTRE MODELOS LINEALES

MULTIVAR.IANTES AR AR NS AR AR R EEENEEERS N

5. UNA APLICACION A LA CLASIFICACION DE LOS

TEST DE TOLERANCIA ORAL A LA GLUCOSA .......

Es

6. DIAGNOSTICO AUTOMATIZADO DE LOS TEST DE

TOLERANCIA ORAL A LA GLUCOSA «tveeeeescansons

7. RESUMEN DE LOS RESULTADOS ..v:duecocrecovnans

BIBLIOGRAFIA

EEE R I A A B I A B A S I A IR A A L A I A O I B A R A

de

de

de

de

de

de

de

de

Paginas
4 a 24
26 a 52
54 a 93
95 a 117
119 a 158
160 a 168
170 a 172
173 a 178



PROLOGO

Las numerosas consultas que he recibido de los profesio-
nales de la medicina sobre comparacién de curvas y sobre méto
dos estadisticos que permitieran clasificar a los individuos
de una poblacién afectados por un sindrome (Diabetes Melitus,
Artritis Reumatoide, etc...}, me motivaron a intentar dgsarrg
llar un método que ayudara a resolver satisfactoriamente estos

problemas.
Para ello me plantee los siguientes objetivos:

a) Desarrollar una metodologia estadistica que me permitiera
definir un fIndice (distancia) que expresara las diferen-

cias y semejanzas entre las curvas.

b) Bas&ndome en Indices, como por ejemplo, el anteriormente
definido, desarrollar una metodologia que ofrezca al pro-
fesional de la medicina unas pautas a seguir ante el es-
tudio de un sindrome del que sospecha que es la manifes-
tacif6n de distintas enfermedades, o variantes de una mis-

4

ma enfermedad que aun no estdn perfectamente definidas.

Asi, siguiendo las investigaciones iniciadas por el Prof.
Cuadras, en la comparacién de modelos lineales con técnicas
del An&lisis de la Varianza y enlazando con la linea de inves-
tigacidn del Prof. Oller en el campo de la Geometria Riemannia
na, aplicada al an&lisis de datos, he realizado este memoria

en la que podemos distinguir dos partes:



En la primera parte (cap. 1 al 4) se define y estudia una
distancia, entre modelos lineales univariantes y multivariantes,

basada en el concepto de entropfa o informacién de Shannon.

En la sequnda parte, cap. 5 y cap. 6, se aplican los re-
sultados obtenidos a la clasificacién de una muestra de 171 ni
flos, a los que se les practic6 un Test de Tolerancia Oral a la
Glucosa (TTOG) y se da un método diagn6stico, objetivo, de los

grupos que aparecen en la clasificacién.
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1.1. INTRODUCCION

La actividad médica, tanto en la clinica como en la in-
vestigacién, obliga'a establecer analogias y diferencias en-
tre individuos, poblaciones y objetos en general, caracteriza
dos por un entorno social o familiar, unos h&bitos, una deter
minada clinica, una pequefia muestra de un tejido, unas prue-

bas de laboratorio, etc. ...

El estudio de estas analogias y diferencias nos permite
definir el concepto, la etiologia, la patogenia, la patologia
y la clinica, especificas de una determinada enfermedad o sin
drome. También nos permite establecer criterios para su diag-

ndstico, prondstico y tratamiento.

Todo esto como sabemos es prdctica habitual en el mé&dico.
Eskpor ello que resulta de interés estudiar de una forma cuan
titativa estas diferencias y analogias, con el fin de dar cri
térios objetivos a la hora de definir, diagnosticar, aplicar
tratamienﬁos y dar un prondstico sobre las enfermedades o po-

blaciones estudiadas.

Para estudiar las analogias y diferencias entre indivi-
duos u objetos en general, resulta de gran utilidad definir
entre cada par de ellos un indice de desemejanza, de tal mane
ra que valores ‘grandes de dicho indice se correspondan a dife
rencias grandes entre individuos. Particularmente adecuado re
sulta el uso de distancias como indices de desemejanza. Esta

cuantificacién nos ayuda a poner de relieve caracteristicas



dificiles de observar por la gran cantidad de informacidn con
que se nos presentan los resultados, tanto por los muchos in-
dividuos estudiados, como por la gran cantidad de variables

observadas.

Una distancia definida entre objetos cualesquiera‘nos
permite obtener una representacidn geométrica de los mismos
en un espacio euclideoc de dimensibdn reducida, perceptible a
nuestros sentidos, un plano generalmente. Esta representacidn
se realiza siguiendo algin criterio de optimizacidn, de forma
que la distancia entre los puntos que representan a los indi-
viduos en el nuevo espacico sea la més parecida posible a la
distancia originalmente definida. Esto lo podemos realizar me
-diante un Andlisis de Coordenadas Principales o siguiendo di-
versas té&cnicas de "multidimensional sealing" (Cuadras (19815).
También podemos realizar una clasificacidn jerdrquica de los
individuos a partir de la distancia previamente definida, si-
guiendo los métodos propios‘de la Taxonomia Numérica (Benzecri

(1973)) .

Tras haber situado a los individuos en un espacio de di-
- mensidén reducida y una vez hechas las correspondientes clasi-
ficaciones, podemos buscar interpretaciones causales de estos
resultados, relacionadndolos con tipos distintos de enfermeda-
des, con diferentes grados de una‘ﬁisma enfermedad o con todo
aquéllo que pueda justificar la proximidad y la separacidén en

tre los distintos individuos.



Las distancias también nos permiten realizar un tipo Fe
andlisis conocido como andlisis discriminante gque consisté en
asignar individuos a unos determinados grupos siguiendo algln
criterio 1l6gico, como seria incluir a un individuo estudiado
en uno de los grupos establecidos siguiendo alglin criterio de
proximidad, por ejemplo asign&ndolo al grupo a cuyo individuo

promedio sea m4s proéximo.

1.2. CONCEPTO DE DISTANCIA. PROPIEDADES

Sea Q = {w1,w2,...,wn} un conjunto cuyos elementos son
objetos a distanciar. Decimos que d es una distancia definida
‘en 2, si y s6lo si d es una aplicacién de QxR en R que cumple

las siguientes propiedades:

a) d(wi,wj) 20 w1,wj€ Q
C) d(wi,wj) = d(wj,wi) wi,ijiQ (simétrica)

D) d(wi,wk) < d(wi,wj) + d(wj,wk) wi,wj,wkEEQ (de§iguaIdad
: triangular)

Cuando una aplicacién cumple estas propiedades decimos
que es una distancia métrica. Si en lugar de cumplir la pro-
piedad B cumple la:

B') W, = wj =N d(wi,wj) =0 {semidefinida positiva)

es decir, la implicacién en un solo sentido, decimos que d es

una distancia pseudométrica.



Si verifica adem&s la propiedad,

E) d(wi,wj) < sup. {d(wi,wk), d(wk,wj)} wi,wj,wk eQ

(desigualdad ultramétrica)
decimos que d es una distancia ultramétrica.
Si una distancia cumple ademés:

F) Que a cada par de elementos wi,wj de Q se le puede aso-—-
ciar un par de puntos Pi,Pj de Rm, de coordenadas (xi1,X12...,

xim) Yy (Xj1’xj2'°"xjm) tales que la distancia entre Wy W

J
coincide con la distancia euclidea ordinaria entre Pi v Pj’
es decir:

g m 2

decimos que la distancia definida en Q es euclidea.

Cuando setcumplen s6lo las propiedades A, B', C, decimos

qgue se trata de una disimilaridad o desemejanza.

Si tenemos una distancia pseudométrica puede haber.indi-
viduos distintos cuya interdistancia sea cero, en este caso
podemos definir una relacidn de equivalencia en 2, de forma
que dos individuos estén relacionados si y sblo si ia distan-
cia entre ellos es cero. En el conjunto cociente resulténte
se induce de forma natural una distancia enére las clases de

equivalencia. Es por esto que aunque en un conjunto tengamos



definida una pseudométrica podemos transformarla en una métri

ca mediante paso al conjunto cociente.

Destagquemos también que una distancia ultramé&trica en
es equivalente a tener definida una jerarquia indexada en par
tes de @, lo cual nos permite obtener clasificaciones jer&rqui

cas.

1.3. CONSTRUCCION DE INDICES DE DESEMEJANZA

Como hemos visto en el punto anterior, cualquier aplica-
cidén que cumpla ciertas propiedades es una distancia. Se com-
prende pues que hay muchas formas de definir distancias y por
consiguiente iIndices de desemejanza que sean menos restricti-
vos qgue una distancia, como son las disimilaridades. Veamos

algunos métodos de construccidn.

1.3.1. Construccidn de una disimilaridad

Una disimilaridad es el indice mds sencillo de los usa-
<

dos en el sentido de que sb6lo se cumplen las propiedades A, B',
C, de tal manera, que no puede ser considerada como una distan
cia, sino s6lo como un indice de desemejanza. Estos indices
son Gtiles cuando queremos comparar individuos de una pobla-
cién que wvienen caracterizados'por variables dicotdmicas, como
pueden ser las variables que toman valores cero o uno segin

esté ausente o presente un caricter en el individuo en el cual

estd definida esta variable.



Las disimilaridades se definen en dgeneral a través de si
milaridades que no son mas gque una forma, comoﬁsu nombre indi
ca, de cuantificar la semejanza entre individuos en base a da
tos cualitativos. Veamos como podemos definir algunas sinila-

ridades.

Dados dos individuos de una poblacibn, wi,wj Yy n varia-—
bles aleatorias definidas sobre cada individuo que toman los
valores cero o uno, segln est& presente o ausente un determi-

nado carédcter, podemos formar una tabla de frecuencias:

W
1 0
1 aij blJ
W,
0| c, da..
i] 1]

donde aij es el nlmero de caracteres presentes simult&neamen-

te en los dos individuos, dij el nlmero de caracteres ausentes
-en los dos individuos, bij el nlimero de caracteres ausentes en
wj Y presentes en Wi cij el nfimero de caracteres»presentes en

Wj y ausentes:en wi , D + b.. + Ciu ¥+ aij el nGmero de

a..
13 1] J
variables aleatorias indicadores de los caracteres estudiados.

Una similaridad la podemos definir como una aplicacién

s : Qx 8 R
definida de la siguiente manera:
A) sij =‘s(wi,wj) = fn(aij’bij'cij) wi,ijEQ (2)
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con sij no dependiendo de dij’ pues agfiadiendo caracteres
arbitrarios no comunes a Wi wj, podriamos falsear las
similitudes entre los individuos, pues las dobles ausen-

cias no suelen implicar analogias.

B) fn ha de ser mondtona creciente en aij pues al aumentar
los caracteres comunes ha de aumentar el fIndice de simi-
litud.

C) fn ha de ser mondtona decreciente en bij V4 cij pPoOr razo-

nes obvias.
D) fn ha de ser simétrica en bi' Yy c.., es decir:

J ij

A partir de una similaridad podemos definir siempre una

disimilaridad como una aplicacién

d: x 8 R
de la siguiente manera:
dij = d(wi,wj) =0 - S (wi,wj) , wi,wj € (3)

donde a_  es el miximo de £ (Q) que existe, pues £ () es fi
nita. Podemos comprobar que estd bien definida pues posee las

propiedades A, B' y C.
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La mayor parte de los coeficientes de similaridad estén
comprendidos entre 0 y 1, tomando el valor 0 cuando todos los
caracteres de Wy estén ausentes en wj y el valor 1 cuando to-

dos los caracteres de Wy esté&n en wj y viceversa.

A continuacidén se exponen algunos de los coeficientes de

similaridad mas usados:

a+d .
S,] = a+_b:-c—;‘a (Jokal y Michener) (4)
S, = —a+d (Roger Tanimoto) (5)
2 7 a+2b+2c+d g b4
2a+24d
S3 = Zasbrorza  (Jokal y Sneath) (6)
s, = a (Jaccard) (7)
4 T a+b+c
S, = —2 (Rusell y Rao) 8
5 7 a+b+c+d use y Rao (8)

Como podemos observar las disimilaridades obtenidas a par
tir de estas similaridades no tienen porqué tener la propie-

.dad triangular.

Otra disimilaridad definida por Gower (1971) a través de

las variables X1, X2, ceay Xn, cuantitativas y cualitativas,

es:

dij = d(wi,wj) = 1/n

([ e B

1/Rh l Xip = X3h (9)

h=1

donde Rh es el recorrido de Xh'
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1.3.2. Distancias definidas a través de una norma

£

Si existe una aplicacidn

£f : Q E

siendo E un espacio vectorial normado, podemos definir en

una distancia de la siguiente forma natural:

alw,, Wj) = || £(wy) ~ f(wj)H

W., W. € Q
1 J
donde || . || -simboliza  la norma en E.

Si una norma cumple que

12

| Hxey (]2 + lx=y 1% = 2(]|x[|% + |Iy}|D (10)

puede ser construida a partir de un producto escalar, es la
conocida regla del pdralelogramo (Collatz f1966)), por lo tan
to toda disténcia en @ definida a través de dicha norma es eu
clidea en el sentido dado por la propiedad F. Esta es una con
dicidén suficiente para dicha propiedad, pero no necesaria pues
es bien sabido que hay normas gque no cumplen esta condicidn y
sin embargo a través de ellas se pueden definir distancias eu
clideas en 2, en el sentido de la propiedad D. Asi, por ejem-
plo si tenemos un conjunto @ con dos elementos, le podemos
asociar dos puntos de un espacio normado que no cumplan 13‘
propiedad del paralelogramo y evidentemente esos dos puntos

son encajables en el espacio euclideo de dimensién 1, conser-—

vando la distancia primitiva.
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Veamos algunas distancias definidas a través de una nor-
/

ma.

Si tenemos una poblacién Q y en ella tenemos definida n
variables aleatorias Xir X500, X , podemos asociar a cada in
dividuo Wy de Q un elemento de R" X, = (X1(wi), X2(wi),....,
Xn(wi)) = (xi1, Xiz"""xin) y definir una diséancia entre

Wiy wj de la siguiente forma:

t
dlwy,wy) = x5 - lel = M(xi—xj) (x;-x5) (11)

que es la distancia euclidea normal entre dos puntos de rR" de

coordenadas X, Y Xj‘

Esta es la distancia que usamos en el An&lisis de Compo-
nentes Principales (Pearson (1901)). Tiene dos inconvenientes
fundamentales: primero que es’sensible a cambios de escala de
las variables, este problema se puede solucionar tipificando-
Las; segundo que no tiene en cuenta la posible dependencié en
tre ellas, es por ello que esta distancia se usa cuando es

desconocida la matriz de varianzas-covarianzas.

Se han definido distancias que tratan de subsanaf estos
problemas, pero es Mahalanobis (1936) quien introduce una dis
tancia que es casi siempre la mds adecuada para distanciar po
blaciones estadisticas en las gue haya definidas X1, Xé,....,
Xn variables aleatorias que se distribuyen segfin' una normal
conjunta, bajo la hipbtesis de que todas las poblaciones ten-

gan la matriz de varianzas-—covarianzas, I comdn. .
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Sean W,y wj“dos poblaciones estadisticas y Mi Y ﬁj los

, .
vectores columna n-dimensionales, cuyas componentes son las
espéranzas de las variables aleatorias definidas en L wj,
si I es la matriz de varianzas-covarianzas de las variables,

comin a ambas poblaciones, entonces la distancia de Mahalano-

bis entre w. ¥ wj viene definida por:

dlw;, w,) = (M, - M,)E 31

; My (m; - M) | (12)

En el caso de que la matriz I sea singular-z_1 se susti-
tuird por una matriz inversa geﬁeralizada I~, siendo la dis-
tancia independiente de la inversa generalizada usada. En el
caso de gue las medias tedricas de las variables definidas en
Wi wj sean desconocidas se sustituir@n por sus estimaciones

maximo-verosimiles y cuando I sea desconocida la sustituire-

mos por una estimacibdn insesgada de la misma.

Las’propiedades mas importantes de la distancia de Maha-

lanobis son:

1) Es invariante por transformaciones lineales no singulares
de las variables, en particular es invariante por cam-

bios de escala.

2} Si indicamos por Dn la distancia referida a las varia-
bles X1,X2,....,Xn y Dm la distancia referida a las va-
riables YT‘YZ"""Ym’ entonces _n%m' la distancia calcu

lada con todas las variables XT,XZ,...,Xn,Y1,Y2,...,Ym}

verifica,
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) (13)

En el caso de gue las X1,X2,...,Xn sean ihdependientes

e 2 .2 2
de las Y1,Y2,...,Ym, se verifica que Dm+n = Dn + Dm.

3) Cuando la distribucidn de las variables es la de una nor

mal multivariante, el estadistico

J D (14)
n (Ni + Nj) (Ni_+ Nj - 2)

VvV =

dohde»D%:es la estimacién de la distancia al cuadrado,

sigue cuando Mi = M., una distribucién F con n y

JI
Ni+Nj-n-1 grados de liberxtad, donde Ni Yy Nj son los tama
flos muestrales para las poblaciones W, Y wj Yy n el nGme-

ro de variables observadas.

La distancia de Mahalanobis juega un papel fundamental
en el Andlisis Multivariante, principalmente en el Andlisis

Canbnico de Poblaciones y Andlisis Discriminante.

La distancia de Mahalanobis es la distancia mds importan
‘te definida a través de una norma y que ademds estd asociada

a un producto escalar, es por lo tanto euclidea en el sentido

de la propiedad F.

La distancia de Mahalanobis puede usarse también aunque
las poblaciones no sean normales multivariantes o no sean co-

munes las matrices de varianzas-covarianzas, pero entonces,
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generalmente son desconocidas las distribuciones de las esti-

maciones de dicha distancia.

Siguiendo la misma filosofia de definir distancias a tra
vés de normas, podemos definir la distancia de Minkowski, que

est8 basada en la norma de Minkwoski

n 1/r
x|l = [): Ixhlr] x € R (15)
h=1
Y su expresibn es:

n r 1/x

d(wi,wj) = [hi1 lx5 - th‘ ] r €N (16)
Para el caso r = 1, la expresidén de la distancia es:
n

d(Wier) = hE‘] Ixih = xjhl (17)

gque es la llamada distancia ciudad y fue usada por Prevosti

'et al (1975) en aplicaciones a la genética.

La distancia de Minkowski para el caso r = 2 es la distan
cia euclfidea ordinaria. Para el caso r = 2 la distancia no es
euclidea puesto que la norma que la define no puede expresar-
se a través de un producto escalar, pues no cumple la regla

 del paralelogramo (Cuadras 1(1981)).

Otro ejemplo de distancia definida a través de normas es

la distancia de Tchebychef, cuya expresién es:
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d(wi,vj) = mﬁx. Ixih - thl (18)

la norma usada para esta definicién es:

x|l = mﬁx. by | x €R"

{19)
que se pueée considerar como un caso particular de la distan-

cia o norma de Minkowski, cuando r » o,

Hemos dicho que una distancié definida a través de una
norma que venga definida por un producto escalar es una condi
cidén suficiente pero no necesaria para que la distancia defini
da en Q verifique la propiedad F. Veamos seguidamente una con
dicidén necesaria y suficiente para que una distancia definida

en @ cumpla dicha propiedad.

Sea d una distancia definida en una poblacién finita & =

#

{WT,WZ,...,Wn}; definamos una matriz A = {aij), con aij =

2 ' R . .
-1 dij y dij = d(wi,wj),.eV1dentemente A serd una matriz si

métrica de orden n y con ceros en la diagonal principal, si

ademis llamamos In a la matriz identidad de orden n y a E ﬁn
vector columna de n unos, E = (1,1;....,1)t, entonces la ma=-
triz B = HAH, con H = In - 1/n EEt es sémidefinida positiva
de rango m ; n-1, si y solo si la distancia cumple la condi-
cidn de euclideanidad en el sentido de la propiedad F, es de-
cir es posible encontrar Pi (i=1,2,...,n) puntos de Rm, de

coordenadas conbcidas, tal que d m
‘ R

d m la distancia euclidea definida en R". Las coordenadas de
R :

(Pi,Pj) = d(wi,wj) con
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Pi se llaman coordenadas principales para la distancia d, de-

finida en {Cuadras (1981)).

1.3.3. Identificacidn de individuos como puntos de una varie-—

dad riemanniana

Otra forma de definir una distancia consiste en identifi
car a los individuos de una poblacién Q con los puntos de una
variedad riemanniana M, definiendo la distancia entre los indi
viduos Wi Y wj de § como la distancia riemanniana entre los
puntos a los gque estén asociados. En otras‘palabras, podemos
‘construir una distancia en la poblacién @ definiendo una apli

ﬁaciéncxinyectiva de Q@ en M,
O f [ e M

con

fl

o €Wi}

Pi' wié 2 PiE M

W

entonces la distancia en {, d, se obtiene a partir de:

siendo &M la distancia definida en la variedad riemanniana.

5i la variedad es euclidea, esto es, si existe una trans
formacidn admisible de coordenadas tal gque reduzca el campo

tensorial métrico a un campo tensorial constante, entonces la
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distancia es euclidea en el sentido de que viene definida por
un producto escalar. Esto en general no se cumple si la varie

dad no es euclidea.

Una medida de la euclideanidad de la variedad nos la da
la curvatura riemanniana gue es nula cuando el espacio es eu-

clideo.

Como ejemplo de distancias definidas por este método es-
tdn las distancias definidas a través del concepto de informa
cidn o entropia. Este método fue introducido por Burbea y Rao
(1982) que definen el funcional entropia, H$; mediante la in-
iegral de una funcidn ¢, real, de valores no ﬁegativas y de

(2

clase C'“. El funcional entropia H¢ viene dado.por la expre-

sidn:
H¢(f) = - IA ¢(£) du ' - {21)

donde U es una medida o-finita y aditiva definida sobre una
c-algebra de subconjuntos del espacio medible A, f es una fun

cidén de densidad paramétrica definida sobre A.

A partir del funcional H¢ se puede definir una métrica
riemanniana entre funciones f= f(x,e); con 6 = { e}, 62,...,GnL
cada una de las cuales representaria una poblacidén a distanciar

y donde el tensor métrico vendria definido por:

935 = Fx0" () (D(E))  (D5(£) au 22
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siendo Diif} N4 Ds(f} las derivadas parciales de f respecto de

6, ¥ éj respectivamente. El elemento de linea es:

h h
ds = )} L .. 4 8, 4 6, 23
\ =1 5§21 913 i 3 (23)

En la actualidad se investigan métricas definidas a tra-

vés de las funciones ¢

(o - ?)_T(XQ - X} si o =1

$ = . . (24)
x In x si o = 1

con ellas se trata de definir distancias entre funciones de

densidad paramétrica.

Para el caso o = 1 la funcidén ¢ viene definida por
d{x) = x In x, el funcional H¢ gue obtenemos es el funcional
de entropia o informacién de Shannon. En este caso, las compo
nentes del tensor métrico para una determinada familia de fun
.ciones de densidad paramétrica que obtenemos a través de este
funcional H, coinciden .con las componentes de la matriz de ig

formacién de Fisher.

Suponiendo la clase de funciones de densidad normales mul
tivariantes con matriz de varianzés;covarianzas constantes, la
matriz de informacién de Fisher coincide con la matriz inger-
sa de varianzas—covarianzas‘y por consiguiente la distancia
definida a través de la matriz de informacién de Fisher coin-

cide con la distancia de Mahalancbis.
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Con la matriz de informacidén de Fisher se han obtenido
distancias para la familia de distribuciones multinomiales
(Bhattachanyya (1946)) y para la familia de distribuciones
multinomiales negativas (Oller y Cuadras (1985)), entre otros

casos.

1.4. CONCLUSIONES

Esta breve introduccién pone de manifiesto la gran canti
dad de iIndices y distancias definidas en la literatura cienti
fica, todas ellas correctas desde el punto de vista matemiti-
co, como ya quedd claro desde los trabajos de Lobachewsky y
Boylai en el siglo pasado, donde se mostraba la posibilidad de
construir varias geometrias distintas de la euclidea, todas

ellas formalmente validas.

Cuando nos planteamos la necesidad de definir una distan
cia para analizar datos concretos, .se nos presenta el proble-
ma de qué distancia elegir. Al decidirnos por una distancia
determinada corremos el riesgo de que ésta se elija por permi-

‘
tirnos interpretar los resultados de acuerdo con las ideas que
se tenian ya preconcebidas, en cuyo caso la distancia no re-
sulta de mucha utilidad pues no nos aporta, esencialmente, mas
informacién de la que ya poseiamos. También puede ocurrir que
se defina una distancia por ser la que mis conclusiones nos
permite obtener. Este punto de vista, aunque quizds defendido

por algunos desde un punto de vista pragmidtico, no parece de-

masiado satisfactorio, ya que esta forma de proceder puede in

troducir resultados que no se fundamenten con la realidad.
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Mientras que el problema de la eleccién de la distancia
més apropiada en la variedad espacio-tiempo, se puede resol-
ver a nivel experimental, ya que el espacio fisico es percep-
tible a través de nuestros sentidos, los datos con los que se
trabajan en las Ciencias Biolb6gicas, en particular en Medici-
na, al no poder ser observados directamente por aquellos, no
nos es posible comprobar empiricamente si la geometria emplea

da es la adecuada.

- Es ciertamente dificil daf un criterio para definir la
distancia m&s adecuada, no obstante se pueden apuntar algunas
propiedades que seria aconsejable poseyeran las distancias.
Como ya hemos dicho una distancia sirve para estudiar las ana
logias y las diferencias entre los objetos distanciados, es
por ello que una distancia deberia estar basada en la informa
cidén que sobre las analogias y diferencias entre los objetos
poseyéramos. Esto significa que la distancia no solo depende-
ria del objeto observado y del observador, sino que depende-
ria fundamentalmente de las propiedades formales del proceso
de observacidn, que vendrian caracterizadas por la funcidn de
densidad o distribucién involucrados en éicho proceso. A su
vez, la informacién viene definida matemidticamente a través

de un funcional de las mismas. (Shannon (1948), Burbea (1982)).

También seria deseable que la distancia poseyera buenas
propiedades matemlticas de invarianza; deberia ser invariante
frente a transformaciones admisibles de las variables aleato-

rias, ya que una transformacién admisible de las mismas no de
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be alterar la informacidn que poseemos sobre el sistema obser
vado, al no ser mds que en el fondo un cambio de escala yrde—
beria ser invariante frente a transformaciones admisibles de
parametros, ya que la misma no altera la distribucibén de las
variables, al ser s6lo un cambio en la forma de referenciar
la funcién de distribucién. También puede éer interesante que
la independencia estoc8stica fuera interpretable en términos
geométricos, como ocurre en el caso de la distancia de Méhalg
nobis y distribucién normal multivariante de las variables,
donde la independencia estocdstica es equivalente a la ortogo

nalidad.

AGn con todo, la eleccién de la distancia mis apropiada
resulta dificil, pues puede haber muchas distancias que enca-
jen con las ideas anteriores, en este caso parece 1l6gico deci
dirnos por aquella distancia que tenga un tratamiento matema-

tico mas sencillo.

En esta memoria se ha desarrollado una distancia entre
modelos lineales normales, tanto para el caso univariante, co
mo para el caso multivariante, con matriz de varianzas-cova;
rianzas constante para el caso multivariante y constante y va
riable para el caso univariante, usando la distancia inducida
por la matriz de informacidén de Fisher. que puede ser defini-
da a partir del concepto de info;macién de Shannon. Ademdas la
distancia asi obtenida, posee propiedades matemiticas que es
conveniente satisfagan las distancias, como es, invarianza

frente a transformaciones admisibles de variables aleatorias
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y pardmetros y relacién entre independencia estocdstica y or-

togonalidad.

Los estimadores de estas distancias sigquen distribucio-
nes conocidas, por lo que se han empleado para comparar mode-—

los lineales mediante contrastes de hipdtesis de la forma:

H : Los modelos a comparar son iguales si y s6lo si la suma

de las interdistancias entre ellos es nula.

H1: Los modelos a comparar son distintos si y s6lo si la su-

ma de las interdistancias entre ellos es mayor que cero.

Finalmente se han usado estos resultados para distanciar
curvas de glucemia e insulina en nifios a los gque se les reali
z6 una TTOG, explicando la utilidad de estos resultados en la
clasificacidén y diagndstico de diabetes y situaciones predia-

béticas.
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Este capfitulo esti dividido en tres partes, en la prime-
ra se describen los métodos estadisticos referidos a modelos
lineales, en la segunda se hace una breve resefia de la geome-
tria riemanniana y en la tercera se citan brevemente las téc-
nicas de tratamiento de datos: An&lisis de Coordenadas Princi

pales y Taxonomia Numérica.

2.1. MODELOS LINEALES

A continuacidn se exponen definiciones y resultados de
teoremas referidos a la teoria de modelos lineales, el tema
~puede ampliarse viendo Scheffé (1959), Searle (1971) o Seber

(1977) .

2.1.1. Introduccidn

Cuando tenemos un grupo de variables aleatorias y quere-
mos encontrar una relacidén entre las mismas que nos permita
predecir el valor de una de ellas conocidas las demis, se -
cbnstruyen modelos que, en general, contienen una parte deter
minista, controlable por el experimentador y una pérte aleato

ria que depende de otras causas no controlables.
Matemiticamente estos modelos vienen expresados por
y =f (x, B) + e (1)

donde y es la variable observada, £ (x, B) es una funcibén que

representa la parte determinista y e es una. variable aleatoria

que representa la parte no controlada o error del modelo.
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2.1.2. Modelos lineales univariantes

Seguidamente, vamos a desarrollar el caso particular en
el cual la variable observada es una variable aleatoria univa

riante.

2.1.2.1. Definiciones

Un modelo lineal es una ecuacidén matricial del tipo,

*

y:XB+e (2)
donde las cuatro matrices representan lo siguiente:

a) y es un vector columna y = (y1, Yor ey yn)t, cuyas com
ponentes son una muestra aleatoria simple de la variable

aleatoria obsexvada.

7Y
(AN

b) X es una matriz, X = (xi‘); 1< i n; 1 3 £ m, cuyos
elementos propone el investigador y que depende de las
condiciones experimentales. A esta matriz la llamamos ma

L

triz de disefio.

c) B es unyﬁector columna B =(B1, 82, cvey Bm)t, cuyas come
ponentes son los pardmetros desconocidos y que llamare-

mos parametros de la regresidn.

d) e, es un vector columna e = (e1, €pr e en)t, cuyas com
ponentes son variables aleatorias que representan los

errores o desviaciones aleatorias de las observaciones.
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A

Debemos supéner que ey, 1 ¢ 1 n son variables aleato-
s
rias estocasticamente independientes de media 0 y varianza
. 2 . . . . .
constante e igual a ¢°. Si ademés e; sigue una distribucidn

normal, llamamos al modelo lineal, modelo lineal normal.

Supongamos que existen K condiciones experimentales dis-
tintas y que tenemos n; réplicas de la condicién experimental
i-ésima, entonces, para simplificar los c&lculos, en lugér de
usar la matriz de disefio X podemos usar la matriz X  que re-
sulta de eliminar las filas repetidas y que llamaremos matriz

de disefio reducida.

En caso de usar la matriz reducida el vector y de obser-
vaciones lo sustituiremos por el vector columna y =
— — . .

= (y1, Yor «eey yk) ; cuyas componentes son las medias de las

observaciones dentro de cada condicifn experimental.

A los nlmeros de réplicas Dys Doy eeey Dy los disponemos

en una matriz diagonal

<o
{
U
ot
WQ
)
b

Nor o eeey nk)

o]
[

= n1 + n2'+ ceas + nk

Si Ny =0, = ... =1, al modelo se le llama balanceado.
Al rango de la matriz de disefio le llamaremos rango del

disefio. Si el rango del disefio es igual al nlmero de parime-

tros, entonces diremos que el disefio es de rango méximo.



29

2.1.2.2. Estimacibn de par&metros

La estimacién de los parlmetros la realizamos por el mé-
todo de los minimos cuadrados, calculando los valores 8 =

= (81, Bz, ey Bm)t, que hagan minima la funcién
t
L (B) = (y-XB) ~ (y-XB) (3)

La estimacidén minima cuadrdtica de los par&metros del di

sefio es la solucidn del sistema de ecuaciones

xtxg=xty (4)

X~ DX B =X Dy (5)

A los sistemas (4) y (5) les llamamos sistemas de ecua-

ciones normales.

Si el disefio es de rango maximo, la estimacidén minima

cuadritica de los pardmetros es fnica e igual a

xtx-T xty | (6)

™
"

™ ¥
i}
o~
b

Dy (7)

Si el rango de la matriz de disefio es menor que el niime-

ro de parametros, las estimaciones son

8= (xF 0" xFy o (8)
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é:(x DX ) X Dy (9)

donde (Xt X)), (Xr D Xr)- son respectivamente las g-inversas

t o x).

t
de (X~ X)., (Xr r

Cuando los modelos son lineales normales, la estimacidn
minimo cuadrdtica de B coincide con la estimacibn miximo vero

simil.

2.1.2.3. Estimaciébn de la varianza

Se llama suma de cuadrados residual, Roz, a la norma del

vector y - XB, siendo X la matriz de disefio, es decir,

R 2 - (y-x8)F (y-x8) (10)

A partir de la suma de cuadrado residual podemos obtener

un estimador insesgado de la varianza del modelo.

g% - ROZ / (n-r) (11)

donde r es el rango del disefio y n el tamafio de la muestra.

Si el modelo es lineal normal, podemos demostrar que el
estadistico_Ro2 / 02, sigue una distribucibn ji - cuadrado

con n-r grados de libertad (Scheffé& (1959)).
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2.1.2.4. Hipbtesis lineales. Condicibn de demostrabilidad

Una hip6tesis lineal sobre los pardmetros de un disefio

B = (Byr Bys ---4 By) es una restriccidén lineal de los pardme

tros definida por una ecuacidn del tipo
HB =0 (12)

donde H = (h..) 1
1]

de los parametros.

A
[
A
o
~e
-
IA

j £€my B es el vector columna

VDecimos que una hipdtesis lineal es demostrable cuando se
cumple que el subespacio V = {u € R" / u = X8, 8 & R, HB = 0}

estd contenido estrictamente un U = {ueR™ / u = XB8}.

Una condicidén suficiente para que una hip6tesis lineal
sea demostrable es que el subespacio vectorial engendrado por
las filas de H este contenido en el subespacio vectorial engen

drado por las filas de X.

Una condicidn necesaria y suficiente para que urma hipéte
sis lineal sea demostrable, es gque alguna combinacién lineal
de las filas de H no nula sea combinacién lineal de las filas

de X (Scheffé&, 1959).

2.i.2.5. Teorema fundamental del An&lisis de la Varianza

Cuando proponemos una hip6tesis lineal demostrable

HB = 0, con rango H = t, el modelo (2) se puede reparametrizar
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obteniéndose una nueva matriz de disefio X*, cuyos vectores co
lumna engendran un subespacio vectorial propio del subespacio
vectorial engendrado por los vectores columna de la matriz X.

La expresidn de este nuevo modelo es:
y = X* 0 + e (13)
siendo,
B = (81, Oy <ees Gp) p= r-t {14)

los pardmetros del modelo reparametrizado. Igual que en el mo
delo primitivo se pueden obtener las estimaciones de los pard
metros 6 a través de las ecuaciones normales, cuyas solucio-

nes son:

t t ot

6 = (x*% x%)7! x* .

y 6 8 = (X, *° D Kr*)"1 X Dy (15)

siendo Xr* la matriz de disefio reducida del nuevo modelo. En
A t t .

este caso la matriz inversa de X*~ X* ; Xr* D Xr’ siempre

existe, ya que por construccibén el nuevo disefio es de rango

maximo.
La suma de cuadrados residual bajo Ho seré:

RZ2 = (y - % 0)F (y - x* 9) (16)

Si el modelo es lineal normal y se cumple Ho, los esta-

disticos R12 / 02 Yy (R12 - ROZ) / 02,‘siguen una distribucién

ji-cuadrado con n-p y t grados de libertad respectivamente,
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siendo p el rango de la matriz X* que ‘como vemos en (14) es

igual al nGmero de parémetros del nuevo modelo.

Por otra parte, también bajo Ho, R12 - R02 Yy RO2 son in-

dependientes.

Como consecuencia de esto, se tiene que el estadistico,

) ,
(R - R )/t
F o= — o (17)

R,> / (n-r)

sigue una distribucién F de Fisher-Snedecor con t y n-r gra-

dos de libertad.

2.1.2.6. Tabla general del Anflisis de la Varianza

Si queremos contrastar la hipStesis demostrable Ho' con
nivel de significacidén e, seguiremos el criterio de decisidn
qué nos proporciona la tabla general del an&lisis de la va-

rianza (Searle, 1971).

Tabla
Grados de Libertad Suma de Cuadrados Cuadrados medios
Desviacidn 2 2 2 )
de Hy ; R, - Ro (Re? - R, /e
Residuo n-r Ro2 2y
- o Ro”/(n-x)

Si el cociente (17) es mayor que K, siendo K tal que

P (F€ >K) = €y F_ una variable aleatoria F de Fisher-Snedecor
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con t y n-r grados de libertad, entonces se rechaza la hipb-

tesis HO Yy en caso contrario se acepta.

2.1.3. Modelos lineales multivariantes

En este punto vamos a desarrollar el caso en gque la varia-

ble aleatoria observada, es multivariante.

2.1.3.1. Definiciones

Un modelo lineal multivariante viene definido por una

ecuacidn matricdial del tipo
Y = XB + E (18)

donde las cuatro matrices representan lo siguiente:

WA
A

7Y

a) Y es una matriz Y = (yij); 1 i< n; 1 3 p. cuyas
columnas son muestras aleatorias simples de p variables

aleat'iorias:.3[:.L que llamamos variables observables.

b) X es una matriz X = (x,:); 1 £ i <n; 1 <3 <£n, cuya

construccibébn y significado es el mismo gue en el caso

univariante, También la llamamos matriz de disefo.

[L74%

¢) B es una matriz B = (bij); 1

vectores columna B, tienen el mismo significado que en el

ism 1 <3< p, cuyos

caso univariante para la variable Yi observada.
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(7%
A
A

d) E es una matriz E = {e,.}; 1 if£n;1 i & p, cuyos
vectores columna Ei son variables aleatorias que repre-
sentan los errores o desviaciones aleatorias de las ob-

servaciones correspondientes a la variable Y-

Se supone que las filas de E son variables aleatorias de
esperanza 0= (0,0,...,0) v con matriz de varianzas covarian-
zas I, comin para todas las filas. Si ademés cada fila sigue
una distribucién normal multivariante N (O, I), el modelo se

llama lineal normal multivariante.

Si s6lo existen K condiciones experimentales distintas
con n, réplicas de la condicién experimental i-&sima, enton-
ces podemos, como en el caso univariante, usar en lugar de la

matriz de disefio X, la matriz de disefio reducida Xr'

En su caso, la matriz Y de observaciones, la sustituire~
mos por la matriz Y, cuyas filas son los vectores de componen
tes, las medias de las variables muestrales de cada condicién

experimental.

Los nfimeros de réplicas N, Ny, «.., n;, se disponen co-

mo en el caso univariante en una matriz diagonal,

‘D - aiag“ (n’i’ nzf sy nk) s o= n,§+ﬁ2+..tfnk

Cuando n, = n, = ... = n., al disefio también se le llama
balanceado.. Si el rango de X es igual al nlmero de filas de

B se le llama disefic de rango méximo.
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2.1.3.2. Estimacién de los par&metros

La estimacién de los parémetros de la matriz B la reali-
zamos estimando sus vectores columna Bi' que los podemos con-
siderar como los vectores paramétricos de los modelos linea-

les univariantes
Y. =XB, + E, S (19)

que componen el modelo lineal multivariante. Las estimaciones
de los parametros son las soluciones de las ecuaciones norma=

les

O

(20)

en caso de usar la matriz de disefio reducida.

S5i el rango del disefio es mé&ximo, la estimacidén de la ma

triz de parémetros B es:

| B
6 A | (21)
B

1
=
ct
s}
I
A-—h
>
]

"
%

si usamos la matriz de disefio reducida. En caso contrario, en

las expresiones (21) pondremos, en lugar de las matrices in-
. . t - t -

versas, las inversas generalizadas (X X) ; (X~ D Xr) en

la primera y segunda ecuacidn respectivamente.
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2.1.3.3. Estimacién de la matriz de covarianzas

Si consideramos al modelo lineal multivariante

Y =XB + E (22)
como p modelos univariantes
Y. = X B, + E, (23)
i i i
la suma de cuadrados residual para cada uno de estos es:
R2 (i) =R (i,i) =(v, - X B)C (¥, - x B,) (24)
o) o ! i i i i
Si ademds a la suma de productos cruzados lo denotamos por
Ro‘(i,j), tenemos que
R (i,3) = (Y, - x B,)® (¥, - x B.) (25)
o ! i i i j
A la matriz
Ro=(rij)
rij = R, (i,3) (26)

la llamamos matr}z residual del modelo lineal multivariante.

Por otra parte, como ya hemos visto en 2.1.2.3.,
RO (1,1)/(n-r) es un estimador de la varianza de Y,. Ademas,
es facil ver que RO (i,3)/(n-r) es un estimador insesgado de

la covarianza de Yi' Yj Yy la matriz
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= —— R (27)

es una estimacidén insesgada de la matriz de covarianzas I. Ro

sigue una distribucidn de Wishart Wp (£, n-r) (Rao (1973)).

Como en el caso univariante podemos formular hipétesis

lineales, definidas por ecuaciones del tipo
HB =0 (28)

con H= (h,.,); 1T s$i<g+t;1<£3j<<mn yB lamatriz de paréme-
tros. Las condiciones de demostrabilidad son las mismas que

para el caso univariante.

Bajo la hipbtesis lineal H B = 0 obtenemos una reparame-—
trizacidn del modelo original con una nueva matriz de disefio

X*,., La nueva expresién matrial es:

Y = X* C + E (29)
Siendo:

X¥* = (xij) 1 £ 1 € n; 1 <3 2q

C = (cij) 1< 1i<qg; 1<3<p

y el rango de la matriz X* mdximo por construccién.

La estimacidn de la matriz de pardmetros C se obtiene me

diante las ecuaciones:
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(x+* xf)'1 x*% y

e} (30)
(Xr* D Xr ) Xr DY

(o)
|

1>
1

si se usa la matriz de diseiio reducida en el modelo (29).

Las sumas de cuadrados y productos cruzados del modelo

{29) son:

”»

i,9) = - X* C, . - X* C, 3
Ry (i,3) = (¥; - X* C;)° (¥, - X* C) (31)

~

donde Ek son los Qectores>columna de la matriz C

Sea R1 la matriz

Ry = (ri*j) (32)

si 1a hipStesis lineal (28) es cierta y el modelo lineal mul-
tivariante es normal,»R1 sigue una distribucidén de Wishart W -
(2; n-q) , siendo q el randO'dg X* e igual al nilimero de filas
- de la matriz C. Ademas R1—Ro’ sigue una distribucién de Wis-

hart Wp {Z,t), siendo t = rang (H).

Suponiendo la hipbtesis lineal cierta, R1~Ro Y R, son

estoclAsticamente independientes.

Los contrastes de hipStesis lineales en el caso multiva-
riante pueden resolverse de diferentes formas, una de ellas

es el criterio de Hotelling basado en el estadistico.
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V = traza {}R1—Ro) Ro-?] | (33)

Si tenemos dos modelos lineales multivariantes con la
misma matriz de varianzas-covarianzas.

Y1 = 1.u1 + E1

(34)

Y, = 1.u2 + E2

siendo: 1 el vector columna de n unos

_ 1 q
Yo =y gr ceer ¥q7y)

= 1 q
Y2 - (yz ig * . » F YZ i)

(u11, csns u1q)

T
s
#

i 1 q'
By = (u2 roeeer UyT)

1

- g
E1 = (e1 10 e €y i)

- T q
E2 = (e2 AR i)
1 £ i <n

y queremos contrastar la hipbtesis

frente a

usaremos el estadistico (33) que sigue, si HO es cierto, una

distribucibn T2 de Hotelling, cumpliéndose que,
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2 (2 n-g-1)

F=T 2 q

(35)

sigue una distribucién F de Fisher con q y 2n-p-1 grados de

libertad (Anderson (1958)).

2.2. INTRODUCCION A LA GEOMETRIA RIEMANNIANA EN UNA VARIEDAD

En el presente punto se pretende hacer una breve resefia
de la geometria riemanniana, dando un enfoque intuitivo de la
misma y ofreciendo el planteo y resultado de algunos proble-

mas.

2.2.1. Definiciones

Dados dos puntos P y P' de una variedad M, infinitesimal

1

‘mente préximos y con coordenadas X = (X', ..., X7), x + d x =

= (x1 + d xl, ceny x* 4+ d x?), la distancia entre ellos al

cuadrado viene dada por la forma cuadritica diferencial

“as? = 1 95 axt ax? (36)
i3 4 ‘
0 abreviadamente
as? = g.. ax* axd
. ij

en caso de usar el convenio de sumacién de indices repetidos.

A ds la llamamos elemento de arco.
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En cada punto de la variedad, gij define un producto es-
calar en el espacio tangente a la misma en dicho punto.

La longitud entre dos puntos P yQ de una variedad, medi-

da sobre una curva C de parametro t, viene dada por

‘ i J
_ et dx dx
d. = ftg \/;ij at~ ac 9t (37)

La distancia entre los puntos P y Q se define como el in

fimo del conjunto de las longitudes entre ellos, medidas so-

bre todas las posibles curvas que los unen.

Las curvas que hacen minima la integral (37) se llaman
geodésicas, las cuales no siempre existen globalmente (en to-

da la variedad) pero si localmente (Hicks (1974), Spirak (1979)L

La variedad M es euclidea si y s6lo si es posible efec-
tuar una transformacidén de coordenadas tal, que el campo ten-
sorial métrico, quede reducido a un campo tensorial constante.
En este caso, siempre serd posible encontrar un sistema de re

¥

ferencia tal, que la distancia entre dos puntos de coordena-

das P :A(XT, x2, «sey Xn) Yy Q = (y1, Y2

2.2.2. Simbolos de Christoffel

7 ey yn).viene dada

por

2 i i,2
Lo(xt-yh) ‘ (38)
=1

En este apartado introducimos algunas combinaciones de

las derivadas parciales de gij’ gue son conocidas como los
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simbolos de Christofeel.

Al conjuntd de funciones

L. 1
l]rK = 7 (Dj gik + Di gjk - Dk glj) (39)

1 ¢ i, j, ¥ € n, se denominan simbolos de Christoffel de pri-

mera especie y al conjunto de funciones definidas por

ka T.. . (40)

se denominan simbolos de Christoffel de seqgunda especie, sien
k .
do g % 1as componentes de un tensor contravariante de segundo

orden, tal que

ka‘

i
O

Jep 9 ek (41)

5 =$1€“—‘“=:)a:k (42),

ek 1y = e = k

Tanto en la expresidn (39) como en la (40) hemos usado

el criterio de sumacibén de indices repetidos.

2.2.3., Cdlculo de las geodé&sicas

Como hemos dicho en 2.2.1. una geodésica es una curva so

bre la cual la integral (37) se hace minima localmente.
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Utilizando las técnicas propias del célculo'de variacio-

nes, mediante las ecuaciones de Euler, obtenemos el sistema

de ecuaciones diferenciales

donde

que satisfacen dichas curvas.

Resolviendo el sistema (43),

=0 (43)

teniendo en cuenta unas de-

terminadas condiciones contorno, que vienen fijadas por los

puntos inicial y final de la curva, se obtiene la geodésica

buscada. Hay que tener en cuenta que no siempre existe solu-

cibn del sistema (43) segln condiciones de contorno fijadas.

2.3. ANALISIS DE DATOS

En el presente punto, se hace una breve exposicidn de

los métodos de representacidén de individuos de una poblacién

f respecto a unas variables observadas y que son usadas en

esta memoria.
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2.3.1. Anadlisis de Componentes Principales

Dada una poblacibén 2 de n individuos wT, w2, ey wn, ca

racterizado cada W, POr unas medidas efectuadas sobre el mis-

mo, (Xi1' Xigr +oeor X ), podemos identificar a cada w; con un

ip
punto Pi, del espacio euclideo RP con el producto escalar usual
cuyas coordenadas, respecto de un sistema de referencia carte

rianas, sean precisamente (xi1, Xior eoes Xip)’

Para poder representar geométricamente a estos individuos,
situados en un espacio p—dimensional, procedemos a hallar una
variedad lineal g-dimensional con q < p, generalmente en
g=1, 2 6 3, tal que al proyectar cada uno de los Pi de RP
sobre la misma, la configuracién de puntos resultante sea lo

mis parecida posible a la configuracidn de puntos en rP.

El criterio para obtener dicha variedad lineal consiste
en minimizar la suma de los cuadrados de las distancias de
los puntos en RP a la variedad buscada. Ademis se cumple si-
mﬁlténeamente que la suma de los cuadrados de las interdistan

cias de las proyecciones es maxima.

La ecuacidén que define la variedad lineal buscada viene

dada por

v = O + 81 Vit e+ Bq vq - (44)

donde o es un vector cuyas componentes son las medias de las

variables observadas,
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ey X)) (45)

o = (X1, X2, p

y donde

t .
vi - (V,]i!--., Vpi) (46)

son los vectores propios correspondientes a los q primeros va
lores propios, ordenados de mayor a menor, de la matriz de va

rianzas-covarianzas de las variables utilizadas.

Las proyecciones de los puntos Pi sobre la variedad li-
neal tienen por coordenadas, respecto la referencia determina-

da por a, Var sevr Voo (Yyqr c0-0 Y

q . )} ,que vienen dadas por

1q
el sumatorio,

13 'u big v ‘ (47)

Matricialmente las coordenadas de las proyecciones de todos

los puntos Pi vendrdn dadas por las filas de la matriz Y.
Y =XV : (48)

siendo X la matriz de datos, matriz cuyas filas son las coor-
denadas de los puntos Pi y V es la matriz de vectores propios,

cuyos vectores columna son los g primeros vectores propios

(46) .

Para m&s detalles sobre este tema vean {Mardia (1979,

Cuadras (1981), Hotelling (1933), Rao (1964))2
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2.3.2. Analisis de Coordenadas Principales

El Andlisis de Coordenadas Principales, es un método que
nos permite representar graficamente a una poblacién Q de in-
dividuos Wir Wor e Wog sobre lo que tenemos definida una

similaridad o una distancia.
S8i tenemos definida una distancia 4 en @

d: @ x § —e R (49)

d (w,, wi) = dy
debemos, en primer lugér, asignar unas coordenadas a los
individuos de la poblacidn { que los identifique con puntos
de RP y tal que la distancia euclidea en RP coincida con la
distancia primitiva d. El siquiente paso es realizar un An&li
sis de Componentes Principaies qgue nos permitird representar
a los n individuos de la poblacidn @, identificados ya a pun-
tos P, de RP de coordenadas (Nyqr veey nip)’ en una variedad
Iineal g-dimensional con g < p, generalmente q = 1, 2 6 3. A

las coordenadas de P. en la nueva variedad las llamamos coor-

denadas Principales.

En la practica para obtener las coordenadas principales,
a partir de la distancia (49), se sique el siguiente algorit-

mo:
1} Obtenemos la matriz,

S = (s..) (50)
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3)

4)
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con

B = (b..) (51)

conb,., =8,, - S, -—s. +s5, siendo s, y s. las medias

' ij ij i j i j

de los valores de la filla i y la columna j de la matriz
S respectivamente y s la media de todos los valores de

la matriz S.
Diagonalizamos la matriz B,

B=TD T~
u (52)

iendo D = di
siendo u la matriz diagonal Du diag. (u1, My s ; nn)
con My, Hyr weesMy los valores propiocs de B ordenados de
mayor a menor y T la matriz cuyos vectores columna son
vectores propios de B asociados a los valores propios an

tes mencionados y pi- normalizados.

Por Gltimo las coordenadas de los puntos Qi que represen
tan a los individuos Wy de @ en la variedad g-dimensional,

tienen por coordenadas Ujqr +e-r U siendo uij los ele

ig’
mentos de la matriz

U:TD*' (53)

que tiene n filas y p columnas
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La dispersidén de los n puntos en la variedad g-dimensio

nal viene dada por

2 .
.Z' di 5 = 2n (u1 + My el F uq) (49)
1,]
que se puede comparar con la dispersidn global a fin de obte-
ner el porcentaje de la variedad explicada por las g variables.
El valor de este porcentaje es

Ll,]+..‘+1l

m_ = 100 q ~ (55)
q p1 i un_1

Para ver mis detalles sobre este tema vease (Cuadras

(1981), Lefebre (1976)).

'2.3.3. Taxonomia Numérica

Si tenemos una similaridad o una distancia definida en
una poblacién 2, es posible construir una’clasificacién de los
individuos de la misma, atendiendo a sus semejanzas que vienen
medidas por la similaridad o'distancia definida en la pobla-
cidén, mediante los métodos de Taxonomia Numérica. Estos méto-
dos nos permiten realizar una clasificacién jerérquica de los
individuos de (, obteniendo sucesivas particiones de la pobla
cidén organizadas en diferentes niveles jer&rquicos y constitui

das a cada nivel, por grupos homogéneos y disjuntos de indivi-
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duos llamados clusters. A la representacidn grédfica de esta

clasificacién, la llamamos dendograma.

El grado de homogeneidad entre los grupos obtenidos, lo
valoramos mediante un iIndice llamado indice de jerarquia o

distancia fen&tica.

A continuacidén vamos a dar las definiciones formales de

estos conceptos.

Dada la poblacidén § de individuos Wor Woeooy W, decimos
que un subconjunto]f de partes de @ es una Jerarquia si se ve

rifica:

a) Dados dos elementos de H?, 0 uno de ellos estd contenido

en el otro o son disjuntos.

b) Todo elemento de # es la unién de los elementos deaf que

contiene, O no contiene a ningln elemento de # .

si € tiene como elemento a §2 y a los conjuntos formados

. por un sblo individuo, se dice que { es una jerarquia total.

A los elementos de® se les llama clusters Yy si® es una

particién de © a# se le llama clustering.

Una jerarquia# se dice que indexada si existe una aplica

cidn

it ——eRr (56)
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que cumple
a) i (H) 20, He &
b) i (H) = 0 si H={w} yweDQ
c) H' CH = i (H') < i (H)

A la aplicacién i se le llama distancia fenética o Indice

de la jerarquia

La representacidén grdfica de una jerarquia indexada es el

dendograma.

Mediante una jerarquia indexada se puede definir una dis
tancia ultramétrica en @ y reciprocamente con una distancia ul
tramétrica definida en 2, se puede construir una jerarquia in-

- dexada (Cuadras (1981)).

En la practica no se tiene, en general, una distancia ul-
tramétrica definida en la poblacién 2, por lo tanto para hacer
una clasificacién jerdrquica debemos transformar la distancia
inicial en una distancia ultramétrica de una forma razonable
y seguidamente construir la jerarquia. Los pasos para obtener
una distancia ultramétrica a partir de una distancia cualquie-

ra definida en @ se le llama algoritmo de clasificacién.

Si partimos de una distancia d definida en Q y la defor-
mamos en otra u, ultram&étrica, puede ocurrir que haya una

gran distorsién entre d y u y por consiguiente, la clasifica—



52

cibn obtenida mediante u no sea representativa de la distan-
cia d. Para medir esta distorsién se usa el llamado coeficien
te de correlacidén cofenética rc gue es el coeficiente de co-
rrelacidén entre los n (n-1)/2 pares de valores

{(d (wi, wj), u (wi, wj)) W wj e Q

Si d (w,, wj) = u (w,, wj) W ijiQ, entonces r, = 1. Va-
lores proximos a 1 indican una clasificacidn jerdrquica repre
sentativa de la distancia d, por el contrario valores bajos
de r, indican una gran distorsi®n entre las dos distancias
d y u, por lo tanto, en este caso, la clasificacibdn no es fig

ble. Interesa pues, que los algoritmos de clasificacién no de

formen la distancia original.

Existen muchos algoritmos de clasificacibn, entre ellos
estd el Método del minimo ylMétodo del maximo (Johnson (1967)),
Método del centroide y Método de la media (Sokal y Michener
(1958)}, Método de la mediana (Gower (1967)), pero posiblemen
te el mis usado de los métodos es el Método UPGMA (Unweighted
Pair Group Method Using Method Averages) descrito por Sokal

env1963.

Para ver otros resultados de Taxonomia y profundizar en
lo expuesto vease entre otros (Cuadras (1980), Cuadras y Car-

mona (1984), Arcas y Salicrd (1984), cuadras y Uson (1980f).
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Este capitulo estd dividido en dos partes; en la primera
se define y estudia una distancia entre modelos lineales nor-
males caso univariante con igual varianza y en la segunda par
te se define y estudia una distancia entre modelos lineales
normales caso univariante con varianzas distintas (la misma

dentro de cada modelo, pero distinta de un modelo a otro).

En cada una de estas dos partes se hace una formalizacidn
de la introduccidén de una distancia entre clases de poblacio-
nes estadisticas, representadas por modelos lineales, estudian

dd los aspectos geométricos y estadisticos de la misma.

3.1. DISTANCIAS ENTRE MODELOS LINEALES UNIVARIANTES Y CON

IGUAL VARIANZA

Se trata de introducir'una distancia entre clases de po-
blaciones estadisticas, asociadas a modelos lineales normales
univariantes con igual wvarianza, fijados por unas condiciones
experimentales que determinan la matriz de disefio, el nimero
de para@metros, el nimero de réplicas por condicidn experimgn-
tal y elvnﬁmero de variables observadas. Es decir, se parte

del conjunto de modelos lineales cuya expresidén matricial es:

y:—.XB+e - (1)
donde y = (yj, Yor e yn)t es un vector columna que repre-—
senta a la muestra de tamafio n, B8 = (Bl' 82, ey Bm)t es el

vector columna de los parametros, e = (e1, €o1 cnes en)t es
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el vector columna de las desviaciones aleatorias del modelo
y donde X = (xij) 1 £1<£n, 1< 3 <mnm es la matriz de dise-
Ao que supondremos de rango m, rango maximo, de otra manera

hariamos una reparametrizacidn que transformara el modelo en

un disefio de rango miximo.

Se supone ademds que e, 1 £ i < n, son variables aleato-
. A . . . : 2.
rias normales e independientes de media o y varianza ¢~ que

en esta primera parte supondremos la misma para cada modelo.

Por todo lo dicho se deduce que las variables Yqr Yor -

..: Y. son variables aleatorias normales e independientes y

n

por consiguiente, y, es una variable aleatoria normal multiva
"riante de vector de medias u = XB y matriz de varianzas-cova-

. 2 2 ‘o
rianzas ZO = ¢ I, con 0o~ positiva.

3.1.1. Formalizacidn y Aspectos Geométricos

Cuando tenemos definidas sobre distintas poblaciones n
variables aleatorias observadas Yqr Yor «ons Y independien-—
tes, de distribucidn conjunta normal maltivarianﬁe de media
variable y matriz de varianzas-~covarianzas constante ZO Yy
gueremos introducir unévdistancia entre dichas poblaciones es-~
tadisticas, podemos caracterizar a cada poblacifén por el vec-
tor de medias U :.(u1, Moo ...,un), considerandolo como las
coordenadas de un punto de una variedad paramétrica E, en es~

te caso E = R".
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Definiremos la distancia entre dos poblaciones como la

/

distancia entre dos puntos de la variedad paramétrica E que

los representan.

La métrica en esta variedad se define a través del fun-

cional entropia H¢, o informacidén de Shannon, tomando ¢ (x) =
x 1ln %, tal como menciondbamos en el primer capitulo. El campo

tensorial vendré&a dado por:

g.. = [ _ " (£) (0,£) (0,8) ay (2)

siendo Dkf la derivada parcial de f con respecto a My -
Puesto que,

$ (x) = x 1In x (3)

‘se tiene
0" (%) =+
por consiguiente
Ji3 = fRn% (0;£) (Dyf) dy =
. (D,f)'l (0.f) £ dy = o
g AT Ty

]
=

|

th| —

(Dif) (Djf)] = E [(Di(ln £) Dj(ln f)}

Hh| -
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luego la matriz G = (gij) que se obtiene coincide con la ma-
triz de informacidén de Fisher, bajo ciertas condiciones de re

gularidad que se dan en nuestro caso.
Alternativamente podemos escribir

., = =E (D,. In £ 5
gij ( i3 ) (5)

siendo Dij (In £), la derivada segunda con respecto a ui 3%

uj del logaritmo de la funcidén de densidad.

Como (y1, Yor e yn), sigue una distribucidn normal mul
tivariante de media u = (u1, Hor ooy un) y matriz de varian-

zag-covarianzas ZO = (cij) constante, entonces:

£ (y,u,Z)) = (2m) 7 [z |7% exp. [ -1 v-m° 251 (y=m)]  (6)

8]

1

Tomando logaritmos y teniendo en cuenta gque Z; (dlj) resul

ta:
1 B n ij
In f =k -3 _§ .f o (yy -u3) (yj - uj) (7)
i=1 3J=1 ‘
La parcial del 1In f con respecto a My, seré
n n i3 ;
D In £ =1 Z r o . o= u,) 6. .= H.)6, 8
o P i [}yl ) ja ¥ (y3 uj) ia } (8)
luego
o ia n o
D In £ = } [ I g (y.-u,) + = O (y.«u.)} =
@ i=1 14 j=1 33
D ial )
= Z [¢] ‘ (Yi—lli)
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Las derivadas segundas seran:

DGB In f = -0 (10)

por consiguiente combinando (5) con (10), obtenemos finalmen-

te

— _ . Bo
gO‘B = -E [Das In f)] = 0O (11)

per tanto

G = (g..) = (¢+9) =371

1] o (12)

Notese que en la demostracién no se ha supuesto indepen-

dencia estocdstica entre las variables aleatorias Yqr You

cer Y-
Para nuestro caso particular, modelo (1}, ZO = 02 I con
02 > 0, gquedando:
éij 1 ’
9i3.7 20 F 6= 2 f (13)

Hemos construido, a partir del concepto de informacidn
de Shannon, un campo tensorial covariante de segundo orden si-
métrico y definido positivo, por tanto E tiene‘estructura de
variedad riemanniana. En nuestro caso particular el campo ten
sorial es constante, luego la variedad es euclidea y la dis-

tancia entre dos poblaciones vendr& dada en general por:

t -1
d = \/(uA - uB) Eo (UA - uB) (14)~
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Y en nuestro caso particular

1 t
d = \/;'2* (UA - UB) (UA - UB) (15)

siendo UA' Up s dos puntos de la variedad E. Esta expresién

coincide con la distancia de Mahalanobis, resultado &ste que

ya fue indicado en el primer capitulo.

Vamos a continuacidn a trasladar la distancia a las cla
ses de poblaciones estadisticas representadas por modelos li-

neales.

Sea @ el conjunto de poblaciones estadisticas, cada una
de las cuales asociada a un modelo lineal de la forma (1) y
por consiguiente asociada a un vector paramétrico B. De esta
forma es posible definir una aplicacidén h de 2 en S, siendo S

una subvariedad de E definida por:
S={us= (uj, Hor «ees W )EE | u = XB} (16)
La aplicacidén h vendr& definida por:

h: § ——» §

W —g R
cumpliendo que:

E (y/w) = X8 (17)
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Al ser S € E, existe una aplicacidn inyectiva i de S en
E tal que i(p) = U, HWES. Existe pues una aplicacién¥= i o h

que transforma flen E.

Q ———— S5 —————=F (18)

W ———— B e X3

Al ser i una aplicacidn inyectiva de S en E, ya que supondre-
mos modelos de rango madximo, queda definida, de una forma na-

tural, una métrica en S a través de la m&trica en E.

5i, B B

ar Bp € S, entonces

donde BA y BB son los vectores paramétricos de los modelos li-
neales asociados mediante h a dos poblaciones estadisticas

Wy, wy € 0 tales que h (wy) = Bpr B (wg) = By

Podemos definir en 2 una pseudométrica s a través de la

aplicacidn h:

s (wy, wg) = Ag (h(wy), h (wy)) =
(20)

= dp (Ylwp), ¥ (up)) = dp (X By, X BL)

El problema, de tener definida en { una pseudométrica y
no una métrica, se puede resolver definiendo en 2 una relacién

de equivalencia de la siguiente forma:
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wA R Wy s (wA, mB) = O; (21)
En el conjunto cociente /R podemos definir una métrica
d o/p Ueals logh = ay (x 8,, x 8y (22)

En esquema las aplicaciones entre los conjuntos queda-

rian asi:

p (23)

Veamos seguidamente cual seria la expresibén de la distan

cia.

Si tenemos dos poblaciones estadisticas Wy ¥ wg tales

h’(wA) = BA' h (wB) = BB’ la expresidn de la distancia seré:

. dZQ/R ([MA}I {wB]} = dzE (X BA' X BB) =

; ; . (24)
t -1
(XBy = XBg) ™ Z (X By - X B)

]

al ser Z;T = diag. (1/ 02, 1/ 02, ceas 1/ 02), resulta final-

mente

2 (25)
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3.1.2. Aspectos Estadisticos: estimacibn y contraste de hipo-

tesis

Sean

yA = X B, + e

(26)
Yg = X B, + e :

los modelos lineales expresados en forma matricial tales que

A A At B B B, t
Yo = Wy Yo ceer ¥ Ti ¥ = Y Yoo eees YY)
By = (Brr Bas wovy BT 5 By = (8L, B2, ..., 8ME
eA = (e?, eg, ey eﬁ)t ;oep = (e?, eg,..., eg)t
X = (xij), 1 évi $N; 1T 23 <<m
e§ N N (Q,G); i=23A,B; 1< 3 <N

A

e e?, independientes para todo i, j.

Vamos a obtener un estimador de la distancia entre ambos

modelos lineales, en funcidén de la muestra observada.

En las aplicaciones practicas conocemos la muestra obser
vada, la matriz de disefio y desconocemos By generalmente tam-—
bién o, por tanto, para el c&lculo explicito de la distancia

entre dos modelos lineales habr& que estimar tales par&dmetros.
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La estimacidn minimo cuadritica (L.S.) de los paré@metros
del modelo que coincide con la miximo verosimil, como es bien

sabido, es:

~

t,, -1 Lt
siz (XX) X yi (27}

llevando la estimacidén a (25) nos queda la estimacidn de la
distancia como:

32

a t

1 t,=1,t
a/r (Llopls fog]h = 3 (rayp) T XK TS (y-vy) (28)
NOotese gue al ser X de rango maximo, rango m, XtX tam-
bién tiene de rango m y por ser de orden m X m siempre existi

r& su inversa.

En el caso de utilizar la matriz de disefic reducida, la

expresidn de la distancia estimada seré&:
(29)

~

32 o1 = =t t L
a5 /R (lo ], [wgh) = . (T,-¥g) 8 X, (X_AX)T XA (¥,-¥p)

Adonde, §A = (§?, §§, cees §i); §B = (§?, Y?, ceey §§) son los
vectores de medias cuyas componentes son las medias de las ré-
plicas correspondientes a una misma condicidn experimental y
en donde A es igual a diag. (ny, n,, ..., n,) donde n, es el
nimero de réplicas tomadas en la i-&sima condicidn experimen-
tal, k es el nlimero de condiciones experimentales diferentes
y X, es la matriz de disefio reducida (Cuadras (1974)). La uti
lizacidén de X,y A permite abordar disefios no balanceados y

con observaciones faltantes en alguna condicidén experimental

(Cuadras {(1982)).
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Cuando la varianza no sea conocida tendremos que reali-
zar una estimaci&n de la misma que a continuacién vamos a ob-

tener.

Sea la expresi6n matricial del modelo conjunto

y = AR + e (30)
con
Yy X0 B e
b'¢ =( A) i A =( ); 8=(BA); e =( A)
Ys 0 X B °B
el rango del disefio es rang(A) = 2m, siendo m el nGmero de pa

ré@metros de cada modelo, lo que guiere decir que la estima-
cibén insesgada de la varianza es Rg/Z(N—m), siendo Rg la suma

de cuadrados residuales del modelo conjunto

Ri = (y -2 B°F (y-a 8) (31)
al verificarse
8= ata) T aty (32)

resulta finalmente

2 t

RC =y (I-3 (ata)~! at

)y (33)
Teniendo en cuenta (30), podemos escribir

2 £ £oy=1 4t 34
RS = I o (y; (I -x (x*)7 XDy (34)



65

La expresidén de la distancia estimada ser& pues:

t t,, =1,t

- (Yp-yo) " X (X7X) X7 (y,-¥y)

a® ([w,], [y = 2 em) BB 2 (35)
i=a,p ¥y (I=X(X7X) 'X7)y,)

Vamos a estudiar ahora contrastes de hipdtesis del tipo

Bt d (fu,], fogh =0
(36)
Hy: d ([wy], fugh >0

es decir, contrastes cuya hipdtesis nula es que la distancia
entre dos poblaciones es cero, frente a la hipdtesis alterna-
tiva de que la distancia entre dos poblaciones estadisticas
es mayor que cero. También se estudiard la relacién de estos
contrastes con los usuales del andlisis de la varianza, estu-
diando la distfibucién del éstimador de la distancia bajo la
hipétesis nula. La regidn critica de estos contrastes vendr&

dada por:

~

W = {zeRZN /d (2> 2} | (37)

Si suponemos que es cierta la hip6tesis
d ({wy), (wg)) =0 | (38)
esto es equivalente a considerar como hip6tesis nula que

B = B = B (39)



A B .
por tanto: Bi = Bi 1 ¢ 1

UA

la se expresaria asi:

HR =0
con
H = (hij) 1 2 i € m; 1 €3 ¢
1T si i =3
h = ‘-1 Sij:m+1

0 en caso contrario

siendo m el rango de H.
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m. Matricialmente la hip6tesis nu

(40)

Bajo la hipdtesis nula, la expresidn matricial del mode-

lo conjunto seria, reparametrizado:

y = Af%é + e

con

El residuo bajo la hipbtesis nula seré&:

~ ~

2 . t
R1 = \y — A BO) (y - A BO)

donde Bo es la estimacidbn L.S. de BO

Teniendo en cuenta (41) obtenemos:

RZ = (y,-xB) " (y,-XB)) + (y=XB_)© (v,-XB_)

(41)

(42)

(43)
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Yy por otra parte la estimacién L.S. de BO viene dada por:

- t t 1 Lt N
B, = (A

-1 1 t,, - 21 ~
BTUAT Y =5 (XXX (y, + yg) = 5(BueBp)  (44)
combinando (43) con (44) resulta:

t t

X (XtX)_1X (yA+yB) (45)

- N

t t 1
Ry =¥, Y + Yg Y = 5 (yp+yp)

La desviacidén de la hipdtesis serd teniendo en cuenta (34)

N

t t

2 1 tey 1
R] - R = 3 [(yA - yp) X (XTX)TXT (y, - .YB)] (46)

-—

El cociente:

2 2 2
B = (R} - RJ) /o0 (47)
si la hipbtesis nula es cierta sabemos que sigue una distribu
cidén ji-cuadrado con m, rango de la matriz H, grados de liber
tad. En nuestro caso particular este cociente toma la expre-

sidén, cuando la varianza es conocida:

1 t t,, =1t 142 :
B = 1 [‘YA‘YB) X(X"X) 7 X (yA—yB)] =5 d ([NA]'[“B]) (48)

20

Por consiguiente-l éz ([w ] [w ]) sigue una distribucidn ji-
. 2 Al B

cuadrado con m grados de libertad bajo la hip6tesis nula Ho

(ambos modelos son iguales). .

La regidn critica de nivel de significacibén ¢ de este

test seré:
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W ={ zer°N 7 &% | [wa]s [wg) ) > 2 K} (49)

;

donde K es tal gque P (X2 > K) = ¢y X2 una variable aleato-
ria que sigue una distribucidén ji-cuadrado con m grados de

libertad. El1 cociente

(Rf - Ri) / m
F=— (50)
RO / 2 (N-m)

sigue bajo la hip&tesis nula Ho’ una distribucién F de Fisher-
Suedecor con m y 2(N-m) grados de libertad. Para nuestro caso

tendremos, cuando la varianza es desconocida:

2

2 t
(R1 - R

) / m -N_m_(yA—yB)

= - t
R /2 (N - m) (v} (1-x "% x5 y))

x(xtx) "7 x (v5-vg)

F =

m z
i=A,B

(51)
1 ~ .
- @ D), L))

s 1 22 . . L. .
Por consiguiente > d ([wA], [wB]) sigue, bajo la hipbdtesis
nula HO (ambos modelos son iguales), una distribucidn F de Fi-

sher-Sedecor con m y 2(N-m) grados de libertad.

La regibn critica de nivel de significacidén e de este

test sera:
x 2N , 32
W= {2€r" / 4 (MAL log ) > 2mK} (52)

donde K es tal que P (F > K)€y F una variable aleatoria que
sigue una distribucién F de Fisher-Suedecor con m y 2 (N-m)

grados de libertad.
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Todo esto nos lleva al siguiente resultado: El test para
comparar dos/modelos a través del estadistico 52 ( [wA], [mB])
es equivalente al test de comparacidn usado en el anflisis de
la varianza (Cuadras (1979)), ya que en ambos casos las regio
nes criticas coinciden. Concuerda ademds con la propiedad de
que la distancia al cuadrado de Mahalanobis estimada, en el
caso de que la distancia poblacional eé nula, es proporcional

a una distribucién F de Fisher-Suedecor {(Cuadras (1981))..

3.1.3. Comparacidén conjunta de p modelos

Este método de comparacién de dos modelos lineales se
puede generalizar a la comparacidn simultdnea de p modelos 1i

neales de rango maximo.

Sean p modelos lineales normales de rango maximo

Yy = X Bi + e, (53)
1 241i<p
con
Yy = (y?, y%, ceey y;)t; e; = (e1i, ei, ceny 2;)t
B, = (8, 82, ..., gh*®
siendo X = (xij) una matriz de orden N x m, siendo m el nGme-

ro de parametros de cada modelo.



70

Seglin hemos visto en la seccidn anterior al estimador de
la distancia entre dos poblaciones estadisticas (dos modelos
lineales), dij = d([wi], [wj]), viene dada por:

a* !

t t,, =1
= ;7 [(yi—yj) X (X7X)

x*t (yi—yj)] (54)

La suma de los cuadrados de las interdistancias entre todas

las poblaciones sera:

D = ¥ as. (55)
i<y HJ

Yy su estimacidén seria:

2 ~2 1 t t,, -1 Lt '

D% = 2, dT. = — I [(y.ny.) X (X7X) X (y.—y.)] (56)
i<y 1] O2 i< i3 i3

o también

~ P p _

o2 - L ¢ % [(yi—y-)t x (xtx)77 xt (yi—y-)] (57)
20 i=1 j=1 J J

Cuando la varianza no sea conocida tendremos que reali-
zar una estimacidn de la misma, a continuacidn vamos a obtener

la.
Sea el modelo lineal conjunto de expresidn matricial
y =A B + e (58)

siendo: y = (y?, yg, ey y;)t; A = I x X (producto de Kronec-

ker de la matriz I (p x p) por la matriz de disefio X); B =

t t t, t

= (61, 82, ""‘Bp) . El1 rango de la matriz A es m x p.
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La estimacidén L.S. de B es:

g = (ot a)~ 1 aty (59)

sustituyendo (58) en (59) yvdesarrollando tendremos que:

-~

to, =1 Lt
B, = (X 7X) X"y, (60)

La estimacién de la varianza sera:

o2 - Ri / P (N - m) (61)

siendo el valor de Ré:

R = (y-2a8° (y -2 8) (62)

Por (58) y desarrollando se tiene que:

1

(1-x (x"% 7" x%) y,) (63)

que es la suma de los residuos de los modelos por separado, es

decir:

2 2 2

RZ = B2 (1) + Ré +.e. + RS (D) (64)

La estimacibén de la varianza sera pues:

t

~2 1 b
- p(N-m) __

(YE (I-X (x"‘x)‘1 X") yi) ' (65)

i=1

Yy la expresidn de la estimacién de la suma de las interdistan-

clias sera:
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p P
T [(yi—-y.)t x (x"x) 7 X" (y -y
“2  P(N-m) i=1_ j=1 J J
D = (66)
2 Pt to -1 Lt
T oy, (I-X (X7X) X7) yv.)
. 1 1
i=1
Todo esto nos permite contrastar hipdtesis del tipo:
H:D=20
o]
(67)
H1: D >0
La regidn critica de nivel de significacidén ¢ es:
PN, |
WE = {2z €ER / D > Ae} (68)

con ella podemos contrastar la hipb6tesis nula de que todos los

J
son nulas y por lo tanto su suma D es nula, frente a la hipd-

modelos son iguales, es decir, todas las interdistancias di

tesis alternativa de gue al menos alguno de los modelos es di-

ferente de los demés.

La hip6tesis D = 0 es equivalente a considerar como hip&-

tesis nula que
By =By = .o =B =8 (69)
0 bien que

(70)

w
—
I
w0
2%
I
L]
.
it
w0
1O
-
7aN
l.-l
1S
=
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Matricialmente esta hipdtesis la expresarfiamos como

HB =20 (71)
con
H = (hij) 1T<is(p-Tm; 1572 pm
siendo
1T si 1 <3 smi=3 +mnk; k = 0,1,.f.,p—2.
h,., = -1 si m>3; J =1+ m

0 en los demas casos

Bajo esta hipbtesis la expresidn matricial del modelo se

ra:

y = Aé + e | (72)
con

t ot t,t t t t,t
y = (yg ¥y 5 -eey) i A= (XX Lo XT)

La estimacién de Bo seri:

~

Bo = (:AtA)"1 at v (73)

sustituyendo (58) en (73) tenemos

(74)

- 1 t,, -1 oty =1 . caxEBa Tt x .
BO = 5 {}X X) X yq o+ (X X) X Yo ¥+ een (X X) Xy )]
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teniendo en cuenta que

~

oty =1
By = (XX) Xy, (75)

se tendrd que

+ 82 e T é ) (76)

El residuo bajo la hip6tesis nula seri:
2 AN o - . ’
R1 = (y - ABO} (y - ABO) (77)
- sustituyendo (72) en (77) se obtiene

2 Pt 1], P ¢ - P
Ri = Doy yi-ﬁ[(.z vy X 07" (L yi>] (78)

La desviacién de la hipStesis nula sera:

2 2 1 P b t ty, =1 Lt ,
i=1  3=1
El cociénte
2 - g2
B = ——5— (80)
o

si la hipétesis nula es cierta, sabemos que sigue una distri-
bucidén ji-cuadrado con (p-1)m, rango de la matriz H, grados de

libertad.

Para nuestro caso este cociente sera:
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t

(81)

t t,, ~1
[(Yl"‘Yj) X (X X) X

~

. . . . 1 22
cuando la varianza es conocida. Por consiguiente 5 07 sigue

una distribucidén ji~cuadrado con (p-1)m grados de libertad cuan

do se cumple la hipbtesis nula (todos los modelos son iguales).

La regidn critica de este test, a nivel de significacién

£ seré:

W = {zerPY ; p?

c > pK} (82)

donde K es tal que

P(x2>K)=€

Yy X2 es una variable aleatoria que‘sigue una distribucibn ji-

cuadrado con (p-1)m grados de libertad.

El cociente

2 2.
(Ry - R7) / (p=-1)m
F oo —1 o ' (83)

2,
RO / p(N-m)

sigue bajo la hipStesis nula una distribucién F de Fisher-Sue--
decor con (p-1) y p(Nnm) grados de libertad. Para nuestro caso

este cociente seréa:
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p P 1 &
b z [{y Yy yEx (x X) X (yi~y~)]
F o= (N-m) i=1  j=1 ’J
T 2(p-1) m P ¢ 1 -
T Y5 (I-X (X X) xt ) vy ]
l:
(84)
_ 1 "2
“p (p=1) m b

cuando la varianza es desconocida y ha de ser estimada. Por
consiguiente D2 / p (p-1) m, sigue una distribucién F de Fis-
her-Snedecor con (p-1) m y p (N-m) grados de libertad cuando

se cumple la hipStesis nula (todos los modelos son iguales).

La regidn critica de este contraste de‘hipétesis a nivel

de significacidn ¢ es:

W, = {zerP" , 0% > p (p-1) nK) (85)

siendo K tal que

P (F >K) = ¢

y F una variable aleatoria que sigue una distribucién F de

Fisher-Snedecor con (p-1) my p (N-m) grados de libertad.

S

Todo esto nos lleva al siguiente resultado: El test para

compérar simultdneamente p modelos a través del estadistico

D2 es equivalente al test de comparacidn usado en el andlisis
~de la varianza ya que en ambos casos las regiones criticas son

iguales. (véase Cuadras, 1979).
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3.2. DISTANCIAS ENTRE MODELOS LINEALES NORMALES UNIVARIANTES

Y DE VARIANZA DISTINTA

Como en el apartado anterior se trata de introducir una
distancia entre clases de poblaciones estadisticas, asociadas
a modelos lineales normales univariantes con varianza distin-
ta fijados por unas condiciones experimentales que determinah

los elementos del modelo cuya expresibn matricial es:
v =X B+ e | (86)

Las matrices y, X, 8, e, tienen el mismo sentido.que en el

apartado anterior y las mismas caracteristicas salvo que e es

LA

un vector éolumna e = (e1, €hr see en)t, con ei (1 i1 £ n)
variables aleatorias normales e independientes de media 0 y
varianza 02 que en esta segunda parte supondremos diferente
en cada modelo. Por ello en este caso las variables Yqr Yoo
--+r Y, SOn variables aleatorias normales e independientes y
por consiguiente y es una variable aleatoria normal multiva-
riante de vector de medias p = XB y matriz de varianzas-cova-
2

rianzas £ = 0~ I, donde 02 toma diferentes valores para dife-

rentes modelos. Al vector de pardmetros lo denotaremos como

B = (gt g% ... g™t

3.2.1. Formalizacién y aspectos geométricos

Cuando tenemos definidas sobre distintas poblaciones esta
disticas n variables aleatorias observadas Yqr Yor seer Yo

independientes, con distribucibén conjunta normal multivariante
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: . 2 n , . ,
de media u = (n‘, ¥, +v., W) vy matriz de varianzas-covarian-

s

zZas L = 02 I variable con cada modelo, podemos caracterizar a
. 1 2 n 2

cada poblacibn por el vector n = (0 , W, ..., u, o7) que se

considera como las coordenadas de un punto de una variedad pa

ramétrica, en este caso:

E = {(u, uz, TR 0%y e &1 o% > 0} (87)
Definimos la distancia entre dos poblaciones como la dis
tancia entre dos puntos de la variedad paramétrica E que los

representan.

Tal como se hizo en el punto anterior, la métrica en es-—
ta variedad se define a través del funcional entropia H¢ , to
mando ¢ (x) = x In x. El campo tensorial métrico vendra dado

por (5}, gij = =F (Dij In £}, 1 £ 1 £ j £ n+1.

Como (y1, Yor veey yn) sigue una distribucién normal mul

2

. . . P . .
tivariante de media W = (U , U, «.., un) y matriz de varian-

\ 2
zZas-covarianzas & = ¢ I, entonces:

£ (y.ﬁ,E) = (Zﬂ)"n/z 121'1‘/2 exp [—»% (y-u)t k. (y—u)]

Tomandg logaritmos y teniendo en cuenta que 2-1 (olj) con
Oij = *%l , resulta
o
. n 2 1 1 i, 2
In £ = K - 5 ln ¢° = — I {y =) (88)
: ’
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La derivada parcial de 1n f con respecto a ul seré:

I

1 i
D, In f =2 (yi - u7) (89)

-
A
[R
A
o3

Las derivadas segundas de ln f con respecto a ul y uj serén:
_ 843
Dij In £ = 5 (90)
o
isi,j£n
La derivada parcial de 1n f con respecto a 02 es:
n .
2
D . lnf = -2 1 5 {y.— ub) (91)
o+ 202 20% i-1 1
Las derivadas segundas con respecto a ul v 02 serén:
1 i
O; peq Im £ =~ w7 vy (92)
La derivada segunda con respecto a 02 es:
n .
n 1 i, 2
D In f = — - — r (y.-u™) (93)
n+1 n+1 264 o6 izt i
Al ser
E (y, - uh? = o? (94)
‘se tiene que
-E (0, 1n £)=343 (95)
ij 2
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Ademis
-E (Di Nl In £} = 0 | (96)
vy finalmente
n
D In £ = (97)
n+! n+1 2 U4
= - = N M < i i <
Al ser gij = -E (Dij In f}) se tendra G (gij), 1 £ i, £ n+1
con
8§13
g,. = —%5
1] O2
95 ne1 = Jnet i = O (98)
n+1 n+1 5 04

Hemos construido, como en el apartado anterior, a partir
del concepto de informacidén de Shannon, un campo tensorial co
variante de segundo orden simétrico y definido positivo, por
tanto E tiene ahora estructura de variedad riemanniana. En es

te caso, sin ‘embargo, el campo tensorial no es constante.

La distancia entre dos puntos de E, la definimos a través

del elemento de arco en E, cuya expresidén es teniendo en cuen-

ta (98):

=4

2 1
dSv—--E

(@uM? + -2 (@ ¢%)? (99)
o} Y

1 2 04

[1 I
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Como lo que buscamos es distanciar poblaciones estadisti
cas representadas por los modelos lineales (86), debemos defi

nir el tensor métrico en la subvariedad S de E.

2

1 nk 2
S"—’{(U:Ur'~~rura}/3—§=(u"&j:"¢1U):

(100)

para definir la distancia entre dos puntos de S y una vez de-
finida la distancia en S inducirla en el conjunto de las cla-
ses de poblaciones estadisticas representadas por los modelos

lineales (véase esquema (23}).

En la subvariedad S, al ser

m .
W= oz ox_ . 8J (101)
j=1 Y3
1T 2y &n
tendremos que:
Y m .
ap¥ = © x_. a8J | (102)

por consiguiente el elemento de arco en la subvariedad S seri:

—

2 j . .k
ds == 2 9k A PT A BT 9 e
3,

(a o2)2 © (103)

siendo
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n
- 1
g., = X X g - L ¥X,. X
jk Y, A Y3 “Ak “ZyA 02 A=1 Aj TAk
- _ n
95 me1 T Ime1 5 < Y§1 In+et v Fyj (104)
- _ - n
Ime1 m+1 = Fnet nel T 5 o

La matriz del tensor métrico inducida en S seri la matriz

@Q
|
—~
Qal
—

~e
—
A

¢ i,j £ m+1

Busquemos un cambio del tipo

( 8%, 8%, ..., 8™, oX)——¢0t, 62, ..., 0™, &%) (105

que reduzca el tensor métrico a un tensor diagonal

6!, 82, ..., o™t - V2 g% (g, 2, ..., ™t (106)

donde XX = T D T, con T ortogonal y T un escalar a determi-

g

narx.

Entonces, llamando A = T 0"1/2, podemos escribir:

', 8%, ..., M= 1a o7, 6%, ..., ¢ (107)
T
0 equivalentemente:
m
gl =1 ot; o = o? (108)
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donde aij son los elementos de A.
La matriz jacobiana de la transformacién (108) es:

1 -1/2
- TD

J = (109)

[w]
-3

por consiguiente el tensor métrico G queda transformado en:

G=3"GJ (110)

desarrollando este producto se tiene

o V2t Tx®% o lpp=1/2 0
2 2 2
~ o
G =
n
0 1 0 — 0 1
204
t t 1
Al ser XX =T D T y tomando T = —, resulta:
/n
1 1
I 0 — I 0
12 02 02 )
0 e o
20 26

2 m

Por lo tanto el tensor métrico bajo (81, 6%, .., B ,(02) es

~

i,j < m+1

A

G = (gij); ilj = 1

con,
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{;{ii:f}siiﬁj 15 1,3 g mel

ékk = —g" 1 ﬁvk <m (112)
o]

" n

q... I Ty

m+1 mel 5 04

Vamos a hallar los simbolos de Cristoffel de primera es-—

pecie, como:

L

v___l ~ - »~ _ ‘
Tisrk = 7 P393 * Py 99 — Dy 935) (113)

se tiene que

n &,.
r = O = = ——d
Ti3/k =% Tmet 3/ = T3 met/k = 502 (114)
n Si.
Pi3/me1 258 P T mel 07 Thet 3/me1 = Ti met/mer = 0
T . . = B
m+1 m+1/m+1 26 6
siendo
i€i,j,ksnmnm
La matriz inversa del tensor métrico G"§ sera:
con =
gk“ = 0 si k # o
2
hh
g =% 1T<hsm (115)
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Los simbolos de Cristoffel de segunda especie son:

Fk - gka

i rij/a (116)

-1 .
En nuestro caso por ser G diagonal tenemos que:

k kk

los simbolos de Christoffel de segunda especie serdn:

k ok ok C 183k L omel

Fi5 =0 Ther 5 = Tymer = -2 52 7 Tig = 845 (118)
k. . phd _ m+l _ . pm+1 1

Tiet me1 =% Tiet 55 5 et =97 Ty metr = - =2

Pasemos seguidamente a calcular las ecuaciones de las geo
désicas gue, como sabemos, teniendo en cuenta el convenio de

- sumacidn de indices repetidos, son las soluciones del sistema

agY ;v ae® aef

+ = 0
dsz aff ds ds

(119)

—
1A
<2
LIA
= |
+
-—

siendo Gm""1 = 02
Para 1 £ vy $m, las ecuaciones (119), ser&n en nuestro caso, te
niendo en cuenta (118).

2,Y 2. B
de"'er d o d6=0

d52 m+1 ds ds
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es decir

2,Y 2 B &

a<e d o d o Y8
5" " “ds " ds 5 =0 &

ds
2 Y 2

—— d Y 1 a8’ do -0 (120)

2 2 ds ds

ds o]

la ecuacidn que falta para completar el sistema (119) es:

a® 0% me1 a6®a0f  omet (doz) 2 _, (121)
2 afB ds ds m+1 m+1 ds -
ds _
teniendo en cuenta {(118) se tiene
a’? o®> . ae® asef 1 (d 02> 2 _, 22
dsz aB ds ds 02 ds
.desarrollando
a2 o2 M or3e*N2 1 [ad?)2 |
o+ 5 s -~ r =0 (123)
ds a=1 o

Tenemos pues que las ecuacione$ de las geodésicas son

las soluciones de:

a®eY 1 a6’ ad® |
ds o2 ds ds

<2
i
—_
WA
<
IA
=]

(124)
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con la condicién de que el vector tangente sea unitario, es

decir:

m o 2
n 2 d 67\2 1 ({d o 2
1=5(—2 §1<Ads)+;7f<ds> (123)

De las primeras ecuaciones del sistema (124) se obtiene

Y Y
d o 2 d o 2
in 35 ° In 67 + k¢<&——> 1n 35 ° In AY o (126)
por consiguiente
de’ _ 2 c oy <
I - AY o 1<y £<n (127)

con las condiciones de contorno para s 0, 6= GX Yy para

s = d,eY = eg, 1 £ v £ m, resulta
- Y _ gY < <

AY =k (0 B §) A) 1 £ v £ m (128)

Definamos la transformacidn:

2 t t 1 2
(u1r H y eeay le) =V (6 [; 0 r e sy em)t

(129)

02 = 02

con la matriz V ortonormal. De esta forma se tiene:

T~
i
<
D
-—
IN
'.J
I
=

(130)

siendo vy el vector columna de la matriz V y 6 el vector co-

lumna 6 = (o1, o2, ..., e™F%.
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como:

Sin pérdida de generalidad se puede elegir V1

t i t

= 6 -
v, To =, (65 = 6,) (131)

Teniendo en cuenta (128), (130) v (131) se obtiene

du 2
ds k V1 9
{132)
i
da u— _
ds 0
Al ser
du _ ot do
ds ~ v ds (133)
resulta:
au\® au _ (ae\® ,,tae _(aoe\* as (134)
ds ds - ds ds ds s
como
detde_dutdu (135)
ds ds T\ ds ds

teniendo en cuenta (132) y (135) la Gltima ecuacidn del siste

ma de ecuaciones (124) queda como

a’o? (aul\® _ 1 (ao’\P g (136)
2 ds 7 \Tas =
ds o

con la condicidn (125)

Las ecuaciones de las geodésicas son las soluciones de:
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d u 2
; ds = A ¢
d ui _ .
95 = 0 2 <4i<n (137)
do+du1)2__1 as® _,
2 ds 2 ds B
ds s}

con la condicidén de que el vector tangente sea unitario
1 =n[_2/(4d “1 2 4 - Q_EE ? (138)
T2 02 ds 04 ds

Estas ecuaciones coinciden con las planteadas por Burbea

y Rao (1982), salvo que en el vector unidad estd dividido por
2
a)

y(uB, 0;) gue seria la distancia al cuadrado entre dos clases

n, por lo que distancia al cuadrado entre dos puntos (uA, g

‘de poblaciones estadisticas [wA] N (wB] viene multiplicada por

.n. La expresidén de la distancia sera:

d = \[5; in 1+ v 4 AB

(139)
AB
1 - J3 as
siendo
Wl -2 42 (0, - 02
A= ] L B A (140)
BB o2 (o) v 0t
1 1 g ¥ %

Teniendo en cuenta la transformacién (130) y las expresiones

(131) tenemos que:
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A
My =V 8y
(141)
t
My = Yy %
poxr consiguiente
wBo vt e 8y = e, -6 (142)
1 1 T ''B A B Al |

por otra parte teniendo en cuenta la transformacidn (106) se

tiene que

- L t gt 3
Spp = 165 - 84 1l /‘H'((BB - B XX (By - BA)) (143)

la expresidén de la distancia ser&:

1 o+ v AAB
dAB - /;; in ——— (14 4)
1 - v AAB
con
2 2
Spap + 2 (og = 9,)
A = (145)
AB 62 + 2 (o, + © )2 '
AB B A

3.2.2. Aspectos estadisticos

En el presente apartado se plantea un contraste entre dos
modelos lineales normales univariantes de media y varianza no
necesariamente iguales para cada modelo, usando la distancia

obtenida en (144).
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El problema de comparar las medias de dos poblaciones
normales con distinta varianza fue tratado por Beherens i
Fisher. En nuestro caso comparamos dos poblaciones estadisti-
cas asociadas a dos modelos lineales normales, teniendo en
cuenta las diferencias que presentan el vector de medias y la

matriz de varianzas-covarianzas simultaneamente.

Sean

yA X B, + e

(146)
Yg = X By + ep

dos modelos lineales como los descritos en (86) y tal que:

A A At B B B, t
YA = (y1, Y21 c sy YN) H YB = (Y1 r y2: c vy YN)
1 2 m, t 1 2 m, t
BA = (BAI BAI s ey BA) ’ BB = (BBI BBI « oy BB)
e = (eA eA eA t, e = (eB eB eB)t
A = 1’ 2, s s 7 N r B = 1! 2! LR § N
X = (xij) 1 £ i £ N; 1€ 3 sm

A B .
ej v N (o, OA); ej &~ N (o, OB); 1T 23

A
Z

e?, e? independientes para todo j
Vamos a obtener un estimador de la distancia entre ambos

modelos lineales. El estimador de esta distancia tendr& por

expresidn:
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" 1T+ ¥ AAB .
dAB = v2n ln - (147)
1 -V AAB
siendo
, X A -
~ SAB + 2 {o B " GA)
A = = = x (148)
AB § + 2 (o + O )2
AB B A
y con
2 _ 1 /5 >t Lt o "
SAB = . (BB - BA) X" X (BB - BA) _ (149)
teniendo en cuenta (27) nos queda
2 1 o\t t,, -1 ,t
Sap = 5 (¥g —¥,) X (X7X) X7 (yg = ¥p) (150)

por otra parte, la estimacibén m&ximo verosimil de oy (i=A,B)

.es:
5. = ®R% . /N (151)
i oi
Todo esto nos permite realizar contrastes de hipdtesis
del tipo
HO: dAB = 0

(152)

ia hipbdtesis nula es que la distancia entre dos poblaciones
estadisticas es cero, frente a la hipbdtesis alternativa de
que la distancia entre dichas poblaciones es mayor de cero,
puesto que bajo la hipdtesis nula y asintéticamente, el esta-

distico,
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AB (153)

converge a una distribucién ji-cuadrado con m+1, nimero de

pardmetros, grados de libertad. Oller (1982).

Por lo tanto la regidén critica asociada al contraste

(152) serada a nivel de significacidn ¢,

W o= {zeRZN / d2 > -233}

donde k es tal que

P (x° > k) = ¢ (155)

'y X~ es una variable aleatoria que sigue una distribucidn ji-

cuadrado con m+1 grados de libertad.
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En este capitulo se define y estudia una distancia entre
modelos lineales normales, caso multivariante con matriz de

varianzas—covarianzas iguales.

También agqui, en primer lugar se ha introducido una dis-
tancia entre clases de poblaciones estadisticas, representadas
por modelos lineales normales multivariantes, efectuando des-

pués un estudio de sus aspectos estadisticos.

4.1. DISTANCIAS ENTRE MODELOS LINEALES NORMALES MULTIVARIANTES

Y DE IGUAL MATRIZ DE VARIANZAS-~COVARIANZAS

Se trata de introducir una distancia entre clases de po-
blaciones estadisticas, asociadas a modelos lineales normales
multivariantes con la misma matriz de varianzas-covarianzas.
Cada modelo viene fijado por unas condiciones experimentales
que determinan la matriz de disefio, el nimero de pardmetros,
el nimero de réplicas por condicidn experimental y el nimero
de variables observadas. Es decir, se parte del conjunto de

modelos lineales cuya ekpresién matricial es:
Y = XB + E (1)

donde Y es una matriz cuyos vectores fila representan a la
muestra de tamafio n p-dimensional y cuyas componentes son la
p variables Y1, Yz, eas Yp, medidas en las distintas condi-

ciones experimentales determinadas por las filas de X, siendo

A
1A

Y= (y.) ;1 5i

i n; 1= 3 < p. B es la matriz de paréme-
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tros B = (bij); 1T 1 sm 1 £ 3 < p cuyos vectores columna

; t .
Bi = (b1i' b2i' ey bmi) , son los parénetros que determinan
los valores medios de Yi por condicidn experimental. E = (eij);

1

A
A

i n; 1 £ 3 < p; es la matriz de las desviaciones alea-
torias del modelo cuyas filas son variables aleatorias norma--
les multivariantes de media 0 con matriz de varianzas-covarian

zas S = (0,.); 1 £ 1i,j ¢ p que supondremos igual para todos

LAY
(72N
A
A

los modelos a distanciar. X = (x..); 1 i n; 1

m;
13

J
es la matriz de disefio que supondremos de rango miximo rang
(X) = m, de otra forma se haria una reparametrizacidn que

transformaria el modelo en un disefio de rango maximo.

El modelo lineal multivariante (1) lo podemos considerar

constituido por p modelos univariantes para las variables Y.l
v, = X B, + e. (2)
siendo e, los vectores columna de la matriz E.

Para facilitar la construccidn de la distancia, la matriz
de observaciones Y la podemos identificar con un vector colum-

na cuyos componentes son

Y = (yt £ yt)t
= 1,yz, “ ooy p

Andlogamente la matriz B de par@metros la podemos identificar

como un vector columna
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y la matriz E de desviaciones aleatorias del modelo la pode-

mos identificar con el vector columna

t t £, t
e = (e‘}y 82' .- ey ep)
El modelo (1) quedaria como
y = AB + e (3)

donde la nueva matriz de disefio ser&: A = I x X (producto de

Kronecker de I {(p x p} por X (matriz de disefio del modelo (1}).

Con esta nueva presentacién del modelo (1) en la forma
{(3), se tiene que el vector columna de las desviaciones aleato
rias es una variable aleatoria normal multivariante de media
0 vy matriz de varianzas-covarianzas.

Zo =8 x I (4)

(producto de Kronecker de la matriz S por la matriz identidad

I (nxn)).

Por todo esto se puede considerar que la variable aleato
ria y es una variable aleatoria normal multivariante de media
U = AB y matriz de varianzas-covarianzas ZO, igual para todos

los modelos.
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4.1.1. Formalizaci6n y Aspectos Geométricos

Vamos a construir a continuacidn una distancia entre dos
poblaciones estadisticas representadas por dos modelos linea-

les multivariantes del tipo (1).
Y = XB_ + E Y, = XB, + E (5)

Para formalizar la construccidn de la distancia, conside
raremos a los modelos (5) en la forma (3) quedando ambos mode
los como

Y. =A B + e Yy = A

a a a Bb * eb (6)

Siguiendo el mismo proceso que en el punto 3.1.1., si te

nemos dos poblaciones estadisticas Wy Y Wy tales que h (wa) =

= Ba, h (wb) = Bb’ la expresién al cuadrado de la distancia
seréa:
2 2 t -1
L° = a” (), (w)) = (AB, -aB) =0 (AB, -AGB) =
(7)
t .t -1
= (B, - B) AT IS A (B, - B,)

siendo

Z;1 =S_.1 X I (8)
con S-1 (olj); 1 £ i,j £ p (inversa de la matriz de varian-

zas-covarianzas de las filas p-dimensionales de las matrices
de los errores de los modelos (6) que supondremos igual para
los dos modelos) y donde I es la matriz identidad de orden

. . -1 . .
n x n. Por consiguiente Zo serd una matriz de cajas
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(9)

Desarrollando la expresidn (7) tenemos que

(8% - g2t xt 571 x (82 - 89 (10)

J ij i i

|l
¥}

M
n ~g
n ™Mo

1 3=1

siendo Bi, Bi los vectores columna de las matrices de pardme-

tros Ba'Bb de los modelos (6).

-1 . . .
Pero Sij es una matriz escalar, por consiguiente

> = o1 (') (8% - 6D F xtx (82 - ) (11)
i=1 =1 J J
o también
2 -1 t ,t
L® = tr (87 (B, - B )" XX (B, - B)) =

(12)

t -1

= tr ((B, - B) XX (B, - B )S )

Esta traza como sabemos es la suma de los wvalores propios

Ay A

qrhgr eee Ap de la matriz

t , t -1
V = (Ba - Bb) (X7X) (Ba - Bb)s (13)

respecto de la matriz I (p x p), o la suma de los valores pro-

pios de la matriz

W= (B. - B )t (xtx) (Ba - B

a b (14)

B

respecto de S.
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La suma, por consiguiente, de los valores propios de W
2 ’

respecto de S es la distancia al cuadrado L”.

Obsérvese en (11) que en caso de que las variables compo
nentes de la variable p-dimensional sean independientes, la
distancia L2 es la suma de los cuadrados de las distancias en
tre los modelos lineales univariantes que forman parte de los

modelos multivariantes (5).

4.1.2. Aspectos Estadisticos: Estimacidn y contrastes de

hipétesis

Sean dos modelos lineales multivariantes, expresados en

forma matricial como:

Ya = XBa + Ea
(15)
Yb = XBb + Eb
donde
- a . b . < < N < <
Ya - (yij), Yb - (yij), 1 = 1 = N, 1 = j = p
_ a 4., - b . 2 < me
B = (bij), B = (bij), 1 21i<m; 1<3<p
_ a . — b Y ] . < A

a b .
Y e;r €5, los vectores fila de las matrices Ea y E

a b
vamente, con ei, e,

i ij

o

1

IA
A

i N; 1T £ 3 m.

H17aN

v“N (0,S8); S = (o,.), 1 < 1i,j £ p; X = (x.

respecti-
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Vamos a obtener un estimador de la distancia entre ambos
modelos lineales en funcidn de la muestra observada, para ello

vamos a expresar los modelo (15) en la forma (6), es decir:

a a a
(16)
Yy = B By * @y
donde
a, t at a,t £ b, t b, t b, t ¢
v = (v ™ ) ee ity T) vy = L) T v e tv) )
t t
a,t a, t a b, t b, t b, t
By = (B 7 (By) .. (B)7) & B o= ((B]) T (By) ... (B)) )
a,t , at a, tyt b,t , bt b, t,°
e, = ((e]) " (e3) ...(ep) ) ;e = ((e1) (e)) ...(ep) )
A = I x X (producto de Kronecker de I (pxp) por la matriz X)
or otra parte, e> &P n N (0,2 ); 1 s 1i s siendo % =
P P ' i’ i 1egl i = = Py o ©

= S x I (producto de Kronecker de S por la matriz I (n x n).

En las aplicaciones préacticas, como hemos dicho en el ca-
pituio anterior, conocemos la muestra observada, la matriz de
 disefio y desconocemos en general 8 y ZO, por lo tanto para el
cdlculo explicito de la distancia entre los dos modelos linea

les habra que estimarlos.

La estimacidén minimo cuadr&tica (L.S.) de los parémetros

del modelo (15) es:

~

B, = a*m)~T aty,

5 (17)
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si
i i i it i i i it
Bj = (b1jl szl"'l bmj) h YJ = (Y1j, Ysz---:YN)
B§ - xEx)7t oxt R (18)
J
i=a, b

. . . . 2 .
La estimacidén de la distancia, L°, cuando la matriz de
varianzas-—covarianzas es conocida, se obtiene sustituyendo en

(11) los pardmetros por su estimacidn L.S.

ij) a ?)tx (th)n1 xE (y§_y?) (19)

2 p p
z z (o (yi—y

1 3i=1

En el caso de usar las ecuaciones normales reducidas,

véase Cuadras (1979), la expresibn de la distancia estimada

ser&:
2. % % o) @™t sk atax) st @) (20)
= . Yi=¥; rSrfhy) A8 WYy
i=1 j=1
' =k -k =k -k .t -
donde Yj = (Y1jl Yzjl ooy th) i k=1,b; 15 3]s p, son

los vectores de medias de la variable j observada correspon-
diente a una misma condicidn expérimehtal, A = diag (n1, n, .
.oy nh), con ny nimero de réplicas de la ji-&sima condicién
experimental, h es el nimero de condiciones experimentales di

ferentes y X. es la matriz de disefio reducida.

Por otra parte, la expresién (19) y (20), de la estima-

. . . 2
¢cidn de la distancia al cuadrado, L, la podemos expresar co

mo:
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2 t

iy t t,, -1 -1
LY = tr ((Y,=Y)" X (X7X)70 X7 (Y _-v.) s7) (21)
que como sabemos es la suma de los valores propios de la ma-
triz
t ty, =1 ,t g-1
V = (Ya—Yb) X (X7X) X (Ya—Yb) (22)
respecto a la matriz I (p x p) o bien la suma de los valores

propios de la matriz

t t,, -1 ,t
W = (Ya—Yb) X (X7X) X (Ya—Yb) (23)

respecto a la matriz S.

También puede expresarse en términos de Yyrk = a,b; X s

=k

A, siendo Yk una matriz cuyos vectores columna son yj ’
1 £ 3j ¢ p, vy queda
T2 s T .t t SN
LY = tr((Y,-Y,) "4 X (X AX)) X 0 (Y =Y ) ST (24)

Cuando la matriz de varianzas-covarianzas no sea conoci-
da tendremos que sustituirla por una estimacibén de la misma

que a continuacidén vamos a obtener.

Sea la expresién matricial del modelo lineal multivarian

te conjunto

Y = 2B + E (25)

con



Y X 0 B
Y = a 7 = B = a

Yb 0 X Bb
El rango del disefio es rang (2) = 2m

104

La estimacidén de la matriz de varianzas-covarianzas es:

s = (2 (N - m)) " R

(26)

siendo Ro la matriz de dispersién del modelo (25), por consi-

guiente Ry serd:

~ & “
Ro = (Y -ZB) (Y - ZB)

Al verificarse
B = (ZtZ)_.1 Z- Y

‘resulta que

R =Y (1 -2 (ztz)‘1 zt) Y

La expresidn de la distancia estimada seré&:

2 A-1

t t, =1 ,t
tr (870 (Y -¥,)" X (XX)T X

L

sustituyendo (26) en (30) nos queda:

-2 1 t

Lf =2 (8-m tr (R]' (v,-v) " x (x™07 (v -vp))

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

A continuacidén vamos a estudiar contrastes de hip6tesis

del tipo
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(32)

es decif, contrastes cuya hipdtesis nula es que la distancia

entre dos poblaciones es cero, frente a la Hipétesis alternaf
tiva de que la distancia entre las dos poblaciones estadisti-
cas es mayor que cero. También se estudiard la relacidn de es
tos contrastes con los contrastes usuales del andlisis multi-
variante a la varianza, estudiando la distribucidn del estima
dor de la distancia bajo HO. Este problema fue propuesto por

Cuadras (1979).
La regidn critica de estos contrastes vendrid dada por:

W_ = {TeM

. o xp /L (D> A (33)

Si suponemos que es cierta la hip&tesis Ho’ esto es equi

valente a considerar como hipdtesis nula
B, =B_ =B | (34)

Matricialmente, la hipdtesis nula la podemos expresar

como:

HB

]
(o)

(35)

con H definida igual que en (41) del punto 3.1.2. y con el ran

go de H igual a m.
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Bajo la hip6tesis nula la expresidn matricial del modelo

conjunto seria, reparametrizando

Y =2 B + E (36)
(@]
con
Y, X Ea
Y = 7z = E =
Y, X Ey

El residuo bajo la hipdtesis nula sera:
R, = (Y - 2B )5 (y - 2B ) (37)
1 e} e}
donde BO es la estimacidén L.S. de Bo.
Teniendo en cuenta (36), obtenemos
R, = (Y -XB )T (Y.-XB_) + (Y. -xB )% (v, -xB ) (38)
1 a o) a o) b o b o

~

y por otra parte, la estimacién L.S. de BO viene dada por:

S t,,-1 _t _1 t,,~1 ,t 1 .2 -
BO = (27Z) Z2- Y = > (% X) X (Ya+Yb) =5 (Ba+Bb)
(39)
combinando (38) y (39), resulta:
A t 1 t t,, -1 _t
R1 = Ya Yoo+ Yb Y, - 3 /Ya+Yb) X (X7X) X (Ya+Yb) (40)

La desviacidn de la hipdtesis serd, teniendo en cuenta

la expresidn (29),
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t t,, -1 ,t
(Ya—Yb) X (X7X) X (Yanb) (41)

1
Ry — Ry =13

Por otra parte,

-1
U=5tr ((R =R s™) (42)

1
P

sigue una distribucién x2 con m grados de libertad, ya que U

cumple

X, (43)

siendo Ai los valores propios de (R1—RO)S_1 respecto a I (pxp).

En efecto, sean vy Ai vector y valor propio respectiva-

mente, por consiguiente

t -1 t .t t

2 (R1—Ro) S = ki A = vy (R1—RO) v, = Xi A S ] (44)
despejando Ai’ se obtiene
t
vy (R1-RO) vy

Ai = ra ] (45)

v, S V. ‘

i i
Al ser R1 - Ro semidefinida positiva y S definida positi-

va podemos elegir los vectores propios, tales que

t
vy (R1—RO) vj = &,. A,

(46)
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Teniendo en cuenta (43) y (45), tenemos:

t
_ p v, (R,-R_) v
U=+ tr (Ry-R) S ol A - 1 _o -
P p i=1 v_. S v
S i
p t p
(2 v,) (R,=R)) (I wv,) (47)
. o .
- i=1 i=1
p t P
( Z vi) S (Z v.)
i=1 i=1
que como sabemos, véase Cuadras (1982), sigue una distribucidn

ji-cuadrado con m grados de libertad.

Al ser
1 -1y _ 1 t t,, =1 Lt
U= tr ((Ry-R,) s77) = 7p T ((vy-v) " X (X7X)7 X~ (Y_-Y)
(48)
-1y _ 1 22
S)—'Z—EL

resulta que cuando la matriz de varianzas-covarianzas es cono
cida, el estadistico U = é% L2 sigue una distribucidn ji~cuadra
do con m grados de libertad bajo la hip&tesis nula Hy (ambos

modelos son iguales). Por tanto la constante AE de (33) wvendra

determinada de forma que

P (X~ >5=) =€ (49)

2 . . . C e aa
donde X~ es una v.a. que sigue una distribucién ji-cuadrado

con m grados de libertad.

También tenemos que:
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1

w/: tr (R1--Ro) R (50)

sigue una distribucién T2 de Hotelling con 2 N-2 grados de 1li
bertad, que como sabemos, véase capitulo II, cumple

2 2N - p -1

F=T 5n =2

(51)

sigue una distribucidén F de Fisher-Suedecor con p y (2N-p-1)

grados de libertad.

Por tanto,

2
(Y, =¥,) R;1] - b (52)

4 (N-m)

t 1

t. . —
W=y tr (Y -Y) X (X7X)

1
2
cuando la matriz de varianzas-covarianzas es desconocida y ha

de ser estimada.

Por consiguiente,

~)
W= —5 | (53)

4 (N-m)

sigue, bajo la hip&tesis nula HO (ambos modelos son iguales),
una distribucidn T2 de Hotelling. Por tanto, teniendo en cuen
ta (51) tenemos que

2N - p-1 ~2

F = 2p (2v-2) (N-m) T (54)

sigue una distribucibn F de Fisher-Suedecor con p y (2N-1)

grados de libertad.
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La regidn critica de nivel de significacién &, de este

test, sera:

/12 (my> 4p_(2N - 2) (¥ - m)k} (55

2N - P

W :{TeMZN % p

donde k es tal que
P (F > K) = ¢ ‘ (56)

y donde F es una variable aleatoria que sigue una distribucidn

F de FPisher-Snedecor con p y 2N - p-1 grados de libertad.

Todo esto nos lleva al siguiente resultado: El1 test para
comparar dos modelos a través del estadistico L2 es equivalen
te al test de comparacidn usado en el andlisis multivariante

de varianza,' Cuadras (1982),‘ya que en ambos casos las regio-

nes criticas son equivalentes.

4.1.3. Comparacidn conjunta de g modelos

Este método de comparacidén de dos modelos lineales multi-
variantes se puede generalizar como en el capitulo anterior a
la comparacidn simulténea de q modelos lineales multivariantes

de rango miaximo. Este problema fue propuesto por Cuadras (1979).

Sean q modelos lineales normales multivariantes de rango

maximo:

Y. = X B, + E, : (57)



con

i=1,2,...,9; 3 =1,2,...,p; h=1,2,...,N, siendo X = (x..)

la matriz de disefio de rango N x m.

Seglin hemos visto en el punto anterior el estimador de la

distancia entre dos poblaciones estadisticas (dos modelos li-

neales) Lij = d((wi), (wi)), viene dada por:
*2 t t,, =1 Lt -1
Lig = tr ((Yi—Yj) X (XX)7 X (Yi—Yj) s ') (58)

La suma de los cuadrados de las interdistancias entre to

das las poblaciones sera:

L = § LS. (59)

Yy su estimacidbn serd:

=z L= zotr (vt x "7 (v, s7) (60
i<j M i< ] 3

Cuando la matriz de varianza-covarianzas no sea conocida
tendremos que realizar una estimacién de la misma. A continua

cibn vamos a obtenerla.

Sea el modelo lineal multivariante conjunto de expresién

matricial

Y = 2B + E (61)



siendo

v o= (8, v, .., Y;)
Z = I x X (producto de Kronecker de I (p x p) por X (matriz
de disefio))}. El rango de 2 es rang (Z) = mq.
B = (B, By, ..., B E = (E, E, ..., E;)t
La estimacidén L.S. de B es:
B =zt 27" 2ty (62)
desarrollando (62) tenemos que:
ﬁi - (xtx) 7Tkt Y. i=1,2,..., q (63)

Una estimacidén insesgada de la matriz de varianzas-cova-—

rianzas vendrd dada por:

w0

1
=g -m Ro (64)

teniendo en cuenta que

R, = (Y - z)t (v - zB) (65)

por (63) y desarrollando se obtiene
1

8 - xn x0T x5 ¥, (66)

dicha expresidén es la suma de los residuos de cada uno de los

q modelos por separado, es decir:



RO = Ro (1) + RO(2) + ce. + Ro(q) (67)

La estimacién de la matriz de varianzas-covarianzas ser&

finalmente

T x% Y.) (68)

no

q

1 t t,, —
= — z Y, (I - X (XX
T L, (X°X)

y la estimacibén de la suma de los cuadrados de las interdis-

tancias sera:

qa aq _
2.9 W-m Gy g (Yi—Yj)t x (xtx)”7 x

i=1 j=1

t 1

o>

(Yi—Yj) Ro

(69)
Todo esto nos permite contrastar hipétesis del tipo:

H:L =20 (70)

la regibébn critica natural de nivel de significacibn € es:

W, o= {Tqupr/L&(T)> Al (71)

con esto podemos contrastar la hipdtesis nula de que todos los
modelos son igquales, es decir, todas las interdistancias son
nulas, frente a la hipbtesis alternativa de que al menos algu

no de los modelos es diferente de los dem&s.

La hipbtesis L = 0 es equivalente a considerar como hipd

tesis nula que
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B, = Bz = ... =B =8B | (72)
Matricialmente esta hipGtesis la expresariamos como
HB = 0 (73)

siendo H la misma matriz que la definida en (71) del punto

3.1.3., que tiene por rango (q - 1) m nGmero de modelos a com

parar menos uno, multiplicado por el nimero de pardmectros.

Bajo esta hip6tesis la expresidén matricial del modelo se

Y = 2B_ + E (74)

La estimacién de Bo serd:

ﬁo -zt V2 v (75)

teniendo en cuenta (74) y desarrollando (75) tenemos que

~

1 t,, -1 Lt ty, =1 Lt
B, = g (x"x)~" x Yo+ oo+ (XX)TT X Yq) (76)
como por otra parte

B, = (xtx)~" xt v (77)

se tendr& que

7+ 82 + ... + B)) (78)
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El residuo bajo la hipbtesis nula seréa:

~ ~

t
Ry = (Y - Z BO) (Y - 2 Bo) (79)

sustituyendo (76) en (79) se obtiene:

t

q g - q
R, = & vy, -1 (3 YE)X(XtX) Tyt oz v.) (80)
T e T i=1
la desviacidén de la hipbtesis nula ser@:
qa g
_ 1 IR - toy =1 Lt _
Ry = Ry = 35 151 351 ((y, Y7 X X7 X (Y Yj)] (81)

Por otra parte

1 -1
U = D tr [(R1 - RO),S ]

- sigue una distribucién ji-cﬁadrado con (g-1) m grados de 1li-

bertad, véase (42).

Al ser,

-1y 1 9 49 | toy =1
t R, ~R S = m— ] z t =Y.
r ((R;~R)) ) = 755 Zh [(Yl S X &7

U = 1 t
P

-1 1 72
Y.-Y.) S = — L
( 1 J) ] ap
" resulta que cuando la matriz de varianzas-covarianzas es cono-
cida el estadistico U = é% L2 sigue una distribucibén ji-cuadra

do con (g-1) m grados de libertad bajo la hip&tesis nula Ho

(todos los modelos son igquales).



La regidén critica de este test, a nivel de significacidn

£ sera:

2
W€={T€MqNXp/L (T) > gk}
donde k es tal que
P(x2>K) = ¢

y x2 es una variable aleatoria que sigue una distribucién ji-

cuadrado con (g -~ 1)m grados de libertad.
Por otra parte

-1
w=tr ((Ry - R)) RJ)

sigue una distribucidn T2 de Hotelling con g N-g grados de li-

bertad.

Ademas se tiene que

1 g g 1
55 =t otr ((Y-Y) X (XX X
9 i=1 §=1 ]

- t -1y
W= (Y;-¥5) Ry ) =

__ t?
q2 (N - m)

cuando la matriz de varianzas-covarianzas es desconocida y ha

de ser estimada.

Por

q (N—m)



sigue bajo la hipdtesis nula HO (todos los modelos son igua-
les), una distribucidn T2 de Hotelling con g N-q grados de 1li

bertad.

La regidén critica de nivel de significacidén €, de este

test sera:

s 2

W = {Te M / L (T) > g~ (N - m)K}

€ q Nxp
donde k es tal que
P (T° > K) = ¢

Yy T2, siguiendo una distribucidn T2 de Hotelling con g N-—qg

grados de libertad.
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5.1. INTRODUCCION

Con el término de Diabetes Melitus, la Organizacién Mun-
dial de la Salud designa a un estado de hiperglucemia crdnica
producida por la incapacidad del pancreas para segregar insu-

lina o por un exceso de los factores que se oponen a su accidn.

En muchos casos para estudiar la etiologia, realizar el
diagnéstico y hacer un prondstico de la enfermedad resulta de
gran interés hacer determinaciones de glucosa e insulina en
plasma, bajo el estimulo de una dosis de glucosa. La prueba
de estimulacidn mads usada es el test de tolerancia oral a la

glucosa, TTOG.

Todo diagndstico de la diabetes exige un TTOG anormal,
considerdndose anormal un test cuando los valores de glucosa
observados en el tiempo gque dura la prueba, son mayores que
unos standard establecidos, véase National Diabetes Data

Group (1979).

Por oﬁra.parte, es interesante constatar que tanto en in
dividuos catalogados de diabéticos, como en los individuos ca
talogados de normales/ los valores de insulina varian dentro
de un amplio rango. Asi hay individuos con diabetes que presen
tan valores de insulina mas altos que la media de los normales
e individuos de glucemia normal que presentaﬁ valores subnor-
males y supranormales de insulina (Ellemberg (1982)). Esta va
riabilidad en la respuesta del pancreas podria justificar, jun

to con la de los valores de glucosa las diferentes formas de
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evolucionar la enfermedad, su etiologia y sus manifestaciones

clinicas.

Todo ello hace que el TTOG, valorando los valores de glu
cosa e insulina, sea cada vez mids usado en el estudio de la

diabetes.

No obstante, creemos que los métodos usuales de valora-
cidn de las curvas de glucosa/'insﬁlina en tiempos puntuales
dan menos informacidn que una valoracién conjunta de las mis-
mas, tanto cuantitativamente, considerando los valores de las
curvas, como cualitativamente, considerando su forma que depen

de de la absorcidén y regulacién.

Por ello, en este capitulo se hace un estudio de 171 TTOG
realizados en el Hospital San Juan de Dios de Barcelona, a una
poblacién de nifios sospechosos de ser diabéticos. Este estudio
'se realizd construyendo un modelo matemdtico de las mismas,
definiendo una distancia entre ellos y realizando una clasifi-
cacidn jerdrquica, utilizando los métodos habituales de la ta
xonomia numérica. El método taxondmico usado es el UPGMA
(UNWEIGHTED PAIR GROUP METHOD USING METHOD AVERAGES), ya que
proporciona correlaciones cofenéticas elevadas (Arcas (1982)).
La distancia usada es la definida en los capitulos 3 y 4, tréas

la linealizacidén del modelo.

Se ha completado esta clasificacibén haciendo una represen
tacién grafica de las curvas de glucemia/insulina como puntos

del plano, usando un andlisis de coordenadas principales y to
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mando como disimilaridad la distancia definida en los capitu-

los 3 y 4.

Con estas clasificaciones se pretende establecer una re-
lacién entre tipos diferentes de curvas de glucemia/insulina,
y situaciones clinicas u otras caracteristicas de los indivi-
duos, asi como establecer un patrdn de curva de cada grupo for

mado.

En una segunda etapa, como veremos en el capitulo siguien
te, esta clasificacidén nos servird para proponer.un algoritmo
con el que se pueda realizar diagnésticos automatizados de ti

pos de curvas glucemia/insulina.

Por dltimo se propondrd un método para el estudio pronds
tico de cualgquier paciente que no ha podido ser desarrollado

por razones de tiempo para seguir a los pacientes.

Dado que después se hard un estudio del TTOG en una pobla
cidén de nifios, digamos que este test se realiza administrando
por via oral al nifio 1,75 gr. de glucosa por kilo de peso has-
ta un mdximo de 75 gr. Si se observan valores de glucosa en
plasma venoso de al menos 140 mg/100 c.c. en ayunas, 200 ng/
100 c.c. o mads a las 2 horas de la ingestidn de la glucosa y
otro valor de m&s de 200 mg/100 c.c. en alguno de los otros
tiempos de la prueba, diremos que el nifio presenta un TTOG pa

tolégico (Ellemberg (1982)).
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5.2. METODOLOGIA

5.2.1. Datos

Los datos usados en este trabajo corresponden a 171 curvas
de glucemia/insulina. Los valores de glucosa e insulina se ob-
servaron a l1os 0 min. (basal), 30 min., 60 min., 90 min., 120

min., 150 min., 180 min.

La precisidn de las determinaciones, tanto en insulina
como en glucosa, no era constante, es decir, las variables
aleatorias observadas no tenian igual varianza, por lo que hu
bo que hacer una transformacidén de las variables glucosa e in
sulina para que los modelos construidos tuvieran varianza cons
tante. Para ello, se ha usado el resultado experimental que el
cociente entre las medias muestrales de las variables observa
das y los errores tipicos eran aproximadamente iguales, tanto

para la glucosa como para la insulina.

La funcidbn de transformacidn se eligid de la siguiente ma

nera; sea
z = £ (X) (1)

la funcidén gque transforma la variable glucosa o insulina en
una nueva variable, cuya varianza queremos que sea constante.
Desarrollando por Taylor en la media de X, m, y cogiendo los

dos primeros términos del desarrollo tendremos:

zZ =¥ (X) =Y (m) + (X-m) ¢' (m) ‘ (2)
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por consiguiente
var (2) = (¥ (m))? var (x)

imponiendo que la varianza de Z sea constante e igual a K,

tendremos:

K . 2
var (X) (X' (m) 7) - (4)
ademas como
—O'I?—X) = q (Cte.) (5)

la expresidén (4) nos gqueda como:

=Y (m (6)

integrando (7) resulta

Y(m) = a QTT Inm+ C (7)

tomando

ACZ—lnH (8)

siendo H arbitraria, la transformacidn elegida seri:

(x) = 1n % (9)
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5.2.2. Modelo empleado

Para estudiar los cambios en las concentraciones de glu-
cosa e insulina en sangre, al efectuar un TTOG, supondremos
que los valores medios de dichas variables, en un determinado
individuo a lo largo del tiempo, pueden ser obtenidos a través
de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden. Si
llamamos x a la concentracidn de glucosa en sangre (mg/TOO ml)
e y a la concentracidén de insulina en sangre (Hu/ml), admiti-

remos que se verifica el sistema:

2= £ (x,y) + P (£)

(10)

Yy =3 =9 (x,y)

donde £ y g son funciones de las concentraciones de glucosa e
insulina solamente y que supondremos diferenciables con conti-
nuidad y P es una funcidn del tiempo, que describe la pertur-
bacién a que sometemos al sistema (organismo), debido a la in-

gestidn de glucosa.
Admitiremos ademds que:

x (o) = X y (o) = Yo (11)

que el punto (xo, yo) verifica:

£ (xo, yo) = O g (Xd’ yo) = 0

Y que dicho punto es un punto de reposo, asintoticamente esta

ble,
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lim x (t) = x lim y (t) = Yo (12)
t > > O/ t >
del sistema
x = £ (x,y) ., v = g (x,y) (13)

Estudiemos a continuacidén, cualitativamente, las propieda
des de las funciones f, g y P. Para que se conserve la homeos-
tasis, parece natural suponer que f es una funcidén mondtona de
creciente, respecto sus dos afgumentos, al menos en un entor-

no del punto de reposo (xo, yo). Por tanto se verificara:

af)
— = a < 0, of
<8x (xo, Yo) 11 (§§> (Xo' yo) = a <o (14)

12
Por otra parte, g debe de ser una funcidn mondétona creciente
respecto la concentracidén de glucosa y decreciente respecto la
concentracién de insulina, en un entorno del punto de reposo.

Por consiguiente:

Qg) - a > 0o <?3) = a < o (15)
(ax (xo, Yo 21 oY/ (x 0 ¥Y.) 22

Todo ello encaja bien con las habituales descripciones fisjio-
l6gicas del proceso de regulacidén del par glucosa/insulina en
sangre: al sobrepasarse la concentracidén de glucosa del equili
brio, el organismo responde aumentando la concentracién de in-
sulina, mecanismo activo para restaurar el equilibrio, a la
vez que fiende a restaurarse el mismo de forma no activa, debi

do al transporte pasivo de glucosa a los tejidos.
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En cuanto a la funcién P (t), que describe la perturba-
cién del sistema al ingerir glucosa, es razonable aceptar que

es una funcidn mondtona decreciente que verifica:

lim P () =o y JJ  P(t) dt = 8G, B>oO (16)
t>

G seria la cantidad de glucosa ingerida y BG la concentracidn

de glucosa en sangre.Bn ausencia del proceso de regulacién

% = p (t) (17)

De lo que antecede se deduce que, en un entorno del pun-

to de reposo, las funciones f y g pueden aproximarse por:

13

f (x,y) all (x~xo) +’a12 (y - yo)

(18)

jitd

g (x,y) a (xMxO) va . (y - yo)

21

Por otra parte, podemos escoger como funcién P (t), a la

sencilla expresidn

P (t) = G a e~ %% ¢

v

o a >0 B >o0 (19)
que cumple con las condiciones antes requeridas.

Por tanto, el modelo que utilizaremos para describir apro

ximadamente el test de tolerancia oral a la glucosa, es
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t
. -
X = a11 (x~xo) + a12 (y—yo) + BGu e

(20)

‘<l
i
o

(x-xo) ta (y-v,)

Dicho sistema se simplifica con el cambio u = X - X1

Vo= Y-Ygs resultando:

. t
G =a u+a V+BGae®
11 12 ;
' (21)
v = a u + a v
21 22
Resolvamos en primer lugar el sistema homogéneo
u=a u+a Vv
11 12
(22)

Llamando A, y A, a las soluciones de la ecuacibn caracte

ristica:

a = A a -
11 12 - O ‘ (23)

21 22

que sin gran pérdida de generalidad podemos suponer distintas,

nos permiten obtener la solucidén general del sistema homogéneo,

como

(24)
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Por otra parte si A es la matriz

11 12
A = (25)

21 22

y o y B son la parte real e imaginaria de las raices A1, Xz
de la ecuacién caracteristicas (23)
X1 = o + Bi
(26)
Ay =@ = By

siendo ademds a < 0, B > o, se tiene (véase Apostol 1982)

At eat
e = =g (B cos Bt — o sen Bt) I + sen Bt A (27)

Si llamamos Q(s) a la matriz

Y G U e HS

Q(s) = ) (28)
la solucibn w (t) del sistema (24) seri:
w(t) = s elE8) B g(g) ag (29)

y desarrollando nos queda:
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€ eoc(t--s)
o B [(B cos Bt - o sen Bt) I + sen RtA
Y Gy e pt (30)

ds

volviendo a desarrollar obtenemos:

« OLt—(ow-u)s
foe (B cos B(t—s)+(a11— ) sen f(t-s)ds
_YGu .
wit) = B N at'(a+“)s (31)
/e a sen B (t-s) d.s
o 12
si llamamos
t - (a+uy) s
t a
IA = foe cos B(t-s) 4 s
€ dt - (a+y) s (32)
IB = foe sen B(t—s)'d S
la expresidén (31) queda como:
BIA + (a11 - a)IB
w(t) = I% (33)
a12 IB
integrando las expresiones (32) obtendremos:
e_ut eat
IA = - ot Sy cos Bt + PRT IB
" (34)
e® B
I, = — sen Bt - I

B ~ a+y o+ TA
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por lo tanto

I. = ---(oc+u)e"ut + &2t ((o+u)cos Bt + B 'sen Bt)
A (@ ? + g2
{35)
I = eat ({o+u) sen Bt - B cos Bt) «+ Be—ut
B

(a+y)2 + B2

Las soluciones del sistema (21) son pues:

u(t) = —7 G g 5 [e"ﬂt (-B(o+n) +B(a. -a)) +
B((a+u)“ +8%) 11

’ ot 2
+ e (cos Bt[B(u+u)—f3(a11—u))+ sengt [B +(all—a)(a+p)J }

et ((o+u) sen Bt - B cos Bt) + g e~V

21 (a+u)2 + 82

£

cu(t) = a

pero al ser

1
o = 3 (all + azz) (36)
se tiene que
. —ut
u{t) = xeu H at [ﬁa22+u) cos Bt +

(a+y) 282

. (37)
(a -a ) a +a

‘f‘ ( 34‘ 138 22 ( 112 22 +1 )] sen Bt

Llamando por otra parte:

-YGu mn-+m
2

C = ,
(a+u)2 + B
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{a11—azz) (a21+ azz -2
YGu B + - 7 8.
(a+p) ™ + B
a L (u#a ) a12 B
E = F = -
(a+u)2 TBZ (0c+u)2 + B
E=“E°‘F

- -ut
x(t) = Xy * ce M -c eO‘t cos Bt + D eOLt sen Bt
(39)
B ot ‘ E B _at E B _~ut
y(t) = Yo * E e sen Bt - Tea © cos Bt+§:§ e
siendo
o < o B > o > o0
se puede observar que
x(o) = x )
(40)
y(o) =y,
Y que adem&s
lim x (t) = x
+ > o, o
” (41)
lim y (t) = Yo

t > x
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Una vez obtenido el modelo tedrico de las curvas de gluce
mia e insulina en el TTOG, se determinaron las ecuaciones de
los modelos para un individuo normal obtenido de Ellernber (1982).

Los valores de los pardmetros fueron en este caso.

X, = 95 C = -7.1404.10%; D = -5.720.10%; 0 = 3.4318.107%;
‘ -1
B = 0.5626.10" % (42)
Yo = 25 E = -6.2988.10%; o = ~-0.9476

El error tipico fue de Y 44.2 por lo que el modelo fue

. aceptado como valido.

Por razones expuestas en el pﬁnto 5.2.1., las wvariables
observadas de cada individuo hay que transformarlas tomando lo
garitmos neperianosdeellaspartido por una constante que noso-
tfos elegimos como los valores de la curva tedrica del indivi
duo normal en cada tiempo, es decir, las nuevas variables se-

ran al tiempo t

X (t)

w(t) = 1In S—F+

Xy (8
(43)

Viey = 1n Y (E)

w' (t) 1n vy (%)

Como por otra parte,

In x 2 x - 1 | ‘ | (44)

cuando x = 1, se tiene que las variables w(t),w'(t), las pode

mos considerar como:
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o
N
(45)
e _Z(t)_
w'({t) = YN(t) 1

. . . . 2
siendo W y W' variables aleatorias normales de varianza 9, Y

og respectivamente.
Por otra parte, la medida de la glucosa es mds fiable que
la medida de la insulina, cumpliéndose que el cociente entre

la media de las determinaciones de glucosa y desviacidn tipica

es el doble que el mismo cociente para la insulina, es decir:

= Q (46)

siendo X la variable aleatoria, determinacién de glucosa e Y

la variable aleatoria, determinacidén de insulina. La varianza
de Y es pues 4 veces la varianza de X. De la variable insuli-
na se obtenian dos réplicas por tiempo, por lo que la variable
observada de la insulina es la media de las dos réplicas y (t),

por tanto, las variables (45) quedan como:

X (t)
w(t) = -1
XN(t)
(47)
— y (t)
w'(t) = L=o=L - 1
yN(t)

. = . 2
En este caso las varianzas de W,W', son respectivamente o, Y

2 . . . . .
201 . La varianza de la variable correspondiente a la insulina
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ha quedado dividida por 2, al ser la media de dos réplicas.
Con el fin de que las dos variables, la correspondiente a la
glucosa y la correspondiente a la insulina tengan la misma va

rianza, se eligidé en lugar debla variable w (t) la variable

— 1 y(t)
wr (£) = 7= (YN(t) - 1> (48)

Como puede apreciarse las variables w(t) y w*(t) repre-
sentan la variacidn en tanto por uno de un individuo respecto
del normal. Esta perturbacién se supuso que en el intervalo
de tiempo de observacidn se ajustaba a un polinomio de tercer
grado, es decir, que

2
w(t) = A, + oy t + 05 tT o+ o

(49)

B*(t)=Bo+s1t'+82t2+e3t3+e*

Estas ecuaciones las podemos expresar como un modelo li-

neal multivariante

X B + E (50)

Y =
siendo

% 2 3
wo wo 1 to tO to
—% 2 3
w1 w1 1 t1 t1 ,t‘]
Y = X = ittt et encecanaan
P L R R
w w 1 t t2 t3
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*

% Bo €o €

o B e e*

B = 1 1 E = 1 1
o, By )

*

%3 By ®n €n

En nuestro caso n=6, t, = 3 oi (o £ 1 2 6)

1

En rango del disefio es facil comprobar que es 4, es decir,

el disefio es de rango maximo.

5.2.3. C4lculo de la distancia

Si tenemos dos modelos como los definidos en (50)
Y =B_ + E Y, = B, + E (51)

la estimacidn de la distancia al cuadrado entre ellos es, se-

gin el punto 4.1.2.

1 -1

£ = traza((Ya—Yb)t x (x%x)~ (Y -v,) s ') (52)

donde S es la estimacidén insesgada de la matriz de varianzas-
covarianzas comin para ambos modelos.
—%

Si suponemos que las variables w, w son independientes

la estimacidén de la distancia entre ellos es:

LS = Ly + L (53)
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donde L? es la estimaci6bn de la distancia al cuadrado de los

modelos univariantes para la glucosa:

(54)

1]

=
Q
+
0]

Wy b b

siendo aa Yy Gb los primeros vectores columna de la matriz Ba
y Bb respectivamente y Lg es la estimacidn de la distancia al

cuadrado de los dos modelos univariantes para la insulina

—% *
wa = X Ba + ea
(55)
—% *
Wy = X Bb + ey
siendo Ba’ Bb los segundos vectores columna de Ba Yy Bb respec-

tivamente.

Las expresiones de L? Yy Lg son
-2 1 t t,, -1 ,t
L1 = ;f (wa—wb) X (X7X) X (wa—wb)
- 1 —* % t t,, -1 £t —* —*
L2 = ;5 (wa—wb) X (X7X) X (wa—wb)

Por otra parte se sabe, segln las experiencias del labo-

ratorio, que:

= 5 (57)

por consiguiente:

35 | (58)
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5.2.4. Métodos de clasificacidn

Los métodos de clasificacidén usados a partir de la dis-
tancia (52) fueron los de Taxonomia Numérica completada con

~un Andlisis de Coordenadas Principales.

La Taxonomia Numérica nos sirvid para realizar una clasi-
ficacibn jerdrquica. El método para construir la jerarquia fue
el UPGMA (véase capitulo 2). Los cdlculos para realizar la cla

sificacidén taxonémica se hicieron con el programa Clustan.
El dendograma viene dado en la fig. 1.

Mediante el Andlisis de Coordenadas Principales se hizo
una representacidén gréfica de los 172 individuos como puntos
de un plano. Esto nos permite visualizar las proximidades en-

tre los individuos.

Los c&lculos para realizar el Andlisis de Coordenadas

Principales, se hicieron con el programa ANCPR (Cuadras 1979).

5.3. RESULTADOS

Como ya hemos dicho en el punto anterior, se ha construi
do un dendograma-por el método UPGMA. La correlacidn cofenéti
ca resultd ser de r. = 0.997, lo que indica que la jerarquia
indexada obtenida, reproduce muy bien la distancia inicial y

que la poblacidén estd muy jerarquizada.
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Basadndonos en el capitulo IV, se obtiene que dos TTOG
son distintés, a nivel de significacién 0.05, cuando la dis-
tancia entre ellos es mayor de 7. Por consiguiente y puesto
que el coeficiente de correlacidn cofenético es tan alto, se
puede cortar en el dendograma a nivel de distancia 7, obtenién
dose 14 grupos de nifios de los cuales, aunque todos ellos son
estadisticamente diferentes, no todos son necesariamente clini

camente distintos con los criterios actuales.

El andlisis de coordenadas'principales, tomando las dos
primeros coordenadas principales que explican mas del 98% de
la dispersidén total, nos permitid hacer una representacidn
grafica de los individuos (figs. 2 y 2 bis). En ellas se ob-
servan perfectamente diferenciados 5 grupos de individuos que
poseen un TTOG patoldgico, segln los criterios del National
Diabetes Data Group (1979), el resto de los individuos quedan
mids agrupados correspondiendo éstos, posiblemente, a variantes

menos marcadas de la normalidad.

A continuacidn pasamos a describir los 14 grupos que apa-
recen en la clasificacidén taxondmica, comparando los 13 prime-

ros con el grupo XIV al que pertenece el individuo tebrico.

Los grupos I, II, III, IV, XII tienen un TTOG patoldgico,
mientras que el resto de los grupos tienen un TTOG dentro de

los limites de la normalidad.

Los grupos II y IV ya presentan a nivel basal valores pa

toldégicamente elevados de glucosa, también en el resto de los



140

00°09¢% 00°02¢ 00°0€EZ 00°0ve 00°002 - 00°091 00°oel 00°08 co=0ov 00°0 OOnCV|..
{ | | | { | { | | | | | | | 1 f . ] 1 i M !
>
3
]
¥* ]
)
~ e}
J § - L
, ) o
" ; o o
D -
_ . | .6 lm@
0 5
O
v o
e
) - o
HHN ‘H =8 )

AT *D =V
IIT *9 = ¢ Lo
ITI D = A S

I D = «




141

00°ze

00°vz
L

00°91
1

60°8

ITX
XI
ITIIA
IIA
IA

3

(CERVENCER OB CER VIR CER VAR O

>

AT
III
II

89

> o g9 = > < o

Vo

try (1]

oG gt~
 E—

| E—

ooever

ed L

=

LR

067Q

=

ooegy

—

00°v9

00ear

0p°zs

00°91-



142

tiempos, siendo las hiperglucemias mids marcadas en el grupo

Iv.

En el grupo III no se estimula practicamente la secrecidn
de insulina y en el grupo IV la insulina, tanto a nivel basal
como en el resto de los tiempos que dura la prueba, es inapre
ciable. En ambos casos, se trataria de grupos de diabéticos
insulinopénicos, con un grado mayor de afectacidén en el grupo

Iv.

Los grupos I, II, XII, tienen unos niveles basales de glu
cosa dentro de los limites de la normalidad, sin embargo pre-

sentan un TTOG patoldgico.

El grupo I estd formado por un sdlo individuo diagnostica
do de Acantosis Nigrigans y presenta, tanto a nivel basal, co-
mo en los tiempos de la prueba, niveles altisimos de insulina,
gue :no se corresponden con los valores de glucosa que incluso
en los tiempos 30 m. y 60 m., alcanzan valores superiores a
200 mg/100 c.c. Esto confirma que en esta enfermedad se produ-
ce una insulinresistencia acompafiada de una hipérespuesta en
la secrecidn de insulina qﬁe resulta eficaz en el sentido de

que a los 180 m. se alcanzan los niveles basales de glucosa.

El grupo II esta formado éor un individuo que a nivel ba
sal tiene una glucemia dentro de los limites de la normalidad,
presentando, en los restantes tiempos de la prueba, valores
elevados de glucosa. Los valores de insulina son sin embargo
elevados por lo que se trataria de un diabético diagnosticado

a través del TTOG que presenta insulinresistencia.
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Se podria especular con que estos individuos podrian evo
lucionar a diabéticos insulinopénicos , como los del grupo

III y IV, por agotamiento de las células B.

El grupo XII est& formado por un solo individuo obeso,
con glucemia basal normal y con TTOG patoldgica. La respuesta
en la secrecidén de insulina es deficiente én los tiempos 30 m.
y 60 m., pero en los tiempos 120 m. y 150 m., alcanza los ni-
veles de los tiempos 30 m. y 60 m. de un individuo normal. Se

podria estudiar si la respuesta es buena pero lenta.

Las curvas promedio de los grupos descritos vienen dadas

en las figs: 3, 4, 4 (bis), 5, 6 y 6 (bis).

Los grupos V, VI, VII, VIII, IX, X, XI y XII tienen cur-
va de glucosa normal, aunque todos ellos presentan niveles de

insulina elevados, ver figs: 6, 7, 8,9, 10, 11 y 12.

Los grupos V, VII, IX y XI tienen una curva de glucosa
dentro de la normalidad y curva de insulina elevada en dife-
rentes grados; el grupo V, formado por un solo individuo diag
nosticado de Distrofia Miotdnica, presenta niveles de insuli-
na que alcanzan hasta los 700 uu/ml.; el grupo VII est& forma
do por dos individuos obesos, con curvas de glucemia dentro
de la normalidad y con curva de insulina elevado pero sin lle
gar a los valores del grupo V; el grupo IX estd formado por
dos individuos obesos que tienen curva de glucosa normal y
con niveles de insulina elevados, pero menos que el grupo VII;

el grupo XI estd formado por 15 individuos de los cuales 6
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eran obesos, 2 estaban diagnosticados de Distrofia Miotébnica y
1 de Polimiopatia, las caracteristicas del TTOG eran similares
a las del grupo IX, salvo que los niveles de insulina eran li-

geramente mas bajos.

Todos estos grupos V, VII, IX y XI tienen una caracteris-
tica importante y es que los valores de glucosa a los 180 m.,
no alcanzan los niveles basales, son mas elevados, esto Se po-
dria interpretar como que estos grupos presentan una insulin-
resistencia en diferentes grados que los incapacita para la

regulacién.

Los grupos VI, VIII, X y XIII tienen una curva de gluco-
sa dentro de la normalidad y una curva de insulina elevada en
diferentes grados que de mayor. a menor seria la del grupo VI,
VIII, X y XIII, sin embargo es interesante ver que resulta
eficaz en el sentido de que a los 180 m. la glucosa alcanza
los valores basales que en ninguno de los grupos presentaba di
ferencias con los niveles basales del grupoXIV. Esto vendria a
decir, que aunque el gasto de insulina es mayor durante la

prueba que en gl grupo XIV, la regulacién es buena.

El grupo XIV, al que pertenece el individuo tebrico, lo

consideramos como grupo standard.

5.4. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En el presente capitulo se han obtenido 14 grupos de in-
dividuos cuyos TTOG eran estadisticamente diferentes. El es-

quema de la clasificacidén viene dada en la tabla I.
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Aunque los grupos son estadisticamente diferentes, no lo
han de ser clinicamente, no obstante, es interesante tenerlos
en cuenta, pues distintas evoluciones clinicas podrian estar
relacionadas con algunos de los grupos descritos. Asi, por
ejemplo, los grupos con insulinresistencia podrian evolucionar
a insulinopenia y dentro de los grupos que tuvieran esta evo-

lucidén, algunos lo podrian hacer mds o menos ripidamente.

También resulta interesante observar que en algunos gru-
pos los individuos que 1los componen, responden mayoritariamen-—
te a una determinada constitucidn (obesos en los grupos X, VIII,
IX y XII), una determinada enfermedad (grupos I y V con Acanto

sis Nigrigans y Distrofia Miotdnica respectivamente) .

Con las historias clinicas completas, se podria investi-
gar si existe alguna relacidn con otras variables como edad,

sexo, etc...

Todo esto ayudaria a aclarar algunas paradojas que exis-—

ten en esta enfermedad.
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6.1. INTRODUCCION

En el presente capitulo se pretende establecer un algo-
ritmo basado en una funcién distancia y en la aplicacién de
técnicas de bayesianas que permita asignar a un nifio, sobre el
gue se ha realizado un TTOG, a uno de los grupos establecidos
en el capitulo V de una forma objetiva, automatizada y con
ciertas propiedades de aprendizaje, siguiendo la linea de tra
bajo que sobre diagnbéstico automatizado de enfermedades hema-

tolégicas realizaron Oller y Rios (1985).

6.2. METODO DIAGNOSTICO

Sea una poblacibén 2 formada por todos los nifios de una de
terminada regidén geografica que acuden a un centro hospitala-
rio para realizar un TTOG, én ella podemos distinguir k gru-
pos distintos E1, E2, ooy Ek’ que supondremos abarcan a toda
la poblacidén y que podemos identificar, al menos provisional-

mente, con los grupos establecidos en el capitulo anterior.

Dado un individuo de la poblacidn, si no disponemos de
mds informacién del mismo, hay "a priori" una determinada pro
babilidad p (Ei) de que pertenezca al grupo Ei. Cuando efectua
mos sobre este individuo un TTOG, la informacién que nos da és
te, debe determinar un cambio en la distribucién de probabili-
dad de los distintos grupos formados. Si pretendemos efectuar
un diagndéstico, una regla de decisibn razonable consiste en

asignar a este individuo al grupo mids probable. El problema
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consiste pues en cuantificar dichas probabilidades "a posterio

ri", siendo razonable la utilizacidn del teorema de Bayes.

Una primera dificultad reside en el hecho de disponer de
un ndmero no numerable (continuo) de resultados posibles, r,
por lo que deberiamos escribir

p(E.) £(r/E,) |
p (E;/x) = - - (1)

p (Eu) £ (r/Euf

MR

u 1

donde f(r/Eu) es la funcidn de densidad de los resultados, con

dicionados al grupo EU'

La obtencidén de una buena estimacidn de la funcién de den
sidad es dificultosa (Duda and Hart (1973)) ?or lo que se pro-

pone una alternativa razonable para soslayar este problema.

Si A es el conjunto de todos los posibles resultados de
los parémetros del modelo (50) descrito en el capituloV que
queda determinado por los resultados del TTOG y ademds se tie
ne definida una distancia en el conjunto como la descrita en
el capitulo IV, se puede establecer una pérticién P =

= {R1, Ryy voey Rk} de A definida de la siguiente forma

d (a, Ej) < d (a, Ei) 1

A
-
A
]
|
Y

a e Rj — . (2)

A
—
A
-
IA
~

d (a, Ej) < d (a, Ei) j

siendo d (a, Ej) la distancia promedio del resultado a, al gru

po Ej y cuyo valor lo podemos definir como:
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d (a, Ej) = E (d (a,r) / Ej) = IA d (a,r) £ (r/Ej) dr (3)

el cual si tenemos una muestra M suficientemente grande de in
dividuos de la poblacién, es facilmente estimable a partir de
los resultados de los andlisis de los nifios de cada uno de los

grupos y que vendrd dada por:

= 1
da (a, Ej) = 5 Z d (a,e) (4)

eMNE.
J j

siendo nj el ndmero de individuos de M gque pertenecen a Ej'

Para la aplicacidén de este método, es necesario que en A

haya definida una distancia.

La estimacién de las probabilidades p (Rj/Ei) se efectia
a partir de la proporcidén de individuos de la muestra M, per-

teneciente al grupo Ei que presentan el resultado R..

Si queremos asignar un nuevo individuo‘w, sobre el que se
ha obtenido un resultado ae A, a una de las clases E1, E2, ..
.oy Ek’ debemos determinar a que elemento de la particién R,
pertenece dicho resultado y pésteriormente aplicamos el teore

ma de Bayes.

P (Rj/Ei) P (Ei)

p (Ei/Rj) = (5)

i ™A

p (Rj/EU).p(EU)

u=1

siendo la estimacidn de p (Ei) la frecuencia relativa del su-

ceso Ei en la muestra M.



163

Por Gltimo asignamos al individuo w que tuvo el resulta-

do a, al grupo mas probable. Es decir, decidimos
we E &> p (Ee/Rj) = max. {p(Ei/Rj) 1 £ i ¢k} (6)
siendo la probabilidad de error de esta decisidn

p (error) = 1 - p (Ee/Rj) (7)

Si se ha podido determinar con certeza, mediante algin
otro prdcedimiento el grupo al gque pertenece el individuo w
que queriamos diagnosticar, puede ser utilizado éste como un
elemento mds de la muestra M, mejorando asi la definicidn de
la particidén P y las estimaciones de las probabilidades p (Ei)

yp (Rj/Ei)-

6.3. DISTANCIA EN EL CONJUNTO DE RESULTADOS

El conjunto de resultados de los TTOG puede identificarse

con la variedad paramétrica

8

E = {8 € R / B = (O‘-Op Ci»]p 0‘-2: u‘3l BO' B-‘r th 83);} (8)

donde las componentes de 8 son los parametros del modelo (49)

descrito en el capitulo V..

La distancia entre dos puntos BA Yy BB de la variedad E,

viene dada por

) (9)
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donde X es la matriz de disefio del modelo (50} y o7 =

el capitulo V.

6.4. RESULTADOS

Como hemos dicho en el punto 6.2., partimos de una pobla-
cién formada por los nifios que acuden a un centro hospitalario
para que se les realice un TTOG y que la consideramos dividida
en 14 grupos E., los cuales tienen unas probabilidades "a prio-
ri", estimadas a través de la muestra M de 171 nifios, iguales

S a:
p(E1)=p(E2)=p(E4)=p(E5):p(Es)sp(E8)=p(E12)=0.5848.10—2

p (Ej5) =p (E7) = p (Eg) = 0.1169.1071

P (Eyq) = 0.7602.107* (10)
_ -1

P (E,5) = 0.8772.107%

P (E ) = 0.7135

Las probabilidades condicionadas a los grupos, estimadas

3]

partir de la muestra controlada, fueron las siguientes

1 i=3
p (R./E.) =
33 0 123 (11)
1 <5 <14
1 ¢4 <

13
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esto indica que los TTOG dan mucha informacidn para diagnosti

car los 13 primeros grupos,. por otra parte:
p (Rj/E14) = 0; 3= 11,13,14
= -1
P (R12/E14) = 0.1639.10

(12)

0.9016.107 1

it

0.8934

i

P (R 4/Eq,)

’Seguidamente, por el método descrito en los puntos ante-
riores, se tratd de asignar al grupo mds probable, 16 nuevos
TTOG que se realizaron en el mismo hospital, elegidos aleato-

riamente. Los resultados Rj de los casos j, fueron los siguien

tes:
CASO TIEMPOS
0 m. 30 m. 60 m. 90 m. 120 m. 150 m. 180 m.
1 » ,
Glucosa . 77 150 112 113 84 93 75
Insulina . 19 196 66 26 52 79 34
2
Glucosa ‘ 68 89 110 122 95 77 87
Insulina 85 28 43 47 34 27 39
3
Glucosa 94 152 100 ag 109 104 127
Insulina 18 152 52 32 24 26 40
4
Glucosa 108 151 121 100 97 103 99

Insulina 21 96 110 52 50 40 i8



Glucosa

Insulina

Glucosa

Insulina

Glucosa

Insulina

Glucosa

Insulina

Glucosa

Insulina

Glucosa

Insulina

Glucosa

Insulina

Glucosa

Insulina

Glucosa

Insulina

Glucosa

Insulina

Glucosa

Insulina

Glucosa

Insulina

CASO

10

11

12

13

14

15

16
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TIEMPOS
Om 30 m. 60 m. 90 m. 120 m. 150 m. 180 m.
88 182 134 100 109 95 85
12 88 80 64 30 22 18
101 127 92 84 94 84 97
18 86 50 32 - 36 14 10
83 103 160 147 125 118 110
16 32 122 106 52 30 36
91 147 93 71 93 100 104
11 55 57 16 25 17 22
103 117 161 156 141 119 100
25 48 115 109 118 70 34
113 187 136 118 116 118 120
24 190 148 122 86 92 92
92 173 119 101 111 89 94
19 188 94 70 84 34 34
76 117 98 59 98 89 - 98
10 24 34 16 18 18 18
86 179 185 107 125 93 103
12 54 78 48 70 30 32
82 124 197 205 153 71 105
128 36 68.8 93. 62.9 53,6 35.4
111 207 155 121 100 123 95
27. 212 176 . 120 61.9 103 51.2
111 189 195 153 141 102 123
29 130 142 110 104 62 122
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Las clasificaciones fueron las siguientes:

Probabilidad estimada

Nimero del caso Grupo clasificador - de error
1 14 0
2 14 0
3 14 0
4 14 0
5 14 0
6 14 0
7 14 0
8 14 0
9 14 0
10 13 0.4231
11 14 0
12 14 0
13 14 0
14 ‘ 12 0
15 13 0.4231
16 o 0.1333

6.5. DISCUSION

Hemos visto un método autom&tico de diagndstico que ade-
mds permite cuantificar la probabilidad de errbr. Este método
también tiene propiedades de aprendizaje, pues una vez diag-
nosticado un individuo con certeza, se introduce en la muestra

M para de esta forma mejorar las estimaciones de las probabili

dades (10), (11).y (12).

No obstante, este método admitiria la siguiente critica;

por las caracteristicas de las variables, valores de glucemia
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e insulinemia, podrian existir m&s grupos de los que se han
descrito en el capitulo V, por lo que en lugar de realizar el
proceso diagnbdstico del capitulo VI, en donde se suponia que
sb6lo podrian existir 14 grupos, se podria haber aumentado la
muestra M de 171 nifios, con los 16 nuevos casos y haber reali

zado de nuevo la clasificacidn, siguiendo el capitulo V.
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7.1. RESULTADOS

Los resultados mas relevantes que se pueden extraer de

esta memoria son los siguientes:

Partiendo del concepto de informacién o entropia de Sha
nnon se han definido y obtenido expresiones algebraicas de
distancias entre modelos lineales normales ﬁnivariantes, de
igual y distinta varianza, y entre modelos lineales multiva-
riantes de igual varianza, que gozan de buenas propiedades

matem&ticas entre ellas, propiedades de invarianza.

Se han obtenido explicitamente expresiones algebraicas
de los estimadores de estas distancias que nos sirvieron para
diseflar contrastes de hipdtesis que comparan dos o mias mode-
los lineales normales univariantes y multivariantes de varian
zas iguales y dos modelos lineales normales univariantes de
varianzas distintas, estableciendo su relaci6n con los con-
trastes de hipStesis propios del An&lisis de la Varianza en

el caso de varianzas iguales.

Las ventajas del uso de las distancias en la realizacién
de estos contrastes, radica en que se pueden hacer represen-
taciones graficas de los reéultados, bien sea representando
a los modelos lineales comparados en un grafo (dendograma o
drbol aditivo), o bien en un espacio euclideo de dimensidn

reducida (usualmente 2).

Definir los contrastes de hipbStesis del An&lisis de la

Varianza a través de una distancia tendria interés para el



171

investigador experimental que en su necesidad de cuantificar

diferencias, hace en muchos casos mal uso metodoldgico del ni

vel de significacién en los contrastes de hipdtesis.

En cuanto a las aplicaciones préacticas, se hace un anali
sis y clasificacidén de los distintos tipos de respuesta al
TTOG que presentan una muestra de niflos. A cada nifio se le
asocia un modelo lineal, en concreto un polinomio de tercer
grado, que representa la desviacidn de un niﬁé "tebSrico". A
través de la distancia definida anteriormente se comparan en-
tre si. Posteriormente se utilizan las técnicas del Andlisis
de Coordenadas Principales y de la Taxanomia Numérica para es
tablecer grupos que sean significativamente distintoé estadis
ticamente, aunque estas diferencias en principio no tengan in

terés clinico.

Los grupos formados son caracterizados por su curva pro-
medio y se hace una descripcidn de los mismos en términos mé-

dicos.

Posteriormente se procede a establecef un método»de diag-
néstico éﬁtomético, que permite asignar a un nifio al que se le
realiza un TTOG a uno de los grupos establecidos anteriormente.
Esta asignacidn se realiza de una forma objetiva, gue no admi-
te ambigliedades, cuantificando el error de la clasificacidn v

con propiedades de aprendizaje.

Es de destacar que la metodologia expuesta es aplicable

al estudio de cualquier enfermedad o sindrome siempre que los
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individuos estudiados sean identificables a elementos de un

espacio métrico, por ejeﬁplo siempre que se asocie cada indi

viduo a un modelo lineal, a una distribucién de probabilidad,

etc...

En un estudio posterior, no desarrollado en esta memo-

ria, se podria calcular, aunque fuera de una forma numérica,

distancias entre modelos lineales multivariantes de distinta

varianza y en cuanto al apartado de
dria realizar un seguimiento de los
evaluando tiempo hasta que aparecen
de las mismas, tratamientos, etc...

un estudio mds formal de las curvas

las aplicaciones se po-
individuos de los grupos
complicaciones, gravedad
También se podria hacer

promedio de los grupos.
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