SUR LE THEOREME LOCAL
DES CYCLES INVARIANTS
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Introduction.

Si on considere une famille de variétés projectives complexes non singulieres, c’est
un fait aujourd’hui bien connu que les possibles variétés singulieres vers lesquelles
peut dégénerer cette famille doivent vérifier certaines contraintes, parmi lesquelles
une importante relation entre la cohomologie de la fibre singuliere, la cohomologie de
la fibre générique et la monodromie de la famille, qui est precisée par le théoreme
local des cycles invariants prouvé par Clemens, Deligne et Steenbrink ([1], [4], [13]) :
tous les cocycles de la fibre générique qui sont invariants par la monodromie autour
d’une fibre singuliére proviennent par spécialisation de la cohomologie de cette fibre
singuliere.

Le but de ce travail est de donner une preuve de ce théoréeme en suivant de pres
I'argumentation de [13] qui se base sur l'utilisation des structures de Hodge mixtes
qui y sont présentes. Concretement, nous prouverons que la filtration par le poids
de la structure de Hodge mixte construite par Steenbrink sur la cohomologie de la
fibre limite coincide avec la filtration définie par la monodromie, d’ou on déduit
aisément le théoreme des cycles invariants par un argument de Deligne. Or, dans
notre démonstration, pour prouver la coincidence de ces deux filtrations, nous utili-
serons aussi un résultat récent de Deligne-Saito sur les modules de Hodge-Lefschetz
polarisés ([5], [11]). Ceci nous permettra, comme dans [11], de compléter la preuve
de Steenbrink qui était insuffisante, comme ’avait remarqué El Zein ([6]).

Les principaux ingrédients de la démonstration que nous présentons ici du théoreme
des cycles invariants sont, comme nous venons de dire, dis a Deligne, Steenbrink et
Saito, et notre seule contribution dans cet article est de prouver que le terme E; de
la suite spectrale de Steenbrink est un module de Hodge-Lefschetz polarisé au sens de
Deligne, ce qui rend possible I'application du résultat de [5]. Notre dernier objectif a
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été de donner une vue d’ensemble des arguments qui conduisent a ce théoreme local
des cycles invariants.

L’organisation de l’article est la suivante. Dans le § 1, nous étudions la suite
spectrale d’hypercohomologie du complexe filtré (2% (logY’), W), pour un diviseur
a croissements normaux d’une variété complexe compacte, et nous prouvons que la
différentielle d; de cette suite spectrale est 'opposé du morphisme de Gysin. Au § 2,
on rappelle la suite spectrale associée a la filtration par le poids définie par Steenbrink
([13]) sur le complexe des cycles proches d’un morphisme propre dont la fibre spéciale
est un diviseur a croisements normaux, et nous explicitons la différentielle d; via le
morphisme résidu. Au le § 3, nous étudions le cas ou la fibre spéciale est kdhlerienne, et
dans ce cas nous pouvons définir une polarisation sur le terme F; de la suite spectrale
de Steenbrink. Le § 4 contient la théorie de Deligne-Saito des modules bigradués de
Hodge-Lefschetz polarisés différentiels, et dans le § 5, on applique cette théorie au
terme Fq construit antérieurement, ce qui permet d’obtenir finalement le théoreme
local des cycles invariants.

Nous remercions profondément P. Deligne et M. Saito pour nous avoir aimablement
communiqué leurs résultats non publiés et nous sommes reconnaissants a J. Steenbrink
de l'intérét qu’il a montré pour ce travail.

1. Le morphisme de Gysin et la suite spectrale de la filtration par le poids
du complexe logarithmique.

(1.1) Soit X une variété différentiable compacte, orientée et de dimension pure m,
nous noterons

/X H™(X,Z) — Z

le morphisme trace défini par le —~-produit avec la classe fondamentale de X .
Si X est une variété complexe de dimension n, un choix en C de /—1 définit une
orientation de X, et le morphisme trace

1 n
— c H*™ (X, Z y/
(5m=) [t xzim —
ne dépend pas du choix de /—1.

(1.2) Soit f:Y — X un morphisme de variétés complexes compactes X et Y de
dimension pure n et m , respectivement. Le morphisme

1 H*(X,Z) — H*(Y,Z)
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induit, par la dualité de Poincaré, un morphisme de Gysin
fr+ H*(Y, Z[2m])(m) — H*(X, Z[2n])(n)

qui est défini par

(27r\1/__1>n/xﬁ(0‘) —h= <27T\1/_—1)m/yavf*(6)

pour tout o € HY(Y,Z[2m])(m), 5 € H"1(X,Z).

(1.3) Soit X une variété complexe compacte de dimension pure n et soit ¥ un di-

viseur a croisements normaux dans X , dont les composantes irréductibles Yi,..., Y},
soient non-singulieres.
Notons YO = X g8t l = (i1,...,0), 1 <143 <--- < i, <m, est un ensemble

d’index, posons Y; =Y;, N---NY; , | I |=7 et

Y = ]_[ Y;.

[|=r

On a un morphisme évident
S0 PO 0

et, pour tout r > 1, 1 < k < r, un morphisme
6,(:) Yy (=1
défini par les inclusions
LY, n..nY, —Y,n..nY;, N...n0Y .
Les variétés {?(T)}TZO, avec les morphismes {5](;)}7"21 1<k<r , définissent une

variété complexe simpliciale stricte augmentée. On obtient donc un Z-module gradué

cosimplicial strict augmenté (H* (37(7"), Z), p.(TH))TZO , oll les morphismes face

P\ (YD Z) — B (YD), Z)

sont définis par p,(f) = (5,(:))* ,7>1,1<k<r, et dualement un Z-module gradué
simplicial strict augmenté (H* (Y ("), Z[2n —2r])(n—r), ’y.(TJrl))TZO, ot les morphismes
face

A (Y 220 — 27 (n — ) — H* (YD Z[2n — 2r + 2))(n — r + 1)
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sont définis par 7,(:) = (6,@); ,r>1,1<k<r.
De ces objets simpliciaux on obtient les complexes de Z-modules gradués associés:
le complexe de cochaines

r+1
(H*(V),Z), pr D)9, plr+D) = 3 (1)F= 10+
k=1
et le complexe de chaines
< r+1
(H* (Y™, Z[2n = 2r])(n = 1),4" D)z, U0 =3 (—1)F 1Y
k=1

Ces complexes sont duals au sens suivant: si @ € HY(Y ™ Z[2n — 2r])(n — 7), et
pe  H Y1 Z) , alors

1 n—r+1 ) B 1 n—r )
(vm) o @=0=(vm) Lo

(1.4) Si X n’est plus compacte, mais il existe un entier ro > 0 tel que Y (o) est
compacte, la construction du morphisme de Gysin est encore valable sur le complexe
ro-tronqué: le complexe de chaines

(H* (YD, Z[2n — 2r])(n = ), 7"+ Y) o0,
et le complexe de cochaines
(H” (17(7«)’ Z), P(H—l))rzro
sont duals.

(1.5) Sous les hypotheses de (1.3), posons U = X —Y et notons j : U — X le
morphisme d’inclusion.

Rappelons que Deligne a introduit dans [3] un diagramme de complexes de faisceaux
sur X
K = ((Kq,Wq), (Kc,Wc, I))

qui, si X est kahlerienne, munit la cohomologie de U d’une structure de Hodge mixte.
Le diagramme K est défini par

(KQ7WQ> = (Rj*QU7T§) 3 (K07W(37F) - (Q}(lOgY),WF) )
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avec un quasi-isomorphisme filtré
A (Kq,Wq)®q C «— (Kc,Wc) .
Le morphisme A induit un isomorphisme des suites spectrales correspondantes
B\ : (@B d,) 8q C — (cEI",dy) .,
pour tout s > 1, ou
E{MT = HY(X, GtV K) = HY(X,K) .
(1.6) Pour tout 7 > 0, nous considérons le complexe décalé Q% | [—r] muni de la
différentielle d_,) = (—1)7"d.
Rappelons qu’il existe un morphisme de complexes de faisceaux
Rés, : Gr)/ Q% (logY) — Q%) [—7]

défini de la facon suivante. Soit z; = 0 une équation locale de Y; , 1 < i < m, et

d d z; d z;
posons (—Z) N i pour tout ensemble d’index I = (iy,...,4,),1 <
/1

Ziq Zie

ip <+ <i,<m.Si w estune section locale de W, Q% (logY"), on écrit w comme

d
w:(—z) Na+ 3,
= /)1

ol a et (3 sont des sections locales de Q%" et Q% (logY') respectivement, et [ ne
z _
contient pas (—) . Alors la composante Résjw de Rés,w dans le facteur QqYI "
z
I

est
Résjw =aly, .

Le morphisme résidu Rés, est un isomorphisme de complexes de faisceaux.

Remarque. Dans la littérature, on trouve parfois (voir [3], [6], [7], [10], [13]) le
morphisme résidu défini par

— d
Résy (a/\ (—Z) +ﬁ) =aly,,
/)

qui differe par le signe du morphisme Rés, que nous utiliserons: f{c\f/sr = (—1)7"(‘1 " Rés, .
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(1.7) Le morphisme résidu est défini aussi au niveau rationnel: il existe un mor-
phisme dans la catégorie dérivée de Qx-Modules

Rés? : GI"XVQKQ — Qy [=7](=7)
tel que le diagramme

W Rés2®C
Gr, *Kq ®q C Qp [-rl(=1)®q C

o] !

Rés,
GrlVe K¢ « Qz.,, [-]

est commutatif, dans la catégorie dérivée de Cx-Modules ([3]).
Ce diagramme induit un diagramme commutatif d’isomorphismes des C-espaces
vectoriels d’hypercohomologie:

4sQ ~
QEl—WH'?” ®q C Rés7®aC HYY ™) C [-7])

o J

cEfr’qw s Hq(f/(r), Q%m [—=7]).

Le résultat suivant explicite la différentielle d; de la suite spectrale de (1.5) en
terme du morphisme résidu.

(1.8) Proposition (cf. [7], (5.21)). Pour tout r>1 , le diagramme

ésQ ~
QB et S, HI(Y®,Q [—r])(~r)

J/dl J(_,y(r)

RésQ ~
QBT S5 e (D, Q [ 4+ 1)) (- + 1)

est commutatif.

Preuve. 1l suffit de prouver le résultat sur C, car le foncteur ®qC est fidele.

Soient I = (i1,...,i,) un ensemble d'index, o € HY7"(Y7,Q3.) . Soit w €
cE{ "7 tel que Rés,w = a. Onreprésente la classe w par une forme différentielle
w sur X , C% sur U avec des poles logarithmiques de poids r le long de Y; et
telle que le poids de dw est r—1. Alors dyw est la classe de dw dans E;"TH4H"
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Puisque 7 (a) = Y (=1)*"'yfa ou 4L = (6}), il suffit de prouver que, si
k
J=1(i1,..lg,...,0r), 0N &

Résy dw = —(—1)""via,

ce qui d’apres (1.2) équivaut a la relation

# n—r+1 R, d . B 1 n—r 1k_1 N ,
(w:) ,, Ressdw ﬁ“<2w¢——1> /YIH oM pr(P)

pour tout 3 € H**~"~4(Yy, Q3 )
Pour ceci remarquons d’abord que, si Y (J) dénote le diviseur de Y induit par Y,
on a un morphisme de complexes de faisceaux

Résy: Q% (logY) — QF (log Y (J)) [-r + 1]

d
RéSJ(<—Z> /\Of—}—ﬁ):ah{,,
Z /)

dz

ou (3 ne contient pas <—> )
SV

On a aussi un morphisme de complexes de faisceaux

défini localement par

Rés] : Q5 (log Y (J)) — Q3 (log YV'(I)) [-1]

défini localement par

dz
Rés{( Zi /\oz—f—ﬁ):ozhf,,

ik

Ziy,

ou (3 ne contient pas , et on a

ik
RésyRés; = (—1)""*Rés; ,

car dzy = (—1)"*dz; Ndz,

Rappelons maintenant que, d’apres le théoreme des résidus de la théorie de Leray
[9], si V est une variété complexe compacte de dimension pure N, W est un di-
viseur lisse de V', et 1 est une forme différentielle C'*° sur V' — W avec des poles
logarithmiques le long de W et telle que dn est réguliere sur tout V, alors on a

(romt) L= (i)™ e
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Il résulte donc que, pour V=Y;, W =Y, n =Résyw A 3, on a

1 n—r4+1 ) 1 1 n—r+1 )
<27T\/__1> /YJRestw/\ﬁ:(—l) (27r\/—_1> /YJ d(Résjw A ()

1 n—r
= —(=1)"! Rés? (Résjw A
(—1) (27“/__1) y és7 (Résyjw A f3)

— 1y (%3__1) o / (1) Rési A pL(9).

ce qui prouve la proposition.

Remarque. Avec la définition du résidu Rés , donnée dans la remarque de (1.6),
ona Rés,_jod =—(—1)9""y() o Rés, , sur E{™%" . Ceci est en acord avec [7],
qui donne d; = 4+ , mais interpréter la phrase ”la différentielle d; se déduit des
morphismes de Gysin” de [7], p. 80, comme signifiant d; = - n’est pas correct,

bien que dans d’autres situations ce signe est sans importance et on peut se dispenser
d’étre plus précis (cf. [3], [6], [13]).

(1.9) Si on suppose seulement que Y (") est compacte pour r > rg (voir (1.4)), le
résultat antérieur est valable pour r —1 > ry . Nous utiliserons ce résultat pour
ro = 1 dans (2.7).

2. La suite spectrale de la filtration par le poids du complexe des cycles
proches.

(2.1) Soit X une variété complexe de dimension pure n + 1 , et soit f: X — §
un morphisme propre sur le disque unité S de C, lisse en dehors de Y = f~1(0),
et tel que Y,eq soit une réunion de diviseurs lisses Y7,...,Y,, de X, qui se coupent
transversalement. Soit X* = X —Y, §* = § — {0}, p : S* — S* un revétement
universel et soit X* = X X g S*. Notons}:)?* — X, 7: X" — X, et1:Y — X
les morphismes naturels. On a donc le diagramme cartésien

X — x4 . x

| N
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Nous utiliserons les notations de (1.3), et supposerons que S* est le demi-plan
{ue C;Reu>0} et que p(u)=-e"
Soit F un faisceau de Z-Modules sur X . On définit, d’apres [2], le complexe
des cycles proches par s
Ry*(F) =i 'Rjj"F
muni de la monodromie 7T induite par la translation u+—— u 4+ 2my/—1 de S*.

(2.2) Par la suite, nous supposerons que Y est réduit, bien que 'on pourrait aussi
démontrer les résultats principaux de ce travail sans ces hypotheses en utilisant, par
exemple, le théoréme de réduction semi-stable (voir [7], cf. [14] et [10]).

Posons

*(C)1 = Clu] ®c Qi (logY) = Y~ Cu? ®c N (logY),

p=>0

d
avec du®1l) =1® Tf , qu’on identifie a la sous-algebre différentielle graduée de
E*Q}* engendrée par Q% (logY) et w . D’apres Deligne ([2]), la cohomologie
H*(Y,¢*(C)1) est isomorphe & H*(Y,Ry*(C)), car la monodromie est unipotente,
et donc a H*(X*, C).
La monodromie induite sur ¢*(C);p ,

T:¢*(C)1 — ¢*(C)1,
est telle que
TwP @w)=(u+2rv-1’Quw.
log T’

On définit N = ——
n défini o/ 1

, qui ne dépend pas du choix de /—1 et vérifie

N(“p ) 0
—QRuw| = Quw, p=>0.
P! (p—1)!

(2.3) Lecomplexe 9*(C); , dont on vient de rappeler la définition, est le complexe

simple du complexe double (C)7* défini par
P(C) " = CuP ®c Q% "(logY), p>0,
avec les différentielles

d':p(C); 7" — p(C) ",
d" :p(C) P — p(C) P
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données par

dw @w)=puP ' ® = Aw,

d'(WP @w) =1’ @dw .
Le morphisme N est un morphisme de bidegré (1,—1) et on a [N,d| =
Oet [N,d"]=0.
P
Pour simplifier les notations, nous écrirons ulP) = u_' et up = (1P H(p—1)luP
p!
pour p > 0. Avec ces notations on a donc, pour tout p >0,
NPl @w)=uPYeow,
df

d'(ul! @ w) =ulr~ g N Aw,

"Wl @w)=ul @dw .

(2.4) Dans [13], Steenbrink a introduit un complexe double filtré de faisceaux sur
Y (A, W) tel que

AP? = Cupy ) @c Q% (log V) p>0,

/WpQ§(+q+1 (log Y) s =
avec les différentielles

d - AP N Ap+1,q 7

d"’ - AP? EAp,qul

)
définies par

af

/

d’ = d
(Upt1) Ow) = Uy ®dw,

d’(u[p_m QW) = Uptg @ ANw,
et la filtration W définie par

1
W, AP9 = CU[p+1] Re Wr+2p+1ﬂg(+q+ (log Y)/Wpﬂz))(—i—q—i-l(log Y)

Puisque d'od”+d"od =0, A** est un complexe double et la différentielle totale
sur le complexe simple associé A* = s*(A™*) est définie par d = d' + d".
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Les différentielles d' et d’ vérifient d'W, C W,_1etd"W, C W,., d’ou il résulte
une décomposition du gradué associé en somme directe de complexes:

GriV A* = @ Cupi 1] ®c Gritopi1 2% H(logY) .

k>0,—r

Le morphisme résidu induit donc un isomorphisme de complexes

Rés : Grl' A* — P azf! [—r — 2k — 1]

v (r+2k+1)
k>0,—r

défini par Rés (up41) @ w) = Rés; o1 (w) -
Sur le complexe double A**, on a un morphisme de bidegré (1, —1)

N - AP , AptLa—1

défini par
N(Upr1 ®w) = Ui Qw,
qui vérifie [N,d'] = [N,d”] =0 donc, en particulier, N est un endomorphisme du
complexe simple A* et vérifie aussi NW,, C W,_o .
(2.5) Lemme. L’application p: *(C); — A* définie par
0 si p#0

[p] ® — d
Iu(u Wp) (_1)|wo|u[l] ® Tf A wo st p=20

est un quasi-isomorphisme de complexes. Les morphismes N o p et o N sont homo-
topes par I’homotopie h : p(C)T* — A** de bidegré (0,—1) définie par
- 0 si p#0
h(u” @ wy) =

Preuve. 1l est aisé de voir qu’on a [u,d"”] = [u,d'] =0, donc g est un morphisme de
complexes, et d’apres [13] (cf. [10]), p est un quasi-isomorphisme. Il résulte aisément
quona hod’+d' oh=0 et Nopu—poN =hod +d oh,donc h définit une
homotopie de Nopu a poN.

(2.6) La filtration W du complexe A* induit en hypercohomologie la suite spectrale

E; T = HUY,Gr)Y A*) = HY(Y, A*)
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dont la différentielle d; se décompose en dj +df , ou d| et df sont induites par
les morphismes d’ et d” de A** . D’apres (2.4), on a un isomorphisme

Rés: By "7 — P HTTR(Y D C).

k>0,—r

Posons

K&k = giti=2kany@Gh=it) @) i k>0,

=0 sinon,

6,j _ .5,k
K = @K™,
k
et
£k 1,]
Kg =K.
4,
Le morphisme Rés induit donc un isomorphisme
E—r,q—i—r Kr,q—n
1 Yo

pour tout 7, q, et, par transport de structure, on a des morphismes

N i+1,5+1,k+1
d: Kg" — K§
i3,k i+1,5+1,k
d": Kg* — KGHTHk,

. 1ohd.k i+2,5,k+1
N : KC — KC .

Y

(2.7) Lemme. Pour tout o € K“* on a

d'(a) = p(a), d"(e) = =y(a) et N(a) = o,

Preuve. Soit I un ensemble d’index avec | I |= 2k—i+1. Soit o € H /=247 (Y; C) C
K3k et soit w € E; 9% tel que Résy(w) = o
Puisqu’on a

d
i (Uf11) © W) = Uppy2) ® — Aw,

f
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siJ=1U{jg}, il résulte
d
Résy (T nw) = (0 h ),

d’ou on obtient, d’apres (1.3), d'(«) = p(«) .

Le morphisme d{ étant induit par la diférentielle d; de la suite spectrale du
complexe (% (logY), W):

dll/(“[kﬂ] Qw) = U1 @ d1w

d’apres (1.9), on a dijw = —Rés™1y(a) , d’'ott il résulte d’(a) = —v(a) .
Finalement, N(a)= o résulte de (2.4).

(2.8) Sila variété Y est kihlerienne, d’apres Steenbrink ([13]), on sait que le
complexe A* est la partie complexe d’un complexe de Hodge mixte cohomologique,
qui munit H *()Z' *, Q) d’une structure de Hodge mixte et dont la partie rationnelle
([15], cf. [10]) munit K& d’une structure rationnelle qui, d’apres ce qui précede, est
donnée par

ng,k _ Hi+j—2k+n(17(2k—i+1)’ Q) (i—k) si k>0,

=0 sinon

i id.k
Ky =D Eg™",
k

et
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ok 1,7
K5 =PKEg .
/L'7j

avec les morphismes

/. NN i+1,5+1,k+1

d: Kg" — K§
c S

d': Kg"* — kgt

N : K(S’j’k _ Ké+2’j’k+1 (_1)

Y

définis par
d(@) = p(a) . d"(a) = —(a) et N(a) = a

pour tout o € K(’Q”C .

Nous dénoterons par K le diagramme (Kq,Kc) . Nous rassemblons dans la
proposition suivante les propriétés de K que nous utiliserons.

(2.9) Proposition. Avec les notations antérieures, sila variété YV est kihlerienne,
alors

i) K% a une structure de Hodge rationnelle de poids j —i+n
ii) Les morphismes

d/ . K’L,j N Ki+1,j+1

d// . Ki,j _ Ki+1,j+1

N: K% — K'23(-1)
sont des morphismes de structures de Hodge.

Ona dod=d"od =dod +d od =0 et [d N]=[d N=0

iii
iv) Pour tout @ >0, N induit un isomorphisme

~— —

iv
N K75 — K%I(—i) .
v) La partie N-primitive de K= est K430 e,

Ker Nt n K% = =530
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3. Le cas kahlerien.

(3.1) Dans ce paragraphe, nous continuons avec les notations et hypotheses du
§ 2, et nous supposons non seulement que Y est kiihlerienne mais aussi que
Y est cohomologiquement kahlerienne, i.e. qu’il existe une classe de cohomologie
dans H2(Y,R)(1) dont la restriction & Y1) est une classe de Kéhler. (Rappelons a
ce propos que Clemens a donné dans [1] un contre-exemple au théoréme local des
cycles invariants sans ces hypotheses.) Alors pour tout r» > 1, I'image inverse par le

morphisme
yr L, y@

de la classe de Kihler de Y définit une classe de Kihler sur V(™. On dénote par
¢:H* (Y™ R) — H* (Y R)(1)

la multiplication par cette classe de Kahler. C’est un morphisme de structures de
Hodge, tel que

=1 HITN(Y ) R) — HP (Y () R) (n — q)
est un isomorphisme, si n — ¢ > 0. On a donc un morphisme
0 Kgt — Kg ™ (1)
pour tout k > 0,7 ; d’ou un morphisme
= Kﬁj — Kﬁﬂ'z (1).

(3.2) Proposition.

i) Le morphisme { : Kﬁj — Kﬂj+2(1) est un morphisme de structures de Hodge
réels.

ii) Ona [(,N]=1[(,d]=1[(d"]=0.
iii) Pour tout j >0, ¢ induit un isomorphisme

01K K ().

iv) La partie primitive K;{i(’fj de K;{i’*j coincide avec la partie {-primitive de
H"= =3 (YD R)(—i), i. e.

Kg" 7 nKer /7' nKer N = Hy /(YT R) (—i) .
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Preuve. 1l est évident que [¢, N] =0 . La relation [¢,d}] = 0 résulte de la définition

de ¢ et de (2.6), et [¢,d]] = 0 résulte de (2.6) et (1.3). L’assertion iv) résulte
immédiatement de (2.9, v). Les autres assertions se démontrent aisément.

(3.3) Soit a un entier, pour simplifier les notations qui suivent, posons
e(a) = (=12,

et notons que cette fonction vérifie
i) e(0)=¢(1)=1,e(-1)=¢e(2)=-1,

(3.4) On définit une application linéaire
b K& © K — R(-n)

par

1 n—2k—i
z,y)=€c(t+j5—n TAY,
¥lz,y) i+ ) (27“/—1) /}7(zk+i+1) 4

si x®y € Kﬁi’_j’k ® Kﬁj’kH , et
P(z,y) =0

sinon .

(3.5) Proposition. v est un morphisme bigradué de structures de Hodge réels, et
on a
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Preuve. La premiere assertion résulte immédiatement de la définition de @ .
Nous poserons, pour simplifier les notations,

d
1
<x,y >= — ANy €R
T,y (27r _1) /Za: Yy (r+s)

siz € HP(Z,R)(r) , yqu(Z R)(s) , p+gq=2d et d=dimZ .
Soit z @ y € K~k @ KhJk+i ] résulte des définitions que

Y(x,y) =cli+j—n)<z,y>.
Puisqu'on a < z,y >= (—=1)"H+" <y 2 > et
w<y7x> :E(_i_j _n) <y,r>,

de (3.3,v), on obtient i).
De (2.8), il résulte que

Y(Nz,y) =e(i+j—n) <z,y>,
Y(x,Ny) =e(i+2+j—n) <z,y>,

pour x € K27 0k=1 "y e Kiik+i et on déduit ii) de la relation (3.3,v) .
Pour x € K~»7772F 4 c K&3F+i on a

Yz, y) =ce(i+j—n) <Ll&n >
vz ly) =c(i+j+2—n)<&ln>

et, d’apres (3.3,v), on en déduit iii) .

Soient x € K—i=b—i—Lk=1" o ¢ Ki3k+i en utilisant (2.8), (1.4) et (3.2.v), on
obtient

v(diz,y)=e(i+j—n)<dzy>
e(i+j—n)<xzdy>

=e((i + ) (G+1)—n)<axdy>
= Y(z,d{y)

d’otu il résulte iv).
La relation v) est une conséquence de i) et iv).
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(3.6) Proposition. La forme bilinéaire (—,¢? N*°—) induit sur Kﬁ%_j une po-
larisation, i.e. la forme bilinéaire réelle

Q: Kty '@ Kgly ! —R
définie par o o
Q(z,y) = 2nvV/—-1)"T"T¢(2, A N'Cy) ,

ou C dénote l'opérateur de Weil, est symétrique et définie positive.

Preuve. Soient x,y € Kg's 7 = Hy "™/ T"(Y (+1) R)(—i), alors on a

Q(z,y) =2rvV/—=1)"""e(i+j —n) (%—\1/?1)”_[ z AP NCy
—e(i+j—n) /? L er/ DA <

Y (i+1)

¢ )J C(2mv—-1)'y .

2w/ —1

Puisque (2rv/—1)'z , (2n/—1)'y € Hy "7 (Y i+ R), la proposition résulte de la
théorie de Hodge classique.

4. Modules de Hodge-Lefschetz polarisés.

Dans ce paragraphe, nous exposons la partie de la théorie des modules de Hodge-
Lefschetz polarisés de Saito ([11]) que nous utiliserons au § 5, en suivant la formulation
et les preuves de Deligne ([5]) . Notre exposition ne differe de celle de Deligne que
par quelques changements de signe qui ne sont pas essentiels.

(4.1) Soit L = € L% un R-espace vectoriel de dimension finie bigradué, et
ijEZ
soient l1 , lo des endomorphismes de L tels que
Iy: LH7 s [i2.0 lo: LB s [BI12

Y Y

et
(11, 2] =0

Nous dirons que (L, l;,13) est un module bigradué de Lefschetz si les morphismes

i LW S LW >0,
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et . . . . .
B: LV — L | 7>0,

sont des isomorphismes.

De la classification des représentations de dimension finie du groupe SL(2,R) ,
il résulte que les modules bigradués de Lefschetz correspondent bijectivement aux
représentations de dimension finie du groupe SL(2,R) x SL(2,R) , de fagon qu’au
module bigradué de Lefschetz (L, [,l2) correspond la représentation o de SL(2,R) X
SL(2,R) sur L définie par

JKS a91> ’ (8 b91>] (2) =a'b’e, xell,

(8 )] -0
e (3 2)] -

Si (L,lq,12) est un module bigradué de Lefschetz et on pose, pour i,j >0 |,

et

Ly = L7770 Ker "' N Ker

il résulte immédiatemente des définitions, ou de la remarque précédente, qu’on a une
décomposition de Lefschetz

i’j o r718 i—2T,j—28
L = 115 L .

r,s>0

Si w est I’élément de Weyl de SL(2,R) :
v ( 0 1)
-1 0)"°
nous noterons wo 1’élément de SL(2,R) x SL(2,R)
we = (w, w) .
(4.2) Soit (L, l1,l2) un module bigradué de Lefschetz, nous dirons que (L, l1,12) est

un module bigradué de Hodge-Lefschetz si, pour tout i,7 , L/ a une structure de
Hodge réelle, et les morphismes 1 et I sont des morphismes de structures de Hodge
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de certains types ([7], (1.2), de fait nous n’utiliserons que la compatibilité de ces
morphismes avec 'opérateur C' de Weil).

(4.3) Soit (L, 1,12) un module bigradué de Hodge-Lefschetz, une polarisation de L est
une forme bilinéaire sur L

Yv: L ® L — R,

qui est un morphisme de structures de Hodge d’un certain type, bigradué, tel que
¢(ll'r7y)+¢(x7l1y) =0 , pour 1= ]-72 )

et tel que, sur Ly “71 | la forme (-, Clil%—) est symétrique et définie positive.
Nous dirons alors que (L,ly,l2,1) est un module bigradué de Hodge-Lefschetz po-
larisé.

Proposition. Si v est une polarisation de L , la forme bilinéaire ¢ sur L définie
par

¢(IB, y) = 77[](3:7 ngy)

est symétrique et définie positive.

Preuve. Soit py, la représentation irréductible de dimension m + 1 de sl(2,R).

Soient X = <0 1) , Y = (0 O> , et soit ey un vecteur dominant, i.e. tel

0 0 1 0
que pm(X)eg = 0. Rappelons que si on pose
1
ek:ypm(y)k607 kzla'-'vma
alors on a ol
wpm(X)kem = (_1)kmpm(X>m_kem .

Soient € L% | ye L™ . Si (i,5) # (r,s) ona ¢(L“,L™%) =0 ,car ws
est un isomorphisme entre L7 et L™"77 et 1 est bihomogene de bidegré (0,0) .

Siz,y € L et o =S84z 0p 24,y = EI15yi—ar j—2s , sont les décompositions
de Lefschetz de = et y respectivement, on a

U(x, Cway) = (B3 -2p,j 29, & Cwalil5yi—2r,j-24)

=3 (1) N (2i—2p,j—2q, CI§wal{I5yi—2r j—25)

rls! ; j
+r—1i39+s—
¢<xi—2p,j—2qa le lg ]yi—2r,j—25)

(r=)i(s— )

2p—i12q—j
| w(xi—Zpyj—QqaCll 12 yi—2p,j—2q) .

=Y (_1)p+q+r+s

plq!

= (p—i)(qg—7)
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La proposition résulte alors immédiatement de cette expression de 1 (x, Cwsy) car
P(x, Clildy) est symétrique et définie positive sur Ly~ .

(4.4) Soit (L, 11,13,1) un module bigradué de Hodge-Lefschetz polarisé, une différen-
tielle sur L est un morphisme de structures de Hodge d’un certain type

d: L — L,
qui vérifie
d: L% — [+l i,j€Z,
=0,
[d, ;]=0,i=1,2,
et

lb(dxay):lﬁ(%dy) 5 x,yEL .

Nous dirons alors que (L,l1,l2,%,d) est un module bigradué de Hodge-Lefschetz
polarisé différentiel.

(4.5) Théoréme. Soit (L,l1,l2,%,d) un module bigradué de Hodge-Lefschetz po-
larisé différentiel, alors (H*(L,d),l1,l2,v) est un module bigradué de Hodge-Lefschetz
polarisé.

Preuve. Soit

¢($, y) = QP(% Cwa)

la forme bilinéaire sur L introduite dans (4.3), puisqu’on a

(I7 dchy)

(0
¢ (z, (ng)_ldegy)
¢

(2, wy ' duny)

la transposée de d , relative a ¢ , est
td o —1
= wy dwsy .

Dong, si on considere sur Hom(L**, L**) I'action de SL(2,R) x SL(2,R) déduite de
celle qu'on a sur L , on a
'd=wy'(d),
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et ainsi *d est dans la sous-représentation W de Hom(L**,L**) engendrée par
d .

Puisqu’on a [l;,d] = 0, [la,d] = 0 et d est de bidegré (1,1), d est un vecteur
dominant et la représentation W est p; X p; . Notons que ‘d est un vecteur anti-
dominant de W, puisque *d = w; *(d) .

Considérons le morphisme de composition

comp: W@ W — Hom(L™*, L*")
f@®gr— fog

qui est équivariant par rapport aux actions de SL(2,R) x SL(2,R) . D’apres la
formule de Clebsch-Gordan, on a

WoW=(piXp1)® (p1 X p1)
= (p1@p1) X (p1 @ p1)
= (p2 @ po) X (p2 ® po)
= (p2 X p2) @ (P2 po) ® (po X p2) & (po X po)

et le vecteur d ® d est un vecteur dominant du facteur ps X ps , d’ou il résulte que le
morphisme comp est nul sur le facteur ps X ps , car d> = 0 . Du lemme qui suit, on
déduit alors que 'opérateur laplacien

O =d'd+ ‘dd

est invariant.

Lemme. Soient W la représentation p1 X p1 de SL(2,R) x SL(2,R) , e un vecteur
dominant , f un vecteur antidominant de W. Alors l'image du vecteur e @ f + f @ e
dans W @ W/pa ™ p2 est invariante par SL(2,R) x SL(2,R) .

En effet, si u,v est la base de la représentation p; de SL(2,R) , avec u dominant
et v antidominant, alors W a pour base les vecteurs

UXu=u®@u, uKv=u®®v, vKu=vu, vMKv=vQv,
et on peut supposer que e = uX u et f = v X v. Puisque, dans W @ W les vecteurs
e20= WY ®@WXRV)+ URKV)Q VKU +(vHRL) Q@ uKR)+ (vKR) (uK u)

et

o0 = (U u) ®(VKY) - (X)) © (WKRu) - (VR u) @ (uBv) + (VKV) @ (uRu),
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sont des vecteurs des facteurs ps X p2 et pgX pg , respectivement, et on a
e22 teo=2(e@f+f®e),

I'image de e ® f + f ® e dans W ® W /pa K p2 est la classe de eg /2, qui est inva-
riante.

Revenons a la preuve du théoreme.
Puisque
H* = Kerd/Imd = Ker dNKer'd=Ker[J

et [J est invariant, on a un isomorphisme équivariant de complexes
L= Ker & Im [7J,

ou Ker[J est muni de la différentielle nulle et Im [J est acyclique. On a une action
de SL(2,R)x SL(2,R) induite sur Ker [0, d’ou il résulte que H* est un module
de Hodge-Lefschetz bigradué. Finalement, v induit une polarisation sur H* car d
est auto-adjoint.

5. Le théoréme local des cycles invariants.

Les résultats du paragraphe précédent appliqués a la situation considerée au § 3
nous permettront de conclure la preuve du théoréme local des cycles invariants (5.3)
énoncé ci-dessous et qui était I’'objet de ce travail.

(5.1) Théoréme. Avec les notations et les hypothéses du § 8, le R-espace vec-
toriel bigradué K = ®K%Y avec les endomorphismes (2mv/—1)N et (2m/—1)"1¢ ,
la différentielle d = d' +d", et la polarisation (2mv/—1)"1 , est un module de Hodge-
Lefschetz bigradué polarisé différentiel.

Preuve. On déduit de (2.9) et (3.2) que K est un module de Hodge-Lefschetz bi-
gradué, par (3.6), il est polarisé et, de (3.5), il résulte qu'il est différentiel.

On déduit de ce théoreme la coincidence de la filtration par le poids W avec la
filtration définie par la monodromie ([13], (5.9)):



24 F. GUILLEN ET V. NAVARRO AZNAR*

(5.2) Théoréme. Sous les hypothéses de (3.1), pour tout g, > 0, l’endomorphisme
N induit un isomorphisme de structures de Hodge

N": GT(IJ/K—qu()?*, Q) — GTKqu()?*vQ)(_M

Preuve. Le théoreme résulte de (4.5) et (5.1) car la suite spectrale (2.6) dégénere en
E2 . E2 :Eoo

(5.3) Théoreme ([1], [4], [13]). Sous les hypothéses de (3.1), soit sp* le mor-
phisme de spécialisation. Alors pour tout q > 0 la suite

HI(Y,Q) —X— H1(X*,Q) — H(X*,Q)

est exacte.
Preuve. Ceci résulte de (5.2), par un argument de Deligne (voir [13] (5.12)) .

Rappelons que, & partir de (5.2), on obtient aussi une preuve de la suite exacte de
Clemens-Schmid ([7] , [1], voir [8], Exp. IV , (7.14)).

Schmid a prouvé que, si S est la forme d’intersection de H* ()? *,Q), la forme
bilinéaire S(—,¢"~9N"—) induit une polarisation sur GTKFTHQ()?*, Q) ([12] (6.16)),
et une autre preuve a été donnée par Saito ([11]) en utilisant sa théorie des modules
de Hodge. Il serait intéressant d’avoir aussi une preuve de ce résultat dans la ligne de
cet article.
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