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Introduccion

Objetivos

El objetivo de este documento es calcular la cobertura necesaria para una cartera
de bonos, mediante una cartera de cobertura compuesta por forwards sobre bonos.

El enfoque del documento es tedrico, considerando el tiempo y las tasas de interés
como variables continuas, y tomando bonos de cupén continuo para poder llegar a una
formulacién analitica de los ratios de cobertura, obtenidas estudiando la variacion del
precio del bono y del forward cuando la curva forward sufre variaciones infinitesimales.
Sin embargo, como se vera a lo largo de los distintos capitulos en que se divide el do-
cumento, esta formulacién tedrica es aplicable al caso real de bonos de cupdn discreto.
En concreto, veremos cémo extender el analisis hecho para obtener férmulas sencillas
para calcular a la préactica el nimero de forwards necesarios para cubrir una cartera
de bonos.

f(t)
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Figura 1: Ilustracion de una particién de la curva forward

Para ello consideraremos particiones de la curva de tipos forward, y estudiaremos
la variacion del precio del bono y el del forward ante variaciones paralelas de dis-
tintos tramos. Aunque el alcance de este procedimiento pueda parecer limitado, de
hecho cualquier variacién sufrida por la curva forward podria aproximarse tanto co-
mo se quisiera por variaciones paralelas de distintos tramos de la curva, siempre y
cuando se considerara un ndmero suficiente de tramos (ver Figura 1). Este andlisis
de cobertura nos permitira calcular la cobertura para la cartera de bonos. Aunque en
este documento tomamos los forwards como instrumentos de cobertura, no es ésta la
Unica posibilidad. Se podria seguir el desarrollo que expondremos con cualquier otro
instrumento de cobertura (por ejemplo, otra cartera de bonos o futuros sobre bonos)
obteniendo resultados andlogos.
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Estructura del documento
El documento se estructura en cuatro capitulos:

s Capitulo 1 - Estructuras temporales de tipos de interés en tiempo continuo: se
hace una breve descripcién de las estructuras temporales de tipos de interés en
tiempo continuo, con las que se trabajard a lo largo del documento. A contin-
uacién se introduce la férmula del valor actual de un bono con cupén continuo,
y se deriva la formula del precio de un forward sobre ese bono.

» Capitulo 2 - Cobertura para un desplazamiento paralelo de la curva forward:
estudiamos cémo varia el precio de un bono y de un forward cuando toda la
curva forward sufre un desplazamiento paralelo infinitesimal. De las férmulas
obtenidas se deriva un ratio analitico, para la cobertura de un bono con forwards
sobre el mismo bono.

s Capitulo 8 - Cobertura para desplazamientos paralelos en tramos independientes
de la curva forward: en este capitulo se toma una particién de la curva forward, de
manera que distintos tramos puedan variar independientemente. De este modo,
se puede ajustar mucho mejor la variacién que a la practica puede sufrir la curva
forward, obteniendo en consecuencia una mejor cobertura. Se estudia la variacién
del bono y del forward debida al desplazamiento infinitesimal de un tramo de
la curva, y como se relaciona esta variacién con la variacién sufrida a causa del
movimiento de toda la curva forward.

s Capitulo 4 - Aplicacion a la cobertura de bonos de cupdn discreto: finalmente,
comprobamos que la formulacién obtenida en los apartados anteriores es aplicable
también al caso de bonos de cupdén discreto, lo que permite obtener férmulas
simples para el nimero de forwards necesarios para cubrir una cartera de bonos
frente a cambios desfavorables de los tipos de interés.

s Apéndices: las demostraciones de algunas de las proposiciones enunciadas a lo
largo del documento se incluyen al final en forma de apéndices debido a su con-
siderable extension.



Capitulo

Valoracion de bonos y forwards en
tiempo continuo

1.1. Estructuras temporales de tipos de interés en tiempo
continuo

A lo largo de este documento consideraremos el tiempo como una variable contin-
ua, porque esto nos permitird obtener férmulas analiticas y simplificar los célculos (sin
embargo, en el capitulo 4 trataremos el caso de bonos que pagan cupones discretos).
Por ello primero introduciremos las distintas estructuras de tipos de interés y sus re-
spectivas relaciones en ambiente continuo.

Denotaremos cualquier estructura temporal de tipos de interés spot por
S(thTDv (&S N7

donde tg indica el momento presente y T;, el plazo que consideramos.

Sea f(t) el tipo forward implicito. Es decir, f(¢) denota el tipo de interés conti-
nuo establecido a tiempo ty = 0 para un depédsito hecho a tiempo ¢ con vencimiento
infinitesimal.

Lema 1.1. Si el mercado es libre de arbitraje, entonces debe cumplirse la siguiente
relacion entre los tipos spot s(0,T) y las tasas forward implicitas f(t):

oo fdt _ 50, )T
Es decir, 1€ invertido hoy al tipo spot s(0, T') debe proporcionar el mismo rendimien-

to que 1€ continuamente invertido a todos los tipos forward f(t), con 0 <t <T. La
demostracién de este lema puede encontrarse en el apéndice A.

De esta relacion, gracias a la inyectividad de la funcién exponencial, se sigue in-
mediatamente el siguiente corolario:

Corolario 1.1. FEl tipo spot s(0,t) y el tipo forward implicito f(t) cumplen la siguiente
relacion:

/ f(z)dz =s(0,t) - t.
0
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Supongamos que la curva de tipos spot sufre un desplazamiento paralelo tal como
muestra la figura 1.1:

s(0,) A

t

Figura 1.1: Desplazamiento paralelo de la curva spot

La proposicién 1.1 nos dice cudl es el desplazamiento sufrido a su vez por la curva
forward.

Proposicion 1.1. Si la estructura de tipos spot sufre un desplazamiento paralelo &,
idéntico en todos los plazos, entonces la estructura de tipos forwards sufre equivalen-
temente el mismo desplazamiento §.

Demostracion. Por el Corolario 1.1 sabemos que

S(O,t)-t:/o f(z)d=.

La igualdad no cambia si sumamos ¢ - t a ambos miembros:

t
s(O,t)-t—i—é-t—/f(z)dz—i—(S-t N
0

= (s(O,t)+5)'t—/otf(z)dz—i-/otédz =

t
N (s(O,t)+6)~t:/0(f(z)~|—5)dz.

Vemos, por tanto, que incrementar cada tipo s(0,¢) en ¢ es equivalente a desplazar
paralelamente la estructura de tipos forward implicitos. O

Para finalizar esta seccion introductoria sobre las estructuras de tipos de interés, defi-
nimos los tipos de descuento:

Definicion 1.1. Dado 1€ a tiempo t, su valor a tiempo 0 recibe el nombre de factor
de descuento, y viene dado por

D(t) = e~ Jo f()dz

o, equivalentemente (ver Corolario 1.1),
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1.2. Valor de un bono con cupén y tiempo continuo

Consideremos un bono B con vencimiento T que paga un cupén continuo c¢(t).
Es decir, en cada intervalo infinitesimal de tiempo dt, el propietario del bono recibe
c(t) - dt. El pago correspondiente al primer afnio, por ejemplo, es

1 1
/ c(t)dt = / cdt = c.
0 0

El pago correspondiente al ultimo afio de vida del bono vale
T T
/ c(t)dt:/ (¢c+ Br)dt = c+ Br.
T—1 T-1

Para calcular el valor actual del bono B — que denotaremos por By —, basta actualizar
todos los pagos mediante el factor de descuento:

T T
— | - — | (). e o f@dz gy ,
Bo /0 (1) - D) dt /0 ) dt (1.1)

1.3. Valor de un forward sobre un bono en tiempo conti-
nuo

El precio de un bono comprado a plazo guarda relacién con el precio del bono
comprado al contado. La expresion de esta relacién tiene que ver con la ganancia o
coste que supone tener el bono durante el periodo comprendido entre las fechas spot
y forward. Si un inversor compra un bono a plazo, y el bono paga cupones, el inversor
debe pedir una compensacién por los pagos que no recibe, pero debe pagar a su vez
una prima porque se ahorra el coste de financiar el bono hasta la fecha forward. La
siguiente proposicion proporciona el precio forward de un bono.

Proposicién 1.2. Sea F(tr) el precio del bono adquirido a plazo, en la fecha forward
tr. Entonces, F(tp) viene dado por

T -t tp tF
F(tp) = { / c(t)-e o f<2>d2dt] el fR)dz _ / c(t) dt.
0 0

Demostracion. Dado un bono con cupén continuo, el cupén corrido CC' que deja
de percibir un inversor que compra el bono a plazo en el momento tg es

tp
CC0,tr) = / o(t) dt.
0
Por otro lado, el coste CF de financiar el bono hasta el momento tr viene dado por

CF(0,tr) = By - efotF f@)dz _ g
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Por tanto, el precio de un bono comprado a plazo en t es

F(tp) = Bo+CF(0,tp)—CC(0,tp) =
. tp
0
. tp
= Bg'egFf(z)dZ—/ c(t) dt.
0

Utilizando la ecuacién 2.1 para By, obtenemos:

T . tp tp
F(tp) = { / c(t)-e o f<2>d2dt] celo” fR)dz _ / c(t) dt.
0 0



Capitulo

Cobertura para un desplazamiento
paralelo de la curva forward

2.1. Variacion del precio del bono debido
a un desplazamiento paralelo de la curva forward

Como en el caso discreto, la variacion que sufre el precio del bono debido a un
cambio del tipo de interés estd estrechamente relacionado con la duracién.

Definicién 2.1. La duraciéon de Macaulay de un bono B con cupdn continuo c(t)
se define como
L ~ I3 1=y
D=— c(t) - t-e Jo W= g,
Bo Jo
Proposicion 2.1. La relacion entre la variacion del precio del bono y una variacion
paralela infinitesimal de toda la curva forward viene dada por

&% = —By- D.

Demostracién.’ Sabemos que el valor actual del bono viene dado por
T t
By = / c(t) - e~ JoFZ)dz gy
0

La variacién del precio del bono a causa de una variacién paralela infinitesimal de la
curva forward f(t) se corresponde con

9By _ lim Bo(f +h) — Bo(f)
df  h—o h

Sustituyendo por la expresién de By, y arreglando la expresion resultante, obtenemos:

0By " fOT c(t)-e” Jo f=)dz . (e7ht —1)dt _
af  iZo h -
e Jo f(=)d het
= hhino ; h™" - c(t)-e Jo ~<e —1>dt

!Esta demostracién s6lo muestra los pasos principales del razonamiento. La demostracién completa
se adjunta en el apéndice B



Capitulo 2. Cobertura para un desplazamiento paralelo de la curva forward 9

Usando el desarrollo en serie de la funcién exponencial,

)
xr xr
=T et T Ty
n=0

n 552 3
n! 2 6

en la expresién del limite:

T t
lim hlc(t) e Jo f@dz g (et 1) =
h—0 Jo

T
= lim [ h7lee(t) e [ 7@z (14 (—h-t) + O(h2) —1) dt =
- 0

T t

0
= —By-D.

O

2.2. Variacion del precio del forward debido a un despla-
zamiento paralelo de la curva forward

En el apartado anterior hemos calculado la expresién de la variacion sufrida por
un bono ante un desplazamiento infinitesimal de la curva forward. Dado que nuestro
objetivo es calcular la cobertura de una cartera de bonos mediante una cartera de
forwards, debemos calcular también la variacién sufrida por el precio F(tr) de un
forward sobre un bono cuando la curva forward sufre un desplazamiento infinitesimal.
Esto nos permitird, a través de sucesivos pasos, llegar a la composicién de una cartera
de cobertura tal que replique las variaciones sufridas por la cartera de bonos ante
cambios de la curva de tipos de interés.

Proposicion 2.2. La relacion entre la variacion del precio de un forward sobre un
bono y una variacion paralela infinitesimal de toda la curva forward viene dada por

t
7‘9%(?) =By - elo” f(z)dz (tp — D).

Demostracién. > Sabemos que la expresion del precio del forward viene dada por
tp ip
F(tp) = By- el f)dz _ / c(t) dt.
0

La variacién del precio del forward provocada por una variacion infinitesimal en toda
la curva fordward se puede calcular mediante el limite

OF(tr) _ . Fitrf+h)—F(tr. )
of  h-o0 h '

Desarrollando el numerador y utilizando la serie de potencias de la funcién exponencial,
obtenemos

2Esta demostracién sélo muestra los pasos principales del razonamiento. La demostracién completa
se adjunta en el apéndice C



Capitulo 2. Cobertura para un desplazamiento paralelo de la curva forward 10

OF(tr) o [ Py as /T ~ [ f(2) dz
a7 = hhino{eo tp ; c(t) - e Jo dt

g —[if(2)d h g — e f(z)dz 42
_ / c(t)-e Jo f()d= ¢ gy +§. / ct) - e fo f()dz 42 gy
0

0
T 't T ot
- 2tp-/ c(t)-e_JOf(Z)dZ-tdt—i-tQF-/ c(t)-e_jof(z)dzdt>+0(h2)”
0 0

T T
S OLED <tF/ c(t)-e—ftff(z)dzdt—/ c(t)-e—fcff(z>dz-tdt> =
0 0

= B() : efotf(z)dz . (tF - D)

2.3. Calculo del ratio de cobertura

Para poder calcular una estrategia de cobertura, nos interesa conocer cémo varia
el precio del forward con respecto al del bono, su subyacente. A partir de las férmulas
halladas en las proposiciones 2.1 y 2.2 para la variacion del forward y del bono frente
a un cambio infinitesimal de la curva de interés, podemos obtener la siguiente relacién
para el cambio del forward por un cambio inifinitesimal del bono:

OF(tr)  OF(tp) (0By\ ' _
0By Of '(af> N

tp —
= By-el &z (1. py. =
0°¢ (tr = D) By D

_ T ez tr =D
D

Esta expresién nos permite obtener el nimero Nr de forwards necesarios para cubrir
un bono frente a variaciones pequenas de su valor:

—1 _
Np = <8F<tF>> = (—eh” @Y T

9B,
_ e D
tr — D
_ e D
D—tr

t
Por tanto, el poseedor de un bono debe vender e™ Jo" f(2)dz. DZF forwards F'(tp) sobre

el mismo bono si desea cubrirse ante un cambio adverso de los tipos de interés.




Capitulo

Cobertura para desplazamientos
paralelos en tramos independientes
de la curva forward

3.1. Variacion del precio del bono debido a un desplaza-
miento en un tramo de la curva forward

Para poder obtener una cobertura ajustada ante una variacién cualquiera de la
curva de tipos de interés, consideraremos una particién de ésta en distintos tramos. De
este modo, podremos estudiar como cambia el precio del bono y del forward cuando no
es la curva entera lo que varia sino sélo un fragmento de ella, o bien cuando distintos
trozos de la curva sufren distintos desplazamientos.

Consideramos una particiéon de la curva forward en K tramos, no necesariamente
de la misma longitud, y comprendidos entre el momento actual ty y 7" > T, donde
Tp es el vencimiento del bono. Sea d; el desplazamiento vertical sufrido por el tramo
de la curva forward comprendido entre los momentos tx_1 y tg:

Or(t)
O,
I 1 1 1 1 I I -
to t1 to i3 tp—1 g tx =T t

Podemos definir d; como una funcién en todo el intervalo [0, 7] de la forma siguien-
te:

0 si 0<t<tp,
5k(t) = O0p si th1 <t<t
0 si tp<t<T

De esta forma, la variacion total sufrida por la curva forward — que llamaremos

11
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d(t) — puede expresarse como la suma de las distintas variaciones parciales:
o(t)
5 %8 5y .

Jl [ P g K 4
0 &1 t2 t3 -+ lp—1 tp - lk1 T

(51 si OStStl
K Jy si t1 <t<ty

O sl tg_1 <t<tg

La siguiente proposicién nos da la variaciéon del precio del bono debida a una
variacién en un tramo de la curva forward.

Proposicién 3.1. Si la curva forward sufre un desplazamiento §x(t) en el tramo
[tk—1,tk], entonces la variacion de orden lineal en 0y sufrida por el precio del bono
viene dada por

ABY =5, - [tk_l By, —tg- By, — D

tp—1|?
donde .
k
Dl :/ c(t) teeJof@dz gy
t

tk—1
k—1

T t
B, = / c(t) - e o FE)dz gy
12

Demostracién.’ Supongamos que la curva forward sufre un desplazamiento paralelo
dk € R en el tramo [ty_1, tx):
0 si 0<t<tr,
(5k(t) = Op sl tr_1 <t<t
0 si tx<t<T

Sea Bg’“ el valor del bono después de la variacién d; de los tipos de interés. Para calcular
Bg’“ basta actualizar el cupén continuo con los nuevos tipos de interés:

T
ng = / c(t) e~ Jo F)+8r(2) d= gy
0

Utilizando la expresién de dx(t) y la aproximacién lineal de la funcién exponencial,
llegamos a la siguiente expresion:

5 T ot d tr ot d
BY = / c(t) - e Jo (2 Zdt—ék/ c(t) e Jo fB Az gy —

0 te—1

T t T t
— 6k-tk/ c(t)-e_fof(z)dzdt—l-&k-tk_l/ c(t) - e~ Jo 12 d= gy

th te—1

!Esta demostracién s6lo muestra los pasos principales del razonamiento. La demostracién completa
se adjunta en el apéndice D
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Teniendo en cuenta la expresién del precio inicial de un bono

T t
By = / c(t)-e” Jo F(z)dz g4
0

y definiendo

t
D :/k c(t) - t-e~Jo FEd= gy
te—1
k—1

T
By = [ el RO a

obtenemos:
ng = By + 0y, - [tk—l By, =ty By, — Dik 1}

Por tanto, si notamos por ABS’“ la variacién del bono debida al cambio dx(t) en la
curva forward, llegamos al resultado deseado:

ABY = By — By = &y, - [tk—l By, —tr- By, — Dijf_ 1} '

O
Por otro lado, podemos calcular la variaciéon del precio del bono causada por la
suma de todas las variaciones parciales Jy, es decir, la variaciéon causada por la curva

(51 si 0 <t< 751
K Sy si ti<t<ty
5(t) =Y o) =1 . (3.1)
k=1 :

O s tg_1 <t<tg

Proposicién 3.2. Si la curva forward sufre un desplazamiento 6(t) de la forma dada
en la ecuacion 3.1, entonces la variacion de orden lineal en Oy sufrida por el precio del
bono viene dada por

K-1

K
ABj=B{~By=3 tx-Bi (ke —60) = > k- D,
k=1

donde Bg es el valor actual del bono cuando la curva forward ha sufrido una variacion

3(t).

Demostracién.® Sea Bg el valor actual del bono cuando la curva forward ha sufrido
una variacién 6(t):

T
Bg:A () e fo z)+6(z) dzdt

donde §(t) = Zszl 0k (t) tal como en la ecuacién 3.1.

2Esta demostracién sélo muestra los pasos principales del razonamiento. La demostracién completa
se adjunta en el apéndice E



Capitulo 3. Cobertura para variaciones parciales de la curva forward 14

Descomponiendo la expresién de §(f) en un sumatorio para los distintos tramos
de la curva forward, y utilizando la aproximacion lineal de la funcién exponencial,

llegamos a
K-1 thrl . k

Bj = Z {/ c(t) - e Jo f) = (1 - [Z(5i St = ti1)) + O - (E— tk)]) }
k=0 (1K i=1

Agrupando términos y empleando las notaciones anteriormente introducidas,

Dl

te—1

123

te—1

T t
B, = / c(t) - e Jo 7@ d= gy
173

llegamos a
K-1 K
By =By + Z t - By, - (Ok41 — 0k) — Z(Sk : Df:—l
k=1 k=1

Por tanto, la variacién del valor actual del bono debida al cambio 4(¢) en la curva
forward viene dado por:

K—1 K
ABY =By~ By= 3ty By - (Gks1 —06) = > 0 DI
k—1 k=1

O
A partir de los resultados anteriores, podemos enunciar la siguiente proposicion:

Proposicién 3.3. La variacion de orden lineal en el precio de un bono causada por
una variacion de toda la curva forward puede calcularse como la suma de la variacion
lineal del precio del bono causada por el desplazamiento de cada tramo de la curva
forward. Es decir,

K
> ABY = AB,
k=1

donde ABS’“ Y ABg indican la variacion lineal del precio del bono causada por un
desplazamiento paralelo del tramo [ty_1,tx] de la curva forward, o de toda la curva
forward, respectivamente.

Demostracion. Por la proposicién 3.1, sabemos que la variacién de orden lineal en
el precio del bono causada por una variacién Jj constante en un tramo [tx_1, tx] viene
dada por

ABY =5, - [tk_l By, —ty- By, — D

te—1 |
donde .
k
Di* = / c(t)-t- e Jo F(2)dz g4
t

tp—1
k-1

T t
B, = / c(t) - e Jo#z)dz gy
173
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Por tanto, la suma de las variaciones causadas por el desplazamiento de cada tramo

es
K K
S ABYE = b (e Biy — e By~ Dif) =
k=1 k=1
K K K
= D0k tier Biy =D 8-t By =) k- Dy
k=1 k=1 k=1

Como t) =0,y By, =0 (tx es el tiempo de vencimiento),

K K K-1 K
ZAng = Z5k clp_1 - Bt,%l — Z Op -ty - Btk — Z&c . Di:il =
k=1 k=2 k=1 k=1
K-1 K-1 K
B ST 3 PR S I
k=1 k=1

T
—_

K
= ti By, - (On41 — k) — Y _ 0 - Di*
k=1

tk—1

i
I

Utilizando la proposicion 3.2, llegamos al resultado deseado:

K
> ABY = AB.
k=1

O

3.2. Variacién del precio del forward debido a un despla-
zamiento en un tramo de la curva forward

Como en el caso del bono, veremos que también la variacion total sufrida por el
precio del forward debida a una variacién de toda la curva forward se puede descom-
poner como la suma del cambio debido a la variaciéon de cada tramo de la curva, si
dichas variaciones son pequenas.

Calculamos primero la variacion del precio del forward debida a un cambio d; en
el k-ésimo tramo de la curva forward.

Proposicién 3.4. La variacién de orden lineal del precio del forward F(tr) a causa
de un desplazamiento & en el tramo [ty_1,tx] de la curva forward, AF%(tp), viene
dada por
AF%(tp) = FO(tp) — F(tp) =
-t

S - (tk; (Bo— By,) —tp_1-(Bo— Bi,_,) — DEZ,J edo” F(2)dz.

si tp_1 <t <tp
b Btk) celo” f2)dz

st tp1 <tp <tg

te—1

O - (tF - Bo —tg—1 - (Bo — By,,_,) — Dy*

5k ' (tkfl : Btk—l — 1k - Btk — Dz:—1> . efoF f(z) d27

sitp <t <tg



Capitulo 3. Cobertura para variaciones parciales de la curva forward 16

Demostracién.? Supongamos que la curva forward sufre una variacién d, en el tramo
[tk_1,t1]. Sea F (tr) el precio del forward calculado con la nueva curva forward. Para
conocer su valor, es necesario distinguir tres casos, segun si el intervalo [tx_1,tx] es
anterior, incluye o es posterior a la fecha forward .

» Si el intervalo [tg_1, 1] es anterior a ¢t (es decir, ty, < tp),

Or(t)
Ok | ‘ﬁ‘ | | .
0 th—1 te tr T t
entonces
Foe(tp) = Bl .ch™ I@+Ed _ 000, tp) =
b1 t 7%
= </ C(t) e fo f(2)+5k(2) dz dt +/ C( ) e fO +6k Z)dz dt+
0 th—1

T
N / o(t) - e~ Ji £ z)dzdt> I3 TR _ o0(0, 1)
tg

Empleando la definicién de 0x(t), y la aproximacién lineal de la funcién expo-
nencial, obtenemos

T t
Fék(tp) = </0 () e fO dzdt—i—(sk tg - /Ok () e~ fo dzdt

t—1
— 5k'tk:—1'/ c(t) - e —Jo S 2dz g
0

tr +
- 5;«/ c(t) -t e JofRdzgp ).
tp—1

el 1@ _ 000, tp)

Recordando la definiciéon de By y retomando las notaciones

T .
B, = / ct) - e~ Jo FZ)dz gy

tk

Ly
D= [ ettt O

lk—1

obtenemos

t
F%(tp) = F(tp)+ k- <tk (By— By,) —ty_1-(Bo— By,_,) — DfZ_l) cedo” f(2)dz

3Esta demostracién sélo muestra los pasos principales del razonamiento. La demostracién completa
se adjunta en el apéndice F
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» Si el intervalo [t;_1,t] incluye ¢tz (es decir, ty—1 < tp < tg),

O (t)

Ok

0 tk—1 tp ti T t

Como en el caso anterior, si utilizamos la definicién de &g, y agrupando términos,
obtenemos

T X T .
Fo(tp) = ( / o(t) - e 5 FEA gp 4 6y / o(t) - e Jo 1) = gy
0 0
tr—1 .
— O - tp_q1- / C(t) . e_jot f(z)dz dt —
0
t .
— 6k-/ c(t)-t-e_fof(z)dzdt—
te—1

T
bt / c(t).ef(ff(z)dzdt>. i 1D _ 000, tr)
tg

. t .z
Retomando las notaciones By, y Dt:_l, llegamos a la expresion

Fr) = Fitr)+ 6 (tr - Bo —tg—1- (Bo— By,_,)—
-t
B Di:ﬂ — Btk) celo” F(2)dz

» Si el intervalo [t;_1, ] es posterior a tp (es decir, tp < t5_1),
Ox(t)

O I

0 tr tp—1 tr T t

entonces de forma andloga a los casos anteriores se demuestra que el valor del
forward viene dado por

t
F6k (tF) = F(tF) + (5k . tk_]_ . Btkfl — tk‘ . Btk — Dz:_l . ef()F f(Z)dZ

Por tanto, hemos visto que el valor del forward cuando varia el tramo k-ésimo de la
curva forward viene dado por
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F(tp) + 6 - (tk -(By— By,) —tg_1- (Bo — By,_,) — D;:_l) eloF £(2) dz.
Si t oy <ty <tp
—ty - Btk> eloT £(2) dz
si tp—1 <tp <t

F(tp) + 05 - [tk—l "By, —ty By, — D;:_l celo” f(z)dz
| Si tp <tpi <tr

tk—1

t
Fo (1) = F(tp) + 6 - (tF By —tp—1-(Bo— By,_,) — D

y por consiguiente, la variacién de su valor es

AF%(tp) = FO(tp) — F(tp) =

;

6k : <tk : (BO - Btk) — g1 - (B() — Btkfl) — D;:_1> . ef(fF JC(Z)dZ7

st tp—1 <t <tp
- By, ) el I,

si tp_1 <tp <ty

5 - (tp -Bo—ty1-(Bo— By, ,) — D*

th—1

t
B (o1 By, — i By, = DIt ) - eh™ 100,
N si tp <tp1 <ty

O

Por otro lado, igual como hemos hecho para el bono, podemos calcular la variacién

del precio del forward causada por la suma de todas las variaciones parciales dy, es
decir, la variacién causada por toda la curva §(t) = S0, 8, (t) (ver la ecuacién 3.1).

Proposicién 3.5. La variacion de orden lineal del precio del forward F(tr) a causa
de un desplazamiento 6 en la curva forward, AF5(tF), viene dada por

K-1 K-1 K
AF°(tr) = | Y Oks1-ti-By — Y Or-tp-By — ) 0 -Dif +
k=1 k=1 k=1
s—1 tp
+ BO . Z(Sk . (tk — tkfl) + B() . (53 . (tF — ts—l) . €f0 f(z)dz.
k=1

Demostracion.* Supongamos que la fecha forward esté contenida en el tramo [ts—1,1s):
5(t)

0,
5 52—3 54 53 ...5[(_1

) 5
i T

|
0 t1 ta t3 ---ts_atpts -~ txk1 T ¢

Sea F9(tp) el valor actual del bono cuando la curva forward ha sufrido una variacién

o(t):

4Esta demostracién sélo muestra los pasos principales del razonamiento. La demostracién completa
se adjunta en el apéndice G
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Fo(tp) = BY - eh" 1@+ _ 000, tp)

Empleando el desarrollo que hemos encontrado para Bg en la proposicién 3.2, y la
aproximacion lineal de la exponencial, obtenemos

K-1 K-1 K
F(tp) = F(tp)+ | Y Okr1-te- By — > Ok-ti- By — > 0D+
k=1 k=1 k=1
s—1
+ DBy Z Ok - (tg —tp—1) + Bo - 0s - (tr —ts—1)| - e-]OtF f(z) dz
k=1

Entonces la variacién del valor del forward sobre un bono debida al cambio 6(¢) en la
curva forward viene dado por:

AF(tp) = F°(tp)— F(tp) =

K-1 K-1 K
= Z O+1 g By, — Z O -ty - Buy, _Zék'D’f:fl—F
k=1 k=1 k=1
s—1 tp
+ Bo- Z5k (tk —tg—1) + Bo - 0s - (tr —ts—1)| - el I ¢z,
k=1

O
A partir de los resultados anteriores, podemos enunciar la siguiente proposicién:

Proposicion 3.6. La variacion de orden lineal en el precio de un forward causada por
una variacion de toda la curva forward puede calcularse como la suma de la variacion
lineal del precio del forward causada por el desplazamiento de cada tramo de la curva
forward. Es decir,

K
> AF%(tp) = AF(tp),
k=1

donde AF% (tr) y AF%(tp) indican la variacion lineal del precio del forward causada
por un desplazamiento paralelo del tramo [tp_1,tx] de la curva forward, o de toda la
curva forward, respectivamente.

Demostracion. Por la proposicién 3.4, sabemos que la variacién de orden lineal en
el precio del forward causada por una variacién J; constante en un tramo [tg_1, tx]
viene dada por

AF%(tp) = F*(tp) — F(tp) =

t
Ok - (tk -(Bo — By,) —tg—1-(Bo — By,_,) — Di:_l) el 1) dz
si oty <tp <tp
- Btk> Celo” ) dz
si tgp1 <tp <t

th—1

O, - (tF “By —tg_1- (BO - Btk—l) - Dtk

O - (tk—l By, | —tr - By, — Di:,l) . 6f0tF f(z) dz’

si tp <tp_1 <ty
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Puesto que tp € [ts_1,ts], para calcular las variaciones causadas por el desplaza-
miento de cada tramo, debemos distinguir los casos k < s—16 k > s:

K s—1

t
S OAF(tp) = > - [tk -(Bo — By;,) —tg—1- (Bo — By, _,) — Df,ﬁ,l} Ll ) dz
k=1 k=1

K
R
+ Z(Sk : [tkfl "By, | —ti- By, — Di’;_l] celo” f(2)dz
s+1

Agrupando términos, obtenemos:

K s—1 K K
> AP (tp) = [Z5k‘30'(tk—tk—l)—Z5k'tk'3tk+Z5k'tk—1'Btk_1—
k=1 k=1 k=1 k=1

K
_ Z(Sk . D§Z—1 +60,-Byg- (tF _ts—l)] e Oth(Z)dz _
k=1

s—1 K K-1

= BO'Z&]C'(tk_tkfl)_Z(Sk'tk'Btk+Z(Sk+1'tk'Btk_
k=1 k=1 k=1
K

— Z O - Di:_l +6s-Bo- (tr — tsl)] CeJoT f(z)dz
k=1

Como By, = 0 porque tx es el tiempo de vencimiento, entonces podemos escribir

K s—1 K-1 K-1
ZAFék(tF) = BO'Zék'(tk_tk—l)_Eék'tk'Btk+Z(sk+l'tk'Btk_
k=1 k=1 k=1 k=1

edoT f(2)dz

K
— ) 0k Djf 40, By (tp —ts1)
k=1

Utilizando la proposicion 3.5, llegamos al resultado deseado:
K
> AF%(tp) = AF(tp).
k=1

O

Hemos visto, por tanto, que para calcular la variacién del precio del forward a causa

de un desplazamiento de toda la curva forward, como en el caso del bono basta calcular
la variacion causada por el desplazamiento de cada tramo de la particién considerada.



Capitulo

Aplicacion a la cobertura de carteras de
bonos de cupoén discreto

4.1. Aplicacién al valor de un bono de cupoén discreto

Hemos visto que la variacién sufrida por el precio de un bono cuando la curva for-
ward cambia en varios tramos es igual — si las variaciones son pequenas — a la suma de
la variacion provocada por el cambio de cada tramo de la curva forward. Por lo tanto,
a partir de ahora podremos limitarnos a estudiar el efecto producido por la variacién
de un solo tramo cualesquiera.

Hasta el momento, hemos considerado bonos teéricos con cupén continuo, para fa-
cilitar los calculos. Veremos a continuacién que los resultados obtenidos son aplicables
también a los bonos reales, que pagan cupones discretos. Para ello usaremos la funcién
delta de Dirac.

Definicién 4.1. La funcion ép(t —tg) : R — R U {oo} que cumple

0 si t%to
5D(t_t0):{oo sit=tg

/5D(t_t0) =1

recibe el nombre de funcion delta de Dirac.

Observacion. La funcidn delta de Dirac cumple la siguiente propiedad:

/0 T op(t— to) - f(t)dt = f(to), (4.1)

para cualquier funcion f(t).

La funcion delta de Dirac se usa para describir acciones puntuales sobre sistemas.
Dado que un cupén discreto puede considerarse como un cupén continuo pagado de
golpe en un momento puntual, la delta de Dirac nos sera extremadamente 1til en nues-
tro desarrollo, tal como muestra el siguiente lema.

21
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Lema 4.1. Sea B un bono que paga un solo cupdn discreto ¢ ent =T. La expresion
del cupon continuo en términos de la funcion delta de Dirac es

c(t)y=c-dp(t—"T).

Demostracion. Veamos que c(t) cumple la definicién que hemos dado para los
cupones continuos (es decir, ¢(t) debe cumplir fOT c(t) dt = ¢):

T T T
/Oc(t)dt:/0 c-5D(t—T)dt:c-/O dp(t—"T)dt

Por definicién de la funcién delta de Dirac, tenemos

T 00
c-/ 5D(t—T)dt:c'/ bpt—T)dt =c-1=c.
0 0

O

Si un bono B paga n cupones, veremos entonces que el cupén ¢(t) se puede definir

como una suma de n deltas de Dirac, que reflejan los n pagos puntuales que tienen
lugar a lo largo del tiempo.

Lema 4.2. Sea B un bono que paga un cupon ¢, en el momento T,, con 1 < r < n.
El valor de los cupones es constante e igual a ¢, excepto para el ultimo cupon:

o — c si r<n-—1
"7l ec+Br si r=n

Entonces el cupon continuo puede expresarse como

C(t) = Cl-ép(t—Tl) =+ CQ'5D(t—T2) 4+ - 4+
+ c¢p—1-0p(t—Th—1) + (c+ Br)-dp(t—T).
Demostracion. Este lema se sigue inmediatamente del lema 4.1. Sin embargo,
veamos a modo de ejemplo que el valor actual del bono utilizando esta definicién

de cupoén continuo coincide con la definicién de valor actual de un bono con cupén
discreto:

T . T [ n .
By = / et) - e” Jo FR)dz gy — / (Z ¢ Op(t— Tr)) e Jof@)dz gy —
0 0 r=1

n T .
= Zcr'/ (SD(t—TT)-e_.fof(z)dZdt
r=1 0
Por la propiedad 4.1 de la funcién delta de Dirac, sabemos que
T ) .
/ 5D(t—Tr)-e_fof(z)dzdt:e_fo f(z)dz
0

Por tanto,

n
P
1

r=
n

= > ¢ D(T),

r=1
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donde recordamos que D(T}) denota el factor de descuento a tiempo T,. Por tanto,
vemos que By es la suma de los cupones descontados al momento 0, tal como cabia
esperar. 0

Del mismo modo, al definir ¢(¢) mediante la funcién delta de Dirac podemos ex-
tender todos los resultados obtenidos previamente al caso de cupones discretos.

Como hemos visto que el valor actual de un bono es la suma de los valores actua-
lizados de sus cupones discretos, basta estudiar la variacién de cada flujo de caja por
separado para obtener la variacion total de By frente a un cambio de la curva forward.
Sabemos también por los resultados de los capitulos anteriores que el cambio debido
a una variacién en toda la curva es la suma del cambio provocado por la variacién de
cada tramo de la curva (ver las proposiciones 3.3 y 3.6). Asi pues, para estudiar c6mo
varia el valor del bono cuando se desplaza la curva forward, basta estudiar la variacién
de un flujo de caja debida al desplazamiento de un solo tramo de la curva.

Proposicién 4.1. Sea B un bono que paga cupones ¢, en T,. Sea & una variacion en
toda la curva forward y 0y, una variacion en el tramo [tg_1,ty]

i. La variacion de orden lineal de un cupon ¢, debida a un cambio §i(t) de f(t) en
el tramo [ty_1,t;] viene dada por:

5 5 Cr0 - O - (tk — tkfl) si tr <tp <T,
Acly=cly—co=19 o 0k (Tr —tp-1) si 1 <T, <t
0 si T <tp_q1 <tg

1. La variacion de orden lineal de un cupon c, debida a un cambio en todos los
tramos de la curva es la suma de las variaciones de orden lineal de ¢, por el
cambio en cada tramo:

K
5 _ Ok
Acy = g Acy.
k=1

114. La variacion total de orden lineal de un bono B debida a una variacion en la
curva forward viene dada por la suma de las variaciones totales de orden lineal
de cada cupon:

ABJ =Y Ad,.
r=1

Demostracién. *

i. Sea cfko el valor actualizado del cupén r-ésimo después de un desplazamiento

Jk(t) en la curva forward. Para calcular el valor de cfk'o, debemos distinguir tres
casos, segun el tramo donde varia la curva forward [t;_1, ;] sea anterior, incluya
o sea posterior al momento 7). de pago del cupén c,..

!Esta demostracién s6lo muestra los pasos principales del razonamiento. La demostracién completa
se adjunta en el apéndice H
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» Si el intervalo [tg_1, ] es anterior a 7). (es decir, tx < T}),

O (1)

entonces, utilizando la propiedad 4.1 de la delta de Dirac, y la aproximacién
lineal de la funcién exponencial, tenemos

5
o =cro- (1 =0k - (tg — tp—1))

» Si el intervalo [tg_1,tx] incluye T, (es decir, tx_1 < T, < tg),

O (t)

O I

f T T T T

0 tk—1 T, tg T t

entonces
My =cro- (1= 0+ (T =ty 1))

» Si el intervalo [tx_1,tx] es posterior a T, (es decir, tx_1 > T;),

y

Ok (t)

% —
0 Tr 7fk’—l tk T t

entonces -

ciffo =c-e f() " f(z)dz — CT,O
Por tanto, la expresién de la variacién de un cupén ¢, debida a un cambio 0y (t)
de f(t) viene dada por:

5 5 Cro Ok (tg —tg—1) si tp—1 <ty <T,
Achy=cly—co=1q o0k (Tr —tk—1) si tp1 <T, <ty
0 si T <tp_1 <ty

ii. Por las proposiciones 3.3 y 3.6 sabemos que la variacién de orden lineal en toda
la curva es la suma del cambio producido por la variaciéon de cada tramo de la
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curva:
K

5 Ok

Acy o = Z Acﬁ0
k=1

iii. Puesto que estamos considerando las variaciones de orden lineal, aplicando los
lemas 4.1 y 4.2 se deduce trivialmente que la variacién total del bono es la suma
de las variaciones sufridas por cada cupon:

n
ABJ =Y Ad,.
r=1

O

4.2. Aplicacion al valor de un forward sobre un bono de
cupo6n discreto

Veremos ahora que para calcular la variacién total del precio del forward sobre un
bono que paga cupones discretos, basta sumar la variacion sufrida por cada cupén,
igual que en el caso del bono estudiado en el apartado anterior.

Sabemos que la expresién del valor de un forward sobre un bono B con fecha
forward ¢ es: .
F(tp) = By - €f0 f(z)dz _ CC(O,tF),
donde CC(0,tr) es el cupén acumulado desde 0 hasta ¢r. Ya hemos visto que el valor

del bono viene dado por
n

By = Z Cro

r=1

Sustituyendo en la expresién del forward,
ZC 0" €f0 f(2)dz _ CC(O,tF).
Por tanto, F'(tr) es suma es los cupones actualizados y financiados a tiempo ¢, previa

resta del cupén acumulado CC(0,tr). Con esto llegamos a la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2. La variacion sufrida por el precio de un forward F(tr) debida a un
desplazamiento 0y en el tramo [ti_1,tx] de la curva forward viene dada por

n
AF(tp) = Z (Ci’“o edoT F)HOk(2)dz _ o€ oF f(2) dz)
r=1 7
Demostracion. La variacion del precio del forward viene dada por

AF(tF) = F6k<tp)—F(tF)=

= ZC(Sk - e of F@)+ok(z) dz _ CC(0,tp) ZC”O elo dZ+C'C(O tp) =
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— E c5k .elo z)+0k(2) dz E:CT‘O 6 f(z)dz _
n

- ¥ (Cf?o OO L RPN S (O dz)

r=1

4.3. Calculo de los ratios de cobertura

Consideremos una particién de la curva forward en 2 tramos. Sea §; la variacion
asociada al primer tramo, y ds, la del segundo.

Consideremos una cartera formada por dos bonos, By y Bs. Supongamos que que-
remos cubrir esta cartera con otra cartera formada por dos tipos de forward: forwards
F1(tg, ) sobre el bono B; y forwards Fs(tp,) sobre el bono Bs, donde tp, y tp, indican
los momentos futuros en que se adquieren los bonos By y Be mediante los forwards Fj
y Iy, respectivamente. La siguiente proposicién indica cémo calcular el nimero Np,
de forwards Fj y el nimero Np, de forwards F» necesarios para cubrir la cartera de
bonos contra cambios de los tipos de interés.

Proposicién 4.3. Sean Np, y Np, el nimero de forwards F(tr,) y F(tp,) necesarios
para cubrir una cartera formada por dos bonos By y Ba. Entonces Np, y Np, pueden
calcularse resolviendo el sistema de ecuaciones

{ ABY' + ABY = Np, - AF{ (t,) + Np, - AFJ (tr,)
AB® 4+ ABS? = Np, - AF®(tp,) + N, - AF2(tg,)

Demostracion. Para calcular el namero de forwards necesarios para cubrir una
cartera de bonos debemos calcular el nimero de forwards que hacen que la cartera a
futuro sufra la misma variacién que la cartera al contado frente a cambios de los tipos.
Para ello calcularemos la variacién de ambas carteras debida a un cambio de la curva
forward.

Hemos visto en la proposicion 4.1 que la variacién de orden lineal del precio del
bono debido a un desplazamiento § de la curva f viene dado por:

n
6 __ o
= Z Act -
r=1

Si la curva forward sufre una variaciéon é; en el primer tramo, la variacién sufrida por
los bonos B y Bs es por tanto

351 Z Acm,
B‘g1 = Z Acr2 0

donde ¢,, es el cupén pagado por el bono Bi en el momento ¢, 1 <7; <n;, i =1,2.
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La variacion lineal del precio de la cartera de bonos es
ABY + ABD.

Y la cartera formada por Np, forwards I} y Np, forwards Fy sufre la siguiente
variacion:

NF1 ’ AFl(SI(tFJ + NF2 ' AFgl(tFé)

Del mismo modo, podemos calcular las variaciones de las carteras frente a un cambio
09 en el segundo tramo de la curva forward:

AB{* + ABJ?

NFI ! AF{SQ(tFl) + NF2 ' Ang(tFQ)

Puesto que la variacion de la cartera a plazo debe compensar la variacion de la cartera
al contado, para determinar Np, y Np, basta resolver el sistema

{ AB' + ABy' = Np, - AFY (tr) + Np, - AF (t,)
ABY? + ABy? = N, - AFP(tp,) + Np, - AFy*(tr,)

O

Corolario 4.1. Para calcular la estrategia de cobertura de una cartera formada por M
bonos By, Ba, ..., By mediante una cartera formada por M forwards Fy(tr,), Fa(tg,),
ooy Fr(te,, ), basta resolver el sistema

SHABY N AR() ARMGR) o AF(e,) \ [ Nm
Y AB® | | AFP(tr)  AFP(tr) - AFi(tR,) | N
il B AFPM(tR) AFM(tr) - AR (tr,) )\ Ney
donde
5, n; 5 Zg;l Crp0 - (Sj : (tj — tj_l) S% tj_l < tj <T.
ABi] == Z Acrfo = Zr;1 Cro - 5j . (Tr - tj_l) st tj 1 < T < t;
r=1 0 si tj—1 <ty <T.

AFY(tr) =Y (<% - e FO @ _ g, oIsF 1)

r=

Demostracion. Basta generalizar la proposicién 4.3 al caso de una cartera compues-
ta por M bonos distintos By, Ba, ..., By, cubierta con una cartera formada por Ng,
forwards de tipo F1, Nf, forwards de tipo F» y asi sucesivamente, hasta Nr,, forwards
de tipo Fyy.

Supongamos que la curva forward esta dividida en M tramos distintos, cada uno de
los cuales sufre una variacién J; independiente. Para conseguir una cobertura ajustada,
es preciso que la variacién de la cartera a plazo sea igual a la variacién sufrida por la
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cartera al contado, para cada variacién ¢ independiente. Por tanto, debemos resolver
el sistema dado por

ABfl—i—'--ﬂ-ABg}:NFl'AFfl(tF1)+"'+NFA1'AFJ(\S/}(tFM)
AB?+...+AB%:NF1-AF{SQ(tpl)—{—""FNFM'AF](\sj(tFM)

ABiSM +...+AB§?[4 = Np 'AF{;M(tpl)-l-""FNFM 'AF](\i][w(tFM)

z%l ABgl = Np, -AFlzl (tp) 4+ Np,, - Ang(tFM)
i1 AB? = Np, - AF*(tp) 4 - -+ Ny, - AF;(try,)

Zij\il AB;’SM - NFI 'AF{;M(tE) + e +NFIM ’ A}71](\;4]\4(75171\/1)

Asi pues, vemos finalmente que el célculo de la estrategia de cobertura se reduce a
resolver el sistema

M 1) 9 9 1
Ziﬁl ABZ; AFlal(tFl) AF%l(th) AF](\S/}(tFM) NFl
Zi:l ABi2 N AFIQ(tFl) AFQQ(th) AF’]\;(tFM) NFz
>, B AFP! (tr) AFPM(tr) - AR (try,) Ny,

donde por la proposicion 4.1 sabemos que

5 U s oo 05 (ty—tji1) st ot <ty <T
ABi] = Z ACT?O = 22121 Cro (5]' . (TT — tj_l) si tj1 < T < t;
r=1 0 si i1 <t; < T,

AF) (tr) = Z (Cijo LR TGN o G dZ)

r=1

O

Como remareca final, cabe decir que s6lo hemos mostrado cémo calcular la cobertura
en el caso de que se considere una particién de la curva forward en tantos tramos como
instrumentos configuran la cartera de cobertura. Pero también se podria calcular la
cobertura tomando una particién de la curva forward formada por un niimero de tramos
mayor que el nimero de instrumentos de cobertura. En ese caso, la composicién de la
cartera de cobertura se determinaria minimizando la diferencia entre la variacion de
la cartera de bonos y la cartera de forwards ante la variacién de los distintos tramos
de la curva forward (por ejemplo, mediante el procedimiento de minimos cuadrados).
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Apéndice

Lema 1.1

Si el mercado es libre de arbitraje, entonces debe cumplirse la siguiente relacion

entre los tipos spot s(0,T) y las tasas forward implicitas f(t):

efoT fydt _ s(0,7)- T

Demostracion. Sea 1€ a tiempo ty = 0. Sabemos, por definicién del tipo spot, que

s(0,7)-T

su valor a tiempo T es e
Por otro lado, podemos considerar una subdivisién del intervalo [0,7] en k trozos

iguales de longitud AT. En cada subintervalo tenemos un tipo forward al principio del

fer—varrar)

]

]

f(AT,2ATz f(ZAT,SAT
% T % T 1
AT 2AT 3AT o (k=1AT kAT =T

Por ausencia de arbitraje, debe cumplirse la siguiente relacién entre el tipo spot y

subintervalo para un depésito hecho al fin del subintervalo:

fo,am)

..... elfie—narry AT

los tipos forward:
e[f(O,AT)'AT] . e[f(AT,QAT)'AT]

es(O,T)-T
k—1

eSO T _ He[f(iAT,(iJrl)AT)'AT]

1=0

s(0,T)-T [Zl-c:lf‘AT‘ A ‘AT]

e ) — e i=0 J (3 ,(i+1)AT)

Tomando limites cuando k — oo (equivalentemente, AT — 0), obtenemos:

oS(0.1)T _ efoT fyde

donde f(t) es el tipo forward implicito.
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Proposicion 2.1

La relacion entre la variacion del precio del bono y una variacion paralela infinite-
simal de toda la curva forward viene dada por

8% = —By- D.

Demostracion. La variacién en el precio del bono a causa de una variacién infini-
tesimal paralela de la curva forward f(t) viene dada por:

OBy _ . Bo(f +h)— Bo(f)
— = lim =
af h—0 h
o Sy o) e BUO s [Tt e o 0 gt
h—0 h
[ T t T t
— lim / hlc(t) - e oW+ dz gy _/ hlc(t) - e Jo f(2)dz dt] -
h—>0 L 0 0
r rT ot T t
= lim / hloc(t) - el Jo f@demht) gy / hlc(t) - e Jo f(2)dz dt] =
h—>0 L 0 O
[ T t T t
= 1im / h_l . C(t) e fO f(Z) dz . e_h't dt — / h_l . C(t) e fO f(z) dz dt:| =
h—>0 L 0 0
o )
= lim / htee(t) e oSz (gt ) dt}
h—01Jo

Teniendo en cuenta que la funcién exponencial puede desarrollarse en serie mediante

la expresién

X n 2 x3

e _ N7 _ T
e—za—l—l—x+2+6+ :

n=0

h

podemos sustituir e ?? en la expresién del limite por su serie de potencias:

T n
lim [ / hloc(t)- e Jo f(Z)dz-(e_h't—l)dt} =
0

h—0
T . L2
= lim [/ h_l.c(t).e_fof(z)dz.(1_|_(_h.t)_|_(ht)+..._1)dt:|_
h—0 | Jo 2

31



Apéndice B. Proposicién 2.1

T ) 2
0

h—0 2

g : h-t?
= lim U c(t)-e—fof(z)dZ-(—H 5 +) dt}
0

h—0
T t
- / oft) - e Jo T (—pydr =

0
17 td
= —BO-<./ C(t).t.e_fof(z) Zdt>:
= —By-D.
Por tanto,
4% = —By-D

+> dt]:
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Proposicion 2.2

La relacion entre la variacion del precio de un forward sobre un bono y una variacion
paralela infinitesimal de toda la curva forward viene dada por

[ t
OPltr) — By elo” S) i (1, — D).

Demostracion. La expresién del precio del forward viene dada por
tp 173
F(tp) = By-elo [z _ / c(t) dt.
0

La variacién del precio del forward provocada por una variacion infinitesimal en toda
la curva forward se puede calcular mediante el limite

OF(tr) _ o Ftr, f+1)— F(tr, f)

= lim .
of h—0 h
Antes de determinar el valor del limite, desarrollamos el numerador:
tp tr
Fitw.f +h) = F(tr.f) = Bolf+h)-eb” (00— [T ofeyar -
0
tp tr
0
T
_ / oft) - e~ Ji £(2) dz—ht) dt> o JoT Py dzthtr)
0

T
ot)-e” Jo 1(2)dz dt) el f()dz _

T
c(t) -e” Jo Fz)dz | o=t dt> celo SR dz | htr _

T

S— S— >—

o(t) - e I3 )z dt> O

Utilizando el desarrollo de la funcién exponencial en serie de potencias
2 3

" T T
r __ J— _ ...
e —ng_on!—1+x+2+6+ ,
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obtenemos:

T t
0
2 4 2

r +(’)(h3)> -

T t
~ (/ (1) - e i St dzdt>.efoFf(z>dz:
0

242

! +(’)(h3)> dt] -

eho” £(z)dz <1+h-tp+

_ el'&Ff(z)dz.K/ o(t) e STz gy h/ (Vg ap 4
0
2 T
P c(t) e Jo f@)d=. tht> (+h tp+htp)—
2 Jo 2

T t
- / c(t)-efof(z)dzdt+(9(h3)]—

0

T T ‘
— T FR) z[/ c(t) e~ o f@dzgp . / c(t) e JoFBdz gy 4
0

h2 T . T
0

0
h2 T
h2'tp'/ c(t) e o f@dz ygp p g2 / c(t) - e~ Jo FE)d= gy
0 2 0
T t
- / c(t) - e~ Jo (2) dzdt—i—(’)(h?’)]:
T t
= efO f(z)d= [ ( c(t) - e — o F@dz gy _ / c(t)-efof(z)dz'tdt>+
0
T t
</ e o F@ds 2 g opp / c(t) e o fB Az pqp 4
0

+ tF/O c(t) - e~ o I dZdt>+0(h3)]

Sustituimos ahora en la expresion del limite:

OF(tr) _ . Flte,f+h) = Flte,h) _
af h—0 h
_ : - f f(z)dz,
Jg%{h e

[h-(tF-/OT() —Jo F)dz gy /OT() — Jo £(=) d= tdt>

h2 T T
- </ c(t) - e~ Jo FEd= 42 gy 2tp-/ e(t) e~ Jo F@d= pagr 4
2 0 0

T t
+ t%-/ c(t)-eJo f<z)d2dt> +(’)(h3)” =
0

— lm {e.féF F(2)dz,
h—0

T t T t
: [(tp/ c(t)-e_fof(z)dzdt—/ c(t)-e_fof(z)dz-tdt) +
0 0
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h g —[Lf(z)dz 42 g — [ f(z)d
+ 5 /c(t)-eloﬂz)z-t dt—QtF-/ c(t) e JoFEd g 4
0 0

T t
+ t%-/ c(t)-eJo f<Z>dZdt> +(’)(h2)]} =
0

tp T t T t
= el f(z)dz‘<tp‘/ c(t).efof(z)dzdt—/ c(t)'efof(z)dz‘tdt>:

0 0
— S f@) e (tz - By — By - D) =
= By-elof@d (1 D).
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Proposicion 3.1

Si la curva forward sufre un desplazamiento O(t) en el tramo [ti—1,tr], entonces
la variacion de orden lineal en 0y sufrida por el precio del bono viene dada por

ABY =5, - [tk,l By, —ty By, — D

tp—1|?
donde .
k
D 1:/ c(t) - t-e~JoFEd= gy

te—1

T
Btk:/ c(t) - e~ Jo @ d= gt

173

Demostracion. Notamos el valor del bono después de la variacién d; de los tipos de
interés por Bg’“. Para calcular Bg’“ basta actualizar el cupdén continuo con los nuevos
tipos de interés:

T
ng — / () e fO +5k )dzdt:
0

te—1 173
= / c(t) - e~ o T2+ Z)dzdtJr/ ct) - e~ Jo IR +or()dz gy
0

tk—1
T ot
+ / C(t) e .]o F(2)+0k(2) dz dt
123

Como 0y (t) es constante en el tramo [tx_1,%;], y vale 0 fuera de este tramo, obte-
nemos:

t t
By = /k ety eIt dZdt+/k oft) - e o 1@ de=dlt=ti-)) g 4
0

lg—1
T
+ / et f(2) dz—bp-(tr—ti—1)) dt =
tk
tp—1 173
_ / ()dzdt—k/ o) - e~ 1@ gy e=deelt=tim) gy
0 tk—1
T
+ / c(t)-e —Jo FR)dz | p=bk-(tr—ti—1) gy
12
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Usando la aproximacién lineal de la funcién exponencial

e O (ttho1) — 1 4 (=6 - (t — tg_1))

e'=1+zx = { e—ék'(tk_tkfl) =1+ (_5k . (tk _ tk*l))

obtenemos

tr "
Byf = eft) - e~ Jo ¢ dzdt+/ c(t) e Jo IO dz - [1 =6y - (¢ — ty1)] dt +

/0 tk—1
/ c(t) e~ Jo F@d 1 5t — ty_)] dt =
t

te—1 23
:/ PORCRLEL dZdt+/ ot) - e Jo I = gy
0

te—1

tr T
- / c(t) - e~ Jo FE)d= 5, (t—tkl)dt+/ c(t) - e Jo F@dz gy
t

k—1 ty

T
_ / c(t) - e~ Jo f(2)dz Ok - (te — t_1) dt

i
Agrupando términos,

5 le—1 ‘ iy . T
By = / C(t)-e_fof(z)dzdw/ C(t)’e‘foﬂz)dzdw/ c(t) - e o FR)dz gy
0

tk—1 tg

tk T t
- / oft) - e Jo Sz g tdt—/ c(t) e JoFB A= 5y dt +

tp—1 tg
tr T
+ / c(t)-e —Jo £() dz < 0p - t— 1dt—|—/ c(t) - e —Jo £(=) d= <0 - tp—1 dt =
tk—1 ty
T tr
= / c(t)-e —Jo £ dzdt—ék/ c(t) - e —Jo FE)d= 4 gt
0 t—1
T . T
— 5k-tk/ c(t)-e—~fof<z)dzdt+5k-tk_1/ o(t) - e~ Jo Fdz gy
ty tk—1

Teniendo en cuenta la expresién del precio de un bono

T t
BO = / c(t) e f() f(Z) dz dt
0

y definiendo

ty
Dﬁ;lz/ c(t) -t e JoF@dz gy

tk—1

T
Btk:/ c(t)-e —J £ 2z gy,

tg

obtenemos:
ng = By—0- tk1+5k t_1- Btkl 5k’tk'Btk:
= Bo+0- |ty1 By, —te- By, — Dif

te—1
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Si notamos la variacién del valor actual del bono debida a un cambio dx(¢) en la curva
forward como ABS’“, tenemos:

ABY* = BY¥ — By =6y - |ty—1 - By, , — ty - By, — D}*

te—1



Apéndice

Proposicion 3.2

Si la curva forward sufre un desplazamiento 6(t) de la forma dada en la ecuacion
3.1, entonces la variacion de orden lineal en 0y sufrida por el precio del bono viene
dada por

K-1

ABO—BO Bo—ztk By, - (041 — Ok) — Z‘Sk D?zzl’
k=1

donde Bg es el valor actual del bono cuando la curva forward ha sufrido una variacion
o(t).

Demostracion. Sea Bg el valor actual del bono cuando la curva forward ha sufrido
una variacién d(t):

T
B - / oft) - e~ Ji FEH6GYd= gy
0

t t
_ /1c(t)'6fgf(2)+6(2)dzdt+/26() *fo (2)+6(= dzdt—l—---+
0

t1

ti ¢
+/ ct) e~ Jo F(2)+6(z)dz gy

trk—1

t t
N / lc(t)-e—fot FEdz=out gy 4 / 2c(t>-e—fJf<z)dz—<51‘f1+52'<t—t1>dt+---+
0

t1

t
_|_/ . o(t) - e” IS £(2) dz—(81-t1+62-(ta—t1)++0x—1-(tx—1—tx—2) +Ox-(t—t K 1)) dit =

trk—1

t t
_ / L) e B ot gy / O I LG UREE S B
0 t1

t
—|—/ " C(t) e fg f(z) dz . 87[61't1+52'(t2*t1)+'”+5k’_1-(tK_lftK_2)+5K-(t7tK_1)] dt

tk—1

Utilizando como antes la aproximacién lineal de la exponencial, obtenemos:

t g
Bg _ / 1 () - e_jotf(z)dz et gy +
0
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t
N / 2 C(t) e f(f f(z)dz 6—[61-t1+52-(t—t1)] dt + -+
t1

+ /tK ct) e~ Jy f(z)dz e 01 t1+02-(a—t1) 440k —1-(tx 1 —tx —2)+0r-(t—tx —1)] g —

tr—1

t1 ‘
= / c(t) e o IE (1 5 1) dt +
0
to .
+/ c(t)-e JoF @1 (6 by 40y (t—11))] dt+---+
t1
137 "
_|_/ c(t)-e_jof(z)dz.[1—(51-t1+52-(t2—t1)+--~—|—

tk—1

+ 0r—1- (tgk—1 —trx—2) + 0k - (t —tx—1))] dt

De forma mas compacta,

K-1 that . k
Bi=Y {/ c(t) - e Jo f)d=. (1 — [Z(éi (ti = tio1)) + Ok - (t—tk)]>}
k=0 \/t& i=1

Agrupando términos, obtenemos
T T
By = / oft) e o TE = qp — gyt / oft) - e~ ho 1= gp 4
0 t1

T T
+(52-t1-/ c(t)-ef5f<2>d2dt+53-t2./ c(t) e o f@dzgp ...y

t1 t2

T T
+6K’tK—1'/ () e f() dZdt_52 ty - / C() e f() dzdt

g1 t2

T ¢ T t
—53-753-/ c(t)-e‘fo f@)dz gy ... _ 5K1~tK1'/ c(t)~e—fo f2)dz gy _

t3 tk—1

t1 ¢ to
_51./ c(t).t.e—fof(z)dzdt_(;Q./ c(t) t-e Jot@dzgy
0

t1
tik
—5K-/ c(t) - t-e JoF@d= gy

tk—1

FEmpleando las notaciones anteriormente introducidas,

t
D :/k c(t) - t-e~JoFEdz gy
lp—1 ]
k—1

T
B = [ et 5O
tk

llegamos a

B) = By—0,-t1-By +0g-t1-By, +03 -ty Byy+---+0k -ti_1- By, —

— 0y -ty By —0g-t3- By, — -+ — k1 - tg—1 - By, —
— 81D — 6y D? — - — G - D?}ﬁ =



Apéndice E. Proposicién 3.2 41

K-1

- K
= BO+Z(5k+1'tk’Btk_Z(sk'tk'Bt}c_de Djf | =
k=1 -1

K—1

= Bo+ Y ti By - (Oke1 — k) Z5k A
k=1

Entonces la variacién del valor actual del bono debida al cambio §(t) en la curva
forward viene dado por:

K-1

AB)=DBj—By= Y _ti- By, - (0ps1 — k) — Zak Dk
k=1



Apéndice

Proposicion 3.4

La variacion de orden lineal del precio del forward F(tr) a causa de un desplaza-
miento 0y, en el tramo [ty_1,t;] de la curva forward, AF% (tr), viene dada por

AF%(tp) = FO(tp) — F(tp) =

5 - (tk; (Bo— By) — te1 - (Bo — By, ,) —DEQ,J ot 1) dz

si tp—1 <t <tp
- Btk) celo” f2)dz

si tp_1 <tp <ty

O, - (tF By —ty_1 - (Bo— By,_,) — D}

te—1

5k . (tk—l . Btk—l TR Btk — Df:il) .e (fF f(z) d27

sitp <t <tg

\

Demostracion. Supongamos que la curva forward sufre una variacién 0y en el tramo
[te—1,tx]. Sea F% (tg) el precio del forward calculado con la nueva curva forward. Para
conocer su valor, es necesario distinguir tres casos, segun si el intervalo [tx_1,tx] es
anterior, incluye o es posterior a la fecha forward ¢p.

» Si el intervalo [t;_1, 1] es anterior a ¢t (es decir, t < tp),

O (t)
Ok ]
6 tk;1 t}c t}? T t
entonces
Fo%(tp) = CeJoT F()+ok(2)dz _ CC(0,tp) =

T
_ / o(t) - e~ S T+ = gy L Jo¥ 1@+5:) 4 _ (0, 1) =
0

b1 t tr
) (/ e(t) e Jo GG gy / c(t) - e~ o FEHOE = gy
0

te—1
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T .
n / o(t) - e~ o F+ou) dt) BT IEORE E 000, 1)
ty

Empleando la definicién de & (%),

te—1 tr
F(Sk(tF) = (/ () e f() dzdt+/ C() e fO dZ 6k (t th— 1) dt+

tp—1

/ e fo 2) dz—0p - (t—trp—1 dt) efo f(2)de+0g-(tp—th—1) _
—CC(0,tp) =

t
( )dZ dt+/k C(t) . eif()tf(z)dz . eiék.(titkil) dt+

([
of

ce Jo f(@)dz | g=0k-(te—th dt) el F()dz | o (th—ter) _

— CC(0,tp)

Utilizando la aproximacién lineal de la exponencial,

te—1 .
For(tp) = < / c(t) e JofRdz gy 4
0
tr .
+/ c(t)- e Jo @11 g (b =ty dt +
tk—1

T t
+ / c(t) - e o @1 6t — ty)] dt) el () dz
12
[1+4 0k - (tk — te—1)] — CC(0,tp) =
th—1
= </ C(t)~€_f0tf(z)dz-[1+5k'(tk—tk,1)] dt  +
0

tr ¢
+ / c(t)-e” Jo f(2)dz [1—0p-(t —th1)] - [1 40k (txy — tp_1)] dt

tk—1
T
+/ oft) - e o @ (1 5 (g — ti)] - [1+ Ok - (b — ti)] dt) :
123
efotF f(z)dz _ CC(0,tp) =
th—1
= </ c(t) - e o T (1 45y (4 — tpg)] dt +
0

+ /ttk c(t) e Jo FE@dz 1 4§ (t — tre1) — Ok - (£ — tr1)—
ko1
—  Sp(t—ty1) (b —ter)] At +
+/tT o(t) - eI T [T 2 62 (1 — 1) dt) .
e;otF 1@d= _ cc(0,tp)

Puesto que tomamos variaciones Jj, infinitesimales y consideramos sélo la apro-
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ximacion lineal, podemos despreciar los términos que contienen 5,3:

FO(tp)

th—1 .
(/ c(t) e o FE 1 45 (b — thy)] dt +
0

123
+/ c(t)-e—ftff(z)dz-[1+6k-(tk—tk,1) — O (t—tp_1)] dt  +
tp_1

T t
+/ c(t) - e~ Jo F()dz dt) el 1@ A _ 000, ty) =
ti

tk—1
</ c(t)-eifotf(z)dzdt—l—
0

tp—1
+(5k'(tk—tk_1)/ c(t)-e = Jo /1 dzdt—l—
0

tk p g t
+/ c(t)-efof(z)dZdt+5k-tk-/ ct) e Jo F)dz gy
te—1 tk—1
tr T
—5k-/ c(t) - t-e ol dzdt+/ c(t) - e Jo € dzdt)
tk—1 73

eh™ &) dz _ oo, ty)

Agrupando términos,

F‘Sk (tF)

T tr
. </ ot) - e S 1@ gy 1 g, tk/ oft) - e~ o 1= gy
0 0

tk—1
_ 5k'tkz—1'/ ot) - e ~Jo f(=)dz gy
0

tr ¢
_ 5k'/ c(t)~t-e_f0f(z)dzdt>-
tk—1

el 1@ _ 000, tp)

Recordando la definicién de By y retomando las notaciones

obtenemos

FO(tr)

T t
B, = / c(t) - e Jo FR)d= gy

12

t
D :/k c(t) e JoF@dz gy
lk—1 .

k—1

(Bo + 0 - ti - (Bo — By,) = O - tg—1 - (Bo — By,_,) — 6, - Di*_ 1) '
eh” 1) _ oo, tr)
[BO 4 (t - (Bo— By,) = tk—1 - (Bo — By, _,) — Dj*_ )] '
elo” f(2)dz —CC(0,tp) =
By-el" 1&d _ co(0,tp) +
Lo (tk (Bo—By,) —tp1-(Bo— By,_,) — Di:,) edoT f(2)dz _

F(tF) + & - (tk . (BO — Btk) —tp_q (BO _ Btkfl) _ Di:,l) fO f(z)dz
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» Si el intervalo [t;_1,t] incluye ¢tz (es decir, ty—1 < tp < tg),

O (t)

O

r T T T T >

0 tk—1 tp ti T t

entonces
Fék (tF> _ Bék . efOtF f(2)+6k(2)dz CC(O tF) _

T
= [ ety e IO gy S — 00, 1r) =
0

te—1 t tk
0

te—1

T
+ / c(t) - e~ o T+ Z)dzdt> elo” IR _ 0 (0,1p)
tg

Empleando la definicién de g (),

tk—1

th—1 t
F(sk(tF) = (/k C() _/0 dzdt—i—/k C() /0 z) dz—0p- (t tr— 1)dt+

/ )dz Ok (tk tr_1 dt> fO (Z)dz+5k~(tp—tk_1) _
— CO0,tp) =

¢
e Jo fE)dz gy 4 / ' c(t) - e~ Jo F@dz  o=0n-(t=t-1) gy 4

(/
of

- [o dz e—5k'(tk—tk—1) dt) . ef(fF f(z)dz | e5k'(tF—tk—1) _

— CC(0,tp)

Utilizando la aproximacién lineal de la exponencial,

lk—1 .
For(tp) = (/ c(t) e JofB =g 4
0

tr :
+/ c(t) e oS 5 (b =ty dt +

tk—1

T
+ / c(t)-e —Jo f @ dz (1 — 6, - (b — tr_1)] di > elo” F()dz

tg
140k - (tr — tr—1)] — CC(0,tF) =

tk—1 .
- </ c(t) e IO D146y (tp — ty)] dt+
0
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tx .
+ / c(t) e o FBR A 11 5 (b=t )] (L4 0 - (b — te1)] dE+

T t
4 /t c(t) - e~ Jo f(2)dz [1— 0k (tpy —tr_1)] - [14 6 - (tr — tp1)] dt) .

1@d= _ 00(0,tp) =
th—1

610
= ( c(t)-e” Jy f(z)dz | (140, (tp —tp_1)] dt  +

12 .
" / e(t) - e IO E 146 (tp — 1) = 8- (E— th1) —

te—1

— 6p - (t—th—1) - (tp — ty—1)] dt+

T t
+ / C(t)-eifo f(z)dz-[1+6k~(tp—tk,1)—5k-(tk—tk,l)—
t

k

— R (= teer) - (e — )] db) - e IO E 000, tp)

Puesto que tomamos variaciones Jj, infinitesimales y consideramos sélo la apro-
ximacién lineal, podemos despreciar los términos que contienen (5,3:

te—1 t
For(tp) = (/ c(t) e o FE A 11 L (tp — 1)) dt+
0
tr t
+ / c(t) - e o FDE 1L (tp — 1) = 0 (¢ — ty_1)] dt+
tk—1
T
+ / cot) e -y f(2)d= [14 0k - (tr — th1) — Ok - (tp — tp—1)] dt) .
tg
: oJo F(z)dz _ CC(0,tp) =
tre—1 t
= </ c(t) e Jo F)dz gy 4
0
tre—1
+ 5k.(tF—tk_1)/ c(t)-e” Jo F(2)dz gy 4
0
t

k 127
+ / C(t) e fot f(z)dz dt + 5 -t - / C(t) ce” fot f(z)dz di—

t—1 tk—1

tr T
- 5k-/ e(t) - t-e= o dzdt+/ c(t) - e~ Jo FEd= gy

te—1 tg

T : T
+ 5k.tF-/ c(t)~ef0f(z)dzdt—5k~tk-/ c(t) - e~ Jo I dzdt)

tk 123

eloF F(2)dz _ CC(0,tr)

Agrupando términos,

T T ,
F‘Sk (tF) = (/ ( ) e fO dZ dt + 5]{7 tF / C(t) e~ f() f(Z) dz dt—
0

0

lg—1
— 5k‘tk1'/ () e fO dzdt
0
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tr .
- 5k-/ c(t) - t-e o f)de gy

tk—1

T t
— Oty / e(t) - e~ Jo /)2 dt) . eh" R CcC(0,tr)
ty
Recordando la definicién de By y retomando las notaciones

T "t
B, = / cot) - e Jo FZ)dz gy

tk

Dl

te—1

tr +
:/ ot) t-eJof2)dz gy
k—1

obtenemos

Fotp) = (Bo 40 tp-Bo— 0 tur - (Bo— By, ) — 0 - DIF

b1
— Oty By)- elo” 1)z _ cC(0,tr) =

- [Bo + o - (tF - By —ty—1 - (Bo — By, _,) — Dy | —ty - Btk)] '

el 1@ & _ 000, ty) =

— By-eh" 1@ oo, 1) +
+ O (tF - By —ty-1-(Bo— By, _,) — D —
4By eh" 1@

= F(tr)+ - (tF -Bo —ti—1-(Bo = By, ;) = Dy} —

— tp-By)- elo” 1) 42

» Si el intervalo [t;_1, 1] es posterior a tp (es decir, tp < t5_1),
0k (t)

O I R

0 tp tp—1 172 T t

entonces de forma andloga a los casos anteriores se demuestra que el valor del
forward viene dado por

t
Fo (tp) = F(tp) + 0 - |tp1 - By, | —ti- By, — Di:—l ceh" f(2)dz

Por tanto, hemos visto que el valor del forward cuando varia el tramo k-ésimo de
la curva forward viene dado por
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Fo(tp) =

t
F(tg) + 6y - (tk -(Bop — Bt,) —tg—1- (Bo— By, ,) — Df:_l) celo” 1) dz
si tp_q <tp <tp
si tp—1 <tp <t
t
F(tg) + 6 - (tk—l By, _, —tg- By, — Di:—l) el 1) dz

tk—1

F(tr) + 6 - (tp By —tp_1-(Bo— By,_,) — D

si tp <t <t

\

y por consiguiente, la variacién de su valor es

Ok

Ok

O -

AF%(tp) = FO(tp) — F(tp) =

tp
: <tk ' (BO - Btk) —lp_1- (BO — Btk—l) — D;:_1> . @fo JC(Z)dZ7
si tp1 <ty <tp
tF
(tp - Bo—ty1 - (Bo— By, ) = Dji_, —ty- By, ) - b’ 1),
si tp_1 <tp <ty
tp
(tk—l . Btk71 — g Btk _ D§:71> .elo f(z)dz’
si tp <tp—1 <tg
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Proposicion 3.5

La variacion de orden lineal del precio del forward F(tr) a causa de un desplaza-
miento & en la curva forward, AF5(tF), viene dada por

K—1 K—1 K
AF(tp) = Z Op41 -tk - By, — Z Ok -t - By, — 25k : Df,’jfﬁ—
k=1 k=1 k=1
s—1 tp
+ Bo- Z5k (tg —tio1) + By 05 (tp — to1) | -elo” FE) 4=,
k=1

Demostracion. Supongamos que la fecha forward estéd contenida en el tramo [ts_1, ts]:

o(t)

Sea [%(t) el valor actual del bono cuando la curva forward ha sufrido una variacién

5(t):

Fo(tp) = BY - eJoT F2)+0(2)dz _ cC(0,tp)

Empleando el desarrollo que hemos encontrado para Bg en la proposicién 3.2, tenemos:

r K-1 K-1 K ]
F(S(tp) = |By+ Z Ok41 -tk - By, — Z O -tk - By, _Z(sk'D::q
L k=1 k=1 k=1 i
elo” 1@+ dz _ 000, tp) =
M K-1 K-1 K ]
= BO+Z(5k+1-tk‘Btk—Z(Sk‘tk'Btk_Zék'Di:,l
L k=1 k=1 k=1 i

( JF f(2) dz+61't1+52'(t2*t1)+”'+55'(tF*ts—l)> . CC(

e 0,tp) =

49
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K-1 K-1 K
= |Bo+ > Okr1-tr- By — Y Ok-ti By —Z5k'D§f§1] :
k=1 k=1 k=1

e OF f(2)dz (01 t1+82-(ta—t1)+ 405 (tp—ts1)) _ CC(0,tr)

Empleando la aproximacion lineal de la exponencial, tenemos:

K-1 K-1 K
F(tp) = |Bo+ > Okt -te-By — Y Op-te-By — Y 0k Df:_ll :
k=1 k=1 k=1

engf(Z)dz'(l-l-& ty+ 0o (ta—t1) + -+ 05 (tp —ts—1)) —
— CC(0,tp)

Puesto que sélo consideramos la aproximacién de orden lineal, podemos despreciar los
términos de orden mayor en dy:

K-1 K-1 K
F(S(tp) = B() + Z 5k+1 AN Btk — Z 6k SR Btk — Zék . Df:_l—l—
k=1 k=1 k=1

s—1
+ Bo- ZfSk (tg —tg—1) + Bo - b5 - (tp — 7551)] :
k=1

b 1@ _ 000, tp) =
= By-eh 1@ 000, tp) +

K1 K-1 K
+ | D Okt By — Y Okt By — > 6 Dy +
k=1 k=1 k=1

s—1
+ BO ' Z(Sk ' (tk - tk:—l) + BO . 55 : (tF — tsl)] . €I0tF f(z)dz =
k=1

K-1 K-1 K
= F(tp)+ | D> Oks1-te- By — Y 0k te- By — Y 0k Di*_ +
k=1 k=1 k=1

s—1
+ Bo- Z5k (tk —tg—1) + Bo - 0s - (tr — ts—l)] " 1)z
k=1

Entonces la variacion del valor del forward sobre un bono debida al cambio 6(t) en
la curva forward viene dado por:

AF(S(tF) = Fé(tF)—F(tF):

K-1 K-1 K
H ST s PR S
k=1 k=1 k=1

s—1
+ DBp- Z5k (ty —tik—1) + Bo - ds - (tp —ts—1)| - eho” f(2)dz
k=1
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Proposicion 4.1

Sea B un bono que paga cupones ¢, en T,.. Sea § una variaciéon en toda la curva
forward y dx, una variacién en el tramo [tg_1, tg]

i

ii.

iii.

La variacién de orden lineal de un cupén ¢, debida a un cambio dx(t) de f(¢) en
el tramo [t;_1, ] viene dada por:

5 5 Cro -0k (th —tp—1) st tpo1 <t < T
Achy=cly—co=9q o0k (Tr —tk—1) si tp1 <T, <ty
0 si T <tp_1 <ty

La variaciéon de orden lineal de un cupén ¢, debida a un cambio en todos los
tramos de la curva es la suma de las variaciones de orden lineal de ¢, por el
cambio en cada tramo:

K
5 _ Ok
Acp o = E Acly.
k=1

La variacion total de orden lineal de un bono B debida a una variacion en la
curva forward viene dada por la suma de las variaciones totales de orden lineal
de cada cupédn:

AB§ = f: Ay

r=1

Demostracion.

. Sea cﬁ’fo el valor actualizado del cupén r-ésimo después de un desplazamiento

dk(t) en la curva forward. Para calcular el valor de cff“o, debemos distinguir tres
casos, segin el tramo donde varia la curva forward [t;_1, ;] sea anterior, incluya
o sea posterior al momento 7). de pago del cupén c,..

= Si el intervalo [tx—_1,tx] es anterior a T, (es decir, t < T),

o1
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entonces
T t
Ci?o = / C(t) e Jo [(2)+6,(2) dz dt —
0
T
= / c-op(t—"1T,) e o F(2)+0k(2 z)dz gy
0

Por la propiedad 4.1 de la delta de Dirac, tenemos:

5k

Sy = creh T

e e Jo " F(R) detdy(t—ti) —
f(2)dz | Ok (tk—tr—1)

:cefo

Utilizando la aproximacion lineal de la exponencial, obtenemos:
0
M=o e o TIOE (1§ (4 — 1))
Teniendo en cuenta que el valor actual ¢, o del cupén r-ésimo viene dado

por

cro=c-e" 0" Hz)dz

la férmula queda como
erfp = cro - (1= 0k - (tx — tx—1))

» Si el intervalo [tg_1,tx] incluye T, (es decir, ty—1 < T, < tg),

O (1)

entonces
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T
= / c-op(t—T) e —Jo @+ dz gy
0

_ o ST R s _
— e e ST @) Aot b (Tt )
— C- e () (Z)dz . (Sk'(T'f_tk—l) —

= o (1 =06, (Tr —tp—1))

» Si el intervalo [t;_1, 1] es posterior a T, (es decir, ty_1 > T,),

O (t)

entonces

T
P

T
= / ¢ Op(t—T,) e Jo F@+o)dz gy —
0

— C- e ]0 Z)+5k(z) =
— ¢c-e Mo f(z) dz _

— c-e 0 f(z)dz _

= Cro

Por tanto, la expresién de la variacién de un cupén ¢, debida a un cambio 0y (t)
de f(t) viene dada por:

5 Cro O - (ty —tp—1) sl tpoy <t < T,
ACTO =chy—cro=13 ¢ro 0k (Tr —tpg-1) si t1 <T, <t
0 si T <tp_1 <ty

ii. Por las proposiciones 3.3 y 3.6 sabemos que la variacién de orden lineal en toda
la curva es la suma del cambio producido por la variaciéon de cada tramo de la

curva:
K
5 _E : Ok
ACT,O - ACT‘,O
k=1

iii. Puesto que estamos considerando las variaciones de orden lineal, aplicando los
lemas 4.1 y 4.2 se deduce trivialmente que la variacién total del bono es la suma
de las variaciones sufridas por cada cupon:

n
ABJ =Y Ad,.
r=1
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