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Introduccio

El context general en el qual s’inscriu aquesta memoria el proporciona el prob-
lema invers de la teoria de Galois sobre el cos QQ dels racionals. Aquest prob-
lema classic, encara obert, pregunta si tot grup finit es pot realitzar com a grup
de Galois d’alguna extensié de Q. El nostre objectiu principal és estudiar ver-
sions refinades d’aquest problema que s’obtenen quan prefixem determinades
condicions de ramificacié, com ara el nombre de primers que ramifiquen o el
tipus de ramificacié en 'extensié de cossos. Més concretament, les nostres

contribucions estan centrades en els problemes segiients:

Problema 1: Donat un grup finit G, quin és el minim natural ram(G) per
al qual existeix alguna extensié de Galois de Q ramificada només en ram(G)

primers i amb grup de Galois isomorf a G?

Problema 2: Donats un grup finit G i un conjunt finit de primers racionals
S, existeix alguna realitzacié de G com a grup de Galois d'una extensié de Q

no ramificada en S?

Una de les nostres motivacions a 1’hora d’estudiar el problema 2 prové de la
segiient qliestié plantejada per Birch [Bir94|, també coneguda com el problema

invers moderat de la teoria de Galois.

Problema 3: Donat un grup finit G, existeix alguna extensié de Galois F'/Q
moderadament ramificada i amb grup de Galois Gal(F'/Q) = G?

Si S és el conjunt de primers que divideixen 'ordre d’un grup finit G, aleshores

una resposta afirmativa al problema 2 per a G i S implica, trivialment, una
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resposta afirmativa al problema 3 per a G. Sovint, el mateix tipus d’arguments
que ens permeten respondre afirmativament al problema 3 per a un grup finit
(G donat, proporcionen també una resposta afirmativa al problema 2 per a G i
per a qualsevol conjunt finit S. De vegades, fins i tot, podem abordar versions

més fortes del problema 2 dels tipus segiients:

Problema 2.1: Donats un grup finit G i un conjunt finit de primers racionals
S, existeix alguna realitzacié de G com a grup de Galois d’una extensié de Q

en la qual tots els primers de S descomponen completament?

Problema 2.2: Donats un grup finit G i un conjunt finit de primers racionals
S, existeix alguna realitzacié de G com a grup de Galois sobre Q d'un polinomi

irreductible i monic de Z[X] amb discriminant no divisible per cap primer de
S?

Alguns resultats coneguts

Si G és un grup abelia finit qualsevol, el Teorema de Kronecker-Weber
permet respondre les qiiestions dels problemes 1, 2 i 3. El nombre minim
de primers ramificats en el problema 1 és, genericament, el nombre minim de
generadors de G. El problema 2 admet una resposta afirmativa per a qualsevol
conjunt finit S. A més, si G és un grup abelia finit sense elements d’ordre 8,
aleshores es té la segiient conseqiiencia de I'anomenat Teorema de Grunwald-

Wang:

(%) Sigui G un grup abelia finit sense elements d’ordre 8. Per a cada primer
p d’un conjunt finit qualsevol S, suposem donada una extensié de Galois
K,/Q, amb grup de Galois Gal(K,/Q,) C G. Aleshores, existeix alguna
extensié de Galois K/Q amb grup de Galois Gal(K/Q) = G i tal que,
per a cada p € S, 'extensié K,/Q, s’obté per complecié de K/Q en p.

La mateix conclusié és valida per a un grup abelia finit qualsevol G quan el

primer p = 2 no pertany a S. Si admetem 2 € S (i G té algun element d’ordre



Introduccié 3

8), el resultat sempre falla tal com demostra el segiient fet observat per Wang
[Wan48]: no existeix cap extensié de Q amb grup de Galois ciclic d’ordre 8
que, localment en p = 2, sigui precisament ['tinica extensio no ramificada de Qg
amb grup de Galois ciclic d’ordre 8. En qualsevol cas, altres comportaments
locals en p = 2 si s6n admissibles. Per exemple, tot grup abelia finit es realitza
com a grup de Galois d’una extensié de Q en la qual tots els primers d’un

conjunt finit prefixat S qualsevol descomponen completament.

El resultat (%) és, a la seva vegada, un cas particular d'un resultat de
Saltman [Sal82] que estableix la mateixa conclusié per a tot grup finit G que
admet una extensié generica sobre Q. Per als grups que satisfan aquesta
hipotesi es té, doncs, una resposta afirmativa al problema 2.1 (i, per tant,
també als problemes 2 i 3) per a qualsevol conjunt finit S. Aixo s’aplica, en
particular, sempre que es té una resposta afirmativa al problema de Noether
per a G (cf. [Kuy64, Thm. 1]) com, per exemple, quan G = S, és un grup

simetric.

En un resultat famés, Shafarevich estableix una resposta afirmativa al prob-
lema invers de la teoria de Galois per a tot grup resoluble finit (cf. [Shab4]
i [Sha89]). El Teorema de Shafarevich s’obté com a conseqiiencia del fet que
tot problema d’immersié galoisiana sobre Q, finit, split i amb nucli nilpotent
admet alguna solucié propia. A [NSWO00] es demostra una versié més forta
d’aquest resultat que, en particular, permet conservar el caracter moderat de
la ramificacié en la resolucié d’aquests problemes d’immersié. Aixi es pot
obtenir una resposta afirmativa al problema 3 per a tot grup resoluble finit.
De fet, els arguments de [NSW00] també permeten conservar la no ramificacié
dels primers d'un conjunt finit fixat S qualsevol i, d’aquesta manera, donar
una resposta afirmativa al problema 2, per a tot grup resoluble finit i tot con-
junt finit S (cf. [KMO02, Thm. 6.2]). Quan l'ordre de G és senar, aixo és un
cas particular d’un resultat de tipus Grunwald-Wang establert per Neukirch

[Neu79, Cor. 2] que permet respondre afirmativament també al problema 2.1.
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Un dels casos particulars més estudiats del problema 2 correspon a plantejar-
se 'existencia d’extensions totalment reals de Q amb grup de Galois prefixat.
El primer de l'infinit p = oo es caracteritza per ser 'inic primer de QQ amb
subgrups de descomposicié (i d’inercia) en Gg = Gal(Q/Q) finits que, de fet,
sén d’ordre 2. Utilitzant aquesta propietat caracteristica, Serre [Ser92a] obté
que, si tot grup finit es realitza com a grup de Galois sobre Q, aleshores tot
grup finit es realitza com a grup de Galois d’alguna extensié totalment real
de Q. Es a dir, una resposta afirmativa al problema invers de la teoria de
Galois per a tot grup finit equival a una resposta afirmativa al problema 2 per

a S = {oo} iper a tot grup finit G.

Contingut de la memoria

En aquesta memoria estudiem els problemes plantejats més amunt per a
certs grups finits, per als quals es coneix una resposta afirmativa al problema
invers de la teoria de Galois.

A T’hora d’abordar els problemes 1, 2 1 3, els tipus de grups que considerem
en cada cas sén essencialment diferents. En cert sentit, els prototipus sén els
grups abelians, per al primer, i els grups simetrics, per al segon i tercer.

Ens plantejem el problema 1 per a algunes families de grups resolubles finits
que, com ja hem comentat, sempre admeten resposta afirmativa als problemes
21 3. En algun punt dels nostres arguments, recorrem a resultats explicits de
la teoria de cossos de classes.

Per als problemes 2 i 3, en canvi, considerem families de grups finits no
resolubles. L’eina basica desenvolupada per tractar aquests problemes és 1'e-
specialitzacié d’extensions de Q(7"). Més concretament, consisteix en la recerca
d’especialitzacions racionals que donin lloc a extensions de Q amb les condi-
cions de ramificacié i el grup de Galois desitjats. Quan, a més, aquestes ex-
tensions de Q(7") son regulars, obtenim una resposta afirmativa als problemes

21 (o) 3 per a infinites realitzacions galoisianes linealment disjuntes sobre Q
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d’un mateix grup finit G.

A continuacié resumim els resultats principals d’aquesta memoria, que es
compon de sis capitols diferents. Fem notar que cadascun d’ells conté la seva
propia introduccié amb una descripciéo més detallada del seu contingut, amb

I'excepcié del Capitol 1, de caracter preliminar.

En el Capitol 1 recordem alguns fets, essencialment coneguts, relatius als
temes segilients: problemes d’immersié galoisiana, cossos de classes d’anell de
cossos quadratics, especialitzacié d’extensions de Q(7') i poligons de Newton.
L’objectiu principal és fixar notacions i enunciar resultats per a futura re-

ferencia, en la forma especifica en la qual s’usaran en la resta de la memoria.

El Capitol 2 és I'inic dedicat al problema 1. Considerem aquesta qiiestié
per a grups nilpotents finits d’ordre senar i per a grups diedrals generalitzats.

El Teorema de Scholz-Reichardt estableix una resposta afirmativa al prob-
lema invers de la teoria de Galois sobre QQ per a tot [-grup finit G, quan [ és un
primer senar qualsevol. La demostracié de [Ser92b, Chap. 2] d’aquest resultat
fa evident que, si G té ordre IV, aleshores G es realitza com a grup de Galois
d’una extensié de Q ramificada en, com a maxim, N primers. Demostrem que
és suficient admetre r primers ramificats, on r és una constant explicita menor
o igual que la suma dels nombres de generadors dels factors de la serie central
inferior de G. A més, obtenim la corresponent generalitzacié d’aquest resultat
per a grups nilpotents finits d’ordre senar.

Per a un grup diedral generalitzat G' qualsevol, la teoria de cossos de classes
d’anell de cossos quadratics ens permet demostrar que G es realitza com a
grup de Galois d'una extensié de Q ramificada en d(G) primers finits, on
d(G) és el nombre minim de generadors de G. Caracteritzem, a més, quins
d’aquests grups admeten alguna realitzacié galoisiana sobre Q amb un unic

primer ramificat, tant en el cas moderat com en el salvatge.
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Assumint la validesa de la Hipotesi (H) de Schinzel obtenim, per a un grup
diedral D, qualsevol, el nombre minim de primers ramificats en una extensié

de Galois de Q amb grup de Galois Ds,.

En la darrera seccié del Capitol 2 considerem el problema d’afitar el nombre
de generadors d’un grup finit G en termes dels primers ramificats en una
realitzacié qualsevol de G com a grup de Galois d’una extensié moderadament
ramificada de Q. Per a certs grups finits, demostrem la validesa d'una fita

conjecturada per Harbater [Har94].

En el Capitol 3 caracteritzem, per a un natural n, ’existéncia de realitza-
cions galoisianes del grup alternat A, sobre QQ obtingudes com a cossos de
descomposicio de trinomis i amb certs comportaments prefixats en els primers
d’un conjunt finit S. Aix0 comporta un estudi de la ramificacié en extensions
trinomials de Q. Més concretament, obtenim les caracteritzacions correspo-
nents a demanar, respectivament, que els primers de S no divideixin el dis-
criminant del trinomi, que els primers de S no divideixin el discriminant de
I’extensi6 i que els primers de S siguin moderadament ramificats. En particu-
lar, veiem que, per a tot natural n = 4 (mod 8), el cos de descomposici6 sobre
Q de qualsevol trinomi de grau n amb grup de Galois A,, defineix sempre una

extensié salvatgement ramificada de Q.

Restringir-se a les realitzacions trinomials de A,, sobre Q correspon a ad-
metre només extensions obtingudes per especialitzacio de certes realitzacions
trinomials de A,, sobre Q(T"). En aquest sentit, es pot pensar que el que fem
en aquest capitol és estudiar 'existencia d’especialitzacions racionals amb un
comportament de ramificacié prefixat en els primers d’un conjunt finit. En
particular, obtenim exemples de realitzacions regulars de A,, (n =4 (mod 8))

sobre Q(T') que no admeten cap especialitzacié racional moderadament rami-
ficada.
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En el Capitol 4 demostrem que, per a tot natural n i tot conjunt finit
de primers S, existeixen polinomis monics de grau n en Z[X], totalment re-
als, amb grup de Galois A,, i discriminant no divisible per cap primer de S.
D’aquesta manera, obtenim una resposta afirmativa als problemes 2, 3 i 2.2,
per a tot grup alternat i tot conjunt finit S. Per fer-ho, considerem especial-
itzacions de realitzacions regulars de A,, sobre Q(7") que obtenim mitjangant
una construcci6 coneguda de Mestre [Mes90|. El mateix tipus d’arguments ens
permet provar, també, que tot grup alternat es realitza com a grup de Galois
d’alguna extensié de Q en la qual tots els primers d’un conjunt finit prefixat

qualsevol descomponen completament (problema 2.1).

Els resultats principals d’aquest capitol apareixeran publicats a Journal of

Algebra en el treball, conjunt amb N. Vila, “Tame A,-extensions of Q”.

El Capitol 5 consta de dues parts ben diferenciades. En la primera, ’ob-
jectiu és obtenir resultats condicionals per als problemes 2 i 3. Com ja hem
comentat, si un grup finit G admet una extensié generica sobre Q, aleshores
es té una resposta afirmativa al problema 2.1 per a GG i per a qualsevol conjunt
finit S. Veiem com es pot relaxar aquesta hipotesi (que, en general, no es

satisfa), conservant la validesa de la conclusié anterior.

A la segona part del capitol estudiem D'existéncia d’especialitzacions mod-
eradament ramificades d’algunes realitzacions galoisianes regulars conegudes
sobre Q(7T'). Els exemples triats provenen de construccions obtingudes per
I’anomenat metode de la rigidesa. Birch suggereix que, per especialitzacié
d’aquest tipus de realitzacions sobre Q(7'), en general s’obtenen extensions
salvatgement ramificades de Q. Nosaltres provem que els grups de Mathieu
My i Mis i el grup Aut(Mas) es realitzen com a grups de Galois d’extensions
moderadament ramificades de QQ, obtingudes per especialitzacié d’extensions
“rigides”de Q(7T'). En contraposicié, provem que 'extensié de Q(7") amb grup
de Galois Myg, deduida de la realitzacié “rigida”de Aut(Mss), no admet cap

especialitzacié moderadament ramificada. Aquest fet té un cert paral.lelisme
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amb alguns resultats del Capitol 3, quan interpretem les realitzacions trino-
mials sobre QQ del grup alternat A, com a especialitzacions de realitzacions
regulars de A,, sobre Q(T") deduides de realitzacions “rigides”del grup simetric
S,. Com a conclusio, observem que, en els exemples tractats, les dificultats
per respondre afirmativament al problema 3 no semblen provenir del caracter

rigid de les realitzacions.

En el Capitol 6 estudiem ’existencia de solucions de problemes d’immersié
galoisiana centrals finits sobre Q(7") amb certs comportaments prefixats per es-
pecialitzacié. Primer considerem la possibilitat de tenir alguna especialitzacio
amb un cert comportament local i, després, prefixem un comportament global,

és a dir, una solucio del problema sobre Q.

Demostrem que sempre es pot conservar l'existencia d’especialitzacions
moderadament ramificades en resoldre (propiament) problemes d’immersié
centrals finits sobre Q(7"). Apliquem aquest resultat a realitzacions galoisianes
conegudes sobre Q(T) i, utilitzant resultats obtinguts en capitols anteriors, de-
mostrem que el problema 3 admet una resposta afirmativa per a tot grup
extensié central finita d’algun dels grups segiients: grups alternats, grups

simetrics i els grups de Mathieu My i Ms.

Acabem el capitol contribuint al problema de l'aixecament aritmetic que
consisteix, basicament, en provar que tota realitzacié d’'un grup finit com a grup
de Galois sobre QQ es pot obtenir per especialitzacié d’una realitzacié del mateix
grup com a grup de Galois d’una extensi6 regular de Q(7"). Concretament,
demostrem que, si K és un cos de caracteristica 0 i G és un grup extensié
central finita de A, (n # 4,6,7), aleshores tota extensi6 de K amb grup de
Galois G s’obté per especialitzacié d’alguna realitzacié galoisiana regular de G
sobre K (7). Es a dir, G satisfa la propietat d’aixecament aritmeétic sobre K.
Obtenim, també, una generalitzacié d’aquest resultat que ens permet resoldre

positivament el problema 2.1 per a GG i per a qualsevol conjunt finit S.
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Els resultats del Capitol 6 apareixeran publicats a International Mathe-
matics Research Notices (2003) en el treball “Central embedding problems,

the arithmetic lifting property and tame extensions of Q”.
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Capitol 1
Preliminars

En aquest capitol recordem breument algunes notacions, conceptes i resultats
coneguts. Es tracta d’incidir especialment en aquells resultats que usarem més

endavant.

1.1 Problemes d’immersié galoisiana

Sigui K un cos. Sempre suposarem fixada una clausura separable K de K

i denotarem per Gi el grup de Galois absolut de K, és a dir,
GK = Gal(?/K)

Definicié 1.1.1. Fizat un cos base K, les dades d’un problema d’itmmersio

galoisiana (7, ) sobre K son:
(i) una successié exacta de grups finits 1 — C — G 5 G — 1,
(i1) un epimorfisme ¢ : Gx — G.
Una solucid del problema d’immersié galoisiana (7, ) és un morfisme
?:Gx — G

11
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tal que mo © = @. Quan p és un epimorfisme, direm que es tracta d’una

solucio propia.

En la definicié anterior, en principi, no cal suposar la finitud dels grups
de la successié exacta (i); de fet, la definicié donada correspon als problemes
d’immersié anomenats finits. A nosaltres, pero, només ens interessa aquesta
situacio i, sovint, usarem indistintament els termes “problema d’immersié” i
“problema d’immersi6 finit”.

Les dades del problema d’immersi6 (m, ) es sintetitzen en el diagrama
segiient:

Gxk

Ly
1 - C - G &5 ¢ — 1.

Observem que una solucié propia ¢ del problema (7, ) determina una real-
itzacié de G com a grup de Galois sobre K. De fet, si L i L son, respectivament,

el cos fix pel nucli de ¢ i @, aleshores es tenen inclusions K C L C L i isomor-

fismes

Gal(L/K)~ G, Gal(L/K)=G,
de manera que 7 correspon precisament a I’epimorfisme de restriccié
Gal(L/K) — Gal(L/K).
Quan la solucié ¢ no és propia, aleshores només es té una inclusio
Gal(L/K) ~ 3(Gx) C G.

En qualsevol cas, tota solucié ¢ del problema d’immersié (7, ) correspon a
una algebra de Galois sobre K amb grup G. Es tracta d'un cos exactament
quan la solucié és propia.

Ocasionalment, també considerarem problemes d’immersié per a certs quo-

cients de Gk i demanarem que les solucions factoritzin a través seu. Es a dir,



1.1. Problemes d’immersio 13

donada una extensié de Galois M /K, ens plantejarem el problema correspo-
nent a un diagrama del tipus
Gal(M/K)

Lo
1 - C — G 5 G — 1.

Obsevem que, amb les notacions anteriors, ara tindrem L C M i les solucions

d’aquest problema correspondran a subcossos L C M.

Definicié 1.1.2. Direm que un problema d’immersio (m,p) és split si la suc-
cessié exacta 1 — C — G 5 G — 1 és escindida, és a dir, si ™ admet una
seccio. Direm que el problema (m, ) és central (resp. Frattini) si el nucli
C' de l’epimorfisme 7 esta contingut en el centre (resp. el subgrup de Frattini)
de G.

Recordem que el subgrup de Frattini d’'un grup G es defineix com la inter-

seccio de tots els subgrups maximals de G.

El segiient resultat és conseqiiencia directa de les definicions i es troba, per
exemple, a [ILF97, Chap.1] o [MM99, Chap.IV].

Proposicié 1.1.3.

(i) Tot problema d’immersio split admet solucid.

(i) Tota solucié (si n’hi ha) d’un problema d’immersid Frattini és propia.

1.1.1 Problemes d’immersiéo amb nucli abelia finit

A partir d’ara, suposarem que el nucli C' del problema d’immersié (, @) és
abelia i finit. Que el problema (7, ) tingui solucié equival a que ’aixecament

de 7 per ¢ (pull-back)

1—>C—>/GT;;7T—*>GK—>1
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admeti una seccio.
Dit d’una altra manera, si ¢ € H*(G, C) denota la classe de cohomologia

corresponent a l'extensié de grups
1-C->G5G—1
ip*: H3(G,C) — H*(Gg, C) és el morfisme d’inflacié induit per ¢, aleshores:
(7, ¢) admet solucié si i només si *(g) = 0.

Definici6 1.1.4. Amb les notacions anteriors, direm que ¢*(g) és l’obstruccid

del problema d’immersio (7, ).

Sip:Gx — G és una solucié qualsevol d’un problema d’immersié (7, )
amb nucli abelia finit C'i z : Gg — C és un l-cocicle, aleshores 'aplicacid
*%: Gx — G definida per *3(g) = z(g).3(g) també és (morfisme) solucié del
mateix problema. Aixo defineix una accié simplement transitiva de H!(Gg, C)
en el conjunt de classes d’equivalencia de solucions de (7, ¢), convenint que
dues solucions ¢ 1 ¢’ s6n equivalents si existeix algun ¢ € C' tal que @'(0) =
c1P(o)c, per a tot 0 € G (cf., per exemple, [NSW00, Prop. 9.4.4]).

En particular, si C esta contingut en el centre de G , aleshores H' (G, C) =
Hom(Gg, C) i es té:

Proposicié 1.1.5. Sigui ¢ una solucio qualsevol d’un problema d’tmmersio
central finit (m,¢). Aleshores el conjunt de totes les solucions de (mw,p) és

{x-@}x, on x recorre els elements de Hom(Gg, C).

1.1.2 Problemes d’immersi6 centrals sobre Q i sobre Q,

Per a cada primer racional p, suposarem fixat un primer p de (la clausura
entera de Z en) Q sobre p i denotarem per D, (resp. I,) el corresponent

subgrup de descomposicié (resp. inercia) en Gg.
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Si ¢ : Gg — G ¢és un morfisme qualsevol, ¢, : Gg, — G denotara la
restriccié de ¢ a D, identificat amb el grup de Galois absolut del cos dels
nombres p-adics, Gg,.

Qualsevol problema d’immersié global (7, ¢) (sobre Q)

Go
Ly
1 - C - G5 6 — 1

déna lloc a problemes d’immersi6 locals (sobre Q)

Go,

l@p
1 = C — 7 Yp(Gg,)) = ¢p(Gg,) — 1,

que denotarem per (m,¢,). Per comoditat, sovint descriurem el problema

(7, ¢p) pel diagrama

Go,

L op
1 - C - G5 G — 1,

encara que ¢, no sigui un epimorfisme en G.

En la resta d’aquesta seccié, només considerarem problemes d’immersio
centrals finits sobre Q.

La Proposici6 1.1.5 ens diu que, donada una solucié ¢ d’un problema d’im-
mersio central finit (7, ¢) amb nucli C|, la possibilitat d’obtenir alguna solucié
¢ “prou bona” depen de (pide) I'existencia d’algun morfisme xy € Hom(Gg, C)
“prou bo”.

Quan C és abelia, donats morfismes (locals) {7, € Hom(Gq,,C)}pes per
als primers d'un conjunt finit S qualsevol, sempre existeix algun morfisme
(global) x € Hom(Gg, C) no ramificat fora de S i tal que Xp1, = Yp|z, PCT @
tot p € S (cf. [Ser92b, Lemma 2.1.6]). Aixo permet concloure:
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Proposicié 1.1.6. [Ser92b, Prop. 2.1.7]
Considerem un problema d’immersié central finit (m, )
Go
Ly
1 - C - G5 G — 1
que admet alguna solucio. Per a cada primer p d’un conjunt finit qualsevol
S, suposem donada una solucio gz,;p 0 Go, — G del problema local (7, p,).
Aleshores ezisteiz alguna solucio ¢ : Gg — G del problema global (7, ) tal

que:
(i) per atotp€ S, g, = gz5p|1p,

(i1) per a totp & S, o, és no ramificat si p, ho és.

Observacié 1.1.7. Sovint, si eliminem la condicié (i) en la conclusi de la
Proposicio 1.1.6, el resultat també és cert demanant coincidéncia en tot el grup
de descomposicio D, en (i). Concretament, del Teorema de Grunwald-Wang
(cf., per exemple, [NSWO00, Chap.IX, §2.]) es dedueir que aixd és aixi sempre
que C' no conté elements d’ordre 8. Es a dir, en aquest cas, la resolubilitat del
problema global garanteix l'existéncia d’una solucio que, localment, coincideix
amb solucions arbitraries dels problemes locals en un nombre finit de primers
qualssevol. A més, aizo sempre es pot aconsequir amb una solucié propia del

problema global (veure demostracié de la Proposicid 1.1.8).

Com a conseqiiencia de la Proposicié anterior s’obté el segiient resultat.
Proposicié 1.1.8. Considerem un problema d’immersio central finit (7, )
Go

Ly
1l - C - G5 ¢ — 1

que admet alguna solucio. Aleshores:
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(i) Ezisteiz alguna solucid @ del problema (7, ) ramificada exactament en

els mateizos primers que .

(i1) Sip ésno ramificat en els primers d’un conjunt finit qualsevol S, aleshores

existeir alguna solucid propia de (mw,p) no ramificada en S.

Demostracio. (i) Veure [Ser92b, Cor. 2.1.8]. Només cal usar la Proposicié
1.1.6, tenint en compte que, si 'epimorfisme ¢ és no ramificat en un primer
p, aleshores el problema local (7, ¢,) sempre admet una solucié no ramificada.
De fet, ¢, : Gg, — G factoritza pel grup prociclic Gal(Qp"/Q,) = Z, on
Q7" /Q, denota la maxima subextensié no ramificada de @,/Q,. El problema
d’immersio

Gal(@;?’”/ Qp)

l‘Pp
1 - C - G 5 G — 1

clarament admet solucié: només cal aixecar el generador del grup ciclic ¢, (G, ).

(ii) Tal com veurem, la Proposicié 1.1.6 també ens permet garantir que la
soluci6 obtinguda sigui propia; en general, pero, caldra acceptar nous primers
ramificats.

Si {¢1,...,¢n} és un conjunt de generadors de C, triem {pi,...,pm}
primers fora de S que no divideixen l'ordre de C' i que descomponen com-
pletament a K/Q ('extensi6 definida per ¢).

Per a cadascun dels primers p;, existeix una extensié K;/Q,, totalment
ramificada de grau l'ordre de ¢; (ciclica, per ser moderada) i podem considerar

“el” corresponent morfisme
g/b; 1 Go,, — Gal(K;/Qy,) =< c¢; >C C C G.

Per hipotesi, ¢(Ggq, ) = {1} i, per tant, (;5; és una solucié del problema local
(7, p,)-
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La Proposicié 1.1.6 garanteix 'existencia d’una solucié ¢ del problema
global (7, ¢) tal que @7, = ¢Np|1pv per a tot p € {p1,... ,pm}. La imatge de @
contindra C' i, per tant, es tractara d’una solucié propia.

Com que, per hipotesi, S no conté cap dels primers p;, el resultat enunciat

s’obté de la Proposicié 1.1.6 raonant com a 'apartat (i). O

1.1.3 Grups perfectes: extensié central universal

Els segiients conceptes i resultats basics de la teoria d’extensions centrals es
troben, per exemple, a [Suz82, Chap. II, §9.]. Tots els grups i extensions que
apareguin son finits, encara que no insistim en aquesta hipotesi cada vegada.

D(G) denotara el subgrup derivat d'un grup G.

(i) Sil—C — G — G — 1 és una extensié central i G; és un subgrup
de G tal queé:C.aI, aleshores 1 — Cﬂ@vl — a; — G — 1 és una

extensi6 central i G és (isomorf a) un quocient de C' x G .

Es diu que l'extensio és irreductible si no existeix cap subgrup propi
ZZ C G amb la propietat G = C’.évl.

Aixi, tot grup extensié central de G és quocient del producte directe

d’un grup abelia i un grup extensio central irreductible de G.

(ii) S’anomena grup dels multiplicadors de Schur de G a M(G) =
H?(G,C*) (G actuant trivialment en C*).

Es tracta d’un grup finit amb la propietat que, per a tota extensié central
1—-C—G—G—1, el grup D(G)NC és (isomorf a) un subgrup de
M(G).

Es diu que 'extensi6 és primitiva si és irreductible i es té un isomorfisme

D(G)NC = M(G).
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Tota extensié central irreductible de G' és quocient d’alguna extensié

central primitiva de G.

(iii) Es diu que una extensié central 1 — €' — G — G — 1 és un grup de
representacié de G si és primitiva i el seu nucli esta contingut en el

subgrup derivat D(G), és a dir, si és primitiva i es té un isomorfisme

C = M(G). Tot grup finit té algun grup de representacio.
Direm que G és un grup perfecte si es té D(G) = G. En aquest cas, G

admet una unica (classe d’isomorfisme d’) extensié central primitiva
1-M—->U—G—1,

que s’anomena extensié central universal de G. Es tracta d'un (tnic)
grup de representacié de G (per tant, amb nucli M = M(G)) tal que,
per a qualsevol extensio central 1 — C — G—G— 1, existeix un tnic
morfisme U — G fent commutatiu el diagrama
1l - M - U —- G — 1
! l Lid
1l - C - G —- G — 1
De fet, l'existencia d’una extensié central de G amb aquesta propietat

universal equival a que G sigui perfecte.

Des del punt de vista dels problemes d’immersié galoisiana, les propietats
anteriors (i el fet que els problemes split sempre admeten solucié) impliquen,

per a un epimorfisme ¢ : Gg — G (K un cos qualsevol):

e la resolubilitat de tots els problemes d’immersié centrals finits primi-
tius per a ¢ garanteix la resolubilitat de tots els problemes d’immersi6

centrals finits per a ¢,

e si (G és perfecte, la resolubilitat del problema universal per a ¢ garanteix

la resolubilitat de tots els problemes d’immersié centrals finits per a (.
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1.2 Cossos de classes d’anell

En aquesta seccié recordem alguns resultats de la teoria dels anomenats
cossos de classes d’anell (“ring class fields”) que usarem a la Seccié 2.3 i que,

essencialment, es troben a [Coh78] (veure també [Cox89)]).

1.2.1 Grups diedrals generalitzats

Les extensions diedrals generalitzades de Q corresponen exactament als cossos
de classes d’anell de cossos quadratics. Comencem recordant la definicié de

grup diedral generalitzat i remarcant algunes propietats basiques.

Definicié 1.2.1. Donat un grup abelia finit A, definim el grup diedral gene-

ralitzat D, 4 per una extensio de grups
1 —A— Dyy 57/27 — 1
tal que existeiz T € Do 4 satisfent:
(i) w(t) és el generador de Z/27,
(ii) =1,
(iii) ToT =07, per a tot o € A.

Equivalentment, Dy 4 és isomorf al producte semidirecte A xg Z/27 respecte
Vaccio 0 : )27 — Aut(A) definida per (1) = {o — o~ '}.

Denotarem per d(G) el nombre minim de generadors d’'un grup G.
Lema 1.2.2.

(i) Si A és un grup ciclic de n elements, aleshores Dy 4 és isomorf al grup

diedral de 2n elements Do ,,.
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(ii) El subgrup derivat de Dy 4 és D} , = A%

L abelianitzat de Dy a és DSy = Doy 4/Dh 4 =2 7./27x e XZL[27Z, on

r =ry(A) és el 2-rang de A.
(iii) d(Dg.a) =d(A) + 1.

(i) Tot subgrup H de A és normal en Dy s i es té Dy a/H = Dy a/p.

1.2.2 Extensions diedrals generalitzades de Q

El nostre segiient objectiu és definir el concepte de cos de classes d’anell d'un
cos quadratic K. Recordem, primer, algunes notacions i fets generals de la
teoria de cossos de classes.

Denotem per Ok l'anell d’enters d’un cos de nombres K. Donat un ideal
my € Ok iun producte formal m,, de primers infinits reals de K, diferents dos
a dos, podem considerar el cicle (o divisor o modul de raig) m = my.my,

de K. Associats a un cicle m, tenim els grups:
I™ : grup d’ideals fraccionaris de K coprimers amb my,

P™ : raig modul m; és el subgrup de I™ format pels ideals fraccionaris
principals que es poden generar per algun a € K tal que @« = 1 (mod *m),

és a dir, a =1 (mod my) i o(a) > 0 per a tot o dividint m.

Anomenem grup de classes de raig modul m al grup quocient I™/P™.
Denotarem per K™ el cos de classes de raig modul m. Recordem que

K™/K és una extensié abeliana, no ramificada fora de m i amb grup de Galois
Gal(K™/K)=1I™/P™.

Per a qualsevol extensié abeliana finita L/K existeix algun cicle m de K tal

que L € K™. En aquest cas, direm que m és un cicle de declaracié per a
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I'extensié L/K. El conductor de L/K es defineix com el maxim comu divisor
de tots els cicles de declaracié per a L/K.

A qualsevol subgrup H C I™ que conté P™ li correspon una unica subex-
tensié L/K de K™/K amb grup de Galois

Gal(L/K) = I™/H.

En aquest cas, notarem K(H) = L i direm que K(H) és el cos de classes de
H.

Siguin m; i my dos cicles de K i suposem donats subgrups H; C ™,
Hy C I™ tals que

P™ CH; CI™, peraiec{l,?2}.
Recordem que les condicions segiients sén equivalents:
(a) K(H)C K(Ha),
(b) HyNI™D HyNI™ onm és el minim comd multiple de my i my.

En particular, si m; divideix my, aleshores la inclusié de cossos K (H;) C K(H»)

equival a la inclusié de grups H; O Hs.

En la resta d’aquesta seccio, K sempre denotara un cos extensio quadratica
de Q de discriminant dx. Denotarem per cog el producte dels primers infinits
reals de K.

Associat a un natural qualsevol f, considerem el cicle fvde K definit per

f = (f)OKOOK

Definicié 1.2.3. Sigui f > 2 un nombre natural i considerem un sistema de

representants positius {z1, ... , zop} de (Z/ fZ)*. Definim el subgrup P(f) de

If com:

P(f) = {(z1) U... U (2))}.P'.
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La inclusié de grups Pl c P(f) c I’ correspon a una inclusio de cossos
K C K(P(f)) C K'. Al cos K(P(f)) se l'anomena cos de classes d’anell
de K per al conductor ]}v

Notem que K (P(f))/K és una subextensié de K 7 /K amb grup de Galois
Gal(K(P(]))/K) = I/ P(f).

Definicié 1.2.4. Direm que un cos L és un cos de classes d’anell de K
si ezisteiz algun natural f > 2 tal que K C L C K(P(f)).
Es a dir, L/ K és una extensié abeliana finita que admet f com a cicle de

declaracio i L = K(H) per algun subgrup H C 17 tal que P(f)CHC i

Observacié 1.2.5. Generalment, també es consideren les definicions analogues
a les donades per al cicle f = (f)Ox (cf. [Coh78]). Per als nostres proposits
no caldra contemplar aquesta possibilitat: només ens interessarem per la no

ramificacio dels primers finits.

En el Lema segiient destaquem algunes propietats basiques dels cossos de

classes d’anell, que s’obtenen com a conseqiiencia de les propies definicions.

Lema 1.2.6. Amb les notacions anteriors es té:

(i) Donat f > 2, lextensic K(P(f))/K és no ramificada en els ideals

primers de K que no divideizen (f)Ox. A més, K(P(f)) sempre conté
H,, el cos de classes de Hilbert (estricte) de K.

(ii) Si f1 divideiz fa, aleshores K(P(f,)) C K(P(f3)).

(111) Si L és un cos de classes d’anell de K i el conductor de L/K divideix
£, aleshores L C K(P(f))

El segiient resultat es pot interpretar com un analeg al Teorema de Kronecker-
Weber; els grups diedrals generalitzats i els cossos de classes d’anell K (P(f))

substitueixen, respectivament, els grups abelians finits i els cossos ciclotomics.
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Proposicié 1.2.7. [Bru66, Satz 8]

Per a un cos de nombres L son equivalents:

(a) L/Q és una extensio diedral generalitzada, és a dir, L/Q és una extensio

de Galois amb grup de Galois isomorf a un grup diedral generalitzat.

(b) L és un cos de classes d’anell d’algun cos quadratic K.

Acabem aquesta seccio recordant que, donat un cos quadratic K i un nat-
ural f > 2, existeixen formules per al grau de Iextensié K (P(f))/K; aquest
grau no és res més que el nombre de classes estricte de ’ordre de conductor f,
O =7Z+ fOk.

Usarem les segiients notacions habituals:

o hi(dif?):=(I7: P(f)) = [K(P(f)) : K],

e H, denotara el cos de classes de Hilbert estricte de K, és a dir, el cos de

classes de raig modul ooy,
o hi(dyg):= (I®x:P><)=[H, : K] (nombre de classes estricte de K),

e pera K real (dx > 0), e; denotara el generador de les unitats totalment

positives de O i Ey € Z+¢ el minim natural tal que e, %+ € Oy,

e per a K imaginari, es defineix F, :=2sidx = —4, £, :=3sidg = -3
1By =1sidg < —4.

Proposicié 1.2.8. [Coh78, Cor. 15.40]

Amb les notacions anteriors es té:

(%)) 1

p EL

hi(dr f?) = ho(di) £ [ | 1 -
plf
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1.3 Especialitzacié d’extensions de Q(7)

1.3.1 El Teorema d’Irreductibilitat de Hilbert

Considerem indeterminades T7,... ,Ty.

Definicié 1.3.1. Donat un cos K, un subconjunt de Hilbert basic de K*

és qualsevol conjunt de la forma
{t € K? tal que f(t,X1,...,X,) és irreductible a K[X1,..., X]},

per algun polinomi f(Ty,... Ty, Xq,...,Xs) € K(Th, ..., Ty)[X1,... , X, ir-
reductible.
La interseccio d’un mombre finit de subconjunts de Hilbert basics amb un

obert Zariski no buit de K¢ s’anomena subconjunt de Hilbert de K.

En la definicié de subconjunt de Hilbert basic cal demanar, evidentment,

que el polinomi especialitzat f(t, Xi,...,X,) sigui un polinomi ben definit
de K[X,...,X,]. Convenim que aquesta condicié esta implicita sempre que
calgui.

El Teorema d’Irreductibilitat de Hilbert estableix que tot subconjunt de
Hilbert de Q% és no buit. Més generalment, es té (cf. [Sch00, 4.4, Thm. 46]):

Proposicié 1.3.2. Per a qualsevol cos de nombres K, tot subconjunt de Hilbert
de K% conté infinits t € Z°.

Donats ty € Qi M, N € Z, la irreductibilitat en X7, ... , X, d’un polinomi
f(T,Xy,...,Xs) € K(T)[X,...,X,] equival a la irreductibilitat del polinomi
f(to + H%,Xl, ooy Xg),on T = (Ty,... ,Ty). Aixi, el resultat anterior ad-
met la segiient conseqiiencia, que és el que sovint citarem com a Teorema
d’Irreductibilitat de Hilbert.

Proposicié 1.3.3. Sigui K un cos de nombres i suposem fizat un conjunt finit

S de primers racionals qualsevol. Sigui H un subconjunt de Hilbert qualsevol de
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K4, Aleshores HNQ? és dens a (R x Hpes Q,)? respecte la topologia producte

(via la inclusio diagonal).

En aquesta memoria ens interessara especialitzar polinomis irreductibles
de K(T)[X] de manera que es conservi, no només el caracter irreductible, sind
també el grup de Galois. Es a dir, els subconjunts de K¢ (K cos de nombres)

que apareixeran son, essencialment, del tipus
{t € K tal que Galg(f(t, X)) = Galg(r,, . 1y (f(T1,. .., Ty, X))},

per algun polinomi f(73,...,Ty, X) € K(T1,...,Ty)[X] irreductible en X.
Aquests conjunts sempre contenen algun subconjunt de Hilbert de K¢ (cf., per
exemple, [JLY02, Thm. 2.3.5]) i, per tant, satisfan el resultat de densitat de

la Proposicié anterior.

Definicié 1.3.4. Sigui K un cos. Una extensid finita Lr/K(Ty,...,Ty) es

div que és K-regular quan K és algebraicament tancat en Lr.

Observem que, si Ly és el cos de descomposicié sobre K (Ty,...,T;) d'un
polinomi f(T},...,Ty, X), aleshores l'extensié Ly /K (T}, ... ,Ty) és K-regular
si i només si

GalK(Th---,Td)(f(Tl? ..., 1a, X)) = GalF(Tl,...,Td)(f(Tlv oo Ty, X))
Proposicié 1.3.5. Sigui f(T1,... ,Tq, X) € Q(T4, ... ,Ty)[X] un polinomsi ir-

reductible en X tal que el seu cos de descomposicid sobre Q(Th, ... ,Ty) defineix

una extensio Q-regular de Q(T1,... ,Ty). Notem

Hp:={te Q? tal que Galg(f(t, X)) = Galgy,... r)(f(Th, ..., T4, X))}

Sigui U un entorn qualsevol a (R x Hpes Q) d’un punt arbitrari ty € (R x
HpES Q,)?. Aleshores, existeizen infinits puntst € UNH; tals que els cossos de
descomposicié sobre Q dels corresponents polinomis f(t, X) defineizen infinites

extensions de Q, linealment disjuntes dos a dos.
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En les hipotesis d’aquest resultat, els cossos de descomposicié K, Ky cor-
responents a dos punts t;,t, € Hy defineixen extensions de Q linealment dis-

juntes exactament quan es tenen isomorfismes

Ga’lKl (f(t27 X)) = Gal@(f<t27 X)) = Gal@(T)<f(T7 X)) = GalKl(T)(f<T’X))7

on T = (Ty,...,T;). Aixi, el resultat enunciat és conseqiiencia directa de la
Proposicié 1.3.3. De fet, la hipotesi de regularitat equival a la infinitud en la

conclusié de la Proposicio anterior.

En aquesta memoria, el concepte d’especialitzacio apareixera, basicament,
aplicat a polinomis; consisteix, simplement, en fer substitucié de parametres
com fins ara. Al Capitol 6 ens caldra usar, pero, especialitzacié d’extensions

galoisianes de K (7'), on K és un cos de caracteristica 0; habitualment tindrem

K=Q.

1.3.2 Especialitzacié d’extensions

En la resta d’aquesta seccié, K denotara sempre un cos de caracteristica 0 i T

una (dnica) indeterminada.

Definicié 1.3.6. Sigui Ly/K(T) una extensic de Galois finita i suposem do-
nat ty € K tal que el primer (T — ty) de K(T) no ramifica a Lr/K(T).
Denotem per Ly, el cos obtingut per composicio de tots els cossos residuals
dels primers sobre (T — ty) en Lp/K(T). Direm que lestensid Ly /K és
l'especialitzacié de Ly /K(T) en T = t.

Notem que, per definicid, l'especialitzacié de Ly/K(T) en T' = ty només té
sentit quan (7" —ty) no ramifica a Ly /K (T'). Aquesta condicié estara implicita
sempre que parlem d’especialitzacio.

L’especialitzacié d'una extensié de Galois finita de K (7') sempre es pot
interpretar via I'especialitzacié de polinomis (és a dir, avaluant 7" en ty), gracies

al segiient fet (veure també demostracié de [Sal82, Lemma 5.6]).
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Proposicié 1.3.7. Sigui K un cos de caracteristica 0 i suposem donat un
element to € K. Sigui Ly/K(T) una extensié de Galois finita no ramificada
en (T — tg). Aleshores, Ly és el cos de descomposicio sobre K(T') d’algun
polinomi irreductible i monic f(T,X) € KI[T, X]| tal que D(f(to, X)) #0. En
aquest cas, el cos Ly, obtingut per especialitzacio en T' =ty és precisament el

cos de descomposicio sobre K del polinomi (separable) f(to, X) € K[X].

Demostracio. Sigui O la clausura entera de K[T] en Ly. La hipotesi de no

ramificacié sobre (T — ty) garanteix que es té un isomorfisme
O/(T —1t9)O = Ly X -+ X Ly,

on Ly, ..., L, sén els cossos residuals en els primers sobre (T'—tq) a Ly/K(T).
A més, la suma dels graus de les extensions finites L;/ K és precisament el grau
de Ly /K(T).

Per a cada 7, podem considerar un element primitiu x; € L; per a ’extensié
L;/K. Per hipotesi, K és infinit i, per tant, podem suposar que el producte
de polinomis minims f;(X) € K[X] dels z; té discriminant no nul. Notem

Si z € O és una antimatge de (z1,...,2,,) per I'epimorfisme (reduccid)
O — [, Lii f(T,X) € K[T][X] és el polinomi minim de z sobre K(T),
aleshores f(X) ha de dividir f(t9, X). Per comparacié de graus, ha de ser
F(X) = f(to, X) i Ly = K(T)[z]. 0

Observaci6 1.3.8.  Potser és més habitual definir l’especialitzacid de Ly /K (T)

en T =ty com ['extensio
KCO/(T—tO)Ong Xoee XLm.

A nosaltres, pero, només ens interessa especialitzar per a obtenir extensions
J 7
galoisianes de cossos. Aixo sempre és aixi amb la definicio donada.
En qualsevol cas, les extensions L;/ K son totes K-isomorfes entre elles i

coincideizen amb Ly, /K, un cop fizada una clausura algebraica K de K.
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Al Capitol 6 estudiarem problemes d’immersié sobre K(7'). En aquesta
situacid, sera convenient parlar també d’especialitzacié de morfismes del grup
de Galois absolut G () de K(T').

Definicié 1.3.9. Sigui G un grup finit. Una G-extensio de K és un epi-

morfisme Gg — G.

Donar una G-extensi6é de K equival a donar una extensié de Galois L/K
i un isomorfisme Gal(L/K) = G. Per comoditat, sovint farem 'abiis de llen-
guatge de dir que L/K és una G-extensi6 de K.

Sigui G un grup finit i ¢r : Ggry — G una G-extensié de K(77). Volem
definir I'especialitzacié de ¢7 en un punt (no ramificat) 7' =t, € K.

Denotem per Ly /K (T) l'extensié de Galois corresponent a ¢r. L’especial-
itzacié6 L, /K de Lp/K(T) en un punt no ramificat T = ¢y és, en general,
una extensié de Galois amb grup de Galois isomorf a un subgrup de G, ben
definit només a menys de conjugacié en G. Remarquem que, si (T — ty) és in-
ert en Ly/K(T), aleshores 'extensi6 L;,/K defineix, de manera natural, una
G-extensi6 de K.

Sigui S un conjunt finit de places de K(T") (trivials a K) tal que:

(a) (T'—to) &5,

(b) S conté totes les places ramificades a Lp/K(T).

Es té una inclusié de cossos Ly C K (T)S, on K (T)S /K(T) denota la maxima
subextensié de K (T)/K(T) no ramificada fora de S.

Cada placa Py de ms sobre (T — ty) ddna lloc a un monomorfisme
so: Gg — Gal(ms /K(T)) (subgrup de descomposici6) que ens permet fer

la segiient definicié.

Definicié 1.3.10. Amb les notacions anteriors, anomenarem especialitzacio

de o7 enT' =ty al morfisme

Y, =prosy: Gg — G.
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Notem que aquesta definicié depen del primer P, triat. Implicitament,
sempre suposarem fixat Py com més amunt i, per tant, no hi haura ambigiiitat
en dir que un morfisme ¢ : G — G és l'especialitzacié de pr en T = .

D’aquesta manera, la imatge H = ¢, (G ) és un subgrup ben definit de G
i I'especialitzacié Ly, /K defineix, de forma natural, una H-extensi6 de K.

Observem, finalment, que el conjunt S es pot ampliar per tal que contingui,
per exemple, tots els primers ramificats en alguna altra extensié de K (7))

(sempre que també sigui no ramificada en (7" — ty)).

1.4 Poligons de Newton

Per a cada primer p, suposem fixada una clausura algebraica Q, de Q, i una

valoracié v, a Q,, extensié de la valoraci6 p-adica de Q,.

Definicié 1.4.1. Donat un primer p i un polinomi f(X) = a, X" "+a, 1 X" '+
---+ag € Q,[X], anomenem poligon de Newton de f(X) a l’envolvent con-
vexa inferior del conjunt de punts del pla {(i,v,(a;))}i (ignorant els coeficients
nuls) i el denotem per N(f(X)).

Comencem recordant el segiient resultat basic de la teoria classica dels
poligons de Newton (cf., per exemple, [Mil96] o [Neu99, Chap. II, §6.]).

Proposicié 1.4.2. Si el poligon de Newton N(f(X)) d’un polinomi monic
f(X) € Q[X] té un segment d’amplada m i pendent —s, aleshores f(X) té
ezactament m arrels a; amb vy(a;) = s.

A més, el polinomi fs(X) =[], 4)=s(X — i) t€ coeficients a Qy({ai};).

Tenint en compte que I'index de ramificacié e(K/Q,) d'una extensié finita

1
K/Q, es caracteritza per la propietat v,(K*) = ————7Z, es té:
/ p p( ) €(K/Qp)
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Corol.lari 1.4.3. Sigui (Q,)s el cos obtingut adjuntant a Q, les arrels d’un
polinomi monic i separable f(X) € Q,[X]. Si el poligon de Newton N(f(X))
té un segment d’amplada m i pendent —s = —% amb (h,e) = 1, aleshores e
dwideix 'index de ramificacid e((Q,)r/Qp).

En aquesta memoria, usarem la Teoria dels poligons de Newton només per
a obtenir conclusions del tipus “p no ramifica”o “p és moderadament ram-
ificat”enlloc de “I'index de ramificacié i el grau residual de p sén ...”. Per
aquest motiu, els resultats anteriors seran essencialment suficients per als nos-
tres proposits. Tot i aixi, per comoditat, usarem també alguns resultats més
precisos de Ore [Ore28] (Teorema del poligon i Teorema del polinomi asso-
ciat) que es poden trobar, per exemple, a [Mon99]. Ens limitem a recordar les

definicions i enunciats en la situacié particular en la qual després els aplicarem.

Definicié 1.4.4. Donat un polinomi f(X) € Z,[X] i un polinomi monic
o(X) € Z,[X], considerem el desenvolupament ¢(X)-adic de f(X)

f(X) = ZAi(X)(cb(X))i.

Anomenem poligon de Newton de f(X) respecte ¢(X) a Ny(f(X)), Uen-
volvent conveza inferior del conjunt de punts del pla {(i,v,(A;(X)))}i, on

vp(A;(X)) és el minim de les valoracions p-adiques dels coeficients de A;(X).

Per a un polinomi f(X) € Z,[X], denotarem per f(X) € F,[X] la reduccié
modul p de f(X).

Definicié 1.4.5. Amb les notacions i hipotesis de la definicio anterior, su-
posem que ¢(X) € F,[X] és un factor irreductible de grau m de f(X) € F,[X]
i que £ € F, és una arrel de O(X). Si S és un segment de pendent negativa

—2 de Ny(f(X)) amb (h,e) =1 i« és el minim de les abscisses dels punts de
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S, anomenem polinomi associat a f(X) i al segment S a:

i—a

Po(X) = S BOXT € FymlX)

on el sumatori recorre els punts (i,v,(A;(X))) € S i By(X) es defineix per
Bi(X) = p~r Wi A;(X) € Z,[X].

La Proposicié segiient resumeix els resultats que volem recordar en termes

de descomposicié d’ideals.

Proposicié 1.4.6. Sigui p un primer qualsevol. Considerem un cos de nom-
bres K = Q(6) amb anell d’enters O, on 6 € Q és una arrel d’un polinomi
irreductible i monic f(X) € Q[X] amb tots els coeficients de valoracid p-adica

positiva.

(i) (Lema de Hensel) Si f(X) = 11 (X)™ -+ 9(X)%* és la descomposicid
de f(X) en producte d’irreductibles monics a F,[X], aleshores l'ideal pO
admet una descomposicio del tipus pO = ay---ag, on els a; son ideals
de O coprimers dos a dos.

Per a cada ideal primer p que divideix a;, el grau residual f(p|p) és
divisible per gr(i;) i Eplai f(plp).e(plp) = ai.gr(v;). En particular, si
a; =1, aleshores a; és un ideal primer (no ramificat).

(ii) (Teorema del poligon) Amb les notacions de (i), fitem un 1;(X) i notem
V(X)) =i(X), a=a; i a=ua;; considerem un polinomi monic ¢p(X) €
Z[X] de grau m = gr(y(X)) tal que ¢(X) = ¥(X). Si el poligon de
Newton Ng(f(X)) té r costats Sy, ..., S, de pendents negatives {_ZT ;
amb (h;,e;) = 1, aleshores l'ideal a admet una descomposicid del tipus
a="0b,"--b,., on els b; son ideals de O coprimers dos a dos.
Silamplada del costat S; és e;.d;, aleshores 3 f(p|p).e(p|p) = m.€;.d;.
En particular, si d; = 1, aleshores b; és un ideal primer (amb index de

ramificacid e(b;|p) = e; i grau residual f(b;|p) =m).
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(iii) (Teorema del polinomi associat) Amb les notacions de (ii), fitem un
costat S; i notem S = S;, e = e;, h = h; i b = b;. Si Ps(X) =
cx1(X)0 - xo(X)b és la descomposicio en producte d’irreductibles mo-
nics a Fpm [X] del polinomi associat a f(X) i al costat S, aleshores l'ideal
b admet una descomposicio del tipus b = ¢;---¢5, on els ¢; son ideals de
O coprimers dos a dos.

Per a cada ideal primer p que divideix ¢;, el grau residual f(p/p) és
divisible per m.gr(x;) i >y [(p[p).e(plp) = m.e.bi.gr(x;). En particu-

lar, si b; = 1, aleshores ¢; és un ideal primer (amb index de ramificacio

e(e;/p) = e i grau resiual f(c;/p) = m.gr(x;)).

Montes [Mon99] generalitza les definicions i resultats anteriors amb la in-
troduccié dels poligons de Newton d’ordre superior. Tot i que no usarem
explicitament els seus resultats, cal remarcar que els poligons de Newton d’or-
dre superior apareixeran implicitament (de fet, els de segon ordre) en el Capitol

3.



Capitol 2

Nombre de primers ramificats i

nombre de generadors

2.1 Introduccio

Donat un grup finit G, ram(G) denotara el minim natural tal que G es
realitza com a grup de Galois d’alguna extensié de Q ramificada exactament
en ram(G) primers finits. Definim ram!(G) de manera analoga quan, a més,
ens restringim a extensions moderadament ramificades.

L’objectiu principal d’aquest capitol és estudiar ram(G) i ram'(G) per a

certes families de grups resolubles G.

La Seccid 2.2 esta dedicada als grups nilpotents finits d’ordre senar.

El Teorema de Scholz-Reichardt (cf. [Rei37]) estableix que, donat un
primer senar [, tot [-grup és grup de Galois d’una extensié de Q. Per a real-
itzar un l-grup G d’ordre [V és suficient resoldre (propiament) una successié de
N problemes d’immersié centrals amb nucli Z/I7Z, partint del morfisme trivial
Go — {1} . A [Ser92b, Chap. 2] es veu que aquest procés es pot fer afegint

un Unic primer ramificat en cada pas, obtenint ram’(G) < N. Aquesta fita

34
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es pot millorar facilment per a obtenir el valor N —n + d, on [ és 'ordre
de D'abelianitzat G i d = d(G) és el nombre minim de generadors de G (i
de G*). A diferéncia de la primera, aquesta nova fita coincideix amb el valor
exacte en el cas de [-grups abelians, per als quals es té ram(G) = ram'(G) = d

gracies al Teorema de Kronecker-Weber.

Basant-nos en la demostraci6 del Teorema de Scholz-Reichardt de [Ser92b],
millorem la fita anterior. La millora consisteix, essencialment, en admetre
problemes d’immersié centrals amb nucli ciclic qualsevol (no necessariament
d’ordre 1) i veure que encara és suficient afegir un tinic primer ramificat en cada
pas. D’aquesta manera, afitem ram!(G) en termes dels nombres minims de
generadors dels factors de la serie central inferior de G. Generalitzem aquesta
millora al cas en el qual G és un grup nilpotent finit d’ordre senar. Per alguns
d’aquests grups G' com, per exemple, tots els de classe de nilpotencia < 2 la
fita obtinguda proporciona el valor exacte ram(G) = ram'(G) = d(G). En
un resultat recent [CHVS00] s’afirma la validesa de la igualtat anterior per a
tot grup nilpotent finit G d’ordre senar. En la demostracié d’aquest resultat,

pero, hem trobat un error.

A la Seccié 2.3 ens ocupem dels grups diedrals generalitzats. Aquests sén
precisament els grups de Galois dels anomenats cossos de classes d’anell d’algun

cos quadratic, que hem recordat al Capitol 1.

El resultat principal que obtenim és que ram'(G) < d(G), per a qualsevol
grup diedral generalitzat G. Per a demostrar aquesta desigualtat usem les
formules, recordades al Capitol 1, per al grau del cos de classes d’anell per al
conductor f d’un cos quadratic. L’existencia de grups de classes no trivials
per a cossos quadratics fa que, en general, aquesta fita no sigui optima (és a
dir, sovint passa ram'(G) < d(G)). Caracteritzem, a més, els grups diedrals

G amb la propietat ram'(G) = 1 (resp. ram(G) = 1).

A la Seccié 2.4 obtenim resultats condicionals sota la hipotesi (H) de Schin-
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zel. Concretament, assumint la validesa d’aquesta conjectura, obtenim el valor
exacte de ram!'(G) i ram(G), per a tot grup diedral G = Ds,,.
També veiem que, suposant certa la hipotesi (H) de Schinzel, s’obté la

igualtat ram(S,) = ram!(S,) = 1, per a tot grup simetric S,,.

La Seccid 2.5 esta dedicada a una conjectura de Harbater relativa a les re-
alitzacions galoisianes sobre Q moderadament ramificades. Aixi com I'objectiu
en les seccions anteriors era afitar ram’(G) en termes de d(G), ara es tracta
d’afitar d(G) en termes dels primers ramificats en una realitzacié qualsevol de
G com a grup de Galois d’una extensié moderadament ramificada de Q. Es-
tablim la validesa de la fita proposada en la conjectura de Harbater, per a tot

grup G extensié de Z/27Z per un grup nilpotent finit d’ordre senar qualsevol.

2.2 Grups nilpotents finits d’ordre senar

En aquesta seccié usarem notacions i resultats recordats a la Secci6 1.1.

Donat un grup finit G, D(G) denota el subgrup derivat de G i G% :=
G/D(G) l'abelianitzat de G. Com en tota la memoria, d(G) és el nombre
minim de generadors de G.

Pel Teorema de la base de Burnside, si G és un grup nilpotent finit,
aleshores d(G) = d(G™).

Com en el capitol anterior, sobre cada primer racional p suposarem fixat
un primer p de Q i denotarem per D, (resp. I,) el corresponent subgrup de
descomposicié (resp. ineércia) en Gg.

Suposem fixat un primer senar /.

Definicié 2.2.1. Siguin G un l-grup 1 K/Q la G-ezxtensic de Q corresponent
a un epimorfisme ¢ : Go — G. Sigui N un natural. Direm que [’extensio

K/Q és de tipus (Sy) quan, per a tot primer p ramificat a K/Q, es satisfa:
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e p=1 (mod V),

o o(lp) =¢(Dp).
En aquest cas, també direm que l'epimorfisme ¢ és de tipus (Sy).

Un fet essencial en l'estrategia del Teorema de Scholz-Reichardt és la validesa
d’un principi local-global per a problemes d’immersié centrals finits amb nu-
cli Z/IZ. La condici6 “tipus (Sy)”s’introdueix precisament per a garantir (N
prou gran) la resolubilitat dels problemes locals en tots els primers ramificats.
Tenint en compte que els problemes locals en els primers no ramificats sempre

admeten soluci, s’obté el resultat segiient (cf. [Ser92b, Chap. 2]).

Teorema 2.2.2. Siguil — C — G = H — 1 una extensié central de l-grups
1@ Gg — H lUepimorfisme corresponent a una H-extensio de Q de tipus
(Sn). Si IV és muiltiple de 'exponent de G, aleshores el problema d’immersid

(7,¢) €és resoluble.

Tenint en compte la Proposicié 1.1.5, es pot modificar convenientment
una solucié de (m, ) per a obtenir una solucié propia de tipus (Sy). D’aqui
es dedueix el Teorema de Scholz-Reichardt, donat que tot [-grup s’obté per
successives extensions centrals partint del grup trivial (cf. [Ser92b, Chap. 2]).

Ens interessa fer aquest procés augmentant poc la ramificacié i de manera
que els resultats siguin generalitzables a grups nilpotents finits d’ordre senar.
Amb aquest objectiu, aplicarem la Proposicié 1.1.5 amb elements ben triats de
Hom(Gg, C), l'existencia dels quals cal provar primer. Es tracta de generalitzar
convenientment [Ser92b, Lemma 2.1.9)].

Denotarem per Ram(K/Q) el conjunt dels nombres primers ramificats en
una extensié K/Q. Si K/Q és una G-extensié corresponent a un epimorfisme
¢ : Gg — G, també notarem Ram(p) = Ram(K/Q).

Proposicié 2.2.3. Sigui [ un primer senar. Considerem una l-extensio K/Q
de tipus (Sn) @ un grup ciclic C =< ¢ > d’ordre I" ambr < N. Suposem fizat
un primer py ramificat a K/Q i notem S = Ram(K/Q)\{po}-
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Donats enters qualssevol {v,},es, aleshores:

(i) Per a tot natural k < r, existeiz algun (infinits) primer q tal que:

e ¢ descompon completament a KQ <QN, { Y/ poplp} s l\k/po) )
p

e g no descompon completament a Q ({v, **y/Po)-

(i) Per a qualsevol enter vy amb vi(vy) < r i qualsevol primer q com a (i)
amb k = v(vy), existeix un epimorfisme x : (Z/qZ)* — C' de manera

que:

i X(po) =,

o Xx(p)=c"", peratotp € S.

Demostracié. (i) Pel Teorema de densitat de Txebotarev (cf., per exemple,
[Jan96, Chap.V, 10.4]), és suficient veure:

" /po ¢ KQ (gw,{ i } , m) .
Po™ ) pes

Si aixo no fos cert, la teoria de Kummer (amb cos base KQ ((;~)) propor-

cionaria una expressio del tipus:

l'rfkfl _ alr H p p < lr*k)T’O
Do : Do -\ Po 5

peS

per a certs a € KQ((~) i 79,7, € Z, per a tot p € S. Per tant,

lrfkfl lrfk p ®
Po =b . H ( ) )

Vp
s Po

per a cert b € KQ((~). Aixo voldria dir que:

morle 7))
Do ) pes
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En particular, tindriem la inclusié de cossos:

KQ (ClNa{l pfyp} ) lPO) QKQ (glNa{lrk\/prp} )
pES peS

D’altra banda, com a [Ser92b, Lemma 2.1.9], tenint en compte que l'extensié

Q (Q, {ﬁ}p s ,\717_0) /Q no admet cap subextensié galoisiana de grau [, es

dedueix la igualtat

Q (G AP} e Vo) NEQGY) = QUG).

Per tant, si s denota el cardinal de .S, es té un isomorfisme

Gal (K@ (g,N,{ : pfyp} ,\717()) JKQ (m)) ~ 7./1Zx st' xZ/IZ.
peS

Per la inclusié de cossos obtinguda, aquest grup hauria de ser un quocient de

Cal (K@ <<w, { \/pOT }S) /KQ (QN)) -

Aquest darrer grup de Galois, pero, es pot generar amb només s elements,

donat que correspon a la composicié de s extensions cicliques. Hem arribat a

una contradiccid, tal com voliem.

(i) Per hipotesi, ¢ = 1 (mod V) i C és isomorf al subgrup C’ de (Z/qZ)*

format pels elements d’ordre dividint [".

q—1 »,
r :

Considerem I’epimorfisme natural “elevar a
X (Z)qZ) — C".
Les condicions de (i) sobre ¢ garanteixen que:

e o és una [F-esima potencia modul ¢,

. p(f'ip és una ["-esima potencia modul ¢, per a tot p € S,
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e o no és una [FT'-esima poténcia modul q.
Equivalentment,
o (po) té ordre I"7*,

o \'(p) = xX'(po)”, per atot p € S.

Aix0 és el que calia veure donat que, per hipotesi, v(vy) = k i, per tant,
existeix algun generador ¢ de C' tal que x'(po) = (<) 1 X'(p) = (¢')***», per
atotpesS. O

La Proposicié anterior ens permet obtenir la segiient generalitzacié de
[Ser92b, Thm. 2.1.3].

Proposicié 2.2.4. Siguil un primer senar. Considerem una extensio central
de l-grups 1 — C — G = H — 1 amb nucli ciclic i un epimorfisme ¢ : Gg —
H. Sigui N tal que IV és mailtiple de l’exponent de G. Si l’epimorfisme o és de
tipus (Sy) i el problema d’immersid (w, ) és Frattini o split, aleshores (7, )

admet una solucio propia @ de tipus (Sy) tal que:
tRam(p) < 1+ fRam(p).

Demostracio. Suposem primer que el problema d’immersié és Frattini.

Pel Teorema 2.2.2 i per I'apartat (i) de la Proposici6 1.1.8, existeix alguna
solucié ¢ del problema d’immersié (7, ¢) tal que Ram(¢)) = Ram(p). Per la
Proposicié 1.1.3, s’ha de tractar d’'una solucié propia.

Per a cada primer p, triem una antimatge o, € D, de I'automorfisme de
Frobenius Frob, € Gr, = i/ per epimorfisme D, — D, /I, = GF,.

La hipotesi (Sy) sobre ¢ garanteix que, per a tot p € Ram(y), ¢(0,) €
©(1,). Canviant els representants o, triats, podem suposar que ¢(o,) = 1 i,
per tant, ¢(0,) € C, per a tot p € Ram(p). Triem p, € Ram(yp) de manera
que tots els elements {¢(0,)}peram(,) Pertanyin al subgrup < 1 (o,,) >C C.
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Suposem (0, ) # 1; altrament, ¢ := 1) ja satisfa les conclusions desitjades.
Definim S = Ram(p)\{po}. Fixat un generador ¢ de C, existeixen naturals

{Vp }peram(p) tals que, notant vy = v, es té:
o Y(op) =,
o (o, = ()", per atot pe S.
Per la Proposicié anterior, existeix un epimorfisme y : (Z/qZ)* — C tal que:
e ¢ és un primer satisfent p(D,) = {1},
e ¢g=1 (mod "),

o X(p) =1(0,), per a tot p € Ram(y).

També denotarem per x 'epimorfisme Gg — C' deduit de 'isomorfisme nat-
ural Gal(Q(¢,)/Q) = (Z/qZ)* que, per a tot p # ¢, identifica Tpjai,) 2mb p
(mod q).

Es clar que ¢ :=1.x"!: Gg — G és una soluci6 del problema d’immersi6
(7, ¢) tal que Ram(p) = Ram(p)U{q}. A més, es tracta d’'una solucié propia,
donat que estem suposant que el problema (7, ) és Frattini. Finalment, ob-

servem que @ és de tipus (Sy), per ser:
o 9(Dy) =< @(0y), o(Ip) >= @(Ip), per a tot p € Ram(p),

hd @(Dq) cC= X_l([q) = @([q)'

Suposem, ara, que el problema (7, ) és split, és a dir, G = H x C.
En aquest cas, és suficient raonar com a [Ser92b, pag. 11]. Concretament,
si K/Q és la H-extensi6 corresponent a ¢ i ¢ és un primer que descompon

completament en

KQ (QN, { l(/ﬁ}peRamup)) )
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aleshores, qualsevol epimorfisme
X Go — Gal(Q(¢,)/Q) = (2/¢2)" — C
satisfa:
e x(0y) =1, per a tot p € Ram(p),

e Ram(x) = {q}.

En particular, x correspon a una C-extensié de Q, linealment disjunta de
K/Q. Tenint en compte que els primers que ramifiquen en una d’aquestes

dues extensions descomponen completament en ’altra, I’epimorfisme
(,,5 . GQ ((10—7X2 Hx(C=G

satisfa les conclusions enunciades. O

Per a un [-grup G, el resultat anterior permet obtenir una fita per al nombre
minim de primers ramificats en una G-extensio de Q. Recordem primer algunes
definicions.

Els subgrups commutadors superiors C;(G) d'un grup G es defineixen

inductivament per:

C(G) =G
Ci+1(G) = [CZ(G),G], sii > 1.

Un grup G és nilpotent si existeix un enter r tal que
C,(G) = {1}

i, per tant, el mateix val per a tot ¢ > r. La classe de nilpotencia d'un grup

nilpotent G és el minim natural n tal que

Cnpa(G) = {1},



2.2. Grups nilpotents 43

Recordem també que, per a un grup finit G, ram(G) (resp. ram'(Q))
denota el nombre minim de primers finits ramificats en alguna G-extensid

(resp. G-extensié moderadament ramificada) de Q.

Proposicié 2.2.5. Si | és un primer senar i G és un l-grup de classe de

nilpotencia n, aleshores:

d(G) < ram(G) < ram'(G) < d(G)+ Y d(Ci(G)/Cia(G)),
2<i<n—1
entenent que el sumatori és nul quan n < 2.

Demostracio. La primera desigualtat és evident si tenim en compte que, pel

Teorema de la base de Burnside i pel Teorema de Kronecker-Weber,
d(G) = d(G™) = ram(G™).

Centrem-nos, doncs, en la darrera desigualtat.
Si n =1, aleshores G = G i hem acabat.

Suposem n > 2. Per hipotesi, tenim una cadena d’extensions centrals:

(15 C(G) =GB G/CG) — 1
1 — Co1(G)/Cu(G) = G/Cu(G) ™51 G/C,1(G) — 1

| 1= G/Cy(G) = G/Co(G) B {1} — 1

Per definicié, Cy(G) és el grup derivat de G i, per tant, G/Cy(G) = G® és
I’abelianitzat de G. Aixi, la successio exacta definida per m; descompon en
d(G) = d(G®) successives extensions centrals cicliques split. Per a i > 1, la
successié exacta definida per m; descompon en d(C;(G)/Ci41(G)) successives
extensions centrals cicliques que, per for¢a, han de ser Frattini.

Partint de l'epimorfisme trivial ¢y : Gg — {1} i aplicant successivament

la Proposicié anterior, obtenim un epimorfisme ¢, : Go — G/C,(G) de tipus
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(Sy) ramificat en, com a maxim,

Z d(Ci(G)/Cia(G) = d(G) + Z d(Ci(G)/Cis1(G)
1<i<n—1 2<i<n—1
primers. En particular, [ ¢ Ram(y,,).
Només falta observar que, pel Teorema 2.2.2 i la Proposicié 1.1.8, el prob-
lema (7, ¢,) admet una solucié ¢ : Gg — G satisfent Ram(yp) = Ram(ep,,).

Tractant-se d’'un problema Frattini, aquesta solucié haura de ser propia. [l

El resultat anterior admet la segiient generalitzacio.

Teorema 2.2.6. Si G és un grup nilpotent d’ordre senar i {G1,... ,Gs} son

els seus subgrups de Sylow, aleshores:

d(G) < ram(G) < ram'(G) < max Z d(Ci(Gy)/Cit1(Gy))

2<i<n;—1

entenent que el sumatori és nul quan la classe de nilpoténcia de G satisfa
n; S 2.

Demostracio. La primera desigualtat és clara, com abans.
Per hipotesi, es té un isomorfisme G = G; x --- x G, on cada Gj és
un [;-grup per a cert primer senar [;. Aixi, la darrera desigualtat equival a

'existencia de Gj-extensions K;/Q moderadament ramificades i tals que:

i (U Ram(Kj/Q)> < max qd(Gy)+ D dCGi(Gy)/Cin(Gy))
j 2<i<n;—1
Aixo s’obté amb un raonament analeg al fet a la demostracié de la Proposicié

anterior, usant la generalitzacié de la Proposicio 2.2.4 que demostrem a con-

tinuacio. O
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Proposicié 2.2.7. Sigui L = {ly,...,ls} un conjunt finit de primers senars.

Per a cada l; € L, considerem una extensio central de lj-grups
1—>C]—>GJ£>HJ—>1

amb nucli ciclic C; i un epimorfisme p; : Go — Hj. Sigui N un natural tal
que le és multiple de l'exponent de G, per a tot 1 < j < s. Suposem que,
per a cada l; € L, epimorfisme @; és de tipus (Sy), el conjunt Ram(¢p;) no
conté cap dels primers de L i el problema d’immersio (m;,p;) és Frattini o
split. Aleshores, cadascun dels problemes (m;, ;) admet una solucid propia p;

de tipus (Sn) de manera que

i <U Ram(@})) <1+t (U Ram(goj)> )

J
Demostracio. Quan s = 1, el resultat enunciat no és res més que la Proposicio

2.24.

Tenint en compte com hem demostrat la cadena d’implicacions
Prop. 2.2.3 (i) = Prop. 2.2.3 (ii) = Prop. 2.2.4,

només cal generalitzar convenientment l’apartat (i) de la Proposicié 2.2.3.
Peracadaj € {1,...,s}, assumim les hipotesis i notacions de la Proposicié
2.2.3, convenint que un subindex j denota dependencia respecte el primer [; i

que prenem:

N] - N,
K;/Q la H;-extensié corresponent a ¢; .
Per a simplificar, si K = K;,l =1;, S =S, po = po,j 1 k = k;, notarem:
.= T p k
L;=KQ (CZN,{ W }p€S7 ’\/p_o> ;

M; =Q (G, "/po) -

D’aquesta manera, el que cal veure és que existeix un primer ¢ tal que, per

atot j € {1,...,s}, ¢ descompon completament a L; i ¢ no descompon

completament a M;.
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Comencem observant que 'apartat (i) de la Proposicié 2.2.3 estableix la
igualtat [L;.M; : L;] = [;, per a cada j.

Notem a = (I; - ...- i)V i a(j) = T

Per hipotesi, les extensions L;.M;/ (JQ) i1 Q(Caj))/Q tenen ramificacié disjunta
i, per tant, [L;.M;((,) : Lj(¢.)] = l;. Com que [; no divideix el grau de
I'extensié Ly ... Lg. My ... M;_1/L;((,), obtenim que:

szLl---Ls'Ml---Mj—la peratotje{l,...,s}.
En particular, existeix algun o € Gal(Ly ... L. My ... Mg/Ly ... L) tal que:
o, #id, peratot je{l,... s}

Pel Teorema de densitat de Txebotarev, existeixen infinits primers ¢ amb les

propietats desitjades. O

Observacié 2.2.8. El Teorema 2.2.6, a més de ser una generalitzacio de la
Proposicio 2.2.5, la millora en el segiient sentit.

La Proposicié 2.2.5 proporciona el valor exacte ram(G) = ram!'(G) =
d(G), només quanl és un primer senar i G és un l-grup de classe de nilpoténcia
n < 2 (abelia o metabelia). Aquest resultat, de fet, s’obté directament del cas
abelia, usant el Teorema 2.2.2 i la Proposicio 1.1.5.

Del Teorema 2.2.6, en canvi, s’obté ram(G) = ram'(G) = d(G), per a tot

grup nilpotent finit d’ordre senar tal que
d(G) = max ¢ d(G;) + 2<; 1d(ci(Gj)/Ci+l<Gj))

Aquesta condicio es satisfa per a altres grups, a més dels de classe de nilpoténcia

n = max;{n;} < 2.
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Observacié 2.2.9. En un resultat recent [CHVS00, Thm. 5], s’enuncia la

validesa de la igualtat
ram(G) = ram'(G) = d(G),

per a qualsevol grup nilpotent finit G d’ordre senar. En la demostracio d’aquest
resultat, pero, hem trobat un error (pag. 308, “Therefore, qi,... ,qns1 are
fleissig in K{/Q ...7).

La prova de la igualtat passa, en algun moment, per considerar la situacio

segtient (I primer senar):

o [N

és multiple de ’exponent d’un l-grup G,

e | - Z/IZ — G5 H — 1 és una extensid central Frattini,
e ©:Gg— H és un epimorfisme de tipus (Sy),

e tRam(p) =d(H).

Els autors obtenen, per “torcament”d’una solucid ¢, del problema d’immersio
(7, ) tal que Ram(p;) = Ram(yp), una solucié (propia) @ del mateix prob-
lema, de tipus (Sn) @ tal que Ram(ps) = Ram(yp).

El segiient resultat fa evident que aquest procés no és possible, a menys que
o1 ja sigui de tipus (Sy). Si no admetem nous primers ramificats, la solucid
al problema (7, @) és essencialment unica. Aizo també ens permet pensar que,
en cert sentit, la fita obtinguda a la Proposicié 2.2.5 (i al Teorema 2.2.6) no

és millorable en general (sense modificar l'argument inductiu usat).

Proposicié 2.2.10. Siguil un primer senar ¢ G un l-grup d’exponent menor o
igual que IN. Considerem una extensid central Frattini1 — C — G 5 H — 1
amb nucli ciclic d’ordre | i un epimorfisme ¢ : Gog — H de tipus (Sn) tal que

tRam(p) = d(H). Aleshores, son equivalents:
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(i) El problema d’immersid (m,p) admet una solucid de tipus (Sy) ramifi-

cada només en d(H) primers finits.

(ii) Tota solucié del problema (7, @) ramificada només en d(H) primers finits

és de tipus (Sn).

Demostracio. Suposem que o1, o sén dues solucions diferents del problema

d’immersié (7, @), necessariament propies, tals que
Ram(p;) = Ram(gy) = Ram(p).
Aixi, existeix un epimorfisme y € Hom(Gq, C) tal que
P1= P2.X

Per forca, Ram(y) C Ram(y). Es a dir,

QKe’/‘X/Q

és una extensié de grau [ ramificada només en primers de Ram(yp). D’altra
banda, la hipotesi f Ram(p) = d(H) = d(H®) garanteix que tota extensié
abeliana de Q d’exponent [ ramificada només en primers de Ram(¢p) esta con-

tinguda en la maxima subextensi6 abeliana de

@Kerw/(@.

—Keryx —Kery

Per tant, Q cQ iesté

@Kergﬁ _ @Kerég'
Dit d’'una altra manera, totes les solucions del problema (m, ) ramificades

només en primers de Ram(yp) defineixen la mateixa extensié galoisiana de

Q. O
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2.3 Grups diedrals generalitzats

En aquesta seccié usarem resultats per als cossos de classes d’anell de cossos

quadratics, recordats a la Seccié 1.2. Mantenim les notacions segiients:
d(G) : nombre minim de generadors d’'un grup G,
G : abelianitzat d’un grup G,
ro(A) : 2-rang d’un grup abelia A,

ram(G) (resp. ram'(G)) : nombe minim de primers finits ramificats en

alguna G-extensié (resp. G-extensié moderadament ramificada) de Q.

Per comoditat, en aquesta Seccié denotarem per K (f) el cos de classes d’anell

per al conductor f d’'un cos quadratic K (a la Seccié 1.2, era K (P(f))).
Teorema 2.3.1. Si A és un grup abelia finit, aleshores:
d(DS%) < ram'(Da.a) < d(Da.a).
Demostracio. Del Teorema de Kronecker-Weber es dedueix la igualtat
ram'(D3’,) = d(D3’,).

Aixi, la primera desigualtat enunciada és clara tenint en compte que, trivial-
ment, ram!(Dy 4) > ram(D32,).

Només cal veure, doncs, ram’(Ds 4) < d(Ds.4).

Sigui 7 = d(A) el nombre minim de generadors de A. Considerem naturals

mq,...,m, tals que:
AZZ/m\Z % --- X Z/m,Z.

Es té la igualtat d(Dy 4) = r + 1.
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Fixem un primer senar qualsevol ¢ i definim K := Q(v/¢*), on ¢* =
(—1)%1q. D’aquesta manera, el discriminant de K és dxg = ¢* i ¢ és 1'inic
primer ramificat a I'extensié quadratica K/Q.

Per a un natural qualsevol f > 2, E, ; denotara la constant considerada
a la Proposicié 1.2.8 (respecte K = Q(1/¢*)). Recordem que, si dx < 0,
aleshores F ¢ és independent de f; en canvi, quan dxg > 0, E ¢ és el minim
natural tal que e, %+ € Oy, on €, és el generador de les unitats totalment
positives de I'anell d’enters Ok i1 Oy = Z 4 fOk és I'ordre de conductor f.

Podem triar primers diferents py, ... ,p, tals que:
€ pi=1 (mod m;.Ey, q), peratotie {1,... 1}

Aix0 no suposa cap problema si K és imaginari. Per a K real, és suficient triar
pi que descompongui completament a K ((p,.q, ™€, ) i raonar, per exemple,
com a la demostracié de [JY82, Thm. [.2.1]. Concretament, m;.q haura de
dividir p; — 1 i, per a qualsevol ideal primer p; de Ok sobre p;, €, (mod p;)

haura de ser una (m;.q)—esima potencia a F,,. Aixi,

pi—1

erm1 =1 (mod p;)

. pp— N 7 . ’
i, per tant, 2 . haura de ser un multiple de E, ,,, tal com voliem.
-
Fixem primers pq,...,p, satisfent la congruéncia (x) i, per a cadascun

d’ells, considerem el corresponent cos de classes d’anell de K per al conductor
f, K(p;). Recordem que el cicle fs’obté afegint a fO tots els primers infinits
reals de K.

Si H, denota el cos de classes de Hilbert estricte de K, tenim una inclusio
Hy C K(py).

D’altra banda, la férmula recordada a la Proposicié 1.2.8, estableix:

(£))

yZi 'E+7pi .

K(5): K] = [He : K] | 1-
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Observem que la Llei de reciprocitat quadratica i la congruencia (%) garan-

teixen:
<q_) = <&> =1, peratotie{l,...,r}.
Di q
D’aquesta manera, notant hy = [Hy : K| in; := ]’;’;1 , obtenim:
B

[K(p;) : K] =hym;, [K(pi):Hy]=mn;.
Cadascun dels primers p; descompon completament a K,
piOk = Pi-]ﬂé-

Els subgrups d’inércia de Gal(K (p;)/K) en els ideals primers p; i p; de O
sén conjugats a Gal(K (p;)/Q). Com que U'extensié K (p;)/Q és diedral gener-
alitzada, aquests subgrups d’inercia sén iguals i coincideixen amb el subgrup
d’inercia de Gal(K (p;)/Q) en p;, que denotarem per ;.

Tenint en compte que p; i p; sén els tnics ideals primers de K que ramifiquen
a K(p;)/K ique Hy /K és la maxima subextensié no ramificada en cap ideal
primer, obtenim [; = Gal(K (p;)/H).

Per a cada i € {1,...,r}, Pordre del grup d’inércia I; és n; = pizl Ep

E+,P¢
particular, aquest ordre és coprimer amb p; i, per tant, 'extensié K (p;)/Q és

moderadament ramificada en p;. Aixi, I; és un grup ciclic i es té:
Gal(K(p;)/Hy) = I; =2 Z/n;Z.

Cadascuna de les extensions { K (p;)/H }; és totalment ramificada en els ideals

primers de H, que divideixen p; i no ramificada en cap altre primer. Per tant,
Gal(K(p1)...K(p,)/Hy) 2 Z/Z X -+ X Z/n,Z.

Com que p; - ... p, és obviament divisible per cadascun dels primers p;, es

tenen inclusions

P

KCK@p)...K®) C K- py).
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D’altra banda, de la congruencia (x) s’obté que m; divideix n;, per a tot
i€{l,...,r}. Pertant, A ésisomorf a un quocient de Gal(K (p;-...-p,)/K)
i, pel Lema 1.2.2 (iv), Gal(K(p1-... - p.)/Q) admet un quocient isomorf a
Do 4.

Per a concloure només falta observar que els tnics primers finits que ra-
mifiquen a K (p;-...-p,)/Q sén q,py,... ,p, i tots ells ho fan moderadament,
donat que I'ordre d’un grup d’inércia en ¢ (resp. p;) és 2 (resp. n;, que és un
divisor de p; — 1). O

La demostracié de la segona desigualtat del Teorema 2.3.1 es simplifica

lleugerament triant els primers ¢, py, ... ,p, de manera que:
(i) g#3i¢g=3 (mod 4),
(ii) pi=—1 (mod ¢.m;), per atot i € {1,... 7}

Convé notar, pero, que la demostracié donada estableix el segiient resultat,

més fort que 'enunciat, que generalitza [JY82, Thm. 1.2.1].

Teorema 2.3.2. Per a qualsevol grup diedral generalitzat Dy 4 1 qualsevol
primer senar q, existeizen infinits cossos de classes d’anell L de Q(+/q*) tals

que:
(a) Gal(L/Q) = Dy 4,

(b) en lextensio L/Q ramifiquen, com a maxim, d(Dsy_4) primers finits i tots

ells ho fan moderadament.

Recordant que d(Dza) = 1+ d(A) i d(D3) = 1 + ry(A) (Lema 1.2.2),

obtenim:

Corol.lari 2.3.3. Sigui A un grup abelia finit tal que d(A) = ro(A). Aleshores:

ram'(Da.p) = d(Da. ) = 1+ 13(A).
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Ja hem observat anteriorment que, pel Teorema de Kronecker-Weber, tot
grup abelia finit G satisfa la igualtat ram’(G) = d(G). Per a grups diedrals
generalitzats, en canvi, aquesta igualtat no és certa en general. Per exem-
ple, existeixen extensions diedrals generalitzades de @Q ramificades en un tunic
primer finit i moderadament ramificades. La segilient proposicié caracteritza

aquestes extensions.

Proposicié 2.3.4. Sigui A un grup abelia finit. Aleshores, les condicions

seglients son equivalents:
(i) ram'(Dy.) = 1.

(ii) Ezisteiz algun primer p # 2 tal que A és isomorf a un subgrup de

Cl(Q(\/p*)), grup de classes estricte de Q(1/p*).

Demostracio. La implicaci6 (ii) = (i) és clara donat que, si H denota el cos
de classes de Hilbert estricte de Q(/p*), aleshores I'extensié H, /Q és diedral
generalitzada, ramificada només en el primer (finit) p i el seu grup de Galois
Gal(H,/Q) admet un quocient isomorf a Ds 4.

Per a demostrar (i) = (ii), assumim ram’(Ds4) = 1, és a dir, suposem
que existeix una extensié de Galois L/Q tal que Gal(L/Q) = Dy 4, p és I'tinic
primer finit que ramifica a L/Q i ho fa moderadament.

Per forca, L ha de ser un cos de classes d’anell del subcos quadratic de L
fix per A, K = LA (Proposicié 1.2.7). Com que p és I'inic primer finit que
ramifica a L/Q i ho fa moderadament, necessariament haura de ser p # 2,
K =Q(\/p%) i L C K(p™), per algun m > 1.

La Proposicié 1.2.8 estableix la igualtat:

—~

[K(p™) : K] = [Hy : K]p",
per a cert natural convenient n < m. En particular, es té:

K(7) : Hy] = p"
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Sigui p I'inic ideal primer de O que divideix p, és a dir, pOx = p%. El
grup d’inercia de K (p™)/K en p és precisament Gal(K (p™)/H,) i, per tant,
coincideix amb el subgrup de ramificaci6 salvatge (té ordre p™).

Concloem, doncs, que H, /K és la maxima subextensié moderadament

—~

ramificada de K (p™)/K. Aixi, L C H; i, tal com voliem, A C Cl,(K). O

Observacié 2.3.5. Del Corol.lari 2.8.3 es dedueix que, si K/Q és una ez-
tensio quadratica ramificada exactament en s primers finits senars, aleshores
el grup de classes estricte de K té 2-rang ro(Cly(K)) < s — 1; en particular,
per a qualsevol primer senar p, el grup Cl,(Q(\/p*)) té ordre senar. Un re-
sultat classic de la Teoria dels generes de Gauss estableix que, de fet, es té la
igualtat ro(Cly (K)) = s — 1 (cf., per ezemple, [Nar90, Thm. 8.8 ]).

Si A és un grup abelia finit d’ordre parell, aleshores el Teorema 2.3.1 es-

tableix la desigualtat ram‘(Ds 4) > 1. Pot passar, perd, que ram(Ds 4) = 1.

Proposicié 2.3.6. Sigui A un grup abelia finit d’ordre parell. Aleshores, les

condicions seglients son equivalents:
(i) ram(Ds.a) =1,
(ii)) A és un 2-grup ciclic.

Demostracio. Comencem suposant que ram(Dq 4) = 1. Aixi, existeix una

extensié de Galois L/Q ramificada en un tnic primer p amb grup de Galois
Gal(L/Q) = Dy 4.

Per la Proposicié 1.2.7, L és un cos de classes d’anell del cos quadratic K = L4,
Pel Teorema de Kronecker-Weber, D3, és un quocient de (Z/p"Z)*, per

algun natural n. D’altra banda, si r denota el 2-rang de A, aleshores:

D, = 7,/27x "* xZ/2Z.
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Per hipotesi, r > 1 i, per tant, només pot ser p = 2 ir = 1. Només falta veure,
doncs, que A és un 2-grup.

Com que p = 2 és I'inic primer finit que ramifica a l'extensié quadratica
K/Q, les tiniques possibilitats per a K sén Q(v/2), Q(+/—2) i Q(i). Tots aque-
sts cossos tenen nombre de classes estricte 1 i, per tant, el grau de 'extensid
K(27)/K és una poténcia de 2, per a qualsevol m (Proposicié 1.2.8). Com
que L C K(%) per algun m, concloem que A és un 2-grup.

Finalment, la implicacié (ii) = (i) és conseqiiencia del fet conegut que els
2-grups que es realitzen com a grups de Galois d’extensions de Q ramificades
només en p = 2 (i potser a l'infinit) sén exactament aquells que es poden
generar per dos elements, amb un d’ells d’ordre 2 (cf. [Mar63] o [Har94, pag.

59]). Quan A és un 2-grup ciclic, Do 4 satisfa obviament aquesta condicié. [

Notem que, a la demostracié anterior, hem obtingut la implicacié (i) = (ii)

com a conseqiiencia del segiient resultat.

Proposicié 2.3.7. Sigui A un grup abelia finit d’ordre parell. Sigui L/Q una
extensio de Galois ramificada en un unic primer finit p i amb grup de Galois
Gal(L/Q) = Dy 4. Aleshores p =2 i A és un 2-grup ciclic.

Del Corol.lari 2.3.3 i de la Proposicié 2.3.6 obtenim el valor exacte de

ram(Da,) 1 ram'(Ds,), per a tot natural parell n.
Corol.lari 2.3.8. Sigui n un natural parell. Aleshores:
ram(Da,) =1 i ram'(Dy,) = 2, sin és una poténcia de 2,

ram(Ds,) = ram'(Ds,) = 2, altrament.
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2.4 Nombre de primers ramificats i la Hipotesi

(H) de Schinzel

Comencem recordant 'enunciat de 'anomenada Hipotesi (H) de Schinzel
(cf. [SS58] o [Ser94]).

Hipotesi (H) de Schinzel:

Siguin py(T),... ,p.(T) € Z|T] polinomis irreductibles a Q[T], tots
ells amb coeficient principal positiu. Suposem també que, per a
cada nombre primer p, existeix algun enter n, € Z tal que p no
divideix py(n,) - ... pr(n,). Aleshores, existeixen infinits naturals

n € N tals que p1(n),...,p-(n) sén tots nombres primers.

Aquesta hipotesi generalitza el Teorema de Dirichlet dels primers en progressié
aritmetica. La seva validesa implicaria, per exemple, una resposta afirmativa
a la “conjectura dels primers bessons”.

La Hipotesi (H) de Schinzel ha estat usada per a obtenir resultats (condi-
cionals) relatius a l'obstruccié per a la validesa de principis locals-globals i
d’aproximacié feble (veure, per exemple, [CT98]).

Els polinomis als quals nosaltres aplicarem aquesta conjectura apareixeran
precisament com a discriminants de polinomis i, per tant, obtindrem extensions
ramificades en un tnic primer. En els segilients resultats, només aplicarem la
Hipotesi (H) de Schinzel a un polinomi cada vegada, és a dir, sempre tindrem

r = 1 amb la notacié anterior.

Proposicié 2.4.1. Assumim la validesa de la Hipotesi (H) de Schinzel. Aleshores,

per a tot grup diedral Do, es satisfa la igualtat:

ram'(Dayy,) = d(D2).
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Demostracio. Per a n parell, ja hem provat a la seccié anterior que es té la
igualtat incondicional ram!(Ds,) = 2. Per a n senar, cal veure ram'(Ds,) = 1.

Siguin = p1“*-...-p,°" un natural senar qualsevol. Veurem que la Hipotesi
(H) de Schinzel implica que, per alguna extensié quadratica K/Q ramificada en
un unic primer finit, el grup de classes d’ideals de K conté un subgrup isomorf
a Z/nZ. Aixi, si H, denota el cos de classes de Hilbert de K, I'extensié H/Q
ramifica en un unic primer finit i el grup de Galois Gal(H,/Q) admet un
quocient isomorf a Dy,. Per tant, ram'(D,,) = 1.

Considerem un primer senar [ = 1 (mod n) i sigui * € Z un enter senar
tal que = (mod [) és un generador de (Z/IZ)*. En particular, per a tot i €
{1,...,m}, £ no és una p;-ésima poteéncia modul [. En aquesta situaci6, un
resultat de Yamamoto [Yam70, Prop.1]| estableix que, per a qualsevol enter
t € Z coprimer amb z tal que 2% — 4t"[" < 0, el grup de classes d’ideals del
cos quadratic Q(v/z2 — 4t"[") conté algun element d’ordre n.

Considerem el polinomi p(T) := 4"T™ — z* € Z[T).

Com que (n,n —2) =1, el polinomi

T
2n72 Tn_2n 2 2
(3)-

és irreductible a Q[T i, per tant, p(7") també ho és.

D’altra banda, tenint en compte que (21, z) = 1, és clar que (p(0),p(1)) =
En particular, donat un nombre primer p qualsevol, p no divideix p(0) o b
no divideix p(1).

Aplicant la Hipotesi (H) de Schinzel al polinomi p(T"), obtenim 'existencia
de (infinits) t € N tal que ¢ = p(t) és un nombre primer, necessariament

= 3 (mod 4). En aquest cas, ¢ és I"inic primer finit que ramifica a 1’ex-

tensié quadratica Q(v/—q)/Q i el grup de classes d’ideals de Q(y/—¢) conté un

subgrup isomorf a Z/nZ, tal com voliem veure. O

Observacié 2.4.2. Tenint en compte el Corol.lari 2.3.8, obtenim el valor ez-
acte de ram(Day,) @ ram'(Day,), per a tot natural n (sota la hipotesi (H) de
Schinzel):
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ram(Da,) =1 i ram'(Da,) = 2, sin és una poténcia de 2,

ram(Day,) = ram!(Da,) = d(D2), altrament.

El resultat segiient proporciona un altre exemple, sota la Hipotesi (H) de
Schinzel, de realitzacions de grups finits com a grups de Galois d’extensions
poc ramificades de Q. Concretament, es tracta de realitzacions trinomials del
grup simetric S,,. Aquest tipus de realitzacions es tornaran a considerar en el
Capitol 3.

Proposicié 2.4.3. Assumim la validesa de la Hipotesi (H) de Schinzel. Aleshores,

per a tot grup simeétric S, es satisfa la igualtat:
ram(S,) = ram'(S,) = 1.

Demostracio. Suposem fixat un natural n qualsevol.
Sigui f(X) € Z[X] un polinomi monic de grau n. Tal com recordarem a la

Seccio 3.2, és conegut que la condicio
Galg(f(X)) = S,

es pot garantir imposant la congruéncia f(X) = X" — X — 1 (mod N), per
algun natural N convenient. A més, sempre podem suposar que N és coprimer
amb un natural prefixat qualsevol.

En particular, donats enters ¢, a, b € Z qualssevol, el polinomi
Ft,X)=X"— (14 Nat)X — (14 Nb) € Z|X]

té grup de Galois Galg(F(t, X)) = S,.
Sigui 7" una indeterminada. El discriminant en X del polinomi F(T', X) €
Z|T, X] és, llevat del signe, el polinomi:

p(T) :== (=1)"n"(1 4+ Nb)" ' + (n — )" (1 + NaT)" € Z[T).
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El Teorema de Dirichlet dels primers en progressio aritmetica ens permet triar

b de manera que ¢ := 1+ Nb sigui un nombre primer més gran que n. D’aquesta

n(q an,1
Uq<n( i ) >=n—1.

(n— 1)1

manera, tindrem

Per tant,
n"(1+ Nb)"!

(n — 1)t

no és la p—esima potencia d’'un nombre racional, per a cap primer p que

divideixi n. Aixi, p(T") haura de ser un polinomi irreductible a Q[T].

D’altra banda, canviant N (i b) si cal, podem suposar que
(N, (=D)™" +(n—1)"") =1

i, per tant, (N, p(0)) = 1. Aix0 és suficient per a garantir 'existencia d’algun

enter a € Z de manera que p(7') tingui coeficient principal positiu i

(p(1),p(0)) = 1.

En aquesta situacié, la Hipotesi (H) de Schinzel afirma que, per a infinits
naturals ¢, p(t) és un nombre primer. En conclusid, S, es realitza com a grup
de Galois d’una extensié de QQ ramificada en un tnic primer i moderadament

ramificada. U

Observacio 2.4.4. En principi, ['argument anterior es pot adaptar per a d’al-
tres grups finits G # S,,. Convé notar, pero, que el fet que un trinomi de Q[X]
tingui grup de Galois isomorf a G pot ser incompatible, per alguns G, amb que
lextensio que defineix sigui poc ramificada. Al Capitol 3 veurem que aquest
és el cas per alguns grups alternats A,, fins i tot quan admetem ramificacio
salvatge. Per exemple, donat un natural n = 2,6 (mod 8) i un primer p = 3
(mod 4) que divideiz n, tota realitzacié de A, com a grup de Galois sobre Q
d’un trinomi de graun ramifica en p (Teorema 3.3.5). Aizi, considerant només
extensions trinomials, és impossible establir una fita (constant) per a ram(A,)

valida per a tot n.
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2.5 Sobre una conjectura de Harbater

Motivat per raons geometriques i per ’analogia entre cossos de nombres i

cossos de funcions, David Harbater proposa la segiient conjectura.

Conjectura [Har94]:

Existeix una constant C tal que, per a qualsevol natural n lliure de
quadrats, si G és un grup finit que es realitza com a grup de Galois
d’alguna extensio de Q ramificada només en primers que divideixen

n i moderadament ramificada, aleshores d(G) < In(n) + C.

Si G és un grup abelia finit, la “validesa de la conjectura per a G”(amb
C' = 1) és conseqiiencia directa del Teorema de Kronecker-Weber. D’altra
banda, la desigualtat conjecturada és trivialment certa (amb C' = 3 i, de fet,
també amb C' = 2) quan G és un grup finit quasi-simple (per exemple, simple
no abelia) donat que, per a aquests grups, sempre es té d(G) < 3 (cf. [VLI5]).
Remarquem també que, pel Teorema de la base de Burnside, la validesa de la
desigualtat per a tot grup nilpotent finit G (també amb C' = 1) es dedueix del

cas abelia. Aquest darrer fet admet la segiient generalitzacio.

Proposicié 2.5.1. Euxisteiz una constant C' que satisfa la conclusio de la con-
jectura anterior per a qualsevol grup G extensié de 7. /27 per un grup nilpotent

finit N, és a dir, tal que existeix una successio exacta
1> N—-G—Z/]2Z — 1.

Demostracio. Suposem que L/Q és una extensié de Galois ramificada només

en els primers {p1, ... ,pn}, moderadament ramificada i amb grup de Galois

G = Gal(L/Q).
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Cal provar la desigualtat
d(G) <In(p1- ... pm) +C,

amb C' constant (independent de G'i de py,... ,pm).

Per hipotesi sobre GG, tenim una cadena de cossos
QCcKCK,ClL,
on K/Q, L/K i K;/K sén extensions de Galois amb grups de Galois
Gal(K/Q) = 7Z/2Z , Gal(L/K)= N i Gal(k;/K)=N®.
Pel Teorema de la base de Burnside, d(N) = d(N®) i, per tant,
d(G) <d(N)+1=d(Gal(K,/K)) + 1.

Sigui H;/K la maxima subextensié de K;/K no ramificada en cap ideal
primer. Aixi, els subgrups d’inercia de Gal(K;/K) generen Gal(K;/H). Com
que [K : Q] = 21ia L/Q només ramifiquen m primers, com a maxim hi ha
s := 2m — 1 ideals primers pq,... ,ps de Ok que ramifiquen a K;/K (com
a minim un dels p; ha de ramificar a K). Per hipotesi, l'extensié K;/K és
abeliana i, per tant, hi ha un unic subgrup d’inércia de Gal(K;/K) en cadas-
cun dels primers p;. A més, aquests grups d’inercia han de ser ciclics, donat

que estem suposant que no hi ha ramificacié salvatge. En resum,
d(Gal(K,/Hy)) <2m — 1.

Tenint en compte que Gal(H,/K) és un quocient del grup de classes d’ideals
estricte Cl, (K), obtenim:

d(G) < d(Gal(K,/H.)) + d(Gal(H, /K)) + 1 < d(CL.(K)) + 2m.

D’altra banda, la Teoria dels generes de Gauss estableix que el 2-rang de
Cl (K) és m — 1 (cf., per exemple, [Nar90, Thm. 8.8 |). També és conegut
que (cf., per exemple, [Nar90, Thm. 4.4, Prop. 8.7])

hi(K) <pi-... pm.
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Donat un primer p, denotem per r,(Cl;(K)) el p—rang de Cl (K). Notem
que, per a p > 3, es té

rp < log,(hy (K)) < logs(hy (K)).
Com que d(Cl4(K)) = max,{r,(Cl;(K))} , obtenim:

d(Cl(K)) < logs(p1 .- - pm)-

D’aquesta manera, es té:

d(@) < > (2+logy(p)-
1<i<m
Per a concloure només cal definir, per exemple:
C = (2+]logs(p) — In(p)),

p

on el sumatori recorre els primers p tals que 2 + logs(p) — In(p) > 0. O
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Capitol 3

Realitzacions trinomials de
grups alternats sobre Q amb
condicions de ramificacio en els

primers d’un conjunt finit S

3.1 Introduccio

L’objectiu d’aquest capitol és estudiar I'existencia d’extensions trinomials
de @Q amb condicions de ramificacié prefixades en un conjunt finit de primers.
Essencialment, ens interessem per les extensions amb grup de Galois alternat
i prioritzem 1’obtencié d’extensions moderadament ramificades.

Es conegut que el discriminant d’un trinomi f(X) = X" + aX* + b amb
(k,n) =1 és (cf. [Swa62, Thm.2)):

n(n—1)

D(f(X)) = (=1 = o' (n"0"* + (=1)" '(n— k)" *kFa").

A partir d’aquesta expressid, i tenint en compte la hipotesi (k,n) = 1, és clar

que sempre podem trobar coeficients a, b € Z de manera que el discriminant

64
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D(f(X)) no sigui divisible per cap primer d’un conjunt finit S prefixat. Triant
f(X) d’aquesta manera, els primers de S no ramifiquen a 'extensi6é de Galois
Qf/Q, on Qy denota el cos de descomposici6 sobre Q de f(X).

Per an > 5, un trinomi f(X) = X" +aX"* +b sense arrels mltiples sempre
té alguna no real i, per tant, l'extensié Q;/Q és ramificada en el primer de
Iinfinit. Aquest és el motiu pel qual, a diferencia del capitol segiient, en aquest

capitol mai demanarem que p = oo no ramifiqui.

Comencem la Seccié 3.2 observant que, per a tot n, existeixen trinomis
f(X) = X"+ aX* +b € Z[X] amb grup de Galois Galg(f(X)) = S, i dis-
criminant no divisible pels primers d’un conjunt finit fixat qualsevol. Aixo
deixa de ser cert quan demanem Galg(f(X)) C A,. El resultat principal de
la Secci6 3.2 és la caracteritzacio de les ternes n, k, .S, on S és un conjunt finit
de primers, tals que existeix algun trinomi f(X) = X"+ aX* +b € Z[X] amb
discriminant quadrat a Z no divisible per cap primer de S. De fet, la condicié

que obtenim només depen de n, k i del conjunt de primers p € S tals que p < n.

A la Secci6é 3.3 ens interessem per l'obtencié d’extensions trinomials de
Q, amb grup de Galois A,, no ramificades en els primers d'un conjunt finit
prefixat. Si @ és una arrel d’un polinomi irreductible i monic f(X) € Z[X],
aleshores es pot recérrer a resultats classics de Kummer, Dedekind, Hensel,
Bauer, Ore, ... per a estudiar la ramificacié en extensié Q(#)/Q dels primers
que divideixen el discriminant de f(X). En aquest sentit, a [LNV84] s’obte-
nen resultats quan f(X) és un trinomi. Nosaltres utilitzem la tecnica dels
poligons de Newton per a caracteritzar, per a un natural n qualsevol, 1'ex-
istencia d’algun trinomi X" + aX* + b € Z[X] amb grup de Galois A, sobre

Q1 cos de descomposicié no ramificat en els primers d’un conjunt finit prefixat.

La Seccié 3.4 esta dedicada a la ramificacié moderada. Aprofitant els resul-

tats de les seccions anteriors, caracteritzem els n per als quals existeix algun



66 Cap. 3. Trinomis i ramificacio

trinomi monic f(X) € Z[X] de grau n tal que l'extensié Q;/Q és moderada-
ment ramificada i té grup de Galois isomorf a A,,. En particular, obtenim una
resposta afirmativa, per a infinits A,,, al problema de Birch sobre la possibilitat
de realitzar tot grup finit com a grup de Galois d’alguna extensié moderada-
ment ramificada de Q. Més concretament, demostrem que aquest és el cas per
a tot n senar.

La caracteritzacié obtinguda també fa evident que, per a infinits A,,, no es
pot respondre al problema 3 de la Introduccié considerant només extensions
trinomials. Provem, per exemple, que p = 2 ramifica salvatgement sempre que
n = 4 (mod 8). Aquest resultat proporciona exemples d’extensions regulars
de Q(T), amb grup de Galois A,,, que no admeten cap especialitzacié racional
moderadament ramificada. Al Capitol 5 trobarem altres exemples d’aquest

mateix fenomen.

3.2 Trinomis amb discriminant coprimer amb

els primers de S

3.2.1 Trinomis amb grup de Galois S,

Proposicié 3.2.1. Sigui S un conjunt finit de primers qualsevol. Per a tot

natural n ezisteiz algun trinomi f(X) = X"+ aX* +b € Z[X] tal que:

(a) Galg(f(X)) =S,

(b) El discriminant D(f(X)) no és divisible per cap p € S. En particular,

Uextensio Qp/Q és no ramificada en els primers de S.

Demostracid. Es conegut (cf., per exemple, [Ser92b, 4.4]) que, per a tot n, el

grup de Galois sobre Q del polinomi X" — X — 1 és

Galg(X" — X —1) = S,,.
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Per tant, si 77,15 denoten indeterminades, necessariament es té:
Gal@(leTQ) (Xn + TlX + Tg) & Sn

Pel Teorema d’Irreductibilitat de Hilbert (veure Proposicié 1.3.3), donats racionals
ag, by € Q qualssevol, sempre existeixen coeficients a,b € Q de manera que el
trinomi

fX)=X"+aX+0

té grup de Galois Galg(f(X)) = S, i, per a tot p € S, satisfa la congruencia
fX)=X"+aX +by (mod p).
Agafant, per exemple, ag = 11
by = { 0 (modp), sipfn—1
1 (modp), sip|n—1,

garantim que p no divideixi el discriminant D(f(X)), per a tot p € S.
Canviant f(X) per M"f(X/M), amb M € Z convenient, podem suposar
f(X) € Z[X]. O

Corol.lari 3.2.2. Per a tot natural n, el grup simetric S, es realitza com a
grup de Galois d’una extensio moderadament ramificada de Q obtinguda com

a cos de descomposicio d’un trinomi de grau n.

Observacié 3.2.3. La Proposicio 3.2.1 també es pot demostrar observant que
les condicions (a), (b) per a un trinomi f(X) = X" +aX* +b € Z[X] queden
garantides a partir d’un nombre finit de condicions locals en els coeficients a,

b:
e modul els primers de S, per a la condicié (b),

e modul els primers d’un conjunt finit convenient que podem suposar dis-

gunt amb S, per a la condicid (a).
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De fet, pel Teorema de Densitat de Tzebotarev, la classe de conjugacio de
qualsevol permutacio o de S, apareix com a element de Frobenius en el grup de
Galois Galg(X"—X—1) = S, en infinits primers. A més, sipt D(X"—X—1)
és un d’aquests primers, aleshores el tipus de descomposicio de o en cicles
disjunts coincideiz amb el tipus de factoritzacio de X™ — X —1 modul p. Aixi,
podem triar un natural N no divisible per cap primer de S de manera que, per
a tot polinomi monic f(X) € Z[X] tal que f(X) = X" — X —1 (mod N), el
grup de Galois Galg(f(X)) és isomorf a un subgrup de S, que talla totes les
classes de conjugacio de S,,. Per un resultat de Jordan, aizo només és possible

si Galg(f(X)) = S, (cf., per exemple, [Ser92b, Lemma 4.6.1]).

Notem que, en l'observacié anterior, no cal suposar que f(X) sigui un
trinomi. De fet, I'inica condicié global sobre f(X) que hem usat és que el seu
grau sigui n i, per tant, Galg(f(X)) C S,.

Si volem obtenir Galg(f(X)) = G & S, caldra imposar també alguna
condicié global sobre els coeficients a, b que garanteixi Galg(f(X)) C G. Aixo
es pot fer, per exemple, demanant que f(X) s’obtingui per especialitzacié d'un
polinomi f(T, X) € Q(T)[X] amb grup de Galois Galgr)(f(T, X)) = G.

Quan G = A, caldra exigir que el discriminant de f(X) sigui un quadrat

a Q; el fet de treballar amb trinomis simplifica ’estudi d’aquesta condicié.

3.2.2 Trinomis amb discriminant quadrat

Que el discriminant d'un trinomi f(X) = X" 4+ aX* + b € Z[X] sigui un
quadrat a Z pot ser incompatible amb condicions locals del tipus p t D(f(X)),
per a certs primers p. En el resultat segiient, caracteritzem aquestes ternes
n, k,p.

Denotarem per (%) el simbol de Jacobi de dos enters u, v € Z, amb v senar.
Proposicié 3.2.4. Siguin k < n dos naturals tals que (n,k) = 1. Per a un

primer p, son equivalents:
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(i) Ezisteiz un trinomi f(X) = X" + aX* + b € Z[X] amb discriminant
quadrat a 7, no divisible per p.

.. - s . s s 1 TL/2
(1) Sin és parell i p és senar, aleshores v,(n) =0 o bé (%) =1.

Sin és parell i p = 2, aleshores (—1)"?(1 — kn) =1 (mod 8).

Sin és senar i p és senar, aleshores vy(k(n —k)) =0 o0 bé (B) = 1.

n—1

Sin és senar ip =2, aleshores (—1)"2 n =1 (mod 8) o bé (-2 n=
5 (mod 8) i k(n — k) =2(n —2).

Demostracio.

Assumim, primer, que es satisfa la condicié (i). Si p és senar, haura de ser
(W) = 1. Quan p = 2, tindrem D(f(X)) =1 (mod 8).
Sabem que el discriminant d’un trinomi f(X) = X" +aX*+bamb (k,n) =
1 és
D(F(X)) = (=1)™ =05 (00" + (=1)" " (n — k)" FkFa") |
Suposem primer que n és parell. Si p és un primer senar que divideix n i que
no divideix D(f(X)), aleshores:

()= (252)-(5)

Si p =2, aik hauran de ser senars i obtenim (n > 2):

D(f(X)) = (=1)"%*(1 —kn) (mod 8).

Sin és senar i p és un primer que divideix k(n — k) i que no divideix D(f(X)),

de la llei de reciprocitat quadratica obtenim:

D(f(X)) (-1 ! (-1)7n
() - (=57) - (557)- )

Finalment, quan n és senar i p = 2, b ha de ser senar i, com que vq(k*(n —
k)"=k) > 2, obtenim:

D(f(X) = (=1)"Tn (mod 4).
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A més, la congruencia k*(n — k)" F =4 (mod 8) només es déna si k = 2 o bé

n—k=2.

Assumim, ara, que es satisfa la condicié (ii).

Suposem primer que n és parell i considerem naturals r, s € N tals que
sm—k)—rm=1, 0<s<n i 0<r<n-—k.

Expressem n = m.p", amb h = v,(n). En particular, (m,p) = 1.
El discriminant d’un trinomi de la forma f(X) = X"+aX*+bamb a = mt"

ib=1%és:
D(f(X)) _ ts(k—1)+rnmn ((_l)n/Q(k . n)n_kk‘k + (—1)n/2phnt) ]

Per als primers p que divideixen n, la hipotesi (ii) garanteix precisament que
I’equaci6
Y? — ((—1)”/2(k —n)""E*) =0 (mod p"")

admet alguna solucié entera.

Com que p no divideix (k —n)"*k* (i n > 2), existeix algun ¢ € Z tal que
D(f(X)) és un quadrat a Z no divisible per p.

El resultat analeg quan p no divideix n és clar donat que, en aquest cas,
h=0ipm=1.

En el cas n senar, considerem naturals r, s € N tals que
m—sn—Fk) =1, 0<s<n i 0<r<n-—k.

Expressem (n— k)" * k% = mp", on h = v,((n—k)""*k¥). Per tant, (m,p) = 1.
Prenent a = mp"t” i b = m"+1¢%, el discriminant d’un trinomi de la forma

f(X)=X"4+aX*+bés

n—1

D(f(X)) — ¢5(n=1), (n+1)k <(_1)"T_1nnm(n+1)(n—k—1) + <—1)Tph(n+1)t> .
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De la hipotesi (ii) s’obté que, si p és un primer que divideix k(n — k), aleshores
I’equaci6
y?— <(—1)n771n”m("“)("’k’1)) =0 (mod p")

té alguna solucié entera.
Com que p no divideix n"m" M=k~ (i n + 1 > 2), existeix algun t € Z
tal que D(f(X)) és un quadrat a Z no divisible per p.

La mateixa conclusié és obviament certa quan p no divideix k(n — k). O

Es conegut que els trinomis del tipus f(X) = X" +aX*+b es poden classi-

ficar mitjancant el parametre bz;k. Concretament, quan (n, k) = 1 existeixen

naturals s, r satisfent s(n — k) —rn =11 es té:

r\ " s n—k\ " n—k\ °
(&) (7)) ¥+ ()
a® b an an

Aixi, T'extensié Q;/Q es pot obtenir per especialitzacié (en 7' =

bnfk

) de

I'extensié Lr/Q(T), on Ly és el cos de descomposicié sobre Q(7T) del trinomi

an

f(T,X):=X"+T" X" +T° € Q(T)[X].

Denotem per Dx (f(7T, X)) el discriminant de f(7, X) com a polinomi en X.

Com que Dx(f(T,X)) és, a menys de quadrats de Q(7"), un polinomi
de grau 1 de Q[77] o Q[1/T7, l'extensié Q(T")(\/Dx(f(T,X)))/Q és racional.
Es a dir, el cos Q(T)(v/Dx(f(T,X))) és purament transcendent sobre Q.
Es té, doncs, una parametritzacié de les extensions de Q que s’obtenen com
a cossos de descomposicié d’algun trinomi f(X) = X" + aX* + b € Q[X]
amb discriminant quadrat a Q. Tenint en compte que el trinomi f(7', X)
defineix una extensié Q-regular de Q(7) amb grup de Galois S,,, s’obté (cf.,
per exemple, [HSO1, Prop.1, Prop.2|):

Proposicié 3.2.5. Siguin k < n dos naturals amb (k,n) = 1. Considerem
naturals r, s € N tals que sn — k) —rm =1,0<s<ni0<r <n-—k.
Aleshores, ezisteix a(T) € Q(T) tal que:
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(a) Els coeficients de qualsevol trinomi X"+aX"*+b € Q[X] amb discriminant
quadrat a Q es poden expressar com a = a(t)"u" % i b = a(t)*u", per a

certs t, p € Q.

(b) El trinomi X" +a(T)"X*+a(T)* € Q(T)[X] defineix una extensié Q-re-
gular de Q(T) amb grup de Galois isomorf a A,.

D’aquesta manera, per a estudiar l'existencia d’algun trinomi de Q[X] amb
grup de Galois alternat sobre (Q i amb un comportament prefixat en els primers
d’un conjunt finit, sera suficient demanar que el discriminant del trinomi sigui

un quadrat a Q.

Proposicié 3.2.6. Siguin k < n dos naturals amb (k,n) = 1. Per a qualsevol

conjunt finit de primers S, son equivalents:

(i) Ezisteiz un trinomi f(X) = X"+ aX* +b € Z[X] amb grup de Galois
Galg(f(X)) = A, i discriminant D(f(X)) no divisible per cap primer
de S.

(ii) Per a cada primer p € S, existeiz un trinomi X" + a, X" + b, € Z[X]

amb discriminant quadrat a Z no divisible per p.

Demostracio. La implicaci6 (i) = (ii) és obvia.
Suposem que es satisfa la condicié (ii). Per la Proposici6é anterior, per a

cada p € S existeixen racionals t,, i, € Q tals que:

ap = a(tp)rupn_k i b, =a(ty)’ 1",

amb 7,5 € Nia(T) € Q(T) com a la Proposicié 3.2.5.

Suposem que 17,75 sén indeterminades i considerem el polinomi
f(jjl7 TQ, X) = Xn + CL(Tl)TTQn_ka + G,(Tl)sTQn c Q(Th TQ)[X]
Notem que la Proposicié 3.2.5 estableix que:

GalQ(T1,T2)<f(T17 T27 X)) = Ga‘]‘Q(Tl,TQ)(f(T17 1, X)) =~ An
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Si tq,t2 € Q son racionals prou propers p-adicament a t,, 1, per a tot p € .S,

aleshores es satisfa la congruencia
flti,te, X) = X" +a, X"+ b, (mod p),

per a tot primer p € S. Per forga, els coeficients de f(t1,t2, X) € Q[X] tenen
tots valoracié p-adica positiva.

Pel Teorema d’Irreductibilitat de Hilbert (veure Proposicié 1.3.3), exis-
teixen t1,t; € Q d’aquesta manera tals que, a més, el trinomi f(t,ts, X) té
grup de Galois

Galg(f(t1,t2, X)) = A,.

Triant un enter M = 1 (mod [[,cgp) de manera que el trinomi f(X) :=
M™f(ty,t2, X/M) tingui coeficients enters, aleshores f(X) satisfa totes les

condicions desitjades. O

De la Proposici6 3.2.4 es dedueix que, per alguns n, existeix un conjunt finit Sy
de primers “dolents”en el sentit que, si el discriminant d’un trinomi f(X) €
Q[X] de grau n és un quadrat a Z, aleshores D(f(X)) és divisible per tots
els primers de Sy. En el segiient resultat caracteritzem els n amb aquesta

propietat.
Teorema 3.2.7. Per a un natural n, son equivalents:

(1) Per a qualsevol conjunt finit de primers S, existeiz algun trinomi f(X) =
X"+aXk+b € Z[X] tal que Galg(f(X)) = A, i D(f(X)) no és divisible

per cap primer de S.

(ii) Per a qualsevol conjunt finit de primers S, ezisteix algun trinomi f(X) =
X"+ aX*+b € Z[X] tal que D(f(X)) és un quadrat a Z no divisible

per cap primer de S.
(i1i) n satisfa alguna de les condicions segiients:

n=0,1 (mod 8)
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n=2 (mod 8) ip=1 (mod 4), per a tot primer senar p | n,

n=3 (mod 8) i p=1, 3 (mod 8), per a tot primer p |n — 2.

Demostracio.  La implicacié (i) = (ii) és clara.

Demostrem (ii) = (iii). Podem suposar n > 3. Considerem un trinomi
f(X) = X" +aXF +b € Z[X] satisfent la hipotesi (ii), respecte el conjunt S
de primers menors o iguals que n. Per forga haura de ser (k,n) = 1, donat que
qualsevol primer que divideixi (k,n) divideix també D(f(X)).

Cas n parell. Per la Proposicié 3.2.4, haura de ser:

(a) <_71> ? = 1, per a qualsevol primer senar p dividint n,

(b) (=1)2(1 —nk) =1 (mod 8).
La condici6 (a) només és possible si:
n=0,4 (mod 8)
n=2,6 (mod8) i p=1 (mod4)

Per a n = 6 (mod 8), necessariament algun primer p | n ha de satisfer p = 3
(mod 4). Quan n =4 (mod 8), la condici6 (b) no es satisfa.
En conclusid, les iniques possibilitats per a n sén les considerades a (iii).

Cas n senar. Per la Proposicié 3.2.4, haura de ser:

(a) (%) = 1, per a qualsevol primer senar p dividint k(n — k),

(b) sin=3 (mod 8) on=>5 (mod 8), aleshores k(n — k) = 2(n — 2).

Si notem 7 = vo(k(n — k)), de la condicié (a) obtenim:

1= <M) (2_) - (__1) (%) _ (_1)”7’1“%_
n n n n
Aquesta igualtat es satisfa exactament en els casos:

(mod 8)

1
3 (mod 8) ir és senar
5

n
n =
n=

(mod 8) 1ir és parell



3.2. Primers que divideixen D(f) 75

Per la condicié (b), el cas n = 5 (mod 8) no es pot donar (r = 1); el cas
n = 3 (mod 8) només és possible quan, per a tot primer p | n — 2, es té
p

1= (2) = (—1)%1 ( ), és a dir, p=1, 3 (mod 8).

2
p
En conclusid, les iniques possibilitats per a n sén les considerades a (iii).

Per acabar, demostrem (iii) = (i).

Suposem que n és un natural satisfent alguna de les condicions de la hipotesi
(iii). Fixem k =n—2sin =3 (mod 8) ik =n—1 en la resta de casos. Aixi,
per a qualsevol primer p, la condici6 (ii) de la Proposici6 3.2.4 es satisfa i, per
tant, existeixen enters a,, b, de manera que el trinomi X" + a,X* +b, € Z[X]
té discriminant quadrat a Z no divisible per p. Aixo acaba la demostracio,

gracies a la Proposicié 3.2.6. O

Per aplicacions successives del resultat anterior a conjunts S ben triats o,

alternativament, de la regularitat enunciada a la Proposicio 3.2.5, s’obté:

Corol.lari 3.2.8. Sigui n un natural satisfent alguna de les hipotesis de la
condicid (i) de la Proposicié 3.2.7. Sigui S un conjunt finit de primers qual-
sevol. Aleshores, ezisteizen infinits trinomis monics a Z[X] amb grup de Galois
A, sobre Q, discriminant no divisible per cap primer de S 1 de manera que els
seus cossos de descomposicio sobre Q defineixen infinites extensions linealment

disjuntes dos a dos.

Observacioé 3.2.9. De la demostracio de la Proposicio 3.2.7 s’obté també que

les afirmacions (i), (ii) i (i1i) son equivalents a:

(i1)’ per al conjunt S dels primers menors o iguals que n, existeiz algun tri-
nomi f(X) = X" +aX*+b e Z[X] tal que D(f(X)) és un quadrat a Z

no divisible per cap primer de S.
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Observacié 3.2.10. La implicacié (iii) = (i) de la Proposicié 3.2.7 també
es pot demostrar raonant com a I’Observacio 3.2.3. Només cal obtenir condi-
cions locals addicionals sobre X™ + aX* + b, compatibles amb tenir discrimi-
nant quadrat, que garanteivin A, C Galg(X"™ + aX¥ +b). Si usem el fet que
Galg(X" — X — 1) = S, les condicions locals seran del tipus a = b = —1
(mod N), on N és un enter convenient coprimer amb [ g p-

Notem que la condicié A,, C Go(X™+aX"*+b) es pot imposar amb poques
condicions locals, és a dir, amb N producte de pocs primers. Per exemple (cf.
[Col87]), siq és un primer tal que § < g < n—2 (per an > 8 sempre existeir;
cf. [Tsc52]) i G C S, és un subgrup transitiu que conté un q-cicle, aleshores
G és primitiu i A, C G per un Teorema de Jordan (cf. [Hal59, 5.6.2, 5.7.2]).

3.3 Extensions trinomials no ramificades en S

L’objectiu principal d’aquesta seccié és caracteritzar, per a un conjunt finit
de primers S qualsevol, 'existéncia de trinomis monics f(X) € Z[X] amb grup
de Galois alternat sobre Q i cos de descomposicié no ramificat en S. Es a dir,
voldrem que els primers de S no divideixin el discriminant de I'extensié Q;/Q
pero, a diferencia de la seccié anterior, admetrem que puguin dividir el dis-

criminant de f(X).

3.3.1 Primers ramificats en extensions trinomials

Els dos resultats segiients garanteixen la ramificacié de certs primers en exten-

sions trinomials de Q.

Proposicié 3.3.1. Sigui f(X) = X"+ aX* + b € Z[X] un trinomi separable
amb b #0 i (k,n)=1.
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(a) Sip és un primer senar que divideiz n i vy(a™) > v,(n"d" "), aleshores

Uextensio Q¢ /Q és ramificada en p.

Si, a més, v,(n) > 1, aleshores Uextensic Qs/Q és salvatgement ramifi-

cada en p.

(b) Siwva(n) > 1 1 va(a™) > va(n™" %) — 2, aleshores extensié Q;/Q és

salvatgement ramificada en p = 2.

Demostracio. Sigui p un primer que divideix n. Si p satisfa les hipotesis de
I’enunciat, aleshores en qualsevol cas (p senar o p = 2) es té v,(a™) > v,(b"").
Canviant, si cal, f(X) per 1= /(MX) amb M convenient, podem suposar i
suposemn:

v,(b) < m.

Notem d = (n, v,(b)) i expressem v,(b) = dh, n = de. Si v,(e) > 0, aleshores el
poligon de Newton de f(X) té un costat de pendent —%. Pel Corol.lari 1.4.3,
p ramifica salvatgement a Q;/Q. Suposem, doncs, que v,(e) = 0, és a dir,
vp(vp(D)) > vp(n) (admetem v,(b) = 0).

Notem r = wv,(n) i considerem enters n’ i ¥’ (no divisibles per p) tals que
n=n'p’ib="0p¥.

Siguin 0,7 € Q, arrels de X —pi X " LV, respectivament. Observem que
I'extensio Q,(n)/Q, és no ramificada i 'extensié Q,(#)/Q, és moderadament
ramificada, donat que és totalment ramificada de grau e (per ser X¢ — p un
polinomi p-Eisenstein).

Considerem el polinomi de Q,(6,n)[X] segiient:

a

9(X) = 9% (O"(X +m) = (X 40"+ g (X )+ 8 = 3 X

QHh(n—k)
0<i<n
Els coeficients ¢; de g(X) sén:

co = nn + mnk + Y = mnk 4 Y — (b/)pr’

n . u k e »
=\ |0 " Ftagewm| . | hperal <i<k,
? 7
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n , ‘
ci:< ‘ )n"z,peraz>k:.
i

Cas r = vp(n) > 1.
Com que haura de ser v,(a") = v,(n""*) (mod p?), també en el cas p = 2

tindrem v, (a™) > v,(n"0"*). Aixi, obtenim:

a n—=k
Up(m):%(a)— ——up(b) 2

Aquesta desigualtat forca els coeficients ¢; de g(X) a satisfer:

p(Co) > 1
r — pr _ prfl’

v
1. vy(co) =1 0 bé vy(cp) > 2 1, per tant,
2. per a tot natural j < r, si p/ <i < p/™ aleshores v,(¢;) > r — 7,
3. per a tot natural j <7, v,(cp+1) =1 —j — 1.

Aixi, el poligon de Newton de g(X) ha de ser d'un dels dos tipus segiients
(depenent de v,(cy)):

1»\‘ 1+ -\

P’ prt P

En qualsevol cas, el Corol.lari 1.4.3 garanteix que p és salvatgement rami-

ficat a (Q,),/Q,. Aixi, p haura de ramificar salvatgement a Q;/Q donat
que (Q,(0.7))g = (Qy(0. 1))y = Qp(0)Qp(1)(Qy)s 1 la composicié d’extensions

moderadament ramificades és moderadament ramificada.

Cas r = v,(n) = 1.
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A partir d’ara, p # 2. Cal veure que p ramifica a Qf/Q.

Podem suposar v,(b) = 0 donat que, altrament, el poligon de Newton de
f(X) té un tnic costat de pendent no entera —UPT(b) >—1. Aixi, b=V, h=0
i g(X) és el polinomi de Q,(n)[X]:

g X)=f(X+n)=X+n"+aX +n)f+b= Y X"

0<i<n

Canviant, si cal, f(X) per

X"
T.f (%) — X" + abk—an—k + bn—l

1, per tant, k per n — k), es comprova que podem assumir 1’existéncia d’algun
i, p , kp : p que p g

| >0 (o bé k < j)i, per tant, vy(c;) = 1.
J
Aixi, el poligon de Newton de g(X) té algun costat de pendent no entera

j<p—1talquevp<

—p%j > —1 i, per tant, l'extensié (Q,),/Q, és ramificada. Com que l'extensié

Qp(n)/Q, és no ramificada i (Q,(n))y, = Q,(1)(Q,)f, la conclusié és que p
ramifica a Qf/Q. O

Proposicié 3.3.2. Sigui f(X) = X"+ aX* +b € Z[X] un trinomi separable
amb b#0 i (k,n)=1.

(a) Sigui p un primer senar que divideiz k(n — k) i tal que
0p(65) = 0 (¥ (n — k)"*a”).
St no estem en el cas
p=3, n parell, k(n —k) =n—1, vg(n —1) =1,

aleshores U'extensio Qf/Q és ramificada en p.

Si, a més, v,(k(n —k)) > 1, aleshores l’extensio Q¢/Q és salvatgement

ramificada en p.
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(b) Sivy(k(n—k)) > 1ivy(b" %) > vo(k¥(n—k)"*a™)—2, aleshores l’extensio
Qs/Q és salvatgement ramificada en p = 2.

Demostracio. Sigui p un primer que satisfa les hipotesis de 'enunciat.

Canviant f(X) per 2-f (L) = X" + a1 X"* + "7, si cal, podem
suposar que p divideix k.

Analogament a 3.3.1, podem suposar i suposem:
vp(a) <n—k.

Notem d = (k,v,(b) — vy(a)), v,(b) — vy(a) = dh i k = de. El poligon de
Newton N(f(X)) té un costat de pendent —%. L’extensié Q;/Q només pot
ser moderadament ramificada en p quan v,(e) = 0 (Corol.lari 1.4.3).

Notem 7 = v, (k) i expressem k = k'p", a = a'p»@ i b = t/p*»®.

Com a la Proposicié 3.3.1, si 6,7 € Q, sén arrels de X¢ —p i aXF 4+,
respectivament, aleshores 'extensié Q,(0)/Q, és moderadament ramificada i
I'extensio Q,(n)/Q, és no ramificada.

Considerem el polinomi de Q, (6, n)[X] seglient:

g(X) = f(X +n00") = (X +n0")" + a(X + 00" + b= ) X"

0<i<n

Els coeficients ¢; de g(X) sén:

co = ("™ + a(nd")* + b = n"o" 4+ p»® (a'nk + V'),

c; = (noh)k—i (( n ) (779'1)”_’“+a<]?)>,pera1 <i<k,

c; = ( n ) (nd")"~t per a i > k.

]

Cas r = vy(k) > 1.
Donat que v,(d) = v,(k) > 1, tindrem v,(b) = v,(a) (mod p?) i, per forga,

vp(k*(n — k)" Fa") = v, (0" ") (mod p?).



3.3. Primers ramificats 81

Aixi, també en el cas p = 2 haura de ser
0, (6") = 0, (K (n — k)" ~*a”),

Per tant,

vp (0" > wy(a) + 7.

Aquesta desigualtat forca els coeficients ¢; de g(X) a satisfer:

1. per a tot natural j < r, si p/ < i < p/™ aleshores v,(¢;) > v,(a) +r —
j + (k - i)%?

2. per a tot natural j < r, si i = p/ ™! aleshores v,(¢;) = vy(a) +7r—j— 1+
(k)%

P

vp(co) — vp(cpr) > 'Up(cp’“‘l) — vp(Cpr)
pr — pr _ pr—l

3. vy(co) = v,(b) +1 0 bé

)

4. si p" < i < k, aleshores v,(c;) > v,(a) + (k — )2

e’

5. vp(cr) = vp(a),

h

PR

6. si k <1 < n, aleshores v,(c;) > (n — 1)

El poligon de Newton de g(X) només pot ser d'un dels dos tipus segiients:
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En el primer cas (v,(co) = v,(b) + 1), el poligon de Newton N(g(X)) té un

costat de pendent — <% + Z%) En el segon cas, en té un de pendent

() = G )

Pel Corol.lari 1.4.3, p és salvatgement ramificat a (Q,),/Q, i, per tant, també
a Qf/@

Casr=vy(k)=1. (p #2)

Volem veure que p ramifica a Q;/Q; és suficient, doncs, considerar el cas en
el qual tots els costats del poligon de Newton de f(X) tenen pendent entera,
és a dir, vy(a) = 01 k divideix v,(b). Aixi, e = 11 g(X) és el polinomi de
Q,(n)[X):

g(X) = f(X +np") = (X +mp")" +a(X + ") +b= ) aX

0<i<n

Ara tenim que v,(b) = kh i els coeficients ¢; de g(X) satisfan:

1. si 0 < i < p, aleshores v,(¢;) > 1+ h(k — 1),
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2. vp(cp) = h(k = p),
3. si p <i <k, aleshores v,(c;) > h(k — 1),
4. vy(ex) = 0.

Sivy(c1) = 1+ h(k —1), aleshores el poligon N(g(X)) té un costat de pendent
—s, amb s tal que:

1 1
h+-<s<h+——.
P p—1

Si v,(c2) = 1+ h(k —2), aleshores el poligon N(g(X)) té un costat de pendent

—s, amb s tal que:

1 1
h+-<s<h+——.
P p—2

Per a concloure que, en les nostres hipotesis, N(g(X)) sempre té un costat de

pendent no entera i, per tant, p ramifica a Q;/Q, només cal notar que:
1. si h(n — k) # 1, aleshores v,(c;) =1+ h(k — 1),
2. si h(n — k) = 1, aleshores v,(c2) = 1+ h(k —2),

3. si k és parell, aleshores (k' és parell, n és senar i) podem suposar v,(c¢;) =

1+ h(k — 1) canviant, si cal, n per —n.

Observacio 3.3.3. En el cas “excepcional”
p=3, nparell, kn—k)=n—1, v3(n—1) =1,

el resultat anterior realment és fals. Per exemple, p = 3 no ramifica a Q/Q
quan f(X) = X*+ aX?® + 3% € Z[X] amb

l+v3(3+a+b)
2

2§03(4+6L)< — 1.
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3.3.2 Primers no ramificats en extensions trinomials amb

grup de Galois alternat

Observem que, en els apartats (a) de les dues proposicions anteriors, només
hem admes p primer senar. El segiient resultat estableix que, en general, els
analegs per a p = 2 fallen. De fet, els “contraexemples”que obtenim han
estat triats pensant en la demostracié de la caracteritzacié que donarem en el

Teorema 3.3.5.

Proposicié 3.3.4. (i) Sigui f(X) = X" + aX* + b € Z[X] un trinomi
separable amb (n, k) = 1, vo(n) =1 i (=1)"2(1 — kn) # 1 (mod 8). Si
v2(b+1) > 3 i vy(a) > 3, aleshores lextensio Qs /Q és no ramificada en
p=2.

(ii) Sigui f(X) = X" +aX""*+b € Z[X] un trinomi separable amb (n, k) =
1, wo(k) = 1i(=1)"Tn # 1 (mod8). Siwvyla+1)>2iuwbd) =
AMn—k) > 2 per algun A € N, aleshores lextensio Qr/Q és no ramificada
enp=2.

Demostracio. Suposem, primer, que es satisfan les hipotesis de (i). En partic-
ular, n := 2 és senar. Sigui 7 € Q, una arrel de ¢(X) := X™ —1 i considerem

el polinomi de Qq(n)[X] segtient:

MX)=fX+n)=X+n"+aX +n)f+b=> X"

i

Els coeficients ¢; de h(X) satisfan:

1. co = 1+ an® + b i, per hipotesi, vo(cy) > 3

2. ¢1 = nn" !+ akn®1 i, per hipotesi, vy(cy) = 1;

3. ¢y = Mn”—Q + ak(k_l)nk—2 sik>1i Co = n(n2—1)nn

> > ~25i k =1; en tots

dos casos, les hipotesis sobre a i n garanteixen vy(cy) = 0.
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Examinant el poligon de Newton N(h(X)) veiem que h(X) té dues arrels a
Q2(n) (de valoracions positives diferents), que corresponen precisament a les
dues arrels de f(X) congruents a n modul 2. Aixi, f(X) descompon comple-
tament a (Q2)y[X], és a dir, (Q2)f C (Q2)y. Per tant, Uextensi6 (Q2)r/Q2 és
no ramificada. Tal com voliem veure, p = 2 no ramifica a Q;/Q.

k

Assumim, ara, les hipotesis i notacions de (ii). En particular, &' = § és

senar i n = 3,5 (mod 8). El Lema de Hensel proporciona una factoritzacid
f(X) = fi(X).fo(X) aZy[X] amb f1(X) = X*F (mod 2)i fo(X) = (X¥ —1)?
(mod 2).

Les n — k arrels {a;}; de f1(X) sén exactament les arrels de f(X) a Q,

amb valoraci 2-adica A. Notant ' = #b(b), es té que els elements

22
{ & }z
s6n precisament les n — k arrels a Q, de valoraci6 0 del polinomi:

X" (2%
g(X) = Tf (Y

) _ Xn+a(b/)n—k—le+ (b/)n—12)\k¢'

A més, aquestes sén les arrels del factor g1 (X) = X" *—1 (mod 2) de g(X) que
proporciona el Lema de Hensel. Aixi, (Qq)f, = (Q2),, 1 'extensié (Q2)s, /Qs
és no ramificada.

Falta veure, doncs, que (Q2)f,/Q2 també és no ramificada.

Sigui n € Q, una arrel de ¥(X) := X* — 1 i considerem el polinomi de
Q2(n)[X] seglient:

hX)=fX+n)=X+n"+aX +n)"F+b=) X"

Els coeficients ¢; de h(X) satisfan:

1. ¢co =n"" (1 +a) + b1, per hipotesi, va(cy) > 2,

2. c1 = 0" * Y n(1+a) — ak) i, per hipotesi, vo(ci) = 1;
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3. sin —k > 1, aleshores ¢, = n"F2 (n(n;l) + (nfk)(;l*kfl)a» tenint en

compte que vo(k) = 1, obtenim vy(ce) = 0,

4. sin — k = 1, aleshores ¢y = @n"”; com que v9(k) = 1, aquest cas

només és possible quan n =3 (mod 8) i, per tant, ve(cz) = 0.

A Q2(n)[X], h(X) té un factor ho(X) = (X — (1)(X — [2) de grau 2 que
correspon precisament a les dues arrels de fo(X) congruents a 7 modul 2. Si
va(co) > 2, aleshores (Q2(n))n, = Q2(n). Si va(cy) = 2, aleshores %, % sén
exactament les dues arrels de valoraci6 0 del polinomi de Qq(n)[X]

X" 2 2 4
—h (—) = X"? <X2 + X 4 ﬁ) (mod 2).
Co X Co Co

Com que X2+ %X + % és un polinomi separable modul 2, (Q2(n))n,/Q2(n)
és una extensié no ramificada.

En conclusio, ((Q2)y)/(Q2)y és una extensié no ramificada i, per tant,

p = 2 no ramifica a Q;/Q. -

Els resultats obtinguts fins ara ens permeten caracteritzar, per a un conjunt
finit de primers fixat S qualsevol, els naturals n tals que el grup alternat A,, es
realitza com a grup de Galois d’alguna extensié trinomial de Q no ramificada
en S.

Teorema 3.3.5. Siguin k < n dos naturals tals que (n,k) = 1. Per a qual-

sevol conjunt finit de primers S, son equivalents:

(i) Ezisteiz un trinomi f(X) = X" + aX" + b € Z[X] amb cos de de-
scomposicio Qg tal que Uextensio Qp/Q té grup de Galois A, i és no

ramificada en els primers de S.

(ii) Per a cada primer p € S, ezisteiz un trinomi f(X) = X"+ a,X*+0b, €
Z[X] amb discriminant quadrat a Z no nul i cos de descomposicio Qy

tal que lextensid Qr/Q és no ramificada en p.
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(i1i) Per a cada primer p € S, es satisfa alguna de les condicions segiients:
Sin és parell i p és senar, aleshores v,(n) =0 o bé (_71) ! =1.
Sin és parell i p = 2, aleshores (—1)"/?(1 — kn) = 1 (mod 8) o bé
ve(n) = 1.
Sin és senar i p és senar, aleshores vy(k(n —k)) =0 o0 bé (2) = 1.
Sin és senar i p = 2, aleshores (—1)"2 n = 1 (mod 8) o0 bé vo(k(n —

k) = 1.

Demostracio.
(i) = (iii)

Suposem que el trinomi f(X) = X" + aX* + b € Z[X] té grup de Galois
A, sobre Q. Sip € S és un primer que no ramifica a Q/Q, aleshores les

Proposicions 3.3.1 i 3.3.2 garanteixen, en particular:

1. si n és parell i p és un primer senar que divideix n, aleshores v,(a") <

vp(nnbnfk)’
2. si p = 2 divideix n, aleshores vy(a™) < va(R"0" %) — 2 0 bé vy(n) = 1,

3. si n és senar i p és un primer senar que divideix k(n — k), aleshores
0y (B7) < vy (K (n — k) ~Fam),

4. si p = 2 divideix k(n — k), aleshores vo(b" %) < vy(kF(n — k)" "*a™) — 2
o bé ve(k(n —k)) = 1.

De l'expressié per al discriminant d'un trinomi f(X), obtenim que D(f(X))

coincideix, a menys de quadrats a Z, amb un enter N tal que:

1. N =(—1)"? (mod p), si n és parell i p és un primer senar que divideix

n,

2. N = (=1)"2(1 —kn) (mod 8), si n és parell i p = 2 satisfa va(n) > 1,
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3. N= (—1)”77171 (mod p), si n és senar i p és un primer senar que divideix
k(n — k),

4. N=(=1)"7 n (mod 8), si n és senar i p = 2 satisfa vo(k(n — k)) > 1.

Quan imposem que D(f(X)) sigui un quadrat a Z, obtenim precisament les

condicions enunciades a (iii).

(iii) = (ii)
Només cal demostrar (i) quan p = 2 i estem en un dels dos casos segiients:
e n parell, vy(n) =11 (=1)"2(1 — kn) Z 1 (mod 8),

e nsenar, »y(k(n—k)) =11 (=1)"T n#1 (mod 8).

La resta de casos ja s’han obtingut a la Proposicié 3.2.4.

Cas n parell.
Per la Proposicié 3.3.4 (i), és suficient veure que existeix algun trinomi

f(X)=X"+aX"+b e Z[X] amb discriminant quadrat a Z no nul i tal que:
(%) va(b+1) >3 1 vy(a) > 3.

Si r,s sén dos naturals tals que s(n — k) —rn = 11 A,t € Z, aleshores el
discriminant D(f(X)) del trinomi f(X) = X" + nAt" X* + t* és, a menys de
quadrats a Z,

—t+ (n — k)" FEFA™.

Per a qualsevol A € Z tal que vy(A™) > 3, existeix algun enter senar ¢ de man-
era que D(f(X)) és un quadrat a Z no nul. Per for¢ca t = —1 (mod 8) i, com

que s és senar, els coeficients a = nAt" i b = t° de f(X) satisfan la condicié (*).

Cas n senar.
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Podem suposar k parell i vy(k) = 1. Per la Proposicié 3.3.4 (ii), és sufi-
cient veure que existeix algun trinomi f(X) = X" + aX" % + b € Z[X] amb

discriminant quadrat a Z no nul i tal que:
(%) va(a+1)>2 1 ve(b) =A(n—k)>2, amb A e N.

Sir, s sén dos naturals tals que rn—sk = 11 B, t € Z, aleshores el discriminant
del trinomi f(X) = X"+ (n — k)* 1" X% + k(n — k)"~ Bt* és, a menys de
quadrats a Z,

(—1)"2 n"B* + (-1)"7 t.
Per a qualsevol B € Z tal que vy(B*) és (un multiple de n — k) més gran o
igual que 3, podem triar un senar ¢ de manera que D(f(X)) sigui un quadrat
= 1 (mod 8). Tenint

= 1, s’obté que els co-

a Z no nul. En aquest cas, haura de ser (—1)"z ¢
en compte que, per hipotesi, n = 3,5 (mod 8) i vy(k

)
eficients a = (n—k)* 1" ib = k(n—k)" "1 Bt* de f(X) satisfan la condici6 (*).

(ii) = (i).
Per hipotesi, per a cada primer p € S, el trinomi X" + a,X* + b, € Z[X]
té discriminant quadrat a Z. Per la Proposicié 3.2.5, existeixen r,s € N i

a(T) € Q(T) de manera que el trinomi
f(T,X) = X"+ a(T)"X* 4+ a(T)* € Q(T)[X]
satisfa:
o Galgn)(f(T, X)) = Ay,

e per acada p € 9, existeix t, € Q tal que els trinomis X" + a, X" + b, i

f(t,, X) tenen el mateix cos de descomposicié sobre Q.

Pel Teorema d’Irreductibilitat de Hilbert (veure Proposicié 5.2.2), existeix al-

gun t € Q tal que:

o Galg(f(t, X)) = Ay,
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e t1it,son arbitrariament propers p-adicament, per a cada p € S.

D’altra banda, si dos polinomis separables de Q[X] sén prou propers p-adica-
ment, aleshores el Lema de Krasner garanteix que els seus cossos de descom-
posicié sobre Q, coincideixen (veure Proposicié 5.2.1). Podem suposar, doncs,
que els trinomis f(t, X) i X"+ a,X"*+0b, tenen el mateix cos de descomposicié
sobre Q,, per a tot p € S. Aixi, per hipotesi, els primers de S no ramifiquen
en el cos de decomposici6 sobre Q de f (¢, X).

Triant un enter M de manera que f(X) := M"f(t, X/M) tingui coeficients

enters, el trinomi f(X) satisfa totes les condicions desitjades. O

Teorema 3.3.6. Per a un natural n, son equivalents:

(i) Per a qualsevol conjunt finit de primers S, existeiz algun trinomi f(X) =
X"+ aX¥® +b € Z[X] amb cos de descomposicié Q; tal que l'extensid
Qf/Q té grup de Galois A,, i és no ramificada en els primers de S.

(i) n satisfa alguna de les condicions segiients:
n=0,1 (mod 8),

n=2, (mod8) ip=1 (mod4), per a tot primer senar p | n,

n = 3 (mod 8) i existeir algun natural k < n tal que (k,n) = 1,

vo(k(n —k)) =11 () =1, per a tot primer senar p | k(n — k).

Demostracio.  Només cal comprovar que, per a un natural n, la condicié (ii)
equival a l'existencia d’algun k& de manera que la condicié (iii) del Teorema
3.3.5 es satisfa per a tot primer.

Es suficient remarcar que:
1. sin=1 (mod 8), podem agafar k =n — 1,

2. sin =4 (mod 8), aleshores k és senar i (—1)"2(1 — kn) =5 (mod 8),
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3. sin = 6 (mod 8), aleshores existeix algun primer senar p | n tal que
n/2
(5)" -
P

4. sin =5,7 (mod 8) i va(k(n — k)) = 1, aleshores sempre existeix algun

primer senar p | k(n — k) tal que (2) = —1.

Per a veure 3. i 4., es pot raonar com en el Teorema 3.2.7. O

Observacié 3.3.7. FEls casos que apareixen en el Teorema 3.3.6 son practi-
cament els mateizos que els del Teorema 3.2.7. Les uniques diferéncies es
produeizen quan n = 3 (mod 8). Per alguns n =3 (mod 8) podem aconseguir

que p = 2 no ramifiqui pero no que no divideizi D(f(X)).

3.4 Extensions trinomials moderadament ram-

ificades en S

En les caracteritzacions obtingudes a la seccié anterior, demanavem que
determinats primers no ramifiquessin. Ara acceptem que ramifiquin, sempre
que ho fassin moderadament. Apareixeran casos nous corresponents a primers

moderadament ramificats que mai podem aconseguir que no ramifiquin.

Teorema 3.4.1. Siguin k < n dos naturals tals que (n,k) = 1. Per a qual-

sevol conjunt finit de primers S, son equivalents:

(i) FExisteir un trinomi f(X) = X"+ aX* +b € Z[X] amb cos de descom-
posicio Qy tal que lextensio Qf/Q té grup de Galois A, i és moderada-

ment ramificada en els primers de S.
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(ii) Per a cada primer p € S, ezisteir un trinomi f(X) = X"+ a,X*+b, €
Z[X] amb discriminant quadrat a Z no nul i cos de descomposicio Qy

tal que Uextensid Qf/Q és moderadament ramificada en p.

(11i) Per a cada primer p € S, es satisfa alguna de les condicions segiients:

/
Sin és parell i p és senar, aleshores vy(n) <1 o bé <_?1> =1.

Sin és parell i p = 2, aleshores (—1)"?(1 — kn) = 1 (mod 8) o bé

va(n) = 1.
Sin és senar i p és senar, aleshores vy(k(n —k)) <1 0 bé (2) = 1.
Sin és senar i p = 2, aleshores (—1)"T n =1 (mod 8) o bé vs(k(n —

k) = 1.

Demostracio.  El resultat enunciat s’obté amb un raonament analeg al que
hem usat per a demostrar el Teorema 3.3.5 (tenint en compte les Proposicions
3.3.1, 3.3.2 1 3.3.4). Lnic fet que cal justificar és que es pot aconseguir
moderacié també en els casos nous (que no apareixien a 3.3.5). Es a dir, cal

veure que la propietat (ii) es satisfa en els dos casos segiients:

n/2
(a) n parell, p senar tal que v,(n) =11 (%) = -1,

(b) n senar, p senar tal que v,(k(n —k)) =11 (2) = —1.

Cas n parell.
Considerem un trinomi separable f(X) = X" + aX* + b € Z[X] tal que:

(%) vp(b+1)>2 1 vy(a) > 2.

Volem veure que Q;/Q és moderadament ramificada en p.

n

Notem n' := % i considerem el polinomi de Q,(n)[X]:

MX)=f(X+n)=X+n"+a(X +n)r+b= ZciXi,

7



3.4. Ramificacié moderada 93

on n € Q, és una arrel de ¥(X) := X" — 1.

Raonant com a la demostracié de la Proposici6 3.3.4 (alla era p = 2), s’obté
que el poligon de Newton de h(X) consta d'un costat d’amplada 1 i un altre
d’amplada p — 1 i algada 1. Aixi, les p arrels de f(X) congruents a n modul p
pertanyen a un cos extensié de Q,(n) de grau p — 1. Per tant, les extensions
((Qp)y)/(Qp)y 1 (Qp)f/Q, sén moderadament ramificades (i p — 1 divideix
I'index de ramificacié). En conclusié, p és moderadament ramificat a Q;/Q.

Es comprova, com a la demostracié de (iii) = (ii) del Teorema 3.3.5, que
existeix algun trinomi f(X) = X"+aX*+b € Z[X] amb discriminant quadrat

a Z no nul i que satisfa (x).

Cas n senar.

n—1

Suposem v,(k) = 1 i notem k' = %, m = (—1)"z (n — k). Considerem un
trinomi f(X) = X"+ aX" % + b € Z[X] (separable) tal que:

() vp(a—mP) > 2 1 v,(b) =A(n—k)>p, amb A e N.

Veurem que Q;/Q és moderadament ramificada.

Del Lema de Hensel s’obté una factoritzacié f(X) = fi(X).fo(X) a Z,[X]
amb f1(X) = X" (modp) i fo(X) = (X¥ — 1) (mod p). Com a la
Proposici6 3.3.4, s'obté que l'extensié (Q,), /Q, és no ramificada.

Siguin € Q, una arrel de ¢)(X) := X ¥ +m i considerem el segiient polinomi
de @, (n)[X]:

M(X)=FfX+n)=X+n"+aX+n)"*+b= Z e X',

Amb un raonament analeg al de la demostracié de la Proposicié 3.3.4, es
comprova que el poligon de Newton de h(X) consta d'un costat d’amplada 1 i
un altre d’amplada p — 1 i alcada 1 (tenint en compte que v,(k) =1ia= —1
(mod p)). Igual que en el cas parell, aixo és suficient per a concloure que p és

moderadament ramificat a Q;/Q.
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Comprovem, finalment, existéncia d’algun trinomi f(X) = X" +aX" *+b
satisfent la condicié (%) i amb discriminant quadrat a Z no nul.

Considerem dos naturals r, s tals que rm — sk = 1. Donats B,t € Z, el
discriminant de f(X) = X" + mPt" X" % + k(n — k)>"~1B?t* és, a menys de
quadrats a Z,

n—1

(=1)"2 n"(n — k)"CFr=p2k ¢

Es clar que existeixen B, t tals que f(X) té discriminant quadrat no nul a Z i

satisfa (*); només cal observar que sempre podem agafar t = 1 (mod p?). O

Com a conseqiiencia del resultat anterior, obtenim la caracteritzacié que

buscavem en aquesta seccio.
Teorema 3.4.2. Per a un natural n, son equivalents:

(i) Ezisteiz algun trinomi f(X) = X" 4+ aX"* +b € Z[X] amb cos de de-
scomposicio Qg tal que Uextensio Q¢ /Q té grup de Galois A, i és mod-

eradament ramificada.

(1) Sin és parell, aleshores existeix algun natural k < n amb (k,n) =1 de

manera que vy,(n) = 1, per a tot primer p | n tal que (ﬁ) = —1.

Si n és senar, aleshores ezisteix algun natural k < n amb (k,n) = 1

de manera que vy,(k(n — k)) = 1, per a tot primer p | k(n — k) tal que

(1) =1

Es clar que tots els naturals que satisfan alguna de les condicions segilients

superen el criteri establert en el resultat anterior:
e n=0,1 (mod 8); és suficient agafar k = 1.

e n parell, lliure de quadrats.
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A continuaci6 obtindrem que, de fet, aixo també és cert per a tot natural senar
n, com a conseqiiencia directa del resultat segiient. Agraim a Carl Pomerance
haver-nos suggerit que un argument de garbell (“sieve”) hauria de ser suficient

per a demostrar-lo (per a n prou gran).

Proposicié 3.4.3. Tot natural n > 1 es pot expressar com a suma de dos

naturals lliures de quadrats coprimers amb n.

Demostracio. Associat a un natural fixat n > 11 a un primer ¢ qualsevol,
considerem el conjunt R,(n) format per tots els naturals a que satisfan les

condicions segiients:
o 1<a<n—1,
e (a,n)=1,
o y,(a) > 1.

Definim el conjunt R(n) com la reunié dels R,(n), on ¢ recorre tots els nombres

primers. Denotem per r(n) (resp. 7,(n)) el cardinal de R(n) (resp. R,(n)).
El nombre de parells de naturals {k,n — k} coprimers amb n és @, on ¢

denota la funcié indicatriu d’Euler. Cal veure que, per algun d’aquests parells,

ni k ni n — k pertanyen a R(n). Aixi, és suficient provar la desigualtat

r(n) < @

Comencem observant que, si pi,...,ps son els factors primers de n i ¢ és un
primer que no divideix n, aleshores

N e

20 .7
1<i<s 1<i<j<s 4"PiP;

= %_Z<q;;i_1)+ Z ;

20 .
1<i<s 1<i<j<s 4°PiP;

- S 11 (1 - %) port = 2 ge

2
1<i<s v q

LS
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D’aquesta manera, obtenim

1 _
r(n) <D r(n) <o(n) | D — | +277w(Vn),
atn atn 1
on 7(x) denota el nombre de primers < z.

Per tant, és suficient provar la desigualtat

2V 1§ 1
S 2

Es conegut que, per a qualsevol enter m > 2, es té (cf. [Apo80, Thm. 4.6]):

om

m(m) < ()’

D’altra banda, de la igualtat

En resum, si definim
fn) = 2°n 6
= 5(n) Valn(n)’

aleshores la conclusié del resultat enunciat és certa per a tot natural n que

satisfa la desigualtat
1
(%) fln) <0,0477+ Y —

27
1<i<s (pZ)

Observem que

2p; 6
fln) = (H pi— 1) Vnln(n)’
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Per tant, si qq,... ,qs son els s nombres primers més petits, aleshores:

fn) < flpr--- ps) < flar -+ .qs).

2va

Tenint en compte que z_f <1lsiqg>T71ique

£(2.3.5.7.11.13.17.19.23.29) = 0, 0214 < 0, 0477,

concloem que la desigualtat (*) és certa sempre que n té s > 10 divisors primers
diferents.

D’altra banda, si el nombre de factors primers de n és s < 9, aleshores

n__ 2357.11.13.17.19.23
o(n) = ¢(2.3.5.7.11.13.17.19.23)

< 6,113

i, per tant, es té
6

f(n) < 2°.(6, 113).m.
Aix0 permet comprovar que es té f(n) < 0,0477 i, en particular, la desigualtat
(*), per a tot n > 10°.

Quan en argument anterior, a més, tenim en compte (als dos costats de la
desigualtat (*)) quins dels primers 2, 3,5 divideixen n, la conclusié que s’obté
és que tot n > 150000 satisfa la desigualtat (*). De fet, aquesta desigualtat
falla exactament per a 3064 naturals n > 1, el més gran dels quals és n =
120120 = 23.3.5.7.11.13.

Finalment, per a tots els naturals 1 < n < 150000 (o per als 3064 esmen-

tats), es comprova directament la validesa del resultat enunciat. O

Corol.lari 3.4.4. Tot natural senar n > 1 supera el criteri establert en el
Teorema 3.4.2, és a dir, existeiz un trinomi f(X) = X" + aX* +b € Z[X]
amb cos de descomposicio Q¢ tal que Uextensic Qs /Q té grup de Galois A, i

és moderadament ramificada.

Un dels objectius que perseguim, i que resoldrem en el capitol segiient, és

la realitzacié de tot grup alternat A, com a grup de Galois d’alguna extensié
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moderadament ramificada de Q. El Teorema 3.4.2 ens diu que, per a infinits
n, aixod no es pot aconseguir només amb extensions definides per trinomis de
grau n. Per exemple, aquest és el cas sempre que n = 4 (mod 8) donat que,
per a qualsevol senar k, es té (ﬁ) = —1. De fet, els arguments donats per

a demostrar el Teorema 3.4.2 també estableixen el resultat segiient.

Teorema 3.4.5. Sigui f(X) = X" + aX* +b € Q[X] un trinomi de grau
n = 4 (mod 8) amb k senar i discriminant quadrat no nul a Q. Aleshores

Uextensio Q¢ /Q és salvatgement ramificada (en p = 2).

Demostracio. Es suficient raonar com en el Teorema 3.4.2, tenint en compte

les seglients observacions.

e De la hipotesi Galg(f(X)) = A,, I"inic que realment hem usat és que
f(X) no tingui arrels multiples i que el seu discriminant D(f(X)) sigui

un quadrat a Q. No hem usat enlloc, per exemple, el caracter irreductible

de f(X).

e FEn principi, si hem usat fortament la hipotesi (n, k) = 1. Quan només

Nk
wR LR = G

g(X) = X™ +aX™ +b té grau n; =4 (mod 8) i clarament Q, C Q.

suposem k senar i notem n; = aleshores el trinomi

0

Per a un natural n, considerem un trinomi
f(T,X) = X"+ a(T)"X* 4+ a(T)* € Q(T)[X]

com a la Proposicié 3.2.5. Sigui Ly el cos de descomposicié de f(T, X) sobre

Q(T). Recordem que Ly/Q(T) és una extensié Q-regular amb grup de Galois
GalQ(T)<f(Tv X)) = A,

Es pot interpretar que el que hem fet en aquest capitol és buscar “bones” espe-

cialitzacions dels trinomis f(7, X), on el significat del terme “bones”ha anat
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canviant en cada apartat. Des d’aquest punt de vista, el Teorema anterior ens
diu que, quan n = 4 (mod 8), les extensions Lr/Q(T") sén exemples d’exten-
sions regulars de Q(7") amb grup de Galois A,, que no admeten cap especial-

itzacio racional moderadament ramificada.



Capitol 4

Realitzacié de grups alternats
com a grups de Galois sobre

amb condicions de ramificacio

4.1 Introduccid

En aquest capitol veurem que, donat un conjunt finit de primers qualsevol
S, tot grup alternat A, es realitza com a grup de Galois d’alguna extensio
de @ no ramificada en S U {oco}. En particular, veiem que la qiiestié plante-
jada per Birch sobre la possibilitat de realitzar tot grup finit com a grup de
Galois d’alguna extensié moderadament ramificada de @Q admet una resposta
afirmativa per als grups alternats.

Més concretament, el resultat principal estableix que, per a qualsevol n i
qualsevol conjunt finit de primers S, existeix algun polinomi monic f(X) €
Z[X] de grau n amb grup de Galois A,, discriminant no divisible per cap
primer finit de S i amb totes les arrels reals. D’aquesta manera, Q/Q és
una Ap-extensié no ramificada en S U {oo} i, si o és una arrel de f(X) 1 O

denota 'anell d’enters de Q(«), aleshores els primers de .S no divideixen I'index

100
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(O :Z[a)).

Al Capitol 3 ja hem vist com, per a infinits valors de n, aquest objectiu
es pot aconseguir considerant cossos de descomposicié de trinomis de grau n
(excepte la condicié en p = 00). També hem vist que, per a infinits valors de
n, aixd no es pot aconseguir considerant només aquest tipus d’extensions (per

algun S, encara que ignorem la condicié en p = 00).

Les realitzacions buscades de A, sobre QQ s’obtenen, com en el Capitol 3,
per especialitzacié de realitzacions regulars de A,, sobre Q(7"). Un resultat de
Mestre [Mes90] ens proporciona les extensions de Q(7') que usarem en aquest
capitol. Aquestes corresponen (per a n senar) a recobriments de grau n de P!
per P!, definits sobre Q, ramificats en exactament n — 1 punts i tals que la

seva clausura galoisiana té grup de Galois A,,.

A la Seccié 4.2 recordem la construccié de Mestre que, a partir d'un poli-
nomi monic P(X) € Q[X] de grau senar n satisfent certes hipotesis, dona lloc
a una realitzaci6 regular d’A,, sobre Q(7T') definida per un polinomi del tipus
P(X) — TQ(X), per a cert Q(X) € Q[X] de grau menor o igual que n — 1.
Al Capitol 6, on considerarem problemes d’immersié centrals per a grups al-
ternats, recordarem altres resultats de [Mes90]. De fet, el resultat principal de
[Mes90] és que, per a tot n > 4, existeixen realitzacions regulars de A, sobre

Q(T), on A, denota I'inica extensié central no trivial de A, amb nucli Z /2.

Una virtud de la construccié de Mestre és que les hipotesis exigides a P(X)
son poc restrictives. Aquest fet ens permet demostrar ’existeéncia de polinomis
monics P(X) € Z[X] amb totes les arrels reals i discriminant no divisible per
cap primer finit de S per als quals el resultat de Mestre és aplicable. La Seccié

4.3 esta dedicada a la construccié de P(X) amb aquestes propietats.

A la Seccié 4.4 obtenim les extensions buscades de Q per especialitzacid

de P(X) — TQ(X), en principi, només per a n senar. Podrem raonar com
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a [Mes90] per a deduir el cas n parell del cas n senar, gracies al fet que els
polinomis P(X) construits a la Seccié 4.3 sempre tenen una arrel racional
(n >5).

Acabem el capitol observant que els arguments donats també permeten
resoldre, per a tot A,,, el Problema 2.1 plantejat a la Introduccié de la memoria.
Concretament, obtenim I'existéncia de realitzacions de A,, com a grup de Galois
d’alguna extensié de Q en la qual tots els primers d’un conjunt finit prefixat

qualsevol descomponen completament.

4.2 Les realitzacions de Mestre de grups alter-

nats sobre Q(7)

Considerem indeterminades T4, ... ,T,.

Donat un polinomi A en diverses indeterminades, sovint usarem la notacié
Dx(A) per a remarcar que considerem el discriminant respecte la indetermi-

nada X. Analogament, Resx(-,-) denotara la resultant respecte X.

Proposicié 4.2.1. [Mes90, Prop. 1, Prop.2]

Sigui n > 3 un natural senar i K un cos de caracteristica 0. Aleshores, ex-
isteiz un polinomi H = H(Ty,...,T,) € Z[Ty,...,T,] de manera que, per
a tot polinomi P(X) = X" + ey X" ' + -+ + a, € K[X] de grau n tal que
H(ay,...,a,) # 0, existeiz un polinomi Q(X) € K[X] de grau menor o igual

que n — 1 amb les propietats segiients:

(a) Dx(P(X)—TQ(X)) = D(P(X))(S(T))? per a cert polinomi S(T) €
K[T| de graun — 1.
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(b) El grup de Galois de P(X) — TQ(X) sobre K(T) és

Galg ) (P(X) = TQ(X)) = A,.

En particular, si el discriminant D(P(X)) és un quadrat a K (resp. wun
no quadrat a K ), aleshores el cos de descomposicic sobre K(T') del polinomi
P(X)—TQ(X) defineiz una extensid K -reqular (resp. no K-reqular) de K(T)
amb grup de Galois A,, (resp. Sp).

Amb les hipotesis i notacions d’aquest resultat, es diu que un polinomi
monic X" +a; X" ' +---+a, € K[X] és H-general quan H(ai,... ,a,) # 0.
Observem que el discriminant d’un polinomi H-general P(X) és necessariament
no nul.

A [Mes90, Prop. 4] s’obté, per al polinomi X™ — X de grau senar n > 3, la
igualtat:

H(0,...,0,—1,0) = (=1)"z 2" 1p" =V (p — 1)20= Dy — 2)(n=2n= D41,

En particular, si P(X) = X" +a; X" '+ --+a, € Z[X] és un polinomi monic
de grau n tal que P(X) = X" — X (mod [) per algun primer [ que no divideix
n(n — 1)(n — 2), aleshores [ no divideix H(ay,... ,a,) € Z i, per tant, P(X)
és H-general. D’aqui s’obté el segiient resultat que, essencialment, és el que

usarem en aquest capitol.

Corol.lari 4.2.2. Sigui P(X) € Z[X] un polinomi monic de grau senarn > 3

tal que:
(i) P(X) té discriminant quadrat a Z,
(1)) P(X)=X"—X (mod ), amb l primer no dividint n(n — 1)(n — 2).

Aleshores, ezisteiz un polinomi Q(X) € Z[X] de grau més petit o igual que
n —1 tal que el cos de descomposicid de P(X)—TQ(X) defineix una extensio
Q-reqular de Q(T) amb grup de Galois isomorf a A,,.
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4.3 Construccié del polinomi P(X)

En tota aquesta seccié suposarem fixat un conjunt finit de primers (finits)
racionals S qualsevol.

L’objectiu és construir, per a cada natural senar n, un polinomi monic
P(X) € Z[X] de grau n amb bones propietats locals en un nombre finit de
primers (en particular, els de S’ U {oo0}), discriminant quadrat a Z i amb una
arrel racional (quan n > 5). Per an > 7, P(X) sera del tipus Xg(X)h(X); en

els dos lemes segiients construim els polinomis g(X) i hA(X).

Lema 4.3.1. Sigui n > 7 un natural senar i sigui | ¢ S un primer tal que
[ =1 (mod n—1). Aleshores, existeix algun polinomi monic h(X) € Z[X] de

grau n — 3 satisfent les condicions segiients:
(i) WX) divideiz X" ' —1 a F[X],
(1) h(X) és irreductible a F,[X], per a tot pe S, p # 2,

(11i) h(X) no té factors irreductibles de grau més petit que 3 a Fo[X] i té
discriminant D(h(X)) =5 (mod 8),

(iv) totes les arrels de h(X) son reals.

Demostracio. Pel Teorema Xines del residu, l'existencia de h(X) € Z[X] sat-
isfent les condicions (i), (ii), (iii) alhora equival a l'existéncia de tres polinomis
satisfent-les per separat. Com que X" ! — 1 descompon a F;[X] en producte
de factors de grau 1, la condici6 (i) no suposa cap problema. Clarament, la
condicié (ii) tampoc. A continuacié explicitem polinomis satisfent la condicié
(ii).

De l'expressié per al discriminant d’un trinomi s’obté, per a m > 4 parell

i kK < m senar tal que m # 2k,

DX™+ X*4+1)=(-1)"?(1 —km) (mod 8).
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D’altra banda, X™ + X* 4 1 no té arrels a [F, i, per tant, X2 + X + 1 és el
seu unic possible factor irreductible a Fy[X] de grau més petit que 3. Prenem

m=mn—3.
1. Sim=2,4 (mod 8), h(X) = X"+ X? + 1 satisfa (iii).

2. Sim =6 (mod 8), els polinomis X™ + X + 11 X™ + X° 4+ 1 no tenen
factors comuns a Fy[X], donat que la seva diferéncia és X (X + 1)%; com

a minim un d’ells satisfa (iii).

3. Sim =0 (mod 8) im —6>9, els polinomis hy(X) = X" 6+ X +1,
ho(X) = XM 04+ X411 h3(X) = X™ %+ X+1 s6n dos a dos coprimers
a Fo[X], donat que les seves diferencies només tenen factors X i X + 1.
Com a minim un dels polinomis (X% + X +1)h;(X), 7 € {1, 2, 3}, satisfa
(iii). Notem que, en els casos m = 16,24, un d’aquests tres polinomis
no té discriminant = 5 (mod 8) (per ser m — 6 = 2k); en aquests casos,
pero, un dels dos polinomis restants satisfa (iii).
Sim=38, h(X)=X%+X*+ X+ X +1 satisfa (iii).

Hem vist, doncs, I'existencia d’algun polinomi ho(X) satisfent les condicions

(i), (i) 1 (iii).
Per a obtenir la condicié (iv), considerem el polinomi
Mar(X) 1= hoo(X) (o (X) — (X)),
on hs(X) és qualsevol polinomi separable i monic de Z[X]| de grau n — 3
i amb totes les arrels reals. Quan M € Z és prou gran, totes les arrels de
ha(X) també hauran de ser reals, donat que les arrels d’un polinomi depenen
continuament dels seus coeficients (cf. [Nar90, Lemma 2.1]). Aixi, prenent
M =1 (mod 81 [[,cqp) prou gran, el polinomi
h(X) = M”‘?’hM({) € Z[X]
M

satisfa totes les condicions desitjades, donat que totes les seves arrels son reals,
h(X) = ho(X) (mod 8) i h(X) = ho(X) (mod p) per atot pe SU{l}. O
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Lema 4.3.2. Sigui n > 7 un natural senar i sigui | ¢ S un primer tal que
I =1 (modn—1). Sigui h(X) € Z[X] un polinomi com en el Lema 4.3.1.
Aleshores, existeix algun polinomi monic g(X) a Z[X] de grau 2 satisfent les

condicions seguients:

(i) g(X)h(X)= X" —1 (mod I},

(i) g(X) és irreductible a F,[X], per a tot p € S U{2},
(111) g(X)h(X) té discriminant quadrat a 7.

Demostracié. Com que, per hipotesi, h(X) divideix X! —1 a IF;[X], existeix
algun polinomi
9o(X) = X%+ agX + by € Z[X]
satisfent la condicié (i). Es clar que podem suposar que go(X) també satisfa
(i), per ser [ ¢ SU{2}.
Els coeficients ag, by del polinomi go(X) hauran de ser enters senars (per
(ii)) i, per tant, el discriminant de go(X) és D(go(X)) = 5 (mod 8). De la

condicié (iii) del Lema 4.3.1 obtenim
D(go(X)) = D(h(X)) (mod 8).

D’altra banda, com que el polinomi X"~ ! — 1 té n — 1 arrels diferents a I,

el seu discriminant és un residu quadratic modul [. Per la condicié (i) sobre

(Pl _ (DO

Tenint en compte que, per a tot p € S senar, go(X) i h(X) sén polinomis

go(X), tenim

irreductibles a F,[X] de grau parell, s’obté
(Ploin) _ (2OCODY _,
p b
En resum, per a tot p € S U {l} senar, es té

(292 (252

p
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D’aquesta manera, haura de ser

D(go(X)) = ¢*D(h(X)) (mod 81 ).

peES

per algun primer ¢ ¢ S U {2,1}. Per tant, ¢?D(h(X)) = ag? — 4b, per algun
enter b = by (mod 21 [[,c4p)-
El polinomi g(X) = X? + aoX + b € Z[X] satisfa les condicions (i), (ii) i
(iii), donat que
D(g(X)(X)) = (a D(H(X))Rlg, h))?

i, per a tot p € SU{2,1},

U

Proposicié 4.3.3. Siguin > 3 un natural senar i siguil ¢ SU{n} un primer
tal que | =1 (mod n — 1). Aleshores, existeiz algun polinomi monic P(X) €

Z[X] de grau n satisfent les condicions segiients:
(i) P(X) té discriminant quadrat a Z i satisfa P(X) = X" — X (mod 1),
(i1) el discriminant de P(X) no és divisible per cap primer de S,

(111) totes les arrels de P(X) son reals,

(iv) quann > 5, P(X) té alguna arrel racional.

Demostracio. Sin > 71 h(X), g(X) sén polinomis obtinguts dels Lemes 4.3.1
i 4.3.2, el polinomi P(X) = Xh(X)g(X) satisfa les condicions enunciades,

donat que:
e P(X)=X"— X (mod ), per (i) del Lema 4.3.2,

e D(P(X)) és un quadrat a Z, per (iii) del Lema 4.3.2,
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e D(P(X)) no és divisible per cap p € S, donat que P(X) no té factors
multiples modul p, per (ii), (iii) del Lema 4.3.1 i per (ii) del Lema 4.3.2,

e les arrels de P(X) sén totes reals, per (iv) del Lema 4.3.1 i per ser
D(g(X)) > 0 (donat que D(g(X)h(X)), D(h(X)) > 0).

Només falta considerar, doncs, els casos n = 3, 5.
Casn =5
Recordem que D(X? + AX + AB) = A?(—27B? — 4A).
Triem un polinomi go(X) = X? + agX + agby in Z[X] tal que:
X3 —X+1 (mod6
90(X) = { X3 - X (moép), plratotpe SU{l}, p#2,3
Notem que D(go(X)) =1 (mod 8) i, per a tot primer senar p € S'U{3,1},

es té <D(QOT(X))> = 1. Aixi, del Teorema de Dirichlet dels primers en progressié

aritmetica, s’obté que existeix algun primer ¢ ¢ S U {2, 3,1} tal que

> = —27by* — 4ay  (mod 8)

i, per a tot p € SU{3,1},
¢* = —27hy* — 4ay (mod p).
Per tant, per algun enter a = ag (mod p), per a tot p € SU{2,3,1}, es té
¢? = —27by* — 4a.

El polinomi ¢g(X) := X3 + aX + aby té discriminant D(g(X)) = (qa)?, que
és un quadrat a Z, i totes les seves arrels son reals. A més, g(X) = go(X)
(mod p) per a tot p € SU{2,3,1}.
Com que [ =1 (mod 4), —1 és un quadrat modul [ i, per tant, existeixen
enters ¢, d € Z tals que:
X(X+1) (mod 6)
(X =) (X—=d)=<{ X?+1 (mod]I)
(X —2)(X 4+2) (mod p), peratotpe S, p#2,3
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El polinomi P(X) = (X —¢)(X — d)g(X) satisfa les condicions enunciades.

Casn =3
En aquest cas, no considerem la condicié (iv). Amb les notacions del cas
n =5, el polinomi P(X) = ¢g(X) satisfa les condicions (i), (ii) 1 (iii). O

4.4 Polinomis totalment reals amb discrimi-
nant no divisible pels primers de S i grup

de Galois alternat

Ara ja podem demostrar el resultat principal d’aquest capitol.

Teorema 4.4.1. Sigui n un natural i sigui S un conjunt finit de primers
racionals qualsevol. Aleshores, existeizen infinits polinomis monics a Z[X]
de grau n amb grup de Galois A, sobre Q, discriminant no divisible per cap
primer de S i amb totes les arrels reals. A més, com a cossos de descomposicio
d’aquests polinomis s’obtenen infinites extensions de Q, linealment disjuntes

dos a dos, amb grup de Galois A, i no ramificades en els primers de SU{occ}.

Demostracio. Sense perdua de generalitat podem suposar 2 € S.

Demostrarem 1'existéncia d'un polinomi f(T, X) a Q(T)[X] tal que:
(i) f(T,X) és un polinomi monic de grau n en X,
(ii) f(T,X) defineix una extensi6 regular de Q(7") amb grup de Galois A,

(iii) per algun ty € Q, f(to, X) és un polinomi ben definit de Z[X] amb totes

les arrels reals i amb discriminant no divisible per cap primer p € S.
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D’aqui s’obté el Teorema 4.4.1 de la forma segiient.

Considerem el conjunt
H={teQtal que f(t,X) € QX]1iGalg(f(t,X)) = A,}.

Per la condicié (iii), si t; € H és prou proper a ty en R x Hpe ¢ Qp, aleshores
el polinomi f(¢;,X) € Q[X] té totes les arrels reals 1 v,(D(f(t1,X))) = 0,
per a tot p € S. Per a M € Z convenient, M™ f(t1, %) és un polinomi de
Z[X], amb discriminant no divisible per cap primer de S i amb totes les arrels
reals. Evidentment, el seu cos de descomposicié sobre Q coincideix amb el de
f(t1, X).

La condici6 (ii) i el Teorema d’Irreductibilitat de Hilbert (veure Proposici6
1.3.5) garanteixen 'existéncia d’infinits t € H, tan propers a t, com volguem,
de manera que els cossos de descomposicié sobre Q dels polinomis f(t, X) de-

fineixen infinites extensions de Q, linealment disjuntes dos a dos.

Es suficient veure, doncs, l'existéncia d’un polinomi f(T, X) de Q(T)[X]
satisfent les condicions (i), (ii) i (iii). Per a cada natural senar n > 3, triem

un nombre primer [ ¢ SU{n} tal que [ =1 (mod n —1).

Cas n > 3 senar

Considerem un polinomi P(X) € Z[X] de grau n com a la Proposicié 4.3.3.
En particular, P(X) satisfa les hipotesis del Corol.lari 4.2.2 i, per tant, exis-
teix un polinomi Q(X) € Z[X]| de grau més petit o igual que n — 1 tal que
F(T,X) = P(X)—TQ(X) defineix una extensi6 regular de Q(7") amb grup de
Galois A,,. Aixi, F(T,X) és un polinomi de Q(7)[X] satisfent les condicions
(i), (ii) i (ili) (amb to = 0).

Cas n > 4 parell

El raonament anterior aplicat al natural senar n + 1 ens proporciona poli-
nomis P(X), Q(X) de Z[X] tals que F(T, X) = P(X) — TQ(X) defineix una
extensié Q-regular de Q(7") amb grup de Galois A,,4.
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Si U € Q(T) és una arrel de F(T,X) € Q(7)[X] com a polinomi en X,
aleshores T' = %. Per tant, Q(T,U) = Q(U) és el cos fix per algun subgrup

A, C A,q1, en el cos de descomposicié de F(T,X) sobre Q(T'). D’aquesta

manera, el cos de descomposicié sobre Q(U) del polinomi

PU) pPU)
oo (@ X) PO - E800x)
’ X-U X-U

defineix una extensié Q-regular de Q(U) amb grup de Galois A,,.

Com que P(X) és un polinomi de grau n+ 1 > 5 obtingut de la Proposici6
4.3.3, (X — up) divideix P(X), per algun uy € Z. Concretament, ug = 0 si
n+1>71iuy=csin+1=75 (amb les notacions de la Proposici6 4.3.3).
Com que els polinomis P(X) i Q(X) sén coprimers (a Q[X]), haura de ser
P(ug) =0, Q(up) # 0 i, per tant, G(ug, X) = )I;(f)iz).

En conclusié, el polinomi G(T, X) de Q(T)[X] satisfia les condicions (i),
(i) 1 (iii) (amb tp = up). O

Corol.lari 4.4.2. Per a tot natural n > 3 existeixen infinites extensions de
Q, linealment disjuntes dos a dos, amb grup de Galois isomorf a A, i moder-

adament ramificades.

La construccié del polinomi P(X) de la seccié 4.3 ha estat essencial, en la
conclusié del Teorema 4.4.1, per a realitzar A, com a grup de Galois d’alguna
extensié K/Q que s’obté com a cos de descomposicié d'un polinomi monic
de Z[X] amb discriminant no divisible per cap primer de S. El Corol.lari
anterior, pero, només fa referencia al comportament dels primers de S U {oo}
en 'extensié K/Q. També es pot obtenir com a conseqiiéncia, per exemple,

del resultat segiient.

Teorema 4.4.3. Sigui n un natural i sigur S un conjunt finit de primers
racionals qualsevol. Aleshores, existeizen infinites A, -extensions de Q en les

quals tots els primers de S U {oo} descomponen completament.
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Demostracio. Es suficient raonar com a la demostracié del Teorema 4.4.1,

tenint en compte que:

(a) Per a qualsevol senar n, sempre existeixen zi,...,x, € Q tals que el
polinomi P(X) = [[,(X —x;) és H-general. Aixo és evident si pensem en
H(Ty,...,T,) com a polinomi (no nul) en les arrels del polinomi geneéric
de grau n, X" + Th X" ! + ... + T,. Alternativament, es pot usar el
Corol.lari 4.2.2 (cf. [Mes90, Rem. 1]).

(b) Per la Proposici6 5.2.2, si P(X) és com a (a) i t € Q és prou proper
a 0en R X [[csQp, aleshores els primers de S U {oo} descomponen

completament en el cos de descomposicié sobre Q de P(X) — tQ(X).

A la Secci6 6.3 obtindrem una generalitzacié d’aquest resultat.

Observacié 4.4.4. Convé esmentar que els casos n = 3, 4, 5 admeten un
argument especific. Precisament Az, Ay 1 A5 son els unics grups alternats per
als quals es coneix una resposta afirmativa al Problema de Noether. Es a dir, si
X1q,...,X, denoten indeterminades, aquests son els unics casos per als quals
és conegut que el cos fix Q(X1, ..., X,)" definieir una extensio transcendent
pura de Q. Aixo implica, per a aquests grups, l’existencia de polinomis generics
sobre Q (veure Seccid 5.2). Aixi, per a n = 3,4,5, el Teorema anterior no
€s res més que un cas particular dun resultat de tipus Grunwald-Wang que
Saltman [Sal82] dedueix de U'ezisténcia de polinomis generics (veure Teorema
5.2.9).
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Capitol 5

Especialitzacié i ramificacio

moderada

5.1 Introduccio

En aquest capitol ens interessem per la possibilitat d’obtenir, per especia-
litzaci6 d’alguna realitzacié d’un grup finit G' com a grup de Galois sobre Q(7T'),
realitzacions de G com a grup de Galois d’extensions de Q no ramificades
en els primers d'un conjunt finit prefixat S. A diferéncia dels dos capitols
anteriors, no ens preocuparem de que aquestes extensions es puguin obtenir
com a cossos de descomposicié de polinomis monics de Z[X| amb discriminant
no divisible per cap primer de S. Com en gran part de la memoria, ens
interessara especialment I’obtencié d’extensions moderadament ramificades de
Q amb grup de Galois prefixat.

Per a certs grups finits, I’anomenat metode de la rigidesa proporciona re-
alitzacions galoisianes regulars sobre Q(7") (cf. [MM99]). Birch suggereix que,
en general, les especialitzacions d’aquestes extensions seran salvatgement ram-
ificades (cf. [Bir94, pag. 35]). Un dels objectius d’aquest capitol és considerar

aquesta qiiestio per alguns exemples concrets. La conclusio és que, en els ex-

114



5.2. Condicions de ramificacio 115

emples tractats, la no existencia d’especialitzacions moderadament ramificades
no sembla provenir del fet que les realitzacions considerades s’hagin construit

pel metode de la rigidesa.

Comencem la Seccié 5.2 observant que, donada una realitzacié galoisiana
d'un grup finit G sobre Q(71,...,T,), lexisténcia d’alguna especialitzacié
racional de (77, ... ,T;) amb condicions de ramificacié prefixades en els primers
d’'un conjunt finit S és essencialment suficient per a garantir l’existencia d’al-
tres especialitzacions amb el mateix comportament en S i amb grup de Galois
GG. Aquest fet ens permet demostrar que, si per a prous cossos de nombres
K existeix un polinomi irreductible a Q(71, . .. , Ty)[X] que parametritza totes
les G-extensions de K, aleshores G es realitza com a grup de Galois d’infinites
extensions de Q en les quals els primers d'un conjunt finit prefixat qualsevol
descomponen completament. En particular, els grups que satisfan la hipotesi
anterior sempre es realitzen com a grups de Galois d’extensions moderadament
ramificades de Q. Quan existeix un polinomi generic per a G-extensions sobre
Q, aquest fet és un cas particular d’un resultat de tipus Grunwald-Wang es-
tablert per Saltman [Sal82].

A la Secci6 5.3 utilitzem la teoria dels poligons de Newton per a estu-
diar I'existencia de “bones”especialitzacions d’alguns exemples d’extensions
de Q(T'), obtingudes pel metode de la rigidesa. En primer lloc considerem
realitzacions regulars conegudes sobre Q(7") dels dos grups esporadics simples
més petits: els grups de Mathieu M, i Mi5. La realitzacié de M, correspon
a (la clausura galoisiana d’) un recobriment de grau 12 de P! per P!, definit
sobre Q. La realitzacié d’Mi; s’obté de 'anterior, amb un raonament analeg al
fet a la seccié 4.4 per a A, i A,,11 en el cas n parell. En tots dos casos obtenim,
per a qualsevol conjunt finit de primers S, 'existencia d’especialitzacions no
ramificades en S\{5} i moderadament ramificades en p = 5. En particular,

M1 i M5 admeten realitzacions moderadament ramificades sobre Q. El prob-
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lema 3 plantejat a la Introduccié de la memoria admet, doncs, una resposta
afirmativa per a aquests grups.

També considerem una realitzaci6 regular coneguda del grup Aut(Mas) so-
bre Q(7') i veiem que admet especialitzacions moderadament ramificades sobre
Q amb grup de Galois Aut(Mss). Del fet que es tracti d’'una extensié de Q(7)
ramificada en només tres primers de grau 1, se’'n dedueix una realitzacio reg-
ular de My, (subgrup d’index 2 de Aut(Mass)) sobre Q(T'), que provem que
no admet cap especialitzacié moderadament ramificada sobre Q amb grup de
Galois My, Tal com observem a la Seccid 5.3.3, aquesta situacié és paral.lela
al fet que, per an =4 (mod 8), existeixen extensions trinomials de Q moder-

adament ramificades amb grup de Galois S, i, en canvi, no n’hi ha amb grup

de Galois A,, (Capitol 3).

5.2 Especialitzacions amb condicions de ram-

ificacié prefixades

Per a cada primer p suposem fixada @Q,, una clausura algebraica de Q,.

Una conseqiiencia tipica del Lema de Krasner és que dos polinomis ir-
reductibles a Q,[X] del mateix grau tenen el mateix cos de descomposici6
sobre Q,, sempre que siguin prou propers p-adicament. D’altra banda, com
més propers sén dos polinomis separables (discriminant no nul) de Q,[X] del
mateix grau, més properes son les seves descomposicions en producte d’irre-
ductibles. Aixi s’obté (cf., per exemple, [NSW00, Lemma 12.1.1] o [Sal82,
Lemma 5.5 |):

Proposicié 5.2.1. Sigui f(X) € Q,[X] un polinomi amb discriminant no nul.

Suposem que g(X) € Q,[X] és un polinomi del mateix grau que f(X) i tal que,
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per algun natural s, es té:

9(X) = f(X)  (mod p°).

Si s és prou gran, aleshores els cossos de descomposicio de g(X) i f(X) sobre
Q, coincideizen. De fet, si {a;} son les arrels de f(X), aleshores les arrels

{06:} de g(X) es poden ordenar de manera que Q,(cw;) = Q,(5;), per a tot i.

Del Teorema d’Irreductibilitat de Hilbert (Proposicions 1.3.3 i 1.3.5) i del
resultat anterior, I'analeg real del qual és clar (cf., per exemple, [Nar90, Lemma
2.1]), obtenim:

Proposicié 5.2.2. Sigui f(T1,...,Ty, X) € Q(T)[X] un polinomi monic ir-
reductible en X, onTh, ... Ty son indeterminades. Sigui S un conjunt finit de
primers qualsevol i, per a cada p € S (resp. p = 00), suposem donat t, € de
(resp. too € R?) tal que f,(X) := f(tp, X) és un polinomi ben definit a Q,[X]
(resp. a R[X]). Si el discriminant de f,(X) és no nul, per a tot p € SU{o0},

aleshores:

(i) Ezisteizen infinits t € Q? tals que f(X) := f(t,X) és un polinomi ben
definit a Q[X| que satisfa:

o Galg(f(X)) = Galgy,.. 7 (f(Th, ..., T4, X)),

hd (@P>f = (@P)fpi per a tOtp € S;

En particular, Uexstensid Qs /Q és no ramificada en S U {oo} (respecti-

vament, moderadament ramificada) si ho son les extensions (R)s /R i
(Qp)y,/Qp, per a totp € S.

(i1) Si, a més, el cos de descomposicio de f(11,...,Ty, X) defineix una ex-
tensié Q-reqular de Q(T1, ... ,Ty), aleshores existeizen infinits t € Q4

com a (i) definint infinites extensions de Q linealment disjuntes.
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Observacié 5.2.3. Aquesta Proposicio s’aplica, en particular, quan t, =ty €
Q?, per a tot p € SU{oo}. En aquest cas, el resultat estableiz que tot compor-
tament local dels primers de SU{oo} en alguna especialitzacié to € Q¢ tal que
D(f(to, X)) # 0, també es dona en alguna especialitzacic amb grup de Galois
Galg(f(to, X)) = Galgr)(f(T,X)).

El resultat anterior jugara un paper clau a ’hora d’obtenir realitzacions
sobre Q de certs grups finits amb condicions de ramificacié prefixades en un

nombre finit de primers.

5.2.1 Polinomis parametrics i polinomis generics

Les segiients definicions es troben, per exemple, a [Led00a] (veure també
[JLY02]).

Definicié 5.2.4. Siguin K un cos © G un grup finit. Direm que un poli-
nomi monic P(Ty,... T4, X) € K(Th, ... ,Ty)[X] és paramétric per a G-

extensions sobre K quan satisfa les dues condicions segiients:
(i) Galgey, . zy(P(Ty, ... Ty, X)) =G,

(i1) tota G-extensid de K es pot obtenir com a cos de descomposicid sobre
K de P(a, X) per algun a € K1.

Definicié 5.2.5. Direm que un polinomi P(Ty, ... Ty, X) € K(Ty,... ,Ty)[X]
¢s generic per a G-extensions sobre K si és paramétric per a G-extensions

sobre qualsevol cos que conté K.

L’existencia d'un polinomi generic per a G-extensions sobre QQ és una
hipotesi forca restrictiva. Per a un grup abelia finit G, equival a que G no

tingui cap element d’ordre 8 (cf. [Sal82]).
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Aquesta condicié és certa, per exemple, sempre que es té una resposta

afirmativa al problema de Noether per a G C S,; és a dir, quan el cos

QX ...

, X,,)¢ és racional sobre Q (cf. [Kuy64, Thm. 1 ]).

També es coneix 'existencia de polinomis generics sobre Q per a alguns
grups diedrals (cf. [Sal82] i [Bla99al).

Observacié 5.2.6.

1. Quan K és un cos infinit, les condicions segiients son equivalents (cf.
[DeM83] i [Led00b]):

(d)

Existeix un polinomi generic per a G-extensions sobre K.

Ezisteix una G-extensid genérica sobre K (per a la definicio, veure

[Sal82]).

FEzisteiz un polinomi irreductible a K (T4, ... ,Ty)[X] que és genéric

per a G-extensions sobre K.

FEzisteiz un polinomi P(Ty,... ,Ty, X) G-descent-genéric sobre
K; és a dir, si H C G és un subgrup qualsevol 1 L és un cos que
conté K, aleshores tota H-extensio de L s’obté per especialitzacio
de P(T,... , Ty, X) en algun a € L4,

De fet, a [Kem01] es prova que tot polinomi genéric per a G-extensions

sobre un cos infinit K és G-descent-generic sobre K.

2. El cos de descomposicié d’un polinomi P(Ty,... T4, X), genéric sobre

K, sempre defineix una extensid K-reqular de K(Ty,...,Ty). Aizo és

clar quan K és infinit donat que la propietat descent-generic garanteix

Vezisténcia d’algun t € K@ tal que P(t, X) té totes les arrels a K.
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Teorema 5.2.7. Siguin > 5 un natural, G un subgrup del grup alternat A,, i
S un conjunt finit de primers racionals qualsevol. Suposem que G es realitza
com a grup de Galois d’alguna extensio de Q. Suposem també que, per a
cada cos de nombres L de grau [L : Q] = (A, : G), existeiz un polinomi
irreductible f(Th,... T4, X) € Q(T1,... ,Tq)[X] que és paramétric per a G-
extensions sobre L. Aleshores, G es realitza com a grup de Galois d’infinites
extensions de Q linealment disjuntes en les quals els primers de S U {oo}
descomponen completament. En particular, G es realitza com a grup de Galois

d’infinites extensions moderadament ramificades de Q.

Demostracio. Pel Teorema 4.4.3, existeix alguna extensié de Galois K/Q tal

que:
o Gal(K/Q)=A,,
e cls primers de S U {oo} descomponen completament a K/Q.

A partir d’ara, suposem {1} ¢ G & A,. Per hipotesi, existeix un polinomi
f(Th,...,Tq, X) € Q(T1,...,Ty)[X] que és parametric per a G-extensions
sobre el cos fix K¢. L’extensié K/KY té grup de Galois

Gal(K/K%) =@

i, per tant, existeix algun oy € (K%)? tal que K és el cos de descomposicié de
f(ap, X) sobre K¢,

També per hipotesi, existeix alguna extensié M/Q amb grup de Galois G.
Com que el grup A, és simple (n > 5), 'extensié K/Q no admet subextensions
galoisianes no trivials i, en particular, les extensions K/Q i M /Q sén linealment
disjuntes. Aixi, les extensions MKY/K% i K/K® sén linealment disjuntes i
totes dues tenen grup de Galois isomorf a G. Tenint en compte que el polinomi
f(Ty, ..., Ty, X) és parametric per a G-extensions de K, obtenim que el cos de
descomposicié sobre K¢(Ty, ... ,Ty) de f(Ty, ..., Ty, X) defineix una extensié
KC%regular de K9(Ty,... ,Ty). En particular,

QT ..., T ¢y, myx) N K C K.
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Tornant a usar el fet que A,, és un grup simple, ara és clar que es té:

Q(Tla cee 7Td)f(T1,...,Td,X) NK = @ = Q(T17 cee 7Td)f(T1,...,Td,X) N KG-

Per tant, es tenen isomorfismes
GalKG(Tl,...,Td)<f(T17 cee aTdv X)) =G = GalQ(T1,...,Td) (f(Th e 7Tda X))

Per forca, I'extensié Q(T7, ... ,Tq) f(ry,... 1, x)/Q(T1, - .. , Ty) és Q-regular. Ob-
servem també que f(ag, X) és un polinomi irreductible a K“[X], donat que
Galge(f(ao, X)) = G i, per hipotesi, f(Ti,...,Ty, X) és un polinomi irre-
ductible a Q(71,...,Ty)[X]. En particular, D(f(ag, X)) # 0.

Sigui p € S. Per eleccié de K, p descompon completament a K/Q i, en
particular, a K¢/Q. Aixi, si p és un primer de (I'anell d’enters de) K¢ que

divideix p, aleshores podem pensar
ap € (KT C ((K9,)" = (@)

i, per forca, (Qp)(ao,x) = Qp. D’aquesta manera, si ¢y € Q7 satisfa to = oy
(mod p™) amb m prou gran, aleshores (Q,) ¢, x) = Q, (Proposici6 5.2.1).

D’altra banda, si t, € Q¢ és prou proper a ag € (K%)? C R? respecte la
topologia real, aleshores f(to, X) tindra totes les arrels reals i diferents (les de
f (o, X) ho sén, donat que K C R i D(f(ap,x)) # 0).

En resum, existeix algun ¢, € Q% tal que D(f(to, X)) # 0 i el cos de
descomposicié de f(t, X ) sobre QQ és un cos totalment real en el qual descom-
ponen completament tots els primers de S. L’apartat (i) de la Proposicié 5.2.2
(i ’Observacié 5.2.3) ens permet concloure que existeix algun ¢; € Q¢ amb

aquestes mateixes propietats i que, a més, satisfa
Galg(f(t1, X)) = G.

Es clar que, aplicant successivament ’argument anterior a diferents conjunts
S ben triats, s’obté la infinitud enunciada. Per la Proposicié 5.2.2 (ii), aixo
també s’obté del fet que el cos de descomposicié de f(T1,...,Ty, X) defineix
una extensié Q-regular de Q(77, ..., Ty). O
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Observacié 5.2.8. Sobre les hipotesis en el resultat anterior convé remarcar:
o Que G sigut un subgrup de A,, per algun n, no suposa cap restriccio.

o Assumir, d’una manera o d’una altra, una resposta afirmativa al prob-
lema invers de la teoria de Galois sobre Q per a G és imprescindible si

volem una conclusio com l’enunciada.

e No han estat realment essencials ni el caracter irreductible ni el caracter
parametric de f(T, ..., Ty, X). Hagués estat suficient suposar que l’ex-
tensio L(Tv, ..., Ta)scry,... my,x)/L(Th, . .., Tq) no era constant i, amb les
notacions de la demostracid, D(f(ap, X)) # 0.

e Fnlloc de A,,, podiem haver considerat algun altre grup no necessariament
simple com, per exemple, el grup simétric S,. En aquest cas, haguéssim
hagut d’afegir alguna hipotesi per a garantir que el grup de Galois de
f(Ty,... Ty, X) sobre Q(T4,... ,Ty) fos isomorf a G.

e Hagués estat desitjable que ["inica hipotesi en el resultat anterior fos [’ex-
isténcia d’un polinomi f(Ty,... T4, X) € Q(T1,...,Ty)[X] paramétric
per a G-extensions sobre Q. Observem, pero, que el resultat tmplica
la regularitat de Uextensic Q(Ty,... ,Ty) ... 1,.x)/Q(T1, ..., Ty). En
canvi, el caracter parameétric sobre Q (a diferéncia del geneéric) no és
suficient, en principi, per a garantir aquesta propietat. Tot i aixi, cal
esperar que aquesta reqularitat sempre sigui certa; equival, per exemple,

a que el grup G x G es realitzi com a grup de Galois sobre Q.

Sin < 41iG és un subgrup qualsevol de A, aleshores existeix un poli-
nomi generic per a G-extensions sobre Q (cf. [JLY02]). En aquest cas, el
Teorema anterior (per a tot S) és un cas particular del segiient resultat de

tipus Grunwald-Wang, que només enunciem sobre Q.
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Teorema 5.2.9. [Sal82, Thm. 5.9] Sigui G un grup finit. Per a cada primer
d’un conjunt finit qualsevol S = {p;}; suposem donada una extensic de Galois
K;/Q,, amb Gal(K;/Q,,) C G i, per a p = oo, suposem donada K /R amb
Gal(K/R) C G. Si existeix un polinomi genéric per a G-extensions sobre
Q, aleshores les extensions K;/Q,, (resp. Ko/R) s’obtenen per complecio
en p; (resp. p = oo) d’alguna extensio de Galois K/Q amb grup de Galois
Gal(K/Q) 2 G.

Aquest resultat, establert per Saltman en termes d’extensions generiques,
es pot obtenir de la Proposicié 5.2.2 com a conseqiiencia directa del fet segiient,
implicit a la demostracié de Kemper [Kem01] de que tot polinomi generic sobre

un cos infinit és descent-generic.

Sigui K un cos infinit i P(7},...,74, X) un polinomi geneéric per a G-
extensions sobre K, que podem suposar separable. Sigui h(T},...,Ty) €
K(Ty,...,T;) un element no nul qualsevol. Considerem un cos L O K i
un subgrup H C G. Aleshores, tota H-extensié de L s’obté com a cos de
descomposicié sobre L de P(a, X), per algun a € L tal que h(a) # 0. En
particular, sempre podem suposar D(P(a, X)) # 0.

5.3 Exemples: grups de Mathieu

5.3.1 Els grups M;; i My

Les realitzacions regulars sobre Q(7") dels grups de Mathieu Mj; i Mis que
volem especialitzar es troben a [MZMS86] (també a [MM99, Chap.l,Thm.9.10 i
Cor.9.11]):
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Proposicié 5.3.1.

(i) El segiient polinomi defineix una extensio reqular de Q(T') amb grup de

Galois Misy:

AT,X) = X”+mm“+¢wxw+3M§W+3§?X&+%?X7
B 8455364 X6 _ 85204 Jo 80;(5)03 Jo 181505836 +
__51;258)(2%_21%5764)(%_53;341__19(2

(ii) FExpressant el polinomi de apartat (i) com f(T,X) = h(X) — TX?,
el segiient polinomi defineix una extensio reqular de Q(T) amb grup de
Galois M :

T2h(X) — h(T)X?

g1, X) = ~ T

Proposicié 5.3.2. Siguin f(T,X), g(T,X) els polinomis de la Proposicio

5.3.1 1 considerem un conjunt finit de primers qualsevol S. Aleshores:

(i) Existeizen infinits t € Q tals que els cossos de descomposicio dels cor-
responents polinomis f(t, X) defineizen infinites extensions de Q, lin-
ealment disjuntes dos a dos, no ramificades en S\{5}, moderadament

ramificades en p =5 1 amb grup de Galois My,.

(i1) Euxisteizen infinits t € Q tals que els cossos de descomposicio dels cor-
responents polinomis g(t, X) defineizen infinites extensions de Q, lin-
ealment disjuntes dos a dos, no ramificades en S\{b}, moderadament

ramificades en p =5 i amb grup de Galois M.

Demostracio. Gracies a Iapartat (ii) de la Proposicié 5.2.2, només cal veure

que, per a cada p € S\{5} (resp. p = 5), existeix alguna especialitzaci6 t € Q
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tal que el discriminant D(f (¢, X)) és no nul i I'extensié Qg x)/Q és no ram-
ificada en p (resp. moderadament ramificada en p = 5). El mateix val per a
9(T, X).

(i) Notem f1(T,X) =5"2f(T,%) € Z[T][X], és a dir,

fi(T,X) = X2 +2252X 11 4231 52X10 22,33 31.52 XY + 34.439.52 X8
4233654 X7 9223699 53X6 933772 53X5 4 3941 53 X1
+22.39.23.51X? — 54(2.39.13 + 5°7) X? 4 22.312.54 X + 312,54,

Com que D(f1(0,X)) = 2141312958 només cal estudiar els primers 2, 3 i 5.
Per a qualsevol altre primer p € S, podem agafar t = 0 (mod p).

Cas p =2. Siwvy(t) =0, la reduccié modul 2 de f(X) := fi(t,X) € Z)[X]
és F(X) = (XO4 X* 4+ X2+ X +1)2. Si definim ¢(X) = X6+ X*+ X2+ X +1,

es té la congruencia
F(X)= (X)) 4+ 2X +4X2 4+ 4X°)0(X) + (1 — ) X2 +4X3)  (mod 8).

Si, amés, t =1 (mod 4), el poligon de Newton de f(X) respecte ¢(X) és

Aixi; el coeficient de grau 1 de Ps(X), polinomi associat a I"inic segment de
Ny(f(X)), és € € Ty, arrel de ¢(X) € Fy[X]. Per tant, el polinomi Ps(X) no

té arrels multiples.
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En conclusid, sit =1 (mod 4) i el polinomi fi(¢, X) € Q[X] és irreductible,

aleshores l'extensio Q;/Q és no ramificada en p = 2 (Proposicié 1.4.6).
Cas p =3. Siwvs(t) =0, la reduccié modul 3 de f(X) = fi(t, X) € Z)[X]

és f(X) = X?(X' + X° —t). El polinomi X'° + X? — ¢ € F3[X] no té arrels
multiples i, per tant, el poligon de Newton de f(X) respecte ¢(X) = X és

12

El polinomi associat a I'inic segment de Ny(f(X)) és Ps(X) = —X? +1t €
F3[X] que, per ser t # 0, no té arrels multiples.
En conclusié, si ¢ = 1,2 (mod 3) i el polinomi fi(¢, X) € Q[X] és irre-

ductible, aleshores I'extensié Q;/Q és no ramificada en p = 3.

Cas p=5. Siwvs(t) > —6, la reduccié modul 5 de f(X) = fi(t, X) € Z)[X]
és f(X) = X'2. El poligon de Newton de f(X) respecte ¢(X) = X és
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Si (f(X) és irreductible i) § € Q és una arrel de f(X), la Proposicié 1.4.6
garanteix que els indexs de ramificacié a Q(6)/Q dels primers que divideixen
p = 5 sén tots multiples de 3. Com que es tracta d'una extensié de grau
12, cap d’aquests indexs pot ser divisible per 5. Per tant, p = 5 ramifica
moderadament a 'extensié Q(6)/Q.

En conclusié, si vs(t) > —6 i el polinomi fi(¢, X) € Q[X] és irreductible,

aleshores p = 5 ramifica moderadament a Q;/Q.

(ii) Es suficient estudiar les especialitzacions del polinomi monic

a(T,X) =5"T% (g %) € Z|T|[X].

Com que (D(g1(1, X)), D(g1(2, X))) = 2%3!25!2 només cal estudiar els primers
2, 31 5. Per a qualsevol altre primer p € S, triem ¢t = 1 0 ¢t = 2 de manera que
p no divideixi D(¢ (¢, X)).

Cas p = 2. Agafem ¢ = 1. El polinomi monic g(X) = 4¢:(3, %) € Z[X]
és irreductible i la seva reduccié modul 2 és g(X) = (1 + X)X?*(1 + X +
X2+ X3 + X*)2 Els poligons de Newton de g(X) respecte ¢1(X) = X +2° 1

$a(X) = X*+ X3 + X% + X + 1 sén, respectivament:



128 Cap. 5. Especialitzacio i ramificacio

18 4

Per la Proposicié 1.4.6, 'extensié Q,/Q és no ramificada en p = 2.

Cas p = 3. Agafem t = 1. El polinomi ¢g(X) = ¢1(1,X) € Z[X] és ir-
reductible i la seva reduccié modul 3 és g(X) = X?(X? + X% + X + 2)(X® +
XP4+2X3+X?+2X +1). El poligon de Newton de g(X) respecte ¢(X) = X +3°

és

12
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El polinomi associat a 1inic segment de Ny(g(X)) és Ps(X) = —(X?4+X+2) €
F3[X]. Com que Ps(X) no té arrels multiples, 'extensié Q,/Q és no ramifi-

cada en p = 3.

Cas p=5. Com en el cas p = 3, considerem ¢t = 1. La reduccié modul 5
de g(X) = g1(1,X) és g(X) = X*(X +1)°(X + 4)*. El poligon de Newton de
g(X) respecte ¢(X) = X +1 és

Si # € Q és una arrel de g(X), cap dels indexs de ramificacié a Q(6)/Q dels
primers que divideixen p = 5 és divisible per 5. Per tant, p = 5 ramifica

moderadament a Q,/Q. O

Corol.lari 5.3.3. Per especialitzacid racional de lextensio de Q(T) definida
pel polinomi f(T, X) (resp. g(T, X)) de la Proposicié 5.53.1 s’obtenen infinites
extensions de Q, linealment disjuntes dos a dos, moderadament ramificades i

amb grup de Galois Mo (resp. My ).

Observacié 5.3.4. FEs pot comprovar que p = 5 ramifica en totes les realitza-
cions de M1y i@ Mys com a grups de Galois sobre Q obtingudes per especialitzacio
dels polinomis f(T,X) i g(T, X) de la Proposicié 5.3.1.
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5.3.2 Els grups My i Aut(Msy)

Les realitzacions regulars de Aut(Mas) i Moo sobre Q(T') que volem especial-

itzar es poden definir pels polinomis seglients (cf. [MM99, pag. 411]):
Proposicié 5.3.5.

(i) El segiient polinomi defineiz una extensid reqular de Q(T) amb grup de
Galois Aut(Mag):

f(T,X) == (5X*+34X3 —119X? + 212X — 164)*
(19X° —12X% 4+ 28X +32)? — (X? — X + 3)1'T.

(i1) Amb les notacions de lapartat (i), el segiient polinomi defineix una ex-

tensid reqular de Q(T) amb grup de Galois May:

222
T,X) = — X .
o0.X) = 1 (e X)

Proposicié 5.3.6.  Si f(T,X) i g(T, X) son els polinomis de la Proposicio
5.3.5, aleshores:

(i) Euxisteizen infinits t € Q tals que els cossos de descomposicio dels cor-
responents polinomis f(t, X) defineizen infinites extensions de Q, lin-

ealment disjuntes dos a dos, moderadament ramificades © amb grup de

Galois Aut(Mag).

(i1) No existeiz cap especialitzacid t € Q de manera que g(t,X) defineizi

una extensio de Q moderadament ramificada i amb grup de Galois Mas.

Demostracio. (i) Per la Proposici6 5.2.2 (ii), és suficient veure que, per a cada

primer p que divideix 'ordre § Aut(May), existeix alguna especialitzacié t € Q
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tal que D(f(t, X)) # 0 i extensié Qg x)/Q és moderadament ramificada en

p. Es suficient estudiar les especialitzacions del polinomi monic

(T, X) = (5*19* = T)*' f (T ) € Z[T|[X].

754192 — T
Com que (D(f1(2, X)), D(f1(3,X))) = 2*211?5, només cal considerar els primers
21 11. Per a qualsevol altre primer p dividint § Aut(Mass), triem t =2 0t =3
de manera que p no divideixi D(f;(t, X)).

Cas p = 2. Agafem ¢t = 1. El polinomi monic f(X) = fi(1,X) € Z[X]

és irreductible, la seva reduccié modul 2 és f(X) = X?' (14 X) i el seu poligon
de Newton respecte ¢(X) = X és

63 ¢

21

El polinomi associat a I'inic segment de Ny(f(X)) és Ps(X) = (X7 + X6 +
X+ X2+ 1) (XM 4+ X+ X2+ X84+ X7+ X'+ X2+ X 4+ 1) € Fo[X]. Com

que Pg(X) no té arrels multiples, I'extensié Q;/Q és no ramificada en p = 2.

Cas p = 11. Prenem t = 11*. El polinomi monic f(X) = f1(11%, X) € Z[X]
és irreductible, la seva reduccié modul 11 és f(X) = (X +9)?2 i el seu poligon

de Newton respecte ¢(X) = X + 9 és
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15 ¢

4 99

Si # € Q és una arrel de f(X), la Proposicié 1.4.6 garanteix que els indexs de
ramificacié a Q(0)/Q dels primers que divideixen p = 11 s6n tots multiples de
3 o bé multiples de 4. Tractant-se d’una extensié de grau 22, cap d’aquests

indexs pot ser divisible per 11. Aixi, p = 11 ramifica moderadament a Q(6)/Q
i, per tant, a Q/Q.

(ii) Es suficient estudiar les especialitzacions del polinomi monic

222

T X)= —_—
9 (T, X) f1(11T2—|—1’

X) € QT)X],

on fi(T,X) és el polinomi introduit a la demostracié de (i). Veurem que
extensio Qg, (+,x)/Q és salvatgement ramificada, per a qualsevol especialitzacié
t € Q tal que Galg(g:1(t, X)) = Ma.

Per a tot t € Q, vo(11¢% + 1) < 2 i, per tant, v, <%22+1> > 20. Aixi, sera
suficient veure que, si s € Q satisfa vy(s) > 20 i el polinomi monic f(X) =
fi(s, X) € Z[X] és irreductible, aleshores p = 2 ramifica salvatgement a
I'extensié Q;/Q. Veiem-ho.

Com que vy(s) > 0, la reduccié modul 2 de f(X) és f(X) = X*(X—1)8. Si
f1(T,X) =3, ai(T)(X —1)" és el desenvolupament (X —1)-adic de f1(T, X), es
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comprova que les valoracions 2-adiques dels termes independents dels polinomis
co(T), -+ ,cs(T) sén, respectivament, 20, 22, 17, 16, 11, 11, 7, 6 i 0.
Evidentment, Y. ¢;(s)(X — 1)" és el desenvolupament (X — 1)-adic de
f(X) = fi(s,X). Tenint en compte que vy(s) > 20, les tniques possibili-
tats per al poligon de Newton de f(X) respecte ¢(X) = X — 1 (en p = 2)

’

Son:

20 ¢ 21 ¢ 29 ¢

oo ¢
o0 ¢
o0 ¢
W
(0¢)

En els quatre casos, Ny(f(X)) té algun costat de pendent —% amb vy(e) >
v9(h). Per la Proposicié 1.4.6, I'extensio Q;/Q és salvatgement ramificada en
p=2. [

Observacié 5.3.7. Es pot veure que p = 2 és lunic primer problematic en la
Proposicio anterior. Es a dir, si existeizen especialitzacions de g(T, X) amb

grup de Galois Myy sobre Q i moderadament ramificades en tots els primers

p#2.

5.3.3 Comentaris sobre les Seccions 3.4, 5.3.1 i 5.3.2

La Proposicié 5.3.6 proporciona un exemple de realitzacié regular del grup My

sobre Q(7T') que no admet cap especialitzacié racional moderadament ramifi-
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cada. A la Seccié 3.4 hem obtingut exemples de realitzacions de grups alternats
amb aquesta mateixa propietat.
Adaptant els arguments emprats per a trinomis, es poden obtenir resultats

analegs als del Capitol 3 per a polinomis del tipus
f(X) = XKX —a)"F +0.

El discriminant de f(X) és

n(n—1)

D(f(X))=(-1)"= "> (n"b+ (k—n)" *k"a")

i es comprova, per exemple, la validesa del segiient resultat (corresponent al
Teorema 3.4.5).

Teorema 5.3.8. Sigui f(X) = X¥(X —a)"*+b € Q[X] un polinomi de grau
n = 4 (mod 8) amb k senar i discriminant quadrat no nul a Q. Aleshores

Uextensio Q/Q és salvatgement ramificada (en p = 2).

Analogament al que passa amb trinomis, donats naturals k£ < n, la familia

de polinomis del tipus
f(X)=XFX —a)" "+

admet una parametritzacidé que permet interpretar-la com un recobriment de

P!g. Concretament, es té

! flaX) = XX —1)" "+ b

an a”
i, per tant, 'extensiéo Q;/Q s’obté per especialitzaci6é en T' = a% de 'extensié
M7 /Q(T), on My és el cos de descomposicié sobre Q(T') del polinomi
far(T, X) = XHX - 1)" "4+ T € Q(T)[X].

Es conegut que, quan (k,n) = 1, I'extensié My /Q(T) és regular i té grup de
Galois
Gal(M7/Q(T)) =2 Galgmr) (far(T, X)) = Sh.
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De fet, aquestes son les realitzacions galoisianes del grup simetric .S,, que s’obte-
nen tipicament quan s’aplica el metode de la rigidesa (cf. [Vil85] o [Ser92b).

Raonant com a la Proposici6 3.2.1, obtenim:

Proposicié 5.3.9. Sigui S un conjunt finit de primers qualsevol. Donats
dos naturals coprimers k < n, ezisteir algun polinomi del tipus f(X) =
XK X —a)" " +b € Z[X], amb grup de Galois Galg(f(X)) = S, 4 discriminant
D(f(X)) no divisible per cap p € S.

Les extensions regulars My /Q(T) considerades més amunt ramifiquen en
només tres primers de Q(7), tots tres de grau 1 (com passava amb els trinomis).
Sota aquesta hipotesi, de la férmula del génere de Riemann-Hurwitz s’obté (cf.,

per exemple, [Ser92b, Lemma 4.5.1]):

Proposicié 5.3.10. Sigui H un subgrup d’index 2 d’un grup finit G. Sigui
K/Q(T) una extensid reqular amb grup de Galois Gal(K/Q(T)) = G, ramifi-
cada com a maxim en tres primers, tots tres racionals sobre Q. Aleshores, el
subcos de K fix per H és racional, és a dir, I'extensié K% /Q és transcendent

pura (de grau de transcendéncia 1).

En la nostra situacié, aquest resultat estableix una igualtat del tipus Mp4" =
Q(T"), per a cert T € My (transcendent). Dit d’una altra manera, (redefinint
T" = T) existeix algun a(7) € Q(T) de manera que el cos de descomposici6
sobre Q(T') del polinomi

far(a(T), X) = XHX = 1)"* +a(T) € Q(T)[X]
defineix una extensi6 regular de Q(7") amb grup de Galois
Galg(r) (fak(a(T), X)) = Ay

Denotem per fi1(7T,X), fio(T,X), foo(T,X) i fa2(T, X) els polinomis de
Q(T')[X] considerats a les seccions 5.3.1 1 5.3.2 amb grups de Galois M,
Mg, Mas i Aut(Mas), respectivament. Hem vist:
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(i) els cossos de descomposici6 sobre Q(T") dels polinomis
f11<T7X)7 le(TaX)> fa22(T7X) 1 fn,k(T7X)7 amb (kan) = 17

defineixen extensions regulars de Q(7") que admeten especialitzacions
racionals moderadament ramificades (Proposicié 5.3.2, Proposici6 5.3.6
(i) i Proposicié 5.3.9),

(ii) els cossos de descomposicié sobre Q(7") dels polinomis
foo(T,X) 1 for(a(T),X), amb (k,n) =1,

defineixen extensions regulars de Q(7) que no admeten cap especial-
itzacié racional moderadament ramificada (Proposicié 5.3.6 (ii) i Teo-
rema 5.3.8).

Tots aquests exemples tenen en comu el fet que s’obtenen, directament o indi-
rectament, pel metode de la rigidesa. Aquest metode permet construir, quan
es té un sistema de generadors amb bones propietats per a un grup finit G de
centre trivial, una G-extensié Q-regular de Q(T") (cf., per exemple, [MM99)]).
El fet que les realitzacions de (ii) no admetin cap especializacié moderadament
ramificada és consistent amb el suggeriment fet per Birch que, en general, les
especialitzacions d'una “G-extensié rigida”’de Q(T") sén salvatgement ramifi-
cades (cf. [Bir94, pag. 35]). Dels exemples considerats, pero, precisament els
de (ii) sén els tinics que no sén propiament “rigids”. Tots dos s’obtenen en
considerar subcossos fixos en “realitzacions rigides”dels exemples de (i) per a
Aut(Ma) 1 S, respectivament (i aplicar la Proposicié 5.3.10). Podem pen-
sar, doncs, que la no existencia d’especialitzacions moderadament ramificades
en els exemples de (ii) no prové estrictament del fet que es tracti d’exten-
sions construides pel metode de la rigidesa. Finalment, convé esmentar que els
exemples de (i) no han estat preseleccionats amb la finalitat que admetessin

especialitzacions moderadament ramificades.



Capitol 6

Problemes d’immersio centrals

sobre QQ i sobre Q(7)

6.1 Introduccid

Una estrategia habitual per a obtenir realitzacions d’alguns grups finits com
a grups de Galois sobre Q consisteix en trobar realitzacions d’algun quocient
per a les quals el corresponent problema d’immersio galoisiana sigui propiament
resoluble. Un dels objectius d’aquest capitol és estudiar alguns d’aquests prob-
lemes per tal d’obtenir, quan el problema és resoluble, solucions amb un bon
comportament de ramificacié. Ens interessa, especialment, la possibilitat de
realitzar un grup finit G com a grup de Galois d'una extensié moderadament
ramificada de Q a partir de realitzacions moderades d’algun quocient de G.

Per a problemes d’immersi6 (sobre Q) amb nucli d’ordre senar, Neukirch
demostra que, sota certes hipotesis, es satisfa un principi local-global i que,
quan el problema és resoluble, solucions arbitraries dels problemes locals en
un nombre finit de primers qualssevol sempre es poden obtenir per compleci
d’alguna solucié propia del problema global (cf. [Neu79, Main Thm.]). En

particular, sempre es pot trobar una solucié propia conservant el caracter no

137
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ramificat dels primers d’un conjunt finit prefixat. Quan el nucli no és d’ordre

senar, pero, el resultat analeg ja falla, per exemple, en el cas abelia.

Comencem la Seccié 6.2 veient que, si un problema d’immersi6 (sobre Q)
central finit admet solucié, aleshores sempre existeix alguna solucié propia
conservant el caracter moderat de la ramificacié (respectivament la no ramifi-
cacié en un conjunt finit qualsevol S). Demostrem, també, que aquest resultat
admet (per especialitzaci6) una “versié regular”sobre Q(7'), assumint la resol-
ubilitat del problema sobre Q(T"). Aixo, i resultats de capitols anteriors, ens
permet demostrar que tot grup extensié central finita dels grups A,, S,, My
o M5 es realitza com a grup de Galois d’infinites extensions moderadament
ramificades de @Q, dos a dos linealment disjuntes. En particular, el problema
3 de la Introduccié de la memoria admet una resposta afirmativa per a tots

aquests grups.

A la Secci6 6.3 tornem a considerar problemes d’immersié centrals finits
per a les realitzacions regulars de A,, obtingudes per Mestre ([Mes90]). Enlloc
de perseguir condicions de ramificacié prefixada com a la Seccié 6.2, ara es
tracta de contribuir al problema proposat per S.Beckmann (cf. [Bec94]) sobre
'existeéncia de realitzacions regulars d'un grup finit G sobre Q(7") que especial-
itzin a una G-extensio de Q prefixada. Quan aixo és aixi per a tota G-extensié

de Q, es diu que G satisfa la propietat d’aixecament aritmetic sobre Q.

El resultat principal de la Seccié 6.3 és que, si G és un grup extensid
central finita de A,, amb n # 4,6, 7, aleshores G satisfa la propietat d’aixeca-
ment aritmetic sobre qualsevol cos de caracteristica 0. Demostrem també una
generalitzacié d’aquest resultat que, en particular, proporciona G-extensions
regulars de Q(7') amb un primer de grau 1 que descompon completament. Aixo
ens permet garantir I'existencia d’infinites G-extensions de Q en les quals tots
els primers d’un conjunt finit prefixat qualsevol descomponen completament

(problema 2.1 de la Introduccid).
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6.2 Problemes d’immersio centrals 1 ramificacio

moderada

En aquest capitol usarem notacions i resultats introduits a la Seccié 1.1.

6.2.1 Existencia de solucions propies moderadament ram-

ificades

Per tal que un problema d’immersié galoisiana (7, ¢) sobre @Q admeti una

soluci6é propia moderadament ramificada és evidentment necessari que:
e el problema (7, ¢) admeti solucid,
e l'epimorfisme ¢ sigui moderadament ramificat.

El resultat segiient estableix que, per a problemes centrals finits, les condicions

anteriors també sén suficients.

Teorema 6.2.1. Sigui G un grup finit ¢ sigui ¢ : Gg — G un epimorfisme.

Suposem donat un problema d’immersid central finit (7, @)

Gog
Ly
1 - C - G5 6 =1

que admet solucio. Si l'epimorfisme ¢ és moderadament ramificat, aleshores

existeix alguna solucid propia del problema (m, ), moderadament ramificada.
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Demostracio. Raonant com a la demostracié de la Proposicié 1.1.8, és suficient
veure que els problemes locals (7, ¢,) en els primers p que divideixen l'ordre de
C admeten sempre alguna solucié moderadament ramificada. Aquests son els
unics primers que poden ramificar salvatgement, per la hipotesi de moderacié
sobre .

Com que el nucli C' és producte directe de [-grups ciclics, qualsevol solucié

del problema local (7, ¢,)

Go,

1 op
1l - C - G - G — 1

s’obté com la composicié (producte fibrat) de solucions de problemes del tipus

Go,

L ep
1 - C - G - G — 1,

on C; és un l-grup ciclic i E}ﬁ és el quocient de G per un complement de C en
C (cf. [ILF97, Chap.1,§12.]).

Tenint en compte que el caracter moderat es conserva per composicio,
només cal considerar problemes d’aquest darrer tipus amb [ = p.

En resum, donat un p-grup ciclic C}, i un epimorfisme ¢, : Gg, — G,
moderadament ramificat, cal provar que, si un problema d’immersié central
finit (7, )

G,
N L ep
1 - C - G, 5 G — 1
admet solucid, aleshores n’admet alguna de moderadament ramificada.

Definim H, = ¢,(I,), on I, denota el subgrup d’inercia de Gg,. Per
hipotesi, ¢, és moderadament ramificat i, per tant, H, C G}, és un subgrup
normal ciclic d’ordre coprimer amb p. Aixi, [A{; := 7~ '(H,) és un subgrup nor-

mal abelia (I'extensié és central) de CTP isomorf a C, x H, (C, és un p-grup).
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Si H,, denota un complement de C;, en ﬁ;, es té el diagrama commutatiu

segiient:
1 1
l |
H 5 H,
l l
1 - Cc - G, - G — 1
1= | |
1 — C, — G,/H, — G,/H, — 1
l l
1 1

D’aquesta manera, es té un isomorfisme
~ —
Gp = Gp XGp/Hp Gp/Hp

i tota solucié del problema (7, ¢,) és l'aixecament (per G, — G,/H,) d'una

soluci6 del problema

G,
L wp
Gy
N !
1 - C, — G,/H = Gy/H, — 1

(cf., per exemple, [ILF97, Prop. 1.13.3]).

Aquest darrer problema d’immersié sempre admet alguna solucié no rami-
ficada, per ser G, % G, — G,/H, no ramificat (veure Proposicié 1.1.8). Per
tant, el problema (7, ¢,) sempre admet alguna solucié moderadament ramifi-

cada, donat que ¢, ho és per hipotesi i p no divideix I'ordre de H). O
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Les hipotesis del Teorema 6.2.1 es satisfan, per exemple, quan I’epimorfisme
¢ : Gg — G s’obté per especialitzaci6 (en algun T' = t; € Q) d'un epimorfisme
or « Goery — G tal que el problema d'immersié (7, pr) admet solucié. En

aquesta situacid, obtenim el resultat segiient.

Teorema 6.2.2. Sigui G un grup finit i sigut o7 : Goery — G un epimorfisme.
Suposem donat un problema d’immersid central finit (7, @r)
G@T
L er
1 - C - G 5% @ — 1

que admet solucio.

(i) Si Uespecialitzacid de o1 en algun T =ty € Q és moderadament ram-
ificada (resp. mo ramificada en un conjunt finit S), aleshores existeix
alguna solucid propia del problema (m, pr) tal que la seva especialitzacid

en algun T = t; € Q és moderadament ramificada (resp. no ramificada

en S).

(i1) Si, a més de les hipotesis de (i), U'epimorfisme o7 és Q-regular, aleshores
existeir alguna solucid Q-regular de (7, 1) com a (i). En particular, en
aquest cas, existeizen infinites realitzacions de G com a grup de Galois
d’extensions moderadament ramificades de Q (resp. no ramificades en

S), linealment disjuntes dos a dos.

Demostracio. (i) Recordem que, per at € Q, ¢; : Gog — G denota 'especial-
itzacio de oy en T = t.

Considerem una solucié qualsevol @7 del problema (7, ¢r). Per la Proposici6
5.2.2, existeix algun ¢, € Q tal que r és no ramificadaen T' = 1, ¢, (Gg) = G
i ¢y, és moderadament ramificat (resp. no ramificat en 5).

L’especialitzacié ¢y, de o7 en T = t; és una soluci6 del problema (m, ¢y, ):
Go

l‘ph
1 - C - G 5% ¢ =1
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El Teorema anterior (resp. la Proposicié 1.1.8) garanteix que aquest problema
admet alguna soluci6 propia moderadament ramificada (resp. no ramificada en
S), que haura de ser del tipus x.¢y,, per algun x € H'(Gg, C) = Hom(Gg, C).

Sempre existeix algun xr € Hom(Gg(ry, C) tal que la seva especialitzacio
en T = t; és precisament y. Per exemple, podem considerar el morfisme

constant
xr : Gory — Gal(Q(T)/Q(T)) = Gg = G.

D’aquesta manera, yr.pr és una solucié del problema d’'immersié (7, pr) tal
que la seva especialitzacié en T' = t; és moderadament ramificada (resp. no
ramificada en S). A més, es tracta d'una soluci6 propia de (7, @) donat que

especialitza a la solucié propia x.¢p, de (7, ¢y, ).

(ii) Podem raonar com a (i). Cal garantir, pero, que xr.pr sigui Q-regular (a
més de propia). Aixo equival a que (x7.97)(Ggr)) = G.

Es conegut que, si C' és un grup abelia finit i x : Gg — C és un epimorfisme
qualsevol, aleshores existeixen infinits x7 € Hom(Ggry, C) Q-regulars tals que
Xt, = x i1 amb conjunts de ramificacié disjunts dos a dos (veure Proposicid
6.3.3).

En particular, sempre podem triar xyr de manera que les extensions de
Q(T) definides per 7 i @7 no tinguin primers ramificats en comt i, per tant,
siguin linealment disjuntes.

En aquest cas,

(X7, 1) Gory — XT(G@(T)) X @“(G@(T)) =C X %(G@(T))

és un epimorfisme i, per tant, y7.¢r : G@(T) — G també ho és, tal com

voliem. O

Observacié 6.2.3. L’argument donat a la demostracio anterior fa evident, en
particular, que si o7 : Gor) — G €s epimorfisme corresponent a una extensio

de Galois finita Q-regular de Q(T), aleshores tot problema d’immersié central
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finit per a o1 que admet una solucio, també n’admet alguna de propia 1 Q-

reqular.

En la resta d’aquesta seccié, aplicarem el Teorema anterior a realitzacions
galoisianes conegudes dels grups G = A,, S,, My i Mjs. Provarem que
tot grup extensié central finita de qualsevol d’aquests grups admet infinites
realitzacions com a grup de Galois d’extensions moderadament ramificades de
Q, dos a dos linealment disjuntes.

Per a futura referencia, convé recordar la segiient conseqiiencia del Teorema
de Shafarevich ([Shab4] i [Sha89]) sobre l'existencia d’extensions de Q amb

grup de Galois resoluble finit qualsevol.

Proposicié 6.2.4. [KM02, Thm. 6.2] Tot grup resoluble finit es realitza com
a grup de Galois d’una extensio de Q no ramificada en els primers d’un conjunt
finit prefixat qualsevol S. En particular, tot grup resoluble finit es realitza com

a grup de Galois d’alguna extensio moderadament ramificada de Q.

6.2.2 Extensions centrals finites de grups alternats

A la Secci6 4.2 hem recordat una construccié de Mestre [Mes90] que propor-
ciona, per a qualsevol cos K de caracteristica 0, realitzacions K-regulars del
grup alternat A,, sobre K (7). El resultat principal de [Mes90] és la realitzaci6
regular sobre Q(T) de A, (n > 4), I'inica extensid central no trivial de A, per
7.)27.. Aixo es dedueix del fet que els grups d’inércia en les A,-extensions de
K(T) obtingudes sén tots d’ordre 3. Tenint en compte, per exemple, [Ser94],

també s’obté:

Proposicié 6.2.5. Sigui K un cos de caracteristica 0, P(X) € K[X] un
polinomi H-general de grau senar n > 3 i Q(X) € K[X] el polinomi de la
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Proposicio 4.2.1. Considerem un epimorfisme
SOT . GK(T) — GalK(T)(P(X) — TQ(X)) = G

corresponent al cos de descomposicid sobre K(T) de P(X)—TQ(X). Suposem

donada una extensio central finita
1-C—-G5G— 1,

amb nucli C' d’ordre coprimer amb 3. Aleshores, [’obstruccio al problema d’im-
mersid (m,r) és constant, és a dir, pertany a H*(Gg, C) via la inclusid nat-
ural HZ(GK, O) — H2(GK(T), C)

En les hipotesis d’aquest resultat, G és isomorf a A, (resp. S,) si el dis-
criminant de P(X) és un quadrat (resp. no quadrat) a K. A més, si @r
no ramifica en 7" = t € K, aleshores I'obstruccié de (m, p7) coincideix amb

I'obstruccié del problema d’immersi6 (7, ¢;) sobre K.

Teorema 6.2.6. Sigui n un natural qualsevol © G un grup extensio central
finita del grup alternat A,. Aleshores, G es realitza com a grup de Galois
dinfinites extensions de Q moderadament ramificades, linealment disjuntes

dos a dos.

Demostracio. Per a n < 5, qualsevol grup extensié central de A,, és resoluble
i, per tant, només cal aplicar la Proposici6 6.2.4.

Suposem, doncs, n > 5. El grup dels multiplicadors de Schur de A,, és (cf.
[Suz82, Chap.3,52.]):

M(A,) = 7)27 , sin#6,7
Yl ZJ6Z, sin=6,7

Com que n > 5, el grup A,, és simple i, en particular, perfecte.

Considerem l'extensié central universal de A,

1— M(A,) —-US A, —1.
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Per a qualsevol epimorfisme @1 : Ggry — Aj, la resolubilitat del problema

d’immersié central universal (7, o)

Go(r)
1 or
1 — MA,) — U 5 4, — 1

implica la resolubilitat de tots els problema d’immersié centrals finits per a
Pr-
Aixi, pel Teorema 6.2.2, és suficient veure 'existencia d’'un epimorfisme

o1 : Gory — An Q-regular tal que:
(a) el problema d’immersié central universal (7, ¢r) és resoluble,

(b) lespecialitzaci6 de @ en algun T' = t; € Q és moderadament ramificada.

Tractarem per separat els casos n = 6, 7.

Casn #6,7 (in>15)

En aquest cas, el nucli de l'extensié central universal és M (A,) = Z/27Z
10U = :4\;, on :4\; denota I'inica extensié central no trivial de A,, amb nucli
Z]27.

Sigui P(X) € Q[X] un polinomi H-general de grau senar n o n 4+ 1 amb
totes les arrels racionals i diferents; l'existencia de P(X) és evident per ser Q
infinit (1 H # 0).

Considerem un epimorfisme o7 : Gy — A, corresponent al cos de de-
scomposicié sobre Q(7') de P(X) — TQ(X) (veure Secci6 4.2).

Com que el nucli M(A,) de 7 és d’ordre 2, la Proposici6 anterior garanteix
que l'obstruccié al problema (m, pr) és constant. Aquesta obstruccié ha de ser
trivial donat que s’anul.la en el punt no ramificat 7' = 0, per ser po(Gg) = {1}.

Tal com voliem, ¢ satisfa (a) i (b) donat que ¢y és moderadament rami-

ficat.
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Finalment, el cas parell s’obté del cas senar. Per a n senar, el polinomi

P(X) - 53Q(X)
X —s

defineix una A,,_;-extensié regular de Q(s) per a la qual 'obstruccié al prob-

G(s,X) =

lema d’immersié corresponent és constant (els grups d’inércia sén d’ordre 3).
Només falta notar que, si a € Q és una de les arrels de P(X), aleshores el

polinomi G(a, X) (esta ben definit i) té n — 1 arrels racionals diferents.

Casn =56
En aquest cas, el nucli de 'extensié central universal és M (Ag) = Z/6Z i, en
particular, d’ordre divisible per 3; I’argument anterior, doncs, no és aplicable.
A [Mes98] es demostra que el polinomi
2454(T% + 186)
5T

defineix una Ag-extensio regular de Q(7) per a la qual el problema d’immersid

625X +15750X*—51300.X>+6696— X(X?—8X+6)(X*+8X+6)

central universal és resoluble. Malhauradament, es comprova que totes les
especialitzacions racionals d’aquest polinomi defineixen extensions de Q sal-
vatgement ramificades (en p = 2).

La construcciéo de Mestre, pero, proporciona una familia de polinomis del
tipus F,(T, X) = Q(X) — f(T)P(X), depenent d'un parametre u, tals que
F,(T, X) defineix una Ag-extensié regular de Q(7) per a la qual el problema
d’immersié central universal és resoluble (el polinomi anterior correspon al cas
u=75). Per au =2, després d’“arreglar”els coeficients de F5(T, X) per canvis

lineals en X i 7T, s’obté el polinomi:
X6 — 11655X* + 2402595 X2 — 25984989 — f(T)(X® — 925X + 49284X)

amb
B 37T? — 63903343473

T
f(T) 15392T
Usant poligons de Newton com a la Seccid 5.3, es comprova que l'especialitzacié

en T = 7 és moderadament ramificada (de fet, no ramificada en p = 2,3,5).
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Notem que, en p = 2, per a obtenir aquest resultat cal considerar els desen-

volupaments X-adic i (X + 2%)-adic.

Casn =17

Com en el cas anterior, el nucli de 'extensié central universal és M (A7) =
7.]6Z.

A [Mes98] es demostra que, prenent

1206360007
f(Tr) = ; :
1162672772 + 31255

el polinomi
X (49X° — 882X* +1365X2 — 100) — f(7)(32585X* — 9702X* + 141)

defineix una A;-extensié regular de Q(7) per a la qual el problema d’immersié
central universal admet solucié.
Es comprova que lespecialitzacié en T' = 0 (i, per tant, f(T) = 0) és

moderadament ramificada. [l

Observacié 6.2.7. Per an > 5 hem demostrat, de fet, que tot grup extensio
central finita de A,, es realitza com a grup de Galois d’una extensio reqular de

Q(T) que admet especialitzacions moderadament ramificades sobre Q.

L’argument donat en la demostracié anterior també permet establir el re-

sultat segiient.

Teorema 6.2.8. Sigui n # 6,7 un natural © G un grup extensio central finita
del grup alternat A,,. Sigui S un conjunt finit de primers qualsevol. Aleshores,
G es realitza com a grup de Galois d’infinites extensions de Q no ramificades

en S, linealment disjuntes dos a dos.

Observacié 6.2.9. De fet, per a n # 4,6,7, obtindrem també el resultat
analeg demanant “tots els primers de S descomponen completament” (veure
Corol.lari 6.5.7).
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6.2.3 Extensions centrals finites de grups simetrics

Per a grups extensié central finita del grup simetric S, provem el resultat
analeg al Teorema 6.2.6. Ho veurem seguint l'estrategia de Sonn per a de-
mostrar que tot grup extensio central finita de S,, es realitza com a grup de
Galois d'una extensié regular de Q(7") (cf. [Son91]).

Teorema 6.2.10. Sigui n un natural qualsevol i G un grup extensio central
finita del grup simetric S,. Aleshores, G es realitza com a grup de Galois d’in-
finites extensions de Q, linealment disjuntes dos a dos, moderadament ramifi-

cades.

Demostracio. Per a n < 5, qualsevol grup extensio central de .S,, és resoluble
i, per tant, el resultat és conseqiiencia de la Proposicié 6.2.4.

Suposem, doncs, n > 5. En aquest cas, S, és un grup no perfecte amb
grup de multiplicadors de Schur (cf. [Suz82, Chap.3,82.])

M(S,) = 7/27.

Usant també que el subgrup derivat de S, (és a dir, A,) té index 2, es pot
veure que el nucli de qualsevol extensio central primitiva de S,, és un 2-grup
(cf. [KSS89, Thm. 6]).
Aixi, pel Teorema 6.2.2 és suficient veure que, donada una extensié central
finita
1-C—-G58,—1

amb nucli un 2-grup, aleshores existeix un epimorfisme ¢r : Gory — S, Q-

regular tal que:
(a) el problema d’immersié (7, ¢r) és resoluble,

(b) Tespecialitzaci6 de @ en algun T' =ty € Q és moderadament ramificada.
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Sigui Cy C S, el subgrup generat per un 2-cicle i considerem 1’extensio
central corresponent
1-C—-ALC,— 1.

Com que el grup A = 771(Cy) és un grup abelia finit, és conegut que existeix
una A-extensié Q-regular de Q(7") tal que la seva especialitzacié en algun 7' =
to € Q és moderadament ramificada (veure Seccié 6.3). Sigui o7 : Gor) — A
I’epimorfisme corresponent.

L’extensié quadratica Kr/Q(T) corresponent a o := 7 o or s’obté com
a cos de descomposicié sobre Q(T') d’un polinomi monic f(7T, X) € Q[T, X]
de grau 2. A més, podem suposar que P(T,X) = f(T,X)[[(X — a;) és un
polinomi H-general de grau senar n o n + 1, amb a; € Q convenients (veure
Proposicié 6.3.4).

De la Proposicié 4.2.1 obtenim un epimorfisme
o1 Goary — Galgry) (P(T,X) —U.Q(T, X)) = S,,

on U denota una nova indeterminada.

Com que estem suposant que C' és un 2-grup, la Proposicié 6.2.5 garanteix
que l'obstruccié al problema d’immersié (7, pry) no depen de U. D’altra
banda, @7 és una solucié de (7, p1) i, per tant, aquest problema té obstrucci6
nul.la. En conclusié, 'obstruccié de (m, @) és trivial i el mateix val per a
(7, 1), Per & qualsevol vy € Q (no ramificat).

Gracies a la Proposici6 5.2.2, podem triar uy € Q tal que 1., (Gor)) =
Sn 1 @14, admet especializacions racionals (de 7') moderadament ramificades
(donat que aix0 es satisfa per a Kp/Q(T'), és a dir, per a ¢r); només cal
imposar ug = 0 (mod (n!)¥), amb k prou gran.

Notem, finalment, que la S,-extensi6 de Q(T") definida per ¢r,, és necessariament
Q-regular, per ser-ho la seva tinica subextensié galoisiana no trivial K7 /Q(T).

Ul

Observacié 6.2.11. Aquest resultat també es pot obtenir sense recorrer als
arguments de [Son91]. De fet, si P(X) € Q[X] és un polinomi H-general
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amb discriminant no quadrat, aleshores el polinomi P(X) — TQ(X) defineix
una Sp-extensio de Q(T); no es tracta, pero, d’una extensio Q-regular (veure
Proposicid 4.2.1).

L’avantatge de la demostracio donada és que estableix, per a n > 5, que
tot grup extensio central finita de S, es realitza com a grup de Galois d’una
extensid Q-reqular de Q(T') que admet especialitzacions moderadament ramifi-

cades sobre Q.

Raonant com a la demostracié del Teorema anterior, també obtenim el

resultat segiient.

Teorema 6.2.12. Sigui n un natural qualsevol i G un grup extensio central
finita del grup simétric S,. Sigui S un conjunt finit de primers qualsevol.
Aleshores, G es realitza com a grup de Galois d’infinites extensions de Q no

ramificades en S, linealment disjuntes dos a dos.

6.2.4 Extensions centrals finites dels grups de Mathieu
My 1 My

Les realitzacions regulars sobre Q(7") dels grups de Mathieu Mj; i Mi2 que con-
siderarem sén, essencialment, les ja recordades a la Seccié 5.3. Alla hem provat

que totes dues admeten especialitzacions racionals moderadament ramificades.

Teorema 6.2.13. Sigui G' un grup extensio central finita d’un dels grups de
Mathieu My, o Myy. Aleshores, G es realitza com a grup de Galois d’infinites

extensions moderadament ramificades de Q, linealment disjuntes dos a dos.

Demostracio. My és un grup simple amb grup de multiplicadors de Schur
trivial. Aixi, tota extensié central de M;j; és split i, per tant, sempre déna
lloc a problemes d’immersié resolubles. En aquest cas només cal aplicar la

Proposicié 5.3.2 i el Teorema 6.2.2.
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M5 és un grup simple d’ordre 2°.33.5.11 amb grup de multiplicadors de
Schur Hy(Mi2,Z) = 7Z,/27. Pel Teorema 6.2.2, és suficient veure 'existencia
d'un epimorfisme @7 : Gory — Mg (regular) admetent alguna especialitzaci6
moderadament ramificada i tal que el problema d’immersié central universal
(]\71/2, ©r)

Go(r)
- Ler
1 — Z/)2Z — My — My — 1
sigui resoluble.
A la Seccié 5.3 hem recordat que el polinomi (de [MZMB86])

35559 59832

3348
f(T,X) = X12+20X”+162X10+TX9+ = X5+ X7
84564 _, 857304 _, 807003 _, 1810836 .,
- X X X
511758 ., 2125764 531441 )
- X T X e - TX

defineix una extensié regular de Q(7") amb grup de Galois Mis. Si ¢r :
Gory — Mz denota I'epimorfisme corresponent, 'obstruccié al problema
(m,ng) és no nul.la. A [BLV86] es demostra, pero, que existeixen espe-
cialitzacions t € Q per a les quals el problema d’immersi6 (sobre Q) (Mlz, ©r)
admet solucio; aquest és el cas, per exemple, per a t = 133.

El tipus de ramificaci6 de @7 i el fet que I'obstruccié de (]\7;2, er) s’anul.li
per especialitzacié en algun punt no ramificat T' = t; € Q permeten a Mestre
deduir (per canvi de variable) una realitzacié regular de My sobre Q(T) (cf.
[Mes94b] i [Mes94a]). Concretament, es demostra que existeix una funci6
racional h(7T') € Q(T) tal que h(0) =ty i f(h(T),X) defineix una M;s-extensi6
regular de Q(7") per a la qual el problema d’immersié corresponent (]\71/2, Ur)
és resoluble.

D’altra banda, a la Proposicié 5.3.2 hem vist que 'extensié de Q definida
per f(t,X) € Q[X] (t € Q amb f(t, X) irreductible) és

e no ramificadaenp=2ip=3,sit=1 (mod 12),
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e moderadament ramificada en p = 5, si v5(t) > —6,
e no ramificada en p # 2,3,5, si t =0 (mod p).

En particular, (133 no ramifica en p = 2,3 i és moderadament ramificat en
p=5. Com que vy (D(f(133,X))) = 0, concloem que ;33 és moderadament
ramificat.

Aixi, el resultat enunciat és conseqiiencia del Teorema 6.2.2. O

Observacié 6.2.14.

1. Hem demostrat, de fet, que tot grup extensio central finita de My; o Mis
es realitza com a grup de Galois d’una extensio Q-regular de Q(T') que

admet especialitzacions moderadament ramificades sobre Q.

2. A [Mes94b] es remarca que [’obstruccié al problema (]\//[\1/2,90T) és lele-
ment de la 2-component del grup de Brauer Bro(Q(T)) = H*(Gory, Z/27Z)
corresponent a la Q(T)-algebra de quaternions (2223'® — 5°T2 6T'). Per
tant, fent el canvi de base T = 6U? s’obté una realitzacid reqular de M
sobre Q(U) per a la qual el problema d’immersid central universal és res-
oluble. Hem comprovat, pero, que aquesta extensid de Q(U) no admet

especialitzacions moderadament ramificades.

6.3 La propietat d’aixecament aritmetic per a
extensions centrals finites de grups alter-

nats

L’objectiu d’aquesta seccié és contribuir al seglient problema proposat per
S.Beckmann (cf. [Bec94)):
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Tota realitzacié d’un grup finit G com a grup de Galois sobre
Q es pot obtenir per especialitzacié d’'una realitzacié regular de G

com a grup de Galois sobre Q(7") ?

Notem que una resposta afirmativa a la qiiestié anterior per a tot grup finit G
implicaria, en particular, que el problema invers de la teoria de Galois sobre

Q és equivalent al problema invers regular sobre Q(7T').

6.3.1 La propietat d’aixecament aritmetic

E. Black proposa la segiient definicié (cf. [Bla99a] i [Bla99b]).

Definicié 6.3.1. Direm que un grup finit G té la propietat d’aixecament
aritmetic sobre un cos K si tota G-extensio de K s’obté per especialitzacio

d’alguna G-extensié K-reqular de K(T') en algun T =ty € K.

Beckmann i Black parlen de “G-recobriments ramificats de P! definits sobre
K7 enlloc de “G-extensions K-regulars de K(T')”; es tracta de terminologies
equivalents, via el functor cossos de funcions.

Generalitzant el problema de Beckmann, Black conjectura que la propietat
d’aixecament aritmetic es satisfa per a tot grup finit sobre qualsevol cos (cf.
[Bla99b]). La validesa de la conjectura de Black implicaria (una resposta
afirmativa a) el problema invers regular de la teoria de Galois sobre qualsevol
cos (cf. [Deb99a, Prop. 1.2]).

Resultats recents de Colliot-Thélene [CT00] (caracteristica 0) i Moret-
Bailly [MBO01] (caracteristica qualsevol) estableixen que, sobre un cos gran
(large field) K, sempre es té la segiient generalitzacié de la propietat d’aixeca-

ment aritmetic:

Si H és un subgrup d’un grup finit GG, aleshores tota H-extensio
de K s’obté per especialitzacié d’alguna G-extensiéo K-regular de
K(T)enalgun T'=t; € K.
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En particular, tot grup finit satisfa la propietat d’aixecament aritmetic sobre
un cos gran K. Aquest resultat generalitza el fet conegut que el problema
invers regular admet una resposta afirmativa sobre K(T'), quan K és un cos
gran qualsevol (cf. [Har87], [Pop96)).

Convé remarcar que els cossos base que més ens interessen son els cossos
de nombres (especialment K = Q), i aquests estan molt lluny de ser cossos

grans.

A partir d’ara, (gairebé) sempre suposarem que K és un cos de carac-
teristica 0 i, en particular, infinit.

Si existeix un polinomi P(71, ..., T, X) € K(T1,...,T,)[X] generic per a
G-extensions sobre K, aleshores GG satisfa la propietat d’aixecament aritmetic

sobre K (cf. [Bla99a, Prop. 1.2]). Aixo és clar si tenim en compte que:

1. si L/K és una G-extensié de K, aleshores L és el cos de descomposicié
de P(t,X) per algun t € K™,

2. existeix algun s € K™ tal que totes les arrels de P(s, X)) sén simples i
pertanyen a K (cf. [Kem01]),

3. P(t+T(s—1),X) defineix una G-extensié de K(T') que especialitza a
L/K (en T = 0); per 2., es tracta d’una extensié K-regular.

Si suposem, a més, que K és hilbertia, aleshores en ’argument anterior podem
triar s de manera que el cos de descomposici6 sobre K de P(s, X) defineixi una
G-extensié de K linealment disjunta amb L/K. En aquest cas, doncs, podem
admetre que 'extensié prefixada tingui grup de Galois Gal(L/K) isomorf a un
subgrup qualsevol de G (usant [Kem01]). Es a dir, val la versié generalitzada
de la propietat d’aixecament aritmetic.

A la Secci6 5.2 ja hem recordat alguns grups per als quals es coneix 'ex-
istencia de polinomis generics sobre Q (i, per tant, sobre qualsevol cos de car-

acteristica 0) com, per exemple, tots els grups simetrics i alguns grups abelians
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i diedrals. Tots aquests grups satisfan, doncs, la propietat d’aixecament ar-
itmetic sobre qualsevol cos de caracteristica 0.

Altres resultats relatius a la propietat d’aixecament aritmetic es poden
trobar, per exemple, a [Bla98], [Bla99b] i [Deb99a].

Per als nostres proposits, convé destacar:

Proposicié 6.3.2. [Bec94]
La propietat d’aizecament aritmetic es satisfa per a tot grup abelia finit, sobre

qualsevol cos de nombres.

Més generalment, Debes [Deb99b] obté que tot grup abelia finit satisfa la
propietat d’aixecament aritmetic sobre qualsevol cos. Per completitud, de-
mostrem la segiient generalitzacié d’aquest resultat, esmentada a [Deb99b] i

que ja hem utilitzat en seccions anteriors.

Proposicié 6.3.3. Sigui H un subgrup d’un grup abelia finit G i sigui K
un cos qualsevol. Suposem donats ty € K i un conjunt finit D C PY(K).
Aleshores, tota H-extensio de K es pot obtenir per especialitzacio en T = tg

d’alguna G-extensio K-reqular de K(T') no ramificada sobre D.

Demostracio. Sigui x : Gx — H l'epimorfisme corresponent a la H-extensié

donada L/K i considerem ’epimorfisme constant
xr : Grry — Gal(L(T)/K(T)) = H.

Com que G es abelia finit, és conegut que existeix alguna G-extensié K-regular
de K(T) no ramificada en un conjunt finit prefixat S C P*(K) qualsevol (cf.
[Deb99b]). En particular, existeix alguna G-extensié K-regular My /K (T) no
ramificada en T" = ¢y. Sigui ¢r : Gk () — G l'epimorfisme corresponent.

Sigui M /K lespecialitzacié de My/K(T) en T' = t,. M/K és una A-
extensio de K, per algun subgrup A C G.

Considerem ara el morfisme constant

by Gy — Gal(M(T)/K(T)) = A C G,
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obtingut de Gal(M(T)/K(T)) = Gal(M/K).
Definim el morfisme ¢7 : Gg(ry — G com ¢p := XT.goT.@b;l. Clarament,

és precisament 'especialitzacié de ¢ en T = t5. A més,

¢T(G?(T)) = SOT(G?(T)) =G

i, per tant, ¢p correspon a una G-extensié K-regular de K(T)).
Aixo acaba la demostracio, donat que podem suposar també D C S; és

a dir, podem triar ¢ que no ramifiqui sobre D (i, per tant, tampoc ho fara

ér). O

6.3.2 Extensions centrals finites de grups alternats

Tal com Black esmenta a [Bla99b], de la construcié de Mestre [Mes90] es pot
obtenir la propietat d’aixecament aritmetic per a tot grup alternat sobre qual-
sevol cos de caracteristica 0. Aixo és clar a partir del Teorema d’Irreductibilitat

de Hilbert i del segiient resultat conegut que ja hem usat a la Secci6 6.2.

Proposicié 6.3.4. (cf., per exemple, [Kem01, Lemma 2])
Sigui G C S,, un grup de permutacions i N/ L una G-extensio de cossos infinits.
Sis(Xy,...,X,) € NXq,...,X,] és un polinomi no nul qualsevol, aleshores

existeizen oy, ... ,a, € N tals que:
(a) o(0;) = asu), per a toto € G
(b) s(ai,...,an)#0

Convé notar:

L. Si [[,;(Xi — Xj) és un factor de s(Xi,. .., X,), aleshores els elements
a; son diferents dos a dos i NV és el cos de descomposicié sobre L del
polinomi [[.(X — ;) € L[X].
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2. La Proposicio 6.3.4 s’acostuma a demostrar en el cas G C S, transitiu
(com a [KemO1]). El cas general es pot obtenir d’aquest, per exemple,

per un argument inductiu sobre el nombre d’orbites.

El resultat principal d’aquesta seccio és el segiient.

Teorema 6.3.5. Siguin # 4,6, 7 un natural i sigui G un grup extensid central
finita de A,,.

(a) G satisfa la propietat d’aizecament aritmétic sobre qualsevol cos K de

caracteristica 0.

(b) Si L/K és una extensid de Galois de cossos hilbertians de caracteristica
0 amb grup de Galois isomorf a un subgrup I C G, aleshores L/ K s’obté
per especialitzacid d’alguna G-extensid K -reqular de K(T) en algun T =
ty€e K.

Demostracio. Les demostracions dels apartats (a) i (b) sén completament
analogues. Demostrarem els dos enunciats alhora, remarcant en quin punt
cal usar el caracter hilbertia de K (per a obtenir (b)).

Per a n < 3, el grup A, és ciclic i, per tant, tot grup G extensié central
finita de A,, és abelia. Aixi, per la Proposicié 6.3.3, només cal considerar els
casosn =95in>"7.

Suposem donada una extensio central finita
1-C—-G5 A, —1

i una [-extensi6 M /K de cossos de caracteristica 0, on I és un subgrup de G

(I =G en (a) i qualsevol en (b)). Denotem per
0:Gx — Gal(M/K)=1CG

I’epimorfisme corresponent.
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Cal provar I'existencia d’un epimorfisme K-regular G gy — G que espe-
cialitzi a ¢ en algun T' =ty € K.
Sigui L/K la 7(I)-subextensié de M /K corresponent a

p=mmop:Grg — w(l) C A,.

Gracies a la Proposicié 6.3.4, podem suposar que L és el cos de descomposicid

sobre K d’un polinomi monic f(X) € K[X]| de grau n tal que:
e sin éssenar, P(X) := f(X) és H-general,
o sin ésparell, P(X) := (X —a)f(X) és H-general per algun a € K.

Podem aplicar, doncs, els resultats de [Mes90] (veure Proposicié 4.2.1) per a
obtenir una A,-extensié K-regular Ly/K(T) que especialitzi a L/K en algun
T =ty € K. Més concretament, amb les notacions de la Seccié 4.2, és suficient

agafar Ly com el cos de descomposicié sobre K(T) de:

e P(X)—TQ(X), per an senar,

P(X)— 574 Q(X)

i X_T

, per a n parell.

Aixi, prendrem tq = 0 si n és senar i to = a si n és parell.
Sigui 7 : Ggy — A, 'epimorfisme corresponent a aquesta G-extensio
Lp/K(T). Per hipotesi, ¢, = ¢.

Fem la segiient hipotesi que demostrarem més endavant.

(x) El problema d’immersié (7, ¢7) admet una solucié @7 : Ggr) — G no

ramificada en T = t.

Considerem la segiient extensié central de 7([) obtinguda de 7
1-C—1.C% 7)) —1.

Com que tant @, com @ sén solucions del problema (77, ), haura de ser

X-¢1, = @, per algun x € Hom(Gg,C). A més, per la Proposicié 6.3.3, x
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es pot obtenir per especialitzacié en T' = t; d’algun epimorfisme K-regular
xr € Hom(Gk(r), C) no ramificat on @7 ramifica.
Del fet que @7 i Y7 defineixin extensions linealment disjuntes sobre K (T')

s’obté que el morfisme

(xt, 1) Ggra) — XT(GF(T)) X @(GF(T))

és un epimorfisme. D’altra banda, xr(Gzr)) = C i ¢r(Gg)) = A, donat
que 7 i xr son K-regulars.
En conclusié, XT.Q/DE:(Gf(T)) = G i, per tant, xr.p7 és una solucié propia

K-regular del problema d’immersi6 (7, ) que especialitza a @ en T' = 1.

Haurem acabat la demostracié del Teorema si provem 'afirmacié ().

Notem que lafirmaci6é (%) és independent de la solucié prefixada ¢ del
problema (7, ¢); el fet realment essencial és que aquest problema d’immersi6
sigui resoluble. A partir d’ara podem suposar, doncs, que ¢ és una solucio
propia de (7, ¢). Aix0 és clar per a l'enunciat (a) donat que, per hipotesi,
¢(Gk) = I = G. En la situacié de (b), lexisténcia d’una solucié propia de
(77, @) s’obté de la resolubilitat del problema, gracies a la hipotesi addicional
K hilbertia (cf. [MM99, Chap. IV, Cor. 6.2]).

No hi ha res a demostrar quan la successié exacta
™
1-C—-G—A,—1

és split. En aquest cas, si s : A, — G és una seccié de 7, aleshores s o ¢ :
G k(ry — G és una solucié de (7, ¢r) no ramificada en 7" = ¢,.

Suposem, doncs, que la successio exacta anterior no escindeix. Com que
estem considerant els casos n =5 on > 7, A, és un grup perfecte amb grup
de multiplicadors de Schur isomorf a Z/27Z. Si H C G és un subgrup minimal
amb la propietat m(H) = A, aleshores H és una extensié central de A, per
<1 >, per algun 7 € C' d’ordre 2 (H = :4\;)

Sigui C' el 2-subgrup de Sylow de C' i notem G = C.H. Un complement C

de C en C haura de ser també un complement (central) de G en G.
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Considerem l'extensié central natural (restriccié de )
1-C—-G5 A, — 1.

Tota soluci6 del problema d’immersié (7, ¢r) defineix també una solucié de
(7, r) via la inclusié G C G. A més, és clar que I'obstruccié del problema
d’immersio6 (7, o) s’anul.la en T = t,, donat que G = G x C (producte directe
intern) i (77, ¢) és resoluble per hipotesi. De fet, aquesta és la raé per la qual
considerem G i no ens conformem amb H: I'existéncia de ¢ no és suficient (ni
en (a) ni en (b)) per a garantir la resolubilitat del problema universal per a ¢
1, per tant, tampoc per a @r.

De tot l'anterior concloem que, per a provar (k), podem suposar que C
és un 2-grup, conservant la hipotesi de resolubilitat sobre el problema (7, ¢).
Seguim denotant per ¢ una solucié propia de (7, ) corresponent a una I-
extensio M /K.

Considerem, ara, les extensions centrals naturals
71
lo<7>>C->G —1

lo<rt>>HB3G, =4,—1
lo<r>>G3G —1

i denotem per €1, €9, €3 les corresponents classes de cohomologia en H?(Gy, <
T >).

Notem que G3 = G; x G5 (producte directe intern) i que 7y és precisament
la restriccio de m a H. Per a1 = 1,2, p; : G3 — G; denotara la projeccid
natural.

Considerem els epimorfismes naturals:
p3 =309 :Gxg — y3(I) C G,

wy i =paows:Gg — w(l) C Gy,

o1 :=pioyws:Gg — Gi.
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Per a cada i = 1,2, 3, denotem per L;/K la subextensié de M /K corresponent
a ;. Clarament, o = ¢, Ly = Li.Lo 1 (p3 = p1.s.

Com que < 7 > no té elements d’ordre 3, la Proposici6 6.2.5 garan-
teix que l'obstruccié al problema d’immersié (s, ¢r) és constant (perd no
necessariament trivial).

Sigui ¢r : Grry — Gal(Li(T)/K(T)) = G1 I'epimorfisme constant que
especialitza en 7' = ¢y (i en qualsevol 7' =t € K) a ;. L’obstruccié del
problema (1, ¢r) és constant i coincideix amb 'obstruccié de (71, ¢1).

Per a i = 1,2, denotem per inf; : H*(G;,< 7 >) — H*(G3,< 7 >) el
corresponent morfisme d’inflacio.

En H?(G3,< 7 >), es té la igualtat e3 = infy(g1) + infy(eq). Aixi, I'ob-
struccié al problema d’immersié (s, @r.¢r) és precisament la suma de les
obstruccions als problemes (ve, 7)1 (71, ¢7).

En particular, 'obstruccié a (73, pr.¢7) és constant. Per forga ha de ser
trivial, donat que s’anul.la en el punt no ramificat 7' = ¢y, donat que @ és una
solucié de (v3/7, ¥3) = (V315 Pro-Pto)-

Sigui, doncs, @7 : Gg(ry — G una solucié de (73, pr.¢r) (necessariament
propia). Clarament, ¢r és també una solucié de (7, @r).

Suposem que l'epimorfisme @r ramifica en T" = ty. Tant @7 com ¢r no
ramifiquen en T = ty i, per tant, tampoc ho fa pr.¢p. Aixi, la imatge de
qualsevol grup d’inercia (en 7' = ty) en G = @r(Gk(r)) ha d’estar continguda
en el nucli < 7 > de 73. Sigui wr € Hom(Gg(r), < 7 >) I'epimorfisme corre-
sponent a una < 7 >-extensié de K(7T') totalment ramificada en 7' = ¢, com,
per exemple, el cos de descomposicié sobre K(T) de X2 — (T —to). D’aquesta
manera, or.wr és una solucié als problemes d'immersi6 (y3, ¢r.¢7) 1 (7, 1),
no ramificada en T' = ty donat que el generador de la inercia és 7.7 = 1.

En conclusid, la hipotesi (x) queda provada i, per tant, també el Teorema.

[

Observacié 6.3.6. Quan n = 4,6,7, la demostracio anterior no és valida

perqué A, no és perfecte (n = 4) o el seu grup de multiplicadors de Schur
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conté elements d’ordre 3 (n = 6,7). Tot i aixi, 'argument donat si s’aplica
a alguns problemes d’immersio i s’obté, per exemple, que A, 1 ANn satisfan la
conclusio del Teorema anterior i, per tant, la propietat d’aixecament aritmeétic
sobre qualsevol cos de caracteristica 0, per a tot n. Només cal notar que la de-
mostracié donada funciona sempre que existeiri algun subgrup H C G isomorf

a A, oA, tal que 7(H) = A,.

L’apartat (b) del Teorema anterior ens permet recuperar directament el
Teorema 6.2.6 per a n # 4,6,7. De fet, prenent H = {1} i aplicant la

Proposicié 5.2.2 obtenim el segiient resultat.

Corol.lari 6.3.7. Siguin # 4,6,7 un natural © sigui G un grup extensio cen-
tral finita de A,. Aleshores, G es realitza com a grup de Galois d’infinites
extensions de Q, linealment disjuntes dos a dos, en les quals els primers d’un

conjunt finit prefixat qualsevol S descomponen completament.

Més generalment, 'argument anterior permet demostrar en alguns casos
I'existencia d’infinites G-extensions de Q que, per complecié, donen lloc a
extensions locals (de Q,) prefixades, una per a cada primer p d'un conjunt
finit S. Aixo és clar, per exemple, sempre que tots els grups de Galois de les
extensions locals donades siguin isomorfs a algun subgrup d’un tnic H C G
per al qual es té un resultat de tipus Grunwald-Wang (per exemple, si existeix

un polinomi generic per a H-extensions sobre Q).
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