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NOTACIONES

La palabra anillo significa siempre antllo commutativo con
unidad

El simbolo € se emplea para representar una inclusidn es-
trieta

S1 B es un anillo y A un subanillo de B, se dice que A C B
forman una extensidén, & gque B es una extensidn de A La extensidn

se llama entera (finita etc ) s1 B es una A-dlgebra entera (fini

ta, etc )

Para un anillo A Spec A designa el espectro primo de A dim A,
la dimension de Krull de A A_.q ©! antllo reducido de A coclente

de A por su nilradical Af el anillo de fracciones de A relativo
al sistema multiplicataivo formado por las potencias de un elemento

fen

S1 PeSpec A h(P) designa la altura de P i1gual a dim AP
ch(P), la coaltura de P 1gual a dim A/P



INTRODUCCION

La nocidn de ideal primo (Dedekind 1871) ha 1do adquirien-
do cada vez mayor importancia hasta ocupar, con la Teoria de Es-
quemas de Grothendieck el centro mismo del Algebra Conmutativa
El estudio de los anillos conmutativos se convierte asi en el de
los esquemas afines con base en espaclos topoldgicos gque son el
espectro primo de un anillo conmutativo, correspondiéndose funto
rialmente los homomorfismos de anillos A > B con morfismos de es

guemas que inducen en los espacios base las aplicaciones conti--

nuas Spec B > Spec A

Un responsable fundamental en una parte de esta evolucidn
es W Krull (189%99-1971) Seflalemos algunos aspectos de su contri
bucidn {Unicamente desde el punto de vista de nuestro trabajo A
Krull se debe (en 1926) la definicidn de dimensidn de un anillo
como supremo de las longitudes de las cadenas de 1deales praimos
de A asociando por pramera vez el objeto geométrico Spec A al
objeto algebraico A Su famoso Hauptidealsatz ([2] 11 17) hace
gque, en palabras de Northcott un anirllo noetheriano deje de
ser un palido reflejo de un anillo de polinomios y convierte al
conjunto ordenado* Spec A en algo semejante al conjunto de subva
riedades irreducibles de una variedad algebraica afin Spec A ve
rifica la condicidn de cadena descendente en un sentido fuerte
la altura de un 1deal primo es finita entre dos 1deales praimos
comparables no adyacentes existen i1nfinitos i1deales praimos, etc

Mas tarde Krull demuestra que si1 A es un anillo local regular

%*
Krull no maneja Spec A como un espacio topoldgico pero si1 A es

un anillo noetheriano topologia y orden son de hecho eqguivalen

tes en Spec A No asi en general



h(P)+ch(P)=dim A para todo P Spec A

Asimismo, por lo que a morfismos se refiere, Krull demuestra
gque en un anillo noetheriano 1la dimensidén aumenta en n s1 se afha-
den n indeterminadas Su memoria de 1937 ([19]) incluye todos los
teoremas fundamentales sobre el comportamiento de los 1deales pri
mos en extensiones enteras En particular demuestra que si1 A,B

son anillos iIntegros tales que A C B es una extensidn entera, la

aplicacidn
Spec B > Spec A

es eplyectiva conserva el caracter maximal, tiene fibras de di-
mensidn O y veraifica la propiedad llamada de going-up Si1 ade-
mids A es un anillo integramente cerrado y el cuerpo de cocientes
de B es una extensidn normal del cuerpo de cocientes de A el co
rrespondiente grupo de automorfismos opera transitivamente en la
fibra de cada 1deal primo de Spec A 1lo que trae como consecuen-
cia la acotacidn del cardinal de cada fibra y la propiedad llama
da de going-down ©para la aplicacidn asociada a la extensidn

*
A E B y tambi1én para las subextensiones de A intermedias

En la citada memoria Krull plantea la siguiente cuestidn
(119] p 755) sz A C B es una extensidn entera, con A y B ani-
llos integros y A integramente cerrado y st QJC Q2 son i1deales
primos adyacentes de Spec B, lo son tambien sus imagenes
QlflA.CQ211A7 Aunque estas hipdtesis garantizan todos los teo-
remas antes mencionados no son suficientes En 1972 I Kaplans
ky responde negativamente a esta pregunta ([17]) pero su contra
ejemplo utiliza anillos no noetherianos Sin embargo hace notar

que el problema tiene una facil respuesta afirmativa si el anillo

Los teoremas de going-up Yy going-down son llamados por algu-
nos teoremas de Cohen-Seidenberg aungue estos autores sdlo
los generalizan muy ligeramente en 1946 ([4]) como reconocen
en praimera pagina All of the results of this paper have been

proved by Krull



B es catenario ([21] 14 B) en virtud de la conservacidn de

alturas en
Spec B > Spec A

garantizada por el going-down El problema deriva entonces ha-
cia la demostracidn de la llamada corgetura de la cadena satura-
da el cierre entero de un anillo noetheriano es un antllo cate-
nar10 Esta cuestidn objetivo de Nagata desde su famoso ejemplo
de anillo noetheriano no catenario ([27] p 203-205) ha dado 1lu-
gar a una agobiante cantidad de literatura sobre todo por parte
de L. J Ratlaiff y su escuela (véase [30] para una exposicidn

didactica ) que sin embargo no parece haber llevado a avances

decisivos en la resolucidn de la conjetura

Para situar el problema de Krull en sus justos té&rminos hay
gque hacer notar gque los anillos noetherianos habituales son ca
tenarios, por lo gue en estos casos dicho problema se responde
afirmativamente Por estas razones hemos planteado la siguiente
cuesti1dn evidentemente mas fuerte en qué condiciones una ex-

tensi1én de anillos A C B es tal que la aplicacidn
Spee B — Spec A

verifica la propiedad de 'going-betwenn', consistente en que pa-
- PC:P2 de Spec A y cada par QJCIQZ de Spec B
Q2(\A = P2, exista un QeSpec B de forma

ra cada terna Pz
tales que Q1f1A = PZ’
que @NA = P y QJC:QC:QZ Este problema constituye el centro de
nuestro trabajo Estd claro que su interé&s no esti en la resolu
c16n del problema de Krull (en el que no se exige que QNA = P)

S1no en gue su conocimiento situaria la aplicacidn
Spec B > Spec A

completamente bajo control en cuanto al orden del espectro se
refiere (y en el caso noetheriano a la topologia) al menos en
el caso mas interesante de las extensiones enteras Precisamente
la condicidn se ha revelado lo suficientemente fuerte como para
que su estudio revista interés sobre todo en el caso de los ani-

llos noetherianos habituales



La terminologia de going-between" que introducimos para
designar la cuestidn estd evidentemente sugerida por las ya
clasicas de going-up Yy going-down" Por desgracia hay que
hacer notar que Ratliff en su reciente estudio axiomdtico del
problema de Krull ([28]) emplea el mismo término para la pro-
piredad que corresponde a dicho problema Justamente al defainarla
reconoce que el nombre se ajusta mas bien a la propiedad plantea
da por nosotros e 1ncidentalmerte afirma que esta propiedad es
muy fuerte y que existen anillos regulares completos que no la
verifican (sin mas precisidn) Esta es toda la referencia exis-
tente hasta el momento en la literatura de la propiedad de

going-between en el sentido considerado por nosotros

Pasamos a descraibir el contenido de la memoria en té&rminos
generales Un complemento de esta descripcidn son las introduc-
ciones a los tres capitulos de que consta asi como los comenta
rios intercalados en ellos Se ha preferido prescindir de capi-
tulo 0 y de enunciados de definiciones y resultados c¢onocidos,
salvo en contadas ocasiones bien especificadas A cambio se ci-
tan con precisidn todos los datos utilizados a riesgo de ser a

veces un poco prolijos

El estudio de la propiedad de going-between ocupa los ca-
pitulos II y III de nuestra memoria El capitulo I es independien
te de dicha propiedad y tiene como fin bidsico el cllculo de la
dimensi1dn de Krull en una extensidn de anillos Parte de los re-
sultados son utilizados luego en los dos capitulos posteriores
pero creemos que pramordialmente son de interés por s! mismos
La motivacidn principal estd en conseguir para una extensidn ACB
de anillos Integros fdérmulas que relacionen dim B con dim A Y
gr tr AB en las condiciones mas generales posibles Tales férmu-
las existen en la literatura solo cuando B es un anillo de poli-
nomios & una extensidn entera aparte del clidsico caso de las ii
gebras afines sobre un cuerpo El objetivo se logra de hecho de
forma Sptima con la Gnica restriccidn de que A sea un anillo noe-

theriano



Se comienza el capitulo I introduciendo lo que hemos llamado
radical dimensional de un anillo y dando métodos de cdlculo de di-
cho 1deal y también de la interseccidn de ciertas familias de 1dea
les primos de un anillo noetheriano relacionadas con la dimensidn
El radical dimensional aparece luego como la obstruccidn a que la
dimens186n de Krull pueda expresarse para un anillo noetheriano
cualgquiera en té&rminos del grado de trascendencia cCoOmo ocurre

con las Adlgebras afines sobre un cuerpo

Se pasa después a demostrar que s1 A C B es una extensidn de

anillos integros y A es noetheriano se tiene la acotacidn

dim B € dim A + gr tr AB

A esto se llega generalizando un resultado 'local' conocido, 1la
llamada férmula de las daimensiones , del caso de A-adlgebras fi
nitogeneradas al caso completamente general La cota superior es
la la mejor posible y se busca luego una cota inferior Si B es
una A-ilgebra finitogenerada (en el caso general tal cota no

existe) se llega a tener
dim B 2 dam A + gr tr 2B~

y la anulacidn del radical dimensional caracteriza la obtencidn

de la i1gualdad Sptima

dim B = dim A + gr tr AB

para todo B En particular cuando el radical dimensional de A
es nulo la dimension de Krull coincide con la definida a traves
del grado de trascendencia y las extensiones algebraicas se ca-
racterizan por ser las que conservan la dimension Los resulta-
dos obtenidos permiten a su vez el cdlculo de radicales dimensio
nales y se comprueba agradablemente que la coincidencia antes in
dicada es la situacidn mas frecuente, con la ventaja obvia de po
der computar la dimensidén mediante el grado de trascendencia Co
mo complemento se deducen una serie de resultados 1locales rela

tivos a la altura y coaltura de la contraccidn de un i1deal praimo

Se aborda luego el estudio de una subdlgebra cualgquiera B de
una A-algebra finitogenerada siendo A un anillo noetheriano A

pesar de que aparece toda una serie de anomalias en cuanto B deja



de ser un anillo noetheriano (incluso cuando A es un cuerpo) se
comprueba que genéricamente tales anomalias no ocurren y esto

hace posible demostrar para A y B casi los mismos resultados del
parrafo anterior acotacién de dim B <cdlculo de dim B por medio
de gr tr _B cuando el radical dimensional de A es nulo férmula
de las dimensiones etc Se observa también gue en la extensadn

se conserva la propiedad de ser 1deal maximal de m3xima altura

En el capitulo II se comienza el estudio de la propiedad de
going~-between Se define lo cue llamamos GB-extensién A C B

es una GB-extensidn s1 la aplicacidn
Spec B = Spec A

tiene la propiedad de going-between Tras el examen de las ge-
neralidades del caso se centra el i1nterés en la relacidn entre

GB-extensiones y las mas simples 5D-extensiones, definidas rela-
tivamente a la propiedad de going-down Se observa el papel de
puente gue van a jugar en ello los anillos de valoracidn a causa

de la saimplicaidad de su espectro

Kaplansky y su escuela (McAdam Dobbs etc ) han 1llevado a
cabo un estudio muy completo de la propiedad de going-down (vég
se [7] para un informe exhaustivo) A semejanza de su definicidn
de GD-anillo (un anillo integro tal que todas sus extensiones iIn
tegras son GD-extensiones) nosotros comenzamos por estudiar el
alcance de la propiedad de going-between definiendo lo gque lla-
mamos GBo—anzZZo (un anillo tal que todas sus extensiones son
GB-extensiones) GBZ-anzZZo (un anillo iIntegro tal que todas sus
extensiones integras son GB-extensiones) y GBz-anLZZo (un anillo
tal que todas sus extensiones enteras son GB-extensiones) Desde

luego nuestro interés primordial estd en los GBz-anlllos

Hay que hacer notar que el articulo de Ratliff ya mencionado
{[28]) define lo que llama GB-anillo (anillo tal que todas sus ex
tensiones enteras verifican la propiedad del problema de Krull)
definic1dn completamente distinta de las anteriores De esta for-
ma se evita la coincidencia de nuestra nomenclatura con la de

Ratliff



El estudio y caracterizacidn de los GBo Y GB1-anlllos tie-
ne un aire fuertemente no noetheriano y forma de hecho un para-
grafo lateral en el capitulo Se halla motivado en parte porgque

permite demostrar un resultado no simple la condic1dén de GD-ani

llo pasa al cociente

Los GBz-anlllos aparecen luego como mucho mas 1nteresantes
y complejos Tras considerar problemas de levantamiento de exten
siones enteras se estudian sus cocientes y local:izaciones y se
obtiene la caracterizacidn 1interna clave para que A sea un
GB2
extensiones para todo P€Spec A, siendo (A/P) el cierre entero

-anitllo es necesario y suficiente que A/P C (A/P)' sean GD-

de A/P Esto permite probar que en la defainicidn de GB2-anlllo es
posible limitarse a considerar sd5lo las extensiones enteras mo-
nogenas de A y que s1 A es iIntegro puede afiadirse ademas que
dichas extensiones sean fntegras También resulta que todo ant-
llo local henseliano wintegro integramente cerrado de dimension

< 3 es un GB_-ani1llo Se obtiene luego un criterio de descenso

2

de la condicidén de GB_-anillo y se constata que k[xX Y,Z] no es

2
un GB2-anlllo praimera i1ndicacidn de la fuerza de dicha condi-

c1dn

Los GBZ—anlllos noetherianos admiten una caracterizacidn
mas precisa Si A S B es una extensidn y PéSpec A se dice gue
P es untrramificado en B si la fibra de P en Spec B consta de un
inico 1deal primo Entonces resulta que un anillo noetheriano A
es un GBZ-anlllo s1 y solo si para todo Péspec A todo i1deal prai
mo de A/P de altura 2 2 es unirramificado en (A/P) Se carac-
teriza asimismo cudndo se tiene una GB-extensidn entre un anillo
noetherzano integro y su cierre entero y lo mismo se hace luego
en el caso de un anillo noetheriano cualquiera cuestidon de in~
terés cuando se pasa al completado Siempre en el caso noetheria-
no se demuestra que la condicidn de GBz-anlllo asciende al cie-

rre entero en el anillo total de fracciones aunque no lo hace en

general a través de extensiones finitas

El capitulo se termina demostrando una serie de resultados

que prueban que la unirramificacidn de ciertas familias clave de



1deales primos (G-1deales 1deales maximales 1deales de altura 1
1deales de coaltura 1 etc ) es suficilente, en ciertas condiciones,
para asegurar la unirramificacidn de todo i1deal primo en una ex-

tens18n entera Dichos resultados son bidsicos para abordar los

problemas del siguiente capitulo

El capitulo III presenta los resultados de mayor interés
(y sin duda los mas complejos) en torno a la propiedad de going-
between Se trata en definitiva de averiguar qué anillos noethe-
rianos son GBZ-anlllos lamentablemente la condicidn se revela muy
restrictiva por encima de la dimensidn 3 Se abordan con diferen-

tes métodos dos casos fundamentales anillos que son dlgebras fi-

nitogeneradas y anillos de series formales

En el praimer caso los dos enunciados fundamentales son

Sean A C B anillos Integros tales que B es un GBZ—anzZZo noe
theriano y una A-algebra finitogenerada con gr tr AB 21 Enton-

ces dim B < 3 y sv el radical dimensional de B es nulo, dim B<2

Sea A un anillo integro regular, Z una indeterminada, B un
anitllo integro tal que AlZ] C B es una extension finita St PeSpec

B es tal que By es un GB2—anzZZo, entonces h(P) < 3

En particular resulta que toda k-&lgebra esencialmente de

tipo finito sobre un cuerpo k gque sea un GB2—anlllo, tiene dimen

s1dn < 3

Tras 1nterpretar geométricamente los resultados anteriores
se pasa a considerar el caso de las series formales y m3s en ge-
neral 1la relacidn entre going-between y completacidn La propo

s1c1d6n clave para abordar el problema es la sigulente

Sea A un anillo local noetheriano itntegro cuyas fibras for-
males son geometricamente normales Sea PeSpec A con ch(P) = 2
y tal que el i1deal mazimal de A/P es unirramificado en (A/P)’
Sv 4 es un GB,~anillo, entonces A/P C (A/P)' es una GD-extension

A

Hay que hacer notar que A GBz-anlllo # A GBz-anlllo por 1lo
que el descenso ha de seguirse por la via que muestra la anterior
proposicibén cuyo enunciado refleja las complicaciones técnicas

que acarrea la destruccidn de la integridad en el paso al comple-



tado Tras una serie de construcciones explicitas con positavo

interéds en si mismas se llega aplicando la proposicidn clave,
a demostrar

Sea Bo un anillo noetheriano factorial cuyas fibras formales

en los 1deales maximales de Bo son geométricamente normales Si

BOIIX1 ,Xnﬂ es un GBz—anlllo, entonces n < 3 En particular
st k es un cuerpo, kﬂXl, ,Xnﬂ es un GBg—anzZZo st y solo s
n <3

Resulta obligado explicar la disparidad de los métodos em-
pleados en las dos partes del capitulo III La condicidn necesa
ria (IITI 1 1) es en principio de generalidad total, pero plan-
tea a su vez un dificil problema (congetura de Kaplansky-Hochster)
cuando se puede asegurar que dos i1deales primos de altura 2 contie
nen simultaneamente algun i1deal primo de altura 1? Aunque en cier
tos casos geométricos el problema aparece como 'naif , existen con
traejemplos al caso general y de hecho solo recientemente se tienen
datos positivos en antllos de polinomios (McAdam) Esto explica el
largo y paciente peregrinaje que representan las demostraciones de
las proposiciones (III 1 4) v (ITII 1 6) antes mencionadas y la
forma de sus enunciados Asimismo pone de manifiesto gque el méto-

do no es aplicable a los anillos de series

Finalmente digamos que los resultados obtenidos hacen pensar
como i1mprobable la existencia de GB2—anlllos noetherianos de di--
mensidn superior a 3 e 1ncluso en éste iltimo caso, un GBz-anl--

llo aparece como algo muy semejante a un anillo henseliano

Para terminar debo hacer patente mi1 agradecimiento a guienes
han hecho posible la redaccidn de esta memoria, empezando por
quienes ya hace mucho tiempo me hicieron sugestivo el estudio
del espectro primo y de muchas otras cosas Al director de este
trabajo Dr Rafael Mallol por su confianza y paciencia tantas
veces mostradas Al Dr Eduardo Casas a quien debo milltiples y
fundamentales sugerencias Tambi1én a las muchas personas gue me
han animado en la realizacidn de mi1 trabajo en especial a ma
buen amigo B Pascual Muntané&, a quien quiero dedicar estas pagi-

nas

Barcelona 3junio de 1 979



CAPITULO I

DIMENSIQON DE KRULL Y EXTENSIONES DE ANILLOS

Nos proponemos en este capitulo hacer un estudio fundamen-
talmente global del comportamiento de la dimensidn de Krull
en una extensidn de anillos La mayoria de los resultados se re-
ferirdn a anillos noetherianos Sin embargo también se obtendri
informacidn sobre anillos que no lo son en general como subélgg

bras de A-3lgebras finitogeneradas, siendoc A un anillo noetheria
no
Los resultados badsicos de que se dispone en este terreno son

los siguientes
a) La desigualdad 1local ([ 21] 14 C)

Sean A CB anillos noetherianos integros tales que B es una
A-algebra finitogenerada, Q un i1deal primo de B,P=QNA Se verifi-

ca

h(P)+gr tr B >h(Q)+gr tr k(Q)

A k (P)
s1endo gr tr AB el grado de trascendencia del cuerpo de cocien-
tes de B sobre el de A y designandc por k(P), k(Q) los cuerpos
residuales de los anillos locales AP BQ respectivamente Ademis
vale el signo = para todo Q si A es universalmente catenario o
s1 B es un anillo de polinomios sobre A en un niimero finito de

indeterminadas

En cuanto a fdérmulas globales se tienen los dos clidsicos

resultados de Krull ([ 27] 10 10 y 9 10)
b) Sea A un anillo noetherzano,x1 2 indeterminadas Se veri
fieca

dim A[X1 xn] = dim A + n



c) Sean A CB anillos tales que B es entero sobre n Se verifica
dim A = dam B

La principal motivacidn para extender estos resultados ha
si1do averiguar en gué condiciones el grado de trascendencla es
apto para describir la dimensidn de Krull como ocurre en el
clisico caso de las variedades algebraicas En otros términos

hasta qué punto (como en c¢) ) la conservacidn de la dimens1dn

caracteriza las extensiones algebraicas de anillos (Entende-
mos gue si A S B son anillos la extensidn A C B es algebraica
cuando todo elemento de B es cero de un polinomio n¢ nulo con
coeficientes en A) Para ello introducimos lo que llamamos ra
dical dimensional de un anillo A gque como veremos medira la

desviaci1idn de las extensiones de A respecto al compgrtamiento

apetecido antes indicado

§ 1 - El radiecal dimensional de un anillo

Sea A un anillo de dimensidn finita n Se llamarida radzical
dimensional de A a la interseccidn de los 1deales maximales de

A de altura n Se escribiria rd(Aa)

S1 A[X] es un anillo de polinomios e I es un 1deal de A
I[ X] designard el conjunto de los polinomios de A[X| que tienen

todos sus coeficientes en 1I

(1 1) - Propositcion Sea A ur anillo noetheriano de dimensidn

finita, X una indeterminada Se verifica
rd(A[x]) = (ra(a))[x]

Demostracién Sea n=dim A Se tiene dim A[X]= n+1 Si M es un
1deal maximal de A[X] tal que h(M)=n+1 entonces h(MNA)=n y

s1 N es un 1deal maximal de A tal que h(N)=n y M DON[X], enton-
ces h(M)=n+1 como resulta de ( [1§] Th 149) Ademds la es-
tructura de la fibra de N en Spec A[X] ([18], Th 36) pone de

manifiesto que



NM = N[x]

M2 N[x]
de donde resulta
rd(A[x]) = NM = ONn[x] = ("N ) ixl=(ran)) (xle
h(M)=n+1 h{(N)=n h(N)=n

De (1 1) se deduce gue en general el radical de Jacobson
de un anillo estd contenido estrictamente en el radical dimensio
nal Por ejemplo s1 A es un anillo local noetheriano integro y
M es su 1deal maximal el radical de Jacobson de AlX] es (0)

({21, ex 4 p 11) mientras que rd(Alx]) = M[x]

(1 2) - Proposizcion Sea A un anillo de dimensién finita, A C B

una extension entera Se ver.fica

rd (B) = rd (A)

Demostracion Se tiene (resultado c¢) ) dim A = dim B Sea M un
1deal maximal de B tal gque h(M) = n = dim B Por ser entera la
extensidn h(M NA)> h(M) luego h(M NA) = n Entonces si1 N de-

signa un 1i1deal maximal de &

NN CMNA
h(N)=n

de donde

rd (A) = N N C (. N M)NA = (rd(B)) NA
h(N)=n h (M) =n
Por otra parte dado un 1deal maximal N de A con h(N)=n,
aplicando el going-up ([ 21 5 II) es posible construir un

1deal maximal M de B tal que MNA = N y h(M) = n Luego
rd(B) NA C rd(a)
Yy se obtiene la 1gualdad ¢

Mas tarde (§ 2) se completard la informacidn sobre el cil-
culo de rd(A) wuna vez establecida su relacidn con la variacidn
de dimensiones en una extensidon de anillos La observacidn que
sigue a (1 1) pone de manifiesto gue rd(A) puede ser un i1deal

primo de altura n-1 aunque existan en A i1nfinitos 1deales maxi-



males de altura n = dim A

Se pasa a obtener un resultado que permitird calcular 1la

intersecci1dn de varias familias de i1deales primos

(1 3) - Proposieron Sea A un anillo noetheriano,

P CP C CcC P
o 1 n

1deales primos de A n >2 Sear lor subconjuntos de Spec A

c, = {po}
= € l
c, {Q1 Spec AiPoC Q, Cp,}
= € C 3! €
C. {Ql Spec A]Ql_1C Q CP__, para algfin Q. _, Cl_1}
para 1=1, , n=-1 Se verifica, para cada 1=0,1, yn=1
N =
ech Po
Ql 1
Demostracitén La cadena P CP.C C P asegura que los conjun-
*
tos C_, ’Cn—1 son no vacios Sea QleCl con 1=0 1 n-2 Da-
*
do que Q C P CcP considerando una cadena maximal de i1dea-
1 1+1 1+2

les primos entre Q; y P es posible encontrar un 1deal primo

*
1 ]
Q' tal que Ql co' C P1+2

existen entonces i1infinitos 1deales praimos Q tales que

1+2 *
con h(Q /Q1)=2 Segln ([18]) Th 144)

*
QlC 0 CQ EEP1+2 para los cuales se tiene necesariamente

*
h(Q /Q1)=1 En un anillo noetheriano cada i1deal admite sdlo un
nimero finito de 1deales primos minimales luego la 1ntersec-
*

c1dn de los ¢ ha de ser Ql Dado que los Q son de C1+1’ se

tiene a fortior:z
* *
Ql_ n{Q1+1eC1+1lQ1C Q1+1}

*
€C contlene a su vez un cirerto €C
1+1 1+1 Ql 1

la 1gualdad anterior implica

Como cada Q

N Ql = mQ_1+1

Qlecl Q1+1€C1+1

y aplicando esto a 1=0 1, ,N-2 resulta



Po” OCQ1 = = nec Q-1 o
Q,¢€¢, 2n-1¢Cn-1
(1 4) - Corolario Sea A un anillo noetheriano tntegro, P un

1deal primo de A y n tal que h(P) 2n=22 Se vertitfica
N{Qespec A|QCP h(Q)=n=-1}= (0)

Demosgtracidén Sea m=h(P) Existe una cadena i1rrefinable de

i1deales primos de A

(0) = P CP,C C P =P

o 1 m
lo cual implica que h(P1)=l' i=0 1, m Considerando los con
juntos CO C1 Cm_1 definidos en (1 3) veamos poOr recurren-
cia que h(Qn_1)=n-1 para todo Qn—1ecn-1 En efecto h(Po)=0 y

> D
si1 1>0 y Qlecl, exliste un Q1-1€C1~1 tal que Q1-1C Qlc 144 v

h(p y=1+1 Entonces
141

Nn{gje C» h(Q)=n-1} Cn{Q _,ec _. }= P = (0)

en vartud de (1 3) e

(1 5) - Corolario Sea A un anillo noetheriano, P un tdeal pri

mo de A no maximal St ch(P)=r, se verifica

P

N{gespeca|P C Q,h(Q/P)=r-1}=MN{Q'especA|P C Q' ch(Q )=1}
Demostracién Si1 r=1 las 1gualdades son triviales 51 r>1, se
tiene dimA/P=ch(P) 22 Aplicando (1 4) al anillo A/P resulta

inmediatamente
P =n{QespecA]pC Q, h(o/P)=r-1}
donde incluso es posible exigir que QC M, siendo M un ideal

maximal de A tal que PC M y h(M/P)=r En tal caso s2& tiene ne-

cesariamente ch(Q)=1 y esto 1implica



p Ccnlg'|pco, ch(gr)=1} C N{g|PC @, h(Q/P)=x-1} = P

lo gque demuestra (1 5) ¢

(4 6) - Observaciones - a) La igualdad
P =n{Q'especalr c 9 , ch(g')=1}

para un anillo local noetheriano se encuentra en ([20], lemma 1)

demostrada por otros métodos
b) S1 A no es noetheriano desde luego fallan las anteriores pro

posiciones Basta considerar un anillo de valoracidn de dimensidn

=2

§ 2 - Caleulo de la dimensidén de una extension

El primer resultado consiste en eliminar la hipdtesis de ge
nerac1dn finita en la desigualdad 1local’' a) mencionada al pran-

cipio del capitulo Una aplicacidn inmediata se encuentra en las

subidlgebras de algebras finitogeneradas

(2 1) - Proposicion Sea A un anillo noetheriano, B un anillo

integro tal que RC B Sea Q un i1deal primo de B, P=QNA Se ve-

rivfica
h(P)+gr tr A B>h(Q)+gr tr k(P)k(Q)

Demostracion Sustituyendo A por AP y B por BQ se pueden suponer
A y B locales, pues los términos de la desigualdad no se modifi-

can Con ello el anillo A puede suponerse de dimensidn finita,
al ser local y noetheraiano
Si1 gr tr a B=w, la desigualdad es trivial Supuesto que

gr tr B=r<®, existen elementos x1, ,xr de B algebraicamente

A
independientes sobre A tales que la extensi1dn A C B factoriza

en la forma
A C A[x, x ] C B

vy Alx_, ,Xx ] C B es una extensi6n algebraica Dado que la ex
1 r- =



tensidn A C A[x1, ,xr] verifica la fdérmula que hay que de-
mostrar (incluso con el signo =, por el resultado b&sico a) )
Yy que el grado de trascendencia es aditaivo respecto la compo-

s1c16n de extensiones resulta que es suficiente probar (2 1)

en el caso gr tr AB =0
Veamos en primer lugar que gr tr k(P)k(Q) es finito
Sean b1, ’bn elementos de B tales que sus clases 51, 'Bn
en B/Q sean algebraicamente independientes sobre A/P Sea
*

Q = QrﬁA[b1, ,bn] Se tiene un diagrama conmutativo

a - alb ,b ] - B

1 ! n
¥ - - {
A/P - A/Plb, b ] > B/Q
. - *

y a/p[b,, b T*alb,, ,b V90, de donde

Se tiene, por el resultado badsico b) para anillos de polino-

mios
dim A/P[51, ’Bn] = dim A/P + n
Por otra parte, del resultado bAsico a) aplicado a la extensidn

A SZA[b1, ,bn] se deduce habida cuenta de que b, b son

algebraicos sobre A
dim A[b1 b I dim a

Las tres filtimas fdérmulas implican nS<dim A Como la dimensidn

de A es finita, esto demuestra que gr tr k(P)k(Q) es finito

En consecuencia, pueden suponerse elegidos los b1, ,bn
de forma que la extensaidn A/P{51, 'Bn ]g Q sea algebraica Sea
Q = QmD Qm_1 o » Qo
una cadena de ideales primos de B Sean c, ch elementos de
B tales que clte, c1¢’Q1_1 para 1i=1 m Pongamos
* b ]
A = A[b1, b c

*
y Ql = Q0 NA La cadena

*

* *
Qm DQm—1 & 2 Qo



tiene longitud m por la eleccidn hecha de c1, cm luego

h(Q;)> m

Nuevamente es posible aplicar el resultado bisico a) a

*
la extensidn algebraica A C A y deducar que
*
dim A < daim A

luego m estd acotado por dim A, de donde h(Q) es fainita (el
anillo B no sera en general noetheriano') Se puede ahora su-

poner elegida la cadena
= o)
Q=19 2 Q,

*
de forma que m=h(Q) Entonces para el correspondiente A se
* *

tiene s1 Q = Qm

h(Q)< h(Q*)

* *
Puesto que A es una A-algebra finitogenerada y Q N A=P

el resultado basico a) da

*> * K *
h(P)+gr tr A > h(Q )+gr tr | ., k(Q)
*
Pero gr tr A =0 y por la eleccidn hecha de b1, ,bn
*
gr tr k(P)k(Q ) = gr tr k(P)k(Q)

y resulta finalmente

h(p)= h(Q*)+gr tr k(Q)= h(Q)+gr tr k(Q) o

k (P) k(P)

(2 2) - Corolario Sea A un anillo noetheriano, B un anillo in-

tegro tal que A C B Se verifica

dim B < dam A + gr tr aB

Demostracibn Sea Q un i1deal primo de B, P=QNN A Se tiene por

(2 1)

h{(Q)< h(P) + gr tr AB

En consecuencia



dim B = sup h(Q) < sup h{(P)+gr tr AB <
ReESpec B P=Q NAa

< sup h{(P)+gr tr _B = dim A+gr tr _B 4
A A
PeSpecA
Para obtener resultados mds precisos, en particular para
acotar inferiormente dim B, habr8 que suponer que B es una
A-3lgebra finitogenerada Basta considerar el caso B = AP para

jJustificar esta necesidad

(2 3) -~ Proposiciébn Sean ACB anillos integros tales que A es
un anitllo noetheriano y B una A-dlgebra finitogenerada En-
tonces A es de dimensidn finita 81 y solo s B es de dimensidn

finita, y se verifica en tal caso

a) dim A + gy tr AB-— 1<dim B<dim A + gr tr AB

b) rd{A) = 0 = dim B = dim A + gr tr AB

y la implicacidn contraria es cirerta st vale la igualdad para

toda B-dlgebra mondgena B

Demostracidédn Aplicando la generalizacidn de Nagata del lema
de normalizacidén ([3], Ch V § 3 1 cor 1) es posible encontrar

un elemento fe¢A, £ # 0 y elementos x ,xneB algebraicamente

11
independientes sobre A tales que la extensidn

Rel %y *a1 € By
es entera Los resultados basicos b) y c¢) mencionados al prain-
cipio del capitulo implican
dim B_ = dim A_[x

£ £

Sea m un nimero natural tal gue m<dim A Como f#0, el co-

,xn}= dim A_+gr tr aB

1
rolario (1 4) garantiza la existencia de un ideal pramo P de A

tal que h(P) = my f¢P Esto implaca que dim Af> m, de donde

dim B >dim Bf>m + gr tr AB

Sy A tiene dimensidén infinita es posible tomar m arbitrariamente
grande y la desigualdad prueba que dim B = ® Si1 dim A<®, pues-
to que ahora gr tr AB<oo, se sigue de (2 2) que dim B<®, lo que

demuestra la primera afirmacidn de (2 3)



Supuesto ahora que dim A es finita, basta tomar m=dim A-1

La desigualdad anterior, junto con (2 2) demuestra la parte a)

S1 rd{a) = 0, por ser f#0 existe un 1ideal maximal M de A
tal que f¢gM y h(M)=daim A, de donde daim Af = dim A Se tiene
dim B2 dim B, = dim A + gr tr B

que segin (2 2) es una i1gualdad 1lo que demuestra la aimplicacidn
de b) Finalmente, si1 rd{(A)#0, sea f€rd(A), f#0 La A-3lgebra
mondgena B=Af=A[%] verifica las hipdtesis de (2 3) pero

dim B<daim A al desaparecer en Af todos los i1deales maximales

de altura i1gual a daim A e

De (2 3) se deduce inmediatamente la siguiente caracteri-

zac1dn de las extensiones algebraicas

(2 4) - Corolario Sean ACB anillos Integros tales que A es
un antllo noetheriano de dimensibn finita y rd(A)=0 y B una
A-algebra finitogenerada La extensidédn ACB es algebraica si

y solo sz dim A = dim B

Puesto gque un anillo integro de dimensid6n cero es un cuer-
po, un caso particular de (2 4) es la versidn de Zariski del

Nullstellensatz ([2] 5 24 &6 ex 5 18)

L.os siguientes corolarios permiten completar el estudio

del radical dimensional

(2 5) - Corolario Sea A un anillo noetheriano ftntegro de di-

mension finita St rd(A)#0 y f€rd(a),£f#0 , entonces rd(Af)=0

Demostracién Puesto que f estd en todo 1deal maximal de A con

altura igual a dim A, se tiene dim Af<d1m A Supuesto rd(Af)#O,

sea gerd(Af), g#0 De nuevo se tiene dim (Af)g<dlm Af y en de-
finitava
dim (A_.) < daim A-1
f'g
lo cual contradice la parte a) de (2 3) teniendo en cuenta

gque (A_) es una A-3dlgebra finitogenerada e

p



(2 6) - Corolario Sean ACB anillos {ntegros, tales que A es
un anillo noetheriano de dimensiédn finita y B una A-dlgebra

finitogenerada Entonces
rd(A)=0 = rd(B)=0

Demostraciédn Supuesto rd(B)#0, sea £f#0, ferd(B) Esto implica
dim Bf< dim B (de hecho, dim Bf=d1m B-1 por la parte a) de
(2 3)) Pero segin la parte b) de (2 3)

dim Bf = dim A + gr tr A Bf = dim A + gr tr AB = dam B

en contradiccidn con lo anterior ¢

Nétese que no es valida la correspon daente propiedad de
descenso es decir rd(B)=0 = rd(A)=0 como pone de mani-

fiesto el corolario (2 5) si1 se toma B = Af

Finalmente se obtiene i1nformacidn 'local" a través de la

proposicidn global (2 3)

(2 7) - Corolario Sean ACB anillos integros, tales que A es
un anitllo noetheriano de dimensidn finita y B una A-algebra

finitogenerada Sea Q un i1deal primo de B, P=QNA Se verifica

a) ch(Q)-gr tr k(Q) €ch(P) <ch(Q)-gr tr k(Q)+1

k(P) k(P)
b) Sea rd(a)=0, Q un ideal maximal tal que h(Q)=dimB Entonces
P es un ideal maximal de A tal que h(P)=dimA y A/P C B/Q es una

extensién algebraica finita

Demostracién Teniendo en cuenta que la extensidn A/P C B/Q ve-

rifica las hipdtesis de (2 3), resulta

dim A/P+gr tr A/P B/0~1 <dam B/Q <dim A/P+gr tr A/P B/Q
es decar
ch(P)+gr tr k(Q)-1 <ch(Q) <ch(P)+gr tr k(Q)

k(P) k (P)

lo gque demuestra la parte a)

S1 rd(A)=0 y h(Q)=dam B, aplicando (2 1) y la parte b) de

(2 3) se tiene

dim A + gr tr AB2>h(P)+gr tr B =h (Q) +gr tr k(P)k(Q) =

=daim B + gr tr k(P)k(Q) = dim A + gr tr AB+gr tr k(P)k(Q)



de donde se sigue gque gr tr k(Q)=0 y h(P)=dam A, lo gue

k (P)
demuestra la parte b) e

En un anillo cualquiera A, s1 P es un 1i1deal primo se

tiene
h(P) + ch(P)< dim A

Se di1rd que P es nivelado s1 se veifica la igualdad

(2 8) - Corolario Sean ACB anillos integros, tales que A es
un ani1llo noetheriano de dimensidn finita y B una A-dlgebra
finitogenerada Sea Q un ideal primo de B,P=QNA S1 rd(a)=0

Yy Q es nivelado, entonces P es nivelado
Demostracién Se tiene por (2 1) y la parte a) de (2 7)

h(P) + gr tr AB;=h(Q) + gr tr k(Q)

k (P)

ch(P) + gr tr k(P)k(Q) Zch(Q)

de donde

B2h(Q)+ch(Q)= dim B = dam A+gr tr _B

h(P)+ch(P)+gr tr a

A

teniendo en cuenta la parte b) de (2 3) Resulta entonces

h(P) + ch(P) = dim A

(2 9) - Observaciones a) Un caso particular de (2 2) es el si-
guiente teorema de Evyatar - Zaks ([10] Th I) Si1 R es un ana-
llo integro que contiene un cuerpo k y gr tr kRﬂ<1, entonces

dim R<1
b) Un caso particular de (2 1) es la desigualdad

gr tr . R/P + h(P) <gr tr R

en la que k es un cuerpo y P un i1deal praimo de una k-3lgebra
integra R, empleada en ([34], p 299), donde se refiere a

([36] p 10), que sin embargo la formula en términos de plazas

c) La 1gualdad en (2 1) no es cierta en general, aun siendo A
un anillo local noetheriano con dim A=2 y B una A-3lgebra faini-

ta ([13], (5 6 1))



d) La desigualdad de (2 2) no es cierta en general si A no es
noetheriano Para ponerlo de manifiesto, considérese ([11],

ex 13, p 371) donde, para cada n 2 1 se tiene un anillo 1ntg
gro A y un elemento 0 del cuerpo de cocientes de A tales que

dim A = n y dam A [al= 2n

8§ 3 El caso de subdlgebras de dlgebras finitogeneradas

En varios problemas fundamentales se hace necesario consi-
derar subdlgebras de dlgebras finitogeneradas Se citan a conti

nuacidn dos ejemplos de verdadera entidad

El praimero es el anillo de invariantes BG de una A-&dlgebra
finitogenerada B respecto de un grupo G de A-automorfismos de B
Como caso particular se tiene el problema XIV de Hilbert si1i k

es un cuerpo, X ,Xn indeterminadas y L un cuerpo tal que

1'
k €L C k(X,, X ). es k[x1 X 1N L una k-dlgebra finito-
generada? Es bien conocida la respuesta negativa de Nagata al
caso general del problema XIV No parece que exlstan datos so-

%
bre la dimensi1idn de estos anillos y propiedades relacionadas

El segundo ejemplo es el "problema de cancelacidn en anai-
l1l1os de polinomios sean A, B anillos, X1, ,xn, Y1, ,Yn in-

determinadas y
alx,, .xn] = Bly,, ,Yn]

¢se sigue que A=B? Es natural considerar aqui el anillo AN B
S1 R es un anillo y A,B son R-8lgebras finitogeneradas, con
AN B aparece el segundo ejemplo Tambi&n el caso general del
problema de cancelacidn ha sido contestado negativamente por

* %
Hochster, quedando gran niimero de problemas pendientes

véase [ 16] para una informacidn actualizada

* % ”
véase [1], por ejemplo



A pesar de la 1importancia de estos ejemplos existe una gran
carencia de datos relativos a subdlgebras En cuanto al caracter
noetheriano, la tesis de un discipulo de Kaplansky, A R Wadsworth
([33]) pone de manifiesto que si1 A es un anillo noetheriano in-
tegro y A' D A una A-dlgebra finitogenerada existen anillos in-
termedios B, A C B C A' gue no son noetherianos (ni1 en parti-
cular A-3lgebras finitogeneradas) en cuanto gr tr AA'>1 s1 A

es un cuerpo, y en cuanto gr tr AA')O en caso contraraio

Se va a comenzar pues por obtener algunos resultados bési
camente genéricos sobre subdlgebras para luego estudiar cues

tiones relativas a su dimensidn

Se empleard por comodidad la siguilente definicidn ([21]
P 86) Una extensidn de anillos Integros A C B se dice que ve-
rifica la férmula de las dimensiones si para todo i1deal primo

Q de B se cumple

h(P) + gr tr B = h(Q) + gr tr k (Q)

k(P)

siendo P = QNA Es decir cuando se cumple la igualdad en la

A

férmula del resultado ba@sico a) de la introduccidn a este capi
tulo Este es el caso si1 A es noetheriano y B es un anillo de

polinomios, 0 s1 A es universalmente catenario ([21] 14 C)

(3 1) - Proposiecion Sean A C B C A' anillos integros tales que
A' es una A-dlgebra finitogenerada Existe un elemento feB tal

que £#0 y se verifica

a) St A es un anillo de Jacobson ([3]}, cCh V § 3 4) B, es un

ani1llo de Jacobson

b) St A es un anillo noetheriano, B, es una A-dlgebra finito-

generada, y en particular un anillo noetheriano
c) Todo i1deal primo Q perteneciente al abierto Df=Spec B~V (£f)
es contraceirdén de un i1deal primo de A' y B/Q es subdlgebra de

una A-algebra finitogenerada

d) St A es un anillo noetheriano y la extensidn A C A' verifica

la férmula de las dimensiones, entonces para todo ideal primo



QeDf se tiene

h(P) 4+ gr tr B = h(Q) + gr tr k(Q)

A k(P)
s1endo P=Q NA S1 ademas B es un anillo noetheriano, la ex-

tensibén B C A' verifica la férmula de las dimensiones

Demostracién A' es una B-dlgebra finitogenerada Aplicando el
lema de normalizacidn generalizado ([3], ch Vv § 3 1 cor 1)

es posible encontrar feB, f#0 y elementos x ,xneA' alge-

1’
braicamente independientes sobre B tales que la extensidn

'
Bf[x1 xn] cA'y

es entera

Supuesto que A es un anillo de Jacobson, A f=A'[1/f] tam-
bién lo es, al ser una A-algebra finitogenerada (3], Ch V §3 4
Th 3) Luego todo i1deal primo Q' de A'fes interseccidn de idea
les maximales de A'f Puesto que en una extensidn entera la con
traccidn de un 1deal maximal es un i1deal maximal, resulta que
Q'N Bf[x1, ,xn} es interseccidn de 1deales maximales Como to

do 1deal praimo de Bf[x1, ,xn] es de la forma Q'N Bf[x1, ,xJ

al ser Bf[x1, ,xn] C A'f una extensi1dn entera, se deduce gque
todo 1deal pramo de Bf[x1, ,xn] es interseccidn de ideales ma
x1males, es decar, Bf[x1, ,xn] es un anillo de Jacobson Lue-~-

go también lo es B_ al ser un cociente del anterior ([3], loc

f
cit ), lo que demuestra a)

S1 A es un anillo noetheriano, considerando las extensiones

1
aC Bf[x1, ,xn] Ca £

el lema de Artain-Tate ([ 2], 7 8) asegura que Bf[x1, ,xn] es
una A-algebra finitogenerada 1luego también lo es su cociente

B lo cual demuestra b)

fl
Dado un 1deal praimo Q de B tal gue f ¢ Q, el 1deal praimo

Qf=QBf es contraccidn de un 1deal praimo de A al ser la apla-

f’
cacidn

T
Spec A £ = Spec Bf[x1, ,xn] - Spec Bf



composicidn de dos aplicaciones exhaustivas De aqui resulta
que existe Q'€ Spec A tal que Q=Q'/N B Por otra parte B/Q CA'/Q,
luego B/Q es subilgebra de una A-&lgebra finitogenerada y esti

demostrado c¢)

Con las hipdtesis de d), sea Q un 1deal primo de B tal gque
fQ En vairtud de c¢), Q=Q'N B para cierto Q eSpec A' La propo-

si1c1dén (2 1) asegura que

(1) h(P) + gr tr ABZZh(Q) + gr tr k(Q)

k(P)
siendo P=QNA Por ser Bf noetheriano, es posible aplicar de
nuevo (2 1) y obtener

(2) h(Q) + gr tr _A'>2h(Q ) + gr tr k(Q )

B k(Q)
puesto gue ninguno de los cuatro términos se modifica por loca-
lizacidén en f Por hipdtesis la extensidn A C A' veraifica la

férmula de las dimensiones, luego
[ I ' '
h(P) + gr tr AA h(Q') + gr tr k(P)k(Q )

y la aditaividad del grado de trascendencia implica la 1gualdad
en las dos desigualdades (1) y (2) Si B es un anillo noethe-
riano, dado un ideal praimo Q' de A', sean Q=Q'N B, P=Q NA
Como es posible aplicar (2 1) a la extensidn B CA', el razona
miento anterior prueba que (2) es una 1gualdad lo gue demues-—

tra d) e

(3 2) - Observaciones a) Aungque A sea un cuerpo, B no es en

general un anillo de Jacobson como demuestran ejemplos de

Wadsworth ([34], ex 1)

b) El1 contraejemplo de Nagata al problema XIV de Hilbert demues
tra que B no es en general una A-algebra finitogenerada, aungue
A sea un cuerpo y B un anillo de invariantes De hecho Wadsworth
({34] Th A) ha caracterizado las extensiones A cA' (A, A? ia
tegros, A noetheriano, A' una A-3lgebra finaitogenerada) tales

que todo anillo intermedio B es una A-3algebra finitogenerada

También, como ya se dijo, ha precisado en ([33]) condiciones pa

ra gque todo B sea noetheriano



c) La aplicacidn
Spec A' > Spec B

no es eplyectiva en general Un contraejemplo trivial es el

caso B = A anillo local A' = A siendo f cualquier elemen-

fl
to #0 del 1deal maximal de A Pero incluso es posible dar
ejemplos en los que A es un cuerpo y B tiene un 1deal praimo
gue no es contraccidn de un primo de ninguna A-3dlgebra fini~

togenerada que contenga a B ([34], ex 2)

Dar un contraejemplo a la segunda parte de (3 1 c) re-
guiere mas trabajo Para construirlo, considerese el ejemplo
de subdlgebra B mencionado en la observacidn a), en el que A
es un cuerpo Puesto gue B no es un anillo de Jacobson, ex1is
te un 1deal primo Q de B que no es 1nterseccidn de maximales
Supuesto que B/Q C R siendo R una A-3lgebra finitogenerada,
se llega a un absurdo En efecto, R es un anillo de Jacobson

luego s1 {Ml} es la familia de los i1deales maximales de R,
1€ T

se tiene

y s1 B = B/Q Yy ﬁl = Mlﬂ B, 1€I resulta

Como cada ﬁl = Nl/Q con NlGSpec B se sigue que

2 121 Nl
Por otra parte, A C ﬁ/ﬁl Cc R/Ml, 1€I Al ser A C R/Ml una ex-
tensidén algebraica finita de cuerpos (por (2 7), o simplemen-
te por ([3], ch v § 3 4 Th 3)) resulta que E/ﬁl es un cuer-
po Luego los N1 son 1deales maximales y Q es interseccidn de

ellos, en contra de la hipdtesis hecha

d) Se sigue considerando el ejemplo anterior, para demostrar
que lo afirmado en (3 1 d) no es vdlido en general para todo

1deal primo Q de B En efecto para el Q antes citado se ha de

tener



gr tr  B>h(Q) + gr tr Ak(Q)

pues en caso de igualdad (segin (2 1), {inica posibilidad di-
ferente) B/Q es subdlgebra de una A-3lgebra finitogenerada
por ([34] Th 2), en contra de lo demostrado en c¢) Esto de-
muestra en la terminologia de [34] gque no todo ideal primo
de B es 'well-behaved , cosa gque Wadsworth no hace Ademias
(3 1 d) demuestra la existencia en condiciones muy generales

de un abierto basico Df formado por well-behaved prames

Se pasa a calcular la dimensidn de una subdlgebra

(3 3) - Proposicion Sean A C B C A' anillos Integros tales
que A es un anitllo noetheriano y A' es una A-algebra fini-
togenerada Entonces B es de dimensidn finita st y solo st

A es de dimensidn finita, y en tal caso se verifica

a) dim A + gr tr AB-1 <dim B<dim A + gr tr AB

b) S1 rd(A)=0, entonces

dim B = dim A + gr tr AB’

para todo anillo integro B'D B que es una B-algebra finitoge-

nerada se tiene

dim B' = dim B + gr tr B B!

y rd(B) = 0

Demostracidn Procediendo exactamente 1i1gual que al comienzo de

la demostracidn de (3 1) se tiene una extensidn entera

A'

Be [x,0 wx 1 C A

y n = gr tr BA' Como A es un anillo noetheriano, el razonamien
to de (3 1) prueba que Bf es un anillo noetheriano Esto permi-

te, aplicando una vez mds los resultados basicos, escribair

(] - +
dim A £ dim Bf gr tr B A
A'f es una A-&dlgebra finitogenerada, luego si dimA=x= se tie
ne por (2 3) dam A'f=m, y en consecuencia dim Bf=w y dim B=w

S1 dim A<w, tambié&n dim B<® pues (2 2) implica



dim B <dim A + gr tr A B

luego B es de dimens:1dn finita si1 y solo si1 lo es A

Aplicando (2 3) a A'f se tiene

dim B =4 B_= d - ' > LS V=
=dim B im A g79r tr BA Z dim A + gr tr AA 1-gr tr BA

= dam A + gr tr AB-1
lo cual junto a la desigualdad anterior, demuestra a)
S1 rd(A)=0, tambié&n por (2 3) se tiene

dim B =4 = v - ' = + - -
1 =daim B.= dim A §T9T tr A dim A+gr tr pR'-gr tr sP

= dam A + gr tr AB

y la desigualdad de sentido contrario implica la igualdad

Dada la extensidn B C B', el lema (3 4) que se demostrari
luego permite aincluir a B' y A' en el anillo A'[B ], que es
una A'-adlgebra finitogenerada (y por tanto una A-3dlgebra fini-

togen rrada), obteniéndose el diagrama de 1inclusiones

B' = a'ls'l]

0 t
A - B = A'

Considerando A C B' C Aa'[B' ] y aplicando a B 1lo ya demostrado,
se tiene

dim B' = dim A + gr tr AB' = dim B-gr tr AB + gr tr AB' =

= dim B + gr tr BB'

S1 fuese rd(B)#0, considerando gerd(B), g#0 la anterior
igualdad fallaria con B'=Bg Se tiene asi demostrada completa-
mente la parte b) e

El siguilente hecho elemental se incluye a falta de una re
ferencia

(3 4) - Lema Sean B,, B, anillos integros que contienen a un

anillo R Existe un anillo fntegro COB, tal que C contiene un

subanillo 1somorfo a B,



B
17 72
Factorizando k C K

17 K2 cuerpos cocientes de R B
respectivamente, tales que k C K,» k CK

en la forma k C k(S) C K

Demostracién Sean k, K

2 2

9t con S subfamilia de K2 algebraica-

mente independiente maximal y considerando
k(s) C K1(s) - K1(S)

con K1(s) clausura algebraica del cuerpo K1(S), dado gue la ex-

tensidn k(S) C K, es algebrailca existe una k(S)-inmersidn de K2

2
en K1(S) Es suficiente tomar C = K1(S) ®

Finalmente se generalizan algunos hechos considerados en

los corolarios del § 2

(3 5) -~ Corolario Sean A C B C A' anillos integros tales que
A es un anitllo noetheritano de dimensidén finita y rd(A)= 0 y

A' es una A-dlgebra finitogenerada Se verifica
a) La extensién A C B es algebraica si1 y sb6lo s1 dimA = dimB

b) St N es un i1deal maximal de B tal que h(N)=dim B, entonces
M=N NA es un ideal maximal de A tal que h(M)=dim A y A/M C B/N

es una extensidn algebraica
Demostracidédn a) es consecuencia inmediata de (3 3 b)
Por otra parte, en virtud de (2 1) y (3 3 b) se tiene

=
dim A + gr tr AB;ah(M) + gr tr _B=2h(N) + gr tr k(M)k(N)

A
= = +
dim B + gr tr k(M)k(N) dim A + gr trx AB gr tr k(M)k(N)
de donde gr tr k(M)k(N) = 0y h(M)= dim A o
(3 6) - Observaciones a) Eakin demuestra en ([9], Th 3) 1la

parte b) de nuestra proposicidn (3 1) en el caso particular de
ser A un cuerpo y A' un anillo de polinomios sobre A Su demos
tracidn utiliza el 'teorema de Eakin ([ 8] Th 2) de descenso
del caracter noetheriano en una extensidn finita bastante mas

complicado que el lema de Artin-Tate usado en la demostracidn

de (3 1)



Asimismo ([9 } Th 2) que afirma que una subdlgebra de un
anillo de polinomios sobre un cuerpo de dimensidn (de Krull)
n, tiene grado de trascendencia n resulta como caso particu-

lar de (3 3 Db)

b) Un caso afin mis particular de (3 3 b) es ([35]) 1 1), que
afirma lo mismo que el teorema del pirrafo precedente para el

caso n = 1



CAPITULO II

LA PROPIEDAD DE "GOING-BETWEEN PARA UNA EXTENSION

Se estudia en este capitulo lo que se llama propiedad de

going-between' para una extensidn de anillos, axiomatizada a
través de la definicidn de GB-extensidn Tras considerar cues
tiones generales sobre transferencia de dicha propiedad se
pasa a medir su alcance examinando tres clases de anillos, lla
mados GBo GB1 y GBz-anlllos Dichos anillos se definen como
aquellos para los cuales todas sus extensiones de un cierto ti
po son GB-extensiones Una vez caracterizadas las tres clases
de anillos, se centra la atencidn en los GBz-anlllos, defainidos
relativamente a las extensiones enteras, que son las de mayor
interés por las buenas propiedades que inducen a nivel de es-
pectros primos En particular se estudian los GB2—an1110s noethe
rianos y la extensidn definida por el cierre entero Todo condu

ce finalmente a considerar cuestiones relativas a la unirrami-

ficaci16n" de 1deales primos en una extensidn de anillos
8§ 1 Definieidn y propiredades de las GB-extensiones

Se aintroduce la siguiente terminologia, para una extensidn
de anillos A C B

A C B se llama una GU-extensidén si1 para todo par P1C P2 de
Spec A y todo Q1 de Spec B tal que Q1ﬂ A = P1 existe QzeSpec B
tal que Q1C Q2 y an A = P2

A CB se llama una GD-extensidédn si para todo par P1C P2 de
Spec A y todo Q2 de Spec B tal que an A = P2, exlste Q1eSpec B
tal que Q1C Q2 y Q1ﬁ A = P1



A C B se llama una GB-extensidn si para toda terna
de Spec A y todo par Q1C Q2 de Spec B tal que
existe QeSpec B tal que Q1C oC Q2

P1C p Cp

2
N = N =
Q,Na P, Q,NA =P

1! 2'

y QYA =P

Las dos primeras definiciones se introducen solo a titu-
lo auxiliar y se evitard su estudio sistemidtico, gque parcial-
mente ya ha sido heche por Kaplansky, McAdam, Dobbs, etc Por
otra parte, no se consideran las correspondientes definiciones
para un homomorfismo de anillos porque los problemas se reducen

de hecho al caso de inyecciones

Las dos proposiciones siguientes refinen las propiedades mas

inmediatas de las GB-extensiones

(1 1) - Proposicién Sean A C B C C anillos Se verifica
a) S2 A CBy B C C son GB-extensiones, AC _C es GB-extensidn

b) S A € C es GB-extensidn y B C C es GU-extensidn, entonces

A C B es GB-extensidn

Demostracibén Dada la terna P ,C pPC P2 de Spec A y el par R1CR2

1
de Spec C tales que R{\ A =P, szWA = P,, sean Q1=R{7 B,

Q, = R, NB Existe un QeSpec B tal que Qf: QCQ2 Yy QNA = P

Existe un RE€Spec C tal que R.1 CRCR2 y RNB = Q@ Evidentemente

RNA = P, lo que demuestra a)

Dada la terna P1CZPCIP2 de Spec A y el par Q1C:Q2 de sSpec B

tales que 9. NA =P,, Q. NA = P,, al ser B CC una GU-extensidn,

existe seglin ([18], Th 42) un R, €Spec C tal gque R, N B=Q, Enton

1
ces existe RzeSpec C tal que R1CZR2 Yy Rzr\B = Q2 Puesto que
R1r‘A =P, Rzr‘A =P, Yy ACC es una GB-extens1dn, existe

ReSpec C tal que R1C RC R2

ne Q1C Q CQZ Yy QNA = P, lo que demuestra b) e

y RM A =P Tomando Q = RN B se tie-

(1 2) - Proposicién Sea A C B anillos 8Se verifica

a) S1 S es un sistema multiplicativo de A y A C B es una GB-ex-

1 1

tensién, entonces S A C S B es una GB-extension

b) A C B es una GB-extensidn sv y solo s1 Ay C B, es una GB-exten

s1én para todo ideal maximal M de A



c) AC B es una GB-extensién s1 y sblo s1 A/I C B/J es una

GB-extensidén para todo i1deal 3 de B , sitendo I=J NA

d) S2 A B son anillos integros y A C B es una GB-extensidn,

entonces A C B es una GD-extensidén

e) A C B es una GB-extensién s1 y sblo s1 para todo QeSpec B,

A/P C B/Q es una GD-extensidn, siendo P=QNA

*
f) Supuesto que ningun elemento de B es divisor de cero en

B A C B es una GB-extensidén st y sbélo s1 para todo QeSpec B,

A, € BQ es una GU-extensidn, siendo P=Q NA

Demostracién a) es consecuencia inmediata de la conmutativai-

dad del diagrama

Spec B -+ Spec A
1) t

-1 -
Spec S B - Spec S 1A

La parte a) demuestra la mitad de b), con S=A-M Supuesta

la propiedad localmente sea la terna P1C PCP_ de Spec A y el

2

Q2{\A=P2 Existe un a1deal

Si1 S=A-M, Q2 no corta a S La

par Q1CZQ2 de Spec B con Q1fWA=P1,

maximal M de A que contiene a P

B
M < M
diagrama aseguran la existencia de un QeSpec B tal que Q,;CQCQ2

2

hipdtesis en A y la conmutatividad del correspondiente

y QNA = P, lo que demuestra b)

Si1 AC B es una GB-extensidn, también lo es A/I E B/J a

causa de la conmutatividad del diagrama

Spec B - Spec A
) t

Spec B/J Spec A/I

Esta condicidn se requiere para garantizar que AP E_BQ Podria
evitarse si1 se hubiera definido GU-morfismo Como la condai-
c16n f) solo se utilizarda en un ejemplo, no parece justificada

esta complicacidn



Reciprocamente, dada una terna P1C PC P, de Spec A y un par

2

1’ Q2r1A=P2 basta conside-~

rar el diagrama anterior con J=Q1 Y se tiene demostrada c)

Q1C Q2 de Spec B tales gue Q1n A=P

En la hipbtesis de d), sea el par P1C P2 de Spec A y sea

N A=
QzeSpec B tal que Q2 A P2
Spec B Sa P1#(0), considerando la terna (0)C P1C P,y el par
(0)C Q, existe Q1C Q, tal que Q1F\A=p

S1 P1=(0) basta tomar Q1=(O) en

1 Luego AC B es una

GD-extensidn
Para demostrar e) s1 A C B es una GB-extensidn también

lo es A/P S B/Q segln c), luego en vairtud de d) es una GD-ex-

tensi1dn Reciprocamente, dada una terna P1C pC P, de Spec A y
N A=

Q,N A=P

un par Q1C Q2 de Spec B tales gue Q1ﬂ A=P conside

17 2
rando el par P/P1C P2/P1 de Spec A/P1 Yy QZ/Q1 € Spec B/Q1 se

tiene Q2/Q1ﬂ A/P1 = PZ/P1 Por hipdtesis exaiste Q/Q155pec B/Q1
tal que Q/Q1ﬂ A/P1 = P/P1 y una vez mas la conmutatividad del

correspondiente diagrama asegura que Q. C oC Q. y QN A = P
1- 9= 95

Para demostrar f) supuesto que A C B es una GB~extensidn,

se considera el diagrama conmutativo

Spec B - Spec A
t t
Spec BQ - Spec AP

* *
Dado un par P,C P2

%* %* *
A =
P P basta tomar Q2 QBQ y se tiene Q1C Q2

*
de Spec AP Yy Q1 € Spec BQ tales que

N A =P s1 P_=
Y @) = S 7( C C
Q2 A P2 1 2 PAP' se lene una terna P1 PZ P de

Spec A un par Q. .C Q de Spec B tales gque N A=P NnNa-=mp,

1
* * x

Py = PyRpr Py = PoA, Q,5Q.B
tal que Q1C QZC Q vy Qzﬂ A=P

o Por hipdtesis, existe Q,€ SpecB

*
Entonces s1 Q2 = Q28 se tiene

2 Q'
*C * *n *
Q1% Qp ¥ Q11 Ap=Fy

Reciprocamente, dada una terna P1C PC P, de Spec A y un

2
par Q1C Q2 de Spec B tales que Q1n A=P1, Qzﬂ A=P2, sean

* * *

P, =P_A P =PA_ , Q. = Q.B En la extensidn A_ C B se
1 17, P, 1 170, P, 0,
* * *
tiene QN A_ =P Por hipdtesis existe Q € Spec B tal que
1 P 1 Q
2 2
* * *
2N AP = P S1 Q=Q N B, entonces Q1C oC 92 y oNna = p, lo

2



cual demuestra f) o

Ejemplo Sean A C B C K anillos integros, tales que K es el
cuerpo de cocientes de A y B es un A-mddulo plano Entonces

A C B es una GB-extensidn

En efecto, sea QeSpec B, P=QNA Se veraifica AP=BQ

([31], Th 2) y basta aplicar (1 2 f)

Una cuest1dn bdsica va a ser relacionar las GB y GD-exten
siones Un caso simple es el siguiente, que serd utilizado mias

tarde

(1 3) - Proposicidn Sea A un anillo Integro, V un anillo de
valoracion del cuerpo de cocientes de A que contiene a A A C V

es una GB-extensidén 81 y 8blo 81 es una GD-extensidn
Demostraciédn Si1 A C V es una GB-extensidn, basta aplicar (1 2 d)

S1 A C V es una GD-extensidn, dada una terna P1C pC P2 de
Spec A y un par Q1C Q2 de Spec V tales que Q1ﬂ A = P1, an A=P2,
existe Qe Spec V tal que QC Q2 Yy QNA = P Como Spec V es un con
junto totalmente ordenado ([27], 11 2) se tiene Q1CZQ, pues
Q C Q1 implaicaria P = P1 Luego A C V es una GB-extensidn @

§ 2 Definieidn y caracterizaciones de los GBO y GBl—anzZZos

Con el fin de explorar el alcance de la condicidn de GB-ex
tens16n sin hipdtesis restraictiva alguna, se introduce la defi-
nicidn de GBo-anlllo Por ser mas cdmodo el manejo de anillos
integros se definen también los GB1-anlllos, aungue finalmente
éstos resultan coincidir con los GD-anillos, ampliamente estu-

diados (véase [7])
A, B designan como siempre anillos

Se dird gque A es un GBO—antllo s1 toda extensidn A C B es

una GB-extensidn

Se dird que un anillo integro A es un GBI—anzZZO s1 toda

extensién A C B con B integro es una GB-extensidn



Se comienza por estudiar el comportamiento por paso al
cociente y localizacidn Se precisa un hecho simple previa-

mente

(2 1) - Lema Sea A un anillo, I un 2deal de A A = A/I, B
un anillo tal que A C B Existe un anillo B y un 1deal J
de B tal que A C B, BB/J y JNA= 1 Si A es Integro, es

posible encontrar un B que sea tambien £Integro

Demostracion Sea {b } una familia de generadores de B como
A-3lgebra, es dec1r,u§=£[{5a}] Sea B=A{{Xa}] con xa indeter-
minadas Considerando los homomorfismos naturales
m - T2 - -
A[{Xa}] - A[{Xa}] - A[{ba}]
sea J = Ker(m2°m) Puesto que 7, y T, son epimorfismos se

tiene

ALY, ~ BB = B

y JNA =1 pues a€ JNA < (n, w)(a) = 0% Ti(a) = 0w acl

Ademds si1 A es integro estd claro que A[ {X} ] tambi&n e

(2 2) - Proposiciébn Para un anillo A las condiciones sitguien-—

tes son equivalentes

a) A es un GBo—anillo

b) A/I es un GBo—anzZZo para todo i1deal I de A

c) A/P es un GBO—anzZZo para todo ideal primo P de A

d) A/p es un GBO—anzZZo para todo i1deal primo minimal p de A

e) A es un GBO—anzZZo

red

Demostracibn a) = Db) Sea A = A/I y sea A C B una extensidn de

A Por el lema (2 1), es posible encontrar un anillo B2 A y un
i1deal J de B tal que B = B/J y JNA = I Como A C B es una

GB-extensi16n se sigue de (1 2 c) gque A C B es una GB-extensidn

b) = c¢) y <c) = d) son traiviales



d) = =e) Sea N el nilradical de A, Ared=A/N pada una terna

* * *
C C C
P1 P P2 de Spec (Ared) y un par Q1 Q2 de Spec B tales que

* *
P sea P _€Spec A tal gue P1 =P

*
N =
P Q2 Ared 2 1

N =
20 ALea™ By

1/N
Por la conmutatividad del diagrama
Spec B nd Spec Ar

t t
Spec B/Q1 d Spec Ar

ed

*
ed/P1

basta ver que A/P1 = A * gB/Q1 es una GB-extensidn Sea p

red/P1
un i1deal primo minimal de A tal que p S'P1 Teniendo en cuenta
que A/P1 = A/p/p basta aplicar el lema (2 1) para obtener

1/p
una GB-extensidn de A/p y concluir en vairtud de (1 2 c) que

A/P_ C B/Q1 es una GB-extensidn

1
e) = a) Dada una extensidn A C B de A, sean N(A), N(B) los
nilradicales de A, B respectivamente Puesto que N(B)MN A=N(A)

se tiene un diagrama conmutativo

A - B

\ )

A - B
/N(A) /N(B)

y puesto que las flechas verticales inducen i1somorfismos en

los espectros, A C B es una GB-extensidn por serlo A CB
= red — red

(2 3) - Proposicidén Para un anillo A las condiciones siguientes

son equivalentes
a) A es un GBO—anzZZo

b) s 'a es un GBo—anzZZo para todo sistema multiplicativo S de A
c) A, es un GBo—anzZZo para todo Pe Spec A

d) A, es un GBo—antllo para todo ideal maximal M de A

. - -1
Demogtracion a) = b) Dada una extensidn S 1A C B de s A, una

* * * -
terna P, Cp CP2 de Spec S 'a Y un par 9.C Q, de Spec B tales



- %*
Qfﬁ S A=P2 sea I el nlicleo del homomorfis-

La extensidn A/I E_S_1A induce una 1inyecc1idn en los respecti-
* * *
vos espectros 1luego la terna P1C p C P2 da por contraccidn una

terna P1C P CP, de Spec A/1 Por (2 2 b) A/I es un GBo-anlllo,

2

luego existe Q€eSpec B tal que Q1C o] CQ2 y QNA/I = P Se tiene
- * -
por fuerza QNS 1A = P , luego S A g_B es una GB-extensidn

b) = ¢) y c) = 4d) son traiviales

d) = a) Resulta inmediatamente de (1 2 b) o

La siguiente proposicidn determina la relacidn entre las

dos clases de anillos que se han i1ntroducaido

(2 4) - Proposicidén Un anillo A es un GBO—anzZZo st y sblo st
A/p es un GBJ—anallo para todo i1deal primo minimal p de A En
particular, st A es integro, A es un GBo—antZZo s1 y sblo s1 A

es un GBl-anzZZo

Demostracidédn Si A es un GBo-anlllo, también lo es A/p por (2 2)

A fortiori, A/p es un GB1—anlllo

Reciprocamente, dada una extensidn A C B, una terna
P1C PC P2
Q1nA=P1, 2’
que p C P1 Es suficiente ver que A/P1 C B/Q1 es una GB-~exten

de Spec A y un par Q1C Q2 de Spec B tales que
an A =P sea p un 1deal primo minimal de A tal

s16n Puesto que A/P1= A/p/P por el lema (2 1) existe una
*

1/p
* *
extensidn A/p C B con B integro (al serlo A/p) y un 1deal Q

* * * *
de B tales que Q NA/p = P1/p y B /Q Q‘B/Q1 Por hipdtesuis,
*
A/p CB es una GB-extensidn Luego por (1 2 c) tambi&n lo es

A/P, CB/2, e

Se pasa a demostrar gque las extensiones definidas por

anillos de valoracidn son las que deciden el problema



(2 5) - Proposicidén Sea A un anillo Integro, XK su cuerpo de
cocrentes A es un GBl—anzZZO st y sblo s1 para todo anillo
de valoracién V de K que contiene a A, A CV es una GB-exten

s16n

Demostracion Supuesta la condicidn sobre los anillos de valo
racidn, hay que ver que toda extensidn A C B con B Integro es
una GB-extensidn Sea L 2D K el cuerpo de cocientes de B Dada
una terna P.C P CP, de Spec A y un par Q1C Q, de Spec B tales

que 9. N A =P Qzﬂ A=P en vairtud de ([11] 19 7) existe

1 2’
un anillo de valoracidn W de L W 2 B y un par Q;C Q) de Spec W

tales que Q;ﬂ B =0, Qén B =0,

Sea V = W NK V es un anillo de valoracidn de K pues s1

xeX, x 6 x son de V Sean P; = Q;n \ Pé = an V La conmuta

tividad del diagrama de inclusiones

A - B
i \
v -» W
implica
P;r\A = (Q1F\V)r1A = Q;F\A =(Q;r1B)F\A = Q1f1A = P1

y anilogamente Pé NA = P Por hipdtesis A C V es una GB-exten-

2
s16n luego existe P'eSpec V tal que P;C P'C Pé y PPNA = P Se
gin ([11], 19 16 b) exaste Q'e€Spec W tal que Q'N V=P' Por es-
tar Spec W totalmente ordenado Q;c Q'C Qé Sea Q=Q N B Se tie
ne Q1C Q CQ2 Y

ONA = (Q'"NB) NA = Q' NA = (Q'NV)N A = P'NA = P

luego A C B es una GB-extensidn e

Un anillo integro A se llama un GD-agnillo si toda exten-
s16n A C B con B integro es una GD-extensidn Una exhaustiva
referencia de actualidad sobre esta clase de anillos es [7]

Es inmediato (1 2 d) que un GB1—an1110 es un GD-anillo La pro

posicidén (2 5) permite demostrar el reciproco



(2 6) - Corolario Sea A un anillo integro A es un GBl-anzZZo

s1 y s8blo s1 es un GD-anillo

Demostracidédn Si1 A es un GD-anillo, para todo anillo de valora
c16n V del cuerpo de cocientes de A que contenga a A, A C V es
una GD-extensié6n Por (1 3), A C V es una GB-extensidén Luego
por (2 5) A es un GB1-an1110

(2 7) - Corolario Sea A un GD-anillo, P un i1deal primo de A

Entonces A/P es un GD-anillo

Demostracion Seglin (2 6) A es un GB1-anlllo Por (2 4) y (2 2 ¢)

A/P es un GB1—an1110, y por tanto un GD-anzillo

(2 8) - Observaciones a) Dobbs ha demostrado recientemente
(2 7) en [6] por vias mas indirectas Naturalmente este resulta

do permite de hecho evitar la definicidén de GB_-anillo y rede-

1
mostrar (2 5) basandose en una serie de resultados sobre GD-an1i
llos Como (2 7) no es un resultado sencillo, mantenemos la es-
tructura de este § 2 entendiendo que supone una nueva via, auto

contenida de demostracidn de (2 7)

b) Todo anillo de Prufer (i1nteresantes ejemplos se encuentran en
[18], P 72) es un GB1-an1110 Es bien sabido que es un GD-ani-
llo, pero en nuestros términos se deduce ficilmente de (2 5) y
de un viejo resultado de Krull ([18], Th 65) que indica que

los V de (2 5) son de la forma V = AP con P€Spec A, lo que ha-
ce obvio que A C V es una GB-extensidn

c) Un anillo noetheriano integro A tal que dim A>1 no puede ser
un GB1—anlllo De hecho existe un elemento o del cuerpo de co-
cientes de A tal que A CA[g] no es una GB-extensidn Esto se s1

gue, por ejemplo, de ([7], 4 3 yv 4 1)

d) En la definicidn de GD-anillo no tiene 1interés considerar ex
tensiones que no sean anillos integros En efecto, s1 A es un
anillo con dim A> 1, utilizando ([18], p 43 ex 25) se puede
construir una extensidn de A (entera, 1ncluso) que no sea una
GD-extensidn Sin embargo esto no ocurre en nuestro caso (por

(2 4)) y también existen GBo-anlllos gque no son GB1—anlllos Por



ejemplo A1 X A2 es un GBo—anlllo s1 A1, A2 son GB1—anlllos

en virtud de (2 4)

e) Es posible construir GB-extensiones gque inducen una epi-
yeccidn entre los espectros de anillos Integros (y por ello
tamb1én GD-extensiones), pero que no son GU-extensiones Por
ejemplo ACA[x], con A un anillo de Prufer gue no sea un cuer
po y X una indeterminada, en virtud de b) y de ([ 18] P 41 ex
3)

§ 3 - Definiteidn y propredades de los GB2—anzllos

En el paragrafo anterior se ha puesto de manifiesto gque
las definiciones de GBo Y GB1—anlllos son demasiado rigurosas
para la clase de los anillos noetherianos A partir de aqui
la cuestidn se limita a la consideracidn de extensiones enteras,
gque son las gue 1interesan bdsicamente Esto se hace a través de
la definicidn de GB2—anlllo Se estudian luego las propiedades

que son i1ndependientes del caracter noetheriano E1l paralelismo

con el § 2 es escaso y la situacidn es bastante mas compleja

Se dira que un anillo A es un GBZ-antlZO s1 toda extensidn

entera A g B es una GB-extensidn

Obviamente todo GBo—anlllo es un GBz-anlllo, pero se vera
gque la nueva condicidn es mucho menos restrictiva NOtese que
s1 en la definicibn se cambia entera por algebraica se ob-

tienen de nuevo los GBo—anlllos en virtud de (2 5)

Como en el 8§ 2 para estudiar el paso al cociente de la con
dicidén de GB2—an1110 se precisa un lema de levantamiento de
extensiones enteras La parte a) del siguiente lema se debe a
Ratlaiff ([ 28], 3 2) Como este autor da s6lo un esbozo de la de

mostracidn, incluimos una prueba completa

(3 1) - Lema Sea A un anillo, I un 2deal de A, A = A/I, B un

anillo tal que A C B es una extensién entera Entonces se veri-

fiea



a) Existe un anillo B y un i1deal J de B tal que A C B es una ex-

tensidén entera, JN A = I y B~B/J

b) S2 A C B es una extensién finita (resp monbgena), B puede
elegirse de forma que sea un A-médulo libre de rango finito

{y una A-dlgebra monogena, resp )

c) S A C B es una extensidn finita (resp , monogena) y A A B
son integros, B puede elegirse de forma que sea integro y que la

extensidén A C B sea finita (y monbgena, resp )

d) Sv A es un antllo factorial, A es Integro y A C B es una exten-
s1ron mondgena, B puede elegirse integro, A-médulo libre de rango
finito y monogeno como A-dlgebra
Demostracion Sea {Bh} un sistema de generadores de B como

he H
i—élgebra es decir, B = i[{sh}] Considerando 1ndeterminadas

{Xh} se tienen homomorfismos naturales
he H

T - T2 -
al{x, 3} = al{x }] = al{g }] =B

Sea K = Ker (mz°m,;) Se tiene
A[ {x }] ~ B
h /K

y KNA = I, pues acEKNA @ (T2°T;)(a)= 0 & T(a)= 0 < a€l

Al serxr i.g B una extensidn entera, para cada hé€H existe un
polinomio mdnico fh(xh)EK[Xh] tal gque fh(Bh) = 0 Para cada h€H
sea fh(xh)eA[Xh] un polinomio mdénico que médulo I dé fh(xh) Sea

K, el 1deal de A[{Xh}] engendrado por {fh(xh)} Se tiene K, C K
he H

Sea B = A[{Xh}]/K1, J = K/K1 Entonces B/J ~A[{xh}]/K~ B

Veamos que A se inyecta en B En efecto, si1 aeK1n A, se tiene

= + +
a 9, fh1(xh1) g fhn(xhn)

para ciertos g, gneA[{xh}] Dado fh (Xh )GA[xh ], existe un
1 1 1

anillo A_. D A tal que en A, hay una raiz @ de £ ([31, ch v 81 3

1
1
1 2) Dado f_ (X )eA1[Xh ], existe un anillo A2 2na

h2 h2 2

1

1 tal qgue en



A2 hay una raiz a2 de fh Prosiguiendo de esta manera se llega
2
a un anillo A DA en el que hay raices 01, 'an de ﬂ}: 0fh
1 n
respectivamente Dando estos valores a xh ' ,Xh resulta a = 0
1 n

Se ha obtenido asi una extensién A C B gque es entera puesto

que ih = Xh + K1 satisface fh(ih) = 0 Ademds JN A = I al ser
KN A =1 E1l diagrama conmutativo

A - B

i {

A/I > B/J
termina la demostracidn de a)

Supuesto que A E B es una extensidn finita sea B#JB1 Bg

Aplicando la demostracidn anterior a la extensidn 5‘5_5[61 | se construye

el anillo B, = Alx_] y el 1deal J, de B, tales que
1 1 1 1
/(f1(X1))
B1/J1*’K[B1] y J1ﬂ A = I Por ser f1(X1) mdnico, B1 es un A-md-
dulo libre de base 1, i1, ,iT—1 s1 m es el grado de f1 Y §1 es

la clase de X, médulo f, Repitiendo este proceso coni[ﬁﬂgﬁ{BJ[Bj

etc se obtiene una cadena de anillos

B = A CB, C CB
o - 1 - - r
en la que Bl es un 81_1—m6dulo libre finitogenerado, 1=1, ' T
- n -
y una sgcesxon de 1deales J1, ,Jr tales que Jl B1—1 J1—1 Y
Bl/J1R=A[B1, ,Bl] =1, ,¥ Una demostracidn formalmente

igual a la bien conocida en el caso de cuerpos prueba gque B=Br es
un A-mddulo libre finitogenerado Como J=Jr verifica JN A=I y

B/J’zg esto demuestra b)

En las hipdtesis de c), aplicando b) se ha encontrado un
A-mdédulo libre B y un 1deal J de B tal que JNA=I y B/J®B En
particular, B es una A-algebra plana, lo gue implica gque A C B
es una GD-extensidn ([21], 5 D) Entonces dados los 1deales
primos (0) C I y J, exaiste un 1ideal primo Q C J tal que 9N a=(0)
Se tiene asi una extensidn entera A C B/Q, J/QNA=I y (B/Q)/(3/Q)

~B/J ~B Luego tomando B/Q en lugar de B se ha demostrado c)



Para probar d4), sz B = i[B] observamos que es posible elegir
f(x)eA[Xx] de grado minimo entre los polinomios mdnicos que anulan
B Esto 1mplica gue f(x) es i1rreducible, pues si descompone en
producto de otros dos, €stos han de ser mdénicos (salvo unidades)

y uno de ellos anula f al ser a integro Un polinomio mdnico

f(X)eA[X] que dé f(X) mSdulo I también ha de ser irreducible, pues
s1 descompone ha de ser en producto de polinomios ménicos y éstos
conservan el grado mddulo I Entonces el 1deal (f£(X)) es primo por
ser A un anillo factorial, luego B= A[Xxl/ es un anillo inte-

(£(x))
gro Junto con lo demostrado en b), esto prueba la parte d4) ©®

Incidentalmente, ndtese que (3 1c) ha demostrado lo siguiente

(3 2) - Corolario Sean V,W C W variedades algebraicas afines irre-
ducibles tales que W es una subvariedad de W,v & W un morfrsmo fz
nito Existe una variedad algebraica afin irreducible V que contie

ne a V como subvariedad y un morfismo finito V ﬁ, W que extiende

Y
Ahora se puede estudiar el paso al cociente de la condicidn

de GBz—anlllo

(3 3) - Proposicion Para unm anillo A las sigurentes condiciones

son equivalentes

a) A es un GBZ-antZZo

b) A/I es un GBZ-antZZo para todo ideal 1 de A
c) A/P es un GBz—anzZZo para todo i1deal primo p de A

d) A/p es un GB_-anillo para todo ideal primo minimal p de A

2

e) Ared eg un GBZ—anzZZo

Demostracién Consiste en la repeticidn de la de (2 2) teniendo
presente que el lema (2 1) se ha de sustituair por el lema (3 1)

Y que la condicidén de extensidn entera pasa al cociente @



El estudio de la localizacidn no permite sin embargo la

repeticaidn de (2 3)

(3 4) - Proposicibébn Para un anitllo A las siguirentes condiciones

son equivalentes

a) A es un GB2-anzZZo
b) s 1a es un GBZ-anzZZo para todo sistema multiplicativo S de A

c) A, es un GBZ—anzZZO para todo peSpec A

d) a, es un GBz—anzZZo para todo i1deal maximal M de A

P "1 *
Demostracié4n a) = b) Dada una extensidn entera S A E_B , una

- * *
terna P; C p'C Pé de Spec S 1A y un par Q1 C Q2 tales que

* - * -— - * *
Q1 N s 1A = P;, Q2 N s 1A = Pé basta ver gque S 1A/P; E_B /Q1 es

1 S—1P1 para cierto P

S_1A/P,'I'~v 5'11\/5'1191z s (a/P,)

una GB-extensidn Como P €Spec A,

1

siendo S la imagen de S en A/P1 Por (3 3), A/P1 es un GBZ-anlllo

Yy se ha reducido el problema a demostrar que si1 A es un GBz—anlllo
1 *

integro, S un sistema multiplicativo de A y S A C B una extensidn

* - - *
entera en la que B es un anillo integro, entonces S 1A E B es una

GB-extensidn

*
Sea B el cierre entero de A en B Se tienen 1inclusiones

n a1 n-1 an
X 4+ — x + + — =0 a €A, s €S, ai=1, N
s s 1 1
1 n
Si s=s1 sn, multiplicando por sn se obtiene una ecuacidn del taipo
(sx)n+ a; (sx)n-1+ + a; = 0 aieA 1=1, s

*
lo que implica sxe¢B Luego dentro del cuerpo de cocientes de B



se tienen 1nclusiones

-1 * -1
s ACB Cs B

Por hipdtesis, la extensidn entera A C B es una GB-extensidn
- -1

Por (1 2 a) s 'aCs
* -1 .
luego B S S B es una extensidon entera y en consecuencia una

B es una GB-extensidén y tambié&n es entera,

—- *
GU-extens16n ([2], 5 11) sSegiin (1 1 b) resulta que S 'a E B es un

GB-extensidn
b) & c) y c) = d) son traiviales

d) = a) Resulta inmediatamente de (1 2 b) teniendo en cuenta gue
s1 A C B es una extensidn entera también lo es la exten516nAMg;BMo
La siguiente proposicidn constituye la caracterizacidn basica

en el estudio de los GBz—anlllos

S1 B es un anillo cualguiera, B' designara su cierre entero

en el anillo total de fracciones de B

(3 5) - Proposicibén Un anillo A es un GBZ—antlZo g1 y sblo s
A/PC (A/P)' es una GD-extension para todo PeSpec A tal que
ch (P)=22

Demostracitdé4n La condicidn es necesaria vya que A/P es un GB-ani-
llo para todo PeSpec A en virtud de (3 2), lo cual implica que

A/P C (A/P)' es una GB-extensidn y seglin (1 2 d) una GD-extensidn

Para ver que la condicidn es suficiente, sea A C B una exten-

s10n entera de A Dada la terna P1C PC P2 de Spec A y el par Q1cQ2

de Spec B tales que Q1ﬂ A =P Q2 NA = P2, basta comprobar que

'
A/P1 E_B/Q1 es una GD-exten51;n Una sencilla observacidn de

McAdam ([ 22] , Th 1) indica que s1 A/P1 g_(A/P1)' es una GD-exten-
s16n, entonces también lo es toda extensidn entera integra de A/P1
por el teorema de going-down de Krull ([2],5 16) Luego A/P1£;B/Q1

es una GD-extensidn, ya que ch(P ) =2 e



(3 6) - Corolario Para un anillo A las siguientes condiciones

son equivalentes

a) A es un GBg—anzZZo

b) Toda extensién finita de A es una GB-extensidn
c) Toda extensidn entera mondgena de A es una GB-extension

Demostracién Basta ver que c) = a) Sea P un i1deal primo de A
La hipdtesis de c) también la verifica el anillo A/P en efecto,
s1 A/P C B es una extensidn entera mondgena, el lema (3 1) per-
mite encontrar una extensidn entera mondgena A E B de A y un

1deal J de B tal que JNA = P y B/J~B y la conmutatividad del

diagrama
A g B
¥ 1
A/P - B

implica que A/P C B es una GB-extensidn al serlo A CB

En particular, para todo elemento a€(A/P)', A/P C (A/P)|d]
es una GB-extensidn, y al tratarse de anillos integros, una GD-ex
tensidn por (1 2 d) Pero s1 toda subextensidn mondgena es GD-ex-
tensidn, también A/P C (A/P)' es una GD-extensidn por ([24] prop

2) Entonces el craiterio de (3 5) indica gque A es un GB2~anlllo ®

Es interesante hacer notar que en el caso de un anillo inte-

gro es suficlente considerar extensiones que sean anillos integros

(3 7) - Corolario Sea a un anitllo integro A es un GBZ—anzZZo s
y solo s1 toda extensidn entera monbgena integra de A es una GB-

extensidn
Demostracién Basta repetar la demostracidn de (3 6) utilizando

(3 1 ¢) en lugar de (3 1 b)

El siguiente corolario proporciona ejemplos importantes

de GBz—anlllos



(3 8) - Corolario Sea A un antllo local henseliano ftntegro in-

tegramente cerrado con dim A <3 Entonces A es un GBZ—anzZZO

Demostracibén Utilizando el criterio de (3 5), sea P un ideal
primo de A tal gue ch(P) =22 si P=(0), se tiene A=A' que oOb-
viamente es GD-extensidn Sea P#(0) A/P es un anillo hense-
liano ([27], 43 4), luego (A/P)' es un anillo local ([27], 43
12) Se tiene dim A/P <2 y entonces resulta inmediato que

aA/p C (A/P)' es una GD-extensidn, al ser ambos anillos Integros

y locales y ser epiyectiva la aplicacidn

Spec (A/P)' > Spec A/P e
El saiguiente es un criterio de 'descenso’

(3 9) - Corolario Sea A C B una extension entera Sz A C B

es una GB-extensidén y B es un GBZ—anzZZo, entonces A es un GB2—
anillo

Demostracidédn Sea PeSpec A con ch(P)=2 2 Por ser A C B una ex-
tens1dn entera, existe QeSpec B tal que QNA = P, lo cual da una
extensidén entera A/P - B/Q Considerando los cierres enteros de

ambos anillos se tiene un diagrama conmutativo de extensiones en-

teras

a/p B/Q
N \)

(a/p)t > (B/Q)"
Puesto que A C B es una GB-extensidn, por (1 2 c,d) a/P C B/Q
es una GD-extensidén Se tiene ([27]), 9 10)
ch(Q) = dim B/Q = daim A/P = ch(P)= 2
luego seglin (3 5) B/Q S (B/Q)' es una GD-extensidn Entonces es

inmediato que la composicidn A/P E (B/Q)' es a su vez una GD-ex-

tensi1dn Tambi&n es sencillo observar sobre el diagrama que esto,

Junto al hecho de qgue la aplicacidn

Spec (B/Q)' > spec (a/p)’



es epiyectaiva, implica que A/P C (A/P)' es una GD-extensidn

Finalmente el criterio (3 5) asegura que A es un GBz-anlllo L]

(3 10) - Observaciones a) Sea K un cuerpo algebraicamante
cerrado de caracteristica cero E1l anillo de polinomios

A = K[X,Y,Z] no es un GBz—anlllo Para verlo basta conside-

rar el ejemplo (debido en realidad a Zaraiski) de fallo del
"going-down de ([4], 3(a)) se construye allf un i1deal primo

P de A con ch(P)=2 y tal que A/P C (A/P)' no es una GD-exten-
s16n, entonces segln (3 5) A no es un GBZ—anlllo Como (A/P)' es
una extensidn mondgena de A/P y A es un anillo factorial, es po-
sible, siguiendo la demostracidn de (3 1), construir explicita--
mente una extensidn entera B de A que no es una GB-extensidn
Geométricamente, se obtiene un morfismo finito ¢ de una hiper-
superficie H de K4 sobre K3, una superficie S de K3, una curva

* *

*
C de S y un punto P de C, una superficie S C H y un punto P €S
* *

* *

tales que ¢(S )= S, $(P ) = P y no existe ninguna curva C C s
* *

que pase por P y tal gque ¥(C )=C

b) Sea K un cuerpo con una valoracidn multiplicativa v y sea
K<£X,Y,Z2 » el anillo de series convergentes en tres variables
respecto v Es un anillo local henseliano regular ([27],45,5),
luego por (3 6) es un GB2—anlllo En particular, con la valora
c1dén travial v(a)=1 para todo a¥0 de K, resulta que K[x,v,2]

es un GBz—anlllo

c) Todo anillo Iintegro integramente cerrado de dimensidn 2 es
un GBz—anlllo segin (3 5) En particular k{x,¥] s1 K es un cuer
po Junto con la observacabn a), esto indica que la propiedad

de ser GB2—anlllo no se conserva al adjuntar indeterminadas

Mas generalmente, todo anillo integro A de dimensidn 2 tal
que todo 1deal maximal de A de altura 2 es contraccadn de un so
lo 1deal maximal de A' es un GB2—anlllo, pues es facil ver que
en estas condiciones el teorema de "going-up ([2], 5 11) basta
para asegurar que A C A' es una GD-extens1dn y la conclusidn s1

gue de (3 5)



-anillo que no es GB_-

Tambi1én K[X,Y] es un ejemplo de GB 1

2
anillo por (2 8 c)

d) La propiedad de ser GB_-anillo no se conserva por extensidn

2
finita En efecto, el anillo A/P de la observacidn a) ho es un
GBz—anlllo, pero por el lema de normalizacidn de Noether es ex

tensidn finita de un anillo i1somorfo a K[X,Y]

También el ejemplo de a) pone de manifiesto que es posaible

tener extensiones finitas R1 Cc R2 - R3 tales que R1 C R2 Yy R1 gR3
son GB-extensiones, sin que lo sea R2 - R3 Basta considerar
R,~ K[x,v¥], R,=A/P, R,= (A/P)' y tener en cuenta que K[X,Y] es un

GBz—anlllo

La extensidn R, C R, es asimismo un ejemplo de que en (3 9)

2 3
es necesaria la hipdtesis de que A C B es una GB-extensidn
e) Nbtese gque no es posible demostrar directamente (3 7), afin
limitandose a considerar las extensiones enteras integras de A
En efecto, s1 B no es un anillo Iintegro sus primos minimales no
contraen a (0) en general aungue A sea un anillo local regular

([29]) 2 6)
§ 4 ELl caso noetheriano

Con haipdtesis noetherianas la caracterizacidn de los GB2-an1-
llos dada en (3 5) se vuelve bastante mas accesible Con vistas a
ello se introduce la siguiente definicaidn ([22]) Sea A C B una
extensidn de anillos Se dice que P€ESpec A es unirramificado en
B s1 existe un {inico Q€Spec B tal que QNA = P Si todo P€spec A
es unirramificado en B se dird que la extensidn A C B es unirra-
mifieada Nbtese que s1 A C B es una extensi16n entera, la definai-
c16n hace referencia solo a la unicidad ya que automdticamente

existe QeSpec B tal que QNA = P

El resultado fundamental de la tesis de McAdam aclara comple-
tamente cui@ndo se tiene going-down entre un anillo noetheriano

integro y su cierre entero, con el siguiente teorema ([22],Th 2)



Sea A un anillo noetheriano integro, A' su cierre entero A E_A'
es una GD-extensidn s1 y solo si todo P €Spec A tal que h(P) >1

es unirramificado en A'

NStese al respecto que el hecho de que la aplicacién
Spec A' > Spec A sea incluso un homeomorfismo no es demasiado
restrictivo Por ejemplo, una variedad algebraica afin irreducl
ble puede tener singularidades de codimensidn 1 y ser homeomorfa
a su normalizada (caso de un cilindro de directraiz una ciibica

cuspidal)

Junto a (3 5), el teorema de McAdam da la siguiente carac-

terizacidn de los GBz-anlllos noetherianos

(4 1) - Corolario Sea A un anitllo noetheriano A es un GBZ—anz—
Llo s1 y sblo st para todo P €pec A tal que ch(P) 2 2, todo ideal

primo de A/P de altura mayor que uno es unirramificado en (A/P)’

Tambi1én es posible ahora dar un criterio para decidir cuédndo

el paso al cierre entero es una GB-extensidn

(4 2) - Proposicidén Sea A un anillo noetheriano integro, A' su
cierre entero, B un anillo tal que A C B C A’ Entonces A C B
es una GB-extension st y solo si1 todo P€SpecA con h(P) >1 es

unirramtfiecado en B

Demostracién Si1 A C B es una GB-extensidn, también es una GD-ex-
tensi1dn (1 2 d) Usando un refinamiento del teorema de McAdam

([23], Th 1) que extiende su resultado a los anillos 1intermedios
entre A y A', se sigue que todo PeSpec A con h(P) >1 es unirrami

ficado en B

Reciprocamente, sea una terna P1C PC:PZ de Spec A y un par
Q1CQ2 de Spec B tales que Q1ﬂA = Py anA = P, Como A C B es
una extensidn entera, el teorema de going=-up (f2)}, 5 11) perma
te encontrar un i1deal primo Q de B tal que Q1 CQ y 9nNnA =*P Una
nueva apllcaslén fel teorema proporciona un ideal praimo Q2 de B
tal que*Q(:Q2 y Q2 NA = P2 Pero como h(P2) >1, la hipbdtesis im-

Plica Q2 = Q2 y estd demostrado gue A C B es una GB-extensidn e



Se va a estudiar ahora el caso general de paso al cierre
entero para un anillo no necesariamente integro Este aspecto
se precisa al considerar el paso al completado en anillos semi
locales Del lema siguiente se desconocen posibles referencias
S1 B es un anillo, N(B) designari el nilradical de B, Bran/NGﬂ
el reducido de B, F(B) el anillo total de fracciones de B y B

el cierre entero de B en F(B)

(4 3) - Lema Sea A un anillo noetheriano Existe un i1somorfis-

mo natural

(A')red (A

) ]

red

Demostracidn Sea
= N N

una descomposicidn primaria reducida y sean P ,Pn los i1dea-

1’
les primos asociados El conjunto D de los divisores de cero de A
es D = P, v UPn (12] 4 7) Designando con barras las imagenes

en Ared

(0 =9, N NQ

n
es una descomposicidn primaria reducida y D = 51 v UV in es el
conjunto de los divisores de cero de Ared Sea S = A - D Si1 s€S,

- - = m
a€éA son tales que s a = 0, para cierto m se tiene (sa) = 0, de

donde a"= 0 Yy a =0 Por lo tanto S = A - D

Se tiene en general un isomorfismo natural

-1 ~ =1

S A
/s 1N(A) red

a a
que asigna a la clase (;) la fraccidn — s1 a€A, s€S Como
s

N(S-1A) S_1N(A) ([2], 3 12) resulta en definitaiva un isomorfis-

mo

(F(A))red - F(Ared)

gue veremos induce un 1somorfismo



(a') - (A )!

red red

En efecto, (A')red= A'/N(A') se incluye en F(A)/N(F(A))=(F(A))red

al ser N(F(A)) NA'=N(A') Una relacidén de la forma

a - - - -—
H™ + b, (3™ v 5 =0 bea 1=1, m

y s1 reciprocamente se tiene esta lltima resulta

a, m a,m-1 _
(g) + b1 (;) + + bm = ceN(F(A))

a
que elevada a una potencia conveniente implica . €A'e

(4 4) - Corolario Sea B un anillo noetheriano, A C A es una
- - -
GB-extension (resp , GD-extensién) s1 y sbélo s Aleg = (Ared)'

es una GB-extensién (resp , GD-extensidn)

Demostracion Por el lema (4 3) se tiene un diagrama conmutativo

con los morfismos naturales

A - Al
I ¥
red - (Ared) ‘(A )red

y basta tener en cuenta que las flechas verticales inducen homeo-

morfismos en los espectros primos @

El corolario (4 4) permite limitarse a considerar un anillo
reducido La proposicidn siguiente traslada el problema al caso

integro, ya resuelto en (4 2)

(4 5) - Proposteirén Sea A un anillo noetheriano reducido, P,

1= 1, ,n Los rdeales primos minimales de A, Al = A/pl' K
1
el cuerpo de cocientes de A Y A! el cierre entero de A en
hE
A C A es una GB-extensidbn st y solo sz A C aA' es una GB-

extension para cada 1 = 1, PR



Demostraciédn Se tiene un 1somorfismo candnico ([3)], ch IVE§2 5

prop 10)

F(A) ~ K, x x K
1 n

que induce un isomorfismo ([3] ch V g1 2 cor 1)

A' ~ A!' x X A'
n

]
1
teniendo en cuenta que A; es el cierre entero de A en la A-alge-
bra Kl, i=1, 1 Por ser A reducaido p1 N ﬂpn = 0, luego con

las i1dentificaciones pertinentes la extensidn A C A' factoriza en

la forma

ACA A, x x A CA' x x A'
= 1 n— 1 n
Un i1deal praimo de A1 b4 X An es de la forma
A1 X X P/pl X X An

siendo PeSpec A p_ C P su contraccién a A es P Veamos que

A C A1x X An es, en cualquier caso una GB-extensidn Sea la
terna P1C PCP, de spec A y el par §1CZ§2 de spec (A, x x A_)
tales que 51(\A = P1 EZ(NA = P2 Puesto que §1C252, existe un
Primo minimal p1 tal que

P2 = A1 x X P2/pl x x An

= _ P

P1 A1 x x 1/pl X X An

y basta tomar P = A_x X P/plx b 4 An para tener §1CZ§C:§2
y PNA =P

Supuesto gue Al C Ai i1 =1, ;N son GB-extensiones, tam-

bién lo es (de hecho, es equivalente) la extensidn

C ] ]
A1 X x An C A1 X X An

al i1dentificarse el espectro de un producto finito con 1la reunidn
disjunta de los espectros de los factores Luego A E A' es una

GB-extensi18n, al ser composicidn de GB-extensiones (1 1 a)

Reciprocamente, s1 A C A' es una GB-extensidn, sea la ter-

b heg = p'C p
na P1C PC P2 de Spec (A1x X An) y el par 3 P2 de Spec



' ' N =p N =p
(A1 x X An) tales que P (A1 x X An) P_,P (A1x xAn) P

Existe un praimo minimal pl y una terna P1C ; Ciz de Spec A talzs
que

52 = A1 X x P2/p1 b4 b4 An

P = A1 x X P/pl X X An

51 = A1 b4 p'4 P1/pl X X An

Puesto que P! NA = P P' NA =P existe por hipdtesis un

1 1 2 2’
P'€ Spec (A; X x Aé) tal que P; Cp CPé y P' NA = P Como
P! ﬂ(A1 X X An) contrae a P y contiene a 51 necesariamen-

te P'N (A1 X x An) = 5, luego

A, X x A CA!' x x A
1 n— 1 n

es una GB-extensién lo que implaca que Al E_Ai i=1, N

son GB-extensiones @

(4 6) - Observacion A diferencia de (4 5), A C A' es una GD-ex-
tensidn si1 y sdlo sa Al E_A; 1 =1 n son GD-extensiones y
A=A, x b4 An En efecto, el 'teorema chino 1indica que

1
A#A . X X An s1 y solo s1 existe un par 1#¥3 tal que p1+ pj# A

1
En este caso existe un 1deal maximal M de A tal gque pl+ pJ C M
Considerando el par pfi M de Spec A y el i1deal praimo

A, x X M/pJ X X A

1 n

de A1 X X An' el 'going-down no se verifica al ser pJ z_pl

La demostracidn se completa de forma semejante a (4 5)

Finalmente las anteriores proposiciones permiten demostrar
un resultado de ascenso' NOtese que una extensidn f mita de un

GBz-anlllo noetheriano no es en general un GBz—anlllo (3 10 4)

(4 7) - Proposieibn Sea A un anitllo noetheriano, A' su cirerre
entero en el anillo total de fracciones de A Si A es un GB. -

antllo, A' es un GBg—anzZZo ?



Demogtraciébn Por (3 3) basta ver que (A')red es un GB_-anillo,

2

lo cual equivale a que lo sea segiin el lema (4 3) Por

(Ared)'

(3 3) Ared es un GBz-anlllo, lueqgo puede suponerse gque A es re-

ducido Entonces con la notacidn de (4 5) se tiene un 1somorfis

mo ([3], Ch V §1 2 cor 1)

A'~ A' x x A’
n

s
1
y por (3 3 d) basta ver que A' ’Aﬁ son GB_, anillos Como

1 2

Al = A/p1 i =1, ;N es un GBz—anlllo por (3 3), gueda redu-

cido el problema al caso de un anillo integro
Supuesto que A es integro, sea A' C B una extensidn ente-

ra Sea P;C p'C Pé una terna de Spec A' y Q1C Q2 un par de

Spec B tales gque Q1ﬂ A' = P;, QZF\A' = Pé Contrayendo P;C P'C P2
a A se obtiene una terna P1C PC P2
Si P; = (0), A' C B/Q1 es una extensidn entera de anillos

integros con A' integramente cerrado El cli@sico teorema de
going-down de Krull ([2], 5 16) demuestra que A' g_B/Q1 es una

GD-extensi1dn y esto implica que existe un Q¢ Spec B tal que
Q,CQeCQ, vy oNa' = p'

Sa P; # (0), también 91# (0) por ser A C A' una extensidn
entera A C B es una GB-extensidn, luego existe QeSpec B tal que
Q1C Q CQ2 Yy QNA = P Sea P' = QNA' Se tiene h(P) >h(P1)>=1 y
como A C A' es una GB-extensidn (4 2) asegura que P es unirraml

ficado en A' como P" MA = P'N A = P, se sigue gque P = P' En-

tonces Q1C Q CQ2 y Q Nat P lo que demuestra que A' C B es

una GB-extensibn e

§ 5 - Unirramificacion de 1deales primos

A la vasta de (4 1) y (4 2), la cuestidn de la unirramifai-
cacidn de un 1deal primo en una extensidn entera es fundamental
en el estudio de las GB-extensiones Tambié&n es de gran importan
cia en otros contextos baste como muestra el siguiente teorema

de Nagata ([27], 43 12) Un anillo Iintegro local A de 1ideal maxi



mal M es henseliano si1 y solo s1 M es unirramificado en toda

extens1dn entera integra de A

En lo que sigue de este paragrafo se trata b&sicamente de
probar que la unirramificacidn de ciertos 1deales praimos impla
ca la de otros Se utilizan algunos resultados del capitulo I
Yy a su vez, los que se cbtienen serdn de importancia en el ca

pituleo III

(5 1) - Lema Sean AC B anillos, P un ideal primo de A  Se ve-

rifieca

a) St P es unirramificado en C para toda A-dlgebra finitogenera-

da c tal que A Cc C B , entonces P es unitrramificado en B

b) S1 A CBes una extensidn entera y p es unirramificado en B,

entonces p es unirramificado en todo anillo C tal que A C CC B

Demostracion Sean Q1, Qz € Spec B tales que Q1n A = an A =P
- € -
Si Q1 # Q2 existen x1€Q1 Q2, X, Q2 Q1 y entonces, s1
C = A[x1,x2], se tiene Q1ﬁ C # an C Como ambos 1deales contraen
a P esto contradice la hipdtesis de a) Luego ha de ser Q1 = Qz,

lo que demuestra a)

La demostracidn de b) es consecuencia inmediata de que
Spec B - Spec C es eplyectiva, al ser C C B una extensidn en-

tera o

Sea R un anillo integro K su cuerpo de cocientes Se dice
gque R es un G-dominio ([18] p 12) s1 K es una R-algebra finito-
generada Un 1deal primo P de un anillo A se llama un G-2deal
([18], p 16) si A/P es un G-dominio Todo ideal maximal es,
desde luego, un G-i1deal y los anillos de Jacobson (llamados tam-
bi1én de Hilbert) son aquellos en los gque reciprocamente, todo
G-1deal es maximal De los G-ideales nos interesa el hecho gene-
ral siguiente ([18], Th 26) En un anillo cualquiera, todo 1ideal

praimo es 1interseccidn de los G-1i1deales que le contienen



(5 2) - Proposicién Sean A, B anillos tales que A C B es una
extensibén entera y sea PeSpec A St todo G-ideal de A que con-
tiene a P es unirramificado en B, entonces P es unirramifica-

do en B

Demostracién Por (5 1 a) basta ver que P es unirramificado en
C para toda A-3lgebra finitogenerada C tal que A cc E B y por
(5 1 b) todo G-1deal de A que contiene a P es unirramificado en
C Luego en definitiva puede suponerse que la extensidn A C B

es fainita

Sean Q, Q'eSpec B tales que QNA = Q'NA = P Sea Q1 un
G-1deal de B tal gue Q C Q1 {existe alguno pues al menos Q es-
t3d contenido en un ideal maximal) y sea P1 = Q1ﬁ A Puesto que
A/P1 c B/Q1 es una extensidn finita, se sigue de ([18], Th 22)
qgue P1 es un G-ideal de A Por otra parte el teorema de going-
up ([2], 5 11) permaite encontrar un Q;eSpec B tal que 9 C Q;

1 1
sis implica que Q1 = Q1 lo que viene a demostrar gque todo

Yy Q1ﬂ A =P Al ser P_ un G-ideal que contiene a P 1la hlpétg

G-1deal de B que contiene a Q contiene también a Q Por sime
tria resulta que los G-ideales que contienen a Q y a Q' son 1los
mismos Como todo i1deal primo es interseccidn de los G-ideales
gue le contienen, resulta que Q = Q' luego P es unirramificado

en B @

Puesto que en un anillo de Jacobson los G-ideales son los

ideales maximales, el siguiente corolario resulta inmediatamen-

te de (5 2)

(5 3) - Corolario Sea A un anillo de Jacobson, A C B una exten-
s1bén entera tal que todo 1deal maximal de A es unirramificado en

B Entonces la extensidén A C B es unirramificada

La proposicibdn (4 2) se puede completar con el uso de (5 2)



(5 4) - Corolario Sea A un anillo noetheriano, A' el cirerre en-
tero de A en su anillo total de fracciones St AC A es una
GD-extensibn y A carece de G-ideales de altura 1, entonces

Spec A' ™ SpecA es un homeomorfismo

Demostracidén Razonando como en (4 4), se tiene un diagrama con-
mutativo
Spec A' —> Spec A
+ ¥
S e ec A
Pec(Ared) Spec red

que permite suponer A reducido, ya gque por la misma definicidn
los G-i1deales de Ared est@n en correspondencia biyectaiva con los
de A 1nducida por el homeomorfismo Spec A —* Spec Ared Con las
notaciones de (4 5) se tiene en vairtud de (4 6) que A=Aﬁi xAn
Yy dque Al C Ai es una GD-extensidn para cada 1=1 n Los G-idea
les de Al estan a su vez en biyeccidn con los de A que contienen

a pl En definitaiva, basta demostrar (5 4) en el caso en gque A

sea integro

S1 A es integro, como se vid en (4 2), todo 1deal primo de
altura > 1 es unirramificado en A' Entonces todo G-ideal de A
es unirramificado en A', luego por (5 2) Spec A' = Spec A es
biyectiva Como es continua y cerrada ([3] Ch V §2 1 rem (2))

es un homeomorfismo @

(5 5) - Qbservaciones a) En (5 2) e incluso en (5 4), no es
suficiente suponer que todo i1deal maximal es unirramificado En
(III, 2 3) se construirdn familias de anillos A tales que A es
local, en los que hay 1deales primos de A que no son unirramifa
cados en A' Grothendieck sefiala de hecho esto al dar un ejem-
Plo de anillo 'unaibranche (anillo local con cierre entero lo-
cal) que no es localmente unibranche' ([13]}, ch IV 6 15 2 y
[14], ch 0 6 5 11) Sin embargo sus dos demostraciones (comple
tamente distaintas en [13] Yy [14]) son incorrectas (en [13], porqu
t no es de grado 2 sino 3 sobre k[V,W] y en [14], porgque el 1deal

a no es interseccidn completa)



b) (5 4) generaliza ([ 23] cor del Th 3) pero la demostra-
c1d6n es distinta y mas corta sobre todo limitada al caso iIn

tegro

c) En (5 2) s1 A es noetheriano es suficiente asegurar la

unirramificacidn de los ideales praimos P, 2 P con ch(P1)< 1

1
o 1ncluso de los P1 2 P contenidos en solo un niamero finaito
de 1deales maximales de A en virtud de la estructura de los

G-1deales de A ([ 18], Th 146)

Los resultados que siguen son, en cierto modo, duales de
los anteriores En lugar de las propiedades de los G-ideales

se utailizan el Hauptidealsatz de Krull y (I 1 5)

(5 6) - Proposicion Sean A, B anillos integros tales que A es
noethertano y & © B es una GD-extension entera St todo ideal
primo de altura 1 de A es unirramificado en B , entonces la

extensién A C B es unirramificada

Demostracién Las dos partes del lema (5 1) permiten suponer
gque la extensidn A E B es fainita, lo que implica que B es un

anillo noetheriano

El 1deal praimo (0) de A es unirramificado en B por ser

A S B una extensidn entera de anillos Integros

Sea PeSpec A, P # (0) y sean Q Q € Spec B tales que
QNA = Q'"NA = P Se tiene h(Q)=21 Sea Q1eSpec B tal que
1
s16n entera, se conservan las alturas de los 1deales pramos
([ 21] 13 C), luego h(P1) = h(Q1) = 1 Dado el par P1 C P de
Spec A y el i1deal Q'eSpec B por ser A C B una GD-extensidn

Q1 cCQoy h(Q1) = 1 Sea P, = Q1n A Por ser A C B una GD-exten

existe Q;eSpec B tal que Q; CQ'y Q1ﬂ A = P1

la hipdtesis aimplica que Q; = Q, Se ha demostrado asi que todo

Puesto dque h(P1)=1

1deal primo de altura 1 de B contenido en Q estd tambilén conteni
do en Q' Por simetria resulta que Q y Q' contienen los mi1smos

i1deales primos de altura 1 de B

Para concluir que @ = Q basta razonar que en cualquier ani

llo noetheriano integro todo 1deal praimo Q # (0) es reunidn de



los 1deales praimos de altura 1 contenidos en @ En efecto, sea

x€Q, x # 0 (x) C Q implica que existe un ideal primo minimal
* *

Q@ de (x) tal que (x) C Q C Q El Hauptadealsatz ([ 2] 1 17)

%*
asegura que h(Q ) = 1 y lo afirmado ya es inmediato e

(5 7) - Proposicibn Sean A, B anillos {Integros tales que B es un
anitllo noetheriano y A C B es una extensidén entera St todo

P1eSPec A con ch(P1) = 1 es unirramificado en B, se verifica
a) Todo Pe Spec A con ch(P) 21 es unirramificado en B

b) A C B es una GD-extensidn s1 y sblo sr todo 1deal maximal M

de A con h(M)> 1 es unirramificado en B

Demostracibé4n Una vez mas el lema (5 1) permite suponer en a)
que la extensidn A C B es finita, con lo cual B es un anillo
noetheriano Sea PéSpec A con ch(P)> 1 y sean Q, Q'eSpec B ta-
les gque QNA = 9'NA = P Sea Q1eSpec B tal que QSQ1 vy ch(Q1)=1
(existe alguno porgue las extensiones enteras conservan la coal-
tura ([18] Th 47)) Sea P1 = Q1n A dado el par P C P1 y el
1deal Q', por el teorema de going-up existe Q;eSpec B tal que
o' C Q; Yy Q;{WA = P1 Como ch(P1) = ch(Q1) = 1, P1 es unirrami-
ficado en B, luego Q; = Q1 Esto demuestra que los 1deales prai-
mos de coaltura 1 de B que contienen a Q y a Q' son los mismos

Entonces, por (I, 1 5) se tiene

Q=f\{Q1eSpec B]Q - Q1, ch(Q1)=1}=r\{Q;eSpec BIQ' c Q;, ch(Q;)=1}=
=Q'

lo que demuestra a)

Para demostrar b), supdhgase gue todo 1deal maximal M de A
con h(M)> 1 es unirramificado en B Por la conclusidn obtenida en
a) resulta que todo Pe Spec A es unirramificada en B, salvo posi-
blemente algin ideal maximal de A de altura 1 Veamos que A C B
es una GD-extensidn Dados P1C P2 en Spec A y QzeSpec B tal que
QzﬂA#Pyslraes maximal y h(P2) = 1, ha de ser P1 = (0) y basta to
mar Q1 = (0) para tener Q1C Q2 Y Q1ﬂ A = (0) En caso contrario,

P2 es unirramificado en B Por ser A g B una extensidon entera



existe Q1eSpec B tal que Q1F\A = P1 y por el teorema de going-
up existe QzeSpec B tal que Q1ché Yy er\A = P2 La unirramifi

cac1én de P_ implica que Q2 = Q luego Q1C3Q2 y A C B es una

2
GD-extensi1dn

2

Reciprocamente supdngase que A C B es una GD-extensidn
S1 C es un anillo tal que A C C C B, resulta facilmente de la
epiyectaividad de Spec B — Spec C gue A E C es una GD-extensidn
Entonces por (5 1 a) se puede suponer gue la extensidn A S B es
finita y que B es noetheriano Sea M un i1deal maximal de A con
h(M) >1 y sean N N_€Spec B tales que N1ﬂ A = Nzﬂ A =M Por

1 2
sexr A S B una GD-extensidn entera N1 y N_ son 1deales maximales

2
y h(N1) h(N2) = h(M) >1 ([21] 13 ¢C) sea Q eSpec B tal que
Q1C N1 Yy h(Q1) = 1 sea P1 = Q1F\A Por ser A S B una GD-exten-
existe Q2eSpec B tal que Q2C N2 y

s16n dados P1CIM y N,

er\A = P1 Como P1 no es maximal, la parte a) asegura que es
unirramificado en B luego Q2 = Q1 Y Q1C N2 Esto demuestra, por
simetria que NT Yy N2 contienen los mismos 1deales primos de al-
tura 1 Somo se observd al final de la demostracidn de (5 6),

en un anillo noetheriano integro todo 1deal praimo ¥ (0) es reu-

nidn de los 1deales primos de altura 1 que contiene Luego N1= N

y estd demostrado b) e

2



CAPITULO III

LA CONDICION DE GB2—ANILLO EN EL CASO NOETHERIANO

En este capitulo se estudia la existencia de GB2—anlllos
noetherianos, examinando dos casos fundamentales gque recubren
la mayoria de los anillos noetherianos habituales las élgg
bras finitogeneradas sobre un anillo noetheriano y los anillos

de series formales

Los resultados que se obtienen ponen de manifiesto que
la condic1dn noetheriana limita fuertemente la existencia de
GB_,-ani1llos por encima de la dimensidn 3 En particular se de

2

muestra que si1 k es un cuerpo y B un GB2—anlllo gque es un lo-
calizado de una k-4lgebra finitogenerada, entonces dim BS 3 y

también que kﬂx1, ,xnﬂ es un GBZ—anlllo s1 y sdlo s1 n< 3

Un punto clave en el problema es la cuestidn de la exis-
tencia de 1deales primos no nulos contenidos en la intersec-~-
c1d6n de dos 1ideales primos de un anillo integro concretamente
la llamada conjetura de Kaplansky-Hochster ([15] p 67)

Sea A un anillo noetheriano integro, P1, P2€Spec A tales gue
h(P1)=h(P2)=2 cexiste alglin 1deal primo #(0) contenido en

P1n PZ? McAdam ([25]) ha dado recientemente una respuesta ge-
neral negativa, pero acompafiada de resultados positivos para
anillos de polinomios, uno de los cuales utilizaremos Por otro
lado su contraejemplo al caso general ([25], Th 7) esta basa-
do en propiedades de unirramificacidn de un anillo henseliano

Ambas cosas parecen sugerlir gue la conjetura de Kaplansky-Hochster

Yy la existencia de GB2—anlllos son problemas conexos

El caso de las series formales por lo antes 1ndicado, re-
quiere un tratamiento completamente diferente EI1 paso de un ani
llo local a su completado destruye en general la integridad y es

to hace imposible estudiar directamente el problema en las series



por ascenso de lo ya obtenido en los polinomios Nuestro
método se basa en aprovechar la interrelacidn existente para
una amplia clase de anillos locales entre la unirramificacidn
del 1deal maximal en el cierre entero y la integridad del com

pletado

§ 1 - ELl caso de dlgebras finitogeneradas

Se van a obtener condiciones necesarlas para gque una al-
gebra finitogenerada sobre un anillo noetheriano sea un GB,-any

llo basandonos en la proposicidn siguiente

(1 1) - Proposicibébn Sea A un anillo noetheriano integro, K su
cuerpo de cocientes, o €K Supdngase que exirsten i1deales primos
distintos Q, 2, Q, €espec A[a] tales que Q,CQ, NQ, ¥ que
Q1r\A=Q2(1A=P Y Qor\B=Po verifican h(P/P0)=1 Yy P no es un

G-1deal de A Entonces A no es un GBZ—anzZZo

Demostracién En la situacidn indicada se tiene una extensidn

A/Po C A[a]/Qo Considerando el sistema multiplicativo

S=A/P - P/P sea
/ o / o’ n

B =S (A/Po) C =S (A o /Qo)

Se tiene una extensidn B C C de anillos noetherianos integros

-

Designando con barras las clases médulo Po o Qo

alol /9, ~ A/P [ §]

y s1 o= % con X YEA se sigue de OQy=X que a = luego A/Po Y

%I

A[a]/Qo tienen un mismo cuerpo de coclientes L, que es a su vez

el cuerpo de cocientes de B y C

Veamos que el cierre entero B' del anillo local B no es un
anillo local Supuesto gque B fuera local, B es un anillo de
valoracidn discreta, pues es local noetheriano integramente ce-
rrado y daim B'= dim B = h(P/PO) = 1 por hipdtesis Por ser B

un anillo local, B' es la 1interseccidn de los anillos de valora



c16n de L que dominan B ([ 3] Ch ViI§1 3 Th 3) Pero por

ser B de valoracidn discreta no existen anillos intermedios
entre B' y L ([3] Ch VI §4 5 prop 6), luego B' es el dnico
anillo de valoracidén de L gque domina B Sean Q:=S_1(Q1/Qo),Q;=

-1
=8 (Q2/Qo) El anillo local CQ*C:L domina B, pues Q1F\A = P
1
como estid contenido en un anillo de valoracidn de L que domina

CQ* ([3], 81 2 cor del Th 2) y por tanto domina B, resulta
1
que CQ* CB Esto implica B C C C B , lo cual es absurdo al
1
ser B C B' una extensidn entera, B y B anillos locales y C

* *
no local (ya que Q1#Q2) Luego B no es un anillo local

Veamos finalmente que A no puede ser un GB2—anlllo El
i1deal P no es un G-ideal 1luego en particular no es maximal y
esto 1mplica que ch(Po);=2 Supuesto que A fuera un GB2—an1110
como ch(Po);>2 se sigue de (II 4 1) gque todo 1deal praimo de
A/Po de altura >1 es unirramificado en (A/Po)' Como h(P/Po)= 1
Yy P/Po no es un G-ideal (por no serlo P), resulta entonces que
todo G-i1deal de A/Po que contenga a P/P0 es de altura > 1 y por
tanto unirramificado en (A/Po) Al conmutar el ci1erre entero
con la localizacidn ([2] 5 12) se tiene un diagrama conmutatai-
vo

A/Po - (A/Po)'

4 +

-1 -1 '
B=S (A/PO) -85 (A/Po) =B

y la unarramificacidn de P/Po implica gue B' es un anillo 1local,
en contradiccidn con lo antes demostrado Luego A no puede ser

un GB2-anllloo

El lema siguiente debe ser bien conocido pero no se dis-

pone de referencia alguna suya

(1 2) - Lema ©Sea A un anillo noetheriano, PeSpecA con h(p)= 2
Existen elementos x,y€P tales que todo ideal primo minimal del

tdeal (x,y) es de altura 2



Demostracién Existe una cadena P,C P,C P en spec A El anillo
A tiene un niimero finito de i1deales primos de altura O, que jun

to con P, no pueden recubrir P_ por ([2], 1 11) luego exaiste

1

un elemento x€P2 tal que xﬁP1

males Q1, ,Qn de (x) son de altura 1 {(que son de altura <1

2
y todos los i1deales primos mini-

se sigue del Hauptidealsatz (] 2] 117 17)) Entonces P ¢ Ql
1=1 n y otra vez por ([2], 1 11) P (& Q1U V) Qn, luego
existe y€P y £ Q1U UQn Sea P' un 1deal primo minimal de
(x y) Se tiene h(P') <2 por ([ 2] 11 16) y h(P')#0 pues x€P'
S1 fuese h(P )=1, necesariamente P'--:Ql para algun 1, lo gue es

imposible ya que y £ Ql Luego h(P') = 2 @

Se precisa alin otro lema, consecuencia de argumentos de
E D Davais ([5]) Se demuestra por comodidad 1laimitado a 1lo

que se necesita luego

(1 3) - Lema Sea A un anillo noetheriano integro, x y€A tales
que todo i1deal primo minimal de (x,y) es de altura 2 Sea T

una tndeterminada Si1 N es el nucleo del homomorfismo canonico
alT] - a[j
X
entonces N es el unico 1deal primo minimal del i1deal (xT-y)
Demostracion Desde luego (xT-y) C N Sea f€N

n
f =a + a, T + + a T a_, ;& €A
o 1 n o n

n -
Escribiendo T = (xT-y)+y x f resulta ser una expresidn poli-

némica en xT-y cuyo término constante es

n n-1 n _
aox + a1x y + + any = 0
va gque f(%) = 0 Luego xnfe(xT-y) S1 el 1deal N estd generado
por f1 freA{T] con grados n, n_ymes el mayor de é€s-

tos, resulta
m
x NC (xT-y)

Sea P un 1deal primo minimal de (xT-y) Por el Hauptidealsat

h(P)=1 Veamos que x¢P S1 X€P, tambi&n y=xT-(xT-y)€P, luego P



seria un 1deal pramo minimal de (x,y)A[T ], que por ([27 ],
6 15 y 6 16) es de la forma Q[T]con Q 1deal primo minaimal de
(x,y)A Como h(Q[T]) = h(Q) = 2 por ([18] Th 149) y la hi-

pdtesis, se llega a la contradiccidn h(P) = 2 Luego x ¢ P

Entonces me C (xT-y) C P implica N C P, ya que x ¢ P

y como (xT-y) C N, ha de ser P=N por la minimalidad de P ®
Se pasa ahora a demostrar el primer resultado fundamental

(1 4) - Proposicion Sean AC B anillos integros tales que B

es un GB,-anillo noetheriano y una A-dlgebra finitogenerada

2
con gr tr AB 21 Entonces daim B <3 y s72 rd(B)=0, dim B <2
Demostracion Aplicando el lema de normalizacidn generalizado
(I3} ¢ch v 83 1 cor 1) es posible encontrar un elemento
feA f#0 y elementos b1 bneB algebraicamente i1ndependien-

tes sobre A tales que la extensidn

alb, b 1 C B

es finita Supuesto que dim B 24 & gque rd(B)=0 y dim B >3,
seglin (II 3 4) es suficiente demostrar que Bf no es un GBz-ani

llo Por (I 2 3) se tiene
dim Bf =2dim B-1

(incluso si1 dim B =») y s1 rd(B)=0 dim Bf=d1m B 1luego en
cualquiera de los dos casos contemplados en la hipdtesais

dim Bf =3 Dado que gr tr AB =21, ha de ser n >1 si1 se agru-

pan b1, ,bn junto con Af y se cambia la notacidn, es po

-1
sible en definitiva suponer que se tiene una extensidn finita

A[z] C B
con A B anillos integros Z una indeterminada y B un anillo

noetheriano con dim B2 3, que hay que demostrar gue no es un

GBZ—anlllo

El teorema de Eakin de descenso de la condicidn noetheria-
na en una extensidén finaita ([8], Th 2) implica que A[Z], Yy en

consecuencia A, son anillos noetherianos De aqui se sigue

([27] 9 10)



dim A[Z]= daim A + 1
y como A[Z] C B es una extensidn entera,
dim A + 1 = daim BZ3

luego dim A=2>2 Entonces el lema (1 2) permite encontrar ele-
mentos x y€A tales que todo ideal praimo minimal de (x,y) tie-

ne altura 2

X
Sea a = ;, ¢ = af z] Se tiene un diagrama conmutativo de

inclusiones
A - c=a[ z] - B
(*) \ \ )
Ala] = Cla] =A[a][Z] - B[a]

en el que todo son anillos noetherianos integros A[a]l Z] es
un anillo de polinomios al estar Ala]l contenido en el cuerpo
de cocientes de A C g B es una extensidn finita s1 b1 ,b%
generan B como C-médulo se tiene

B o] =c[] [b, b_]

lo que aimplica que Cla] € B[a] es una extensidn finita

Sea p un 1deal praimo minimal del 1deal (x,y) de A h(p)=2
por la eleccidn hecha de x y Sea T una indeterminada y sea N

el niicleo del homomorfismo candnico
AlT] - Alal

Puesto que (x,y) C p, (xT-y) C p[T] 1luego el 1deal primo p[ T]
contiene un ideal primo minimal de (xT-y), que por el lema

(1 3) ha de ser N La fibra de p en Spec A[T] consta ([ 18]

Th 36) del 1deal p[T] y de una familia infinita de i1deales
primos no comparables entre si que contienen (y son adyacen-
tes) a p[T] Como N C p[T] resulta que la fibra de p en

Spec A[a]~ Spec A[T]/N esti formada por un ideal g~ plTl/N ¥y
una familia infinita de i1deales primos gue contienen a q Lue
go para cualquier niimero natural r es posible considerar 1dea

les primos a0 a, de A[qa] distintos de g, diferentes entre

si y tales que



Q<:ql: h(ql/q)=1 gNAa = qlfﬁA = p 1=1, r
Se pasa a calcular sus alturas

El 1deal primo N verifica NNA = (0) y N#¥(0) Consideran-
do las propiedades de la fibra de (0) en Spec A[T] (antes ex-
puestas para el ideal p) se sigue que h(N)=1 Cada 1deal g es

de la forma ql% gl/N con gleSpec A[T], p[T]Cgl y ElrwA = ;
Se verifica ([18], Th 149)
h(p[T]) = h(p) = 2
h(El)=h(p)+1=3 1 =1, ,r
de donde
h(q) = h(p[T]/N)=1
Yy h(ql)=h(gl/N)> 2 Como en cualquier caso
B(N) + h(q /M< h(g,) = 3
resulta que h(ql) = 2 i =1 r

Sean P = q[Z], P1=q1[Z] 1 =1 r Son i1deales praimos

distaintos de A[0][Z2] y verifican I-"CP:L y

PNCc=q[z2]NA[Z]=(qNAa)[z]= p[2z]

pNc=q [zlmalzl=(qNa)lzl= plz] 1=1, ,r
P1, ,Pr son 1deales primos de altuba 2 de alallz] Y
sus contracciones en A[a], q1, ,qr son distintos entre si

Entonces ([25], Th 3) asegura gque existen i1nfinitos i1deales
pramos de Ala]lz] contenidos en P1f1 nPr luego es posible
encontrar uno P'(ZP1n nPr tal que P'#P y P'#(0) Necesaria-
mente h(P')=1 puesto que h(P1)= =h(Pr)=2 Veamos que
P'N Cc # plz] en efecto, P'N c=plz] implica P'N a=p y de 1la
conmutatividad del diagrama (*) se sigue que P'N Afa]2 g, de
donde P' D glz]l= P, lo cual no es posible ya que h(P)=h(P')=1
y P # p!

Por ser clal E Bla] una extensidn entera, existe un ideal
primo Q' en Blal] tal que 9'N clal=p' Por 1gual motivo es posi

ble aplicar el "going-up a los pares P'C Pl i=1, /X Yy encon



trar Q.. »Q, en Spec B[0] tales gque Q'C Q ¥ Qlﬂc[a]=P

i=1, .,

La finitud de la extensidn C C B asegura ([ 3], ch v §2 1
prop 3) que la fibra de p[ 2] en Spec B tiene un niimero fani-
tos de elementos Como r fue tomado arbitrariamente puede su-

ponerse r > s La conmutativaidad de (*) aimplica gque los i1dea--

les 9 NB 21=1, ,r son de la fibra de p[Z] puesto que
P NC = p[Z] Al ser r >s no pueden ser todos distintos y por
* *

ejemplo se tiene Q NB = szWB = p para cierto p tal que
p *Ne = plzl Dado gque P'NC # pl[z] ha de ser Q' rﬁB#p y por
tanto Q'ﬁBCp

La fibra del i1deal (0) de B en B[Q] es (0) En efecto,
un 1deal J # (0) de B[ 0] contiene un elemento ¢ # 0 de 1la for
ma

c bo+ b1 - +bk(x) bo ,bkeB

*
vy cxkEJr‘B luego JN B # (0) Entonces Q'# (0) = p0=Q'r\B#(O)

y se tiene la cadena
* *
(0)Cp Cp

Por ser C C B una extensidn entera se verifica ([18] Th 45)

* % *
h(p )< h(plz]l) = 2 y resulta h(p /P) =1

El aideal p* no es un G-ideal En efecto, p*n C=p[2Z] esta
contenido (como ya se indicd para p[T]) en infinitos ideales
primos que forman la fibra de p en C = A[{Z] Aplicando el
'going-up en la extensidn C C B se obtienen infinitos ideales
primos de B que contienen a p* Como B es noetheriano, este he

*
cho 1imposibilita que p sea un G-1i1deal ([18], Th 146)

Se ha llegado por fin a estar en las condiciones de la
proposicidn (1 1) para la extensidn BC B[d] se tienen 1dea-
les primos distintos Q', Q1, Q, en B[a] tales que Q C Q N Q

* *

Yy que Q1ﬂ B = Qzﬂ B=p y Q'NB = po verifican h(p /p ) = 1
*

Y P no es un G-ideal Luego por (1 1) B no es un GBz-anlllo )

En el siguiente corolario se excluyen los casos con dim BX1,

due siempre son GBz—anlllos de forma vacia



(1 5) - Corolario Sea k un cuerpo, B una k-dlgebra finito-
generada integra con dim B =2, B el cirerre entero de B en
su cuerpo de cocientes B es un GB2—antZZo s1 y solo sz

dim B=2 y Spec B' = SpecB es un homeomorfismo

Demostraciédn Si1 dim B2 3, la proposicidn (1 4) indica que
B no es un GB2—an1110 pues rd(B)=0 por (I 2 6) (6 sample-
mente por ser B un anillo de Jacobson equicodimensional)

S1 dim B=2 Dbasta aplicar (II 4 1) y (II 5 3) @

Se pasa el caso de un anillo local La 1dea general de
la demostracidn es la misma que en (1 4), por lo que una se-
rie de detalles se remiten a dicha proposicidn Sin embargo,
al tener gue trabajar ahora dentro de un 1deal maximal pref1i
jado las complicaciones dgue surgen sSon muy superiores y esto

obliga a partir de hipdtesis algo mas fuertes

Por anillo regular se entiende un anillo A tal que AM
es un anillo local regular para todo i1deal maximal M de A
Esto aimplica ([21] 18 6) que AP es un anillo local regular

para todo PeSpec A

(1 6) - Proposicién Sea A un anillo integro regular, zZ una
indeterminada, B un anillo integro tal que P [Z)C B es una
extensidn finita Sea S‘un 1deal primo de B tal que BE es

un GB2—antZZo Entonces h(p) <3

Demostracién Supuesto que h(;) >4, se demostrard que BE ve-
rifica las condiciones de (1 1) y en consecuencia no puede

ser un GBz—anlllo

Consideremos pNA Por ser Al ZIC B una extensi1dn entera
se tiene ( [18], Th 45)
h(ipNalzl)2 h(p)= 4
y entonces en virtud de ([ 18], Th 149)
h(pNAa)= 3

Sea peSpec A tal que pCpNA y h(p) = 2 Por ser Ap un anillo

local regular existen elementos x,ye€p tales que



A = (x,y)Aa
P p ' Y p
Veamos gue es posible suponer gque p=(x,y)A Sea
= N
(x y)A 110 In

una descomposicidn praimaria reducida (x,y)APF\A=p, luego por
([2], 4 9) p es una de las componentes primarias por ejemplo
y los radicales de I

p=1 (I no estidn contenidos en p

1/ 2’
S1 n>1 existe un elemento feIzﬂ N In f £ py de nuevo

por ([2], 4 9)
(x y)Af=pAf

luego (x y)Af es un ideal primo de altura 2 de Af Af es un
anillo regular, pues sus anlillos locales lo son también de A

La extensibn Af{Z] C B_ es finita y (Bf)~ =B§, pues £ £ p

PB.

Luego en definitiva es posible abordar la demostracidn supo-

£

niendo que p=(x y)A

X
Sea g= — Los hechos gque se enumeran en este parrafo se
demuestran exactamente 1gual que en (1 4) se tiene un diagra

ma conmutativo de 1inclusaiones

A - Alz] - B
(*) i i y
Afo] > aflallz] - Bla]

en el que los anillos son noetherianos integros y Alallz] C Bla]
es una extensidn finita el i1deal p de A tiene como fibra en
Spec A[0¢] un 1deal primo g con h(g)=1 y una familia ainfinita
{ql} de 1deales primos tales que qCqu y h(ql)=2 sus exten-
siones a Afa][z], P=gfz], P1=q1[Z] son tales que h(P)=1,

h(Pl) = 2 dada cualquier subfamilia finita P1, ,Pr de {Pl}

es posible encontrar un i1deal praimo P‘CIP1F1 F\Pr tal que

P'#P P'#(0) y h(P )=1

Se tiene el i1deal praimo (x y)A[Z]=p[Z]C:Sr1A[Z] Por ser
A un anillo regular, A[Z] es un anillo regular ([21], 17 J)
en particular A[ 2] es Integramente cerrado En consecuencla
([I3], ch v §2 4 cor ) la fibra de p[Z] en Spec B estid formada

por los 1deales primos minimales de (x,y)B por el mismo motl



vo la extensidn A Z] C B conserva las alturas de los ideales
primos ({27], 10 14), luego todos ellos tendran altura igual

a h(p[z])=2 Dado que x, yeg, existe un i1deal praimo minimal p*
de (x y)B tal que p*c:g Razonando como en (1 4) con p* (al
i1gual gue se hizo antes con p) resulta que la fibra de p* en
Spec Bla] esti formada por un 1deal primo Q con h(Q)=1 y una
familia infinita de 1deales primos de altura 2 que contienen

a Q

Por ser A un anillo noetheriano integramente cerrado y
(x y)A un 1deal primo el anillo ala] también es integramente
cerrado ([32], Th 2), de donde Alallz] es integramente cerrado
Este hecho es clave en la demostracidn En pramer lugar, es po
sible asegurar que la extensidn alallz] E:B[a] conserva alturas
(I27) 10 14) en partaicular h(QNA[a][Z])=1 La conmutataivaidad
del diagrama (*) implica que QN A[g] pertenece a la fibra de p
en Spec Alo]l, formada por g y la familia {ql} Como gC q, ha
de ser QN Afla][2] D q[z2]= P y como h(P)=1 necesariamente
QN ala]l[z]=P Aplicando el going-up en la extensidn A[q][2]Blq]
para cada par PCP_ es posible encontrar Q. eSpec Blpy ] tal que
QCQ vy Q NA[g][Z] =P Por la conservacidn de alturas, h(Q )=
=h(Pl)=2

El ser A[g][2] Iintegramente cerrado y la extensidn

Afal][2] C B[ g] finita permite acotar uniformemente el cardinal

de las fibras del morfismos
spec B[ gl = Spec A[gl[2]

por medio del grado de separabilidad s del cuerpo de cocientes
de B[a] sobre el de A[a][Z], como resulta de ([3], Ch v g2 3
remargque 4) Supdéngase entonces que antes se ha tomado r»s y se
ha encontrado (en la forma que se 1ndicd) un ideal praimo

p'C P1n N Pr tal que P'#P, P'#(0) y h(P')=1 Por ser Alallz]
integramente cerrado es posible aplicar el going-down ([2],

5 16) en A[a][Z]‘S B[a] y encontrar, para cada par P'CPJ =1, ]
un 1deal pramo QS de B[o] tal que QJC QJ y Q;F\A[a][z]=P Como

la fibra de P' tiene a lo mas s elementos y r>s, dos de los Qs



han de coincidir sea por ejemplo Q;=Q2 Entonces Q;CQ1nQ2
Puesto que Q;#(O) Y h(Ql)=2, se tiene h(Q;) = 1

Se trata de ver que se ha logrado alcanzar la situacaidn
de la proposicidn (1 1) Veamos que QJF\B=Q2r‘B=p* Por una
parte, QCQl implica p* - Ql NB sa p C an B, contrayendo en
la extensidn entera A[2] C B seria plzlC o N A[z] pero esto

no es posible ya que
o.na[z] = q [z]Na[z] = (g N aylzl = plz}
*
luego ha de ser an B =p

*
Sea po = Q;ﬁ B La estructura vya descrita, de la fibra de

*
p en Spec Bloa] indica que el {inico 1deal primo de B[a] de altu

*
ra 1 que contrae a p es Q Pero Q; # 0, al ser P # P 1luego
* *
pOC:p Por otra parte, la fibra del 1deal (0) en Blal es (0),

repitiendo un argumento ya utilizado en {1 4) Luego se tiene
* * ~
(0) Cp Cp Cp
* * *
y como h(p )=2, se sigue que h{p /po) = 1

Sea D = B Localizando en B y Bo ] con el sistema multi-

b
plicativo B - p se tiene una extensidn

D C D [a]

de i1deales primos distintos Q;Dkx] QZDﬁx], Qszxl tales gue

0:plalC Q1D[a]f\anla]

Q1D[a]r\D = QZD[a]f‘D=p*D

*

Py D

Q1D[a]r‘D

* *
h(p D/po D) = 1

*
Falta ver que p D no es un G-ideal de D A es un anillo re-

gular 1luego es un anillo de Cohen-Macaulay ([21], 17 F y 16 D)
y por tanto universalmente catenaraio ([21], 16 E) Entonces B es

un anillo catenario, lo cual implica ([21] 14 B)
~ * ~ *
h(p/p )=h(p)-h(p ) =>4-2=2

~ *
de donde resulta que h(pD/p D)=2 Como D es un anillo noetheria
*

no, esto hace imposible que p D sea un G-ideal de D ([18] Th 146



Se ha llegado asi a estar en las condiciones de (1 1),
luego B~=D no es un GB2~an1110 ]

Sea Xk un cuerpo algebraicamente cerrado Sobrentendiendo
qgue las variedades algebraicas sobre k gque se consideran son
afines e 1irreducables, la proposicidn anterior (6 mas propia-
mente, su demostracidn) se puede 1interpretar geométricamente

como sigue

(1 7) - Corolario Sea X una varitedad algebraica, X' una sub-
varitedad de X de codimension >4 Existe una variedad algebraz

' Y
; de X con X' Cv, W,CW, de

y un morfismo fintto ¥ % x tal que cp(W2)=V2,90(W1)=V1 s de tal
verifica

ca Y, subvariedades v,Ccvcv

forma que ninguna subvariedad W tal que w,CWC W
P(W) =V

1

Demostracion Sea B el anillo de coordenadas de X Por el lema
de normalizacidén B es extensidn finita de un anillo de polino
mios k[Z1, ,Zn] y tomando A=k[Z1 Zn-1] se tienen las hi-
pbdtesis de (1 6), pues A es regular La demostracidn de (1 6)

proporciona una cadena de 1deales praimos
* * ~
(0)C po Cp Cp
que se traduce en la cadena de subvariedades
X' CVCV1CX

Aplaicando (1 1) (sin pasar por D=BB) se considera el morfismo
de normalizacidn de la variedad V1 Utilizando (II, 3 2) este
morfismo se extiende al morfismo Y @, X buscado e

(1 8) - QObservaciones a) En la proposicidn (1 6) se requiere
gque B sea una extensidn fanita de A[Z] S1 se cambia esta hi-
potesis por la de que B sea una A-algebra finitogenerada con
gr tr AB =1, se obtiene un resultado genérico existe un ele
mento feaA, £ # 0 tal que si p es un 1deal pramo de B, B; es

un GB2~anlllo y £ ¢ ;, entonces h(;)< 3 La demostracidn consis



te en aplicar el lema de normalizacidn generalizado como en
(1 4) y luego (1 6) Este resultado es desde luego bastante
mas preciso que (1 4) a cambio de exigir gque A sea regular

El caso de aplicacidn mas evidente es el de Z-algebras finai-

togeneradas

b) En el caso de k-3lgebras finitogeneradas (es decir, en el
caso geomé@&trico) la demostracidn de (1 6) es mucho mas saimple
Es posible considerar directamente un 1i1deal pramo p*C ; con
h(p*)=2 encontrar elementos x,yep* tales gque todo ideal pr1i
mo minimal de (x y)B sea de altura 2 (mediante el elemental
lema (1 2)) y considerar la fibra de p* en Spec H a] E1l punto
mis delicado consiste en probar que en B[0] es cierta la con-
jetura de Kaplansky-Hochster es decir gque dos subvariedades
distintas de codimensidn 2 estdn contenidas en alguna subvaraie
dad de codimensidn 1 Esto puede hacerse de dos maneras Una,
aplicando el lema de normalizacidn de Noether a la k-algebra
B[a] y remitiendo el problema al anillo k[Z1, ,Zn] S

n=gr tr kB[a] Aquil el resultado de McAdam ([25]) ya utiliza-
do resuelve la cuestidn Como k[z1 Zn] es integramente ce
rrado y k[Z1, ’Zn] C B[®] es una extensidn finita, se term1i
na usando el going-down y la acotacidn del cardinal de las
fibras, de forma semejante a (1 6) Otra posibilidad, mas di-
recta consiste en proceder como en ([26], p 56) Pero aqui

se usa el teorema de Bertini muy fuerte y especificamente

geométrico

§ 2 - EL caso de anitllos de series de potencias

Los métodos del §1 no son aplicables a los anillos de se
ries gque tienen grado de trascendencia infinito sobre el ani-

l1lo de coeficientes

Se ha de notar en primer lugar gque si A es un anillo lo-

~
cal noetheriano y ﬁ su completado, en general A GB_-anillo # A

2

GB2~anlllo En efecto el ejemplo de (II, 3 10a) pone de mani-



fiesto que K[X,Y Z](X y z) PO es un GB2-an1110, mientras si lo
es K[X Y,2] como se vid en (II 3 10 b) A pesar de esto el pro
~

blema se abordarid observando que s1 A es un GBz-anlllo esto 1im-

plica que A cumple algunas propiedades de unirramificacidn

Dadas las caracteristicas del problema es fundamental con
siderar la relacidn existente entre completacidn y cierre ente-
ro Sea A un anillo local noetheriano integro K su cuerpo de
cocientes A' el cierre entero de A R el completado de A, F(ﬁ)
su anillo total de fracciones S1 A C A' es una extensidn fini-

ta se tiene un diagrama conmutatavo

A o A
* {
1 3 k//
ar B Aaa %X LTS
14 3 ¢
8 A € A
K > K& A 5 F(R)
A

en el que la situacidn es la siguliente ¢ es fielmente plano

(en particular wuna 1nyeccidn) por ser A un anillo de Zariski
([3] ¢h 111 §3 3y §3 5 prop 9) A' es un anillo semilo-
cal noetheriano en el cual la topologia definida por su radi-
cal de Jacobson y por la extensidn a A' del 1deal maximal de

A coinciden ([3] Ch IV 82 5 cor 3 y Ch III §3 3 ex 3)

Y son asimismo 1guales a la topologia de A' como A-mdédulo

(I3}, ch 111 §2 1 ex 3) Luego también B es fielmente plano,
A' se i1dentifica con A' g a y 1 es una inyecc1idn ([3], Ch III

§ 34 Th 3) lo gue implica que A es un X_mggﬁfggmguggouna in
yeccidn al ser & un A-mddulo plano & es una inyeccidn por ser
lo o y ser K un A-médulo plano Sea S$S=A-{0}, T el conjunto de no
divisores de cero de A Por ser A un A-mddulo plano, 8§ C T ([3],
Ch IV 83 4 cor 2) via la inclusidn o Entonces

-1

-1 o -1a -1
K234 = 2 A~ @ 8)= =
A s A8 Axs (AAA)S Ac v '&=F(8)

da la 2 & N 5
nyeccidn ¢ Como A' se 1incluye candnicamente en F(8) a

- ~ ~ -
traves de €3] y es un A-mbdulo finitogenerado, existe la inclu-



- A A A
s16n Y de A' en el cierre entero (A)' de A en F(a) En resumen

todos los homomorfismos del diagrama son 1inyecciones

En general Yy no es una i1gualdad en efecto existen anillos
locales noetherianos integros integramente cerrados A=A tales
gue en % el 1deal (0) es producto de dos i1deales primos distin-
tos ([27], E 7 p 209) S1 fuese % = (%) se tendria para los
anillos reducidos

N ~ A

(A)red = ((A)')redﬁ‘((A)red)'
en virtud de (II, 4 3) Pero entonces (3)red es un anillo local
noetheriano reducido integramente cerrado en su anillo total de

A
fracciones, luego (A)r es integro segiin se deduce de ([3] ch v

ed
§ 1 2 cor 2) lo cual no es posible al tener A dos ideales prai-

mos minimales daistintos

Esta anomalia, y de paso la necesidad de asegurar la fini-
tud del cierre entero, hace precisa la utilizacidn de teoremas
delicados de irreducibilidad analitica Se considera la versidn
general de Grothendieck de estas cuestiones ([13], §7) Un resu-
men muy corto y accesible (sin demostraciones) se encuentra en
([12] 812) La teoria de Grothendieck generaliza resultados de
Zaraiski ({36}, Ch,VIII §13) y de Nagata ([27] Ch VI §37) se
exponen a continuacidn brevemente las definiciones de los tér-

minos a utilizar junto con algunos resultados

S1 A es un anillo local, se llaman fibras formales de A a

las fibras del morfismo
~
Spec A = Spec A

S1 A es un anillo cualquiera y Pe Spec A, se llaman fibras forma-
les de A en P a las fibras formales de A, Sea QeSpec A, k el
cuerpo residuo del anillo local en Q Se dice que la faibra for-
mal correspondiente a Q es geometricamente normal (refuczda) s1
para todo cuerpo k' extensidn finita de k el anillo (AP% k) ﬁj{ k'

P
€s normal (reducido)

Es inmediato que si1 A es un anillo local noetheriano com-

Pleto (en particular, un cuerpo) sus fibras formales son geo-



métricamente normales (y en particular reducidas pues todo ani
l1lo normal es reducido) S1 A es un anillo de Dedekind de carac
teristica O también las fibras formales en todo 1deal praimo de
A son geométricamente normales ({131 7 3 19 (1v)) Mas general
mente todo anillo excelente tiene esta propiedad ([13], §7 8)
La clave para extenderla a una gran familia de anillos es el s1
gulente teorema de Grothendieck ([13] 7 4 4) Si1 A es un anillo
noetheriano tal que las fibras formales de A en sus i1deales ma-
ximales son geom@tricamente normales (reducidas) entonces para
todo anillo de fracciones B de una A-dlgebra finitogenerada las
fibras formales de B en todo 1deal primo son geométricamente nor
males (reducidas) En particular, todos los anillos locales de
dlgebras finitogeneradas sobre un cuerpo & sobre el anillo de
los enteros son tales qgue todas sus fibras formales son geomé-

tricamente normales

Precisamos esta teoria para demostrar la proposicidn si-

gulente que es clave para abordar nuestro problema

(2 1) - Proposicibén Sea A un anillo local noetheriano integro
cuyas fibras formales son geometricamente normales Sea P€ Spec A
con ch(P) =22 y tal que el ideal maximal de A/P es unirramifi-

cado en (A/P)' Sz A es un GB -an1llo, entonces BA/P C (A/P)

2

es una GD-extensidn

Demostracién Sea B=A/P Por ser B un anillo local noetheriano

integro con fibras formales geométricamente normales, su cierre
S A

entero B' es un B-mddulo finitogenerado y B =(B)' ([13), 7 6 1)

Se tiene un diagrama conmutativo

B % 3
{ NN

’ DO
Bl - Bl - (B)'

Por otra parte el i1deal maximal de B es unirramificado
en B (en la terminologia de Grothendieck B es un anillo uni-
branche ) 1luego por ([13] 7 6 3) el anillo B es integro Se
tiene B = (A/P)A= S/Pi ({271, 17 9) 1luego Q=Pﬁ es un 1ideal



A
primo de A Se veraifica

ch(Q) = dim B = dim B = ch(P)> 2

y como A es un GBz—anlllo (IT 3 5) amplica gque

B>

B = A/9Q 3 Az =3

es una GD-extensidn La inclusidn ¢ es una GD-extensidn por ser
o un homomorfismo plano ([21], 5 D) 1luego la composicidn ; o
es una GD-extensidn Por ser B fielmente plano, la aplicacidn
N
Spec B' Spec B'

~

es epiyectiva ([3], Ch II §2 5 cor 4) Al ser £ 1=1 q una

GD-extensi1dn, resulta facilmente de dicha epiyectaividad que

1
B > B es una GD-extensidn ©

A la vista de la prop051c16n (2 1), se trata ahora de con
siderar la existencia de i1deales praimos P que verifiquen las
condiciones del enunciado S1 ademds se puede garantizar que
A/p C (A/P)' no es una GD-extensidn, se habran obtenido condi-
ciones necesarias para que el completado g sea un GB2—anlllo
Puesto que los problemas de unirramificacidn son de evidente
interés por si mismos, se consideraran hipdtesis mas sencillas

Yy generales que en (2 1)

En praimer lugar se precisa un resultado concreto de norma-

lidad para ciertos anillos

(2 2) - Lema Sea B un anillo fntegro integramente cerrado, U,V

wndeterminadas Para todo n 2 1, el anillo

B = B[{U, uv, UvV", ,uv]
es Integramente cerrado

Demostracion Veamos en praimer lugar gue los polinomios f€S son
exactamente los de la forma

f=2a vt vJ
1)

[of o] =
n alJ 0 s1 1< 3/n



-~
S1 f€B, cualquiera de los monomios de f se expresari

Oo a1 a
v ° (uv) (uv™) = gyt v
con
1= 0 4+ O + + O
o 1 n
= 0+ 20 _+ + no
J 1 2 n
de donde
Ot1 + 20 + + nQ
1284 + 40 = 2 n__ 31
1 n n

luego los al con 1< j3/n han de ser 0

Reciprocamente, dados i, j tales que 1~ 3/n dividiendo

se tiene
J = ng + r 0<r<n

sir=o0, v =0t vl =09 Uv"H? 10 cual es 1icito ya

que 1>q = 3/n

-g-1 n
Si1 r> 0O Ul VJ= Ul E (U Vv )q(U Vr), posible a su vez al ser
123/n > Se tienen asi caracterizados los polinomios de

Blu,v] que estdn en ¥

Veamos ahora que B es integramente cerrado en su cuerpo
de cocientes, que por ser n =1 es K(U,V) siendo K el cuerpo
de cocientes de B B[U,V] es un anillo Integramente cerrado
([3], ch v §1 3 cor 2) con cuerpo de cocientes K(U,V) y
B CBlU,Vv] luego un elemento de K(U V) entero sobre B ha de
estar en B[U V] Sea g(U,V)E€B[U,V] entero sobre B Restando a
g(u,vV) sus términos alj vt vJ con 1 23/n (que son de B) se ob-
tiene un polinomio entero sobre B sin té&rminos no nulos con

1 23/n, luego es posible suponer que todo monomio no nulo de

g(U V) veraifica 1< 3/n S1 g # 0 sea

k k-1
+ £f =0
g + fk-1 g + o

£ €B Consaide-

una ecuacidn de dependencia entera con f , K1



J no nulos de g(U,V) tales que la

1
remos los monomios al:| u v
diferencia jJ-ni (que es >0) sea maxima y elijamos entre ellos
el que tenga grado total 1+3J mayor Esto determina un finico

1
o _.J
monomio a1 §) v'e con a

o-o o0 70

Veamos gque en la ecuacidén de dependencia entera, el térmi-

1o yloyk
no (a:L U V' ®)" no puede ser anulado por otros En efecto
oo

al multiplicar dos monomios las diferencias j-n1 se suman lue-
S -
go en g 1la diferencia médxima que aparece es s(jo—nlo) S1 s<k
esta diferencia no se incrementa al multiplicar por fs (pues aqui
3-n1¥< 0) Luego la diferencia mixima gue aparece en los términos
k

de la ecuacidn es k(jo—nlo), Y se obtiene al combinar en g 1los
monomios de g con diferencia maxima igual a jo—nlo Entre los

monomios asi formados el {inico de grado total k(;Lo + JO) es

1k 3 k
k
al U °© \Y gue por lo tanto se presenta aislado en la ecua-
oo
c1dn
k 2
Como al # 0, esto lleva a una contradiccidn Luego ha de
oo
ser g = 0 y B es Iintegramente cerrado @

Se pasa a demostrar el resultado de unirramificacidn

(2 3) - Proposicion Sea B un anillo factorial, X,Y Z indeter-
minadas, q un i1deal primo de B, P1=(q,X,Y) P,= (¢ X Y 2) Ezxis
te un i1deal primo Q de Blx,y z1], QCP1 tal que s1 C=B[X,Y z]/Q
y C' es su crerre entero, P2/Q es unirramificado en C' y P1/Q

no es unirramificado en C'

Demostracion Sean U,V indeterminadas Se consideran los elemen-

tos de BlU,V]

U v (1+V)

b
]

u v (14v)

]
i

z = U

Blx,y,z] € B[U,V] Sea

Q
#

Y el subanillo

o = 1% - gy
X



Se tiene
2
g 4+ 0z -~ xz =0

luego cCcla) es una extensidn entera E1 cuerpo de cocientes

de c y cla]l es x(u V), siendo K el cuerpo de cocientes de B
2 3
clal = Blx,y zpl= BlU,uv uv® uv’]
luego Cl[a] es integramente cerrado segiin el lema (2 2) de don-

de cla)] = €', cierre entero de C

Sea Q el nficleo del homomorfismo
@
Blx,Y 2] - Blx y z]

definido por ¢ (X) = x ¢(Y) =y 9{(2Z) = z Para calcular Q vea-

mos que h(Q)< 1 Se tiene

gr tr B Blx,y]l = gr tr X K(U,V) = 2

pues el cuerpo de cocientes de B[x y] es K(U V) Esto implica
que 9N Blx,¥] = (0) 1luego Q es un 1deal primo de B[X,¥][z]
pertenenciente a la fibra del ideal (0) de B[X,Y} como los
1deales praimos de dicha fibra son de altura <1 ([18] Th 36)

se tiene h(Q)< 1
Por otra parte, el polinomio
3
f = YZ(X+Y) - X

es 1rreducible sobre cualquier anillo Iintegro como se comprue-

ba i1nmediatamente y pertenece a @
2 3.3 3
p(f) = yz(x+y) - x3=U2V2(1+V)UV(1+V) -U vV (14V) T = 0

Por ser B[X,Y z] un anillo factorial el ideal (f) S Q es praimo

y como h(Q)< 1, resulta que Q = (f) y C ~plx,v,2z1/(£)
Sea g€Spec B Se tienen aisomorfismo
Blx,¥ 2zl /(q,x,Y 2) % B/q slx ¥ z1/(q,x ¥)= (B/q)[2]
luego la cadena
Q = (f)CP1=(q,X Y)CP2=(q,X,Y z)

estd formada por ideales primos M&dulo Q resulta la cadena



(O)C:P1=(qlxly)(:pz = (q x,y,2)
de 1deales pramos de C

Se trata ahora de probar que p2 es unirramificado en
c'= cla] sea Pespec C' tal que PNC = P, P contiene a xz=qg (g+z)
y como 2z2eP, esto implica que geP luego (pz,a) C P Para ver gque
son 1guales bastard comprobar que (p2 o) es un ideal primo, pues
to que en toda extensidn entera las fibras son de dimensidn cer;

C[a]/(p2 a)= C/Pzr luego (pza)= P Esto determina P y en conse-

cuencia p, es unirramificado en C'

Finalmente hay gque ver que p, no es unirramificado en C'

Puesto que (C')p = Cp [x], el problema equivale a demostrar gque
1 1

Cp [*] no es un anillo local para ello bastarid comprobar que o
1

Yy O +z no son inversibles en C_[a] , pues (q+2z)-0= z es 1inver-
1

sible en C Q a que z¢ Como xz€p,C C Cc C a] es
p1[ ]l va g P, 1°p, Y e € PJ ]

una extens1d6n entera xz no es inversible en CP [a] luego
1

o(a+z)= xz implica que 0 d a+z no son 1inversibles en CP [ 2]
1

Consideremos el B-~automorfismo
g
B[x Y,2 ] - B[ X,Y,Z]

definido por o (X)=X, 0(Y)= -X-¥Y 0(2)=Z Se tiene

0(YZ(X+Y)—X3)=Z(—X—Y)(X-X~Y)—X3=YZ(X+Y)—X3

luego ¢ induce un B-automorfismo de B[ x,y,z] = C que se extien

de de forma finica al cuerpo de cocientes de C con o(c1/c2)

= 0(%)/0(02) s1 c1,czeC, c, # 0 Como

0(%3) = -(xty)z _ - (q+2)

ola) = =

o 1nduce a su vez un automorfismo de C[ o] Asimismo

o(p1)=0(q.x,y)=(q,x,X+y) = P,



permite extenderlo a un automorfismo de C_ [a]l Como o(a)=-(a+z)
1
los dos elementos O y 0+z han de ser no inversibles simultinea-

mente, lo cual termina la demostracidn ©

Se pueden obtener ya condiciones necesarlas para gue cier-

tos completados sean GB_-anillos

2
(2 4) - Proposicién Sea B un antllo noetheriano factorial cuyas
fibras formales en los ideales maximales de B son geometricamen-
A
te normales Sea qespec B A = B[X Y 2 51 A es u
q P [ ] (q:xIYIZ) v n
GB_,-antllo, entonces g=(0)

2
Demostracidén Sea P2=(q X,Y 2) Por ser B un anillo factorial
es posible aplicar la proposicidn anterior Con la notacidn de
(2 3), el ideal p2=P2/Q es unirramificado en C' Puesto que el
cierre entero conmuta con la localizacidn el i1deal maximal

p,C de C es unirramificado en (C_ )' Por la misma razdn,
2 Py Py P

p.C no es unirramificado en (C_ )' Sea P = QB[X Y,z] Se
1P, Py P2

cp2= (B[X.Y,Z]/Q)PZ/Q ~ A/P

A = B[x,Y Z]P es un anillo local noetheriano integro y sus
2
fibras formales son geométricamente normales por el teorema de

Grothendieck mencional al prancipio de este § ch(P)=h(P2/Q)> 2

luego es posible aplacar (2 1) y deducir que
a/p C (a/p)

es una GD-extensidn Entonces el teorema de McAdam ([22}, Th 2)

ya utilizado en (II, 4), implica que todo 1deal primo de CP =A/E

2
de altura >1 es unirramificado en (C_ ) Como p1Cp no lo es, se
2 2
sigue que h(p,C_ )< 1 Pero
1 P,
h(P1C ) = h(P1) = h(P1/Q) = h((g X,Y)/Q)

Py

luego g=(0), pues de lo contrario se tiene una cadena en

Spec B[Xx,Y,2]



y seria h(p1Cp ) =22 e
2

(2 5) - Corolario Sea B, un anitllo noetheriano factorial cuyas
fibras formales en los i1deales maximales de B son geometrica--

mente normales S BIX,. X 1 es un GB,-anillo, entonces n< 3

Demostractdén Si1 n >4 B = =
24, sea B [X, X ] Con g=(Xx,, X))

se tiene

= Bo[x X ]

A=B[XIXIX]
1 2 3
(q X1 X2 X3) 1 n (X1 Xn)
A

luego A = Bo[[X1 ,xnﬂ De (2 4) se sigue gque g=(0), lo cual
es absurdo e
(2 6) - Corolario Sea k un cuerpo k[[x1 ,xn] es un GBz-anz-
llo s1 y solo st n <3
Demostracién Por (11 3 8), k[x1, ,xn] es un GBz—anlllo s1

n <3 Por el corolario precedente, la condicidn n< 3 es necesa

ria @

(2 7) - Observaciones a) La construccidn efectuada en (2 3) 3un
to con (I1I, 4 1), permite demostrar de manera diferente algunos
casos particulares de (1 4) En concreto si B es un anillo noe~-
theriano factorial con dim B =1, entonces B[X,Y,Z] no es un GB2—
anillo Para probar esto bastaria una versidn simplificada de

(2 3), puesto que no haria falta que P2/Q fuese unirramificado

en C'

b) Una demostracidén de (2 6) dirigida exclusivamente a este caso

Permite ciertas simplificaciones, aungque limitadas de hecho a

las definiciones y resultados utilizados en (2 1) En pocas pa-
labras, es posible sustituir la teoria general de Grothendieck
de las fibras formales por la teoria de Zariski de irreducibi-
lidad analitica, que proporciona todos los resultados utilizados

limitados a anillos locales de k-3dlgebras finitogeneradas sobre

un cuerpo perfecto k ([36], ¢ch VIII 13 y particularmente Th 33)



Hay que notar que en esta referencia el resultado correspondien-

te a ([13], 7 6 3) se halla implicitamente (pero no explicitamen

te) demostrado
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