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INTRODUCCION,

La Conjetura de grandes médulos de Cohen-Macaulay, for-
mulada y demostrada por M.Hochster siempre que el anillo A contenga
un cuerpo, establece que 44 A ed un anillo commutativo, Local y Noe-
therniano y @py eee, A, @4 UM sistema de pardmetrnos de A entonces
existe un A-médulo M para el que Ayy eeep @, @4 M-sucesién. Esta con-
jetura tiene importantes consecuencias y ocupa un lugar primordial

en el grupo de las llamadas Conjeturas Homoldgicas(ver [Ho-3] y [Ho-4]).

Los grandes mddulos de Cohen~Macaulay M no admiten, en
genernal, generacibn finita y puede ocurrir, por ejemplo, qué no todo
sistema de pardametros de A sea M~-sucesidn. Los que verifican esta pro~
piedad son los que Sharp denomina equilibrados ([Sh-2]), quien conje-
tura que los grandes mddulos de Cohen-Macaulay equilibrados constitu-
yen, en cierto modo, una generalizacidn al caso no finitogenerado de

los médulos Cohen-Macaulay.

El objetivo principal de esta Memoria es el estudio de
los grandes mddulos de Cohen-Macaulay equilibrados. Este estudio lo
enfocamos desde tres puntos de vista distintos: el de £as propdledades
netativas al grado y a La dimensibn de Kbl (Capitulo 2), el del as-
censo de tal cardetern porn extensiones planas (Capitulo 3) y, por Glti-
mo, ef de Las propledades homolfgicas (Capitulo 4). En cada caso estu-

diamos, ademds, £as anomalias que se producen respecto al caso de ge-



neracidn ginita.

Dada la no ginitud de Los grandes médulos de Cohen-Macaulay
equilibrados es necesario utilizarn métodos especlficos en su esitudio.
Hacemos notar que en lo referente al grado hamos podido disponer de
los métodos desarrollados por Foxby en el contexto mds general de su
teoria homol8gica de complejos y en otros trabajos previos ([ Fo-1],
[Fo-2], [Fo-3] y [Fo-4]).-Por el contrario, ha sido preciso dedicar
parte de esta Memoria para aquellas cuestiones relacionadas con La di-
mensibn de Kbl de un mbdulo no ginitogenerado, y en especial Lo rela-

Livo a sus sdistemas de pardmetrnos. Todo ello configura el Capitulo 1.

Queria agradecer al Dr. Rafael Mallol, de quien recibi
mis primeras lecciones de Algebra Conmutativa, el haber aceptado la
Direccidn de esta Memoria y el inter@s puesto en ella. Asimismo debo
agradecer al Dr. José& M? Giralvtoda su colaboracidn e inestimables con-
sejos, especialmente durante el periodo que ful becario de la Fundacid

Agusti Pedro i Pons y en el que se elabord parte de esta Memoria.

Barcelona, Diciembre de 1985,



CAPITULO 1



1.- MODULOS NO FINITOGENERADOS Y SISTEMAS DE PARAMETROS.

En este prnimen capitulo, y 84 (A,m) es un anillo
conmutativo, Local y Noetherniano, eétuaéamoa esencial-
mente dos cuestiones distintas: porn un Lado La caracternd-
zacibn de La dimensién de Krull de un A-médulo no {indito-
generado como sup { £ %.q. Hj(M) # 01}, y por otro La
existencia para A-médulos no finitogenerados de sistemas
de parndmetrnos. De La nelacibn entre ambas cuestiones sur-
ge el principal nesulfado de este capitulo: 44 M es un
A-mfdulo tal que n = dLmA(M) = dLm(A/AnA(M)) y tal que
dLmA(M) = sup { £ t.q. Hj(M) # 0} entonces todo siste-
ma de pardmetnrnos de A/AnA(M) Lo es de M (Proposicdibn 1.10).

Este nesultado es aplicable entonces a familias
de A-mbdulos previamente estudiadas: pre-médulos Cohen-
Macaulay, médulos fielmente planos, mbdulos con un submé-
dulo bdsico y médulos "Torsionless". Se dan asimismo efem-
pLos mostrando como s4in Las condiciones del nesultado an-
tes cdtado pueden existin sistemas de pardmetros y tam-

bién no existin ningdn sistema de pardmetnrnos.



§1.- DIMENSION DE KRULL Y COHOMOLOGIA LOCAL.

Sea (A,m) un anillo conmutativo, local y Noetheriano con
ideal maximal m. Si M es un A-mddulo cualquiera se define la dimen-

sidn de Krull de M como la dimensidn de su soporte: dimA(M) =

dim(SuppA(M)), es decir, la longitud de la cadena mds larga que se
pueda formar con ideales primos del soporte de M. Si el A-mddulo
M es finitogenerado su soporte coincide con el conjunto de ideales
primos que contienen al anulador de M (V(AnA(M)) de manera que
dimA(M) = dim(A/AnA(M)). No ocurre lo mismo cuando M no es finito-
generado; por ejemplo, si M es la envolvente inyectiva del cuerpo
residuo de A (EA(A/m)) se tiene que AnA(M) = (0) ([Sha-va], 2.26

Corollary 2) mientras que SuppA(M) = {m}.

Para caracterizar homoldgicamente la dimensidn de Krull de
un médulo es necesario.introducir los mdédulos de cohomologia local.
Si I es un ideal de A y M es un A-mddulo se define FI(M) =
{ mEMt.q. AnA(m) es I-primario } = k:‘l(O:Ik)M. FI es un func-
tor covariante exacto por la izquierda de manera que Vn>=0 pode-
nos considerar los functores derivados por la derecha RnFI. Se llama
n-ésimo mddulo de cohomologia local de M respecto de I a RnFI(M), v
lo indicaremos con H?(M). Cuando I = m se obtienen los llamados md-

dulos de cohomologia local.

Aunque la cohomologia local fué creada por Grothendieck en
el contexto de su teoria de la dualidad (v&ase [Gro]) también ha cons-
tituido posteriormente una importante herramienta del Algebra Conmu-

tativa, y en este sentido utilizaremos [ Sh-1], [Mac-Sh]y [He-Ku] §4



como referencia para las propiedades generales de la cohomologia

local. El1 siguiente resultado liga a &sta con la dimensidn de Krull:

1.1 Proposicidn.- Sea M un A-mddulo. Entonces
dim, () >sup { n t.q. H.OD # 0},
y si M es finitogenerado vale la igualdad.

Demostracidn: [He-Ku] 4.12 8 bien [Sh~1] 6.1 y [Mac-Sh] 2.2 .m

La cuestidn es ahora ver que ocurre para los mddulos no fi-

nitogenerados. Como comprobamos seguidamente no es posible extender a

cualquier A-mddulo la igualdad anterior. En efecto:

sea A un dominio local con dim(A) 2 4. Sea M un A-mddulo
finitogenerado de dimA(M) = 2 y p un ideal primo de A tal que
dim(A/p) = 3. Sea N=M @ EA(A/p). Entonces se tiene que dimA(N) =3
mientras que M) = B0 © B (E, (4/p) = 0.

Para encontrar familias de A-m8dulos en las que la dimen-
sidén de Krull venga dada por sup { n t.q. H;(M) # 0 } va a ser necesa—
rio imponer alguna restriccidn. En primer lugar vamos a considerar

A-mSdulos tales que dimA(M) = dim(A/AnA(M)) (el A-mbédulo del ejemplo

anterior no verifica esta condicidn: dimA(N) = 3, dim(A/AnA(M)) =
dim(A) 2 4). Puesto que M es de forma natural un A/AnA(M)-médulo
resulta de [He-Ku] 4.11 que la cohomologia local de M como A-mddulo
coincide con la cohomologia local de M como A/AnA(M)-médulo, de ma-
nera que podemos suponer que dimA(M) = dim(A) = n. Ahora el A-m6dulo
H;(M) puede ser caracterizado de diversas formas. Previamente necesi-

-tamos introducir algunos conceptos.

Si 2, eee5 @ es un sistema de parametros de A se puede



considerar para todo A-mddulc el siguiente limite inductivo:

lim(M/(ak, cees ak)M), siendo el morfismo de conexidn entre
1 n

-
k
k k s s . s .
M/(al, eees an)M y M/(al, ceey an)M, s 2 k, la multiplicacidn por

(al---an)s-k. Por otro lado, y si E es la envolvente inyectiva del

cuerpo residuo de A, se define el dual de Matlis de un A-mdédulo M

como M'L = HomA(M,E). En particular a C = H;(A)l se le denomina médu-

lo candnico de A. Puesto que E es cogenerador inyectivo y H;(A) #0
resulta que C # 0. Asimismo y si el anillo A es completo la duali-~
dad de Matlis transforma mbdulos Artinianos en médulos Noetherianos
([ Sha-v3] 5.20), de manera que como H;(A) es siempre Artiniano

([Mac-Sh] 2.1) el mddulo candnico es, en este caso, finitogenerado.

La siguiente Proposicidn resume las distintas caracteriza-

ciones de H;(M) que aparecen en [He-Ku] §4 y en [Mat].

1.2 Proposicidn.- Sea M un A-mddulo. Los siguientes A-mddulos
son isomorfos:
. n
(i) Hm(M).
.. n _
(ii) Hm(A) ? M.
(iii) lim(M/(ak, coes ak)M) COn a,, seey, a_ cualquier sistema de pa-
- 1 n 1 n

k

rametros de A.
Ademds la no anulacidn de H;(M) es equivalente a la no anulacidn de
(iv) HomA(M,C).
2 HomA(H“(A),ML).
Demostracifn: por [He-ku] 4.9 se tiene que

H;(M) = lim(HomA(K*,(alf, cees aﬁ;A) ,M), donde a
.

k

12 *e+s 3, ©S cualquier



gistema de parametros de A y K, indica el complejo de Koszul respecto
a este sistema de parametros. Asimismo el morfisno de conexidn entre

el mddulo de Indice k y el de indice s de este sistema es el producto

por (al...an)s-k, s 2 k, Para K*(allc, ey a::;A) se tiene entonces
dn n
0 > A > A ,de manera que al aplicar el functor
- _1yd-1l k
1 (=D 72901,

d
HomA(.,M) quedara HomA(An',M) Ry HomA(A,M) -+ 0. Es ficil entonces

comprobar que Coker('&n) §M/(a1;', cees ag)M de amnera que obtenemos el

isomorfismo Hn(M) = lim(M/(ak, o ak)M.
m S n

k

En particular H;(A) -4 1im(A/(a11(, cens ai:)), y puesto que el
-

k

producto temsorial conmuta con el limite inductivo resulta que
1 DR n
H (M) =M ?Hm(A).
Ahora, y dado que E es un cogenerador inyectivo, se tiene
n . . n ~
que Hm(M) # 0 si y solo si HomA(M %Hm(A),E) = HomA(M,C) # 0 y que

H:(M) # 0 siy solo si Hom, (4 ?H:(A),E) = HomA(H:(A) M) # 0.

1.3 Corolario.- Sea M un A-mddulo. Entonces H;(M) # 0 si y solo si
N ~
M %A tiene un cociente finitogenerado (como A-mddulo) de dimensidn n.

Demostracidn: por [He-Ku] 4.12 Reduktion 1 se tieme que

H;(M) 9‘- H%(M ? K), de manera que podemos suponer A completo y simple- ‘
mente demostrar que H;(M) # 0 si y solo si M tiene un cociente finito-
generado de dimensidn n. Es claro ahora a partir de 1.1 y de 1.2 (iv)
que un A-mddulo finitogenerado K tiene dimensidn n si y solo si
Hom(K,C) # 0. En particular cualquier submddulo no nulo de C, que es
finitogenerado, tiene dimensidn n.

Supongamos ahora que H:(M) # 0. Entonces HomA(M,C) 40,



es decir, M tiene un cociente isomorfo a un submddulo no nulo de C
que tendr3d, en consecuencia, dimensidn n. Reciprocamente, si K es un
cociente de M finitogenerado de dimensidn n se tiene que HomA(K,C) #0

y com M se epiyecta en K también HomA(M,C) # 0.8

Observacidn.- Es cierto en general que si M tiene un cociente fini-

. cm n
togenerado de dimensidn n entonces Hm(M) # 0. En efecto, sea K ese co-
ciente; la sucesidn exacta de cohomologia local asociada seri enton-
n;, n n
ces de la forma ... *'Hm(M)'* Hm(K)'* 0, de manera que como Hm(K) #0

también H:(M) # 0.

1.4 Corolario.- Sea M un A-m6dulo. Entonces H;(M) # 0 si y solo si

existen a,, ..., a_ sistema de parametros de A y m € M tales que
1 n

V'i>o0 se verifica (ai...ai)m‘e (aJ+1, ees ai+1)M'

1
Demostracidn: por 1.2 (iii) H:(M) # 0 si y solo si 1im(M/(b?, seey bE)M)
-
k

no se anula para cualquier sistema de parametros bl’ evey bn de A. Es
decir, si y solo si para cualquier sistema de pardmetros de A existen
S"ko .8 s
> bl so e . -
ko y m € M tales que Vs ko (b1 bn)_ m & (bl’ , bn)M Toman
k k
do ahora el sistema de paridmetros a; = blo, cess @ = bnO obtenemos

que si H;(M) # 0 entonces Vj >0 (aloo-an)Jm & (a:{, cees ag)M. El

reciproco es inmediato.®

Observacidn.- Si M es un A-mddulo y a esey & €8 un sistema de
1’ > “n

parametros de A se dice que m € M es un buen elemento respecto

B1s eeey @ 8i verifica las condiciones del Corolario anterior. Cuan-
do M = A el hecho de que 1 se un buen elemento respecto cualquier sis-
tema de parametros de A constituye la llamada Conjetura monomial de

Hochster, cierta cuado el anillo A contiene un cuerpo([Ho-1] Prop.3).

«10-



Pasamos ahora a detallar algunas familias de A-mddulos cuya

dimensifn de Krull viene caracterizada por la cohomologia local.

A) Mddulos pre Cohen-Macaulay.

Si 8y -se5 2 €S un sistema de par3metros de A se dice que
un A-mddulo M es pre Cohen-Macaulay respecto a1y eees B si \Vlj >0
el morfismo M/(a{, ceey ai) ap_:;an M/(a{-ﬂ, ceey a3;+1) es inyectivo
y mM # M. Los mbGdulos pre Cohen-Macaulay fueron definidos por Bartjin
y Strooker en [ Ba-St], dd;lde ademds demuestran ia existencia, dado un -
sistema de pardmetros de A, de un A-mddulo pre Cohen-Macaulay respec-
to a dicho sistema de parametros siempre que el anillo contenga un

cuerpo. Dada la inyectividad de los morfismos de conexidn es claro que

n o~ 1 k k
Hm(M) = lim(M/al, cees an)M) # 0.
k

B) Mddulos fielmente planos.

Es claro que si M es un A-mddulo fielmente plano entonces

n ~
H, (M) =H (A) ?M # 0.

C) Si I es un ideal de A y N C M son A-médulos se dice que N es un

submddulo I-puro de M si N/IN C M/IM. Supongamos entonces que N es -

un submddulo I-puro de M VI ideal m-primario. V @y eeey A sistema
de parametros de Ay \7‘ k > 0 se tendra que N/(allc, cees aE)N c

M/(al;, coes a::)M, de manera que si lim(N/(akb, cess aE)N) # 0 también
-

k

LinQ¥/(a¥, ..., 20K # 0.
- n
k
Por ejemplo si M es un A-m8dulo separado para la topologia

~
m-3adica la extensidn M = M es siempre I~-pura \VL I ideal m-primario.

. . - . r
En efecta, si I es m-primario existe r > 0 tal que m  C I, de manera

-11-



que N (m™M + IM) = IM y M/IM es separado para la topologia m-adica.
n>0

Luego M/IM C (M/IMy"=fi/IM. Concluimos pues que si M es separado para

la topologia m~adica y H;;(M) # 0 también H;(ﬁ) # 0. En particular si

M es un A-mddulo finitogenerado de dimensidn n.

D) Sea M un A-mddulo. Se dice que L €M es submddulo bdsico de M si

L es un submddulo no trivial puro de M (es decir, V' A-mSdulo N

L gN,C M ?N), denso en M para la topologia m-idica y libre. La
nocidn de submddulo bidsico fue dada por Griffith en [Gri-1] y estd
relacionada con la platitud (por ejemplo, todo A-mSdulo fielmente pla-
no tiene un submddulo basico [Ba-St] 3.6). Es claro entonces que por

ser L libre H;(L) # 0, luego también H;(M) # 0.

E) Mddulos "torsionless".

Un A-m6dulo M se dice que es "torsionless” si \VLm EM- (0)
existe f € HomA(M,A) tal que £(m) # 0. Es muy fdcil ver que M es
"torsionless”" si y solo si es isomorfo a un submddulo de un producto
de copias de A. Si suponemos ahora que Vp € Ass A(A) se verifica
dim(A/p) = dim(A) (por ejemplo si A es integro, & Cohen-Macaulay...)
se tiene que todo ideal de A tiene dimensidn igual a dim(A), de mane-
ra que si para un A-mddulo M se verifica HomA(M,A) # 0 entonces M
tendrd un cociente finitogenerado de dimensidn n = dim(A), y por lo
tanto H;(M) # 0. Esto ocurriri en particplar para los mddulos "torsion-

less",

-12-



§2.~ SISTEMAS DE PARAMETROS, COMPLEJO DE COUSIN y COHOMOLOGIA LOCAL.

Pasamos ahora a estudiar el problema de la existencia de
parametros para un A-mddulo dado y su relacidn con la cohomologia

local.

Sea M un A-mddulo -de dimensidn r. Diremos que la familia

de elementos de A 815 +++y 2. €S un sistema de parametros de M si

‘V‘i = 1, eee, I SE tiene que dimA(M/(al, ceey ai)M) = r - i, Cuando

M es un A-mddulo finitogenerado siempre existen sistemas de parame-
tros, que en realidad coinciden con las familias de elementos de A
que al hacer clase mddulo el An A(M) nos dan sistemas de pardmetros

de A/AnA,(M) (v@ase [Se] III Prop.7). Si M no es finitogenerado no

tienen porqué existir sistemas de pardmetros de M. Veamos un contra-

ejemplo:
sea A un dominio local y catenario de dimensidn =2 2. (por
ejemplo K[Xl, cees Xn] (xl’ el Xn), n =2y K un cuerpo cualquiera).

Sea M= @ A/xA. Como V' x € A dim(A/xA) = n - 1 resulta que -
x€Em - {0}

dimA(M) 2 n- 1l; pero (0) & AssA(M), pues si K es el cuerpo de frac-

ciones de A M ? K= ® (A/xA ? K) = 0, de manera que dimA(M) =
xE€Em-~- {0} ,

n - 1. 'Sea ahora a # 0 un elemento cualquiera de m. Entonces M/aM =

Alah® ( © 4/(x,a)), luego dim,(M/aM) = dim(A/ad) = n - 1,
x€m -{0,a}

y no es posible encontrar para M ningln sistema de pardmetros.
El A-m6dulo del pérrafo anterior es anomalo en el sentido
de que dimA(M) # dim(A/AnA(M)), pues AnA(M) = (0) (en efecto, si

a € A fuera tal que aM = 0 se tendria que a € N (x).., ¥ por
x€m -{0}

-13-



lo tanto a = 0). Obviando esta anomalia se puede enunciar:

1.5 Proposicidn.- Sea M un A-mddulo tal que dimA(M) =
dim(A/AnA(M)) y tal que Vp € SuppA(M) se verifica pMp # Mp' Enton—
ces todo sistema de parametros de A/AnA(M) es sistema de parametros
de M,

Demostracidn: considerando a M como un A/An A(M)--médulo podemos supo-

ner simplemente que dimA(M) = dim(A) = n. Veamos en primer lugar que

\VL ideal I de A SuppA(M/IM) = V(I) N SuppA(M). En efecto, si

pE SuppA(M) e I T p se tendrd que IMp C pMP # Mp’ luego (M/IM)p #0 |

ypeE SuppA(M/IM). La otra contencidn es evidente. Sea ahora

p € SuppA(M) tal que dim(A/p) = n. Si X)s vees X €8 ‘un sistema de pa-
rémetros de A tambifn lo serd de A/p, y entonces resultard que Ve
SuppA(M/(xl, coes xr)M) = V(xl, cans xr) N SuppA(M) 2 V(xl, cevs xr) NV(p) =
V((x1, ceny xr), p); luego dim(SuppA(M/(xl,g cesy xr)M) >

dim(V((xi, ey xr)., ) =n - r. Por otro .'Eado y puesto que

dim(A/(xl, cees xr)) =n - r se tiene que dimA(M/(xl, ooy xr)M) <n-r,

de manera que que hay igualdad y Xys eees X €S sistema de parametros

de M.®

Observacidn.~ La condicifn pMp # Mp es imprescindible en el enuncia-
do antgrior. Por ejemplo, v si A es un dominio local de dim(A) = n >> 1,
podemos considerar M = K @ A/p donde K es el cuerpo de fracciones y

p un ideal prim; no nulo; dimA(M) = dim(A/AnA(M)) =n, Sea x € p un
elemento no unitario; entonces x forma parte de un sistema de parame-
tros de A y tambi&n de un sistema de parametros de A/p,.de manera que

M/xM = K/xK ® A/(x,p) es de dimensién n - 2 y, por lo tanto, x no for-

ma parte de un sistema de pardmetros de M.



Incluso para A-mddulos no finitogenerados con buenas pro-
piedades la condicidn pMp # Mp Vp € SuppA(M) puede fallar. En 2.6 ve~
remos un caso tipico en este sentido. Asi pues hay que encontrar otro
tipo de condicidn que no dependa tanto del soporte para asegurar la
existencia de sistemas de pardmetros. Veremos que esta condicidn vie-
ne dada por la cohomologia local. Previamente es conveniente introdu-
cir la nocidn de complejo de Cousin de un mddulo respecto de una fil-

tracidn.

Si A es un anillo local y Noetherian‘o una familia F = (Fi)i >0
de subconjuntos de Spec(A) se dice que es una filtracidn si
(1) constituye una cadema descendente de subconjuntos, es decir,
Spec(A) O FO ) Fl Doeee D Fi D eeey ¥ (ii) todo ideal primo de

8Fi = Fi - F es minimal en Fi (se dice que GFi es minimal repecto

i+l
Fi). Un A-m8dulo M es admitido por la filtracidn F si Supp A(M) - Fo.
Ejemplos de filtraciones son:

- v i=20, Hi = { p € Spec(A) t.q. h(p) 2 i } . Entonces H = (Hi)i >0

es la llamada filtracidn altura de A.

- Si M es un A-mddulo puede considerarse \7‘1 >0
Hi(M) = {p€& SuppA(M) t.q. hM(p) 2 i } (donde hM(p)'.indica la altu-

de p en SuppA(M)). H(M) = ('Hi(M))i > o ©S la llamada filtracidén altu-

ra respecto de M.

~ Si M es un A-m8dulo se define Vi 20
Di(M) = {p€E SuppA(M) t.q. dim(A/p) <dimA(M) -i}.bpM) = (Di(M))i >0

es la llamada filtracidn dimensional respecto de M.

Dado un A-mddulo My F = (Fi)i > o una filtracidon de Spec(A)



admitiendo a M se puede construir un complejo de A-mSdulos asociado

de la siguiente manera:

kfr <-13se tomaM =0, y para r = -1 Ml = M. Se define

MO = & M . Dado un elemento m € M hay tan solo un n° finito de
p € 5F0

ideales primos de 6F, para los que la imagen de m en M no se anula.

0

:  En efecto, se tiene que SuppA(mA) - SuppA(M) Cc FO, luego los minima-

les de F. que pertenecen a Supp,(mA) son también minimales de Supp, (mA),
A A

0
y de estos hay un n° finito.

Hay pues un morfismo natural M—l =M Q:} MO. Denotaremos ,
por d~l a e~l. Por otro lado resulta que SuppA(MO/d~1(M-l)) C Fl. En
éfecto, SuppA(Mp/d_l(M-l)) C.SuppA(MO) C SuppA(M) C FO’ luego unica-—
mente hemos de ver que si ¢ € éFb entonces q & SuppA(MO/d—l(M.l)).

Pero Mo = & M) =M, pues si p # ¢ entonces (M) = 0 al ser
P q q rq
pE 8FO

0
luego 07a7 aiy) =0 vaE supp, (/a1 047 H).

los ideales primos de 6F. minimales de FO. Asimismo (d‘l(M.l))q = Mq,

0
Hay entonces un morfismo natural Coker(d—l) 5 e (Coker(d-l))
p € §F, P
- 0

=‘Mfl. Si se considera el morfismo MO E+ Coker(d-l) se puede definir

0 0,0 . .
entonces d = e h . Ahora este proceso se puede repetir recursivamen-

te de manera que i =220 M= e (Coker(dl-z)) y at = elhl, ob-
p € &F P
i

teniéndose asi un complejo de A-mddulos:

al 04d® a-l g

0 M = M > M = ... - M - ...

llamado complejo de Cousin de M respecto de la filtracidn F y denota-

do con CA(F, M).

El complejo de Cousin de un mddulo aparece en relacidn con



la teoria &e dualidad de Grothendieck (ver [Ha] IV §), pero es utili-
zado por Sharp posteriormente en el estudio de las propiedades Gorens~
tein y Cohen-Macaulay. Aunque m3s adelante trataremos este tipo de
cuestiones ahora unicamente nos interesa en funcidn de su relacidn

con la cohomologia local.al considerar el complejo de Cousin de un
A-mddulo M respecto de su filtracidn dimensional. En este sentido el

siguiente resultado va a ser de gran utilidad:.

1.6 Proposicidn.- Sea M un A-médulo de diemnsidn r. Entonces el
término r-ésimo de CA(D(M), M) es isomorfo a Hr(M).

Demostracion: ver [Sh-2] Th. 1.8.®

Sea ghora M un A-mddulo con dimA(M) = r y consideremos x

tal que x & pr € SuppA(M) con dim(A/p) = dimA(M). Podemos construir
entonces los siguientes complejos:
(1) Complejo de Cousin dimensional de M, CA(D(M), M):

-1 0 r-l
0-nd% W4 s g,

* :
(2).EA(D(M), M) , complejo obetnido al considerar

0 1 r-1
0>coker(d ) &Sty .95 wE oo

transformado por el functor HomA(A/(x),.).
(3) si N = M/xM se toma la filtracidén F = (Fi)i >0 donde
F. = {pe€ SuppA(M) t.q. dim(A/p) <dimA(M) - (1+1i)} y se toma

al complejo CA(F, M).

El siguiente resultado generaliza [ Sh-2] Th. 2.2 al conside-

X unicamente con la propiedad antes requerida:

1.7 Proposicidn.- Existe una epiyeccidn de complejos
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v CA(F, N) "CA(D(M), M=* .

Demostracidn: hemos de construir un morfismo de complejos

-1 0 r-2
0o - N -i K f» el f—» Nls oo
1/’-1 fl wO ' ‘Pl i wr-llr
0 = (Coker(d *—> ahyx > @dr->... -  @NH*-o0
(%)% (alyx (@ =

que sea epimorfismo a cada nivel. Lo haremos recursivamente: construi-~-
-1 . i i+1
remos ¥ = y supuesto construido ¥~ encontraremos a ¥' .
-1 . . - . -
- ¥ 7. Consideremos la siguiente sucesidn exacta:

-1 0
o-ud 0B Coker(d"l) -0 (do = eoho) .

Puesto que x € p Vp tal que dim(A/p) = dimA(M) se tiene que el produc-
to por x es un isomorfismo de MO. Luego se tiene un epimorfismo de

MO en Molxd-l(Mo) de nucleo d-l(M) y por lo tanto un isomorfismo
Coker(dnl) = Mo/xd_l(M). Tomando el functor HomA(A/(x),.) resultara
que (Coker(d™ )% = (0/xa™ )% = (xa™ 00 :x), 0/xd 00 =

d_l(M) /xd-l(M). Por otro lado hay un epimorfismo de M/xM en

d-l(M) /xd-l(M) de manera que componiendo a &ste con el isomorfismo
anterior obtenemos el epimorfismo W-I:N - (Coker(d-l))*.

Proceso recursivo:

-~ i =0, Se tiene el diagrama

£ 0 -1
o - N - N , ¥~ epimorfismo.
iy o
-1 Y1
(Coker(d “))* = M7)*
COLI
lll—l induce de forma natural un epimorfismo NO - o (Coker(d-l))*
p € O8F P
0
= o (Coker(d-l) )% = (®  Coker(d™ ) )*E(Ml)*, de manera que
p € 8F, PP pesr, p



. 0 . . . . . 0
componiendo a § con estos isomorfismos se obtiene el epimorfismo ¢~ .

- i > 0. El epimorfismo xﬂl:Nl - (Ml+1)* induce de forma natural un

epimorfismo @l:Coker(flil) -*Coker((dl)*) y por lo tanto un epimorfis~
mo 61-'-1:1%“-1 - & (Coker(dl)*) .
pEOF

. . . i
Vamos a establecer también un epimorfismo ¥~ entre

(Coker((dl)*) y (Coker(dl))* de la siguiente forma: el diagrama

. ehyx .
(Coker(@ ™ I)yx  ~ o hyx 5 coker((@ah)*) - o
“ I Lot
R . N .
(Coker (a*"1yy* > oy« - (Coker(d™))*
(el)* (hl+1)*

inddce un motfismo vi’. Si vemos que (hi+1)* es epimorfismo también lo
serid vi. Pero como x € p \7',.7 € SuppA(M) tal que dim(A/p) = dimA(M) se
tiene que el producto por X es un isomorfismo de M0 y, por construc-—
cidn, .seré un epimorfismo de Mi ‘V‘i 2 0. Luego si m € (0:x) (_Coker(di)) =
(Coker(di))* existe z € (Mi)* tal que di(xz) = xdi(z) = xm € di(Mi).
En particular x(m - di(z)) =0ya=mn- di(Z) € (O:x)Mi+1 =3 (Mi+1)*,
luego (hi+1)*(a~) =m - di(Z) = :1 y concluimos que (hi+1)* es epimor-
fismo.
El epimorfismo vi induce ahora un epimorfismo

uty e Coker((a)*) > o (Coker(dh))* = o (Coker(al) )*

pPEOF PEOF PEOF

= (e Coker(d™) )#* = (M1+2)*, de manera que por composicidn
p € 6Fi+1

con 6 i+l ¢1+1 :Nl+1

. . i+ -
obtenemos un epimorfismo -> (Ml 2)='¢ tal como deseaba-

mos.
Por otro lado ¥ es epimorfismo de complejos por construccidn,

por lo que queda finalizada la demostracidn.®



1.8 Corolario.- Sup { it.q. N #0} =sup { it.q. (M)* # 0} - 1.
En particular si (Ml)* # 0 para alglin i > 0 entonces dimA(N) = dimA(M) -1,
xM # M y el complejo CA(F,N) es el complejo de Cousin dimensional de N.

Demostracidn: la primera parte es inmediata. Por otro lado

dimA(N) < dimA(M) pues X & p \7Lp tal que dim(A/p) = dimA(M). Si en-
tonces (Mi)* # 0 para cierto i > 0 se tendrd que Ni_1 #0coni-120,
Por construccidn de CA(F’ N) NO debe ser no nulo y, en consecuencia,
SuppA(N) N FO # @, Luego-N# 0 (xM#¥ M) v dimA(N) = dimA(M) - 1, Es
claro entonces que por la misma definicifn de F se tiene CA(F, N) =

C,(D(\), N).®

Utilizando ahora la relacidn entre la cohomologia local y

el complejo de Cousin dimensional de un mddulo podemos enunciar:

1.9 Corolario.- 5i dim () = sup { i t.q. H;(M) #0}=r
entonces dimA(N) = dimA(M) -1, xM#My dimA(N) =gsup { i t.q. H;(N) #07} .

Demostracidn: por 1.6 Mt = H;;(M) # 0, Pero Hr(M) es un A-médulo de

dimensidn 0 ([Mac-Sh] 2.1), luego (M")#* = (H;(M))* # 0. Aplicando el
Corolario anterior se tiene que dimA(N) = dimA(M) -1, xsM# My
CA(F, N) = CA(D(N), N). Por la segunda parte del mismo Corolario obte-

r-1

nemos que dimA(N) =sup { i t.q. H;;(N) #01}, pues N = H;-I(N).'

En relacidn con la existencia de sistemas de parametros po-

demos enunciar:

1.10 Proposicidn.- Sea M un A-mddulo tal que r = dimA(M) =
dim(A/AnA(M)) y tal que sup { i t.q. H;(M) 01} = dimA(M). Entonces

todo sistema de parametros de A/AnA(M) es sistema de parametros de M.



. N S } _
Demostracidn: puesto que tfl Hm(M) —'Hm/AnA(M)(M) ([He-Ku] 4.11) po

demos suponer que AnA(M) =0y que r =n = dim(A). Sea entonces
Xis eees X un sistema de parametros de A. Bastarid comprobar que
V‘i =1, eve, 0 dimA(M/(xl, coay xi)M) =n - i; lo haremos por induc-
¢idn sobre i.
i=1, X, forma parte de un sistema de pardmetros de A, luego
x; Ep V‘p € Spec(A) tal que dim(A/p) = dim(A). Luego podemos apli-
cer el Corolario 1.9 y obtener que M1 = M/le # 0 es tal que
. . i
dim, (M;) = sup {1it.q. Hm(Ml) #0}=n-1.
Hagamos hipGtesis de induccidn y supongamos i = 2. Como
D s s e . i . - i =
AnA(Mi—l) (xl, , xl_l) resulta que dlm(A/AnA(Ml-l)) <Sn-1i+1
dlm(A/(xi, coes xi-l))' Por otro lado dlmA(Mi_l)=< dlm(A/AnA(Mi—l))’
de manera que aplicando la hipdtesis de induccidn obtenemos que
dlm(A/AnA(Mi-l)) = dlmA(Mi_l) =n - 1+ 1. Ahora, y aplicando el caso

i = 1, tendremos que dlmA(Mi) = dlmA/AnA(Mi-l)(Mi) =n - i, con lo que
acabamos la demostracidn.®

1.11 Corolario.- Sea M un A-mddulo tal que r = dimA(M) = dim(A/AnA(M))
=sup { i t.q. H;(M) # 0 } . Entonces mM # M,

Demostracidn: de nuevo podemos pensar en M como un A/AnA(M)-médulo.

Sea xl; sees X un sistema de pardmetros de A. Existe entonces s > 0
tal que m° C:(xl, ooy xn). Por otro lado Ky oees X sera sistema de
pardmetros de M (1.10) luego dim(M/(xl, ceey xn)M) = 0 y en particular

(xl, P xn)M # M., Es inmediato entonces que mM # M.®

Observacidn.- La condicidn dimA(M) = sup { i t.q. H;(M) #0}

no es por si misma suficiente para garantizar la existencia de un




sistema de parametros de M. Por ejemplo, el A-mddulo descrito al

principio de este apartado la verifica: qul(M) = ® H;"I(A/XA) #0
' x€ m-{0}
ya que \f x €m- {0} A/xA es finitogenerado de dimensidn n - 1; en

cambio M no tiene ningiin sistema de par@metros. Por otro lado ningu-

na de las dos condiciones de la Proposicidn 1.10 es en realidad nece-

saria para asegurar la existencia de un sistema de parametros del md-

dulo. Veamos un ejemplo:

sea A un dominio local cualquiera de dimensidn n = 2. Sea
p € Spec(A) tal que dim(A/p) = r, 1<r<n, e I un ideal de A tal que
pCIydim(A/I) = r - 1, Consideremos entonces M = EA(A/p) ® A/I; se
tiene que b*a €EI~-~paM= EA(A/p) de manera que M/aM = A/I. Puesto
que dimA(M) = dim(A/p) = r resulta que a forma parte de un sistema de
parametros de M y estos pueden ser obtenidos, por ejemplo, completan-
do a con un sistema de par3metros de A/I. En cambio AnA(M)>= 0, pues
EA(A/p) es fiel por ser A dominio, y H;(M) = H;(EA(A/p)) ® H;(A/I) = 0

pues EA(A/p) es inyectivo y A/I es de dimensidn r - 1.

. i as . i
Como acabamos de ver la condicidn dlmA(M) =sup { i t.q Hm(M) #0 }
no es en si misma suficiente para asegurar la existencia de un siste-
ma de pardmetros de M. La principal dificultad, claro estd, es poder

encontrar un elemento x € m tal que x € p VLp € SuppA(M) con

dim(A/p) = dimA(M). No obstante, y si el anillo es completo y M es nu~-

merablemente generado, la condicidn es suficiente. Para demostrarlo

utilizaremos el siguiente resultado de Sharp y Vamos que generaliza

en cierto sentido el conocido lema de evitacidn de primos.

1.12 Lema.- Sea A un anillo Noetheriano, local y completo. Sea



una familia numerable de ideales primos de A y sea

{pi}

I un ideal de A tal que I‘:iiﬁ Py . Entonces :3 j tal que I C pj.

i=1,2,...

Demostracidn: [Sha-va] 2.6.8

1.3 Proposicidn.- Sea A un anillo Noetheriano, local y completo.
Sea M un A-mddulo numerablemente generado tal que dimA(M) =

sup { i t.q. H;(M) # 0 } . Entonces existe un sistema de paridmetros
de M,

Demostracidn: puesto que M es numerablemente generado AssA(M) es un

conjunto numerable ([ Sha-Vi] 3.2). Pero
F= {p€ SuppA(M) t.q. dim(A/p) = dimA(M)} estd contenido en los
minimales de A, luego F es numerable. Puesto que ninguno de ellos con-

tiene a m el Lema 1.12 nos asegura que m & U p, luego existe x €Enm
pEF

tal que x & p V“}OE F. Por el Corolario 1.9 tenemos entonces que
dim, (/=) = dim, (1) - 1 = sup { i t.q. H;(M/xM) #0} . Como M/xM es
tambi&n numerablemente generado podemos repetir el proceso hata com—

pletar un sistema de pardmetros de M.®

Es bien conocido que si M es un A-mddulo finitogenerado en-

tonces a cesy 8 €S sistema de pardmetros de M si y solo si es sis-

1’
tema de pardmetros de A/An, () ([ se] III Prop.7). Como mids adelante
veremos (2,11) ni siquiera en las condiciones de la Proposicidn 1.10
es posible asegurar esto para los A-mddulos no finitogenerados. Si lo

es, no obstante, para los A-mddulos que tienen un submdédulo basico.

En efecto:

1.14 Proposicidn.- Sea M un A-mddulo y L C M un submSdulo basico

de M. Entonces a1, ee0y @ €S sistema de pardmetros de A si y solo si



@)y +ee5 @ €8 sistema de pardmetros de M. En particular si M es fiel-
mente plano.

Demostracidn: ya hemos visto que dimA(M) = dim(A) = n y que H;(M) # 0.

Por otro lado AnA(M) C AnA(L) = (0) por ser L libre. Luego por 1.10
todo sistema de parametros de A lo es de M. Reciprocamente: supongamos
que a;, ..., a esun sistema de pardmetros de M. Por ser L CM una
extensidn pura se tiene entonces que V i=1, ..., n

L; = L/(a;, «.., 3L - W(ap s+es @;)M. Luego dim, (L,) < dim, (M) - i.
Pero como L es libre dimA(Li) = dim(A/(al, cees ai)) 2n - i, luego
dim(A/(al, ceey ai)) =n-1iy aj, «eey @ €8 sistema de pardmetros

de A.B

Los A-md6dulos con un submddulo basico verifican tambi@n otras
propiedades que los acercan en cierta manera a los mddulos finitogene-
rados., Por ejemplo, es cierto que todo A-mddulo finitogenerado cumple

que Vp € SuppA(M) - {m} 1la aplicacidn natural M ; Mp no es epi-
: p

morfismo. En efecto, fp(M) EM’/Ker(fp), finitogenerado, luego por el
lema de Nakayama mf p(M) # fp(M) mientras que mMp =M o Se tiene en-

tonces:

1.15 Proposicidn.- Sea M un A-mddulo y L € M un submddulo bisico

de M. Entonces Vp € SuppA(M) - { m} la aplicacidn natural M £ Mp’
p
no es epimorfismo.

bemostréégéi;: ' pE Supp, (M) se tiene que L. CM ., Si £ fuera epi-
: A p p p

morfismo entonces \7‘a Epy v 1 € L se tendria 1/a = m/1 para

cierto m € M, Luego existe b & p tal que 1b - mab = 0 y, por lo tan-

to, mab € L, Puesto que L C M es una extensidn pura existe 1'E€L tal



que 1b = mab - 1'ab, luego 1/a = 1'/b y también la aplicacidn natu-

ral L E’ Lp es epimorfismo. Pero esto no es posible ya que L es libre.®
p



CAPITULO 2



2.~ GRANDES MODULOS DE COHEN-MACAULAY EQUILIBRADOS:
CARACTERIZACION Y PROPIEDADES GENERALES,

Nos centramos en este segundo capltulo en el
estudio de Los grandes médulos de Cohen-Macaulay equili-
brados desde el punto de vista de su caracterizacibn y
también de Las propiedades de su soponte. Sobre Lo primeno
damos en La Proposicibn 2.5 una Lista de caracterndizaciones
(alguna de ellas ya conocida) entre Las que cabe destacanr
La siguiente: s4i [A,m) es un anillo conmutativo, Local y
Noetheniano y 4 es un A-médulo entonces M es A-gran mé-
dulo de Cohen-Macaulay equifibrado s4i y s0lo 84 todo s4is-
tema de pardmetrnos de M es M-sucesifn.

Respecto a Las propledades del soporte de un
A-gran médulo de Cohen-Macaulay equilibrado M observamos
en primen Lugar Las anomallas que puede presentar (Propo-
sicibn 2.7) y La necesdidad de introducin el soporte peque-
io: AuppA(M). AL estudian cuando ambos coinciden obtenemos
que 84 M es un A-gran médulo de Cohen-Macaulay equilibrado
‘entonces supp, (M) = Supp, (M) 84 y soLo 84 todo sistema de
pardmetnos de M Lo es de A/AnA(M).(PnopOALcLGn 2.11).

Las cuestiones antendiores estdn también nrelacio-
nadas con fLa conmutacibn de Las M-sucesiones.para M A-gran
médulo de Cohen-Macaulay equilibrado. De hecho obtenemos

que estas conmutardn bajo dos tipos de condiciones: coinci-
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dencia def Los soporntes habitual y pequeio por un Lado
(Proposdicidn 2.13), y propiedades de tipo Zopolbgico (Pro-
pOALcL6n‘2.77). Estas altimas tienen como consecuencia que
AL A es negulan y M es un A-médulo tal que para todo Ldeal
I de A el submfdulo IM es cernado en M para La topologia
m-ddica entonces M es gran médulo de Cohen-Macaulay 54 y
5080 84 M es fielmente plano sobre A [Proposdicidn 2.17),
Lo cual genenaliza parte de Theorem 1.1 de [Gri-2] al no

exdigin La condicién numerablemente generado a M.

§1.~ CARACTERIZACION DE LOS GRANDES MODULOS DE COHEN-MACAULAY

EQUILIBRADOS.

(A,m) continuar3i siendo un anillo conmutativo, local y

Noetheriano con ideal maximal m., Un A-mGdulo M se dice que es A-gran

mddulo de Cohen-Macaulay si existe un sistema de pardmetros de A

ajs erey @ tal que es M-sucesidn, es decir, b/i =1, vea, N
a; & ZA(M/(al, coey ai—l)M) y (al, ceny an)M # M. Puesto que el ideal
(a,y +¢+., a_) es m-primario esta {ltima condicidn es equivalente a
1 n
que rM # M. También se dice que M es A-~gran mddulo de Cohen-Macaulay

‘regspecto a sesy &
p 1’ H n'

La existencia de un A-gran mdédulo de Cohen-Macaulay respec-

to un sistema de parametros dado constituye la llamada Conjetura de

grandes mddulos de Cohen-Macaulay, y tiene gran importancia en el

drea de de las denominadas Cojeturas homoldgicas por dos motivos:



en primer lugar debido a que de ella se derivan gran parte de las res-—
tentes conjeturas, como son la del sumando directo, la de Bass, las
diferentes conjetuéas de interseccidn, syzygyas, etc, y en segundo lugar
porque gracias a la formidable demostracidn de Hochster la conjetura

es cierta siempre que al anillo A contenga un cuerpo (véase [Ho-2],

fHo-3], [Ho-4], [E~G-1], [E~G-2] y[st]).

Los grandes mddulos de Cohen-Macaulay son por regla general

no finitogenerados; de hecho la existencia de un tal mddulo finitogene-

rado constituye la Conjetura de pequeios mbdulos de Cohen-Macaulay, de

1la que hay contraejemplos si el anillo A no es completo ([Gi], pag.l7).
Ocurre entonces que los mddulos no finitogenerados no verifican las
mismas propiedades desde el punto de vista de la dimensidn de Krull
y del grado que los mddulos finitogenerados. Ya hemos visto en el Capi-
tulo 1 algunas de estas diferencias en torno a la dimensidén de Krull.
También las hay alrrededor del grado. Veamos un ejemplo: -

es bien conocido que’si M es un A-médulo finitogenerado
Y ays eees a_ es una M-sucesidn entonces toda permutacidn de ella es

también M-sucesidn. En cambio existen grandes mddulos de Cohen-Macaulay

que no verifican esta propiedad. En efecto, sea A = I([X,Y](x 7)° K un
b4

cuerpo. ‘Sea M= A® EA(A/(Y)). Entonces X, Y es M-sucesidn (pues
M/XM = A/(X)), pero en cambio Y, X no lo es (pues Y € ZA(M)).

Este contraejemplo es de Foxby ([ Gri-1] Remark 3.3) y no
es separado para la topologia m-adica de A (EA(A/(Y) C m™™ Vi1>>0).

Otros contraejemplos que sI lo son pueden encontrarse en [Ba-St] 3.1l a).

Por otro lado Griffith en un intento de resolver al conjetu-

ra de pequefios mddulos de Cohen-Macaulay a partir de la de grandes mddulos



utiliza en [Gri-1l] una clase especial de grandes mbédulos de Cohen-Ma-

caulay: aquellos para los que todo sistema de parametros de A es:

M-sucesidn. La existencia de tales mddulos ya habia sido probada por

Hochster mismo en [Ho-2] Th.5.7 en relacidn con cuestiones de platitud,
pero son Bartjin y Strooker quienes en {Ba-St] Th.l.7 se dan cuenta

de su abundancia al demostrar que el completado separado de un gran

mbédulo de Cohen-Macaulay es gran mddulo de Cohen-Macaulay respecto

cualquier sistema de parémetros.de A. Finalmente Sharp da el nombre

de grandes mddulos de Cohen-Macaulay equilibrados a este tipo de
A-m8dulos y demuestra en [Sh-2] y [Sh-3] que verifican algunas de

las propiedades de los mddulos Cohen-Macaulay finitogenerados.

Antes de continuar adelante vamos a fijar algunas notacio-
nes y conceptos:
para un A-mGdulo M y dado un ideal primo p de A denotaremos

por ui(p,M) al i-&simo nimero de Bass de M respecto de p, es decir,

el nimero de copias de EA(A/p) que aparecen en el i-&simo término de

una resolucidn inyectiva minimal de M. Se define el grado del A-mddulo

M como GA(M) =min { i t.q. u:(m,M) # 0 } . Las propiedades del grado
asi definido son en su aspecto mas bdsico iguales a las del grado de-
finido por medio de M-sucesiones. Mas en concreto se tiene que

GA(M) <o simM# M (M no es mdivisible), v si a., ..., a_ es una

1
M-sucesidn tal que m € AssA(M/(al, cees ar)M) entonces GA(M) = r.,

Por otfo lado , y si GA(M) <eco , giempre GA(M) < dimA(M); ademis

este grado viene caracterizado por la cohomologia local de la misma
forma que en el caso finitogenerado: GA(M) = inf { i t.q. H;(M) #01}.

El grado asi generalizado fue introducido por Foxby en

[Fo~1], donde estin demostradas con detalle las propiedades citadas.



Dado un A-mddulo M se define el soporte pequefio de M como

suppA(M)‘ = { p € Spec(A) t.q. 31 con ui(p,M) # 0 } . Teniendo en
cuenta las propiedades de localizacidn de los nimeros de Bass se tie-
ne que suppA(M) = { p € Spec(A) t.q. G, (Mp)'<‘” } . Es evidente que
suppA(M) c SuppA(M), y es inmediato que AssA(M) - suppA(M), pues si
A/p € M también EA(A/p) C EA(M) y’ﬂg(p,M) # 0. Si M es finitogenerado

suppA(M) = SuppA(M), pero si M no es finitogenerado no hay por lo ge-

neral coincidencia entre ambos soportes. Por ejemplo si p € Spec(d) - {m}

yM= EA(A/p) entonces suppA(M) = {p} mientras que SuppA(M) = V(p).
Esta no coincidencia se mantiene incluso para "buenos" mddulos no
finitogenerados como mas adelante veremos. La nocidn de soporte peque-
Ao fue dada por Foxby en el contexto de su teoria de complejos de
A-mddulos ([ Fo~-2], 2 Definition) y en cierta manera sustituye al so-

porte habitual cuando se consideran mddulos no finitogenerados.

Recordemos por Gltimo que un A-mddulo M se dice que es

A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado si todo sistema de para-

metros de A es M-sucesidn. Es claro a partir de l.A y de las propie-
dades que hemos citado del gra&o que si M es gran mSdulo de Cohen-
Macaulay equilibrado (incluso si M es gran mddulo de Cohen-Macaulay)
entonces GA(M) = dimA(M) = inf { i t.q H;(M) #0} =

sup { i t.q. u,,i'(m 407 .

En la siguiente Proposicidn damos una lista de las propie-
dades mas importantes de los grandes mddulos de Cohen-Macaulay equili-

beados y que Sharp demuestra en [ Sh-3]:

2.1 Proposicidn.- Sea M un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equi-



librado. Entonces se verifica:
(i) V p€ supp, () h(p) + din(a/p) = dim(a).
(ii) pe€ SuppA(M)'”'.B aps ooy @ € A, r = h(p), M-sucesidn tal que
pE AssA(M/(al, ey ar)M).
(iii) V p € supp, (1) G, (1) = h(p).
0 p
(iv) Para toda M-sucesidn a,, ..., a_ Ass, (M/(a,, ..., a_)M) es fi-
1 r A 1 r
nito.
(v) Para todo ideal I de A las M-sucesiones formadas por elementos
de I y maximales con esta condicidn tienen igual longitud.
(vi) ‘fa € A tal que forma parte de un sistema de pardmetros de A

M/aM es A/aA-gran mddulo de Cohen~Macaulay equilibrado.

Demostracidn: ver [ Sh-3] .®

Como consecuencia de la anterior lista de propiedades se tiene
una nueva caracterizacidn de los ideales primos del suppA(M); previa-

mente un lema:

2.2 Lema.- Sea p € Spec(A), r = dim(A) - dim(A/p) ¥y
Xis ooy X k < r elementos de p tales que forman parte de un sistema
de parametros de A. Entonces existen elementos Xpppr oo xr € p ta-

les que x cees X forma parte de un sistema de pardmetros de A.

1’
Demostracidn: por hipdtesis dim(A/(xi, cons vk)) = dim(A) - k >

N

dim(A/p) = dim(A) - r. Supongamos que k < r. Sea
F={ q€ spec(d) t.q. (x5 ..., %) Cqydim(A/q) = dim(A) - k .
F es finito, pues estd contenido en los minimales de (xl, cres xk),

y p € F. Luego por el lema de evitacidn de primos p € U ¢  existe
q€

X1 €pt.q. dimA(A/(xl, cees Ko xk+1)) = dim(A) - k - 1. Aplicando
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reiteradamente este proceso acabariamos la demostracidn.®

2.3 Proposicidn.- Sea M un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay
equilibrado y p € Spec(A). Entonces p € supPA(M) < h(p) + dim(A/p) = dim(A)

M#M‘
y p 0

P
Demostracidn: supongamos que p € suppA(M). Por 2.1 (i) se tiene que

h(p) + dim(A/p) = dim(A), y por el Lema 2.2 existen Xis vess X €p
r = h(p) tales que forman parte de un sistema de parimetros de A. Se-
ran pues M~sucesidn y por 2.1 (ii) y (v) maximal en p, luego

pC Ug . Pero por 2.1 (iv) esta es una reunidn
q € ASSA(M/(xl’ cees xr)M)

de tan solo un niimero finito de primos, de manera que ‘

>

:3 q € ASSA(M/(XI’ seos xr)M) con p € g. Pero por 2.1 (ii) ¢ debe te-
ner altura r, luego ¢ = p y en particular (M/(xl, vees er)p =
Mp/(xl’ cees xr)Mp # 0.

Por otro lado dim(A/(xl, cees xr)) = dim(A) - r = dim(A) -~ h(p) =
dim(A). En consecuencia (xl/l, caes xr/l) es un ideal pAp—primario y
también pM_ # M .

P ™ %p
Reciprocamente, si dim(A) = h(p) + dim(A/p) de nuevo por el
Lema 2.2 existen X., «s.., x_ € p r = h(p) formando parte de un siste-

1

ma de parametros de A. Como pMp # Mp también (xl, cees Xr)Mp # Mp y
pE SuppA(M/(xl, ooy xr)M). Dado que p es minimal sobre (xl, cees xr)

se tendrd que p € AssA(M/(xl, cees xr)M) y por 2.1 (ii) pEEsuppA(M).l

Mas adelante volveremos a estudiar el soporte pequeiio de
un A-gran modulo de Cohen~Macaulay equilibrado. Ahora pasamos a carac-

terizar de distintas formas a estos mddulos:



2.4 Lema.- Sea M un A-médulo y x €m - 2 (M) Entonces

o ——

suppA/ (x) M/ (x)M) = suppA(M) N V(x), donde — significa reduccidn
médulo (x). |

Demostracidn: puesto que los nimeros de Bass localizan se tiene que

pE suppA(M) Aad pAp € Supp , (Mp)‘ Por otro lado localizar es un functor
plano que conmuta con el pgso al cociente de manera que bastarid demos-
trar que m € suppA(M) m € suppA/(X) M/ (x)M). Asimismo GA(M/xM) =
GA/(x) M/xM) (pues (x) C-'AnA(M/(x)M)) por lo que es suficiente probar
que m € suppA(M) si y solo sim€ suppA(M/(x)M). Y asi es:
consideremos la sucesidn exacta 0 > M 3 M - M/(x)M = 0. To-

mando Ext. deducimos la sucesidn exacta

ves ™ Ext (A/m M) 3 Ext La/mm > Ext (A/m M/ (x)M) =
;f,fEth(A/m,M) 3 Eth(A/m,M) 2> ... . Pero xA/m = 0 de manera que se
tiene 0 = Ext Lamm 3 Ext ~La/mM/ (M) ~ Ext (A/m M)

Luego si Eth(A/M,M) # 0 también Ext:;_l(A/m,M/(x)M) #0y

GA(M/(x)M) = GA(M) - 1. En particular m € suppA(M) emneE suppA(M/(x)M).'

2.5 Proposicidn.- Para un A-mddulo M las siguientes condiciones
son equivalentes:
(1) M es A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado.
(ii) C(D(D,M) es exacto y H (1) # O.
(iid) mM 4 ¥y \Fp € supp AD G, (M) + din(a/p) = dim(a).
(iv) H;(M) #0vy 315 eees @ € Apforma parte de un sistema de parame-
tros de M si y solo si es M-sucesidn.
0 1

(v) Si0->M—>E —E —.,.. es una resolucidn inyectiva minimal de

M entonces \7‘i AssA(E]’) C v(a) y mM # M, siendo



vi@a) = { p € Spec(d) t.q. h(p) = dim(A) - dim(A/p) <i } .

Demostracidn:

(i) = (ii) Sharp, [Sh-2] Th.4.l.
(i) = (dii) Por 2.1 (1) y (4iii) GA (Mp) = h(p) v h(p) + dim(A/p) = dim(A).
(iii) = (i) (Foxby, comunicacién privada) Lo demostraremos por induc-
cidén sobre n = dim(A).
= 1 Por hipdtesis  p € Ass, () dim(A/p) = dim(a) - G, ) -

dim(A). Luego Vx € m tal que dim(A/(x)) = dim(A) - 1 se tiene que
xEp v;o e AssA(M), es decir, x & ZA(M); como MM # M x es M-sucesidn.

Hagamos hipdtesis de induccidn y supongamos n = 2. Analogamente
al cason = 1 se tiene que VLx €m tal que dim(A/(X)) = n - 1
x & ZA(M). Luego por el Lema 2.4 suppA/();) M/ (x)M) =W.
Por otro lado \7‘?)'6 suppA/ (x) (M/(x)M) se werifica que dim(A/ (%) =
dlm(A/p) y que G(A/( )) o/ (x)M) ) = G (M ) -1, de manera que M/ (x)M
como A/(x) —mddulo verlf:.ca la condicidn (111) del enunciado. Por 'hi-
pdtesis de induccidn M/xM es A/(x)-gran mddulo de Cohen-Macaulay equi-
librado. Si ahora Xys eesy X ‘es un sistema de par@metros de A se ten-
drad que Xys sees X €8 M/(xl)M—SucesiGn, luego como X & ZA(M) también
Xis eeey X €S M-sucesidn y M es A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equi-
librado.
(i) = (iv) Sea Koy eoes X parte de un sistema de parametros de M y
supongamos que X;, s.., X, @8 M~sucesidn. Demostraremos entonces que
X1 & ZA(M/(xl’ cess xi)M); por recgrrencia, vy puesto que mM # M re-
sultari que X)s oees X_ €8 M-sucesidn.

Sea pues N = M/(xl, cees xi)M (i 20) y tomemos p € AssA(N). Por
2,1 (i) y (i) p € suppA(M) y dim(A/p) = n - i, y por 2.3 pMp # Mp'

En particular V'x € p el ideal (xl, cees Xy X) es tal que



(xl, e Xy x)Mp # Mp’ y en consecuencia (N/(x)N)p = Np/(x)Np # 0.
Es decir, pG‘SuppA('q/SgN) y por lo tanto dimA(N/xN) 2 n - i. Puesto que
Xps eees X forman parte de un sistema de pardmetros de M se tiene que
dimA(N/(xi+l)N) =n - 1i- 1, de manera que X401 &p V-p € AssA(N),

es decir, X ¢ ZA(N).

Sea ahora X1s sess X una M-gucesidn. Puesto que por 2.1 (v)
todas las M-sucesiones maximales tienen longitud n = dim(A) = dimA(M)
bastard ver que si Xys eies X s una M-sucesidn entonces tambi&n es
un sistema de parametros de M. Y asi es, ya que V[i y

\7Lp € AssA(M/(xl, ooy xi)M) se verifica que dim(A/p) = n - i y en
consecuencia dimA(M/(xl, cees xi)M) =qn - i,

Por otro lado n = G,(M) = inf {1it.q. H:;"(M) # 0} , luego
H (M) # 0.

(iv) = (i) Puesto que H;(M) # 0 se tiene que dimA(M) = dim(A/AnA(M)) = n,
Es claro entonces que todo sistema de parametros de A lo es t:ambi?n

de A/AnA(M) de manera que por 1.10 todo sistema de parametros de A

lo es de M y por lo tanto es I-i-SucesiBn. En definitiva M es A-gran
modulo de Cohen-Macaulay equilibrado.

(1) = (v) p € AssA(Ei) "lii(p,M) # 0 GA (Mp) < i. En particular

GA (Mp) <o y p € supp A(M). Pero M es A-Zran mbédulo de Cohen-Macaulay
equilibrado de manera que por 2.1 (i) h(p) = n - dim(A/p) = G, (Mp) <i,
es decir, p € Vi a). g

(v) = (iii) Hemos de demostrar que \7L‘p € supp A(M) se verifica

G, () + dim(A/p) = dim(a). Por definicin supp,(M) = U Ass A(El).

A)O P i=0
. . i
Sea p € suppA(M). Entonces GA (Mp) = inf { 1t..q.‘.uA(p,M) #01} =
inf { i t.q. pEAssA(EJ') } . Luego por hipdtesis GA (Mp) 2 h(p) =
p
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= dim(A) ~ dim(A/p). Pero por otro lado G, (Mp) <dimA (Mp) <

p
dim(A/p) - h(p) por ser GA (Mp) <o , de manera que

G, (Mp) + dim(A/p) = h(p) + dim(A/p) = dim(A).®
P

Obsexrvaciones,.~-

(1) En la caracterizacidn (iii) es necesario imponer la condicidn

mM # M. Por ejemplo si p € Spec(A) es tal que dim(A) = dim(A/p) en-
tonces M = EA(A/p) verifica que suppA(M) ={pl y

GA (Mp) + dim(A/p) = dﬁ(A/p) = dim(A). Pero M no es A-gran mddulo de
Cogen-Macaulay equilibrado pues mM = M. Esta condicidn no aparece en
la comunicacidén de Foxby.

(2) La caracterizacidn (v) generaliza [T-H] Th.2.3 en dos sentidos.

Por un lado A es cualquiera (alli A debe ser Vn’z-anillo) y por otro

no presupone queé M sea A-gran mddulo de Cohen-Macaulay.

§2.- EL SOPORTE PEQUENO DE UN GRAN MODULO DE COHEN-MACAULAY EQUILIBRADO.

A pesar de que como acabamos de ver los grandes mb6dulos de
Cohen-Macaulay equilibrados se caracterizan de forma parecida a los
modulos Cohen-Macaulay finitogeneradosenseguida aparecen anomalias

que dan a entender que no se pueden generalizar las propiedades de

estos {ltimos a los grandes mddulos de Cohen-Macaulay equilibrados sis-

tematicamente. Por ejemplo, no siempre se verifica suppA(H) = SuppA(M)

para M gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado como enseguida vamos

a ver. Sharp da el siguiente contraejemplo en [Sh-3] (3.5):

sea R el dominio local no catenario construido por Nagata
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en [Na] A.1 Ex.2. R contiene un cuerpo de manera que existe un

R-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado M. Por ser R dominio
tendremos que ZR(M) = (0) y, por lo tanto, M(O) # 0. Luego

SuppA(M) = Spec(R). Pero por ser R no catenario existe un ideal primo

p tal que h(p) + dim(A/p) # dim(A), luego por 2.1 (i) p & SuppA(M).
Profundizando mds en este contraejemplo se tiene:

2.6 Proposicidn.~ La condicidn h(p) + dim(A/p) = dim(A) de 2.1
(1) no es suficiente para que un ideal primo p de Spec(A) pertenezca
a suppA(M), M A-gran médulo de Cohen-Macaulay equilibrado.

Demostracidn: vamos a ver en primer lugar que el anillo construido

por Nagata citado en el parrafo anetrior es analiticamente irreducible,
es decir, que su completado es integro. En efecto, y usando la misma
notacidn de [Na] A.l, se tiene que V = (RZ)m es un anillo local regu-
1ar..Luego { también y en particular ¥ es dominio. Por otro lado V do-
‘mina a R, es decir, mV N R = {, maximal de R, luego existe una inclu-
sidn de R en ¥ y también R es dominio.

Sea ahora M un ﬁrgran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado..
Todo sistema de parametros de R lo es de ﬁ de manera que M como R-mddu-
lo es también gran mddulo de Cohen-Macaulay -equilibrado. Luego exis-
te p E:Spec(R) tal que p & suppR(M). Sea r = h(p). Por el Lema 2.2
existen elementos Xys eoes xr de p formando parte de un sistema de
pardmetros de R, de manera que serdn M-sucesidn. Como p & suppR(M)
por 2.1 (ii) se tendrid que p & AssA(M/(xl, ceas xr)M).

Sea ahora qGSpec(ﬁ) minimal sobre pﬁ. Por ser RC R una ex-
tensidn plana se tiene qué h(q) = h(q) + dim(q/pﬁ) = h(p) = r ([Ma]

Th.19). 8i ¢ € suppﬁ(M) la longitud de una M—sucesién maximal en ¢

«39-



serd r (2.1 (v)) de manera que Xys sees X loesy

qgC Uh . Pero por 2.1 (iv) este {iltimo es un
h € ASSﬁ(M/(Xl, coes xr)M)

conjunto finito de ideales primos de altura r, luego por el lema de
evitacidn de primos el ideal g debe ser uno de ellos. Como qc = p de
[Ma] (9A) resulta que p G’AssR(M/(xl, cens xr)M), contradiccidn. Luego
q & suppﬁ(M) mientras que h(g) + dim(ﬁ/q) = dim(ﬁ) por ser R un domi-

nio catenario.®

Asi como para un A-mddulo cualquiera M se cumple que si
pE SuppA(M) y @ D p entonces también ¢ € SuppA(M) no ocurre lo mismo
para el soporte pequefio. Los contraejemplos anteriores son una mues-
tra‘de ello: en ambos casos (0) € suppA(M) y en cambio hay ideales pri-
mos que no pertenecen a SuppA(M). No obstante, y si M es un A-gran md-
dulo de Cohen-Macaulay equilibrado, si es cierto que dim(SuppA(M)) =
dim(sﬁppA(M)). Esto es consecuencia del resultado mis general siguien-

te:

2.7 Proposicidn.- Sea M un A-mddulo tal que dimA(M) =ry H;(M) # 0.
Entonces dim(SuppA(M)) = dim(suppA(M)).

Demostracidn: sea Vi Hi(M) ={ p€ SuppA(M) t.q. hM(p) =il

HM) = (Hi(M))i > o ©¢ una filtracidn que admite a M de manera que se
puede c¢onstruir CA(H(M), M), complejo de Cousin de M respecto de la
fﬂumﬁnmm:0*M+w*MLﬂg*”wﬂf*mEﬁewmh@
construido por Sharp en [Sh-4] §2 verifica que el E!Hr(M) ([ sh=5] Th),
luego M- # 0 por hipdtesis. Puesto que por construccidn si uno de los

términos del complejo se anula tambin se anulan los posteriores obten-

dremos queMMO, cees MF‘¥“0 ¥y, por lo tanto, SuppA(Mr-l) # @. Por cons-
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truccidn de Mr-l se tendr3d que SuppA(Mr-l)ﬂ 6H1__1(M) # @, luego
existe p ESuppA(M) tal que hM(p) =r-1ly (Mr-l)p # 0.

Consideremos ahora el complejo obtenido localizando por p:
0 =1

0 ->M ->M ->.,..—>U

-+ 0. Por [Sh-4] (3.5) este complejo es

isomorfo al complejo de Cousin C A

P

a -1 .
P ) = HpAp(Mp) # 0. En particular G,

(H (‘M}), Mp), de manera que

p(Mp) <o y pE€ SuppA(M) con

dimA (Mp) = ¢ - 1. De ahi que si repetimos el proceso podemos encon-

p

trar una cadena de ideales primas pOC 2 C... C P, = mcon p; € SuppA(M).
Luego dim(suppA(M)) 2r = dim(SuppA(M)) = r y en consecuencia ambas

dimensiones coinciden.M

Cabe preguntarse pues cuando para un gran mddulo de Cohen-
Macaulay equilibrado coinciden los dos soportes. La respuesta esti re-
lacionada con la cuestiBn planteada en el Capitulo 1 sobre cuando un
sistema de par@metros de un A-mddulo M es también sistema de parime-
tros de A/AnA(M). Previamente ﬁecesitamos algunos resultados sobre el

anulador de un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado.

2.8 Lema.- Sea M un A-mGdulo'e I = AnA(M).“Entonces ZA(A/I) C ZA(M).

Demostracidn: sea b € A -~ I tal que ab € I, Entonces bM # 0 y

abM = 0. Luego a € ZA(M)"

2.9 Proposicidn,.- Sea M un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equi-
librado e I = AnA(M). Entonces:

(1) a€ ZA(M) ®a€ ZA.(A/I)-

(ii) AssA(M) = min(A/I) = Ass(A/I).

(iii) SuppA(M) = V(I).
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Demostracidn:

(1) <) Lema 2.8.
=) 8i ac€ ZA(M) entonces a € p para cierto p € AssA(M); por
2.1 (1) AssA(M) C Min(A), y como por otro lado I € p se tendrd que
p E MinA(A/I) C AssA(A/I). En particular a € ZA(A/I).
(ii) Puesto que MinA(A/I) c AssA(A/I) y como acabamos de demostrar que
AssA(M)CMinA(A/I) bastara demostrar que AssA(A/I) C AssA(M).
Sip¢€ AssA(A/];) entonces p C ZA(A/I), luego por 2.8

p C ZA(M) y en particular p C Ug . Pero estos son un nimero
q € AssA(M)

finito de ideales minimales de A (2.1 (iv)), luego por el lema de
evitacidn de primos p es uno de ellos.
(1ii) SUPPA(M) = UV?P) = UVSQ) =v(I).m

p € MlnA(M) q € MlnA(A/I)
2.10 Lema.- Sea M un A-mddule e I C AnA(M) tal que SuppA(M) = V(I).
Sea a € A tal que dimA(M/aM) < dimA(M). Entonces dim(A/(I+ (a))) =
dim(a/1) - 1.

Demostracidn: bastard probar que a &€ p \VLp € V(1) tal que dim(A/p) =

dim(A/I). Un tal ideal primo p ser3d ademis minimal de Supp A(M), luego

0 # Mp es un Ap—msdulo de dimensidn 0. Ademds An A (Mp) (> Ip) es un
|2} ‘

ideal pAp-primario por lo que pMp #0y V-x €p (M/xM)p = Mp/pr 4 0.

}
En definitiva, %’x'e p dimA(M/xM) = dimA(M) por lo que a & p.®
Podemos enunciar ahora:

2.11 Proposicidn.- Sea M un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equi-
librado. Entonces son equivalentes:

(i) SuppA(M) = suppA(M).
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(ii) 315 «es, @ OS sistema de prametros de A/AnA(M) si y solo si
a5 ees, @ @S sistema de parametros de M.

Demostracidn:

(1) = (ii) Por 1.10 todo sistema de pariametros de A/AnA(M) lo es de M.
* Supongamos que 8y, ++s5 @8 €S un sistema de parametros de

M . Hemos de demostrar que V*i = 1, eee, 1 dim(A/(al, caey ai)) =qn - i,

=]
]

dim(A) = dimA(M). Lo demostraremos por induccidn sobre 1i:

¥R
i

= 1, dimA(M/alM) = dimA(M) - 1, luego por 2.9 y por 2.10 obtenemos
que dim(A/(AnA(M) + (al))) =n -1,

Hagamos hipdtesis de induccidn y sea i > 1 tal que
dlm(A/(AnA(M) + (al, cons ai—l))) =n-1i+4+1, Seal = AnA(M). Por
2.5 (iv) @15 eeey @ ©S M~sucesidn de manera que por 2.4 se tiene que

SuppA(M/(al, cees ai_l)M) = SuppA/(al, el (M/(al, cens ai_l)M)) )

3.1

(M/(al, ooy ai-l)M) = suppA(M) N \gal, ceey @l

1-1) =

SuppA/ (al, seey ai_l)

N =
V(1) V(al, f.., ai—l) V(I + (al, crey ai_l)) D
SuppA(M/(al, cans ai—l)M)' Luego V(I + (al, cesy ai-l)) =

SuppA(M/(al, cees ai—l)M) y por lo tanto SuppA(M/(al, cees ai-l)M) =
V(I + (al, cees 3;_1)).
Como dlmA(M/(al, cees ai-l)M) =n=-1i<n-=-1i+1 se tiene

n - i tal como deseaba-

por 2.10 que dim(A/(AnA(M) + (al, ceny ai))
mos demostrar.

(ii) = (1) Lo demostr;remos por el contrareciproco. Sea I = AnA(M).
Puesto que todo sistema de parametros de A/I lo es de M y todo siste-

ma de parametros de M es M-sucesidn (2.5 (iv)) podemos suponer que M

es fiel considerdndolo como A/I-mddulo. Entonces por 2.9 SuppA(M) =



Spec(A). Supongamos que suppA(M) # SuppA(M). Existira p € Spec(A) tal
que p & suppA(M). Sea r = dim(A/p): por 2.2 existirdn elementos

Xis seey X € p formando parte de un sistema de parimetros de A. Se-

n-r

ran pues M-sucesidn y M/(xi, ceey xn-r)M es A/(xl, ey X

n_r)-gran

mdédulo de Cohen-Macaulay equilibrado.(2.5 (vi)) de dimensién n - (n - r) =
r = dim(A/p). Luego p es un ideal primo de A/(xl, cees xn—r) de co-
dimensidn maxima.

Por otro lado suppA/(Xl n“r)(M/(xl, cees xn_r)M):=

[ loo,x

supp, (M) N V(x;, ..o, X _ ) (2.4) de manera que

p & suppA/(xl -r)(M/(xl, cees xn~r)M)' Como p es minimal de

X
9 ovey n

A/(xl, cees xn—r) se tendrd que p € Z

IRICACHEEL ML

A/(xl, cees X

y por lo tanto existe x € p - ZA(M/(xl, cees xn-r)M)' La fgmilia
Xis cors X _ 5 X serd pues M-sucesidn, y se podra prolongar hasta

‘una M-sucesidn de longitud n (2.5 (v)). Esta serd sistema de pardmetros
de M de manera que Xys coes xé_r, x forma parte de un sistema de para-

metros de M. Pero no forma parte de un sistema de parametros de A

puesto que dim(A/(xl, cees X s x)) = dim(A/p) = r = dim(A/(xl, cany xn_r)).'

Podemos dar ahora el contraejemplo anunciado en el capitulo 1
2. Heﬁos visto en 2.6 que existen anillo, incluso catenarios, y gran-
des mddulos de Cohen—Macauiay sobre estos anillos para los que el so-
porte y el soporte pequefio no coinciden. Por la Proposicidn anterior

para estos mddulos no todo sistema de paradmetros de M lo es de A/AnA(M).

Cuando A es un dominio la condicidn (i) de 2.11 implica 1la

catenariedad de A:
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2.12 Corolario.- Sea A un anillo conmutativo, local y Noetheriano.
Si existe un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado M tal que
SuppA(M) = suppA(M) entonces A es catemnario.

Demostracidn: puesto que M es fiel por 2.9 se tendri que SuppA(M) =

SuppA(M) = Spec(A), luego por 2.5 (i) Vp € Spec(A) se verifica
h(p) + dim(A/p) = dim(A). Por la caracterizacidn de Ratliff [Ra-1]

Th.2.2 A es catenario.®
§3.~ CONMUTATIVIDAD DE LAS M-SUCESIONES, M A~-GRAN MODULO DE
COHENjMACAULAY.

Tambi&n la condicidn (i) de 2.11 tiene efecto sobre la con-

mutatividad de las M-sucesiones:

2.13 Corolario.- Sea M un A~gran mddulo de Cohen-Macaulay equili-
brado tal que suppA(M) = SuppA(M) y sea a;, .., a_ una M-sucesidn. En-
tonces toda permutacidn de a;s cevs @ €S M-sucesidn.

Demostracidn: por 2.5 (iv) a., ..., a_ serda sistema de pardmetros de M,
1 n

y por 2.11 sistema de parametros de A/AnA(M). Pero estos conmutan y son
sistemas de parametros de M por 1.10, de manera que por 2.5 (iv) toda

ermutacidn de a,, ..., a_ €3 M-sucesidn.®
1 n

Veremos posteriormente (3.18) un contraejemplo para la con-
mutatividad de las M-sucesiones sobre grandes mdédulos de Cohen-Macaulay
equilibrados. Ahora bien: si a un A-mddulo M se le exigen condiciones
de separabilidad suficientes siI se puede asegurar que las M-sucesio-

nes conmutan., El siguiente resultado, que podria obtenerse como conse-
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cuencia de [Bou] §9 n°7 Th.l y que nosotros obtenemos sin ayuda del

complejo de Koszul, comulga con esta idea:

2.14 Proposicidn.- Sea M un A-mddulo tal que es separado para la
topologia m-adica y tal que VI ideal de A el submddulo IM es cerrado
en M. Entonces las M-sucesiones conmutan.

Demostracidn: vamos a demostrar en primer lugar que V-I ideal de A

y V"H CM tal que‘ﬁ‘# 0 (donde~ indica reduccidén mddulo I) se veri-
fica que rH # H. En efecto, si mH = H también mH = H \7Ln > 0. Luego

T= 0 mdBEC N M. Pero M es separado para la topologia m-adica
n€o0 n€o0

por ser IM cerrado, de manera que H=0 tal como deseibamos demostrar.
Sea ahora Xys esey X una M-sucesidn. Siguiendo el método

de [Ka] Th.118 podemos reducirnos al caso de longitud 2 (la condicidn

IM cerrado nos asegura el mantenimiento de las hipdtesis al pasar al

cociente). Hemos de probar entonces que si X5 X, €s una M-sucesidn

también Xy X lo es. Pero de nuevo por [Ka] Th.118 podemos reducirnos

1
a probar que X, & ZA(M). Sea entonces m € (O:xZ)M. x,m = 0 =

x, = xlh, hEM ='>x1(x2h) =0=xh=0=h€ (O:XZ)M. Luego el submd-

dulo H = (O:x

2

es tal que x.H = H y, por lo tanto, mH = H. Pero he-

Z)M 1
mos visto que esto implica que H = 0, luego X, & ZA(M) y acabamos la

demostracidn.®

Como consecuencia de lo anterior vamos a ver que el hecho
de que para un gran mddulo de Cohen-Macaulay M las M-sucesiones conmu-
ten abliga a que @ste sea equilibrado. Previamente hemos de demostrar
un lema bastante conocido pero del que no nos ha sido posible encon-

trar una demostracidn en la literatura:
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2.15 Lema.- Sean Xis eees X @ Y1y eees V) dos sistemas de para-
metros de A. Existe entonces un sistema de parametros de A:
Zys eees Z_ ¥ una sucesidn de naturales: My eees M tales que

ml m

m
2
(x1 s eoey xnn) c (zl, X,

n n
> eees X ) C... C (zl, cees 215 X ) C

(zl, oo zn) C (zl, cees 2 1o yn) C... (zl, Yos sees yn) C

(yl, vees Yn)-

Demostracidn: probaremos en primer lugar que dados as eves a vy

b oy bn dos sistemas de pardmetros de A existe c¢ € A tal que

1°
@y eees a _ys ¢V bl’ cony bn—l’ c son sistemas de pardmetros de A.
siendo ¢ un elemento de (al, ceny an) N (bl’ caey bn).

En efecto, dim(A/(al, cves an_l)) = dim(A/(bl, cees bn-l)) =
})

n -»1; sean pl, avey pr los ideales primos minimales de (al, cees B
Y Qs sees 4 los de (bl’ coes bn—l)' Por el lema de evitacidnd» pri-
mos m € py Y. Up, v a4, U... Ug_, luego existe un elemento
r s |
cEm- ('8 P hi'g qj). Tanto a1, eee5 @ g, C cCOmO bl’ ooy bn—l’ c
i=1 j=1
seridn entonces sistemas de parametros de A y puesto que a1s eees 8 Y
bl’ ceay bn son sistemas de pardmetros de A podemos encontrar k > 0
tal qug ck € (al, cons an) N (bl’ ceus bn). Cambiando ¢ pof ck obtene-
mos lo que desedbamos.
Para finalizar la demostracidn describimos el primer paso:
tal que

LOMEMOS Xo5 sees X @ Yoy eees ¥ o Por lo anterior existe v

2° 1
Vis Xps eees X ¥ Vis Yy, ees, Y SOD sistemas de parZmetros de A y
tal que (vl, Yys eees yn) C (yl, cees yn) Como todos ellos generan i-

deales m—-primarios es claro que elevando a potencias suficientemente
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1 1 1 1
m m m m

n 2 n
grandes  tendremos: (xl s eees X )y < (vl, Xy's oo X )y €
(vl, Yos eees yn) - (yl, ceas yn). De la misma forma podemos encontrar

2 2 2 2
m m m m

1 n, | n
ahora v, tal que (x1 s eeses X ) C (Vl’ Vys X3Ts eers X ) C
(Vl’ Vos Y35 eees y.) - (Vis s eees yn) C (yl, cees yn). Reiterando

este proceso obtendriamos finalmente lo que buscamos.®

2.16 Corolario.~- Sea M un A-gran mdédulo de Cohen-Macaulay tal que
las M-sucesiones conmutan (por ejemplo, M verificando las condiciones
de 2,14). Entonces M es A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado.

Demostracidn: sea Kys oees X el sistema de pardmetros de A que es

M-sucesidn e yl, cees Vo cualquier otro sistema de parametros de A.

m m
eq s 1 n . .
Entonces kfml, sees W la familia X 7s eoes X~ €8 tambi&n M~-sucesidn

(INo] 5 Th.3). Luego teniendo en cuenta el Lema anterior para probar
que Y., eeey ¥ €8 M-sucesidn seri suficiente probar que si
(al, ey an) c (al, cees @15 b) v a1y eeey @ €8 M-sucesidn tam-
bién a1 sees 31 b es M-sucesidn. Como mM # M basta probar que
b & ZA(M/(al, ceas an-l)M)' Y asi es:
_ n-1 : n-1
bm=o0o=bm=2Zam, m €M Vi. Como a_= Z a_h, + bh,
jop T 3701 n o id

n-1
h., h€A Vi, también se tendra que am =2 a.n.,, n, € M V Luego
i I A

m € (al, vens an—l)M ym =0, con lo que finalizamos la demostracidn.®

Cuando el anillo A es regular las condiciones de separabili-
dad estan relacionadas con la platitud. El1 siguiente resultado genera-
liza parte de Th. 1.1 de [Gri~2] al no exigir la condicidn de mddulo

numerablemente generado:
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2.17 Proposicidn.~- Sea A un anillo local regular y M un A-mddulo.

Entonces son equivalentes las siguientes condiciones:

(i) M es A-gran mddulo de Cohen-Macaulay y k%l ideal de A IM es
cerrado en M para la topologia m-adica.

(ii) M es fielmente plano y kfl ideal de A IM es cerrado para la to-
pologia m-adica.

Demostracidn:

(i) =* (ii) Por 2.16 M es . gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado,
y por ser A regular fdA(M) <o , Luego por [Ba-St] 4.4 M es fielmente
plano.

(ii) = (i) Es inmediato por ser A regular.®

Observacidn.~ La condicidn IM cerrado en M para la topologia
m-adica h*l ideal de A se exige en 2,14 unicamente para que en el
pasd al cociente no se pierda la condicidn de separabilidad. Si
dim(A) = 2 no es necesario pasar al cociente, de manera que tampoco
hace falta exigir esa condicidn. Concluimos pues que si dim(A) = 2
todo gran mddulo de Cohen-Macaulay separado esequilibrado, y que si A

es regular es fielmente plano.
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CAPITULO 3



3.~ GRANDES MODULOS DE COHEN-MACAULAY EQUILIBRADOS Y
EXTENSIONES PLANAS,

EL objetivo de este tencen capltulo es estudian
bajo que condiciones La propiedad sen ghan mbédulo de Cohen-
Macaulay equilibrado se mantiene por extensidn de escala-
nes plana. M&s concretamente: 34 (A,m) = (B,n) es un mon-
gismo plano de anillos conmutativos, Noethenianos y Loca-
Les, y 84 M es A-gran médulo de Cohen-Macaulay equilibrado,
icudndo M ? B es B-gran mfdulo de Cohen-Macaulay equilibra-
do?.

En La Proposicibn 3.4 se dan condiclones suflcien=
tes y necesanias para que esdto occurra. A continuécidn estu-
diamos cuatrno casos concretos: B extensdidn entera plana de
A; B = Ap, p € AuppA(M);'B = X; B - Ah. En cada caso damos
condiciones sugdicientes para que La pregunta anteriorn Len-
ga respuesta agirmativa asl como contraefemplos que mues-
tran que esta nrespuesta afirmativa no puede sen genenal.

Estos casos Obedecen a divernsas cuesdtiones plan-
teadas por Sharp y Riley y que resolfvemos parciLalmente,
También son obfeto de estudio Las internelaciones entre

Los distintos casos planteados asl como La cuestibn rela-

tiva a La nestrnicedilbn de escalanres.
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§ 1.- CONSERVACION DE LA PROPIEDAD GRAN MODULO DE COHEN-MACAULAY

EQUILIBRADO POR EXTENSION PLANA DE ESCALARES,

(A,m) es un anillo conmutativo, local y Noetheriano con
ideal maximal m. Es bien conocido que si M es un A-mddulo finitoge-
nerado y Cohen-Macaulay entonces M §>K es A-mddulo finitogenerado
Cohen~Macaulay ([ Se] Ch.IV Prop.10). Es asimismo bien conocido que
si p€ SuppA(M) entonces Mp es Ap-médulo finitogenerado y Cohen-
Macaulay. Siguiendo entonces la misma linea que en el capitulo an-
terior cabe hacerse la pregunta de si sobre los grandes mddulos de
Cohen-Macaulay equilibrados ocurrira lo mismo, es decir, si M es A-
gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado y p € suppA(M) ison
M ? A K-gran mSdulo de Cohen-Macaulay equilibrado y Mp Ap-gran
médulo de Cohen-Macaulay equilibrado?. Como veremos mids adelante

no hay en general una respuesta afirmativa a esta pregunta, aunque

o~ -
si en algunos casos particulares.

Ambas cuestiones han sido formuladas independientemente
por Riley en [Ri] Remark 2.3 (completacidn) y por Sharp en [ Sh-2],
[sh-3] y [Sh~6] Problem 3.11 (localizacidn). Ambos casos tienen en
comiin que constituyen extensiones planas de escalares y cabe pues
preguntarse algo mis general: sea A ™ B un morfismo plano de anillos
locales y M un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado, ;Cuindo
M ? B es B-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado?. A partir de
ahi, y como casos particulares, podremos estudiar la completacidn y

la localizacidn.

Sea A > B un morfismo plano de anillos locales (A,m), (B,n);
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q € Spec(B), p = qc € Spec(A), C = B/pB y q = qC. Teniendo en cuenta
el importante papel que juegan los nimeros de Bass en la caracteriza-
cidén de los grandes mdédulos de Cohen-Macaulay equilibrados el siguien-

te resultado de Foxby y Thorup nos serd muy atil:

3.1 Proposicidn.- Sea M un A-mdédulo. Entonces V 1 se verifica

l ——
ﬂB(q,M %s»B), = Z ué(q,C)IJZ(P,M) .
r+s=1

Demostracidn: [ Fo-Th] , Theorem.®

Mediante este resultado podemos evaluar el grado de un mddu-

lo al extenderlo por un morfismo plano:

3.2 Proposicidn.~ Para todo A-mddulo M se verifica que

G, (MR D = S0 +6, 01

Demostracidn: por definicidn GBé((M % B)q) = inf { 1 t.q. u]];q(qu,(M % B)q)

# 0 }, pero teniendo en cuenta que los nimeros de Bass localizan ten-

dremos que GB (M ?B)q) = inf { 1 t.q. #;(Q,M ?B) # 0 }. Es inme-

q
diato entonces a partir de 3.1 que este infimo es igual a inf { r t.q.

r,— . s o s T o A
#(q,C) #01} + inf { s t.q. #o(p,M) #0 } = idinf { r t.q. uc__(ch,cq)
#0} + inf { s t.q. u:(p,M) 01} = G(C—({) + GA (Mp),;con lo que

P
finaliza la demostracidn.®

Ahora podemos caracterizar al soporte pequefio de la exten-

3.3 Corolario.- Para todo A-mddulo M se verifica que

supp, (M ? B) = { q € Spec(B) t.q. ¢° € suppA(M)} .
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Demostracidn: si ¢ € Spec(B) y p = qc por 3.2 tendremos que

G M®B <o gi y solo si G(C=)<oo G, M)<ee | Pero
Bq(( R )q) y ( q) y Ap( p)

C(Ca) siempre es finito (es el grado de un anillo) de manera que por
definicidn del soporte pequeiio ¢ € suppB(M ? B) si y solo si

p € supp A(M) tal como desedabamos demostrar.®

Usando la caracterizacidn (iii) de 2.5 es posible ahora dar
una condicidn suficiente y necesaria para que un gran mdédulo de
Cohen-Macaualay equilibrado conserve tal propiedad por extensidn pla-

na de escalares:

3.4 Proposicidn.- Sea M un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equi-
librado. Entonces son equivalentes:
(1) M ? B es B-gran m8dulo de Cohen-Macaulay equilibrado.
(ii) n{M ? B) # M A By Vq€ suppB(M ? B) se verifica
1) h(q/pB) = C(CQ)
2) h(q) + dim(B/q) = dim(B).

Demostracidn:

(i) = (ii) Por ser M ? B B-gran mddulo de Cohep-Macaulay equilibrado
se tiene que n(M ?B) #M ?B, y por 2.1 (i) que Y ¢ € suppB(M ? B)
h(q) + dim(B/¢) = dim(B). Por otro lado Gy (M ?B)q) = h(q)

YV q€ suppB(M ? B) (2.1 (iii)) de manera Zue por ser A > B un morfis-
mo plano y puesto que P = qc € suppA(M ? B) (3.3) se tiene que:

dim(B) = h(q) + dim(B/q¢) = G_ ((M ?B) ) + dim(B/q) =
B q (3.2)

G(Ca) + GA (Mp) + dim(B/q) = G(Ca) + h(p) + dim(B/q). Pero evidente-
mente G(Ca) < dim(Ca) = h(q/pB), y como se verifica la formula

h(p) = h(q) + h(q/pB) ([Ma] Th.19) se tendrd G(Ca) + h(p) + dim(B/q) S
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h(g/pB) + h(p) + dim(B/q) = h(q) + dim(B/q) = dim(B).
Por lo tanto la desigualdad G(C—(—Z-) < dim(CE-) es una igualdad
y se obtiene que G(C? = h(q/pB).
(i1) = (1) Por 2.5 (iii) es unicamente necesario probar que
V q€supp (4 P B) se verifica Gy (D B),) + dim(B/q) = dim(B).
Y asi es: por 3.2 se tendra GB (M ? B)q) + dim(B/q) =
G(C‘—Z-) + GA (Mp) + dim(B/q); pero M es A-gran mddulo de Cohen-Macaulay
equilibrado y p € suppA(M) (3.3), luego por 2.1 (iii) h(p) = GA (Mp)
y la anterior suma seri h(q/pB) + h(p) + dim(B/q) = h(q) + dim(B/q) =

dim(B), tal como desedbamos demostrar.®

Vamos ahora a particularizar el resultado anterior para
algunos tipos de extensiones planas.

En [Ri] Th. 2.2 Riley prueba que si A = B es una extensidn
libre y finita de anillos locales y M es un A-gran mddulo de Cohen-
Macaulay‘equilibra;do entonces M ? B es B-gran mddulo de Cohen-Macaulay
equilibrado. Posteriormente en [0'Ca] 0'Carroll generaliza este resul-
tado a extensiones planas y enteras. El primero utiliza en su demostra-
cidn la caracterizacidn 2.5 (ii) mientras que el segundo resultados
sobre el llamado mddulo de fracciones generalizado. Ahora este re-

sultado surge como inmediata consecuencia de la Proposicidn 3.4 :

3.5 Corolario.- Sea A = B una extensidn entera y plana de anillos
locales. Sea M un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado. Enton-
ces M ? B es B-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado.

Demostracidn: serid suficiente verificar (ii) de 3.4. Por ser extensidn

entera las fibras son de dimensidn 0, -iuego 0 < G(CE) < dim(Cﬁ) =



= h(q/pB) = 0 y 1) se cumple. Por otro lado A/p > B/q es también
una extensidn entera, luego dim(A/p) = dim(B/q).

Como por la platitud se tiene que h(q) = h(p) resulta en de-
finitiva que h(q) + dim(B/q) = h(p) + dim(A/p) = dim(A) = dim(B) por
ser p € suppA(M) y A = B entera. Luego se cumple también 2).

Por Gltimo se tiene que M/mM ? B=(M ? B) /m(M ? B) # 0
por ser B fielmente plano sobre A (A > B es plana y entera), de ma~
nera que como mMB es un ideal p-primario tambi&n n(M ? B # (M ? B)

y finalizamos la demostracidn.®

Ya nos hemos referido al problema que sobre la localizacidn
planted Sharp por primera vez en [ Sh-3]. El problema corectamente for=-
mulado es el siguiente: sea A un anillo local y M un A-gran mddulo de
Cohen-Macaulay equilibrado. Sea P € suppA(M). Entonces [ es MP
Ap-gran mdédulo de Cohen-Macaulay equilibrado ?..%1 mismo Sharp de-
muestra en [ Sh-2] Th. 4.3 que esto es cierto si A es un dominio cate-
nario. El siguiente resultado, obtenido independientemente por Foxby
(comunicacidn privada), generaliza lo anterior a cualquier anillo

catenario:

3.6 Corolario.- Sea A un anillo catenario, M un A-gran mddulo de
Cohen-Macaulay equilibrado y P € suppA(M). Entonces MP es Ap-gran mo-
dulo de Cohen~Macaulay equilibrado.

Demostracidn: A *’AP es un morfismo plano de manera que basta verifi-

car (ii) de 3.4. Puesto que las fibras son de dimensidn 0 es inmedia-
to que se cumple 1). Por otro lado, y puesto que A es catenario, se
tiene dim(A/q) = h(P/q) + dim(A/P), luego h(qAP) + dim(Ap/qu) =

h(q) + h(P/q) = h(q) + dim(A/q) ~ dim(A/P) = dim(A) - dim(A/P) =
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= h(P) = dim(AP), ya que P y ¢ son de suppA(M) y verifican (i) de 2.5.
En definitiva, se cumple 2).
Por Gltimo (PA'P)MP # Mp por 2.3, luego MP es AP-gran mddulo

de Cohen-Macaulay equilibrado.

Observacidn.- Takeuchi e Hiromori demuestran en [ Ta-Hi] Prop. 2.4

el siguiente resultado: sea A un anillo local tal que a) V p € Spec(A)

con h(p) dim(A) - dim(A/p) < dim(A) - 2 se verifica que Ap es Cohen-
Macaulay y b) ¥ pOgq € Spéc(A) con h(p) = dim(A) ~ dim(A/p) <
dim(A) - 1 y h(g) = dim(A) - dim(A/q) < dim(A) - 2 se cumple
h(p) = h(q) + h(p/q). Sea M un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equi-
librado. Entonces ¥ P € supp A(M) MP es A.P-gran m8dulo de Cohen-
Macaulay equilibrado.

Este resultado es completamente generalizable en el sentido
siguienté: sea p # m un ideal primo de suppA(M). Entonces por 2.1 (i)
h(p) = dim(A) - dim(A/p) < dim(A) - 1. Sea ahora ¢ C p otro ideal pri-
mo de suppA(M)'; de nuevo por 2.1 (i) se tieme que h(g) = dim(A) - dim(A/q)
< dim(A) - 2. Luego la condicidn b') ¥ p, ¢ # m ideales primos de
suppA(M) se verifica h(p) = h(q) + h(p/q) es una condicidn mas débil
que b). Pero ahora es inmediato por 3.4 que b!) es suficiente para a-
segurar que VP # m MP es Ap—gran mddulo de Cohen-Macaulay equili-

brado. De manera que del resultado de Takeuchi e Hiromori es posible

eliminar la condicidn a) y sustituir la b) por la mds débil b').
Respecto a la completacidn se tiene:

3.7 Corolario.- Sea A cociente de un anillo local Cohen-Macaulay.

Sea M un A~gran mdédulo de Cohen-Macaulay equilibrado. Entonces M ? A
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_es A-gran mbédulo de Cohen-Macaulay equilibrado.

Demostracidn: basta verificar ii) de 3.4. Sea ¢ € supPA(M %’K). p =

qc € suppA(M) por 3.3, de manera que h(p) + dim(A/p) = dim(A). Por
otro lado A/p es isomorfo al cociente de un anillo Cohen-Macaulay
por un ideal primo, luego es un dominio catenario y, en consecuencia,
equidimensional. También serd entonces equidimensional (A/p)” = K/pg,
de manera que h(g) + dim(ﬁ/q) = h(p) + h(q/pﬁ) + dim(KYq) =
h(p) + dim(R/ph) = h(p) + dim(A/p) = dim(A) = dim(R). Luego se veri-
fica 2) de ii).

Por otro lado las fibras formales de A son siempre Cohen-
Macaulay ([Gro-2] 6.3.8), y en consecuencia G(CEJ = dim(CaD =
h(q/pﬁ), es decir, se verifica 1) de ii).

Por Gltimo M ?K/r’ﬁ(M ?ﬁ) = M/mM ?K # 0 por ser la comple-
tacidon fielmente plana. En definitiva, M §>K es A-gran mbdulo de

Cohen-Macaulay equilibrado.®

Otra extensidn plana importante de un anillo es su henseli~-
zacidn. Recordemos que un anillo A cumple la primera condicidn de
cadenas si toda cadena maximal de idéales primos de A tiene longi~
tud igual a dim(A). Se dice entonces que verifica la segunda condi~
" ¢idn de cadenas si Y p € Spec(A) minimal se tiene dim(A/p) = dim(A)
y toda extensidn entera e integra de A/p verifica la primera condi-

cidn de cadenas.

3.8 Corolario.~ ~ Sea A un anillo local que satisface la segunda

condicidn de cadenas y M un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equili-
brado. Entonces M %’Ah es Ah-gran mdodulo de Cohen-Macaulay equilibra-

do.

57-bis
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. h . .
Demostracidn: puesto que A = A" es una extensidn fielmente plana

(INa] 43.8) es suficiente verificar ii) de 3.4. Las fibras de la
henseliéacian son siempre geometricamente regulares ([ Gro-2] 18.6.9);
en particular son regulares y, por lo tanto, Cohen-Macaulay. Luego
se verifica siempre 1).

Por otro lado y como A verifica la segunda condicidn de
cadenas se tiene que Ah también la verifica ([ Sey] Th. 1.3). En par-
ticular verifica la primera y Vg € Spec(Ah) h(q) + dim(Ah/q) =
dim(Ah), luego también se cumple 2).

Por Gltimo M ?Ah/mAh(M ?Ah) = M/mM %Ah # 0 por ser Ah
fielmente plano sobre A. Como mAh es el ideal maximal de Ah tenemos

h

que, en efecto, M ? A" es Ah-gran modulo de Cohen-Macaulay equili-

brado.i

§2.~ CONTRAEJEMPLOS.

Vamos a ver ahora contraejemplos para la localizacidn, la
completacidn y la henselizacidn.
El primero que vamos a estudiar es el caso de la localiza-

cidn. Ogoma en [Og] 85, II ha dado el siguiente contraejemplo:

3.9 Proposicidn.- Existe un anillo local A y un A-gran médulo
de Cohen-Macaulay equilibrado M con un ideal primo P € supp A(M) tal
que Mp no es Ap-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado.

Demostracidn: sea (R,n) un dominio local de dimensidn 3 con una ca-

dena saturada de ideales primos de longitud 2: 0 € ¢ € n (por ejemplo



el dominio local no catenario que Nagata construye en [Na] Appendix
Ex., 2). Sean Pi:R - R/q = Ay Y pZ:AOIX,Y] = A, donde X e Y son in-

determinadas y pz(x) = p,(¥) = 0. Consideremos A = R KO AO[X,Y] el
producto fibrado de ambos morfismos. Por [Og] Th. 2.1 y Th. 3.1 A
es un anillo local Noetheriano con dos primos minimales q, ¥ 9,5, ta-
les que A/q2 = A, £ Ao[ X,Y] es un anillo Cohen-Macaulay de dimen-
sidn 3 y A/q1 =4, =R,

Sea M = K(ql) 8 A/qz. Es inmediato entonces que M es
A-gran modulo de Cohen-Macaulay equilibrado. Sea entonces P =
q * q,- A/P = Ao, dominio, luego P es un ideal primo de Spec(A)
que por [0Og] 5, II pertenece a supp A(M). Pero q, 1= SuppA(M) y
h(P/ql) + h(g)) =1+0 <h(P) = 2 por [0g] Th.3.1. Luego no se
verifica 2) de 3.4 y por lo tanto MP no es AP-gran mbédulo de Cohen-

Macaulay equilibrado.®

Para la completacidn tambin hay contraejemplos. El si-

guiente es de 0'Carroll y aparece en [0'Cal:

3.10 Proposicidn,- Existe un anillo A tal que YV A-gran médulo
de Cohen-~Macaulay equilibrado M, M ?K no es A-gran mddulo de Cohen-
Macaulay equilibtado.

Demostracidn: Ferrand y Raynaud construyen en [Fe-Ral un dominio lo-

cal de dimensidn 2, A, cuyo completado tiene primos inmersos en (0).
Este anillo contiene un cuerpo de manera que existe un A-gran mddulo
de Cohen-Macaulay equilibrado M. Por ser A dominio (0) € supp A(M),
mientras que .la fibra formal de (0) no es Cohen-~Macaulay. Luego no
se verifica 1) de 3.4 y M ? 2 no puede ser K-gran mdédulo de Cohen-

Macaulay equilibrado.®
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Para la henselizacidn damos el siguiente contraejemplo:

3.11 Proposicidn.- Existe un anillo catenario A:tal que V M
A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado M'§ Ah no es Ah-gran
mdédulo de Cohen-Macaulay equilibrado.

Demostracidn: en [Na] Appendix, Ex, 2 Nagata construye un dominio

local R que contiene un cuerpo y que verifica la primera condicidn
de cadenas pero no la segunda. Por [Sey] 1.3 Rh no verifica la se-
gunda condicidn de cadenéé, de manera que por [Sey] 1.9 tampoco ve-
rifica la primera (em particular R # Rh). Ahora, y por [Ra-2] Ex. 143
rD no puede ser taut-level, es decir, J q € Spec(Rh) tal que
h(q) + dim(R%/g) <n = dim(R") = dim(R). Sea p = ¢¢ y A = R/p.
Puesto que R es catenario (por ser dominio y verificar la
primera condicidn de cadenas) A es catenario. Por otro lado h(q) +
dim(R"/q) = h(p) + h(g/pR) + dim(®R™/g) <n = h(p) + din(R/p), pues
la extensidn R *'Rh es plana. Asi pues h(q/pRh) + dim(Rh/q)'<
dim(R/p) = dim((R/p)™). Pero (R/p)® = RP/pR® ([Na] §43) de manera
que A es un dominio local tal que Eiq € Spec(Ah) con qc = 0) vy
dim(Ah/q)'+gh(Q) <:dim(Ah). Luego si M es un A-gran mddulo de Cohen—
Macaulay equilibrado cualquiera por 2) de 3.4 M ?Ah no seri nun-

ca Ah-gran médulo de Cohen-Macaulay equilibrado.®

Observacidn.- Supongamos que para un anillo local A existe un

A-mddulo M finitogenerado. Puesto que M es finitogenerado y debe con-
servar el caridcter Cohen-Macaulay al completar se tendrid que si I =
AnA(M) :

1) A/I es equidimensional (2.1 (i))

2) A/1I es catenario (2.12)

" 3) A/I tiene las fibras formales Cohen-Macaulay (34 1))«



En particular, y si A es un dominio para el que existe un
A-mddulo M maximal de Cohen-Macaulay (es decir, finitogenerado,
Cohen-Macaulay y dimA(M) = dim(A)) el anillo A deberd satisfacer
las condiciones anteriores.

Por ejemplo, al anillo que Ferrand y Raynaud construyen
en [ Fe-=Ra] verifica 1) y 2) (pues es un dominio local de dimensidn 2
pero no 3), de manera que para este anillo no existen mddulos maxi-
males de Cohen—Macaulay.”Lo anterior explica, en parte, el porqué
no se conocen contraejemplos a la conjetura de pequefios mddulos de

Cohen-Macaulay que sean anillos excelentes ([ Gi] pag. 18).

Como acabamos de ver en cada una de las distintas extensio-~
nes planas de un anillo que hemos estudiado influyen factores diferen-
tes para que la condicidn gran mdédulo de Cohen-Macaulay equilibrado
se conserve por tal extensidn de escalares. En la completacidn es
que las fibras formales sean Cohen-Macaulay, y condiciones de cadena
para la localizacidn y la henselizacidn. No obstante la localizacidn

se relaciona con las demds madiante el siguiente resultado:

3.12 Proposicidn.-~ Sea A B un morfismo fielmente plano de
anillos locales (A,m) y (B,n). Sea M un A-gran mddulo de Cohen-
Macaulay equilibrado tal que M ? B es B-gran mdédulo de Cohen~Macaulay

equilibrado. Entonces si M ? B localiza tambi&n localiza M..

Demostracidn: sea p € SuppA(M). Puesto que A—>B es fielmente plano
por 3.3 podemos encontrar ¢ € suppB(M ? B) tal que qc = pyh(q) =
h(p). Por hipdtesis (M ? B) q es B _-gran mdédulo de Cohen-Macaulay equi-

q
librado, es decir, Mp ? Bq es Bq-gran mddulo de Cohen-Macaulay equi~
q

librado, con Ap - Bq morfismo fielmente plano. Puesto que ambos
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anillos son de la misma dimensidn todo sistema de pardmetros de Ap
nos proporciona un sistema de parametros de Bq’ y es inmediato en-

tonces que también Mp es Ap—gran médulo de Cohen-Macaulay equilibrado.®

Asi pues, y teniendo en cuenta que todo anillo completo es

catenario, por 3.6 todo contraejemplo al problema de la localizacidn

es un contraejemplo al problema de la completacidn. En particular el

de Ogoma estudiado en 3.9. Afinando algo mds en este sentido se tiene:

3.13 Corolario.- Sea A un anillo para el que existe un A-gran
mddulo de Cohen-Macaulay que no localiza. Entonces:

1) & bien A no es equidimensional & bien las fibras forma-
les no son todas Cohen-Macaulay.

2) 6 bien Ah no es catenario & bien Ah no es equidimensional.

s - - L > A
Demostracidon: sea M este A-mOdulo, Puesto que M no localiza si A

es equidimensional la tnica obstruccidn a que M ?K sea K-gran mddulo

de Cohen-Macaulay equilibrado es que no se verifique la condicidn 1)

de 3.4, es decir, que las fibras’formales no sean todas Cohen-Macaulay.
Por otro lado en el paso al heriselizado las fibras son siem-

pre Cohen~Macaulay, luego la {inica obstruccidn a que M %Ah no sea

Ah-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado es que no se verifi-

que 1a‘condiciﬁn 2) de 3.4. Luego si Ah es equidimensional y catena-~

rio M ?Ah no localiza, contradic_:c6n con el hecho de que Ah sea ca~-

tenario (3.6) .8

Hemos comentado ya el hecho de que la condicidn gran mddulo
de Cohen-Macaulay equilibrado se conserve por la extensidn de escala-

res al completado estd relacionado con el de si las fibras formales
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son & no Cohen-Macaulay. Tambi&n la siguiente condicidn de cade-~

nas estia involucrada:

3.14 Proposicidn.- Sea A un anillo tal que la extesidn de esca-
lares al completado conserva el cardcter gran mddulo de Cohen-Macaulay
equilibrado. Sea 1= N p . Entonces A/I es equidimensio-

pE Spec(ﬁ)
dim(A/p)=dim(A)

nal y satisface la segunda condicidn de cadenas. En particular es ca-
tenario,

Demostracidn: A/I es equidimensional por definicidn de I. Sea enton-

ces p € Spec(A) tal que dim(A/p) = dim(A) y M un A-gran mddulo de
Cohen-Macaulay equilibrado. El1 A-mddulo N =M & EA(A/p) es también
A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado (pues si x forma parte de
un sistema de pardmetros de A entonces x €& py EA(A/p) E-EA(A/p) es
un isomorfismo). Pero aliora p € suppA(N) de manera que podemoé asegu-
rar que ﬁ‘p € Spec(A) con dim(A/p) = dim(A) existe un A-gran mddulo
de Cohen-Macaulay M con p € supp A(M) . Como M ? A es X—gran mbédulo de
Cohen-Macaulay equilibrado se tendrd por 3.4 (ii) que ‘V‘q € Spec(ﬁ)
con qc = p y q minimal sobre pﬁ se verifica dim(ﬁ/q) = dim(R). Pero
Min((A/I)®) = Min(A/IR) = { ¢ € Min(A/pR) con p € Min(A/I) } , de
manera que (A/I)” es equidimensional. En definitiva A/I es lo que se

denomina formalmente equidimensional, que por [Sey] 1.5 implica que

A/I satisface la segunda condicidn de cadenas.®

Si A es un dominio entonces I = (0) de manera que si los
A-grandes mddulos de Cohen-Macaulay conservan tal propiedad por exten-
8idn de escalares al completado el anillo A deberi ser catenario. Lue-

go cualquier dominio no catenario es un contraejemplo al problema de

-63-



la completacidn.

En particular los dominios locales no catenarios que Na-

gata construye en [Na] Appendix & bien el G-anillo que Greco constru-

ye en [Gre] Prop. 1.1; en efecto, ahi puede encontrarse un anillo A
para el que existe un ideal I C Rad(A) tal que:
- A es semilocal de dimensidn 3

- A es I-completo y separado

A/I es excelente

- A no es catenario
Como el propio Greco hace observar por [Ro] Th. 3 A es quasi-excelente
y, en particular, G-anillo. Por otro lado existe un ideal maximal m
tal que B = Am no es catenario, de manera que B es un G-anillo no ca-
tenario. Ademds, por construccidn, B contiene un cuerpo, luego existen
B-grandes mdédulos de Cohen-Macaulay equilibrados.

Este {iltimo contraejemplo centra su interds en el hecho de
qué al ser B un G-anillo las fibras formales son Cohen-Macaulay, lo
cual prueba que la condicidn 1) de 3.4 tiene también importancia en

el problema de la completacidn.
Ocurre entonces que:

3.15 Proposicidn.- Sea A un anillo localeI= N p .
p € Spec(A)
dim(A/p)=dim(A)

Si A/I es catenario entonces los grandes mddulos de Cohen~-Macaulay
equilibrados localizan.

Demostracidn: en efecto, basta demostrar por 3.4 que si M es un A-gran

modulo de Cohen-~Macaulay equilibrado y p,q son dos ideales primos de

supp, (M) con ¢ C p entonces h(p/q) + h(q) = h(p).
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Puesto que MinA(M) CZMinA(A/I) tanto p como ¢ contienen a I.
Luego si demotamos por — la accitn de pasar al cociente mdédulo I se
tendrd: h(p/q) = h(p/q), h(p) + dim(A/p) = dim(A) y h(g) + dim(A/q) =
dim(A). Luego las cadenas de ideales primos que dan las alturas de

P ¥y q respectivamente deben partir de ideales primos de coaltura maxi-

ma, y por lo tanto h(p) = h(ﬁ) y h(q) h(a). Como A/I es catenario

se tiene finalmente que h(p/q) + h(q) = h(p/q) + h(g) = h(p) = h(p),

tal como desedbamos.probar.®

El resultado anterior nos indica que la aplicacidn de 3.12
al caso A > A no vaa producir ninguna mejora a la solucidn del
problema de la localizacidn de los grandes mddulos de Cohen-Macaulay

equilibrados. No obstante la familia de anillos para los que esta

cuestidn tiene solucibn positiva es mds amplia que la de los catena-

rios. En efecto, en [Na] Appendix, Ex. 2 Nagata construye V' m >0

un dominio local no catenario . Por [Ra-2] B 2.4 Yp #m Rp es
regular. Luego si M es R-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado
ym# p€ suppR(M) se tendrd que Vg Cp dim(Rp) = h(qu) + dim(Rp/qu),
es decir, se verifica la condicidn 2) de 3.4 suficiente para asegurar

Mp es Rp-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado.
3.~ OTRAS CUESTIONES.
Naturalmente, y si A es un anillo local y M un A-gran mddulo

de Cohen-Macaulay equilibrado, condiciones muy particulares sobre M

pueden hacer que &éste localize independientemente dé lo que pueda -



ocurrir con el resto de los grandes mddulos de Cohen-Macaulay equili-

brados. Por ejemplo se tiene:

3.16 Proposicidn.- Sea M un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equi~-
librado tal que SuppA(M) = suppA(M). Entonces VfP € suppA(M) MP es
Ap-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado.,

Demostracidn: sea I = AnA(M). Por 2.9 se tiene que suppA(M) = SuppA(M) =

V(I) = Spec(A/I). Pero entonces A/I es catenario (2.12) de manera que

se cumple 2) de 3.4 y, por lo tanto, M localiza.®

Tal como Rush observa en [ Ru-1] Remark 3.6 si M es un - .-7
A-gran médulo de Cohen-Macaulay.equilibrado y P € suppA(M)'entonces
MP es Ap—gran mbédulo de Cohen-Macaulay. En efecto, si r = h(P) por 2.2
existen elementos Xis sees X de P tales que forman parte de un siste-
ma de parametros de A. Son por lo tanto M-sucesidn, y como PMP # MP
tambi®fn seran Mp—sucesién. Pero X)s ¢es5 X sOD evidentemente un sis-
tema de parametros de AP’ de manera que, en efecto, MP es Ap-gran mé-
dulo de Cohen-Macaulay equilibrado.

Teniendo en cuenta esto resulta entonces que:

3.17 Proposicidn.- Sea M un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equili-
brado tal que b*P € suppA(M) las MP-sucesiones en AP conmutan. Enton-
ces VPE suppA(M) MP es Ap—gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado.

Demostracidn: basta aplicar 2.16 a la observacidn anterior.®

En relacidn con estas cuestiones podemos dar ahora el con=

traejemplo al que aludiamos en el Capitulo 2, §3:

3.18 Proposicidn:- Existe un anillo local A y un A-gran mddulo
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de Cohen-Macaulay equilibrado M para el que las M-sucesiocnes no
conmutan.

Demostracidn: sean A y M respectivamente el anillo y el A-gran mddulo

de Cohen-Macaulay equilibrado construidos por Ogoma y que ya hemos

descrito en 3,9; sean 54, los primos minimales de A, con
= @® =

M A/q2 K(ql). Sea,xl a, N 9, v % € q, tal que %, €p Vﬁ)

con qz Cpy dim(A/p) = 2 (este elemento existe ya que dim(A/(ql + q2))

1). Entonces X, X; TO €s M-sucesifn y en cambio X5 X, si lo es,

1
ya que A/q2 es Cohen-Macaulay y §i, §é es sistema de paridmetros de

A/qz‘-

Si A es un anillo local y M un A-gran mddulc de Cohen-Macaulay
equilibrado el hecho de que M localiza estd relacionado con el de que
, én cierta manera, los sistemas de pari3metros de AP, pPE suppA(M),

provengan de sistemas de pardmetros de A. Mis en concreto se tieme:

3.19 Proposicidn.- Para un anillo A y un A-gran mdodulo de Cohen-
Macaulay equilibrado M son equivaientes:

(1) P€5suppA(M) y MP es AP~gran mdédulo de Cohen-Macaulay equilibrado.
(ii) Sea a1s eeey 3 € P una M-sucesidn tal que alll, ey arll forma
parte de un sistema de pardmetros de AP' Sea N = M/(al, cees ar)M y
B‘= A/(al, cess ar). Entonces para todo sistema de parimetros de Bﬁ

L SURTERTEPE SR existe b € B r}xr+13? tal que b/1, X _y9s +res X €S8
sistema de paradmetros de By y b es N-sucesidn.

Demostracidn:

(i) = (ii) buscamos un elemento b tal que (1) bE I = xr+le ngs,
) b&q Vq€ass My 3)beq Vg € Ming (Bp/ (xpygs «oes %)

Por 2.1 (iv) la condicidn (2) atafie unicamente a un conjunto finito
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de ideales primos; lo mismo ocurre con la condicidn (3) de manera que
si Gqs s+ qy SOM todos estos ideales primos hemos de probar que
I¢ a Uu... VU q,+ Por el lema de evitacidn de primos esto se redu~
cird a probar que I € q, V¥i. Y asf es: puesto que (X_yqs <oes X)) C
(1, X yos coes xs) Y X _ g cees X, €S un sistema de parimetros de
Bﬁ es claro que I € ¢ \fq primo minimal de (xr+2, e xs) (condi-
cidn (3)). |

Veamos ahora la condicidn (2). Podemos suponer que X .1 €B

(basta multiplicar por un inversible). Entonces,. por definicidn,

I= U_ ({(x
tEP?P

Distinguiremos ahora dos casos:

r+1):t)B. Sea q € AssB(N). Por 2.1 dim(B/q) = dim(B).

(A) ¢ C P. si x & q entonces I € g evidentemente,

r+l
Si X vl € ¢ entonces ¢ serd un ideal primo mini-
mal C = B/(xr+1). Luego el anillo Ca sera artiniano. Sea entonces

v € q tal que v P. Por ser Ga artiniano el elmento v/l tiene una
potencia que se anula: (\_r/l)k = 0, k > 0. Luego AnC(;k) € q y por lo

tanto ((x :vk)B € q. Pero v & P luego vk tampoco y ((xr+1):vk)B CI.

r+1)
En definitiva hemos probado que I € q.

o > € _
(B) ¢ C P. Entonces q ASSBP(NPZ'Y dado que MP es AP gran

médulo de Cohen-Macaulay equilibrado por 2.1 (v) resulta que

Xl & 'ZBP(N?>’ luego x ., EgelLq.

- (ii) = (i) Ya hemos visto en 2.3 que PMP # MP‘ Sea pues 315 ++s, @ uN
sistema de parametros de AP' Multiplicando por inversibles podemos su-
poner que a. € A Vi. Sea r el miximo Indice tal que a,, ..., a_ es
M-sucesidn y tomemos k = s - r. Demostraremos que a1y eees 3 €8

MP-sucesiﬁn por induccidn sobre k.
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Si k = 0 entonces s = r y es inmediato.

Hagamos hipdtesis de induccidn y supongamos k > 0; entonces
ajs ++e5 a_ son M-sucesidn de manera que si N = M/(al, cees ar)M y
B = A/(al, cees ar) existe (por hipdtesis) b € B que es N-sucesidn y
tal que si kfj xj = 53 entonces b/1, X199 eves X €8 sistema de pa-
rametros de By con b € xr+lBP N B. Sea a € A un representante de b.
Entonces 31s weey 3, all, ..., ag es sistema de pardmetros de AP

con "a;, «e., @, a M-sucesidn. Por hipdtesis de induccidn

1’
al, esey ar, a/l, ar+2, seey as es MP—sucesisn. Veamos ahora que
Bys sees @ tambidn lo es.

En efecto, es claro que bastari probar que X412 *o xS

es NP -sucesidn, y para ello contamos con que b/1, X s cees X

lo es. Se tiene que b/l = x es

a, a € Bp; luego tambidn x
h
- > = E
Nﬁ suce;lon. Sea ahora h>r + 1y (1) Z x.n, 0 con n, ‘N?.

i=r+l

T+l r+l1

h
Multiplicando la expresidn (1) por ® tendremos que 2 x.ani = Q,
i=r+1

luego on, € (b/1l, ..., xh-I)N?' Entonces el elemento Otxr+1nh per-

h
tenece a ((b/l)xr+1, X 4gs eoes xh-l)N? de manera que.existe n € Nﬁ

tal que (b/l)(nh - xr+1n) € (xr+2, vess xh-l)NP' Pero por ser

b/l, cee, X Ny -sucesidn se tiene que b/1 € ZBF(NP/(xr+2, cees xh;l)Np).
Luego ‘nh - X 0 € (xr+2, cees xh—l)NP y finalmente que

nh'E (xr+1, cees xh-l)NP tal como era preciso demostrar®

Hasta ahora hemos estudiado como afecta la extensidn de es-
calares a los grandes mddulos de Cohen-Macaulay equilibrados. Final-
mente vamos a ver que ocurre con la restriccidn de escalares. El pro-

blema ' podemos plantearlo en los siguientes t&rminos:
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sea A'g'B un morfismo de anillos locales. Sea M un B-gran
mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado. ;Cudndo es M A-gran mddulo de
Cohen~Macaulay equilibrado?.

Es claro que una condicidn suficiente para que asi sea es
que todo sistema de parametros de A pase a ser un sistema de parime-

tros de B por f. Pues bien: en tal sentido se tiene:

3.20 Proposicidn.— Sea A'g B un morfismo de anillos locales
(A,m) y (B,n). Entonces todo sistema de parametros de A pasa a ser
un sistema de pardmetros de B mediante f si y solo si dim(A) = dim(B)
y n es el Ginico ideal primo de B que contrae a m.

Demostracidn:

= ) Es claro que dim(A) = dim(B). Por otro lado si pc =my
a5 «ee5 & @5 un sistema de parametros de A entonces el ideal
(f(al),'..., f(an)) est3d contenido en p, luego p = n.

=) Sea a seey @ un sistema de par3metros de A. Puesto que el

1’
ideal (al, ceey an) es m-primario y n es el {inico ideal primo de B
que contrae a m el ideal (f(al), o f(an)) es n-primario. Como

dim(A) = dim(B) tendremos entonces que f(al), ceey f(an) es sistema

de parametros de B.®

Observacion.- Es inmediato que esta condicidn se verifica si f es

una extensidn entera y si f es un morfismo fielmente plano con

dim(A) = dim(B).
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CAPITULO 4



4,- DIMENSION INYECTIVA DE LOS GRANDES MODULOS
DE COHEN-MACAULAY,

En este cuarto y dLtimo capiltulo estudiamos La
dimensibn inyectiva de Los grandes mbédulos de Cohen-Macaulay.
Cabe destacar que el hecho de que estos médulos no sean
findito-genernados produce ciertas anomalias en La caracte-
nizacidn de tal dimensibn Lnyectiva (ven 4.6); también que
84 para un andillo Local A existe un A-gran médulo de
Cohen-Macaulay de dimensibn inyectiva finita A debe sen
Cohen-Macaulay (4.4).

Ya panticularizando a Los grandes médulos de
Cahan-Mdcautay equilibrados caractenizamos a Los qua‘tienen
dimensdidn inyectiva fLinita como aquellos para Los que el
complejo de Cousin dimensional es una nesolucibn inyectiva
def mbédulo (4.9), porn Lo que podriamos decin que estos
constituyen una generalizacibn de Los mbédulos Gorenstedn
ginitogenenados. No obstante no se pueden generalizanr
todas @aé propiedades de estos Getimos (4.10), aunque
Ak 4de pueden aproximan en cilenta manena (4.11) y obtenexn
- ecomo consecuencia que 84 M es un A-gran mb6dulo de Cohen-
Macaulay equilibrado de dimensidn Lnyectiua §inita entonces

AuppA(M) = Supp, (M) (4;13).'
| Pon GLtimo establecemos un paralelismo entre al-

gunas propiedades de Los mfdulos fielmente planos y Los



resultados anterniores a partin de que sobre anillos Gonrens-
Lein coincides Los grandes médulos de Cohen-Macaulay equi-
Librados de dimensidn inyectiva gindita y Los mbédulos fiel-

mente planos.

§1.- CARACTERIZACION DE LA DIMENSION INYECTIVA DE UN GRAN MODULO

DE COHEN-MACAULAY.

Como ya ha sido comentado en el capitulo 2° los grandes
médulos de Cohen-Macaulay fueron en parte introducidos por su rela-
cidn con la platitud. Los trabajos de Griffith [ Gri~-1], [Gri-2] y
Rush [Ru-1], [Ru-2] ya contienen resultados en este sentido, pero son
Bartjin y Strooker quienes en [Ba-St] profundizan mds en esta cues-
tidn aclafando, al mismo tiempo, diversas confusiones de los anterio-
res trabajos. Los resultados de Bartjin y Strooker podrian resumirse

de la siguiente manera:

4.1 Proposicidn.- Sea A un anillo conmutativo, local y Noetheriano.

Entonces:

(i) Si existe un Argfan mdédulo de Cohen-Macaulay de dimensidn piana
finita el anillo A debe ser Cohen-Macaulay (y el A-mBdulo no
necesariamente plano).

(ii) Si existe un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado de
dimensidn plana finita entonces A es Cohen-Macaulay y el A-mddulo
es plano.

(iii) Si A es Cohen-Macaulay y M es un A-mddulo entonces M es fielmente

plano si y solo si M es gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado.
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Demostracidn: ver 4.3, 4.4 y 3.10 de [Ba-St].®

Nuestro propdsito va a ser ahora hacer un estudio similar
a partir de la dimensidn inyectiva, obteniendo resultados en parte
an3logos a los que se relacionan con la dimensidén plana,

Recordemos que si A es un anillo conmutativo, local y Noe-
theriano y M es un A-mddulo la dimensidn inyectiva de M viene dada
por la longitud de una resolucidn inyectiva minimal de M, de manera
que di, () = sup { i t.q. p € Spec(A) con up(p,M) # 0 } . Si (A,m,K)
es nuestro anillo definiremos dik(M) = gup { 1 t.q. #i(M,M) #01},
con dik(M) = -] gi ni(m,M) =0 \Vi (esto ocurre cuando m ¢ suppA(M)).
Es claro que dik(M) < di A(M). Hay igualdad si M es finitogenerado
(IGi] 2.22) pero no necesariamente si M no lo es, ni siquiera para
los grandes mddulos de Cohen-Macaulay equilibrados. El siguiente resul-

tado de Foxby nos ser3d Gtil:

4.2 Proposicidn.- Sea M un A-mddulo.
(a) si 1= dimA(M) es tal que ui(m;M) = () entonces uz(m,M) = Vi 1.
(b) Si 1 > G(A) es tal que i.té]\'(m,M) # 0 entonces tfi =1 #z(m,M) # 0.

Demostracidn: ver [ Fo-3] Th. 8.1.M

4.3 Corolafio.- Sea M un A-mddulo tal que dik(M) y GA(M) son fini-
tos. Entonces GA(M) < dik(M) < G(A).
Demostracidn: basta temer en cuenta que GA(M) = inf { i t.q ui(m,M) #0 }

y aplicar (b) de la proposicidn anterior.®

Particularizando a los grandes mddulos de Cohen-Macaulay se

tiene:



4.4 Proposicidn.- Si A no es Cohen-Macaulay vy M es un A-gran
mddulo de Cohen-Macaulay entonces dik(M) = diA(M) =00 y uZ(m,M) # 0
si y solo si i 2 dim(A).

Demostracidn: puesto que A no es Cohen-Macaulay se tiene que

G(A) < dim(A). Luego por 4.3 dik(M) =0 , Ahora por b) de 4.2 y la de-

finicién de dik(M) seé tiene el resto del enunciado.®

Asi pues si existe un gran mddulo de Cohen-Macaulay M con

dik(M) finita el anillo A debe ser Cohen-Macaulay. En tal caso, ademis,

se tiene:

4.5 Proposicidn.- Sea A Cohen-Macaulay y M un A-gran mddulo de
Cohen-Macaulay tal que dik(M) < o ., Entonces dik(M) = dim(A) y
uz(m,M) # 0 si y solo si i = dim(A). Si ademas diA(M) <% entonces

dik(M) = diA(M).

Demostracidn: puesto que GA(M) = dim(A) = G(A) por 4.3 es inmediato que
dik(M) = dim(A) y que ﬂi(m,M) # 0 gi y solo si i = dim(A). Por otro
lado si dik(M) # diA(M) se tendria que VLp € Spec(A) - {m} tal que
ui(p,M) #0 coni> dik(M) = dim(A) > dim(A/p) 2 G(Ap)' Localizando

por p y aplicando (b) de 4.2 se obtendrd inmediatamente que uz (pA

M) =
P P

p
' uZ(p,M)- £0 Vs 2 i, y por lo tanto que diA(M) = oo N

Nos queda ahora por estudiar el caso en que el anillo A es

Cohen-Macaulay y M es A-gran mddulo de Cohen-Macaulay de dimensidn

inyectiva infinita. Se pueden distinguir dos casos:

(1) di, (M) = (=di, (M)
(ii) dik(M) <o (# diA(M)).

Aplicando (b) de 4.2 al caso (i) y teniendo en cuenta que
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GA(M) = dim(A) se obtiene que uz(m;M)- # 0 siy solo si i = dim(4a).
El caso (ii) es andmalo por cuanto no puede darse en

mdédulos finitogenerados. En cambio se tiene:

4.6 Proposicidn.- Existe un anillo Cohen~Macaulay A y un A-gran

modulo de Cohen-Macaulay equilibrado M tal que di A(M) =00 y dik(M) < oo,

Demostrac;on: Sea K un cuerpo cualquiera y S = K[Xl, cees Xn] (X1’ o, Xn),

n = 2; seat=X§

y puesto que t & ZA(S) el anillo A = S/(t) es tambidn Gorenstein

« S es un anillo regular, luego Gorenstein (diS(S)<°° Y,

([Gi] 2.42) con dim(A) = n - 1 <1, Sea p = (Xl) € Spec(S). Entonces
;3 = (il) € Spec(A) es un primo minimal tal que A-,5 = Sp/(t) no es regu-
lar, pues ni siquiera es dominio. Por el Teorema de Serre existe un

A)TJ -mddulo N con diA__(N) =0  Sea M = A @ N, Entonces:

A es Cohen-Macaulay, pues es Gorenstein ([Gi] 2.30).

- diA(M) = 00 , pueg ® = diA_(N) = diA(N) < diA(M).

- dik(M)A= dik(A) <« pues dik(N) = -1 (p& suppA(N)).y A es Gorens-
tein.

- M es A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado, pues si
@15 eeey @ es un sistema de parametros de A entonces a, & ;?), luego
a; 3 ZA(N). Como tampoco a; € ZA(A) se tendria que a; & ZA(M). Por

N = N) que es Cohen-Macaulay, luego

otro lado M/alM = A/alA (pues a,

iy eeey a es M-sucesidn.

1
M es, pues, el contraejemplo que buscabamos.®



2.- GRANDES MODULOS DE COHEN-MACAULAY EQULIBRADOS DE

DIMENSION INYECTIVA FINITA.

Restringiéndonos a los grandes mddulos de Cohen-Macaulay

equilibrados se tiene:

4,7 Proposicidn.- Sea M un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equi-
librado con diA(M) <o , Entonces V p € suppA(M) se tiene que
#y(p,M) # 0 siy solo si i = h(p).

Demostracidn: por 4.4 A debe ser Cohen-Macaulay, luego catenario.

Por 3.6 V‘p € suppA(M) Mp es Ap-gran mdodulo de Cohen-Macaulay equi-
librado, vy di, (M ) < di, (M) <o , Por 4.5 aplicado a A se tendrad
Ap P A p

que ui(p,M) = ui (pAp,Mp) # 0 s8iy solosii-= dim(Ap) = h(p) ..
P

Mddulos finitogenerados cuyos nimeros de Bass verifican
las propiedades descritas en la Proposicidn anterior han sido estu-
diados por diversos autores (vease [ Fo-4], [ F-F-G-R], [Re], [Sh-7],

[Sh-8]). Son los llamados mddulos Gorenstein que inicialmente se

definen como aquellos cuyo complejo de Cousin dimensional es una
resolucidn inyectiva minimal del mddulo. Son, ademds, mddulos Cohen-
Macaulay de grado maximo y dimensidn inyectiva finita, y su existen-
cia implica que el anillo base es Cohen-Macaulay. La pregunta natural
es entonces si los grandes mddulos de Cohen-Macaulay equilibrados de
dimensidn inyectiva finita son generalizacidn de los mddulos Gorens-
tein finitogenerados y se pueden caracterizar de la misma manera.

Como vamos a ver la respuesta es afirmativa:

4,8 Lema,~ Sea A un anillo catenario y equidimensional, Sea M un
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A-gran m6dulo de Cohen-Macaulay equilibrado. Entonces V p € Supp A(M)
C(D(Mp), Mp) = (C(bM), M)p, y si h(p) = r entonces (M)o)r # 0 si y so-
lo si p € suppA(M).
Demostracidn: vamos a ver en primer lugar que para M coinciden la fil-
tracidn dimensional y la filtracidn altura. En efecto:
{ p€supp,( t.q. dim(A/p) S dim, (@) -1} =D (W y
{ p€ SuppA(M) t.q. hM(p) =i} = Hi(M)' Sean p, q € SuppA('M) tales
que ¢ es un primo minimal de SuppA(M) y hM(p) = h(p/q). Entonces
dim(A) 2 h(p) + dim(A/p) = hM(p) + dim(A/p) = h(p/q) + dim(A/p) =
dim(A/q) = dim(A) por ser A catenario y ¢ un ideal primo de codimen-
sidn mixima por 2.1 (i). Luego h(p) = hM(p) = h(p/q). Por lo tanto
hM(p) 2ieh(p/q) 2i*h(p) 21i*din(A/p) <h(p) + dim(A/p) - i =
dim(A) - i = dimA(M) - 1 por ser A equidimensional y catenario. Luego
Hi(M) = Di(M) 3V":i. = 0.

Por otro lado, y si p € SuppA(M), ‘tambidn se verifica que
A es equidimensional y catenario y que dimAp(Mp) = dim(A p)' Ademas
ideales primos de Min Ap(Mp) son ideales primos de codimensidn miaxima
de Ap’ de manera que por el mismo procedimiento obtehemos que coinci-
den D(Mp) y H(Mp) . Luego los complejos de Cousin respectivos son idén-

ticos y por [Sh-4] 3.5 se tendrd que C(D(Mp), Mp) = (C(D(M), M))p'

r
PAp
-h(p) = r y que por ser M A-gran mSdulo de Cohen-Macaulay equilibrado

Por iltimo se sabe que (Mp)r =y (Mp) ([ sh-5] Th.) si
C(D(M), M) es exacto. Luego tambien es exacto C(D(Mp), Mp)' Como M
es A p-gran mbédulo de Cohen-Macaulay equilibrado si y solo si

p € suppA(M) (2.3 y 3.6) por 2.5 (ii) se tendri que (Mp)r # 0siy

solo si p € suppA(M).l
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4.9 Proposicidn.- Sea A un anillo y M un A-mdédulo. Entonces son
equivalentes:

(i) M es A-gran mdédulo de Cohen-Macaulay equilibrado y diA(M) < oo,
(ii) c(D(M), M) es una resolucidn inyectiva minimal de M.

Demostracidn:

(i) = (ii) Por 4.5 A serid Cohen-Macaulay y diA(M) = dim(A) = n. Puesto
que por 2.5 (ii) C(D(M), M) es exacto de longitud n serd suficiente

comprobar que er >0 M es inyectivo.

Se tiene por definicidn que M* = @ (Coker dr—Z) , luego
h(p)=r P
pE SuppA(M)
unicamente hay que demostrar que (Coker dr~2)p = (Mf)p = (Mp)r es

Ap—médulo inyectivo ‘fp € SuppA(M) con h(p) = r. Pero (Mp)r = 0 si

4 ¢EsuppA(M), de manera que podemos desechar este caso. Puesto que si
pE suppA(M) Mp es Ap—gran médulo de Cohen-Macaulay equilibrado de di-
mensidn inyectiva finita es posible reducirse a probar que si M es
A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado de dimensidn inyectiva
finita entonces M es inyectivo. Pero esto es inmediato a partir de
[Sh-2] 3.2 y de que dimA(M) = n,

(ii) = (i) Por hipdtesis C(D(M), M) es exacto, luego por 2.5 (ii)

M es A~gran mdédulo de Cohen-Macaulay equilibrado. DiA(M)'<<» tri-

vialmente.®

Los mddulos Gorenstein finitogenerados verifican un Teorema
de estructura. En efecto, en [ F-F-Gr-R] Cor. 4.6 se demuestra que
si existe un A-m8dulo Gorenstein fini;ogenerado entonces existe uno
minimal, H, de manera que cualquier otro mddulo Gorenstein finitogene-

rado es de la forma Hs, 8 > 0. Cuando tal mddulo verifica ademis que
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pX(m,H) = 1, n = dim(A), se dice que H es un mbédulo dualizante, y se

puede demostrar que para un anillo Cohen-Macaulay existe mddulo duali-
zante si y solo si A es imagen homomdrfica de un anillo Gorenstein

((Re] Th. 3). Por el contrario se tieme:

4.10 Proposicidn.-~ Para todo anillo Cohen-Macaulay A con mddulo

dualizante H existe un A-gran mdédulo de Cohen-Macaulay equilibrado M

(D)

tal que diA(M)-<<” y M no es de la forma H para ningin cardinal I.

Demostracidn: sea pun primo minimal de Ay M = H @ EA(A/p). M no es

finitogenerado y es gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado (pues

H lo es y si x forma parte de un sistema de parametros de A entonces
4

EA(A/p) - EA(A/p) es un isomorfismo). También diA(M) <o , pero en

(1)

cambio M no es de la forma H pues si x € m - Z(A) entonces
M/xM = H/xH es finitogenerado mientras que H(I) /xH(I) = (H/xH)<I)

no es finitogenerado al no poder ser I finito.®

Todo anillo Cohen-Macaulay completo tiene un médulo duali-~
zante H. Aunque como acabamos de ver no se verifica el Teorema de es-
tructura para los grandes mddulos de Cohen-Macaulay equilibrados de

dimensidn inyectiva finita si se tiene la siguiente aproximacidn:

4,11 Proposicidn.- Sea A un anillo Cohen-Macaulay completo y M

un A-gran mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado con dik(M) <o

(1)

3 . . T .
Entonces existe un epimorfismo de la forma M —+H >0, I cierto

cardinal. ,

Demostracidn: la haremos por induccidn sobre n = dim(A).

n = 0. Entonces tanto M como H son mddulos inyectivos de la forma

EA(A/m)(J) (J finito para H). Es clara entonces la existencia de'w.



‘Hagamos hipdtesis de induccidn y supongamos n > 0. Elija-
mos un elemento x €m - { 2(A) U ZA(M) U ZA(H)} (que existe por ser
A Cohen-Macaulay). Entonces A/xA, H/xH y M/xM continuan verificando
todas las hipdtesis del enunciado pero con dim(A/xA) = n - 1. Luego
por hipdtesis de induccidn existe un epimorfismo (M/xM) (D L H/xH = 0
y, por ilo tanto, un epimorfismo M(I) Z, H/xH - 0, I cierto cardinal.
Consideremos la sucesidn exacta 0 - H 3 H - H/xH - 0 y apliquemos el

(1)

,¢)e+ Se tendra:

(D)

functor HomA(M

D a/xm) > Exti(M(I),H) i

0 - Hom (M(I) LH) X Hom M ,H) « Hom, (M
A A A
En [Ka] Th. 217 se demuestra que si Ry S son dos A-mddulos
finitogenerados tales que diA(R) < oo entonces Exti(S,R) = 0 Vi >
n - GA(S). La condiciSm finitogenerado en S se impone unicamente
para que el lema de Nakayama pueda ser utilizado en un punto de la
demostracidn, pero usando la versidn especial de este lema que Gri-

ffith da en [Gri~l] Lemma 2.5 es posible afirmar que el Teorema es

cierto en nuestro caso particular.

(1)

Se concluye entonces que Exti(M ,H) = 0 y existe un mor-
fismo T € HomA"CM(I) ,H) tal que «w(7) = 7., Teniendo en cuenta queT es
epimorfismo se obtiene que u(M(I)) + xH = H y por el lema de Nakayama

que T es epimorfismo.®

4,.12.Corolario.—- En las condiciones de la Proposicidn 4.11 se

tiene que Supp A(M) = Spec(4).

(I))

Demostracidn: Supp A(M) = Supp A(M Supp A(I-I) = Spec(A) ([Sh-7]

Th. 4.12).®

Ya hemos visto en el Capitulo 2 que para los grandes mddu-

los de Cohen-Macaulay equilibrados no es cierta en general la igualdad



entre suppA(M) y SuppA(M) (2.6) asi como las consecuencias que esta

igualdad comporta (2.11). Ahora se tiene:

4.13 Proposicidn.- Sea A un anillo Cohen-Macaulay y M un A-gran
mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado tal que dik(M) <o , Entonces
supp A(M) = Supp A(M) = Spec(A).

A A
Demostracidn: puesto que A es Cohen-Macaulay tambidén M ?A es A-gran

mddulo de Cohen-Macaulay equilibrado (3.7); por otro lado se deduce
de 3.1 que también diE(M ?K) <o | donde k = X/mz. Luego teniendo
en cuenta que suppA(M %X) = {q € Spec(K) t.q. qc € suppA(M)} (3.3)
podemos reducirnos al caso en que A es completo.

Sea ¢ € Spec(A) y r = h(q); h(qg) + dim(A/q) = dim(A) por
ser A Cohen-Macaulay. Sean Xys ooy X elementos de g que formen parte
de un sistema de pardmetros de A (es posible encontrarlos por 2.2).
Entonces M/(xl, ceey xr)M es A/(Xl’ cees xr)-gran médulo de Cohen-
Macaulay equilibrado y verifica las condiciones del enunciado. Ademas
pgr 2.4 suppA/(xl, e, xr)'(M/(xl, ceey xr)M =Wr),
de manera que como ¢ es minimal en A/ (xl, veos xr) podemos reducirnos
tambi®n al caso en que ¢ es un primo minimal de A. Pero entonces
q € suppA(M) si y solo si ¢ € AssA(M) Cc SuppA(M), y esto es cierto

por el Corolario anterior.m
§3.- EL CASO A GORENSTEIN,

Supongamos ahora que A es Gorenstein. Entonces A es Cohen-

Macaulay de dimensidn inyectiva finita de manera que el propio A es

QO



el A-mddulo dualizante. Es inmediato observar entonces que en la
Proposicidn 4.11 puede ser tomadado como I a 1, luego se deduce que

A es sumando directo de M. Este hecho, no obstante, estda relacionado

con otro orden de ideas. En primer lugar se tiene:

4.14 Proposicidn.- Sea A un anillo local Gorenstein. Para un
A-mddulo M son equivalentes:

(i) M es fielmente plano.

(ii) M es gran mdédulo de Colien-Macaulay equilibrado y di A(M) <o ,

Demostracidn: Foxby prueba en [Fo-5] Th. 8.30 que si A es Gorenstein

y N es un A-mddulo entonces diA(N) <o gi y solo si fdA(N) <o
Luego:

(1) = (ii) di A(M) <e | y por ser A Cohen-Macaulay M es A-gran mddulo
de Cohen-Macaulay equilibrado.

(ii) = (1) fdA(M) <o | luego por 4.1 (ii) M es fielmente plano.®
Por otra parte se tiene:

4.15 Proposicidn.- Si A es completo y M es un A-mddulo fielmente
plano entonces A es sumando directo de M.

Demostracidn: por [Ba-St] 3.6 M contiene un submddulo basico, es decir,

existe 0 # L CM, con L libre, denso en M para la topologia m-adica
y puro. Si N es un A-mddulo separado y completo es inmedia'to,,que

‘ HomA(L,N) = HomA(M,N) y que si f € HomA(L,N) es epimorfismo también
1o es f, extensidn de f a M. Luego como L es libre existe un epimor-

fismo de M en A y por lo tanto A es sumando directo de M.®

4,16 Corolario.- Si A es completo y M es un A-mddulo fielmente

plano entonces Ass A(M) = Ass(A). En particular Supp A(M) = Spec(A).
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Demostracidn: por 4.5 AssA(M) D Ass(A). Para demostrar la contencidn

contraria supondremos en primer lugar que el ideal maximal m pertene-
ce a AssA(M). Entonces 3 mEM- {0} tal que AssA(m) = m . Luego
V x €m el morfismo M 3 M no es inyectivo. Puesto que M es fielmente
plano tampoco lo puede ser A 3 A, luego Z(A) = m. Por ser A Noetheriano
m € Ass(A).

Sea ahora ) un ideal primo de AssA(M). Entonces pAp €
Ass Ap(Mp) yMp es Ap—m6dulo fielmente plano. Por lo que acabamos de
ver pAp € Ass(Ap) y por lo tanto pEAss(A).B
4.17 Corolario.- Si A es completo y M es un A~-mddulo fielmente
plano tal que dimA/m(M/mM) = r <o entonces M =L © N, siendo

L = aAf yN= N m'M. En particular M es libre si y solo si M es
n>0

separadp para la topologia m-adica. . -

Demostracifn: sea L T M un sumando directo libre de M tal que M/L no

tenga ningin sumando directo libre. Tal submddulo L existe por ser

r <oy existir al menos un sgmando directo libre de M (4.15). Sea
M =L ® N, Es claro que también dimA/m(L/mL) <o , luego L = As,

s <o , Por otro lado N 2 M/L no tiene ningin sumando directo libre,
luego aunque es plano no es fielmente plano y mN = N. Asi pues
M=L+mMyL es denso en M para la topologia m-adica. Ahora, y por

A

ser A completo, tendremos: L CM/( N mn'M)C M=1L=1L, luego

n>0
L® N mM=M, Por Gltimo es calro que L/mL = M/mM y, por lo tan-
n>0
to, L = AT.®
Observacidn.- La condicién dim, /m(M/mM)<°°1 para un A-mddulo ya fué

considerada por Vasconcelos en [Va] y por Cox y Rush en [Co-Ru], don-
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de pueden encontrarse resultados sobre la finitogeneracidn de

A~-mddulos planos con esta condicidn.
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