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I N T R O D U C C I O 

"Cal declarar tot 9 0 que hi ha d'uni­

versal i necessari en les ciències es-

peculatives o racionáis". 

Ramon Llull. 

La primera noció de distancia abstracta fou introduïda per 1*oficial 

d'artillería belga J . de Tilly en 1892 ("Essai de geometrie analytique 

generale", [ 1 1 ] ) . M. Frechet, en 1 9 0 6 , establî el concepte d'espai mè-

tric (per resoldre el problema de topologitzaciô d"'--f "espai abstráete"), 

noció que ha esdevingut fonamental en la recerca de noves estructures 

sobre les quais basar el desenvolupament de l'Anàlisi funcional. Aixî, 

aprofitant les idees de continuitat i convergencia métriques, Hausdorff 

defineix, en 1 9 1 4 , els espais topologies i la no invariabilitat per ho-

meomorfismes del criteri sequencial de fonamentabilitat induéix a A. Weil 

en 1 9 3 7 , a definir els espais uniformes. Els espais quasiuniformes de 

Nachbin, els espais de proximitat d'Efremovic i les estructures topoge-

nes de Csaszar, completen aquest ventali estructuraliste de vertex me­

tric, que avui ha rebut especial cura en la celebrada i ingent tasca del 

grup matemàtic francés "Bourbaki". 

Paral.lelament a aquesta evolucio conceptual, deixebles de Fréchet 

com Appert, KyFan, Kurepa i Colmez seguiren estudis en 1'estricta lînia 

metrica i ordenada (aquesta tasca ha estât recopilada per Mamuzi^, [ 28] ) i 

En la mateixa vessant, Blumenthal estudia els metrics booleans, Gliven-

ko els reticles valorats i des de Riesz, Ribemboim, Everett,.etc., 

han estudiat els grups reticulats o de Riesz, i amb especial atencio, 

el concepte de "mètrica natural" que enllaça tècniques analitiques i 

algebraiques. 

Ara bé, en les primeres décades del segle, el neixement de la 

Mecánica Quàntica i la Teoria de la Probabilitat, posaren en evidencia que 

tota la bellesa i potencia d'aquesta metodologia matemàtica no recullia, ni 



- 7 -

modolitzava, el problema real d'incertosa quo tota mesura presenta. Va 

esser 1*eminent matematic de 1'Escola de Viena, Karl Monger, qui intro^ 

dui el concepte d'espai.metric estadístic ( [30 ]), al considerar els 

factors aleatoris implicables en tot intent determinista de mesurar una 

distancia, o mes general, qualsevol paramètre. Los idees de Menger han 

rebut en els darrers 35 anys, especial desenvolupament gracies a la la­

bor de A. Wald, B. Schweizcr, A. Sklar, A.N. Sorstnev,... etc., sota 

la mes encertada denominaciô d'espais metrics probabilîstics. 

En 1.967, E. Trillas introduoix la nocio d'espai metric generalit-

zat al considerar métriques abstractes valorados en semigrups ordenats, 

logrant enllaçjar amb aquest punt de vista algebraic-reticular, les es­

tructures métriques de Frochet, les probabilîstiques de Menger, les 

booleanes de Blumenthal,{. les algebraiques de Riesz. Les Tesis de E. 

Trillas ( [ 4 9 ] ) , N. Batle ([6]), A. Vila ( [55 ]) i J. Grane ( [ 2 2 ] ) han 

estât basades en aquest estudi unificador d'E. Trillas i diversos ar­

ticles de recerca ( [ 2 , 3, 4 , 5, 51, 52, 53]) han aportat nous rosul— 

tats. En aquest camî, la present Memoria es dedicada basicament a 1'e 

tudi de tres problèmes concrets: el del producto numerable, el de la 

convexif icacio seqliencial i el de compie tac io, d'espais metrics genera-

litzats, tot font aplicado ais espais metrics probabilîstics, on 

aqüestes tecniques generalitzades, han demostrat ser d'indubtable inte­

rés metodologie. En l'inici de cada capxtol, els precedents i objectius 

del mateix son exposats sistematicament. 
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C A P I T O L O 

Conceptas preliminars. 

En aquest breu capítol introduim les definicions basiques que 
s'utilitzaran al llarg deis capítols següents. 

DEFINICIO 0.1. Un semigrup ordenat (s.o.) és una quaterna ^=(S, + , 4»e) 
ón: 

a) S és un conjunt no buit; 
b) (S^ + ,e) és un semigrup commutatiu amt> neutre e; 
c) (S, ̂ ,e) és un conjunt ordenat amb mínim e; 
d) + és isotona respecte ^ . 

DEFINIClO 0.2. Un espai metric generalitzat és una terna (íí , J ,m) tal 
que 

a) Q és un conjunt no buit; 
jf 

b) o =(S, + , 4.,B) es un semigrup ordenat; 
c) m :Í2 xQ ->• S verifica les tres següents propietats per tots • 

a,b,c eíí : 

c^) Separacio; m(a,b)=e a=b, 

c^) Simetría; m(a,b)=m(b,a), 

c^) Desigualtat triangular: m(a,b)^ m(a,c)+m(c,b). 

DBFINIClO 0.3: Un morfisme metric entre dos espais metrics generalitzats 
( í í , J,in) i (n',^',m'}r és una parella d'aplicacions • 
{f,g) tal que 

a) f : íí -> íí • ; 
b) g: S -V S' és morfisme algebraic i d'ordre tal que g(e)=e'; 
c) m' o fxf=gom. 
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Si f i g son bijectives,(f,g) es dit isometria; si son injectives 

(f,g) es una iimnersio mètrica. 

Anomenarem EMG la categoria d'espais metrics generalitzats. En ge­

neral seguirem els convenis de notacio donats en [49,5 ]. 

DEFINICiO 0.4. Una t-norma T en 1'interval [0,l] es una operacio tal 

que,- per tots a,b,c,de [0,l], 

a) T{a,T(b,c)) = T(T(a,b),c). 

b) T{a,b) = T(b,a). 

c) T(a,o)=o; T(a,1)=a. 

d ) a ^ b i c ^ d = > T ( a , c ) ^ T ( b , d ) . 

Notem que si ̂  es I'ordre dual de l'usuai en [0,l], ( [0, 11 ,T, ,1 ) 

es un semigrup ordenat amb element maxim 0 absorbent. Les t-normes 

mes comunes son 

i=a si b=1 . =b si a=l 

=0 si a,b^1 

Min(a,b)=Mínim {a,b }, Prod {a,b) =a.b, T {a, 
m w 

verif icant-se, per ordenado puntual Min :̂  Prod :̂  T > T . 
m w 

DEEINICIO 0.5. Una funcio triangular T en 

A ^ = {F I F : ÍR -> [0,1 ] , F(o)=o,F no-decreixent, F continua per l'esquerra}, 

el conjunt de funcions de distribucio, és una operacio tal que (A'^,T, ̂ , e^) 

és un semigrup ordenat amb neutre e ̂  donat per 

io si 0 | 

(_1 si X > 0 | 
e (x) = 
o 

funcio de salt unitat en x=o que és minim de (Zf,-^) en definir 

"F-^G <^F{K) ^ G ( X ) , per tot x e/J^". L'escriptura i ^ , ^ ) indicare l'ordre 

puntual normal. 
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I 

T = 7 ^ : 7T ̂ (F,Gl {x)=T{F(x) , G (x) ) , 

T =T^ : T ̂ (F,G) (x)=sup T(F(u) ,G{u)) , 
u+v=x 

T = * : (F*G) (x) = /°° F{x-v)dG(v) (convolucio) , 
-oo 

on T es una t-norma continua per 1'esquerra. Per ordenacio puntual 
s ' obt^: 

^ Min ^ ^Prod ^ T ' 
m w 

Min Prod T T ' 
m w 

DEFINICiO 0.6. Un espai metric probabilistic es un espai metric gene-

ralitzat (n ,{A^,T , , z^)''V^ )-

Remarquem que en aquest cas a tota parella de punts (p/q)ejí ^ Q,r 
s'assigna una distancia abstráete jr{p,q)E F que es una funeio de 

distribucio interpretada mitjan<?ant: 

"F^^(x) es la probabilitat que els puntsp,q distin menys de x". 

Si X = l'espai es diu de Menger i la desigualtat triangular funcio­
nal es equivalent a: 

T(F (x), F (y)K F (x+y) , per tot x,y e (R . 
pq qc 

Si T =* es diu espai de Wald. Per referencies basiques del tema usarem 
ras,393 . 

La topologia clàssica d'un espai metric probabilistic, amb X con­
tinua, que escriurem ( f2,lF,T ) , es la dita e , X -topologia que ve do-

Exemples de funcions triangulars son: 



- 11 -

nada per la base d'entorns: 

Np( e, A)= î e fi] Fp (̂e)> 

on p e Çi,C >o,A > o. Semànticament, els punts q de l'entorn N ^ ( £ , 1 ) 

son aquells que "amb probabilitat (1-X) equidistant de p menys de e". 

L'interés d'aquesta topologia es ser la mínima que fà uniformément 

continua la distancia probabilistica 7̂^ quan es considera en la to_ 

pologia de la convergencia débil de funcions de distribucio, equiva— 

lent a la topologia mètrica donada per la mètrica de Levy modificada 

per Sibley ( [ 4 7 ] ) . Clarament els espais metrics probabilîstics son 

generalitzaciô dels reals en existir l'immersio métrica (Id ,e) de 

( ÍÍ, IR ,d) en ( Çi, e,T^)f donada per e : (R -> A , on 

^r 

e (x)=e (x-r) i e =^-,r r o pq d(p,q) 
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C A P I T O L 

Topología sequencial i immersions 

"...one of the basic principles of analysis is to choose 

an abstract space and a notion of convergence' that 

is appropiate to the problem at hand a space 

in wich one can prove nice theorems". 

M. Reed- B. Simon. 

La topologia sequencial T^ ^ fou introduìda per Batle ([ 6] ) . En aquest 

capítol s'estudien diverses propietats de la mateixa que no havien estât 

clarificades anteriorment, aixx com la seva igualtat amb la topologia 

en el cas probabilistic. Aquesta topologia dona H o c en el segon apartat a 

estudiar algunes possibles immersions dels corresponents espais en un pro­

ducte del semigrup de valoraciô, immersions que en el cas real es reduei-

xen a la coneguda representacio de tot espai metric real separable en [R. . 

Aixi en tots els capitols següents es considerara els espais metrics gene­

ralitzats dotata-de la topologia T 
o—m 
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§ 1.1. 

Toplogia Т — - - - o - m 

Sigui ( Г2 , J ,m) un espai metric generalitzat. Es defineix la o-m 
convergenc ia; 

X — > X (x=o-m lim x )&6m(x , x ) — ^ е<=?(Э S ̂  e en S)[ m(x ,x)^ S » e|N]-n n ^ n n n n n n - X » - n ̂  oo n «> 

convergents de П segons m, i consideri^ la correspondencia 

Sia C( Í2) = { (x )E íí^: 3 x e f 2 , x=o-m lim x } , el conjunt de les successions 
" n ->• <» 

f : C(ü) > Sí 

(x ) ^ x=o-m Ixm x 
n n 

n -> «> 

O u O Si S és seqüencialment contínu en e (6 Фе, ЧГ+е (5 + T H e) el Ix-* n n ' n n 
mit d'una successio convergent és únic ja que si fos x ° > x a 1'enseras 

n -> со 
que X ° > y, resultarla m(x ,x) ——> e. i m(x ,y)———> e. i per la des-

n n ' n -
XI-*- со n -> oo n -í- oo 

igualtat triangular m(x,y)¿m(x,x )+m(x ,y) , m(x,y)—-—> e i per tant 
n -> СО 

x=y; així dones, en aquesta hipótesi, és una aplicado. En la resta 
d'aquest apartat es postula la continuitat seqüencial de S, el que inclou, 
en particular, la seva no discretitu±. 

L'aplicado У def ineix una convergencia seqüencial en Q al verificar­
se: 

a) Si (x ) es quasi-constant (x =x, h> n ) és (x )e С (fí) i f ((x ))= x. 
n n o n n 

b) Si (X )e c m , qualsevol parcial (x )ec(íí) i íf ( (x ))=У({х )) (aquí 
n n̂ ^ \ n ^ 

s'utilitza el fet de que si б +e qualsevol parcial 5 i e ) . 
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Sigui *:P(fi) > P(fí) 

A > A* =(x e Í2: 3 (a^)cA^a^ ^ ^ : = 2 ^ x } 
n -> CO 

aleshores (Í2,*) es un espai clausura en el sentit de íech. La topolo­

gia ^ és la familia deis punts fixes de *, es a dir, es consideren 

com tancats els A c Í2 tais que A=A*. L'aplicació * no és en general un 

operador clausura en el sentit de Kuratowski pero té associada la clau 

sura A = B. 
B=B*3A 

Definicio 1.1.1. S verifica la condicio diagonal d ̂  Everett [17, 18, 24] 

si donada una familia (x", ) , „ en S tal que 
k (k,n)eNxN ^ 

n o ^ . o -
X, > X I X ? X, 
k , n n 

K -> oo n 00 

existeix una successio monòtona d'indexs k^< "k.^ ...<k^ < - •/ 

per la qual x̂ ^ > x . 
n n 00 

Proposició 1.1.1. Si S verifica la condicio diagonal d ' Everett, * és una 

clausura de Kuratowski i A*=A. 

Demostrado. Si x € A* , existeix (x ) c A* tal que x > x , es a dir, 
ri -»- oo 

m(x ,x) <ir T T + e . Per cada n, x e A i existirá ( z " ) , ,̂ C A tal que 
n n ' n n J C K ^ r í ' 

(.z^,x ) < \j , i 6 ^ I e. Per la condicio diagonal d ^Everett la 
k n k VK k -

k-v oo 

familia {fi") s admet 6 " — - — > e { S Í J ^ o , ^ i a + e ) i per tant 

m 

m(zj^ , x ) "^míz" , x ^ ) + m ( x ^ , x ) ^ 6 "̂ n < '^n'^^n' °̂  n"*" ̂ n ̂  ^' "̂ ^ 
n n n 

n o—m . • , • » assegura > x, x €A i A =A*. 
* * * 

n n-> oo 

Mitjan^ant la convergencia en ordre de S és possible definir 1'operador 
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clausura de J?ech 

• : P(S) > P(S) 

B > B°={xeS :3(S ) c B, S ^—> x}'j 
n -> oo 

el guai genera la topologia S que té com a tancats els punts fi­
xes de 0 (B e % ^ < ^ B=B° ) . 

Proposicio 1 .1.2. Si S verifica la condicio diagonal d'Everett, Q és 
una clausura de Kuratowski. 

Demostracio. Si x e B^ , existeix x — - > x, amb x € . Per cada 
n n 

n -»- CO . . . n O . . , n 
n, existeix x , —> X amb {x") c B. Per la condicio d'Everett K . n JC Jc k -> oo 

resulta x^ — - — > x, x <; B i per tant B° =B° , 
n ih - V oo 

Obviament si ( Q, ,m) és un espai metric generalitzat, ,m+m) 

també ho és si (m+m) ( (x^ ) , (x2/y2) ) =in (x^ ,x^)+m (y,7^) ; en aquest con-
junt considerarem la T topologia. 

o-m+m ^ 

Definicio 1 .1.2. a) S verifica la condicio de refinament si a +5 — - — > a, n , n 
o . . o 5 ^ 4 6 , implica a^ > a. 

b) S és normal si S^t^ implica a+6^* a,Va c S. 

Per exemple tota part positiva de grup de Riesz (G^,^, ,o) verifica 
les dues propietats precedents ja que si a +6 ° > a i 6 % o, sera 

n n n 
a^+^^-a| ^ 6 ^ 4 0 , a^ — ^ a i sempre a^ a, b^ — ^ b impli-a -a n 

ca a +b — — — > a+b. n n 

Proposicio 1 .1.3. En ,ni) , m és continua entre {.^Q,T . ) i o-m+m 
(S,? ) si S és normal i admet condicio de refinament. o 

O - 1 * - 1 
Demostracio. Sigui B=B , B c S . Probarem (m (B) ) c ^ (B) . 
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Si (x,y) € (m \ B ) ) * , existeix (x ,y ) ° ^'^^ > (x,y) ambm(x ,y ) € B , 
n n n n 

O 
per tot n e 1чГ. Aleshores existeix 5 i e tal que: 

n , ^ 
m(x,y) ̂ m(x^,y^) +m(x^,x) + m(y^,y) m(x^,y^) + 6 ^ , 

m (x^'Yj^) <m(x,y) + m(x^,x) + m<y^,y) ̂  m(x,y) + ̂  

in(x,y)< m(x /у ) + б < m(x,y) + 5 + 6 , ^ n n n n n 

essent S normal i ( б +6 Й e sera 
n n ' 

m{x^,y^) + 6 ^ — ^ — ^ m(x,Y), 

i per la condicio de refinament 

m(x^,y^) — - > m(x,y). 

o -1 d'on m(x,y) € В = В i (x,y) €m ( B ) . 

Definicio 1.1.3. (Í2,í,m) i fií'/í',m') son equivalents si T =T ,. " —* o-m o—m' 

Siguin (n,í,m) , 5Í ,-J',m') due s estructures metriques generalitzades 
sobre el mateix Í2 . 

Proposicio 1.1.4. Si *f -2 * ^' creixent, seqüencialment continua 
i m' ̂ :Уот, es T С T ,. ' o—m o-m' 

*(m)^,*(m') . . ,*(m) ^ o-m ̂  En efecte, А С А ja que si x € A ^^ ^ 

(x^eA, V n e N ) i m(x^,x) ^ 5 ^ l e , d'on m' (x^,x) ̂ f̂ (m(x^,x) ) $ f i 
^ O—in' * fin' í com que Y( ^) -̂e- , será x^ > X ± x^A ^ ' . 

Corol.lari 1.1.1. En les hipótesis de la proposicio precedent, si m'=?om 
i la condicio f (a^)^ n' ̂  n * ^ (peí (a^) с S) implica 

a — - — > a, aleshores T =T , . n o-m o-m' 
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* (m* ) * (m) * (m' ) 
En efecte, per veure que A c A , si x6 A existeix 

(x ) c A tal que x > x i m" (x ,x)= ̂  (m(x ,x) ) <ô ' , ô ' * e' . 
n n n n n n 

Per hipótesi m(x , x ) — ^ e i x € A* 
n 

Exemples. 

Exemple 1 . fi =î?; Y^(a,b)=a+b, f^(a ^b) = \l a^+h^, ^v^^'^^^^^b soncrei-

xents, subaditives, seqîiencialment continues i nul .les sols en (o,o); 

al considerar-les de IR"*'X jj,"̂  en "sC. Si d: ^x^'^ -^K^xÎR"*", 

x,-x^ 
1 2 

les distancies habituais del pia 

e 

com que obviament ^<R ' fv ^^^^^ -̂ ^̂  hipótesis del Corol. lari 1.1.1̂  

e s T = T = T = T = T 
^ + V e o-d 

e 

Exemple 2. Sigui (iî, d) i ^ : [̂"̂  t̂Ĵ "*", ̂ (x)= — i d' = ̂  od= 
1+ X 1+d 

o 
"I*verifica les hipótesis del Corol.lari (cal notar que si '̂(a )< 6 + o, 

a a ^ 
o$ ^ — o, — ^ 1 -> -1 -1 , a - J - o) . 

1+ a 1+a 1+a " 
n . n n 

Per tant = "^d/l+d'i 

• ! 

Exemple 3 . Siguin d̂  , ^ 2 * ^ x Í2 ^ distancies reals i ^j^(x)=k.x( 

íR"̂  ; si existeixen X^k > o tais que o d^^ d^^ f ̂ o d^ , es 

''d̂ ^ ^d^ *'2 ̂  Tk ° ''l ^d^ ^ *̂ d2 ^ ^1 < \ ' ° ^2' \ ' = \ 

(per la Proposicio 1.1.4.). En el cas dels espais normats aquesta condi­

cio es també suficient. 

Exemple 4. La distancia de KyFan. Sigui (f2,tt.,p) un espai de probabilitat 

i X el conjunt de variables aleatòries en aquest espai. Per cada e> o, 

la metrica generalitzada 
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IN L'à^X ?e _ ^ OL 

{x,Y) — V I x t L 3 ) | > G}A{aj||Y(w) I > e} 

porta a considerar el metric (no séparât) (£2, A, = ,szi) ,m ) on T es 
^ " e o-m 

la discreta. Siguin .- ^ 

(X,Y)-»- (Pom^) (X,Y) (X,Y) inf{e> o|M^(x,Yj^e} 

resulta que d es la distancia de Ky Fan entre variables aleatories^que 
Kr 

metritza la convergencia en probabilitat; 

P M *̂ KF 

x ^ ^ X 4 ^ ( ( V e > o) (x^___e^x))4=^x^ > x , 

es a dir la convergencia en probabilitat es la T, =T 
KF °~ KF 

Aquest criteri no te validesa en la convergencia quasi-segura de varia— 

bles aleatòries. 

La topologia ^ indueix la relacio de pseudo-proximitat: 

VA,В € PCfì) : А*Вф-> A * Л В ?¿ JZ5,, б. 

А*Вф=^((Зхе^г) (З(а^)сА) (g(b^)cB))[a^— 2 ^ x i b^ °>°')xl :̂  

Obviament la topologia associada a l'espai de proximitat (fí,*) es la 
T . La proximitat * es de Lodato si, per exemple, S verifica la con-o—Ш 
dicio d'Everett, cas en el qual ^s descrita per 1'operador clausu 
ra de Kuratowski *, com s'ha estudiat en proposicions precedents. 

Tractant-se de demostrar que T =T , , en el cas d'espais metrics 
o-m e , X ^ 

probabilîstics, nécessitera el sequent lema tecnic: 

Lema 1 . 1 . 1 . F F sí i nomes sí F ^ p . n ^ o n =-o 

Demostracio. Si F ° с , existeix una successio (G ) de д"*" tal que 
n o П G ^ ̂  Í G - ^ F , per tot n- És sabut C^l que aleshores G \z (puntual n o o n n п р о — 
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ment) , així per tot x > o és G (x)ie (x)=1 i G (x) F (x) , és a dir, 
n o n n 

F (x) e (x) d'on F e . Recíprocament, si F e , per la con-
n o n o ^ n o 

tinuitat de e ̂  en (o,+ °°) i la nul.litat de i e ^ en ( - , resul­

ta F -P e . En particular 

n o 

CO oo 

lim inf F = n = y A ^m=^o' 
n-1 m=n 

per tant. /\ F +e i A . F Í F , per to-t: n, es a dir, F e 
^ /\ m p o /\ m ^ n ^ . n o 

m=n m=n 
n -X» 

i el Lema és demostrat. 

Teorema 1.1.1. Si ( ,*}<) és un espai metric probabilistic amb X 

contìnua, aleshores la e, X topologia coincideix amb 

la T^ ^ topologia. 

Demostrado. La continuitat de T implica la metritzacio de la topologia 

e, X i així per el primer axioma de numerabilitat la dita topologia pot 

èsser descrita en termes seqüencials. Aleshores, usant el Lema 1.1.1., 

p P4=^F — 5 ^ £ •̂ ŝ F £ <Î=^P — ° ~ > P, per tant T^ , =T . 
•t'v=v p p ^ o ^ ^ p p o^^^^^n r-' £- g-_̂  0 - 3 5 

Aquest résultat mostra que la topologia ciLassica £ ,X és exactament 

la topologia seqüencial dels espais metrics probabilistic?en esser con-

siderats com a espais metrics generalitzats. 
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§ 1-2. 

Immersions isométriques. 

Tractant d'establir propietats d'immersiô en el producte del semi­

grup de valoraciô, introdu'im la seguent 

Def inicio 1.2.1. (Sì ,5 fill) es o-m separable sL Çl es separable respecte 

la T^_j^ topologia (3A c f2|#A=J\^ i A*-Çl). 

Lema 1.2.1. Sigui 3?. = (x^x^, . . . ,x", . . . ) e , per tot n € JsT , 
n 1 2 n 

^ = (x,,...,x ,...)€ S ^ i -rf . (&e ) — . &Í) , per tot iíN! , 
1 n a . n n - > - o o i 

\ >. N 
essent TT la i-essima projecciô de S en S. Aleshores 

VL^-^ en (S^, ;̂ ) . 

En efecte, si TT . (5? ) (30 per cada i e N , existirán, fixât un 
1 n n <» 1 

i qualsevol, (b^) € i (c^) € S^^ tais que 
" neW " n c M 

b^ 7 T . oe), c"; ? 7 T . tee.) 
n i n i 
n-̂ 00 n - X » 

prenant b =(b^) , ' resulta c ^ ^ ' S C ^ ^ al esser. 
ieN iiM 

TT . (c )=c^ < T T . (3? )<. b^ . (b ) , per tot i. Ademes b^ ^ ^ c \ VL , 
i n n ^ i n - ^ n i n "n-x» " í-x° 

d'on 3^^— 

Teorema 1.2.1. Si (SÍ,'S/in) es o-m separable i m es continua, existeix 

f S^injectiva i contìnua (entre i (s'̂ ,'í̂ )) 

Demostracio. Sia A c Í2 el subconjunt numerable A={a^ ,3^, • - . ,a^, } que 

es T dens en Í2 {A*= Q) . És defineix 
o-m 
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X — 9 - (m(x,a ) ) 
" new 

a) ̂  es injectiva. 

Si i['(x)= *f(y), m(x,a )=:m{y,a ), per tot n e ̂f • Si x £ A seria x=a 

per cert k e hJ" i per a aquest index e=m (a ,a )=in(y,a ) d'on y=a =x. 

Si X € ^-Ac A*, existeix (b^) c A* tal que b^ x i podem escriure 

(b ) = (a ) . De m(b ,x) ° e, tindrem m(b ,y) *^ e i b y i 
n 

per I'unicitat del limit x=y. 

b) Y es continua. 

Sigui B=B°c S A l e s h o r e s ^ ~ \ B ) * c ^ ~ \ B ) ja que si X€»f~\B)*, 
existeix (x ) c V ^ (B) amb x °-y^ x (f(x )çB, V n e A T ) . Per la continu'i-

n » n ' n 
tat de m, es m(x ,a.) -> m(x,a.), per tot i £ JVT i el Lema 1 . 2 . 1 . porta a 

n i n -Kn 1 

<f (x̂ > = (m(x^,a^)) ^ Cm(x,a^); = f (x) , d'on (x) e B ' ^ = B i x e ^ ~ \ B ) . 
" i«N n - X » ntrN 

Corol.lari 1 . 2 . 1 . Tot espai metric real separable admet una immerssiô en 

Corol.lari 1 . 2 . 2 . Tot espai metric probabilistic e A - separable admet 

+ N 
una injeccio continua en A 

Ara hê, el darrer Corol.lari 1 . 2 . 2 . pressuposa la topologia de l'ordre 

en A , cosa que com ja hem observât en § 1 . 1 no te interês probabilis­

tic. Per a obtenir un résultat coherent amb la convergencia debil de A^, 

considerem en A^la metrica de Paul Levy modificada per Sibleyfĵ jt]-̂  

VF,GeA'^,X(F,G)=inf{h| F(x- | ) - |<G(x+ |)+ | i G(x-|)- |-^F(x+ |) + | , 

q u a n - ( l + | ) < x < l . | } . 
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És sabut que (A^X) es complet, ^(F,G) ̂ 1 i .C(F,G) <L(F,G) (on L 6s 

la mètrica de Paul Levy) i F ^ F sí i nomas sí (F »F) •*• o» 
n n 

n n 

Sigui E^(r)=(Gc^ |.C(F,G)< r } . La metrica de Fréchet enA*^ = 

= {(f^)| f^e A"*", ncK} , induïda per Z , es: 

n=l 2 

ÍÍ -
Escriurem E ~ ^ (r)= { (g^)| £ ( (f^) , (g^) ) < r } . 

n 

Aplicant un résultat general d'espais metrics a aquest cas tindrem la: 

Proposicio 1 .2.1. Sigui N ((f)) = T|G., amb G. =E Ç: ) , i=l , . . . ,k| i 

G.=A'*',Vi> k. La col. leccio J/U N ^ ((f ) ) )e> o,kíír, (f ) 
1 k,e n n 

es una base per la topologia ^ topologia 

producto. 

Corol.lari 1.2.3. es la topologia de la convergencia per coordenades 

Corol.lari 1.2.4. , i, ) e s complet.. 

Sigui ( ̂ %X^) un espai metric probabilistic de Menger tal que T es 

continua. És sabut que la E A topologia es metritzable per esser unifor­

mi tzable baix aquesta hipótesi sobre T. 

Teorema 1.2.2. Si ( iì̂ x̂ ) es e ,X -separable, existeix una injecciô 
— T ^ 

continua en (A , ) . 

Demostracio. Sia A=[ a. ,a-, . .. ,a } numerable i e A -dens en iì . 
1 2 n 

Definim 

0 i Ü à 

- - í^aa> 
n 
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a) ¡6 es injectiva. Si fi (a) =ÍZÍ (b) , és F =F , per tot ncX^ • Si b € A, 
* " aa ba 

n n - -eX 
és b=a, , per cert k,i F =F = e , d'on a=a =b. Suposem beíí-A c A ; 

k aa^ ya^ o k 

prenent ^ > o i una successio X^ + *̂  tindrem ^,X^ ) f> Aat^, per tot 

n éjr. siguin (a. ) c A tais que a. £ N, ( ̂ ,X )• Aleshores: 
JL ' 1 b 2 n 
n n€N n 

T(1- X ^ ) , 1- X^.)^ '^^^ba ^ 1^ '^aa ^ f^^^ ^ab^^^' ^ P^^nent limits 
i i 
n n 

lim T(1-X , 1-X^)= T(1,1)= ^^ F . (e), 
h n ab 

n-x» 

es a dir, F , (e) = 1 i aixo sera per tot £ > o, d'on a=b. 
ao 

e —X G—X 

b) )z5 és continua. Si x^. >x i y- ^ (per tot k c ) resulta: 

/ » 

J , (F , F ) o, F •> F , per qualsevol que 
^ xa, xa, n-̂  <» xa, n-x» xa, ' ̂  ^ ^ 

n k k n k k 

sigui kéJ^ . Pel Corol.lari 1.2.3., (F ) '^^ y (.F ) i 
^n^k kí/i ^^k k«// 

d'ací írf(x j2Í(x) . 
n 

Corol.lari 1.2.5. Amb les hipótesis del Teorema 1.2.2, (ÍÍ,T,T ) és un 

espai metric amb distancia donada per 

n=l 2 

Corol.lari 1 .2.6. A tot espai de Wald (ÍÍ,T,*) 6 de lertoev {fi,'̂ ,'!̂ )̂ 

amb T continuaY separables e ,X/ li és aplicable el 

Teorema 1.2.2. 

En efecte, * ^ T . ^ Í T T ^ ^ T ^ -
. prod T"̂  T 

Corol.lari 1.2.7. Tot espai de Menger ( íí,^^ ̂ ) numerable amb T con­

tinua admet una injeccio continua en A , 
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En efecte, tot (Q r^iT^) numerable amb T contìnua es un subconjunt dens 

d'un espai (^* ,T ̂ ) de Menger complet (construccio de Sherwood, r44, 45]) 

^*,J,*,T^) es aleshores. f , X - separable i s'aplica el Teorema 1-2.2. 
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C A P I T O L 

Productes metrics i probabilístics. 

"If computation is still 'an art', as 

some have suggested, rather than a 

science, then our work is not finished" 

R. E. Moore. 

El producte finit d'espais metrics generalitzats fou estudiat per 

Trillas ([ 51] ) i el dels espais metrics probabilístics per Egbert ([ 15] ) , 

Xavier ([ 58] ) , Tardiff ([ 48] ) i Istratescu i vâduva" ([ 23] ) . En el present 

capítol s'aborda en §2.1 el problema general del producte d'espais m e — 

tries generalitzats, el qual e's obtingut com a limit projectiu d'un sis­

tema projectiu metric en la categoria E.M.G. A 1'aplicar aquesta tècnica 

ais cassos concrets, es presenta el problema de projectar de forma ade—' 

quada el "semigrup producte" en el semigrup de partida, la qual cosa en 

els cassos classics de Frechet, de funcions... etc. es immédiat^però eh el cas 

probabilistic, diverses dificultats tècniques es presenten. Aixi en § 2.2 

s'estudia el mètode de "sumes lineáis de successions d'éléments de A^", tot 

retrobant 1'esperada topologia producte i analitzant diverses patologies. 

El §2.3 es dedica exhaustivament a l'anàlisi d'una inequacio funcional que 

surgeix de forma natural en §2.2, concretament el problema de comportament 

de les t-normes amb certes series numériques. 

í ' 

En el §2 . 4 s'estudia el mètode de '1 imits dèbils de productes finits" 

per donar una alternativa ais résultats de § 2.2, alternativa que presenta 

una amplia ramificacio. 

Aquest problema de projeccio d'un producte de semigrups en un semigrup 

fixât de bell antuvi ha tingut especial relleu en el dit "dimensional 

scattering", desenrotllat per Shepart, Luce i Beals [7 ] , en el cas de dis­

tancies eue 1 i de e s. Pot ser la metodologia del present capítol podra aportar 

una nova modelitzacio a l'esmentat problema, en considerar aquest, sotmes a 

aleatorietats de mesura. 
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§ 2.1 . 

Sistemes projectius metrics. Product 

Partim de la segvìent def inicio categòrica: 

Definicio 2.1.1. Sigui ^ una categoria i ) un conjunt preordenat. 

A) Un sistema projectiu és una famîlia d'objectés i morfismes 

({c } ,{f.^> ) tal que: 
iïl (i,j)€^ 

a) f̂ _. 6Hom (c_.,c_ĵ ), per tot i$ j, 

b) f. .= Id , per tot i €l, 
1 

c) f. . o f.,= f.. f per tot i,j,k€I, tais que i^ j< k. 
J . ^ ^ JE IJC 

B) Un objecte C de ^ és el lîmit projectiu del sistema projectiu donat 

(C = lim ({c.} , {f. .} ) ) si verifica la propietat universal; 
^ ici (i,j)e$ 

Donat un objecte c' de y i una familia de morfismes{ f.} tais que 

^ i£l 

€ Hom(c',c_j^) , per tot ici, i ° fj' sempre que i^ j, aleshores 

si{ T . } és tal que Y . e Hom (c,c.), per tot iei, existeix un unie 
^ iei ^ ^ 

h£Hom(c',c) tal que ^^o h=j^, qualsevol que sigui i c i . 

Definicio 2.1.2. Un sistema projectiu metric és un sistema projectiu en 

la categoria EMG d'espais metrics generalitzats. Per 

conveni acceptarem que el buit es un metric generalit­

zat sobre qualsevol semigrup. 

Consideri's un sistema projectiu metric ( { , " J . ,m, ) } , {(f. . , g . . Î . , ) , 
1 ^ ^ jl̂ç j ij ljTl»j)É$ 

indexât en un pre-ordenat (l,^ ) i les projeccions P^'""^' i^I, donades 

per 
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p.: TI íí n , TT .: TI S.-. S.. 

És fàcil verificar que ( {Q} , { f. } ) 
iei (i,j)É ^ 

( {S. } f . . } ) s6n sistemes projectius conjuntistes que teñen 
iti (i,j)c¿ 

per respectius ;limits projectius: 

n =lim{{a} )=rxf-nnj if.-op.)cX)=P.i^}' per tot i^j} , 
^ ici (i,j)f^ i€l ^ 13 D 1 oo 

s = 
oo 

lim{{S } /{g.^} )={xe TI S I (g oiT .) Ìx)=RT. (H) » per tot i^j } . 
Lei (i,j)f< i€l 1 13 3 1 

L'eventual ita t =¡z5 s'escau dintre del possible, pero aquest no és 

el cas amb . Mes precisament, essent gj^jí^j)~^¿ sempre que i és 

(g.. oiT.)((e^> )=e^=FR . ( (e.) ) i (e^) - ¿ A més, definint, per totS" 
•̂^ ^ 1 iti 1 1 1 1 oo 

3p,y en S , l'operacio: 
oo 

Ì€l 

i la relacio d'ordre: 

9^$^ ^ TT̂ (a«)$ 1T^(>), per tot iei, 

resulta que =(S / + ,^,(e.) ) és serr.igrup ordenat. De forma naturai 
~ ~ ^ iil 

es pot definir la metrica generalitzada: 

M :S2 X fi ->- S 
oo oo oo oo 

(x,y) -> (m (p (x) ,p (y) )) 
^ ^ iei 

Consideri's el cas particular: (I,=)^un conjunt no buit ordenat per 

la relacio igualtat^ i { (íí . • f̂ -̂) } ^na familia qualsevol d'espais mè-
^ ^ ^ iei 

tries generalitzats. Aplicant la construccio anterior resulta: 
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TlSÍ =Q^=llm an.} ,{ Id „ } ) , 
i€l i€l "i i€l 

T I S = S ^ = L I M ( { S } , {Id } ) , 

i£l iel i€l 

% = ^ o o ' O N I \ ( ( X . > , (Y.) )=(M (X ,Y ) ) 
iíl iél i€l 

A l'esmentat espai metric generalitzat ( Tí . , T7 • fi" )se'l con-

i€I ^ i€l ^ 

siderara 1'espai producte de la familia donada, en virtut de la vali­

desa de la següent 

Proposicio 2.1.1. (TI n • , TI ̂  • ,m )=lim({ . ,m.)} ,{ (Id ,Id )} ) 
iel iel ^ 1 1 1 

Demostracio. Tractant de probar la propietat universal del limit projec-

tiu, considerife un espai (n,5,m) tal que existeixi una familia 

(h^,H'^) : ( íí •S,m) íí^, Í^,m^), per tot i£l. Defineixi's 

f: Í2 

X 

Í6L 

( h ^ ( x ) ) 

g:S TI S. 

iei 

iíl 

X Cl'^(X)) 

iel 

Aleshores (f,g) és l'únic morfisme metric que dona la commutativitat 

deis segíients diagrames: 

( h . , V , ) 

(Tlí2.,Tl^ 
i€l i€l 
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Aixî,no poguent-se assegurar inexistencia general del limit pro­

jectiu d'un sistema projectiu metric, dintre de la mateixa categoria, 

la normativa de la proposició precedent porta a la solucio del proble^ 

ma del producte generalitzat. Pel seu intrinsec interés analitzarem 

el dit producte en el cas de tenir, tots els espais components ,• "valora^ 

cions métriques en un mateix semigrup. 

Proposició 2.1.2. Sigui (1,4 ) un conjunt preordenat i{ (íi. ,5,m.)} 
^ ^ i<I 

una familia d'espais metrics generalitzats, valorats 

en el mateix semigrup ordenat ^ = (S , + ,<:, e) . Conside-

ri's una aplicació Y = S creixent, subadditiva 
iti 

i tal que f ((e) )=e. Aleshores (Tln^,S, ̂ o^^) és 
ie I i I 

un espai metric generalitzat. 

Demostrado. (IdJ|f2 • r *f ) és un morfisme metric. 
ifl ^ 

Els exemples següents posaran en evidencia que els productes metrics 

classics son el résultat de formar el corresponent producte generalitzat 

(valorat en TI ̂ ) i projectar en K^, mitjançant una aplicació del tipus 
iel . 

Y; de la Proposició 2.1.2. 

Exemples 2.1.1. 

a) l^^I- Siguin {( S2^,IFÍ ,d^) (i=1 ,2, . . . ,n } espais metrics reals de Frê-

n + n 

chet. Formi' s el producte generalitzat (T!i2^, (R ) »"1^)1 consideri's 

les aplicaciones » l(v ^ f+ (¡R*̂ )̂  en IR"̂ , definides per: 

Tr^^ V = 4 ' 

fy(a^ ,. .. ,a^) = Màx{ a^, ...,a^} , 

¡F>^(a^,...,a^) = a^ + ...+a^. 

Aquesta terna està en les hipótesis de la Proposició 2.1.2 i porta 

a les conegudes distancies: 
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IT ' 1= 1 

i= 1, .. . ,n 

b) XIÊ Î  • Siguin {(Í2. ,IR̂ ,d. ) f i€ íl } espais metrics reals i 
1 1 

( Ti íí-f ) fiti ) si producte generalitzat. Si k> 1 , consideri's 
ií Jf ̂  

^3^: (írV ,0.^ 

1= 1 1 

La Proposicio 2 . 1 . 2 porta a la mètrica de Frechet: 

V 1 ^.^cí.f^.J 
.d((a ) , (b )) = (lf. o m J ((a^) , {h)) = ¿ ^ -r-r- • .^^ , . . . n n >k 7T n n ĵ i 1+d^va^,b^; 

c) «í!, ([ o,l] ) . Si ¿Jo,l] ={ f: Co,l]->R 1/jf (x)| dx< +<»>, aleshores 

ni(f ,g) = íf-gl porta a considerar l'espai metric generalitzat 

(•̂ líO'l] , ([o,2] ) ,m) . Definint 

V» : Í^([o,1])___^0<^ 

f > J (f (x)ídx 
o 

resulta («?̂ [o,11 , iK^,m'= om_^ és l'usuai espai metric: 

m'(f,g) = J f(x)-g(x) | dx. 
o 

Restringint al subespai ^ ( [ o , 1 ] ) C <^^([o , 1 ] ) , de continues en [ o , 1 ] , 

l'aplicaciÓ fg^pi ^ ( [ o , 1 ] ) > IK̂ , fsupíf)=2^P |fíx)| , ens porta a 

la mètrica de la convergencia uniforme, 

d(f,g) = sup lf(x)-g(x)| . 
X í [ o , 1 ] 
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§ 2.2. 

E - productes d'espais metrics probabilîstics. 

Si {( iî^fl^jf^) 1 ieli) es una familia numerable d'espais metrics 

probabilîstics, aplicant els résultats del § 2.1. anterior, s'obtê 

el producte metric generalitzat: 

oo oo ta 

Tlf2 . X Tl Sî. Tl A ; 
i=l i=l ^ i=l 

( (P J , (q. ) ) -> (FJ ) 
i^i 

El problema interessant que es presenta és com associar a la seqííen-

cia (F^ ) una unica funci5 de distribucio F,„ . , . , de forma que 

s ' obtinguiun espai metric probabilistic producte. 

V "r^ %ì \ -

Un primer metode, anomenat L -productes, sera analitzat en 3 2.2. 

i en § 2.3, i un altre, de "x -productes',' en § 2.4. 

°° + V" ^i + 
Lema 2.2.1. Si (F ) e T I A , és w-lim 2 - — e A . 

" i=1 n-̂  i=l 2^ 

^ F. 
Demostracio. La successio { / —ri neK) és puntualment no decreixent 

i=l 2^ 

en A*̂  i en conseqliència existeix el limit débil, limit que pot suposar-

se continuuper I'esquerra (a menys d'una normalitzacio) . 

F. oo_ ^ 

Escriurem w-lim ¿__ — r = ¿ _ —:— F. . 
n-x» i-1 2^ i=l 2^ ^ 

Lema 2.2.2. L'aplicado tp: TI A -> A , definida per 
i=l 

V ( (F . ) > = ê 4 ~ ^i ' ' 
i=l 2 

verifica: 
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a) V((F.))=e F.=e , per tôt ie Isi . 
1 o 1 o 

°° + + + 
b) <p&s creixent entre ( T l ^ /^"i ^ l'ordre de A es 

i=1 
el dual del puntual. 

c)'-P es subaditiva entre ("Tl ̂  '"̂  m ) i » T̂m ) • 
i=1 w w 

Demostracio. L'apartat (a) es segueix del fet que, per qualsevol x>o, 

<x> 1 j, r 
y ~ —r - F.(x)=1 si i nomes si F.(x)=l, per tot i e JN . L'apartat (b) es 
i=1 2^ ^ ^ 
immédiat. La part (c) es segueix del sequent argument: 

oo oo oo 

\ F (u), H ^ G (V));f ^ - 1 T (F (w;,G (V)) 
^ i=1 2^ ^ i=1 2^ i=12^ ^ ^ 

oo 

< X \ sup T (F (u),G (V))=X "T^T (F.'G)(x), 
i=l 2^ u+V=x " ^ ^ i=1 2^ w ^ 

qualssevol que siguin u,V 5o, u+V=x >o, per tant 

oo 

T (Z -V^ñ 'H \ G . ) ( X ) = sup T (H — F (u),II f^>) 
T i=1 2^ i=1 2^ ^ u+V=x " i=l 2^ ^ i=1 2 ^ 
w 

oo 

^ H \ -'^T (F G ) ( X ) , 
i=l 2 w ^ 1 1 

es a dir. 

T ( V ((F.)) ,<P((G ((T^ (F^,G^))) =V (-1̂,1, ((F^) , (G^))) . 
w w w 

Def inicio 2.2.1 .El E -producte* d'una familia numerable { ,-x. ̂ ) \ie M } 

d'espais metrics probabilîstics, es 1*espai 

( Tliî .,Tî),on\r:'f^iî.x-p]iî. - > A , é s l ' aplicado 
i=1 ^ i=1 i=l ^ 
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00 

i' 

i=1 ^ 

i'-i Pq 

Teorema 2.2.1. El Z-producte (íí,F) es un espai metric probabilistic 

de Menger respecte T^. 

Demostracio. El résultat es conseqúencia del Lema 2.2.2. i la Proposi­

ció 2.1.2. 

Una desigualtat triangular mes forta que la precedent ve donada pel 

Teorema 2.2.2. El Z-producte (fi,F) es un espai metric probabilistic 

respecte la funció triangular si cada factor (íí̂ ,'3«"'",T̂ ) 

verifica ^ "̂ T ' 
m 

Demostracio. Siguin x,y >o i P, q, r (£ aleshores:-

T^(F--(x), F--(y)) = Max (F--(x) + F - - (Y ) - 1 , o) 

OO , ^ 
= M K X ( I l ^ (F^ „ ( X ) + F^ ^ (y)-1),o) ^ H - ' - T M À X C F I (x ) + F ^ (y)-1 ,o) 

i-1 2"" 1^1 ^i i (*) i=1 2^ ^i'^i. V i 

= ̂  \ ^ m í ^ P q < r . ^ ^ > > ^ ¿ h: -̂ T <^P.q.' ^q.r.X^-^y^ 
i=1 2 i^i ^i i 1=1 2 m 1^1 ^1 1 

^ ¿ \ ^i^^P.q.' ^q.r.^^^^y)-< ¿ TT^P.r.í^-^y^ = ^fr ^-^y)' 
i=l 2 1 1 1 1 . 1=1 2 1 1 

aixi per tot t:̂  o es 

definida per T ((P.) , (q.))=Xr ^ "T""̂  (P. ,q.) / per to-
^ ^ i=1 2 

oo 

tes les successions (P.) i (q^) en TI Q^, es a dir, 

T^= f{ ( 7 S ) . 

En aquesta seccio usarem les abreviacions ü =T1 íí,. , 

^ ^P.q. ='^'í^'^i> ^ F--=T^((P.),(q.)). 
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m ^ ^ x+y=t ^ ^ 

Probar que aquest résultat es el millor possible, d'entre la familia 

^}, será l'objecte del § 2.3 

clonal obtinguda a partir de (*). 

{ T^}f sera l'objecte del § 2.3, a 1'estudiar curosament l'inequacio fun-

Tots els espais mètrics probabilistics usuals (equilKters, simples, 

E-espais, ergòdics, de Wald... etc.) teñen funcions triangulars 
m 

(sols cal recordar T„ ̂  x ,¿ * ¿ir . ) i en conseqliència podrem apli-
T ^ prod^ ^ M m r c 

car el teorema anterior a tots aquests exemples, pero,si be el résultat 
del producte numerable sera un X^ -espai, no podrem garantir que sia de 

m 

la mateixa classe de partida. Concretciment els següents exemples posen 

en evidencia aquest fet. 

Exemple 2.2.1. El Z-producte d'espais de Wald no es necessariament de 

Wald. 

Consideri's (IR*^, 1 | ) com espai de Wald (ÜCEJ J ,*) . Tri'i's en el 
00 00 e 

S -producte ( \ l = y __ —:— , ) els éléments P= (o) ,q= (1 ,o,o, . . . ) , 
i=1 i=1 2^ m 

r = (1). Per qualsevol x€(o,1) es: 

Ì1 -oí c-̂_ 

i=1 2' 

es dir, e -- *e — ¿e --
Pq pr T Pr 

Exemple 2.2.2. El Z -producte d'espais simples no es necessariament sim­

ple. 

Sigui cada espai component 1'espai simple (Çir,d,G) generat per la 

mètrica d(x,y) =̂  ^ i una funció de distribucio G € tal que 
1+ x-y 
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oo 

G(1) <1/2. En el E-producte (TI \R^,F, T_ ) tenim 
T 

i=1 m 

^Ü;; (X) = I I - T G_ ̂  (x) , on per cada i > 1, 
i=l 2^ 

G (x)=G(x |d(P ,q )) si P. ?̂  q. i ^ (x) =e„(x) si P.=q. • 

Trii's P = (o), q = (0,2,3,4,5, ,n, ) i r = (1,2,3, ,n, ) . És 

fácil computar que F--(|) ̂ 1, F-- (j^ -̂j pere F-- (1/2)< 1/2. Així 

el 2-producte no és vin espai de Menger amb T=Min, i en conseqviència 

no pot esser simple. 

Una de les propietats relevants deis Z-productes és el compor-

tament topologie, tal i com s'estableix en el seg'iient teorema on es 

segueix la- notacio del Teorema 2.2.1-

Teorema 2.2.3. La topologia - e, X enn="nfì. induìda per és la 
i=1 ^ 

topologia producte considérant en cada Í2^ la topólo— 

già- e , X induida per ^7"^. 

Demostracio. Per èsser T contìnua, és ben sabut que els sistemes 
m 

d'entorns «i=(N ( p _ ^ ( e ^ X ) , e , X€[p+, (p^) £ Í2} i 

1 2 n 

n e H , (Pw -. - ,P ) e Tliì./E . A ,X ,... ,e ,X e IR } son bases per 
1 n n n 

1=1 

a les seves respectives topologies en , essent la topologia produc­

te l'associada a fe„- Aixî el teorema quedará provat en verificar la 

equivalencia de ¿3 i &2' efecte, donat ^ (e. ,X)€ (que po­

dem suposar, sense pèrdua de generalitat, amb o < X <1), existeix un 

k € tal que 



X - 1 . H 4 . 

i=l 2 

1 k 
considérant aleshores ^ =N^ ( E, X') x. .. xN^ ( £ , X') xiî xiî x. . . € fe-, 

1 k 

tindrem ' U c N ( e , X) ja que si (q^) € i L i e s ( e ) > 1 - X ' per 

i € { 1 , 2 , . . . , k } , i e n consequencia 

F 1 _x 
00 P.q.Îp) k P.q.e' xr- P . q . C ^ p.q. 

^ i' ̂ ^i' i=l 2"- i=1 2 ^ i=k+1 2^^ i=1 2 ' 

iil 2 i=1 2 

F" 
Recíprocament, sigui 2<.'=Np ( ,X ̂  ) x. . .x n'^ n̂  ̂  ̂  n + 1 ^ ̂  n+ 2 ^ ' • " 

1 n 

en S 2» g'̂ e podem suposar amb o < Xĵ  < 1 per i e { 1 , . . . , n } . 

Sigui e = Min { • • ' e: ^} ' 

1 1 ""-Xi ~ 1 

X = 1 - Max { — +...+ -j-r + T - + Z_ -r- }, (o<X < 1 ) , 
1^i^n 2 2 2^^ k=i+1 2^^ 

aleshores N ^ ( e , X ) < = ' ^ ' que si (^i^^N^p^ (ô^X^' P®^ 

i e { 1 , 2,. . ., n} . e's 

oo 4 q 
F ¿ (e) = Z ' i > 1 - X = M a x ( 1 ^...+ i ^ + i=x±-^£: 1 ^ ^ 
(PJ (q^) ^^í^n 2^ . 2 " - ^ -2"^ k = i + i 2 ^ ^ 

1 1 '^i 7- 1 " 1 ^ 1 , • _ . ^ 
>—+•••+ • .. + —+ ^ ~Tr^ Í +...+ 7—:; + — + 

2' 2^-' 2^ k=i+1 2^^ 2 ' 2 ^ - ^ 2 ^ 

^ g fe) 4 q > > 1-X. 

k=i+1 . 2 ^ 2 ^ 2 ""î i ^ ''i'̂ i ^ 
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per i=1,2,...,n i el teorema es provat. 

Aixî la topologia - e ,A induìda perT es la mes fina que fa les 

projeccions CI Ci. continues. 

oo 

Corol.lari 2.2.1 . L'aplicacio <p : Sì -»- TI fi , v'(P) = (P)^ es 
i=1 

isomètrica i contìnua -e , X si (Í2 ,T,T ) es un espai 

mutrie probabilistic amb T> . 
m 

oo F. 

En efecte, (3^ o «/̂x «P) (P,q) =0^^ ( (P) , (q) ) = Z! = F . 
i±1 2 ^ 

oo 

Corol.lari 2.2.2. La topologia producte en fi = T 1 Q . es metri^able 
1=1 

per qualsevol de les distancies: . 
^ Fp (x)-zx-l 
^ i i 

d ((P.),(q.))= -log sup e ^ i 
x^o 

(on z 6 o] ) i cada d es equivalent a la mètrica 
z 

4.q.i"'-^i^-^ 
(-log s^g e ) A 1 

d (^_j((P,),(qJ ) = r 
2^ 

(on (z.)e T í (lR^-{o})) . 
^ irl 

Demostracio. Per [ 38] sabem que tot espai metric probabilistic (3,7,"0 

amb T Arquimediana i 'if no trivial O""^^) te la topologia -e ,X ' metritza^ 

ble per d^(P,q)= -log *^.p^pq(^^ ' °" ^ positiu qualsevol i C^ es 

+ -xz 
la transformado T-conjugada en (A ,T^), donada per C^F{z)= sup e hF(x) 

3 ^ o 
si h es el generador multiplicatiu de T (h:[ o,1 ] o , 1 ] , continua, 

creixent, h(1) = 1, T(a,b) = h'""̂  ̂  (h(a) + h(b)), h ^(x)= o en [ o,h(o) 

h'"^ (x) = (x) en [h(o),1 ] ). Per els teoremes 2.2.1. i 2.2.3. sa-
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bem que en {.S, ), la topologia producte es la e , X -, 
m 

aixî essent T Arquimediana (T (x,x)< x si xe(o,1)) i tenint com 
m m 

a generador multiplicatiu h(x)=e^ ^ (ĥ  ^ \x) =o en[o,— ] , (x) = 
e 

= Ih X + 1 en ) obtenim el résultat anunciat. 

Corol.lari 2.2.3. La topologia producte del ^-producte d'espais me­

trics, considerats com espais de Wald, esta metri_t 

zada per l'usuai mètrica de Frechet. 

Demostracio. N'hi ha prou amb aplicar el teorema anterior, el corol.­

lari precedent i, notar que si (íí,d) es espai metric o (Si,e^,*) es 

el de Wald corresponent^ resulta, per esser .j, ^ '^r¡s ^ *, 
m prod 

^rl Í P rri - Z X - 1 

d^(P,q)= -log C^F (z)= -log sup e ^^^'^^ 
x^o 

= -log (e-^^(^'^>) = d(P,q). 

Remarquem que el fet de considerar la topologia e, X en els es­

pais metrics probabilístics amb funcio triangular es la millor 

eleccio com a "topologia probabilistica" en el sentit de que les to­

pologies generalitzades -(íz$,e,X), introduises per R.Tardiff [ 5 4 ] per 

a aquests espais (agafant com a entorns Np(e,X) ={qefì|Fp^(x+e)+e5jz5(x) ,xeCo,^) 

exigeixen la condicio T ( ^ , ^ ) = já cosa que com demostrem en la seguent pro 

posicio nomes es verifica en el nostre cas per 9^=^^/ i la (e^,e ,X)-topo­

logia es exactament la e,X — topologia ja considerada. 

Proposició 2.2.1. a) T̂ (g5,jíí) = 0 •*» ¡¿=s 

h) Si T^ Prod, Tr̂(jzJ,íz5)=szí o 0 =e^ per algún x'è^. 

c) ç6 * s¿ = í6 <*ízJ=S. 
o 
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Demostracio. Que les condicions a,b,c son suficients és trivial. 

a) Per ésser T $Min, éq T „ ̂  T,.. . Si (zJe A ^ , i anotem 0'* l' única 
T Min 

quasi-inversa de jz5 (jzí'̂ :[o,l] [o,+ °o] , (o) = o, ^'^(x)=inf{y í2Í(x)^y}), 
es : 

M M 

b) Si T ^Prod, •n^(cí,9Í)=í6 ^̂ p̂rod̂ '̂ '̂ ^ ' ^^^^^ í^(x)^< îzî(x), íZÍ(x)̂  =fí(x), 

S2Í(x)e{o,l} , jzí = e^. 

c) Cap funcio de distribucio infinitament divisible pot esser convolucio-
idempotent, excepte (n'hi ha prou passar a funcions caractéristiques: 

«p(x) = </?^(x) ) . 
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"§ 2. 3. 

Analisi d'una inequacio funcional associada als Z-productes. 

En la demostracio del Teorema 2.2.2. precedent, és essencial la 
propietat: 

„ F J (X) co ( Y ) ^ '^n.(^P.q.^^^'^q.r.<^^' 

i=1 ' 2^ i=l 2'- i=1 2"-

Aixi, per tal d'establir que la -desigualtat triangular alla verificada 
m 

és la millor possible d'entre totes les T^, és suficient demostrar que T^ 

és la més forta t-norma que satisfa l'inequacio funcional anterior. El se­
güent teorema demostra que aquest és el cas. 

Teorema 2.3.1. Sigui T una t-no3rma tal que: 

oo a. oo b. oo T(a. ,b. ) 
( * ) T C Z -4, z - 4 ) 

i=1 2^ i=1 2^ i=1 2^ 

per qualssevol successions (a^) , ( b ^ ) en [o,1] . Aleshores 
T verifica T ^ T ^ T -w ^ m 

Demostracio. T verifica (*) ja que sois és no nul.la en w 
oo a^ 

A={ (x, 1 ) , (1 ,x)/xe (o, 1)} i en aquestypunts, si ^ —r- = 1, és a. = 1, per 
i=1 2^ ^ 

tot i e j ^ , i en conseqüencia: 

™ T (1 , b . ) oo b . oo b . oo b . 00 ^ 

i=1 2 i=1 2 " i=1 2 i=1 2^ i=1 2 

T ^ verifica (*) ja que: 
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~ a. «> b. 00 a. 

i=1 2^ i=1 2^ i=1 2"- i=1 2'-

«> a.+b.-1 °° Max(a.+b.-1 ,o) ~ T a.,b.) 
Max ( L. — ^ ,o)-$ 2- = ¿. — 

i=1 2^ i=1 2^ i=1 2^ 

Sigui T una t-norma que verifica (*). Per ser T < T i T=T en A, es 
m 

suficient demostrar que en (o,1) x (o,1). Amb aquesta finalitat, 

consideri's la partiólo (Fig. 1): 

(o,1) X (o,2) = U R_, 
n=l n 

R., ={ (x,y) I o< x,y< 1, X + y^ 1 } , 

R ={(x,y) 1 o< x,y< 1 , 1 + B< X +-y <1 + B } , 
n n—2 n—1 

per tot n^, 2, essent B^= o i per tot n^l, B = — + . . . + —^ 

X + y = 1 + -

o i. X + y= 1 

Fig. 1. 

Sigui (x,y) e tal que x + y = 1 i 21 (a./2^) qualsevol desenvolupa-

oo 

ment binari de x, es a dir; x = ^ (a^/2 ), amb a. e{o,l} , per cada i. 
i=1 
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Aleshores notant que Т(1,о) = Т ( о , 1 ) = о i usant (*) tenim: 

" a. " ~ 1-a. °1 T(a . , 1-a.) 
T(x,y) = T{ E , H ¿ - — h — ^ = °-

1 = 1 2 i = 1 2 1=1 2 

Per tant,la no-decreixença de T porta a que Т(х,у)=Т (x,y)=0 en tot 
m 

(x,y) de . 

Fixi's n^ 2 i consideri's qualsevol punt {x,y) de R^. Sera 

x + y = 1 + B + a , b n o < a < — — — i per tant almenys un dels x,y 
n-2 2 ^ ^ " ^ 

00 X ^ 

ha de ser major que • Suposem x=B^ ^+ ^ —r- , on x^e {̂ '̂'̂} ' P^^ cada 
i=n 2 

i. Per esser Vz'^ \ tindrem 

1 00 Л. y s= 1 + В _+ a-x = В ^+ a + - - 5Г — ^ n-2 n-2 ^ n - 1 ^1 2 i=n 2 

n - 1 oo 1 - X , 

n-2 ^ „i 
2 П - 1 i=n 2 

Escrivint 

X . 

,n - 1 + л „i ' X = в ^ + n-2 . 2 i=n 2 

usant (*) i el fet que Т ( 1 , 1 ) = 1 , s'obtê: 

00 х_, _n—1 00 1 — X j 

^ a 
2 i=n 2 2 i=n 2 

^ V2-^3rri T(1,2"-^a) + ^ -i^Tix 1-х.) 
2 i=n 2 ^ 

= B _ + a = x + y - 1 = T (x,y). 
Tï—z m 



- 43 -

Si X < B intercambiant els papers de x i y, s'arriba a la mateixa 
n—1 

conclusiô i així la demostracio queda completada. 

Cal remarcar que en la demostracio précèdent no s'ha usât ni 1'asso­

ciativi tat, ni la commutativitat de T, es a dir, s'ha demostrat el resul^ 

tat: 

Corol.lari 2.3.1. Si T:[ o, 1] x[ o, 1] -j. [ o, 1] es no-decreixent en cada com 

ponent, T(o,x)=T(x,o) = o ) T(x,2)=T(i,x)=x, per tot x 

de [ o,l], i T verifica (*), aleshores T < T <T . 
' ^ m 

Corol.lari 2.3.2. L'unica copula C que verifica la inequacio (*) es C=T^. 

Demostracio- Tota copula C verifica T ̂  C ^Min i s'aplica el Teorema 
m 

2.3.1. 

Corol.lari 2.3.3. L'inequacio funcional (*) no pot donar H o c a una equaciô 

funcional global. 

Demostracio. Si- existís una operaciô T tal que (*) fos una igualtat glo-

bal funcional, seria o=2T(—, — ) = T ( ^ ' ^ ) = 1 . 

El reciproc del Corol.lari 2.3.1. es fals^tal como demostra el 

Teorema 2.3.2. Existeixen una infinitat no numerable d'operacions com­

preses entre T^ i T^, que satisfan les hipótesis del 

Corol.lari 2.3.1. i no verifiquen (*). 

Demostracio. Per qualsevol Xe [o,1 ], consideri's la funcio 

: [o,1 ] x [o,1 ] -5- [o,1 ] , definida per (Fig. 2) 

T^(x,y)=< 

T^(x,y) si x+y^ 1 + X 6 x=1 6 y=1, 

X - en altre cas. 
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Trivialment les son conunutatives, d'unitat 1, element absorbent o, 

no decreixents puntualment, pero no son associatives si o <X <1. 

Fig. 2 o ̂  

Si o 4-\X <X$1, es T = T < T < T,^ = T . Sigui q u a l s e v o l X e^o,ll . 
w o y A 1 m 

Existeix un n ç tal que 

X <1 -
,n-1 < 1/ 

d'on 

1 + X 
< 1 

,n-1 

• ^ • V _ , V , , 1 + X i existirá ae (o,1) tal que < a< 1. Aixî 

2- 1/2 
n-1 

i=1 2 1=1 2 
( S \ , E ^ ) = T,(a(1- , a(1- - 1 - ) ) = X = T, (a,a) > H 1 ; - T.(a,a) 

. . ^1 , . „1 A ^n „n A ^1 A 

per tant quan o< X< 1, no satisfa (*) . 

Donat que les operacions no son associatives, el teorema precedent 

no es un complet contre-exemple del Teorema 2.3.1. Queda per conêixer una 

t-norma menor que T^ que no satisfagui (*). Existeixen ademes raons de pes 

per establir la seguent conjectura: 

CONJECTURA. "Tota t-norma T contìnua tal que T ^ T^ T , verifica (*)". 
w m 
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§ 2.4. 

T -productes d'espais metrics probabilístics• 

Paral.lelament a l'apartat § 2.2. introduim un nou metode per a 

1'estructuracio del producte numerable d'espais metrics probabilístics-

oo 

Lema 2.4.1. Si (F ) e TI A i T es una funcio triangular en A / 
" i=1 

aleshores w- lim (F.,...,F ) eA . 
1 n 

n-»<» 

Demostracio. La successio {x (F^,...,F^) | n eN} es puntualment no crei-

xent en A ̂  i el limit débil existeix, podent-se considerar continuÌA. 

per 1'esquerra, a menys d'una normalitzacio. 

oo 

Escriurem w-lim T(F,,...,F ) S F. -

n-x» ^ " i=1 ^ 

oo 

Lema 2.4.2. L'aplicacio ^ : Ti A A , definida per 
^ i*1 

1=1 

verifica 

a) ¥^ ( (F^) ) =e ^ ^ F^ =e ^, per tot i e N . 
oo 

b) T és creixen5i-entre (TI A , ; $ . ) i ( A , ¿ ) , o n l'ordre de A és 

el dual del puntual. 

c) Si T és continua, Y és un morfisme de semigruprentre 
co 

(TI A*",f ) i (A"^,T ) . 
i=1 

00 

Demostracio. Per ser T ( e , e)= e, X e = e - Recxprocament si o o o . . o o 

^ F^=e^>F^, sera F^=E^, per tot i e M . Facilment, si (F^) í ¿ (G^) , 

sera F.^G., per tot i e K , d'on, per qualsevol n ei^ , 
oo oo 

T iF^,...,F^)4 T (G^,...,G^) i T F^< TTG.. La darrera propietat 
" i=1 i=1 
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(c), postulada sota 1'hipótesi de continultat de T , es: 

T(Y ( (F^) ( (G.) )) = T(w-limT(F^,...,F^) ,w-lim T ( G ^ , . . . , G J ) 

= w-lim T ( T ( F , , . . . , F ),T (G,,...,G^))=w-lim T ( T ( F , , G , ) , . . . , T (F , G ^ ) ) I n i n 1 1 n n n-XX> n-x» 

= T T (Fj^,G^) = 'i'̂ C CT(F^,G^) ) ) { T ( ( F ^ ) , (G^) ) ) . 
i=1 

DefiJiicio 2.4.1. El T-producte d'una familia numerable { ( Jí. ,'3'''',T . ) | i 
oo 

d'espais metrics probabilístics, es l'espai ("fl ̂ ĵ '̂ 3̂ )̂ ' 
i=1 

HT^ : TI Sí- X TI Í2. A^, es l'aplicacio definida per 
i=1 ^ i=1 ^ 

OO 
(P.,q.), per totes les successions (P.) i 

^ ^ i=1 ^ ^ 1 
(q.) en - f l ^ ' és a dir, T'̂  = Y ( (f'') ) . 

oo 

Igual que en § 2.2, abreujarem Q =TI Sí., F =0*^ , 
i=1 ^ 

F^ 
Pi^i =TSPi.qi) i F - ^ T ^ Í (P.), (q.) ). Pq 

Teorema 2.4.1 . Si T , per tot i e N , aleshores el T -producte 

(SÍ,F) es un espai metric probabilistic respecte la fun­
ció triangular T , sempre que T sigui continua. 

Demostracio. En virtut de la Proposicio 2.1.2. i el Lema 2.4.2. queda per 
evidenciar la x -desigualtat triangular. Siguin P, q, r € Í2 , aleshores 

^ í^ü' V =\ í ^-^^^P.q.' V r . ^ \ ^^-^i^^P.q.' ^.r.> >̂ 
1 1 ^1 1 ^ 1 1 1 

« \ ' < ^ P , r . " - • 
1 1 
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En particular, si tots els espais components verifiquen una 

desigualtat triangular sobre una mateixa funeio triangular conti­

nua, el T-producte es un espai de la mateixa classe. Les seguents 

proposicions il.lustren aquest fet. 

Proposicio 2.4.1. El *-producte d'una familia d* espais de Walet, 

generats per una col.leccio d'espais amb mètrica, 

afitada per 1, es un espai de Wald generat' per 

la distancia de Frechet. 

d. 
En efecte, si ( S Ì . , —R ) es el metric considérât de Vïald (Çl.rÇ-, )i re-

1 „1 1 v.d. ' 

2^ 
sulta 

• . 2^ . , .,i 1=1 i=1 2 

Proposicio 2.4.2. Si { (iî̂ R̂ v̂ ) | i €ÍÍ} es una familia d'espais equilàters 

generats respectivament per una successiô (G ) c tal 
n 

^ + ^ ' \ 

que G, G cA , el T T ^ ^ J ^ ^ producte es un espai equila^ 
ter générât per G sí i nomes sî G = G, per tôt n e iN . 

n 

En efecte, 
X ^1 1=1 Min i^i n ^ i=1 Min i^i m<»i=1 Min 

= w-lim G^= G si (P^) f£ (q^) i G^= G, ne H. Recîprocament, agafant 
rr»<X> 

(P^) i (q̂ )̂ que tinguin sols una coordenada i-èssim^ diferent (P^ j-í q^) 

tindrem G= w-lim {e ,e , . . - , £ a G . , G. a e = G . ,. . . ,G. ,. . .}=G. , per 

o o o 1 l ^ O ^ O 1 1 1 

quaissevol i e N . 
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Proposicio 2.4.3. Si{ (fi^,^) I i e N } es una familia d'espais simples 

generada per { (Î2_ĵ ,d̂ ) liejsf}^ on d^ es una ultramètri-

ca afitada per 1 ( e N i una mateixa G e con­

tinua, el TT^^^-producte es un espai simple sobre G 
oo 

générât per \/ d^. 

En efecte, per cada ie h) , sia per hipótesi F'̂'iOlĵ  xÇl^ -> A^, 

i^l 1 1 1 1 1 

res (Sì. fT*̂ ) es un тт - espai: 1 Min 

a) P. 7̂  q. ?í r. 7¿ P. , TT . (F^ ̂  , F ^ ) (x) = G ( ., .J^ r- ) / Ч G (, . . ) •• 
1 Ч 1 1 m m P^q. q.r. d.(P.,q.) ^^^^í'^í^ 

c) P. = q. 7̂  r. , TT„. (e , F ) = F = F„ i ^i i M m о q.r/ q.r. P.г.. ^ 1 1 ^ 1 1 1 1 

d) P. = q. = Г . , TT (e ,e ) = e . 
1 ^1 1 M m О О О 

oo QO 
Sabent que V ^- (P./̂ q.) es una ultrametrica en TI fi. i que podem formar 

i=l i=1 el Ti.,, -producte, obtenim : Min ^ 

1=1 1=1 
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Proposicio 2.4.4. El producte finit d'espais de Wald (en el sentit de 

Istratescu i Vaduva) es un cas particular de ífc -pro^ 
ducte. 

En efecte, si { (Í2. fÔ ,̂*) |i=1 ,2, . . . ,n } son espais de Wald, fixem un; 

î efi, i considerem el *-producte en = Tj x { a} ; tindrem: 

i=1 ^ i=n+1 

* 
F 
(P^, . . .^P^,a,a^ . . .) (q̂  ,. . , ,q^,a,a, . . .) = 

= W-lim{ F"! , f\ * F^ ,...,F'' *...*F^ }=F' . . n . 

^ 1 ^ 1 ^ ^ 1 V 2 ^ 1 ^ 1 ^ n ^ ^""^ X^n' 

tat considérât per Istratescu i Vaduva. 

Proposicio 2.4.5. El producte finit d'espais de Menger sobre una mateixa 

t-norma (en el sentit d"e Egbert, Tardiff i Xavier) es 

un cas particular de T ̂ -producte. 

En efecte, si {( SI ,'3*̂ , i;̂ ) |i=1,2,...,n } son espais de Menger, fixem 

a € iî , i f em el T -producte en Q. =Tî . x Tl {a} , obtcnim 

i=1 ^ i=n+1 

"̂ T 2 
F,„ T, w ,=W-lim{F' /X^ÎF' ,F^ ) , . . . , 
(P^,...,P^,a,a,...) (q^,...,q^,a,a...) ^ l'ï/ ̂  • ^ l ' ^ 1 ^ 2 ' ^ 2 

" ^ T ^ ^ ^ a - ' ^ P a ^ ^ ^"^ T ^ ^ P « fT ^' i-esultat de Egbert, Tardif f 
""l̂ l n^n i^^q^'---' 

i Xavier. 

Malgrat que les précédents proposicions poden induir- a pensar que 

els T-productes tenen justificades avantatges sobre els Z -productes, 

dos greus problèmes surgeixen d'inmediat: assegurar la no trivialitat 

(no anul.lacio) dels T -productes i el comportament de la topologia 

producte per a aquesta definicio. El primer problema ha estât resolt 

parcialment per Moynihan ( C 3 7 3 ) qui, estudiant en abstráete els productes 

T^-infinits, dona el teorema de representado per a T contìnua: 
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( F^) (x) = sup{ T F(a^) I Z. a^=x },. 
i=l i=1 i=1 

del qual en deriva alguns criteris de no-trivialitat. Observem que els 

fets "̂ rp -í- ""̂ip ^ ''̂  prod ^ indiquen que les condicions de Moynihan 

son valides per T T ^ i *-productes. La segona questio queda clara des— 

pres d'establir el següent: 

oo 

Teorema 2.4.2. La topologia producte en ~V\ ü., és més fina que la e,X-

i=1 

topologia de F, si es considera en cada espai la res­

pectiva e, X—topologia. 

Demostracio. Sigui Ti un entorn qualsevol de la topologia producte. 

/) F ' F 
í¿=Np (ê  ,X^)x.. .xN ^^n''^n^^ ^n+1 ^ ^ n + 2 ^ " " ^gafante =wi"íe^,..-,e^}^X 

^ n 

= Min {X. , - . . , X "V , tenim 
1 n * 

oo 

(e,X) c T I (e,X) c , 
^ i' i=l 1 

n 

X °° . , 

ja que si (q.) e N^^ (e,X) és 1-X<F'^p . ( e) = ( T F^ ) ( E) ^ { E) , 
i i ^ i i=1 i^i i^i 

per tot i € N . 

La mateixa demostracio precedent diu que la topología producte no pot 

ésser igual a la e,X ja que de ser-ho, donat un N^^ . (e,X) existiría un 

subconjunt de la forma 'U,' i per tant 

~ „i oo 1 X X 
Ti (e,X) ̂  . (e,X):> 2^'=N^'(e, ,X-)x...xN^ (e, X , )x íi^.x..., 
i=1 l^i^ T 1 k. k k+i 

es a 

n 
dir, ííĵ =Np , Vn> k+1 ; condicio realment restrictiva que sois en ca-

n 

sos com els de producte finit pot tenir-se en compte. 
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Com a cloenda dels dos darrers apartats arribem dones a la con-

clusio de que els J -productes ofereixen unes qualitats topologiques 

que els fan mes utilitzables que els x -productes, si be des d'un 

punt de mira algebraic aquests darrers gaudeixen d'unes propietats 

mes elegants. Si apel.lem a la semàntica de la „ e , X — topologia po-

drem veure que si una successio (q̂ )̂ esta en ^ (g j (e /X), vol dir que 

"es segur que almenys una coordenada q^, amb probabilitat grossa 

(1 - X ), dista de la corresponent menys de e "; per altre banda 

exigir (q^) ̂  ) ̂ G'X) es afirmar que "es segur que,amb la mateixa 

gran probabilitat (1 - X ) t totes les coordenadas q^ disten de les res-

pectives P_ĵ, menys de e" • Aixo dona una idea intuitiva de llurs exi_ 

gències i llurs possibilitats. 
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C A P I T O L 

Convexificacio seqüencial mètrica 

"Quelque grand que soit un espace 

on peut en concevoir un plus 

grand et encore un qui le 

soit davantage et ainsi â l'infini..." 

Pascal. 

La relacio ternaria d' "estar entre" ("between") introduïda per 

Pash, fou reformulada per Menger ( [ 31] ) i ha portât a la considera­

d o d'un nou criteri de convexitat, al quai acî anomenarem de con-

vexitat seqüencial. Segons aquest criteri, entre dos punts diferents 

qualssevol ha d'existir un tercer punt, diferent dels dos donats, tal 

que la terna així formada verifiqui la relacio d' "estar entre" 

associada a priori al considérât espai. Aquesta noció ha rebut especial 

atencio per part de: Bodiou ( [ 1 3 ] ), en espais metrics, Blumenthal ([ 1 1 , 

12 ]), en espais booleans i molt especialment Menger ( [ 3 0 ] ), Wald ( [ 5 6 ] ) . 

Rhodes ( [ 3 7 ] ) i Schweizer-Moynihan ( [ 3 4 ] ) en el cas d' espais .metrics proba-

bilístics. Trillas ( [ 4 9 , 5 1 , 5 2 , 5 3 ] ) ha fet diverses aportacions sobre les 

relacions "estar entre" en el cas d'espais mstrics generalitzats. 

En el present capítol es comença ( § 3 . 1 ) introduint la noció de sis­

temes inductius metrics, tot demostrant que aquests posseeixen un limit 

inductiu, dins de la categoria d'espais metrics generalitzats. Com 

aplicado d'aquest apartat es dona en § 3 . 2 . un teorema de convexifi-

cacio seqüencial, es dir, una construccio efectiva de l'extensio d'un 

espai metric generalitzat a un altre seqiiencialment convex, respecte 

de la relcio d' "estar entre" facilitada per la propia metrica genera­

litzada. El fet que la dita convexificacio seqüencial resulta esser 

isomètrica a un subespai del producte generalitzat de 1'espai de parti­

da, fa que en § 3 . 3 . i § 3 . 4 . , on s'estudien els convexificats 

d'espais metrics reals i probabilîstics, siguin basics els résultats 

integrants del Capitol 2 . 
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§ 3. 1 . 

Sistemes inductius metrics 

Per dualitat amb les dues primeres defíiiicions de § 2.1. obte-
nim: 

Def iiicio 3.1.1. Donada una categoria ^ i un conjunt dirigit (I,^ ), 

A) Una familia d'objectes i morfismes 

({c.} {f..} )/es dita sistema inductiu si 
' iei, ^ 

a) fĵ ĵ  Нот (ĉ ,c_.) , per tot (i,j)e ^ . 

b) f.. = Id , per tot i 61. 
c. 

c) f. o f.. =f , per tot i,j,k ei tais que î ĵ k̂. 

B) Un objecte С de ^ es dit limit inductiu del siste­
ma inductiu ({c,} ,{f..} )(i s'escriu 

Hei (i,j) € $ 

С = l^m ({ c.} , {f..} )) si verifica la 
iei (i,j)e ^ 

sequent propietat universal:"oonat un objecte С* de 
^ i una familia de morfismes { íp.} tais que 

1 lei ^ 
tp^ eHom (c^,C'), per tot iei, i ^^=*P^ ° ^ij ' 

(i,j)e 4 I si í'f̂ } es una familia de morfismes, 

Ч'^Б Нот (c^,C) / Viei, aleshores existeix un unie 

h енот ( С О tal que h O T ^=^^, per tot iei'.* 

Establerta aquesta definicio classica resulta immediata la sequent: 
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DefJLhicio 3.1.2. Un sistema inductiu metric és un sistema induetiu 

en la categoria E.M.G. d'espais metrics generalit­

zats. 

Teorema 3.1.1. En la categoria E.M.G. d'espais metrics generalitzats 

existeix el limit inductiu de qualsevol sistema induc^ 

tiu metric, es a dir, E.M.G. és "tancada" respecte 

dels limits inductius. 

Demostracio. Sigui (i (ii . RÜ>. ,m. )} . ̂ > { (f . . » î'. . ) } , . . v ) un sistema 

inductiu metric. Per demostrar la existencia del limit inductiu 

(ST,̂ ,m) s'estableixen els següents apartats: 

i) Construccio de ST i S; 

ii) Estructura algebraica i reticular de S; 

iii) Construccio de m; 

iv) Comprobado de que (Sîy?,m) és el limit inductiu. 

i) Construccio de f2 i S. 

Per ser ( {( il Ai . ,m. ) } {(f..,^. •)} ) un sistema induc-

tiu metric, resulta que ( } { f • i ) i ( {S. } /[ 5'. J- ) 

^ jei' (i,j) "-iei "-^(±0)6^ 
son sistemes inductius conjuntistes. Definint en ^= \ J Çl^ x{ i] la 

ifl iel 

relacio d'equivalencia, 

V(x^,i), (x.^.) e j:j^.:(x.^.)~(Xj^j) < ^ (3kei)[k^i,k^j, fik(x.)=f .ĵ (Xj)] ; 

s'.obtê corn a conjunt de classes Ci = = lim({f2.} {f. .\ ) , 
^ ^ iel' 

limit inductiu conjtttitista. Analogament, definint en ^ S . = \^S.x {i} 

la relacio d'equivalencia: 
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V ( S . ,i) , ( S . , J ) E Z s . : ( S , , i ) ~ ( S . (3kei)[k5i,K^J, G . . ( S ) = G ( S ) ] , 

s'obte S= — = lim . ( { S . } i^i^) 
-> iei' (i,j)e < 

^ii) Estructura algebraica i reticular de S. 

(iia) S es un semigrup. 

Sigui (G.,i) + (S.,j) = (g (S ) +g.,(S),k) onk>i,j. 

L'operacio + esta ben def inida, ja que si (S^, i) ~ (S^, , i ' ) i (S^ , j} ~ (S_. , , j • ) 

existeixen 

m^i,i' tal que gj^(S^) = '3^,^(S^,), 

n^j,j' talque gjn(Sj) ='3^,^(S^,)! 

Siguin k'^i',j'; r^m,n;X> k,k' i y^r ,X . Aleshores 

^ky^^ik^V^^jk^^j^^^^W ^ik^ «^i^-^^%.y° ^jk^ ̂ ^j^ = 

=^iy^V -^^jy^^j^^^W ^im^ <V^^^ny° ^jy^ «^j^ = 

= ^i'm^^^i'^ ^ (5ny° ^j-n^<^j'^ = ^i'y<^i'> ^j'y^^j'> = 

= ̂ ^k'y° ^i'k'^^^i'> <^k-y° ̂ j'k'^(^j'^=^k'y^^i'k<^i'^-^^j'k'^^j'^'^ 

el que assegura (g^^ (S^)+g^j^{S J ,k)-, (g^ ,̂  , (S^ , )+g^ , ĵ , (S^ , ) ,k' ) i 

en consequència la correctitî' de +. 

Trivialment l'operacio es associativa, commutativa i te per neutre 

, . < e . , = a^. • (e.,i) al ser, per tot (i,j) e^, g.^ie.) = . 
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iib) S és ordenat parcial amb nonim (e^,i) i amb isotonia respecte +• 

Es defineix 

(S^,i)^ (S^, 3 kei)(;k>i,k^,g^j^(S^) Í: ĝ ĵ CS J 3 ; 

es tracta d'una relacio^ja que si: 

e tal que g. (S.)=g (S ) ^ 1 ^en e r(S^,i) ~(s^,e):^ 3 n?i, 

(S ,j) ~(S ,s):i 3t^,s tal que g..(S )=g (S ) 

Siguih X> n,k;r5 k,t;U^X ,r. Aleshores 

g (S ) = (g o g ) (s )=g (g (S ) )=g ,, (g. (S. ) ) = ^eu e ny ^en e ^nU en e ^ny^in x 

=^in^^i>=^ky<^ik(V^<^ky^^jk^^j>^ ^jyí^j^ 

= ̂ ^ty° ^jt^^^j' = <^ty° ̂ st^^V = ^sy<V <^e'^^^ <^s'^^-. 

És fácil verificar les propietats reflexiva i transitiva de ^ , utilit-

zant que ({S.} { g..} 
1 iei' ^3 . 

) és un sistema inductiu i les g.. son 
(i, j)e;<: ID 

creixents. L'antisimetria es deriva del següent argument: 

(S^,i)< (Sj,j) 

(sJTT)^ (sTTT) J 

(^kei) \;k:̂ i,k:̂ j, ^i^iSi)<gjj,(s J 

(3k'ei)tk'^i,k'^j, g^j^.ís^)^ 9iĵ '<̂ i> 

Sigui) k"^k i k"^k', aleshores 

^ik"(V = í^kk"°^ik)(V <^kk"%k<^j)^=^jk"<^j> = í^k'k"° ̂ jk')í.^j> = 

=^k'k"<^jk'^^j^^ ^^k'k"^^ik'^V^=^ik"^V' ^'^^ ̂ ik"^^i)=^jk"^^j^ 

i essent k"> i,j, és (S^,i) = {S^,j). (e^,i) és el mínim de S. Per es-

tablir la isotonia de + respecte de ^ , sigui 
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(S .,i) ^(S. ,j)<=e>r(3kel) k5i,k5sj, 9,^(3.)^ g.,(S.)-] . i (S^,n)e S. 

Si e ̂ i,n resulta:. 

(S.,i) + (S^,n) = (g.^(S.) + 9 ^ 3 ( 3 ^ ) , e) = A, 

i si e' n es te : 

(S.,j) + (S^,n) = (gje.(S.) + ĝ ie- ̂ ^n^'^*^ " ̂ ' 

triant m^e,e' i X$jn,k : 

^eX ( ^ i e ^ V ^ n e ^ V ^ = ^^eX ° ^ i e^ ^V ^ «^eX ° ^ne^ <V = 

= ^ i X ^ ^ i ' ^ n X ^ V < ^ j X ^ ' j ^ ^ ^ n X ^ V = ^ e - X < ^ j e ' ( ^ j ^ ^ ^ n e ' < ^ > ' 

es dir, A^ B. 

En definitiva tenim el semigrup ordenat (S, + ,^,(e.,i)) . 

^iii) Construccio de m. 

Sigui m :n X f2 -> S, 

m ( (x ,i),(x ,j) ) = (m (f (x.) , f (x.)), k) si k5 i , j . 

La correspondencia m gaudeix de les següents propietats: 

(iiia) m es aplicacio. 

|(x.,i) = (x^,e)l |(3r^i,e) tal q u e fi^(x.)= f^^ix^) 1 

j a s^ j,n) tal q u e f . ^ ( x . ) = f ^ ^ ( x ^ ) ( x . , j ) = (x ,n) 

Considerant k^i,j; t^e,n; e:^k,t; X>^/S?y>^e- i resulta: 
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= ra^(f.^(x.), f.^(x.) )• = m^(f,^{fi,(Xi) ) , f3p<^js^^j>^ > 

i per tant 

("̂k ^^ik^V' ĵk^ ĵ>)'̂ > = ^-t^^et^V' ^nt^V^' 

m( (x^,i), (x_.,j) ) = m ( (x^,e) , (x^,n) ) . 

(iiib) m es separadora. 

m ( {x^,i), (x^,j)) = ("̂ k̂ îk̂ V' ĵk^ '̂ĵ '̂̂ ^ " ^̂ t'̂ ^ ^ 

(3 s t̂,k) tal que g^3(e )̂=e^= g,̂ ^ ^̂ k̂̂ îk̂ V '^jk^^j^ ^ ^ = 

Í-S ° k̂ŝ k̂ŝ  ̂ îk̂ -î  jk^-j^ ^ ̂  ^^ks^W i-i) = (̂ ks°̂ jk̂  ^^j^ 

(iiic) m es simétrica per ser-ho les metriques m^^. 

O-iid) m verifica la desigualtat triangular. Siguin (x. , i) , (x ., j) , (x , t) g Ji, 
1 3 t . 

a^=m ( (x^,i) , (x_., j) ) = {mj^(f^j^(x^) ,f jj^(x J ) ,k) a m b k : 5 , i , j . 

a = m ( (x. ,i) , (x^,t) ) =(m. (f. (x.),f, (x.)),X) ambX:^' i,t, 2 1 t A 1^ 1 t 

a =m ( (x ,t) , (x. , j) ) =(m (f (x ) , f (x.),y) amby^ j,t, 
^ ^ y ^ 
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amb 'P • Sia k,£ ; 

g (g (m (f (X.), f..(x^))) + g ^ (m (f (x ),f (x ))) ) = 
E C X E X 1 T X T Y E LI T P T j\x 3 

y ty 

= m^(f.^(x.), f^^(x^)) +m^(f^^(x^), fj^(x.)) 

, m^(f.^(x.), f.^(x.)) = m^Cifj^^o fik^(x,),(f,^^o f (x.) ) = 

- ' K C " ^k,>^fik^V'fjk^^j )>==%C^"^ki^ik^V' ^jk<-j>^ >' 

es dir, + â ;̂  a^. 

Construit ja (ji,5/n») ens resta comprobar que 

{xv) (Q,-f,m) es limit inductiu. 

Sigui { (y . ,X . ) } la familia de morfismes entre {, (íí . . ,in. ) } i 
ié I ie I 

(íí,í,m), definida per y fi , y ̂  (x^) = (x^, i) , X ^ : S ^ - í - S , X (S ^ ) = ( S ^ , i) 

Consideri's un e spai metric generalitzat qualsevol (fì,'3,m) i una familia 

{ (f. fH'.)} de morfismes entre { (f̂  . , ,m. )} i (RI,'?,m) de forma que, 
^ ^ Ì 6 l 1 1 1 

per tot (i, j) € el segìient diagrama commuti 
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En virtut de que per k es o gĵ ĵ=*î'̂  ̂  Tk ° ^ik^^' 

aplicacions H: U ' > Sî ' _̂ , estan ben definides. 
(x̂ ,i)̂ > f^(x^) (S^,i)^> \(Si) 

son les uniques que verifiquen H o ĵ̂ f̂̂ » h o Vĵ '̂i'ĵ  / V̂ ^̂  ̂  aixî la 

parella (H,h) es un morfisme de metrics generalitzats, ja que 

(h o m) ( (x^,i) , (x^,j) } =h ( <>\{fi]̂ <Xi) ' f^j^(xj),k)) 

=\i"V(^ik^-i>' = ° ? k - V < ^ i k ^ V ' V ^ ^ > 

= m (f^(x^) ,1'j(x J) = (m o H X H) ( (x^,i), (x^,j)) 

El diagrama corresponent a aquesta propietat universal de (Sî,-J,m) es: 

(f. .,g. .) 
(Sí^,í^,m^) ^ 12 Ì2 : (ii^,5^,in^) 

El teorema esta demostrat. 

Tenint en compte la dem.ostracio anterior, podem escriure les seguents 

igualtats simboliques. 

I ) Ci = l_jm ({fi.} ,{f. .} ) , en la categoria de conjunts. 
^ ièl (i,j)< ̂  

I ) 5 = ̂ i"^ •^ ) , en la categoria de semigrups ordenats. 
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(a-5,m) 

II 

(lî m ({Sì } ^f..} ),1д^т({|} ,{g..} ), m ) 
iel (i,j)e< - i€l (i,j)6« 

({(Si.,3.,m.)}_^^, ^i^ij'^ij>(i,j). < ^ • 
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§ 3. 2. 

Teorema de la convexificacio segú'encial. 

Sigui ^,m) un espai metric generalitzat. 

Definicio 3.2 . 1 . ' 

a) A c ñ es seqüencialment convex si per qualsevol parella a,bsA, â OD, 

existeix un CÍA, aŝ ĉ íb, tal que m(a,b) = m(a,c) + m(c,b) . Eá diu que 

c esta "entremig" de a i b. 

b) A C f2 es metricament convex si per qualsevol parella a,b£A, â b̂, es 

verifica 

fa/bl ={ X € n m(a,b) = m(a,x) + m(x,b)} «A-

Analogament, si (C,^) es un conjunt parcialment ordenat es pot es-

tablir la 

Definicio 3.2.2. 

a) В с С es seqüencialment convex en ordre si per quaüfsevol x,y еВ, x^y, 
existeix zcB, tal que x^zj^y. 

b) B c C es convex en ordre si per qualfeevol x,y€B, x^y, es verifica 

С̂ 'УЗ< =Í zgC| X y} С В. 

Cal notar que mentre les convexitats métriques i ordenades son va­
ledores en els respectius conjunts globals fi i i teñen sentit, per 

tant, nomes en subconjunts propis, les convexitats sequencials métriques 

i ordenades son predicables en subconjunts propis o no i presuposen la 

cardinalitat almenys numerable. El buit, 0, i qualsevol singleto es con­

sideraran convexos en tots els sentits. Els següents exemples posen en 
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evidencia que les convexitats sequencials (a) i les de segments (b) 

no teñen una relacio directa, en general. 

Exemples 3.2.1. 

(1) N , 2 son convexos en mètrica i ordre, pero no ho son séqüencialmcnt. 

(2) (o,1)U(2,3)C IR , és seqüencialment convex sense ser convex. 

(3) El metric boolea (L, ( I I , = ,A ) ,m(a,b) b) és seqüencialment convex 

en mètrica però cap subconjunt és convex. 

(4) Tot espai normat es seqüencialment convex. 

(5) ( Q / í̂ l I ) , (R , <<> I |) f «f< ,| j +i I |) , ( Q a E o, 1] f| I ) son convexos i 

seqüencialment convexos, en metrica i en ordre. 

El resultat central d'aquest capítol és el seguent teorema en el 

qual es construeix, tot aprofitant els resultats de § 3.1 una e x — 

tensio seqüencialment convexa a partir de qualsevol espai metric ge­

neralitzat. 

Teorema 3.2.1. (Teorema de la convexificacio seqüencial). 

Si ,m) és un espai metric generalitzat, existeix un monomorfis^ 

me metric ($,<̂ ) en un espai metric generalitzat seqüencialment convex 

(ñ,l,m). 

Demostracio. Sigui (Q,^,m) un espai metric generalitzat; consideri's 

l'ordenat (W,̂ :) i per cada i ^hí : 

2 ^ > 2 Í 

2^ ^ 
S^ = S = Sxrr.xS , 
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En virtut de %2.i. , { . , ̂  . ,m. )} es una familia d'espais metrics 

generalitzats. Per tota parella ordenada d'indexs i<j enJv , defineixi'si 

f..:ííi -> Sì. f g.j: S. -> S. , 

mitjançant 

fj^j ( X ^ , . . . , X^i) — ( X ^ , . . . f X ^ i ^^^"i^r x ^ , . . . , X 2 Ì ) » 

g^j (Ŝ  ,. . . ,S2Ì) = (S^ , . . . ,S^x)y2^~'^S^ , . . . ,S^±) , 

on l'anterior notacio expressa que l'imatge d'un element ( a ^ a ^ i ) de 

Í2 ̂  (ô S^) / es l'élément de Sì j ( o S_.) obtingut al "concatenar" l'élément 

donat (a.̂  ,. . . fa^i) , exactament 2"' vegades, amb si mateix. És fàcil v e — 

rificar que 

^ii='d„ ' ̂ ii=^d ' tot i eJ>/ ; 
X X 

b) Per tots iíñí^ esf.,of..=f.,,g., o g . . = g ; 
•̂̂  ̂  13 ik 3̂k 13 ^ik 

c) Cada g. . (i< j en^Г) és un morfisme algebraic creixent que transfojnna 
•̂ •̂  -i • -i 

el neutre i mînim (e,V^.,e) de en el neutre i mînim (e,Sri.,e) de 

S .. 
D 

Per tant, fent memoria de la Definido 3 .1.2, resulta que 

({(Sì,-S,m)} ,{{f..,g..)} ) 
ieN (i,j)€é 

és un sistema inductiu metric 
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i en consequencia podem aplicar el Teorema 3.1.1. por obtenir 1'es­

pai metric generalitzat limit inductiu de l'esmentat sistema: 

(ñ,^,m)= lim ({(íí. ,-5. ,m.) } ,{(f..,g..)} ), 
^ ^ i«M 13 (i^j) Ç < 

i c N ^"^^Lj^ Í6J4 ^ ^̂ fiĵ  

iñ : ñ X Í2 S, 

definida per 

m( (x̂  ,.. . , X 2 Í , i ) (ŷ  , . • . ,y2Íf J ) ) = "̂'k ̂^ik ̂ ^i^ ' ̂ jk ̂ ^j ̂  ̂ '^^ 

amb i,jf arbitrari. 

Aleshores, la parella ($,<f) de {Sí,f,m) en {^,^,m), donada per: 

$ : f 2 - > Ñ , < f : S S , 

X -> (x,o) ,. í -> (s,o) 

és un monomorfisme metric de 1'espai de partida, en el construi't/ és 

a dir (fì, és una extensió de {Q,^,m). En resta establir la conve-

xitat seqüencial metrica de íí i la ordenada de S. 

(I) ü és seqüencialment convex respecte m. 

Siguin A= (a^,...,a2Í,i) i B=(b^,...fb^j,j) dos elements diferents 

(Aĵ B) qualssevol de , que sense p'erdua de generalitat podem suposar 

amb i$ j. Consideri's 

C = ( (f^j(a^,...,a2Í),fjj(b^,...,b2J) ), j+1) 

= (a^ ,. -. ,a2Í,w: ,a^ ,... ,a2Í,b^ ,.. . ,b2J, j+1) , 
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as a dir, C es générât per la "tira" de longitud 2 en , obtingu-

da al repetir primer l'élément ia.^ , . . . ,a^i), 2^ ^ vegades i concatenant 

a continuacio l'eleraent (b ,...,b j). Si C fos igual a A es conclouria 
I ^ 

B = A, cosa impossible; anàlogament si C fos igual a B. Aixî A C 7̂  B. 
Finalment 

m(A,C)+m(C,B)=m( (f̂ ĵ .̂  (a^ , . . . /a^i) , j + 1) , (f^^ (â  ,. , . /a^i) ,b^ , . . -b^j, j + 1 ) ) 

+m( (f _(a^,...,a2Í) ,b^ , . .. ̂ b^ j , j + 1 ) , (f ̂ (b^ , . .. ,b2J) ,j+1)) 

= (e'f-r̂ . ,e,m(a^ ,b^ ) ,. . . ímía^ifb^j) / j+1 ) 

2^ 
+ (m(a^ ,b^) , .. . , m(a2Í,b2J), e,Ví^., e) j+1) 

(gjj^T{m(a^,b^),...,m(a2Í,b2J)), j+1) 

2 J - I 
( o m ) ( (â  , . .. «.â i, Vr^, a^ , . . . f a^i) , (b̂  , . . . ,To^j) ) , j+1) 

= m (A,B) , 

per tant C esta al mig de A i B i la convexitat sequencial de Í2 
queda probada. 

(II) S es sequencialment convex respecte l'ordre ^ . 

En efecte, donats E= (S , ,S i,i), G= (t ,...,t j,j) en S tais 

que E ̂ G, es construeix 

^ = < <^i,M^ax(i,j)<^ V ^ ' 9j M à x ( i , j ) ( S V ) ) , M a x ( 1 , j ) + 1 ) , 
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i ês pot comprobat, seguint al tipus d'idées abans utilitzades, que 

Remarquem que el teorema anterior ês d ' exist^encia i construccio, 

pero no pas d'unicitat. Amb escriptura un tant mes complicada, poden 

construir-se convexificacions que, en lloc d'utilitzar les potencies 

de 2, es basin en les potencies de qualsevol primer P. Afegim que la 

idea intuitiva inicial per realitzar tal construccio va ser la sequent: 

donats dos elements x,y, x̂ ŷ en Q, (oS) , identificar-los amb els ele— 

ments diagonals (x,x) i (y,y) de fi (o ) i considerar aleshores 

l'élément mixte (x,y), el quai, respecte les métriques puntuáis veri­

fica 

"m(x,y)=m((x,x), (y,y)) = (m(x,y),m(x,y))=(e,m(x,y)) + (m(x,y) ,e) 

=m( (x,x) , (x,y)Km( (x,y) , (y,y) ) =m(x, {x,y) )+m( (x,y) ,y) " 

(o (x,x) 4 (x,y) ̂ (y,y) si x^y, en l'ordre puntual). Així identificant 

2^ 2^ 2^ 2^ 
ara els punts (x,y) de fi (o S ) amb els (x,y,x,y) de fi (o S ) i 

repetint la tecnica de fabricar elements mixtes, s'obtê un procès re­

current numerable, que amb els oportuns refinaments teenies, s'acaba 

de formalitzar en 1'anterior teorema. 

Es possible simplificar la representado dels elements del convexi-

ficat en considerar el sequent teorema. 

Teorema 3.2.2. (Teorema de l'immersiô del convexificat). 

El convexificat sequencial ( i?̂ S,m) construit en el Teo­

rema 3.2.1., ês isometric a un subespai metric del pro­

ducte generalitzat (X ^ » Tl ^'"^ ) • 
i=1 i=1 

Demostracio. Per §2.1. sabem que CTf^ ^ ' Tl '̂"̂  ̂  ês un espai metric 
i=1 i=1 ^ 

generalitzat. Si x^,...,x ç f i , escriurem (x^,...,x ;*) l'élément de 
I n I n 
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co 

TI ^ que s'obté al repetir, de forma ordenada, la enepla (x^,...,x^) 

infinites vegades. Sigui 

* 
n = { ( x ^ , . . . rX^ìi; *>5 Tj i^/kt K ,x^ , . . . , X 2 k £ ^ } , 

i=1 
S ={<S^,.. . ,S2k; *)iTlS /keJ^ ,S^,...,S2k€5} , 

\ * 0* * ^ ^ . 

Es facil verificar que (.Çl ,m ) es un subespai metric de 
oo oo _ * * * 

{ TI f2 ,*n S,m ) . La parella (ar & de ^,m) en {Q ,^ ,m ) donada per, 
i=1 i=i 

a : -> - a((x^, , X 2 k , k ) ) = {x̂  , . . . , X 2 k ; * ) , 

3 : S -> S , e((S^,...,S2k,k)) = (S^,...,S2k;*), 

facilita un total isomorfisme metric entre (fj, 5,m) i (fì ,^ ,m ), es a 

dir, a i 3 son bijectives, p e's un isomorfisme ordenat i algebraic de 
* _ 

semigrups i m , oct xa = 3 o m. 

Aquest teorema proveeix una facilitât computacional que sera aprofi^ 

tada en el darrer apartat d'aquest capítol. 

Per acabar, notem que si considerem en un espai metric generalitzat 

(fì,?,m) un A c f2 , A ?i 5z5, aleshores definint 1'envoltura convexa fAJ de 

A com el minim subconjunt metricament convex de Q que conte a A, es fà̂  

cil demostrar per simple analogia al résultat classic de ¡R" el següent 

teorema. 

Teorema 3.2.3. fAl = VJ A , on A = A, 
u j .r n o 

n cN 

.A^={x € Í2l Ba,b e A^,a b, x ( Za.tí}^} , 

A^={x€n¡ 3a,hÊA^_^,a j¿ b, X€í:a,b3^}, 

per tot n e i ^ í . 
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§ 3. 3. 

Aplicacio de la convexificacio sequencial als espais metrics reals. 

En aquest apartat fem us de les tècniques introduldes en g 3.2., 

per construir un convexificat sequencial per a qualsevol espai m è — 

trie. real. 

Teorema 3.3.1. Tot espai metric real ÎÇi,^,d) admet un monomorfisme 

metric en un espai metric real (Í2,l̂  ,ol) sequencialment 

convex. 

Demostracio. Pel Teorema 3.2.1, sigui (̂ ,̂ , d) , 1 ' espai metric gene-

ralitzat sequencialment convex i extensiô de [Cî,çCmitjançant el 

monomorfisme metric {^,f), définit per 

$ : Í2 -> ÍI 

r (r,o) 

Consideri's les aplicacions seguents: 

oo 

i=1 

(x^,... , X 2 k,k) —? ( x ^ , . . . , X 2 k , x ^ , . . . j X ^ k , )=(x^...x^k; *) 

oo 

i=1 

(a ) ^ E ^ 
" n - 1 2 " 1+a 

n 
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es un morfisme de semigrupsacLditius, creixent i injectiva; 

1^" es subadÜtiva, creixent i nul.la nomes en (o). Tenint en 

compte aqüestes propietats i la Proposicio 2.1.2., facilment 

resulta que definint d : ñy£¡ (R^, d = o f' o d es 

una distancia real i , d) un espai metric. 

La parella ( * , i ) , on i : t K -> \R , i (x )= ' es el monomor-

fisme metric que injecta (íí,'ek',d) en (n,';?̂ ,d), ja que 

(d o $x$ ) (x,y) = d( (x,o) , (y,o) ) = ('foi)( (d(x,y;,o)) 

= Y"( {d(x,Y);.)) = f ^ d(x,y) ^d(x,y) ^ (iod)(x,y). 
n=1 2 1+d(x,y) 1+d(x,y) 

Ens resta comprobar que ( ü, JJ^^,d) es seqiiencialment convex. 

Per aixb siguin x = (x̂  , . . . , X 2 Í , i ) , y = (y^ , . . . ,y23/j) , x ?í y, 

dos elements qualssevol de fi i suposi's, sense pèrdua de genera-

litat^que i j . Pel Teorema 3.2.1. existeix un zeíí ,-x. z y que 

esta "entremig" de x i y segons d; explícitament: 

z = (x^,... , X 2 Í,^r^. , x ^ , . . . , X 2 Í , y ^ r Y 2 ' • • ••y2^; j + D -

Escriurem a^=d(y^,x^), ^¿^'^^^2'^2^ ' '^2^ ̂  ^^^^2^' ^2^^' 

a. = *^(y2^+l' x^),.-.,a2J = dCy^j, x^i) , les 2^ respectives dis­

tancies, coordenada a coordenada, entre y i x. Comprobarem que, en 

X 

efecte, el mateix z esta "entremig" de x i y segons d : 
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d(x,z)+d(z,y) = ( i ^ " o f ) (o,4-î< ,o,d(x^ ,y^) , - • - ,d(x2Ì,y2J) , j + l) 

+ o<̂ ') (d(x^ ,y^) , . . . ,а{х2±,У23) /О/ S-r̂ ,o, j + 1) 

= 1̂" (o,V:< ,o,a^ , . . . »a^j ;*) + ía^ , . . . ,o 

~ 2^+^ n ) Г -2 (2n-1) 
n=1 t=2-'(2n-1)+1 2" 1+^^-2^ (2n - 1 ) 

1 ^t-2^**2n-1) 
n=1 2 1+a^ ,j+1 t=2̂ '̂ '' (n-1)+1 " ' •"t-2-'• ' (n-1) 

= «f"(a^,...,a2J; *) = (f" о ) (â  ,. . . ,a2J , j ) 

= (f" о If') (d(x^,y^),...,d(x2Í,y2D5 ,j) = (f" o<^' о d) (x,y) =d (x,y) 
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§ 3. 4. 

i T -convexificacions d'espais metrics probabilîstics. 

En § 2.2- i § 2.4. han estât estudiats eljS i T productes, 

respectivament, d'espais metrics probabilîstics. Com sigui que a 

1'aplicar el Teorema de «onvexificacio a un espai (fi,'3í,T) s'obte 

un espai generalitzat convex isomorf (pel Teorema 3.2.2.) a un sub̂  

espai del producte generalitzat, segons considerem la tècnica dels 

E -productes o dels T -productes, obtindrem dues convexificacions 

que, per raons obvies, designarem respectivament per Z iT 

Teorema 3.4.1. Si (SIÍTR) es un espai semi-mètric probabilistic, exis^ 

teix una extensio (íi*,̂ *) que és TT^ —convexa i és 
m 

co ^ 

subespai del E -producte ( "pf Í2 , x ) . 
i=1 

Demostracio. Siguin 

oo 

n *={(P,,...,P_K,;*) J K E N , P. , . . . ,P_kef2} C TI fi , 
i=1 

fi* xfi* 

Així (fi*,*]?) es un espai semi-mètric probabilistic, subespai de 

( T l f i , 'T ) • Sigui f : fi -> fi*, f (P) = (P;*), l'injeccio natural de 
i=1 

(fif-JT) en (fi*,'3í*) (noti's que {'y* o f x f ) (P ,q) =3?* ( (P ; *) , (q;*) ) = 

oo 

_ 1 '^(p q) ='TíPf q) ) - Cal establir la TT ^ -convexitat de 

n=1 2̂ ' '"̂  m 

(fi*,'3V*) . Siguin dos elements de fi : 
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a = (x^, . . . f X^i;*) / 

OL , i < j ; 

seguint la técnica del feorema de convexificacio, consideri's 

3 = (x^, — t x ^ i r r r ^ , '^2^'^^ '^2' — ' ^ 2 ^ ' 

Aleshores, per tot u> o tindrem: 
oo 

^ ^ ^ i=2^+1 2̂ ^ i=2^^Vl^ ^ 

i=3.2^+1 ^ > 1 - 1 2 1 1 

= F* (u) , 

es a dir. 

TT (F* , F* ) = F* 

Remarquera que en aquest cas obtenim una TT ^ -convexificacio sense 
m 

ser necessariament 1'espai (fi*,-̂ *) un metric probabilistic respecte 
de , es a dir, l'anterior construccio es independent de les des— 

* m 
igualtats triangulara definibles en (r2,'j>) . 
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Un résultat anàleg s'obtë per T-prOductes. 

Teorema 3.4.2. Sigui (Í2,'}*',T) un espai metric probabilistic amb 

T continua. Existeix una parella d'aplicacions 

(f ,g) de (SltT'iX) en un espai metric probabilis— 

tic T-convex {Çï* ,y* ,T) , tal que ftiî Sî* ês 

in j activa i g:A^ es un x -morfisme tal 

que (f,g) ês morfisme metric. 

Demostracio. Consideri's fi * el mateix conjunt définit en el 

teorema anterior, 'y*= _^ f : -> *, f{P) = (P,*) i 

g: A ^ -y- A ^ , donada per g(F)='^ F=w-lim Ç(F,.^.,F). f ês injec-
i=l n-x» 

*. 

tiva i g satisfa: 

a) g(F) - < ^ ^= > 

b) g ês T-morfisme: per tot F , G € A^, . 

oo 

g(T(F,G) ) = T T(F,G ) = W-lim T (T (F, G) , T ( F , G ) ) 

i=1 n-H» 

oo co 

= W-lim T ( T ( F , . ^ . ,F) , T ( G , . ^ . , G ) ) = T ( T F; T G ) 

n-*oo n=1 n=1 

= T(g(F) , g ( G ) ) . 

c) (f,g) és morfisme metric: per tot P,qg Q 

co 

(7*0 fxf) (P,q)=^((P;*) , (q;*))=X' = g (F^^) = (g oУ^)(.F,q,). 

Aleshores resta verificar que (fi* ,"3̂ * , T) »l'espai extensio, subes-

pai del T-producte {-f^^r'^ »T ) , és precisament x -convex. Ele^ 
i=1 

gits com en el Teorema anterior a, T f U , consideri's el mateix 
element 3 , alla définit. Cal verificar que g esta x -entremig de 
a i "iT . En efecte: 



- 75 -

co 

oo 
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C A P I T O L 

COMPLETACIO D'ESPAIS METRICS GENERALITZATS. 

"Mathematical proofe, like diamonds, are hard 

as well as clear, and will be touched with 

nothing but strict reasoning". 

John Locke. 

Per poder rigoritzar els fonaments de la teoria de series, Cauchy 

accepta com a propietat evident el fet de que "una successio (X^) de 

nombres reals es convergent, sí i nomes sí,| X^^^ - X^] es tan petit 

com es vulgui, per a n suficienment gran". 

Enunciada aquesta propietat de forma explicita per Bolzano, Frê— 

chat introduí la noció d'espai metric complet i Hausdorff establí el 

teorema general de completacio en el seu classic "Grundzüge der 

Mengenlehre". 

La completacio d'un espai uniforme mitjançant l'us de "filtres de 

Cauchy" usa la completacio metrica i aquesta, al igual que en el cas 

d'àlgebres de Boole normadas (Blumenthal, C l 2 3 ), es possible en 

quant es coneguda la completitud de ÍP. , fet que es deriva de la pro­

pia construcció real. 

Sherwood en ^44, 4 5 3 ha constru'it el complétât d'un espai metric 

probabilistic utilitzant la mètrica de Paul Levy modificada per 

Sibley (47) que, a la vegada de metritzar la converg'ència debil de les 

funcions de distribucio A^, n'assegura la completacio. El procès s e — 

quencial de completitud donat per Everett Ci 7,183 en grups de Riesz 

valorats en la seva part positiva per la metrica naturai, la generality 

zaciô amb l'us de xarxes feta per Papangeloa. (40) i la contribucio de 
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Batle (6) (prescindint d'estructura sobre 1'espai de partida) s5n 

altres construccions que usen, en un sentit o altri, un criteri de 

completitud del semigrup de valorado de les métriques considera— 

des. 

En el cas general d'un espai metric (fi,"S,m) cal considerar les 

segîients definicions: 

a) Una successió (X ) c fi es o-m-fonamental, si i nomes si, exis-
n 

o 

teix -fe en S tal.que, per cada n es 

"^(^n+P' .5^, Vpç N . 

b) Çl ês o-m-complet si tota successio o-m-f onamental ês o—m-conver^ 

gent a un punt de f2 . 

En (6) Batle ha estudiat la relaciô d'aqüestes definicions amb 

els "Criteris de Cauchy" habituais. 

Fixât un morfisme ^ d'ordre^ seqüencialment continu en el neu­

tre, »̂  : S -> S i un (ñ,^,m) direm que: 

a') Una successio (X ) c fi ês S-fonamental si existeix una ô ^e 

en S tal que, per cada n, ês 

m 

b') fi es S-complet si tota successio S-fonamental ês convergent a 

un element de S2 

En particular si récupérera les definicions (a) , (b) ante-
s 

riorment explicitades. 

En l'apartat 4.1. d'aquest capítol s'estableix el teorema de la 

S-completaci6 d'un espai metric generalitzat al construir una exten 
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sio de 1'espai dcnat, extensio que sota precises condicions del 
semigrup de valorado de partida, gaudeix de propietats de com-
pletituj. En § 4-2. s'observen i analitzen els casos ja comen-
tats de Frechet, Cauchy, Everett, Batle i Shenvood com a parti­
culars del teorema donat en § 4.1. 
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4. 1 . 

Teorema de la S-completacio d'un espai metric generalitzat. 

Teorema 4.1.1. (Teorema de la S-completacio). 

Si es un espai metric generalitzat tal que 

5 es un s.o. no discret, normal i sequencialment 

continu en el neutre, aleshores existeix un espai 

metric generalitzat (Sî,5,m) tal que: 

a) Existeix un monomorfisme metric (i : (fl ,-S ,m)->-(fl, 5 ,m) 

b) i(f2) es o-m dens en Q . 

c) Si S verifica a mes la condicio diagonal d'Everett, 

es•S-complet. 

Demostracio. La demostraciô s'ha dividit en els seguents apartats: 

(i) Construcciô de S. 

(ii) Propietats basiques de S. 

(iil) Construcciô de f2 i m. 

(iv) Definicio del monomorfisme metric (i,^). 

(v) Densitat d'i(n) en fi . 

(vi) S-completitud de fi (en la hipotesi c). 

(i) Construcciô de S. 

hi 
Es considera en S la relació: 

, (a )~ (b ) <-=̂  Existeix Y +e tal que a $ b i b < a +lf , per tot n. 
n n "n ^ n n n n n n - ^ 

Es tracta d'una relaciô d'equivalència al gaudir de les propietats: 
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Reflexiva : (̂ĵ) qualsevol T̂ 'l'e es ̂ jĵ n̂̂ ^̂ 'V'ncJVy 

en virtu^t de 1 ' isotonia. 

simétrica : (a^) ~ (b^) (b^) ~ (3^^^) » 1^ propia definido de ~ . 

Transitiva: Si (a )~(b ) i (b ) ~(c ), existirán dues successions 
n n n n 

o o 

ÍT̂ +e i6 ̂ +e tais que per tot n : 
a < b + T , b ^ a + y , n n n n n n , 

b ^ c + ó , c < b + 6 ; 
n n n • n n n 

per la isotonia resulta. 

a ^ b + T ^ c + Y + 6 , Ç, < b + 6 ^ a + T + 6 , n n n n n n n n n n n n 

o 

d'on essent (T+0 )4-e,es conclou que (a )~ <c ). 
n n ' n n 

- S^ 
Sigui S = — — el conjunt de classes de successions de S per 

aquesta relaci5. Escriurem (a ) € S la classe de (a ) i ^ n n 
Q 

(a) = (a,a, . . . ,a, . . .) • Noti's que si e en S es : 

al valdré per tot mTT ^ e+lf i e ̂  + y ; es a dir, totes les suc-
^ n "̂n n "n 

cessions de S decreixents al neutre son d'una mateixa classe en S, 

que es preclsament la determinada per el neutre de S. 

(ii) Propietats basiques de S. 

Propietat 1. Si "iT̂ +e, ês < ' ̂ 2 ' ' " * ''̂ n-1 ' Ki'^^n'^n'* * * ^ " 

= - . . ,y^, . . .) ¿N. En e f e c t e , s i 1 4i i-i-n-1 e s ^''^^^T^+'^T^, 
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Propietat 2. S es semigrup commutatiu amb neutre. 

Es defineix + : S x S S, + ( (a ) , (b ) ) = (a + b ) . Es 
n n n n 

tracta d'una operacio car si (a ) = (a') i (b ) = (b') existei-
n n n n 

xen "Jf |e i ^ |e tals que a < a' +Y > a'<a +2r, b < b' +6 , 
" n* On^ ^ n*=̂  n n n** n n n^ n n 

o 
b' <b +5 , per tot neN; essent (.Y +5 ) + e resulta 
n n n n n 

a + b^ a' + b' + y +6 , 
n rr n n n n 

a'+b'^a + b + X + 5 , 
n n n n ^n n 

d'on (a + b ) = (a* + b'). n n n n 

Trivialmente (S,+,(e)) és semigrup commutatiu amb neutre (e). 

Noti's que en aquesta estructura algebraica s'identifiquen les 

successions que "difereixen" en una successio decreixent al neutre; 

Propietat 3. S és un ordenat parcial amb mínim (e). 

En efecte, es defineix la relacio; 

(a ) (b ) r̂p' Existeix ÍT + e tal que 2''<t> » a ^ b + i f , per tot n<N. 
n n n n n n n n 

La definido es correcte ja que si (a ) = (a'), (b ) = (b') i (a ) <<. (b ) , 
n n n n n ^ n 

o o o 

existirán ÍT̂ -í-e, ô^ + e i '̂ ĵ '̂ ê tals que les següents desigualtats serán 

valides per qualsevol neN: 

a' + y , a' <a + ¿T , 
n n " n n n n 

b̂ ĝ b' + Ô , b' ib + 6 , 
n n n n n n 

X ^ b , a ^ b + X ; 
n̂  n n n n 
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Per simple combinacio s'obtê: 

a' < a +y ^ b + X +CR 5: b ' + Ô + 2 r + X , 
n n n n n n n n n 

X < b < b' +6 ¿ b' +Ô +Ï" , 
^n^ n^ n n n n 

d'on, essent V +6 4- e, resulta (a* ) K (b' + S + 2r ) = ( b ' ) . 

n n ' n ^ n n n n 

^4 es una relacio d'ordre al complir les propietats: 

- Reflexiva: (a^) ^ t̂ ^̂ ) 3«̂  "ï^^ prenent "ìr^=e4-e es a^ a ^ + e ^ e ^ ^ , Vnf/i. 
Antisim^trica: Si (a ) «< (b ) i (b i-^Ca ) existiranX 4e ie n4e 

n n n n n 

tals que per tot n: 

\ i « ^ n ' ^ ^ V ^ i ' ^ n ^ ^ n ' ^ n ^ ^ i ^ n ' 

ê s dir a^^b^ i b„^a^+>^+e^. 

l'on (a^) = î j,) esser ( ^ ) 

T r a n s i t i v a : S i ( a i^ib ) i (b )?ç(c ) e x i s t e i x e n X 4-e JE: 4-e 

n n n n n ' n 

t a 1 5 q u e 

c- < C , b f i C + P # 
^ n < : n n ^ n "^n' 

i d'aquí 

a < b + X < c + X + F Í 
n ^ n ' ^ r P n ^ n ' ^ n 

p < c < c +\ , 
^ n * n-< n '^n 

(a ) < (c + X ) = (c^) 
n ^ n n n 
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Obviament (e) Ç S és l'élément mînim en (S,-^ ). 

Propietat 4. i =(S,+, ̂  ,(e) ) és un semigrup ordenat no discret. 

En efecte, si (a^) ^^^^ existeix X^4-e^tal que X^-^ b^ i 

a ^ b_+ X_, per tot n 6-N' . Per qualsevol (c^) sera certX j^^^^ ̂ î̂ ^̂ n 
n^ n n 

i a + c ^ b + c + X , i e n definitiva 
n n n n n 

s es no discret per contenir, al menys, tantes successions decrei-

xents a (e) corn successions decreixents a e tê S. Per complir-ho 

consideri' s if +e en S i '2'*=(ï' y . . . . ,Y , .. .} en S, per tot n e N. 
n n nji n' / " n' 

(jr*) és decreixent en (S, ̂ ,(e)) ja que 

Vn+I ^ 

^n ^^n 
^2R*+1= ( V l ^ n 4 . 1 ' - • • ̂  ̂  < ^ n - . - ) =J* - A mes 

o _ 
^ * -I(e) ja que si (̂ ĵ î ̂ "Î ^n^^' •̂ •'•̂ t̂ qualsevol k=k^, per cada n £ N 

n 
existeix X, -J- e tal que 

d'bn b = e i es segueix (b )=(e> . Je n o 

(iii) Construccio de i m. 

Sigui 0(n) ={ (x )€ii^: (x ) es o-m fonamental} ii2 =-^i^L ̂  
n n ~ 

conjunt de classes de successions o-m fonamentals obtingut a partir 

de 0(f2) per la relacio d'equivalencia: 
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V(x ) , (y )eO(í2), (X )~(y ) ^ m{x ,y ) ° e . 
n n n n n n 

Definint m:ñ x fi S, m ( (x ) , (y ) ) = (m(x ,y ) ) , es tracta de 

n n n n 
comprobar que m és una métrica separadora. 

a) m esta ben definida; Si (x ) = (z ) , (y ) = (t ) sera 
n n n n 

m(x ,z ) ^ e, m(y ,t ) § e, o equivalentment, existirán ÍT + e 
n n n n n 

i 6 •4'e tais que m{x ,z ) i m(y ,t )X 6 , V n í N . 
n n n n n n n 

Aleshores 

in(X^,y^)$ m{x^,z^)+ m{z^,t^)+ ra(t^,y^)< m ( z ^ , t j + 6^, 

m ( z ^ , t ^ ) ^ m ( z ^ , x j + in(x^,y^)+ in(y^,t^)< ^ í ^ n ' ^ " " V "^n' 

i es segueix que ^"^^^^'^n^ ^ ~ ^"^^^n'^n^ ^ " 

b) m es separadora; 

m ( (x^) , (y^) ) = (è) (m(x^,y^)) = í"̂) (3 ÏT̂ I e)¡ m (x^,y^)^ e+^^= i 

c ) m es simétrica: Per ser-ho m. 

d) m vetrifica la desigualtat triangular; 

m ( (x^) , (ŷ î  í^^II^í^n'^n^ ' '•̂  ̂ ™^^n'^n^'*""^^^n'^n^ )= (m(x^,z^) ) + (m(z^,y^) ) 

m ((x^),(z^))+ m ((z^),(y^)). 

En definitiva, queda construit 1'espai metric. 
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(iv) Definicio del monomorfisme metric (i,f ) . 

Siguin ±: Q ^ a , if:S->- S . 

X -><x) a (a) 

Les propietats de la parella (i,Y) son: 

a) i injectiva. 

i(x)= i(y) (x)= (y) m(x,y) >̂ e <=^ x = y. 

b) y injectiva. 

^(x)=^f(y) <-=̂  (x)= (y)<=%(3X̂ 4'e) tal que X <y - P I ^ , y < x -A ^,Vn«N,i 

essent S normal es x ̂ y, y^ ^ x=y. 

c) y morfisme algebraic i d'ordre. 

f(x+y) = (x+y) = (X) + (y) = ^(x) + ^ ( y ) . 

X 4 y + e 

x ^ y < ^ { } < ^ fU) = (X) ̂ (y) = f (y) 
e ^y 

d) f sequencialment continua en e. 

Si Tn ^e ^ Y ( ŷ ) = ( ^ , . . . , y ^ , . . . ) = y* +(i) en vittut de la 

Propietat 4 establerta en (ii) . 

e) {i,f ) morfisme metric. 

El diagrama m 
JÎ X Sì i S 

1 X 1 

m -
Çix çi ^ > S 
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es commutatiu, ja que 

( tf>o m) (x,y)= f (m(x,y))=(m(x,y) )=m( ( X ) , (y) )=m(i(x) ,i(y) ) = (m o ixi) (x,y) . 

Resumint, I'espai (f2,-̂ ,m) s'identifica mitjanyant el monomorfisme m e — 

trie (i,^ ) amb un subespai metric de (íí̂  áfm) : 

(íí,3,m) ^ (i(íí) , Y (S) ,m| ) C(í2,Í,m). 
'i(íí)xi(Q) 

(y) Densitat d'i(ñ) en U . 

Donat c< = (x^)e f per ésser (x^) una successio o-m fcnamental, 

existeix 5 +e tal que, per cada n, és m(x ,x < 6 , V p g N . n n n+P ^ n 

Considerant la successio a =i (x ) £ i{íí) , resulta 
n n 

m(a , a) = (m(x ,x ) ,m(x ,x ) , /n>(x ,x ) ,e,m(x ,x ) , . . .) 

n 1 n 2 n n—1 n n+1 n 

i per tant a^ a, és a dir, i(f2)* =Í2 . 

(vi) S-completltud de Q (en la hipótesi c). 

Sia a =(x*í) una successio S-o-m fonamental en Q , es a dir, 
^ n n 

o 
existeix "̂ êí- en S tal que 

m ( ttj^ , aj^^p) = (m(x¿, x^"*"^))^ + • 

Per ser â e íí, Víeií, existirá una familia (6? ) . „ , ̂  „ de í( ^•^k(^,k)t NxN 

successions (5^ l e , si k -x» ) tal que per cada ^ sera 

^ '̂̂ kí '̂ k+p> ^ 4' Vp^N. 



- 87 -

En virtut de (iv) es 

i per tant 

m ( ,i(x^)) «̂ tf (ôM , mtxj^^p, i(x^ ) ) ^ f(ô; ) 

Per la condicio diagonal d'Everett postulada en aquest apartat, 

? la familia (6^) ̂ ^^^^ ̂  adm^t^rà 6 ^ — e ' s a dir, +e. 

Considérant a =(x^ ) = (x̂  , x^ ,...,x^ , . . . ) , 

cal verificar que 

, . . o-m (vi^) I \ W Ail ^ 

Demostracio (vi^) 

' "k+P -̂ k "k+P 

i m ( i U ) , aj,) + m ht^ct^^^) + m ia^^^, i (x )) 
k k+P 

Per la creixença de l|> (iv, propietat c) es 

k + P 

, k k+P ^ -.k 5- rk ~. ftk A 

i' a e H • 
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Demostracio (vi^) 

Seguint la notació introduì'da en (vi^) i l'apartat (v) és 

m 
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§ 4. 2. 

Aplicaci5 de la S-completaci5 als espais metrics generalitzats usuals. 

Els següents exemples posen de manifest que en la construccio 

realitzada en §4.1., l'espai coincideix sempre amb els espais 

complets usuals i que ^ es un semigrup "excessivament" ampli que 

conte, en cada cas, el semigrup mètricament complet habituai on es 

valora m. 

Cas 1 . G -completacio d'un espai metric de Riesz (f2,^,m) valorat 

en la part positiva d'un grup de Riesz no discreti complet. 

G^ es seqüencialment continu en o i es normal, ja que si 

X + i ô ^+ o, prenent limits quan n-**» , es x^ y. 

+. N 
+ ( G j 

Per construccio G = , on ~ ve donada per 

(a^)~ (b^) < ^ I a^-b^i ^ o. 
n n n n' 

es a dir, s'identifiquen les successions que "s'acosten" entre elles 

i en particular les convergents a un mateix lîmxt. 

OÎG"*") = {(a ) CG"^! (a ) es O-n fonamental } C:(G"^)^, es n n 

un semigrup ordenat amb neutre i minim ( O ) . 

Proposicio 4 . 2 . 1 . Si ^ = (G, + ,$ ) es un grup de Riesz o-n complet, 

{0 ( G ),+,^ ) es isomorf mètricament i com semigrup 

ordenat a {G^,+, ^ ) . 

En efecte, com per cada (a^) 6 0 ( G ) existeix un unie limit a, 

l'aplicaciô : 
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(а ) а= о-п lim а n ^ n 

verifica les propietats requerides: 

a) ¥ és injectiva. 

'i' ( (a ) ) = l'i (b ) ) ^ o-n lim a = o-n lim b 
^ n ^ ^ „ n ^ „ n 

n-Ko П-ХХ5 

•=ä> o-n lim (a -b ) = о (a ) = (b ) 
^ n-x» " ^ n n 

b) Ч' és exhaustiva. 

Y ( (a ) ) = a. 

c) y és morfisme algebraic. 

Т( + Ш ~ ) ) =4' ( (Ŝ  + b ) ) = o-n lim (a + b ) n n n n n n 

o-n lim a + o-n lim b = ( (a ) ) • H-H* ( ( F l ) ^„ ^ n n n 

d) Y és creixent. 

^^n^'^^^n^ <=^Öi,+ °)tal que a^< b ^ + Г 

:i^o-n lim a 4 o-n lim b ^ Y ( (a ) ) ^ Y ( (b ) ) ."H ( (o) ) = o. 
n->oo n-x« 

e) ( Ч'.-Ч' ) és morfisme metric. 

El diagrama seguent és commutatiu-
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O (G"*") X 0(G"^) y—> O(G^) 

ij/ x \ji 

G xG 

1' 

I I 

(^0 f! 11) ( CE~), (B~) ) ='i' ( (|a -b 1) ) = o-n lim I a -b ! 
n n n n n n n 

Io-n lim a - o-n lim b = 
n n' û")) - V( (b") ) n n 

= (I LOY xV )( (a^),(b^) ). 
n n 

Noti's que, en general, 1'isomorfisme metric-algebraic anterior no 

es reticular. 

Per altra banda. 
^ ,(->» j-(x )€ÎÎ^| (x ) es o-m fonuamentali O (u) t n n ì 

S2 admet 

la metrica m x fi G^CrO(G^) c G^, definida per m( (x ) , {y ) ) 
n n 

(mtx^,y^) ) , ((m(x^,y^) ) es o-n fonamental d'acord amb la de­

mostrado donada en (6)). 

Aixî el G -complet (fi, O(G ),m) coincideix amb el complétât cons­

truit per Batle (6) per aquest cas concret i amb el résultat d'Everett 

CI?") quan fi =G es grup de Riesz. 

En particular si G^= R^, resulta que la R^-completaci5 d'un espai 

metric ordinari (fi,lí<Ĉ ,d) es el de Hausdorff classic. 
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Cas 2. Q"*^-completaci6 de l'espai mè-bric 

Resulta trivial que Q = = (R , 0(0*") - IR^ i iñ =| | en virtut 

de la construccio de [R, ^per successions de Cauchy^a partir de (Ci . 

Aixi dones el (Q'^-completat de (Q, | | ) é s (ÍR,ÍR^, | | ) • 

Cas 3. A"^-completaci6 d'un espai metric probabilistic amb 

T continua. ' ~ 

La A^-completaciô de (C¡,A^ í?) és (n,A^ - Per construccio 
T T 

^f^\ r Î e f2^: (P ) es o-'J'fonamental-, 
_ OtO) i n n } ^ , • . -, Í2 — = — , on .„ es definida per: 

V(P^), (q„) e o(Si), (P^) . (q^X^ S e .̂ ̂ ^^^^^^ - . 
n n o 

es a dir, H coincideix amb el complétât construit per Sherwood 

(["44,45}). En virtut d'esser ( A ^ , £ ) complet respecte de la mètrica de 

Levy modificada per Sibley, resulta que el complétât de Sherwood es 

(Í2*/A'^ rC*y , on n5*:i2* xQ* A"^ es "j:* =w-lim F „ =X-lim F „ 

T •* 7 —X y P CJ p Cr 

(P ) (q ) nx» n n n-K» n^n n n 

i aixi (ii,A conté monomorficament ( (I _ f p ) a l'espai completaci© 
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