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"Si com lo taur se'n va fuit pel desert

quan és sobrat per son semblant qui el forga,
ne torna mai fins ha cobrada forg¢a

per destruir aquell que l'ha desert,

tot enaixi em convé llunyar de vds,

car vostre gest mon esfor¢ ha confis;

no tornaxré fins del tot haja fus

la gran paor qui'em tot ser delitds™

. Ausias March
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INTRODUCCTIO

"Cal declarar tot ¢o gue hi ha d'uni-
N - .~ .
versal i1 necessari en les ciencies es-

peculatives o racionals".

Ramon Llull.

lLa primera nocid de dist@incia abstracta fou introduida per l'oficial

d'artilleria belga J. de Tilly en 1892 ("Essai de géometrie analytique

générale”, [11]). M. Fréchet. en 1906, establi el concepte d'espai me-
tric (per res61dre el problema de topologitzacid d'.': "espai abstracte"),
nocid que ha esdevingut fonamental en la recerca de noves estructures
sobre les quals basar el desenvolupament de 1'Analisi funcional. Aixi,
aprofitant les idees de continuitat i convergéncia métriques, Hausdorff

defineix, en 1914, els espais topolodgics i la no invariabilitat per ho-

meomorfismes del criteri sequencial de fonamentabilitat indueix a A. Weil

en 1937, a definir els espais uniformes. Els espais quasiuniformes de

Nachbin, els espais de proximitat d'Efremovid i les estructures topoge-

nes de Csdszdr, completen aquest ventall estructuraliste de vértex me-
tric, gue avui ha rebut especial cura en la celebrada i ingent tasca del

grup matemdtic francés "Bourbaki".

Paral.lelament a aquesta evolucid conceptual, deixebles de Fréchet
com Appert, KyFan, Kurepa i Colmez seguiren estudis en l'estricta linia
meétrica i ordenada (aguesta tasca ha estat recopilada per Mamuzi&, [ 28]);
En la mateixa vessant, Blumenthal estudia els métrics booleans, Gliven-~
ko els reticles valorats i des de Riesz, Ribemboim, Everett,...etc.,
han estudiat els grups reticulats o de Riesz, i amb especial atencid,
el concepte de "métrica natural"™ que enllaga técniques analitiques i

algebraiques.

Ara b&, en les primeres décades del segle, el neixement de la
Mecanica Quantica i la Teoria de la Probabilitat, posaren en evidéncia que

tota la bellesa i poténcia d'agquesta metodologia matematica no recullia, ni



modelitzava, el problema real d'incertesa que tota mesura presenta. Va
ésser l'eminent matematic de 1'Escola de Viena, Karl Menger, qui intro

dui el concepte d'espai .metric estadistic ([30]), al considerar els
P D

factors aleatoris implicables en tot intent determinista de mesurar una

distancia, o mds general, gualsevol parhmctre. Les idees de Menger han
~

rebut en els darrers 35 anys, especial desenvolupament gracies a la la-

bor de A. Wald, B. Schweizecr, A. Sklar, A.N. gcrstnev,... etc., sota

- - 13 » A (] [ s
la mé&s encertada denominacid d'espais metrics probabilistics,

En 1.967, E. Trillas introdueix la nocid d'espai metric generalit-

zat al considerar metriques abstractes valorades en semigrups ordenats,
logrant enllacar'amb aquest punt de vista algebraic-reticular, les es-—
tructures metriques de Fréchet, les probabilistiques de Menger, les
booleanes de Blumenthal,l les algebraiques de Riesz. Les Tesis de E.
Trillas ([49]), N. Batle (l6]), A. viia ([55]) i J. Grané ([22]) han
estat basades en aguest estudi unificador 4'E. Trillas i diversos ar-
ticles de recerca ([2, 3, 4, 5, 51, 52, 53]) han aportat nous resul--
tats. En aquest cami, la present Memoria &s dedicada basicament a l'es

tudi de tres problemes concrets: el del producte numerable, el de la

convexificacid sequencial i el de completacid, d'espais metrics genera-

litzats, tot fent aplicacid als espais metrics probabilistics, on
aquestes tecniques generalitzades, han demostrat ser d'indubtable inte-
res metodoldgic. En 1l'inici de cada capitol, els precedents i objectius

del mateix son exposats sistematicament.



CAPITOL 0

Conceptes preliminars.

En aquest breu capitol introduim les definicions bésiques que

s'utilitzaran al llarg dels capitols segiients.

DEFINICIO O.1. Un semigrup ordenat (s.o.) &s una quaterna 5==(s,+, & ,e)

on:

a) S &s un conjunt no buit;
b) (S,+,e) €s un semigrup commutatiu amb neutre e;
c) (S, g,e) é€s un conjunt ordenat amb minim e;

d) + &s isbBtona respecte € .

DEFINICIO 0.2. Un espai métric generalitzat &s una terna (f ,_j,m) tal

que

a) § &s un conjunt no buit;
b) 3 =(S,+, <,e) &s un semigrup ordenat;
c) m :Q2 XU > S verifica les tres seglents propietats per tots -

a,b,c €2 :
c1) Separacid: m(a,b)=e < a=b,
c2) Simetria: m(a,b)=m(b,a),

c3) Desigualtat triangular: m(a,b) ¢ m(a,c)+m(c,b).

DEFINICIO 0.3: Un morfisme metric entre dos espais metrics generalitzats

(e,5.m i (Q ', $'.m'), &s una parella d'aplicacions"

(f,g) tal que

a) f: Q> Q°';
b) g: S -+ S' és morfisme algebraic i d'ordre tal gque g(e)=e';

c) m' o fxf=gom.



si £ i g son bijectives, (f,g9) es dit isometria; si sbn injectives

(f,g) és una immersid meétrica.

Anomenarem EMG la categoria d'espais metrics generalitzats. En ge-

neral seguirem els convenis de notacid donats en [49,6 ].

DEFINICIO 0.4. Una t-norma T en l'interval [0,1] &s una operacid tal

que,  per tots a,b,c,d€e [0,1],

a) T7(a,T(b,c)) = T(T(a,b),c).
b) T{(a,b) = T(b,a).
c) T{(a,o)=0; T(a,1)=a.

d) a<b i cgd = T(a,c) < T(b,d).

Notem que si € &s 1'ordre dual de l'usual en [0,1], ([o,1],T,¢,N
€s un semigrup ordenat amb element maxim O absorbent. Les t-normes

més comunes sdn

=a si b=1

Min(a,b)=Minim{a,b}, Prod(a,b)=a.b, Tm(a,b)=M21x {a+b—1,0},Tw(a,b)= =b si a=1

=0 si a,b#t

verifj.cant—se, per ordenacid puntual Min3> Prod> Tm }Tw.

DEFINICIO 0.5. Una funcid triangular T en

+ . '
A'=F|F:R »-[0,1], F(o)=0,F no-decreixent, F continua per 1'esquerra },

. 3 . . Ll - - - +
el conjunt de funcions de distribucid, &s una operacid tal que (A, T, < E:o)

&s un semigrup ordenat amb neutrec ° donat per

o si x
e (x)=
o .
1 i x>0y

A

Oy

. - . ’ - - . + L] »
funcid de salt unitat en x=o que &s minim de (A ,%4) en definir
. . + . . -
"FXG ®F(x) >G(x), per tot x €R". L'escriptura (A, <) indicara 1'ordre

puntual normal.



'
Exemples de funcions triangulars son:

T =T, :TrT(F,G](x)=T(F(x), G(x)).,
T=TT :TT(F,G) (x)=sup T(F(u),G{u))},
ut+v=x
T= * : (F*G)(x)=[:1F(x—v5dG(v) (convolucid),

3

on T &s una t-norma continua per l'esquerra. Per ordenacid puntual

s'obtg:

T Min * "proa 2 Tp> W T '
m w
W Z x =2 T 2T =21
Min Prod T T’
W
p .
TI'T ’TT

DEFINICIO 0.6. Un espai metric probabilistic &s un espai métric gene-

ralitzat (Q ,(Af,T ,‘$,eo),]:)-

Remarquem que en aquest cas a tota parella de punts (p,q)eq x Q.

s'assigna una distancia abstracte JF (p,q)Z qu que €s una funcid de

distribucid interpretada mitjang¢ant:

“qu(x) és la probabilitat que els puntsp,q distin menys de x".

Si T = TT l'espail es diu de Menger i la desigualtat triangular funcio-
nal &s equivalent a:

T(F_ (x), F (Y F (x+vy), r tot x,v €lR .
(pq qr v pr( Y) ., pe 'Y

. . . . N .
Si T =* es diu espai de Wald. Per referencies basigques del tema usarem

(38,39] .

La topologia classica d'un espai métric probabilistic, amb T con-

tinua, que escriurem ( Q,FR,T ), &s la dita €, A-topologia que ve do-




nada per la base d'entorns:
N A)= Y’ 1— AL,
o (& A= Ge Fg(€)> 1= A}

on p € fi,e >0,A > o. Semanticament, els punts g de l'entorn Np(g,l)
son aquells que "amb probabilitat (1-)) equidistant de p menys de g".
L'intereés d'aguesta topologia &s ser la minima que fia uniformement
contfnua la distdncia probabilistica F quan es considera en N la to
pologia de la convergéncia débil de funcions de distribucid, eguiva--
lent a la topologia métrica donada per la métrica de Lé&vy modificada
per Sibley ([47]). Clarament els espais métrics probabilistics s&n
generalitzacié dels reals en existir 1'immersid metrica (IdQ £) de
( Q,TR+,d) en (2, g,TT), donada per ¢ : R+' - A+, on ‘

r -)-gr

~,
= - 3. o = c .
er(x)-eo(x r) i jolef ed(p,q)



CAPITOL 1

Topologia sequencial ‘i immersions

"...one of the basic principles of analysis is to choose

an abstract space and a notion of convergence that
is appropiate to the problem at hand a space

in wich one can prove nice theorems”.

M. Reed- B. Simon.

La topologia sequencial Ty fou introduida per Batle ([ 6]). En aquest
capitol s'estudien diverses propietats de la mateixa que no bavien estat
clarificades anteriorment, aixi com la seva igualtat amb la €&,)\ topologia
en el cas probabilistic. Aquesta topologia ddna lloc en el segon apartat a
estudiar algunes possibles immersions dels corresponents espais en un pro-
ducte del semigrup de valoracid, immersions que en el cas real es reduei-
xen a la coneguda representacid de tot espai métric real separable en_mml.
AixI en tots els capitols segiients es considerara els espais métrics gene-—

ralitzats dotats-de la topologia To—m'

———— — — . S S g
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Toplogia T o

Sigui (§2 ,3 ;M) un espai metric generalitzat. Es defineix la o-m

convergéncia:
o-m . o $ '
x ——> X (x=o-m lim x )&m(x_,x)— een(dS¥e en sY m(x ,x)\<5 ' elN].
n n n n n n n
n—)oo N n-—>r o n-—> <«

sia c( Q)= { (xn)s QN: HXGQ , x=o-m lim x_ } , el conjunt de les successions
n-> o

convergents de ! segons m, i considerik 1a correspond\encia
TP Cc(R) — Q

(xn) —_ x=o-m lim xn o
n-> oo

Si s &és segiencialment continu en e § ie, Tie =6 _+7 )3 e) el 1i-
n n n n

. . - - . . . o-m
mit d'una successid convergent &s {inic ja que si fos x ——> x a l'ensems
' n - o

— . o . o . . :
que X oy Yy, resultaria m(xn,x)-———> e,i m(xn,y)——-> e, i per la des-
n n> o ) n > o n -+ o

o .
igualtat triangular m(x,y) ¢ m(x,xn) +m (xn,y) , m(X,y)—/ e i per tant
n - o

x=y; aixi doncs, en aquesta hipdtesi, ¥ &s una aplicacid. En la resta
d'agquest apartat es postula la continuitat seqiiencial de S. el que inclou,

en particular, la seva-no discretitud.

. A . .s . PP
L'aplicacid % defineix una convergencia sequencial en @ al verificar-

se:

a) Ssi (_xn) .es quasi-constant (xn=x, hz no) es (xnlz‘ c@E@ i ‘f((xn))= <.

b) si (xn)r:' c(R), qualsevol parcial (xnk)E c(Q) i ‘(((xn))=\f((xn )) (aqui

o
s'utilitza el fet de que si Gnie qualsevol parcial 6n+ e).
k



Sigui *:P(Q) —> PN

A —> A* ={x€ Q: 3 (an)CA’an E:L)x}

N 5> o

aleshores ({2,*) &s un espai clausura en el sentit de Cech. La tbgolo—
gia T__ és la familia dels punts fixes de *, es a dir, es consideren
com tancats els A ¢ () tals que A=A*. L'aplicacid * no &s en general un

operador clausura en el sentit de Kuratowski pero té associada la clau

sura A = n B.

B=B*>A

Definicid 1.1.1. S verifica la condicid diagonal 4’ Everett [17, 18, 24]

. Fa s n
si donada una familia (x k) (k,n)eNxN en S tal que

n o . o
xk _— xn i xn-——-9 X,
ko> o n o o

. . . - )] .
existeix una successid monotona 4'indexs k1< k2< ...<kn <oy

rer la qual x; —2 5 x.
nn-> o

Proposicid 1.1.1. Si S verifica la condicid diagonal d IEverett, * &s una

clausura de Kuratowski i A*=A.

v

Demostracid. Si x ¢ A**, existeix (xn) c A* tal que xn o LY X, es a dir,
n-» co
'bn o * . .\ n
m(xn,x) < n”lf'n+ e. Pexr cada n, xneA i existira (zk)keN cA tal que -,

n n . n o ¢ e . ]
m(zk,xn) < A'k, \’k' i 6k k,[, e. Per la condicid diagonal 4 'Everett la
- oo
P n ‘ n o . n . 2 .
familia (s,) € S -admet & — e 8§, < a i g Je) i per tant
k” (k,n) kn n—+ o kn n n

n n n : : 0 .
m(z, %) Sm(z ,x )Hmx ,X)g Gkn+ T oca* ¥ ra, t¥ ¢ e la qual cosa

n n
n n
*
% *
n o-m .
assegura z, ——> X, X€A i A =A*,
n n-> c

Mitjang¢ant la convergénc'ia en ordre de S &s possible definir 1'operador



clausura de gech

O0: P(S) —> P(s)

B — Bu={xes :3(s_ ) ¢ B, S -2 x} s
n - oo

el gual genera la topologia .Co en S que té com a tancats els punts fi-

xes de O (B e'?,o@ B=p° ).

Proposicid 1.1.2. Si S verifica la condicid diagonal d'Everett, O &s

una clausura de Kuratowski.

Q .
Demostracid. Si x EBO , existeix xn —-—-—}o x, amb xne Bu . Per cada
n - oo
. . n O n . - '
n, existeix x, —m>» x amb (x,), ¢ B. Per la condicid d'Everett
k K = oo n k'k

n o o nu )]
resulta x —> X, XE&B i per tant B" =B .

k b

nmn o> o

‘Obviament si ( Q. ‘3 ,m) &s un espai métric generalitzat, (Q,xQ,&,m+m)
tambe ho és si (m+m) ((x1,y1) ,(x2,y2))=m(x1,x2)+m(y1 ,y2),- en aquest con-

junt considerarem 1la To topologia.

~m-+m

. . -~ . s k] . - - . 0
Definicid 1.1.2. a) S verifica la condicid de refinament si an+5n———) a,

° . . o
5n4,e, implica a_ -_— a.

b) S &s normal si 5n$e implica a+6ni a,VYa es.

s s . + c s
Per exemple tota part positiva de grup de Riesz (G , g, | |,o) verifica
. . . . o . -
les dues propietats precedents ja que si _ah+5n —» a 1i § ni o, serh
+8§ -a o, a_ —>a i sempre a_ —> a, b —cl—>b impli
|an-a| slan cSn ‘ San“lo' n semp n " “n 3

o
ca an+bn —> a+b.

Proposicid 1.1.3. En (Q ,§ ,m), m &s continua entre (QXQ'TO—m'-I-m) i

(s,'Zo) si S &s normal i admet condicid de refinament.

- . - u -1 * -
Demostracid. Sigui B=B , B¢ S. Probarem (m (B)) ¢ m 1(B).



. -1 * . . o-m+m
Si (%x,y)€ (m (B)) , existeix (xn,yn) — (x,y) amb m(xn’yn) € B,

o
per tot ne N'. Aleshores existeix Gnl' e tal que:
’

m(x,y) gmx_,y ) + mx_,x) + mly_,¥) <mx_,y ) +6 ,

m(x ,y ) gmix,y) + m(x ,x) + m{y_,y) £m(x,y) ) n’

m(x,y)< m(x .y ) + § < mix,y) +6n +6n.

essent S normal i ( 6n+ 4] n)i e’ser?:l

o

mix ,y ) +86 — nix,y),
i per la condicid de refinament

m(xn,yn) —g‘ﬁ m(xX,y),

d'on m(x,y) € B°= B i (x,y) em  (B).

Definicid 1.1.3. €©,3,m) i ©',4',m") sbn equivalents si Tom= Y omm' ©

. / . -
Siguin € Ao, &, £',m')duers estructures m‘etriques generalitzades

sobre el mateix .

Proposicid 1.1.4. Si ¥ :S —> $' &s creixent, seqgiencialment continua

im' £Pem, &s T T

-m -m'"’

* (m) “*(m') *(m) . o-m

En efecte, A CcA ja que si x€a &s x —_—

(x_&a, YneN) i m(x_,x) éé‘nie, d'on m'(x_,x) éT(m(xn.X)) € g6 ) i

-_m ! % ]
com gue ‘(’(%) $e‘, serélxn 20y x ixe€A (m).

Corol.lari 1.1.1. En les hip(\stesis de la proposicid precedent, si m'=fom

» - L [} ' ° - »
i la condicido ‘f(an)g 5n, Gnqr e (per (an) € S) implica

o
a ——— a, aleshores T =T .
n ! o-m ~o-m'



* ' * i ]
En efecte, per veure que A (m )C A (m) , S1 x€eA (m®) existeix
(x Yo A tal gque x En—'9x'm'(x Y= ¢ (m( x)) <8 6'$e'
n g n 1 n’*'= mAXLy S*n" n i

*
Pexr hipbtesi m(xn,x)—?—> e 1xe¢eA (m) .

Exemples.

2 \’ - .
Exemple 1. =2"°; T+(,a,b)=a+b, ‘fv.(a,b)= a2+b2, lfv(a,b)=avb sbn crei-
xents, subaditives, seqgiiencialment continues i nul.les sols en (o,0),
. +
al considerar-les de R xﬁ‘\+ en R+. Si d: [sz \Rz +IR+x lR+,
Al(x,,y) 0 (x,5,¥,))=( |X1-'X2 |, |y1-y£ ), obtenim en usar 1la fam:.li§ Ty

les distancies habituals del pla

de= ‘r‘_o 4, dMéx= Tv od, 4 -= '{+ o 4;

com que obviament T+' ‘fq_ ' Tv estdn en les hipbtesis del Corol.lari 1.1.1,

es Tv.= T+= Tv= Te= To—d .

Exemple 2. Sigui (& ,d i Y:R' >R, §(x)= id'=Yod= —S— .

1+ x | 144 |
-4
Tverifica les hipétesis del Corol.lari (cal notar que si T(an)< 6n+ o,
an “n -1
of — > o, -1 > -1, - -1, a - o).
1+ a 1+a 1+a
n . n n

Per tant T, = Tg /144"

U

\
. . :Q + . . . Y=k. .
Exemple 3. Siguin d1, d‘,2 x §# > R distancies reals i l"k(x) k.x( ‘fk »

+ 5oty L s . L S < .
R [R'); si existeixen >\1k o tals que ‘fz\o d1\ dzs ‘fk o d1, es
-1 '
_ . < . .
Td Td ja que dz\ ‘fko d1 diu Td ch i d1 S“()\ o d2’ Tdch
1 2 1 2 2 1
(per la Proposicid 1.1.4.). En el cas dels espais normats aquesta condi-

cid &s també suficient.

-Exemple 4. La distincia de KyFan. Sigui (©,d,P) un espai de probabilitat

i & el conjunt de variables aleatories en aquest espai. Per cada g> o,

la métrica_ generalitzada.



mE:'Bex%é a_

(X,Y) — o] Xw)| > el {w]l¥(w | > €}

porta a considerar el métric (no separat) (@, (4, A,=,4),m ) on To m és
£ -

la discreta. Siguin _ . €
+ : +
Meza'exae-b R ’ dKF:'&QXK.—; R ’
(X,¥) > (Pom ) (X,Y) (X,¥) —»  inf{g> o|M€(>§,y)<€}

resulta que dKF &s la distancia de Ky Fan entre variables aleatéries,que

metritza la convergéncia en probabilitat:

d

P M KF
X, — X& ((We> 0) (X €5 X))&D X 3 X,
eés a dir la convergéncia en probabilitat &s la T =T .
dgr  © %%

- 3 » “ » . »
Aquest criteri no té& validesa en la convergencia quasi-~-segura de varia--

bles aleatdries.
La topologia To—m indueix la relacid de pseudo-proximitat:
* * -
VA,BeP(Q) : A*B&> A N B # 4, 5,
0- . - "
A*B&=> ((3xeq) (I(a_)ch) (F(b )eB))[a — > x i b 5B x]

Obviament la topologia associada a l'espai de proximitat (Q,*) &s la
To—m' La proximitat * &s de Lodato si, per exemple, S verifica la con-
dicid d'Everett, cas en el qual To—m és descrita per l'operador clausu
ra de Kuratowski *, com s'ha estudiat en proposicions precedents.

. N . -
Tractant-se de demostrar que To en el cas d'espais metrics

=T
-m g\’
probabilistics, necessitem el seguent lema tecnic:

o d » - P d w
ema 1.1.1. P sl 1 nomées s1 F .
L n ~ %o n T €o

- . o . . . o +
Demostracid. Si Fn > €0 existeix una successid (Gn) de A tal que

e i < r t . B but (6 u lesh
_ Gn e 1 Gn“Fn’ pe ot n s sabut [67] que aleshores Gn Ei:o (puntual



ment), aixi per tot x >o és Gn(x)+€o(x)=1 i Gn(x) SFn(x). és a dir,
. w - .
F (x) >e (x) d'6n F_ -+ € . Reciprocament, si F Ye , per la con-
n o] n o n o
tinuitat de Eo en (o,+«) i la nul.litat de Fn i Eo en {(-%dJ)], resul-
ta Fn ¥ so. En particular

oo [o o]
lim inf F = /\ F =€ ,
n-+- o nny m=n m ©

co e o]

er tant F 4 i < '__- i Pe

P ) /\ m peo /\ Fm‘Fn' per tot: n, es a.d:.r, Fn o
m=n n oo m=n

i el Lema &s demostrat.

. + - » . » rd »
Teorema 1.%1.1. Si ( QA T ,'}7) €s un espai metric probabilistic amb T

cont;’Lnua, aleshores la €, A topologia coincideix amb

la To-’_F topologia.

Demostracif6. La continuitat de T implica la metritzacid de la topologia
€, A i aixi per el primer axioma de numerabilitat la dita topologia pot
ésser descrita en termes seqﬁencials. Aleshores, usant el Lema 1.1.1.,

T

[ )\ w O . o=-¥ .
JRE~ 3 — .
pn——i p@thp——)-— eO@FP‘n{-D—) € &P, P, per tant T_ , To_,}:

Aquest resultat mostra que la topologia cl‘assica €,A &s exactament

u - . . \ - I3 - 3 :
la topologia seqiiencial dels espais metrics probabilisticgsen &sser con-

. . \ R .
siderats com a espals metrics generalitzats.
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~
Immersions isometriques.

Tractant d'establir propietats d'immersid en el producte del semi-

grup de valoracid, introduim la seglient

Definicid 1.2.1. ,%,m) &s o-m separable si ( é&s separable respecte

*
la To—m topologia (3A ¢ QI#A=;\; ia=Q).

N, per tot neN ,

Lema 1.2.1. Sigui & =(xn,x ,...,xn,...)es
n 1 n

n
2
N . o X
?Q—(x1,...,xn,...) €S 1'rri(a€n)n—_’_—g°-rri(‘o€), per tot ieN ,
essent ™y la i-Gtssima projeccid de SN en S. Aleshores

(]

R, —r R en s™, g)-

o
. - -, . I . » -
En efecte, si ni(aen) s (®) per cada ieMN, existiran, fixat un

. . N‘
i qualsevol, (bl) € S N i (eh) € S , tals que
n .’n
neN neN
i . i
e € 'rg.(\n)s bn:VHGNr
o i o -\ .
b ¥ ﬂi(BQ),‘ c, + ﬂi(pi),
Naon n -»oo
A i i ) B
prenent bn= (b)) . ) cnf(cn) . , resulta <, g‘aeng bn al ésser.
ieN ieN

i i . 2 )
- : a0 . i
"_i(cn) cn <ﬁi(agn)$ bn i(bn) , per tot i. Ademes bn nﬁ’a& ic

o

n h2C
o

d'on a{n——-?BQ.

Teorema 1.2.1. Si (9,3,m) &s o-m separable i m &s continua, existeix

_ N. . . . - . N
‘f:Q -+ 87 injectiva i continua (entre (Q,To_m) i (s ,'C;)).

Demostracid. Sia A ¢ el subconjunt numerable A= {a1 r8yreear@ sane } que

és To m dens en () (Aa*= ). Es defineix
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‘(’:Q“’ SN

x —2 (m(x,a_))
n netN .

a) ? és injectiva.

si P(x)= Y(y), m(x,an)=m(y,an) , pexr tot ne N . Si x¢A seria x=a,

per cert k € N i per a aquest index e=m (ak,ak) =m(y,ak) d'on ‘y=ak=x.

Si x ¢ 0-Ac A*, existeix (bn) c A* tal que bn R | podem escriure

o} . o . o-m . .
(bn)=(akn). De m(bn,x) -+ e, tindrem m(bn,y) > e i bn >y i
per l'unicitat del 1limit x=y.

b) ‘f &s continua.

N - * - - *
Sigui B=Buc S . Aleshores ‘f 1 (B) c ‘f 1(B) ja que si xe‘f 1(B) r

. . -1 o-m
existeix (xn) c‘f (B) amb x

x (‘f(xn)eB, YneN ). Per la continui-~
. - o . .
tat de m, és m(xn,ai)n—:mm(x,ai), per tot ieN i el Lema 1.2.1. porta a

P(x Y=(m(x_,a.)) — (m(x,a)) = f(x), d'on ¥ (x) esln 1 xeLQ—1 (B) .
n . i¢eN n o . nenN

Corol.lari 1.2.1. Tot espai métric real separable admet una immerssid en

rY.

Corol.lari 1.2.2. Tot espai métric probabilistic € ,\ - separable admet

N

. + . - - +
una injeccid continua en A .

Ara bé, el darrer Corol.lari 1.2.2. pressuposa la topologia de 1l'ordre
en A+'N , cosa que com ja hem observat en §1.1 no té interé@s probabilis-
. . +
tic. Per a obtenir un resultat coherent amb la convergc‘ancua d8bil de A,
considerem en A+1a metrica de Paul Lévy modificada per Sibley [47]-
h h

+ -3 h,_h h,, b by _ b hy. h
Vr,cen”  L(F,G)=inf( b F(x- 3)= S §G(x+ D)+ 5 i Glx—) = T gF(x+ D+ 5,

}.

(NN fs 2

1 h 1
quan = ( h + 2) X 3
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+ , -
Es sabut que (A ,{) &s complet, L(F,G) <1 i [(F,G) L(F,G) (on L &s
v, / . W . - .
la metrica de Paul Levy) i Fn -+ F si i només sl .E(Fn,r-‘) + o.
£ + . \ _!J_\—mo
Sigui EF(r)={ Gel |£(F,G)< r } . La métrica de Fréchet en A% = )

+
={(fn)| £ EA, neN} , induida per £, &s:

A hoaid £(f
/g._)
n’’n
L ) @) = o
n=1 2
Escriurem E"C (ry={ ( )Iﬁ((f) (g ))<x}
(£) 9n n’ #9907 ST

n

s 3 \ 13 >
Aplicant un resultat gencral d'espais metrics a aquest cas tindrem la:

L
k£ £

i
Gi=ﬂ+,Vi> k. La col.lecciéx}(q Nk,e ((fn) ) k>0:kéN', (ffn)i‘l!\ﬂ\‘r }

Proposicid 1.2.1. Sigui N €E), i=1,...,k i

o
((£)) = ..51Gi’ amb G, =E

és una base per la topologia T iT és la topologia
N

producte.

Corol.lari 1.2.3. Tf és la topologia de la convergc‘ancia per coordenades

by A
n n ”
C (£) =248, & f 52 £ /VkeN) ..

ks

~
Corol.lari 4.2.4. (A+N,.£) és complet..

Sigui (QT",'Z'T) un espai métric probabilistic de Menger tal que T es
continua. Bs sabut que la€ ) topologia &s metritzable per &sser unifor-

mitzable baix aguesta hipétesi sobre T.

Teorema 1.2.2. Si (QTF,TT) és €, -separable, existeix una injeccid

- +N &
continua en @A L)

Demostracid. Sia a={a_,a

] 2,...,an,...} numerable i € A -dens enf .

Definim

g+ > A+N-.

a > (F__)
aa
n
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a) g és injeétiva. Si g(a)=g(b), &s Faa =F , per tot neN . Si bea,

ba
B = €}

és b=a, , per cert k,i F =F =€ , d'on a=a,=b. Suposem b&fl-A ¢ A ;

k . aak akak k
prenent 52;- > O i una successid A, + © tindrem Nb( %—,Ah Yn Az 4, per tot
n &€lf. Siguin (ai ) c A tals que a, e_Nb( %,)\n) . Aleshores:

n neN ot

T(1- A), 1= A€ T(F (5,F ( £y F_. (e), i prenent limits

n’’ A bai 2'aai 2/7s Fgple)r t Pren

n n

lim T(1-}\n, 1->\n)= T(1,1)= 1< Fab(e),

n-»oo
- \ .
es a dir, Fab(e) = 1 i aixd sera per tot € > o, d'on a=b.
- -, . € —>\. . E"')\
b) g &s continua. Si X —>x 1 8 —>a, (per tot k ¢N ) resulta:
.,f (Fx a ! an )—r-l-_—;)ooo, FX a -—5;?0 an r per qualsevol que
nk k n k k
sigui k¢N . Pel Corol.lari 1.2.3., (F, . ) TE; (F_, ) i
n k ke&y k keN
o~

L

dtaci #(x )= F(x).

Corol.lari 1.2.5. Amb les hipbtesis del Teorema 1.2.2, (Q,T,TT) &s un
espai métric amb distincia donada per ’

L(Faani Fiianl
n

d(a,b) =

[
n=1 2

Corol.lari 1.2.6. A tot espai de Wald (R,F,*) & de Eertnev (Q,’J‘,‘,"ITT)

amb T continua,separables € ,A, 1li &s aplicable el
Teorema 1.2.2.

[y

En efect * > >
erecte, 2T roa T To? T

Corol.lari 1.2.7. Tot espai de Menger (Q,'F; T) numerable amb T con-

- e . +N
tinua admet una injeccid continua en A .



En efecte, tot (., fF',—r ) numerable amb T continua €&s un subconjunt dens
d'un espai @Q*,F,T ) de Menger complet (construccid de Sherwood, [44, 45]).

(Q*,J;* ,TT) és aleshores. L separable i s'aplica el Teorema 1.2.2.



CAPITOL 2

Productes metrics i probabilistics.

"If computation is still 'an art', as
some have suggested, rather than a

science, then our work is not finished"

R. E. Moore.

El producte finit d'espais métrics generalitzats fou estudiat per
Trillas ([51]) i el dels eépais métricsprobabilistics per Egbert ([ 15]),
Xavier ([58]), Tardiff ([ 48]) i Istrggescu i vaduva ([ 23]). En el present
capitol s'aborda en §2.1 el problema general del producte d'espais mée—~-
trics generalitzats, el qual €s obtingut com a 1imit projectiu d'un sis-
tema projectiu métric en la categoria E.M.G. A l'aplicar aquesta técnica
als cassos concrets, es presenta el problema de projectar de forma ade—
quada el "semigrup producte" en el semigrup de partida, la gqual cosa en
els cassos classics de Fréchet, de funcions... etc. és immediat,perB en el cas
probabilistic, diberses dificultats técniques es presenten. Aixi en § 2.2
s'estudia el metode de "sumes lineals de successions d'elements de A+“, tot
retrobant l'esperada topologia producte i analitzant diverses patologies.
El §2.3 es dedica exhaustivament a 1'analisi d'una inequacid funcional que
surgeix de forma natural en §2.2, concretament el problema de comportament
de les t-normes amb certes séries nuﬁériques.

|

En el §2.4:s'estudia el metode de "1imits‘débils de product'es finits"

per donar una alternativa als resultats de § 2.2, alternativa que presenta

2 . P .
una amplia ramificacid.

Aquest problema devprojeccié d'un producte de semigrups en un semigrup
fixat de bell antuvi ha tingut especial relleu en el dit "dimensional
scattering", desenrotllat per Shepart, Luce i Beals [7 ], en el cas de dis-
téncieseuﬁﬁlidees,Potser la metodologia del present capitol podfg aportar
una nova modelitzacid a 1'esmentat problema, en considerar aquest,_sotmés a

aleatorietats de mesura.
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§ 2.1.

Sistemes projectius métrics. Product

. e st s N
Partim de la seguent definicid categorica:

Definicid 2.1.1. Sigui t una categoria i (I,¢ ) un conjunt preordenat.

A) Un sistema projectiu &s una familia d'objectes i morfismes

({c.} ,{£
+ ieXl”

..} ) tal que:
1371, he<

a) fij € Hom (cj,ci), per tot ig j,

b) fii= Idci, per tot ielIl,
. . £..=f,
c) flj © jk  Tik’

per tot i,j,k €I, tals que ig j< k.

B) Un objecte ¢ de t és el limit projectiu del sistema projectiu donat

(€= 1lim ({c.} , If..} )) si verifica la propietat universal:

< i’, ij’ . . :
ieIl (i,j)eg _

Donat un objecte c' de ; i una famflia Qe morfismes{ fi} tals que
. : ieI

Tie!kmﬂc',ci), per tot ieI, i ?i=fij (o] ?j' sempre que 1¢ j, aleshores

si{ Wi} €s tal que Wie}kml(c,ci), per tot i€ I, existeix un fnic

ieI

h€Hom(c',c) tal que ?io h=1l, qualsevol que sigui i € 1I.

. . : N . S . . . .
Definicid 2.1.2. Un sistema projectiu metric &s un sistema projectiu en
. . N\ . .
la categoria EMG d'espais metrics generalitzats. Per
. . N .
_conveni acceptarem que el buit &s un metric generalit-

zat sobre gqualsevol semigrup.

\
o) ideri's un sistema projectiu metric ({(f,,7,,m,)} (£, .9..},.
onsi i L proj 1'3 ! ieI, ( l]'glj?lojk$

indexat en un pre-ordenat (I, ) 1 les projeccions pi,ﬂi, per ieI, donades

y

per
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Pi:.ﬂ Qi+ % ’ ‘n’i: Tl Si+ Si.

ieX iel
Bs facil verificar que ( {Q} , £} )
i, iy L. .
iel (i,j)e <
({Si} r 9., ) ) sdn sistemes projectius conjuntistes que tenen

il 7 (i,9)eg

per respectius :l1imits projectius:

Q_=tim({Q } ,{f;.1} Y xeTq | (fi.op.)(x;=pi'c'x), per tot ig3i} ,
ieI J (i,3)eg ieX J

s =lim({s.} ,{g..} y={xe T S, | (g, .0n.) tx)=n, (X), per tot igj } .

0o < ‘ 1 ieT 1] (i,j)€$ ieT 1 1] 3 1

L'eventualitat Qm =g s'escau dintre del possible, peré aquest no és
el cas amb Sm . Mé&s precisament, essent gij(ej)=ei sempre -que i £Jj, és
(gij onj)((ei)- )=ei="i((ei). ) i (ei)'. € S, A més, definint, per tots

iel iel ieI

x4y en S5, 1l'operacid:

Trys o0 )

ila rélaci6 d'ordre:
R<Y & ﬂi(*)s ni(y'), per tot iex,

resulta que 8 =($w,+,s,(ei) ) &s semigrup ordenat. De forma natural
[e o] .
1eX

es pot definir la métrica generalitzada:

m:QxqQ >S5S .
oo oo [oe) [»+]

(x,y) - (mi(pi(X) ,pi(y)))’ .
’ ieX

Consideri's el cas particular: (I,=),un conjunt no buit ordenat per

la relacid igualtat)i'{(ﬂi,si,mi)} una familia qualsevol d'espais me-
ieI :

trics generalitzats. Aplicant la construccid anterior resulta:
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Mo, =0 =1jm ({.} ,{1a_ 3} ) .,
ier * = T ier R jex

ns, =s_ =1im ({s.} , {14} ) .

iexr * Y Si iex

mp S M Snom ((xg) o Llyg) o d=(my ey
: iel i€l ieX

A l'esmentat espai metric generalitzat (1752.,|I‘§.,m )se'l con-
. . . 1 7
i€X 161
\ . PR . .
siderara l'espai producte de la familia donada, en virtut de la vali-

desa de la segilient

Proposicid 2.1.1. (11&2.,71'8.,m y=lim{{ Q. ,3.,m,)} A (Xd,. ,Id, )} ).
jer T iex * T © T T ex 3 si ieX

Demostracid. Tractant de probar la propietat universal del 1lImit projec-
tiu, considerik un espai GZ,%,m) tal que existeixi una familia

- s 3 » » '
(hi)Yi).(Slg,m)-* GZi,fi,mi), per tot ie¢I. Defineixi's

£: Q =~ Tln v g:S - T s.
. i .
lel v ieI
x 7 (h (x)) x 7, ()
. ieXx ieX

Aleshores (f,g) és 1l'{inic morfisme metric que ddna la commutativitat

dels seguents diagrames:

(Q I&Im)

(£,9)




Aixi, no poguent-se assegurar 1'existéncia general del 1imit pro-
jectiu d'un sistema projectiu mzatric, dintre de la mateixa categoria,
la normativa de la proposicid precedent porta a la solucid del proble
ma del producte generalitzat. Pel seu intrinsec interds analitzarem
el dit producte en el cas de tenir, tots els espais components,' valora

. s . . .
cions metriques en un mateix semigrup.

Proposicid 2.1.2. Sigui (I, < ) un conjunt preordenat i{ (Qi, 'S,m.)}
' ieI
una familia d'espais métrics generalitzats, valorats
en el mateix semigrup ordenat % =(S,+,<e). Conside-

rils una aplicacid 'f : Tls > 8, creixent, subadditiva
ieX
i tal que ‘(’((e) )=e. Aleshores ( I i,S, Tom“) és
\ ie I iI
un espail metric generalitzat.

Demostracid. (Id T\ i ¢) és un morfisme métric.
iel
Els exemples segients posaran en evidéncia que els productes métrics
" classics sbén el resultat de formar el corresponent producte generalitzat
. . . + - . o .
(valorat en TR ) i projectar enR , mitjang¢ant una aplicacid del tipus
iel ‘
Y, de la Proposicid 2.1.2.

Exemples 2.1.1.

h
a) L_t)_. Siguin {(Qi,[K+,di) (i=1,2,...,n} espais métrics reals de Fré-

n
. ;t+ . . .
chet. Formi's el producte generalitzat (T1Q i’ (R )n,mﬂ)l consideri's
, i=1
+ + e .
les aplicaciones ‘\P‘{'i rv i ‘f‘r de ()™ en RT, definides per:

n
+ a

i=1

N

‘fv_(a1 roo .,an)

\ .
fv(a,l,...,an) Max { aT,...,an} ’

rk(a1,...,an) = a1+...+an.

. N , . e .
Aquesta terna esta en les hipotesis de la Proposicid 2.1.2 i porta

A, S
a les conegudes distancies:
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n )
> > o 2
dpuclidea X r¥)=({ o m )(x,y)= Z dy (xgevyd
Ul : i=1 -
> > -> > A}
A (6ry)=( ﬁ o m_) (x,y)=Max. { a,(x,y0Y

i=1,...,n

n
> > > > S
A (x,y)=(f0 m) (x.y)=i§T d; (xghy,)

. . + s
) . Siguin {(Qi,R ,di)fieN'} espais metrics reals i

+ N ' :
4 Tl Qi, (R ),mn) el producte generalitzat. Si k> 1, consideri's
ie :

+ N
‘fk: (R) _—_)R+

00
a,
o S
i=1

1+a.
i

La Proposicid 2.1.2 porta a la métrica de Fréchet:
. S

d, . .
1(a1'b1)

1+di(ai,bi)

R
al(a ), (bn))=(Yk om){{a ), (bn))=z ¥y

i=1 k

1
c) x1([o,1]). Si .211[0,1] ={ £:{0,11>R | [[f(x)l dx< +}, aleshores

m(f,g)={f-g] porta a considerar 1'espai metric generalitzat

($1[ o,1] , '0\61 ([o,2]),m). Definint
£ LR
f s Yo h—R
' 4
£ '——-—a,j(f(x);dx
‘ °
resulta (J1[o;11 P £R+,m'= t,om“) és l'usual espai mbtric:
m'(£,g9) = j[ £(x) ~g(x) | dx.
°

Restringint al subespai ;([0,1]) < 2’1([0.1]). de continues en [o,1],

l'aplicacid : L ([o,1]) —> lR+, (f)=sup {(f(x)]|, ens porta a
sup [ ] sup
xE[o’,1]

\ . \ . .
la métrica de la convergencia uniforme,

a(f,q9) = sup LE(x)-g(x)] .
X¢[o,1] : ‘
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§ 2.2.

I - productes d'espais métrics probabilistics.

. i . - o . .
Si {(Qi:l}-‘ ,’I.'i) | ieN} &s una familia numerable d'espais métrics
probabilistics, aplicant els resultats del § 2.1. anterior, s'obté

el producte métric generalitzat:

El problema interessant que es presenta &s com associar a la seqguen-

cia (F- _ ) una finica funcid de distribucid F(P ) (q.) " de forma que
it i i

s'obtinguiun espai metric probabilistic producte.

l,‘ \J Y
Un primer me\etode, anomenat & -productes', sera analitzat en § 2.2.

ien 82.3, i un altre, de 't -productes), en § 2.4.

oo LU N
: + . .
Lema 2.2.1. Si (Fn)e _”A , €s w-~lim Z —i— eA+.
i=1 n> © i=1 2

n
. . - » - i - .
Demostracio. La success:.o,{ Z ——l-l neN} &s puntualment no decreixent
i=1 2

‘+ . ..\ ‘ - " - -, . » - »
en A i en consegquencia existeix el 1limit débil, limit que pot suposar-

se continuu per 1l'esquerra (a menys d'una normalitzacid).

1

. . h F. o] 1
Escriurem w-lim Z —}- = — F..
. . i i

n-co i=m1 2 i=1 2

co
- + + .
Lema 2.2.2. L'aplicacid s Tl A - A, definida per

_
¢ ((F)) = Z_Fl ,

verifica:
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a) ¢((Fi))=€oéi? Fi=€o, per tot ie N .

L _ +
b) yés creixent entre ( riAf,$) i (A+,<), on l'ordre de A és
i=1 '

el dual del puntual.

- » () o + A . +
c)¥ é&s subaditiva entre (T}A ,T o) 1 (4, Ty ) -
i=1 w w

Demostracid. L'apartat (a) es éegueix del fet que, per qualsevol x)o,

l;~ Fl(x) =1 si i nomes si F (x)=1, per tot i qu L'apartat (b) és
i=1 2

immediat. La part (c) es segueix del segient argument:

[o0]

o0
T (‘Z_ —-F (), 5_: L G, M) S 1 T (F (WG, (V)

=1 i=1 2 i=12 o

- sup T (F (W,G, (V)= ‘E_' -z, (F.,G) ),

1 2 uty=x i=1 2 w

<

Mo

1

qualssevol que siguin u,V 20, utV=x >0, per tant

0 . [e3 [e o] o0 .
1 1 1 i
T (Y L FLY rG)=swp T () STF (W, 76, (¥)
Tw i=1 2 i=1 2 u+v=x i=1 2 i=1 2
- |
¢ L %-Tr 6 w0,
i=1 2

es a dir,

. — * A .
TTW(*P ((Fi)) ’ ‘P((Gi))>¢ ((TTW(F Gy ))) "7 (TTW((Fi) ’ (Gi))) .

Definicid 2.2.1.E1 I -producte d'una familia numerable {Gli:yl;ti)\ielq}.
d'espais metrics probabilistics, és l'espai

(119 '} ), on 1FZ T1 Q. ;¥ Tj Q -> K, €s l'aplicacid
i=1 i=1 i=1



definida per ‘:FZ ((P.), (qi))=Z

i=1
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-1—.- ’.Fl(_P.,q.) , per to-
21 i’ i .

(o8]

e
tes les successions (P ) i (q ) en 1“91, es a dir,

TI= e F)).

i=1

[ o]

En aquesta seccid usarem les abreviacions 2 = 1 .,

F =L, F;
i9i

=’F1(Pi,q )

i=1

: >
1 Fga —’J"- ((Pi) ’ (qi) ).

Teorema 2.2.1. E1 ZI-producte (Q,F) &s un espai metric probabilistic

de Menger respecte Tw'

LLAN

Demostracid. El resultat &s consequencia del Lema 2.2.2.

cid 2.1.2.

i la Proposi-

Una desigualtat trigngular més forta que la precedent ve donada pel

Teorema 2.2.2. El1

respecte la funcid triangular TT

I-producte (Q,F) &s un espai métric probabilistic

si cada factor (Qiffi,Ti)

o m
VerlflCé Ti > TT -
m
Demostracidé. Siguin x,y >0 i P, a, r € Q; aleshores::
\)
Tm(FI;&(x), Fa;(y)) = Max (qu(x) + qu(y) -1, o)

cahie (S Fl 0 +FL L (p-D),0) € Z——Max(F () +F_ _ (y)=1,0)
i=1 2 i% 0 %y (*) i=1 2% Piq; 93%

© . © .

=Y T F; (x), F_ NCERIS > ~ T, (F L Fo ) (xty)

i=1 2 i9i 935 i=1 2 m i94 ifi

2 1 i i = 1

1 . 1 _ o

< z: —E-Ti(FP.q.' Fq_r.)(X+Y) ;; I r.(x+y) =F (x+y) ,

i=1 2 i'i ii i= 1 i

. ’ Id
aixi per tot t> o es
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.. (F==, F——)(t)— sup T _(Fg=(x),F=(y))g Fgo(t).
Tm Pq’ xty=t m  Pqg ar Pr

Probar que aquest resultat &s el millor possible, d'entre 1la familia
{ TT}, serid l'objecte del 8§ 2.3, a l'estudiar curosament l'inequacié fun--

cional obtinguda a partir de (*).

Tots els espais métrics probabilistics usuals (equildters, simples,

. \ L. . .
E-espais, ergodics, de Wald... etc.) tenen funcions triangulars T2 T
m

. o .
(sols cal recordar T, £ g *gm ) i1 en consegiencia podrem apli-

T;: Tprod‘ Min
car el teorema anterjor a tots aquests exemples, perB,si bé el resultat

del producte numerable sera un TT -espai, no podrem garantir que sia de

m
la mateixa classe de partida. Concretament els seguents exemples posen

LN .
en evidencia aquest fet.

Exemple 2.2.1. E1 Z-producte d'espais de Wald no és necessariament de

wald.

Considerils (Ef,l | ) com espai de Wald (Ef,s' i ,*). Trii's en el
: oy S
z -producte (1-‘ }E: X v TT ) els elements §=(o),a=(1,o,o,...),

i=1 i=1 2 m

r = (1). Per qualsevol x€(o,1) &s:
(efo- »ely (x)—[(—(s +€ ))*(—(c +€.))) () = * €, (x)+ 1€1 (0+ = g (x)=

Pg = qr 4 2 4
=1 5o = - ______l___ —e¥o
—4>o—e(x)z ePr,

=1 2t

. Z__ * Z__ Z__
es dir, € Bg € pr%e .

Exemple 2.2.2. E1 I -producte d'espais simples no €s necessariament sim-

ple.

. . + . -
Sigui cada espai component l'espai simple (R ,d,G) generat per la

\ - . ¢ - : . 2 - +
metrica d(x,y)=—l—x—y—l—— i una funcid de distribucid G € A tal gque
1+ |x-y |
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(o}
G(1) <1/2. En el I -producte (T\ [R+,F, T

- ) tenim
i=1 m
= 1
FI—D- (x) = Z 5 GP (x), on per cada i 21,
4 i=1 25 Fi%
Gpiqi(x)=G(x |ae,,q,)) si Py # q i Gpiqi(x) =€ _(x) si P;=q,.

Trii's E = (o), a= (0,2,3,4,5,c..,n,...) 2 r= (1,2,3,...,n,...). Es

v, 1 1 1 1 -
facil computar que FE&‘Z’ >,5, FI-;; (E) ;3- perd Ff’z—: (1/2) 1/2. Aixi

3 . [] K ."‘ s
el I -producte no €sun espai de Menger amb T=Min, i en conseguencia

no pot ésser simple.

Una de les propietats relevants dels I -productes és el compor-
tament topol%gic, tal i com s'estableix en el seguent teorema on es

segueix la- notacid del Teorema 2.2.1.

(o]
Teorema 2.2.3. La topologia - e, A en Q=ﬂQi induida per '}-2 és la
- i=1
topologia producte considerant en cada Qi la topolo--

gia- €, A induida per Tl.

Demostracid. Per &sser T continua, &s ben sabut que els sistemes

B
dlentorns B AN €M) £, AR, (p € 2} 5

1 2
_§F ¥ A Q 2 .
8 ‘{Np @1')‘ ) xN, @2,7\2),{._,,( Ni (ELM) 2% g X Xeerj

h
+ -
nGNI (P1l-~-,Pn)E;I:'1Qile1r)\1l€21)\210--ren:)\neR } son bases per
a les seves respectives topologies en §l , essent la topologia produc-

te l'associada a 632. Aixi el teorema quedard provat en verificar la

equivaléncia de 81 i 382. En efecte, donat N € .,A)e B1 (que po-

P,)

dem suposar, sense pc‘ardua de generalitat, amb o < A <1), existeix un

k e N tal que '



)
o< A = = i=1 2 <1 ,
Y —
i=1 2%
F1 Fk
~considerant aleshores u=NP1 (e, M')x.. .xNPk( € A')xQ k+1XQ k+2x. .. € 582,
) 'FZ .
tindrem '(,(C:N(P )(g, N ja que si (qi) € ules F; a () >1=-X' per
i i®i

(3 » '.\ K3
ie{1,2,...,k}, i en consequencia

. i i , i i
g
i o Tra ) k Tra ) o Frg e = Fpa, &)
Fio ) (g (87 & ——— = _i__+2i 3 e 22—
i’ Y94 i=1 2 i=1 2 i=k+1 2 i=1 2t

K L a koo |
> 2 =2 = (1-1')(2 —I) =1 =-A.
il 2 s i=1 2

1 n
- . . F . F '
[
Reciprocament, sigui Y, —NP1(€1,)\1)x...x NPn e A n)xQn+1xQn+2 Kaewsna

en Bz, que podem- suposar amb O < )Ei.<1 per i é{1,...,n} .

Sigui g = Min{ E1'F2""€vn} ’
1->\. ) E
1 v
A= 1- Max{l1—+...+ =t il+z 1—}{'}' (o) <1,
1gign 2 2 2 k=i+1 2 ‘
) : ' FI )
aleshores N (e.,\)eWU, ja que si (g.,) €N (z+)), per tot.
. (Pi) : : i (Pi) : ,
. ) ’
ie{1,2,...,n} . es
' i
F (e)
oo P.q, o
1 1 1=y 3 1
Pl (g ) "Z o> A s Max (S tes s AL eSSy
B M i=1 2 ' 1gign 2 2 2 k=i+12
' 1 i-1
o F &) F &)
1 1 B 1 P9 Pi-19i-1 14y
> -T+...+ 3 + 1 + '—k- 1 +eoot T A +
2 2* 2 k=i+1 2 2 2 2
k i
F F
°° quk(E) . P'ql(e)' S i i
+3 = , d'on T S T i per tant Fj a. (_51)>FP.q.(€)>1->‘i

k=i+1 . 2 2 2 i“i i-i
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per i=1,2,...,n i el teorema &s provat.

Aixi la topologia - €,\ induida per’.FE és la més fina que fa les
. . T3 -
projecciocns § - Qi continues.
oo

Corol.lari 2.2.1. L'aplicacid ¢: Q=+ TIQ , v(p) = (P) | & &S
oo i=1

isomeétrica i continua -, A si ,F,T) és un espai
métric probabilistic amb T3 T, .
[o0]

m
F

En efecte, (:FZ oyYx y)(P,q) =’.FZ((P) P (@)) = Z _E& = F

’ i1 2

[e <]
Corol.lari 2.2.2., La topologia producte en § =T\ Qi €s metriEable
i=1

per qualsevol de les distancies: i
: - P
P P.q,
i=1 -
dz( (Pi) ’ (qi) )__ -log sup e i
x>0

(x) -=zx-1

PU— . . . .
(6n z€eR -{0}) i cada dz és equivalent a 1la métrica

i
) FP.q. () -Zix-1
P Ranb R
© (-log sup e YAl

d ((P.)z(q.))=
R 2

(6n (zpe TT (& -{oh)).

i=1

Demostracid. Per [ 38] sabem que tot espai metric probabilistic (S,F,T)
3

amb T Arquimediana i “Fno trivial ('-Faée:oo') té la topologia -€,\ ' metritza
ble per dz(P,q)= -~log CT,FPq(z), on z &s un positiu qualsevol i Cp és

+ ‘ -
la transformacid T-conjugada en (A ,TT), donada per C_F(z)= sup e xth(x)
¥20

si h &8s el generador multiplicatiu de T (h:{o,1]-{o0,1], continua,

creixent, h(1) = 1, T(a,b)' = h [-1] (h(a)¢h(b)), h -1 ](X)= o enf o,h(o) ],

hE" ) =0 ' (%) en l(o),11). Per els teoremes 2.2.1. i 2.2.3. sa-
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bem que en (SfFE,TT ), la topologia producte €s la g , ) de’.Fz H
m
aixi essent T Arquimediana (Tm(x,x)< ¥ si xe(o,1)) i tenint com
a generador multiplicatiu h(x)=ex_1 (h[_1 kx)=o en[o,l-], h[-1](x) =
e .

=lh x + 1 en [&;,1] ) obtenim el resultat anunciat.

Corol.lari 2.2.3. La topologia producte del jy-producte d'espais me-

trics, considerats com espais de Wald, estd metrit

zada per 1l'usual métrica de Fréchet.

Demostracid. N'hi ha prou amb aplicar el teorema anterior, el corol.-

lari precedent i, notar que si (§,d) &s espai métric & (Q,ed,*) és
el de Wald corresponent,resulta, per ésser T T £T < %,
m prod
€ (%) —-zx-1
d (P,q)= -log C_F_ (z)= -log sup e d(®,q) =
-4 T Pq
X330
: -zd (P
.= =log (e ¢ ,q)) = d(p,q).

Remarquem que el fet de considerar la topologia €, A en els es-
pais métrics probabilistics amb funcid triangular T és 1la m%llor
eleccid com a "topologia probabilistica” en el sentit de que les to-
pologies generalitzades —(¢,€,K),introduiﬂes per R.Tardiff [ 54] per

a aquests espais (agafant com a entorns Ng(e,l) ={qCQ|FPq(x+€)+€2¢(x),XE[O,%):

exigeixen la condicid T(#,4) = g cosa que com demostrem en la segient pro -
posicid només &s verifica en el nostre cas per ¢=€O, i la (eo,e,l)—topo—

logia €s exactament la €,A = topologia ja considerada.

Proposicid 2.2.1. a) TT(¢,¢) =g '°'¢=€o-

b) Si TS Prod, ﬂT(¢,¢)=¢ g} =€r per algin rw%Bi

cl B * 4 =¢g ¢>sz$=eo.
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Demostracid. Que les condicions a,b,c sén suficients &s trivial.

- . - . + . /.
a) Per ésser T €Min, és TT < TMin' Si-ge A, i anotem ¢‘ 1" dnica

quasi-inversa de g (g":[o0,1] > {o,+ =], g*(0) = o, g™ (x)=infly|d(x)2y}),

es

B = THAE Ty, (B8 = B+ gM7 = (260",

= =€ .
¢ Q

b) Si T <Prod, T_(#,#)=g <T,__ (#,8), S0)< g(x)°€ $(x), $(x)° =4(x),

Prod

gx)e{o,1} , g =€_.

r

c) Cap funcid de distribucid infinitament divisible pot &sser convolucid-

idempotent, excepte eo (n'hi ha prou passar a funcions caracteristiques:

@(x) = 92 (x) ).
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§ 2. 3.

\ (] 3 . - - . .
Analisi d'una inequacid funcional: associada als J-productes.

En la demostracid del Teorema 2.2.2. precedent, és essencial la

propietat:
wFr g ) e Fl L@ T_(FL (0 ,F. _ (¥))
q - ®© m P.qi qiri
Tm(Z:_ , 2 —1 3¢ T = .
i=1" 2% i=1 i=1 2

Aixi, per tal d'establir que la Tp —desigualtat triangular alld verificada

m

és la millor possible d'entre totes les T és suficient demostrar que T

. 3 . . . . ‘
és la més forta t-norma que satisfa 1l'inequacid funcional anterior. El se-

glient teorema demostra que aquest &s el cas.

Teorema 2.3.1. Sigui T una t—norxrma tal que:

s

oo T(a.'b.)
<> —r

i=1 2% i=1 2

(*)TZ—i- >
2

i=1 1

per qualssevol successions (ai),(bi) en [ o,1 . Aleshores

T verifica T «&T <T_.
w m

Demostracid. Tw verifica (*) ja que

sols és no nul.la en

. oo a,

a={ (x,1),(1,x)/ = (0,1)} i en aquestspunts si Z —i— =1, és a,=1, per
- i=1 2

tot iEEPJ,_i en conseqﬁéncia:

) T (1,b.) b

o L) vb_ oo
1
e (3 =5 =T (X -

i=1 2t i=1 2t Tw i=1

[\V]
e

]
—
I\J
TR
i
-—d
N

Tm verifica (*) ja que:
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© g, © b, o] a. o] b.
T (2 ——;-,Z—%)=Max(z —%+}:-%—1,o)=
M=t 2 i=1 2 i=1 2 i=1 2
. o ai+bi—1 °°M31x(ai+bi—1,o) ® T (a, l) .
Max (2. —>— ,0)< 2. . Z—————-———.
. 1 . 1 1
i=1 2 i=1 2 i=1

Sigui T una t-norma que verifica (*). Per ser ng T i T=Tm en A, és

suficient demostrar que Tg Tm en (o,1) x (o,1). Amb aquesta finalitat,

consideri's la particid (Fig. 1):

(0,1) x (0,2) = U R,

n_.

={ (x,y) | o< x,y< 1, x + y< 1},

R ={(x,y) | o<x,y<1, 1 +B<, x+y & +B },

per tot n3 2, essent B = o i per tot n> 1, B =l+...+1— .
° n 2 2n
4
1 1 1
| —_ _— — —_
'. X+ y= 1+ 5+ 42
'
]
' - 1 1
+ y= + -+ =
:u X y= 1 5 2
]
i
' 1
+ y= -
: X Y 1+2
t
t
[ ]
]
]
[ ]
ol. ___________________ x +y=1

Sigui (x,y) € R1 tal que x +y =1 1i }: (a, /2 )} qualseveol desenvolupa-

ment binari de x, &s a dir; x =°§_: (a, /Zi) , amb aie{o,ﬂ , per cada 1i.
i=1 :



Aleshores notant

= T(OI1)
® a, *® q-a, s
Tle,y) = T(L —, & —H L
. i A i 'S
i=1 2 i=1 2

(x,y) de R

Fixi's ny 2
(d

x +y=

1 + Bn—2

ha de ser major que Bn

+ a, on o <ag

que T(1,0)

n—

1

-1

i=

1

i
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= o i usant (*) tenim:

0.

Per tant,la no-decreixenga de T porta a que T(x,y)=Tm(x,y)=0 en tot
1°

i consideri's qualsevol punt (x,y) de Rn. Sera

i per tant almenys un dels X,y

o X,
i
. Suposem x=Bn_{+ 2: 5 ! on xie {0,1} , per cada
i=n 2 :
- n-1 .
i. Per ésser 1—Bn_1= 1/2 , tindrem
%= + a-x = + - —
v 1 + Bn—2 a-x B -2 a + —— 2: 1
2 i=n 2
1'1—1 oo 1—x.
2 a i
=B__,* + 2 T -
n-1 i=n 2
2
Escrivint
1 00 x-
x=B ot ot -
2 i=n 2%
usant (*) i el fet que T(1,1)=1, s'obté:
. . -1 : 1-x
1 o X5 "la o i
T =T 4 — 3 £ 4
(x,y) (Bn—2 n-1 4-.2: 1 " Ba-2 * o +.ZT i)
2 i=n 2 2 i=n 2
B + — T(12n'1)+°°'——1—T( 1 )
§ "n-2 _n-1 ! a) + 2 R L]
2 i=n i
2
= + =
Bn—2 a

X+y -1

Tm(x,y).
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Si x < B intercambiant els papers de x i y, s'arriba a la mateixa

n-1’'
conclusid i aixi la demostracid queda completada.

Cal remarcar que en la demostracid precedent no s'ha usat ni l'asso-
ciativitat, ni la commutativitat de T, &s a dir, s'ha demostrat el resqi

tat:

Corol.lari 2.3.1. Si T:[o,1]x[ 0,1} » [0,1] #&s no-decreixent en cada com

ponent, T(o,x)=T(x,0) = o'j T(x,2)=T(Z,x)=x, per tot x

de [o,1], i T verifica (*), aleshores Tws T ng.

Corol.lari 2.3.2. L'Gnica cébula C que verifica la inequacid (*) &s C=Tm.

- ’ ‘e . . . ‘
Demostracid. Tota copula C ver1f1ca.T%§ C gMin i s'aplica el Teorema.

2.3.1.

Corol.lari 2.3.3. L'inequacid funcional (*) no pot donar lloc a una equacid

funcional global.

Demostracid. Si-existis una operacid T tal que (*) fos una igualtat glo-

bal funcional, seria o=2T(%y %0 =71 = 1.
El reciproc del Corol.lari 2.3.1. &s fals, tal como demostra el

Teorema 2.3.2. Existeixen una infinitat no numerable d'operacions com-

preses entre Tw i Tm, que satisfan les hipétesis del

Corol.lari 2.3.1. i no verifiquen (*).

Demostracid. Per qualsevol A€ [o,1], consideri's la funcid

a :Jo,1] x [0,1] > [0,1] , definida per (Fig. 2)

Tm(x,y) si x+yg 1 +) & x=1 & y=1,
TR(XIY)‘_"

A . en altre cas.
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Trivialment les TX sbn commutatives, d'unitat 1, element absorbent o,

. \ - . . .
no decreixents puntualment, pero no sdon associatives si o <A <1,

4
t
[}
i
>3el
]
|
[}
!
i
,-J
Fig. 2 o
i gu <A< é = < < < = . Sigui A€ .
Si o €y <Agt, és Tw To\ Tu TX\ T1 Tm Sigui qualsevol CQ,1)
Existeix un ne¢ N. tal que
1
A <1 - -—;:—1—' < 1,
2
d'on
1+ A < 1
5 1
2n-1
. N . . W i 1+A . -,
i existira a€ (o,1) tal que —— < a< 1. Aixi
2= 1,277
n n n
1 1
i=1 2 i=1 2 2 2 i=1 2

per tant quan o< A< 1, TA no satisfa (*).

Donat gue les operacions TA no son associatives, el teorema precedent
no &s un complet contre-exemple del Teorema 2.3.1. Queda per conéixer una
. . . . \
L-norma menor que Tm que no satisfagui (*). Existeixen ademes raons de pes

per establir la seguent conjectura:

CONJECTURA. "Tota t-norma T continua tal que TWS TSTTm, vexrifiica (*)".
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§ 2.4,

3 \ . . - »
T -productes d'espais metrics probabilistics.

Paral.lelament a l'apartat § 2.2. introduim un nou metode per a

1l'estructuracid del producte numerable d'espais métrics probabilistics.

o0 .
+ - - . - - +
Lema 2.4.1. Si (Fn) € T-\ A i T és una funcid triangular en A ,
i=1
+
aleshores w- lim (F1,...,Fn) eh .

1 —>C0

Demostracid. La successid {T (FoeeesF ) | neN} &s puntualment no crei-

+ - s . . . . 7 s
xent en A i el 1imit debil existeix, podent-se considerar continuia

per l'esquerra, a menys d'una normalitzacid.

co
Escriurem w-1lim TF_ ,...,F )= T F, .
1 n . i
n - i=1

. (o]
’ - + cos
Lema 2.4.2. L'aplicacid ‘{’T : TV A -+ A+, definida per
=1

¥ ((F)) =T F,,

i=1

verifica

a) ‘I’T((Fi))=€o@ =€ s per tot i e N |

i
>+ + +
b) ‘~l’T &s creixeng-entre (T} A, %) i (A,g), on 1l'ordre deh = 8&s
) i=1

el dual del puntual.

c) Si T @&s continua, ‘PT és un morfisme de semigrupsentre:

s

( Aty 1o(at ).

i=1
. o _
DemostraciS. Per ser T (€, €)= €, 'L € _=¢.. Reciprocament si
o' o o' ;Z, © © ,
00 1=
\ . Y . .
F,=g¢ 2F,, sera F.=¢ , per tot i eN. Facilment, si (F,) 4 (G.),
joq 1 © i i o i i

sera F, G, per tot i eN, d'on, per qualsevol n eN,

o0 (o] . °
T (F1""'Fn) £T (G1"°"Gn) i T F, < l: G,. La darrera propietat
i=1 i=1 :
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{(c), postulada sota l'hiébtesi de continu‘itat de T |, és:

T(‘i’T ( (Fi) ),‘FT( (Gi). Yy = T(w-limT(F1,...,‘E‘n) ,w=1lim T(G,‘,...,Gn))
n->oo n-co

= w-1lim 1'(1(?1,...,Fn),-c (GyrevsG ))=w-1im T(T(F,4G,)yeeesT (F ,G)))
n->oo n--oo

«© A
= i"I=71 T (F,G) = ¥ ( CT(F;,G) ) =¥ (T FD, (G ).

' P 1 .
Defihicid 2.4.1. E1 T-producte d'una familia numerable {(Qi;y ,Ti)ll eN'}

(0]
-~ . -~ [3 T
d'espais m&trics probabilistics, &s 1'espai (11 Qi,fF ), on

i=1
(=]

’ co
'}ﬂ-: 1_lﬂi x 'r]Qi > A+, é€s l'aplicacid definida per
i=1 i=1

m .
TFT( (Pi)’ (qi) ) = rtriFl(Pi,qi), per totes les successions (Pi) i
i=1 '

(q.) en ‘f%Sl, é€s a dir, fFT =Y (?ﬁ))-
* i=1 7t T

- o0
Igual que en § 2.2, abreujarem =T1’Qi, F =<FT '
. i=1
Fr . -
Pia; =T (Rieap) i Fp =TRTC (). (g ).

Teorema 2.4.1. Si Tié-T , per tot 1¢ N, aleshores el T -producte

(R,F) &s un espai métric probabilistic respecte la fun-

'cid triangular T , sempre que T sigui continua.

Demostracib. En virtut de la Proposicid 2.1.2. i el Lema 2.4.2. queda per

evidenciar la T -desigualtat triangular. Siguin P, &, r € Q2 , aleshores

—— - = . < .
T (FPq, qu) ‘PT ( (T(FPiqi, Fqiri) ))& ‘¥T ((Ti(FPiqi, Fqiri) ))

< WT( (FP.r.)) = Fz= .
ivi
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En particular, si tots els espais components verifiquen una
desigualtat triangular sobre una mateixa funcid triangular conti-
nua, el T-producte &s un espai de la mateixa classe. Les segiuents

proposicions il.lustren aquest fet.

Proposicid 2.4.1. El *-producte d'una familia d'espais de wald,

generats per una col.leccid d‘'espais amb métrica
afitada per 1, &s un espai de Wald generat per

la distincia de Fréchet.

a,
En efecte, si (f., *i ) 8s el metric considerat de Wald (Q.,g ), re-
i 21 i di
2_5.'
sulta
h .
a. P . . .
¥ - \‘/ E ( l) B i >‘L Edl(Pl’ql) _
Fle (g™ 7K T 3 Twlim v &S
RO LT 2 me  i=1 2
a,(®,,a,) e d,(P,,q,)
=w—11m£Z =£Z—l—-—-]—'—-i-.

Proposicid 2.4.2. Si {(Qi”‘Fi)l i €eN} és una familia d'espais equil?aters

; . +
generats respectivament per una successid (Gn) cA tal
w + . AR\
que Gn+ G, GEA , el “Miﬁ' producte &s un espai equila

ter generat per G si i nomes si G = G,per tot ne IN.

. ! oo oo
TM] i ] .
En efecte, F m = I i Fr = w-1lim ‘ \ Fr =w—lim' ‘ G.=
(P, )(q ) . P.q. . . P.q, . .
i=1 Min i7i meo i=1 Min 171 mooi=1 Min

= w-lim Gn= G si (Pi) # (qi) i Gn= G, n eN. Reciprocament, agafant

(Pi) i (qi) gue tinguin sols una coordenada i-‘eSsim,a diferent (Pi # qi)

tindrem G= w-1lim {eo,s:o,...,eO/\Gi, Gi AE G AE =Gi""’Gi""}=Gi’ per

gualssevol i e N.
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Proposicid 2.4.3. si{ (Qi,};_) | ieN} &s una familia d'espais simples

generada per { (Qi,di) IiEN}/ on di &s una ultrametri—

. . +
ca afitada per 1( Vi eN ), i una mateixa G € _A con--—

tinua, el TrMin—producte'és un espai simple sobre G

[ore]
generat per V di.
. i=1
' . . .\ . | +
En efecte, per cada i€ N , sia per hipotesi F :Qi XS'Zi - A,

i i X .
= 5 i = =G (———— P, . .- Alesho-
FP.q.(x) e:o("() st Pi 5 FP. .(x) G (d.(P.,q.) ) si i 7 93 '
i*i i*i itti’tHi -
s .
res (Qi,'& ) &s un Tain~ ©SPai:
) P, #q.#r, #P,, T_. (F F o _)(x) = Gl ) A G =
a . . . - . ' = : U —
i i i i min P.qi giri di(Pi’q') di(qi'ri)
X b'< i
= G ( )S G ( )= F (x).
= 'IT = -
b) Py # 93 T3’ "Min (eo' Fp q.) Foor
i=i iti
= ‘ T = =
©) Py =qy # Ty Tyin (&g Fq.r.) Fq.r.' Fpor..
ivi iti iTi
== = o = -
d) Py =q; = i Tyin (Bor®) = &
00 (o]

)=

Sabent que v di(Pi"qi) és una ultrameétrica en -rl Qi i que podem formar

i=1 } i=1
I - im '
el Min producte, obtenim

T, . %
Min X . X - X
F (x) = ‘ [ . Glg—5—) = lim G(—=—"=)A... AG(FT——)
(Py) (ay) g=Min 4 (Pyea) T e 4 (Redy) 4 Pprdy)
= lim G( el = G( X

) ) .

n )
n->o \_/ 9 (Pi 'qi) .
i=1 i=1
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Proposicid 2.4.4. El producte finit d'espais de Wald (en el sentit de

Istrggescu i vd3duva) és un cas particular de 3% -pro
ducte.

En efecte, si{ (§2,3§ *)|1—1 2,...,n} son espais de Wald, fixem un:

nefl, i considerém el *-producte en 2 = T1 Q. x ‘TW{ a} ; tindrem:
i=1 i=n+1

*

(Pi,...,Pn,a,aa...)(q1,...,qn,a,a,...) =

1 2 1
= W-lim{ F , F * F seeesF *,oL Lk }F I

tat considerat per Istrﬁgescu i v8duva.

Proposicid 2.4.5. El producte finit d'espais de Menger sobre una mateixa

t-norma (en el sentit de Egbert, Tardiff i Xavier) &s

un cas particular de T T-producte.
Al

En efecte, si,{(ﬂ f}l tr)|i=1 2,...,n } s8n espais de Menger, fixem

[e2]
a €2, i fem el —producte en = TTSZ X .T1 {a} , obtenim
: i=1 i=n+1

Tp 2
F ’ —W—llm{F' (F! P ) B
(Bireens® va,a,..u)(Qqreeerq saran..) o 1;1‘ P, " Pa,

’ n n
T_(F! rees,F )y} = (F! F.
TP, q, P q T P dyre--s P O

), resultat de Egbert, Tardiff

i Xavier.

Malgrat que les precedents proposicions poden induir a pénsar qué
els T-productes tenen justificades avantatges sobre els I -productes,
dos greus problemes surgeixen d'inmediat: assegurar la no trivialitat
(no anul.lacid) dels T -productes i el comportament de la topologia
- producte per a aquesta definicid. El ovrimer problema ha estat resolt
parcialment per Moynihan ([37])) qui, estudiant en abstracte els productes

P
‘TT—lnfinlts, dena el teorema de representacid per a T continua:



(ToFp 0 =swpl?r@)| T a;=x1},
i=1 i=1 i=1

del qual en deriva alguns criteris de no-trivialitat. Observem que els

fets T, & T i T *, indiquen que les condicions de Moynihan

. <
T T ‘prod ©

sbn valides per TrT i *-productes. La segona questid queda clara des--

prés d'establir el seguent:

e-]

Teorema 2.4.2. La topologia producte en ||\ Qi, és més fina que la £, A=
' i=1

topologia de F, si es considera en cada espai la res-

pectiva g€, =~topologia.

Demostracid. Sigui U un entorn qualsevol de la topologia producte,

' n

_JF F
Q(_NN (81,)\1)x...xNP (e /A )x Q. %9

i +p¥+ -+ r agafante =M1n.{€1,.--r€n},l =

= Min {l1,...,)\n} . tenim

T | > i
NE(‘P )(E,A) c Tl Ni (e, ) c 7«(. ’
i i=1 Fj
T > ‘. N
ja que si (q.) €N . (e,A) &s 1-A< F' (a=(Tr: H)aF: (o
ey (Py) (qy) =1 Bi% T By

per tot ie N .

La mateixa demostracid precedent diu que la topologia producte no pot

- : : T s
ésser igual a la g,X Jja que de ser-ho, donat un NF(‘P )(e, A) existiria un
i .
subconjunt de la forma W' i per tant
o) i T k
T‘ r F t B F
N 2 N = e oo
o Pi(e,)\) (2,) (e. 02> Y NP1(€1,)\1)x xNPk(ek?\ WX Qo Xe--r €5 a

n
. F . . . .
dir, Qn=NP _Ce,A) R Vnz k+1; condicid realment restrictiva que sols en ca-
n .

sos com els de producte finit pot tenir-se en compte.
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Com a cloenda dels dos darrers apartats arribem doncs a la con-
clusid de que els § -productes ofereixen unes qualitats topolbgiques
que els fan més utilitzables que els T -productes, si bé& des d'un
punt de mira algebraic aquests darrers gaudeixen d'unes propietats
més‘elegants. Si apel.lem a la semantica de la Ee,)\,--topologia po-
drem veure que si una successid (qi) estd en N(g.)(e,A),vol dir que

"€s segur que almen&s una coordenada q, - amb probabilitat grossa

(1-)) , dista de la corresponent Pi menys de g "; per altre banda

exigir (qi)e ﬁf: )(E,A) és afirmar que "&s segur gque,amb la mateixa
o i

gran probabilitat (1-)), totes les coordenadas a; disten de les res-

\
pectives Pi,'menys de g". Aixo dbna una idea intuitiva de llurs exi

géncies i llurs possibilitats.
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CAPITOL 3

.A v v A 3 -~ s
Convexificacid sequencial métrica

"guelque grand que soit un espace
on peut en concevoir un plus
grand et encore un qui le

soit davantage et ainsi a 1'infini...”"

Pascal.

La relacid terndria d' "estar entre" ("between") introduida per
Pash, fou reformulada per Menger ( [31] ) i ha portat a la considera-
cid d'un nou criteri de convexitat, al qual aci anomenarem de con-
vexitat seqguencial. Segons aquest criteri, entre dos punts diferents
qualssevol ha d'existir un tercer pdnt, diferent dels dos donats, tal
que la terna aixi formada verifiqui 1la relacid 4' "estar entre"
-associada a priori al considerat espai. Aquesta nocid ha rebut especial
atencid per part de: Bodiou ( [13] ), en espais métrics, Blumenthal ([ 11,
12 1), en espais booleans i molt especialment Menger { [30] ), walda ([56]).
Rhodes ([ 37]) i Schweizer-Moynihan ([ 34]) en el cas d'espais métrics proba-
bilistics. Trillas ([ 49,51,52,53] ) ha fet diverses aportacions sobre les

relacions "estar entre” en el cas d'espais m2trics generalitzats.

En el present capitol es comenga ( 83.1) introduint la nocid de sis-
temes inductius métrics, tot demostrant que aguests posseeixen un 1imit
inductiu, dins de la categoria d'espais métrics generalitzats. Com
aplicacid d'aquest apartat es ddna en § 3.2. un teorema de convexifi-
cacid sequencial, és dir, una construccid efectiva de 1'extensid d'un,
espai métric generalitzat a un altre sequencialment convex, respecte
de la relcid 4' "estar entre" facilitada per la propia métrica genera-—
litzada. El fet que la dita convexificacid sequencial resulta &sser
isométrica a un subespai del producte generalitzat de l'espai de parti-
da, fa que en § 3.3. i § 3.4., on s'estudien els convexificats
d'espais métrics reals i probabilistics, siguin bésics els resultats

integrants del Capitol 2.
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. . . \ .
Sistemes inductius metrics

Per dualitat amb les dues primeres definicions de § 2.1. obte-
nims

©

Def hicid 3.1.1. Donada una categoria g’ i un conjunt dirigit (I,< ),

A) Una familia d'objectes i morfismes

({ci} {fi'} )}, é&s dita sistema inductiu si
(i,j)€ <

i€1,

a) fije Hom (ci,cj), per tot (i,j)€ € .

= i € .
b) fii ' Idci, per tot i €I

<) fjk © fij =fik' per tot i,j,k €I tals que i<j<k.

B) Un objecte C de :, és dit limit inductiu del siste-

ma inductiu ({c.} ,{fi.} ) (i s'escriu
iex ) (i,3) € g

C = lim ({ e.} , {f..} ) si verifica la
i, ijg’ . .
ier o (i,3)€E £

seguent propietat universal:''Donat un objecte C' de

F i una familia de morfismes { ¢, }

ifier tals que

' . . f )
wi_EHom (ci,c ), per tot i€I, i ¢i=pj o i5° per tot
(i,3)e £, si ﬁpi} és una familia de morfismes,

Wie Hom_(ci,C), VieI, aleshores existeix un Gnic

h €Hom (¢,€') tal que h oV¥ i=¢i, per tot i€l

Establerta aquesta definicid classica resulta immediata la seguent:
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. e s . . . \ . . . .
Defihicid 3.1.2. Un sistema inductiu metric &s un sistema inductiu

en la categoria E.M.G. d'espais métrics generalit-

zats.

. . \ . .
Teorema 3.1.1. En la categoria E.M.G. d'espais metrics generalitzats

existeix el 1imit inductiu de qualsevol sistema induc
tin métric, es a dir, E.M.G. &s "tancada" respecte
dels limits inductius.
» { (£

D 5. siqui o m. .
emgstrac1o Sigui ( (Qiﬂfl,ml)} } un sistema

ieI 15571 (5,9 eg
inductiu métric. Per demostrar la existéncia del 1limit inductiu
674?,5) s'estableixen els segilents apartats:

i) Construccid de Q i S;

ii) Estructura algebraica i reticular de §;

iii) Construccid de m;

_iv) Comprobacié de que (—953,171) és el limit inductiu.

i) Construccid de i S.

Per ser ({(%f?ifmi)}. ,{(fij'gijn o ) un sistema induc-
ied (i,3) €
. v . )
tiu metric, resulta que ({Sﬁ}- '{ fi} o )Y s A }i} o)
€I (i,3) eg el (i,3) ¢
sdn sistemes inductius conjuntistes. Definint en E:KZi = \i{& x{1i} 1la
. iel iel

\
relacid d'equivalencia,

V(xi,i), (x. .) ZQiz(Xi’i)%xj’j)é-_:)(3}261){kzilk2j, fik(xi)=fjk(xj)];

I3 iex
, PIRU
s'obté com a conjunt de classes © = 39%——— = lim({Qi} {fi'} ),
> . . 4 J (llj)€<

limit inductiu conjymtista. Analogament, definint en 2. S.= Usix {1}
ieI ieX
- . \
la relacid d'equivalencia:
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V(Si,i),(S.,j)E;E;Si:(Si,i)~(Sj,j)¢9(3keI)[kzi,k;j, 953 (8;0=95, (501,
S s, |
= ier
s'obté S= ——— = lim ({Si} {g
- > ier’

} ).

di,.3)e g

{ii) Estructura algebraica i reticular de S.

(iia) S &s un semigrup.

i i 5. i I. = . . . . 2. j .
Sigui ( l,l) + (Sj 3) (glk(sl) + gjk(SJ),k) on k2i,3J

L'operacid + esta ben definida, ja que si (Si,i)~(Si,,i') i (Sj,j)~(Sj,,j')

existeixen

m3i,i' tal que gim(si)

I
(o]
()
-

. ey
nzj,j' tal que gjn(Sj)

_Il
Q

Siguin k'2i',j'; rm,n;)> k,k' i uer,A . Aleshores

gku(gik(si)+gjk(5j))=(gku0 gik)(si)+(gkLP gjk)(sj)

=giu(si) +gj u(sj)=(gmu° gim) (si)+(gnu0 gj u) (Sj)

(Si'.) + g

IR i) 30 *+ (9 j'u

° 95 (550 =g

S.,)=
S W ¢ J')

i‘u

=gy 0P 9500 (850) + (g0 gj'k')(Sj')=gk'u(gi'k(si')+gj'k'(Sﬁ')“

el que assegura'(gik(si)+gjk(sj),k)~(g

},k.(si.)+gj (5500 %" i

lkl
oV . .7
en consequencia la correctit de +.

Trivialment 1l'operacid &€s associativa, commutativa i té& per neutre

(ei,i) al ser, per tot (i,j) €g, gij(ei) = eji
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iib) S és ordenat parcial amb wmpiim (ei,i) i amb isotonia respecte +.

Es defineix

(S5, < (55,3) =3 ke [k, k3,9, (S,)< gjk(sj>] ;
es tracta d'una relacid, ja que si:
i) ~ - >i =
(Si,l) (Se,eh$ Jnri, e tal que gin(si) gen(se)

(8503) (55,913 dexi,s tal que 93¢ (850795, (5)

~

Siguih A2 n,k;r> Xk,t;uzA ,r. Aleshores

g (Se)=(gnu° gen)(se)=gn

el (gen(se) )=gn

u(gin(si)) =

u

=gin(si)=gku(gik(si))< gku(gjk(sj)) = gju(sj) =

=(gtuo gjt)(sj) = (gtu? gst)(Ss) = gsu(ss) d'on (Se,e)s (SS.S)ﬂ

Es fécil verificar les propietats reflexiva i transitiva de £ , utilit-

zant que ({Si} { gi.} : ) &s un sistema inductiu i les g, sén
ier’ M (i,9)ex J

creixents. L'antisimetria es deriva del seguent argument:

(sir i) < (Sjlj) (ke I) [_kzl,k>, ’ gik(si)sgjk(sj) .
= N '
(Sj,J)s (Si,l) (3x'en)k'>i,k ;;, gjk.(sj)s gik,(si)

Siguin k"2k 1 k"2k', aleshores

gik"(si)=(gkk"09ik)(si) Sgkk"(gjk(sj))=gjk"(sj)=(gk.k"0 gjk.)gsj) =

=T o (g0 5500 €9y iy (94,0 (510 =09,4,0(S;) 5 A'0n g0 (S;) =g (S)

i essent k"2 i,3j, és (Si'i) = (Sj,j).'(ei,i) és el minim de S. Per es-

tablir la isotonia de + respecte de g , sigui
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i r j :-:) I.I 2.1 . . . N i r - ——'
(s;,3) <(85,9)¢ [@xe1) k>i,k33 953 (55)€ 9453 (80] , 1 6 /e §

Si e 2i,n resulta:.

(Si,i) + (Sn.n) = (gie(Si) + gne(én), e) = A,

. . . s
i sie' 2j, nes te :

(sj.j) + (Sn,n) = (gje.(sj) + gne.(sn),e') = B;
triant mze,e' i A>m,k :
ge)\ (gie(si) + gne(sn)) - (gel © gie) (Si) *+ (gek ° gne) (Sn) =

. (Sj) g e (Sn)).

=giA(si) + gnA(Sn)< ng(Sj) + gn)\(sn)=ge.;\(gJ

es dir, Ag B.

‘En definitiva tenim el semigrup ordenat st-—-(§,+,$, (ei,i)) .

(iii) Construccidé de m.

Sigui m:Qx Q-+ S,

m ( (xi,l),(xj.J) ) = (m, (£, (x.) fjk(xj)). k) si k2i,3J.
\ - «
La correspondencia m gaudeix de les seguents propietats:

(iiia) m és aplicacid.

r(xi,i) = (xe,e) . r(Br;i,e) tal gque fir(xi)= fer(xe)
si i > : i
(xj,j) = (xn,n) - {(ds3j,n) tal que fjs(xj)=fnsfxn)

Considerant k3i,j; tze,n; g>,' k,t: A r,s;u;})g- ; resulta:
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gku(mk(fik(xi)'fjk(xj)) ) = (mu o fkux fku)(fik(xi).fjk(xj) )

Il

= mu(fiu(xi)' fju(xj) ) = mu(fru(fir(xi) ), fsu(fjs(xj)) )

i
it
ll

m_ (£ (fer(xe) ), £

1 (fns(xn)) )

(£_ (x ), fnu(xn) )

m
su H ey e

= mu(ftu(fet(xe) Yo £ E L (x))) )

e (muo ftqut')(fet(xe)'fnt(xn) )=

]

(gtuo mt)(fet(xe), fnt(xn) ) = gtu(mt(fet(xe),fnt(xn)) )

I

(m (fik(xi), fjk(xj)),k)

X (mt(fet(xe), fnt(xn)), t),

I

m ( (xi,i). (xj,j) ) m ( (xe,e), (xn.n))-

v * @ - /
(1iib) m €s separadora.

m ( (Xi’i)’ (xj,j)) = (mk(fik(xi). fjk(xj)),k) = (et.t) had

(Is2t,k) tal que gﬁs(et)=es= Iy (mk(fik(xi).fjk(xj)) ) =

= (mg o £ xE ) (Fyp (%) Ey (k) ) & (£, 0F,) (x))=(F, of ) (%)

had fis(xi)=fjs(xj) hag (Xi,i) = (Xj:j).

s as - 7z . N . L\
({iic) m es simetrica per ser-ho les metriques m, .

(iiid) m verifica la desigualtat triangular. Siguin (xi,i),(xj,j),(xt,t)e‘ﬁﬂ

a,=m ( (xi.i),(xj,j) )=(mk(fik(xi).fjk(xj)).k) amb k3> i,3,

a_=m ( (x5, 1), (x_, ) =(m (£, (x)),f,

x.0), 0 ambiy i,t,
ATy A

a =m ( (xt,t),(xj,j)) %(mu(ftu(xt),fju(xj),u) ambp> j,t,.
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a2+a3=(g>\E (mx(fik(xi)'ftk(xt)))+ gue (mu(ftu(xt)'fju(xj)))' g )

amb ¢\ +u - Sia g3 k,g i

gEC (gke (mx(fik(xi)' ftk(xt))) + gpe (mu(ftu(xt)'fjp(xj))) ) =

(Xl) £

A

= (gA2 m )(fi )

X (x ) + (gLl om) (f U(xt)' fju(xj)) =

4 M t

= (mco £f x £ )(fi

£ i 3 . =
AN A(xi)'ftk(xt)) + (mCO thXfuC)( tu(xt) JIJ(XJ))

mg(fig(xi)' ft;(xt)) + mc(ftc(xt)’ ij(xj)) >

\ Y%

m;(fig(xi)’ ij(xj)) = mc((fkco fik)(xi)’<fkc° fjk)(xj) ) =

I

(mco kax fkg)(fik(xi)'fjk(xj))=gk§(mk§fik(xi)' fjk(xj)) )
és dir, a, + Ay a,.

Construit ja (5}5,5) ens resta comprobar que

(iv) (Q,3,m) &8s ITmit inductiu.

Sigui'{(ﬁ.,A.)} la familia de morfismes entre {(Q.,3.,m.)} i
Tt T iex e T |

(Q,%,m), definida per By, > o, ny(x)=0x, 1), A 8, » 5, A (s)=(s,1).

N . ' . .
Consideri's un espai metric generalitzat qualsevol (Q,4,m) i una fam{lia

{(Tiﬂyi)}ieI de morfismes entre {(Qi’gi’mi)}:el i ©@,3,m) de forma que,

per tot {i,j) ¢ &, el seglent diagrama commuti

(9, ¥ )
(Qi:‘gi;mi) ——2 (52,3 _.m)‘

(0¥ )
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. t d . .S - =\P' ] . — g )
En virtu e que per i,j< k és ‘{’k ° g, =¥ i Tk o flk ?1' les

aplicacions H: o —> Q , h: S —> S , estan ben definides,

(g A F (x,) (s, ) ¥ (s))

- 1 - » ) - N = ' —_ - . . -
sén les Gniques que verifiquen H o )xi ‘fi, hou, ‘{’i Y yleI i aixi la

- . ) ) . .
parella (H,h) &s un morfisme de metrics generalitzats, ja que

=¥, (my (£, Ge) o £ (600)) = (m oy xf) (£, (x;) £ (%))

= m(‘fl(xi)’(\aj(xj)) = (m o H x H)( (xiri)l (lej))-

El diagrama corresponent a aquesta propietat universal de (5,{,;5)4 és:

L0g L)
L i3"743 |
@35m0 ¢ (@, .3, m)

O‘i l}li‘
)Cﬁj;;"‘) ((fi)\?i)
' (H,R)

({1, %»m,)

El teorema est}a demostrat.

Tenint en compte la demostracid anterior, podem escriure les seguents

igualtats simb‘oliques.
1) Q

1

12) :3’

lim ({9.1} A£,.) . ), en la categoria de conjunts.
i, i . .
ieI (i,3)e <

lim ({‘?i}. '{gij} . )., en la categoria de semigrups ordenats.
. iel (i,3)e < '
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n

1im ({(Qi,ﬂi,mi) L (<

1¢T 1J
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o tim ({4 L {g,)
T iex I (i,9)e
9557 (1,9)e <) -
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§ 3. 2.

Teorema de la convexificacid sequencial.

\
Sigui (Q,g,m) un espai metric generalitzat.

Definicid 3.2.1.°

a) A ¢ Q és sequencialment convex si per qualsevol parella a,beA, a#b,

existeix un ce¢A, a#c#b, tal que m(a,b) = m(a,c) + m(c,b). Es diu que

c esta "entremig" de a i b.

b) A ¢ f &és métricament convex si per qualsevol parella a,beA, a#b, es

verifica

[a,b]mE{ x¢ Q| m(a,b) = m(a,x) + m(x,b)} <A.

An%logament, si (c,2) &s un conjunt parcialment ordenat es pot es-

tablir la

Definicid 3.2.2.

a) BeC &s sequencialment convex en ordre si per quaksevol x,y ¢B, x$y,

existeix z ¢ B, tal que xgz)gy.

b) BcC és convex en ordre si per qualsevol x,yeB, x4y, es verifica

[x,y]s ={ zeCI x €z$¢ y} € B.

Cal notar que mentre les convexitats mEtriques i ordenadés sén va- ’
ledores en els respectius conjunts globals 2 i C,i tenen sentit, per
tant, només en subconjunts propis, les convexitats seguencials métriques
i ordenades sOn predicables en subconjunts propis o nd i presuposen la
cardinalitat almenys numerable. El buit, &g, i qualsevol singletd es con-

sideraran convexos en tots els sentits. Els seglents exemples posen en
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evidencia que les convexitats sequencials (a) i les de segments (b)

no tenen una relacid directa, en general.

Exemples 3.2.1.

\ . . e .
(1) N ' Z son convexos en metrica i ordre, pero no ho son séquencialment.

(2) (o,1)V(2,3)c R, &s seqgUencialment convex sense ser convex.

(3) E1 metric booleé (L, (L,=,A),m(a,b)=aAb) és sequencialment convex

\ . \ . -
en metrica pero cap subconjunt &s convex.
(4) Tot espai normat es sequencialment convex.

(5) (Q,¢]|)r ®ig |Pr (€< || +i [P, (@nlo,1] « ] ) sbn convexos i

sequencialment convexos, en metrica i en oxdre.

El resultat central d'aquest capitol &s el seguent teorema en el
qual es construeix, tot aprofitant els resultats de § 3.1 una ex--
tensid sequencialment convexa a partir de qualsevol espai metric ge-

neralitzat.

Teorema 3.2.1. (Teorema de la convexificacid seqﬁencial).

. ] \ 3 3 ) . . 3
si (Q2,4,m) &s un espai metric generalitzat, existeix un monomorfis
\ . ' R . ‘e .
me metric (¢}f)ven un espai metric generalitzat sequencialment convex

(2,%3,m).

. = . . .\ . . . .
Demostracio. Sigui (Q.g,m) un espail metric generalitzat; consideri's

1l'ordenat (N,g) i per cada i eN :

i i

o) 0% ox¥. xq .,
i i
s. = 8% = sx%.xs ,



- 64 -

mi :Qi }Qi > Si ’

mi( (x1,---.x21),(y1.---.y2;))=(m(x1,y1),....m(xzi.yzi))-

D - . . \ »
En virtut de §2.4. , { (Qi,gi,mi)} és una familia d'espais metrics

ieN

generalitzats. Per tota parella ordenada d'indexs ig]j en N , defineixi's:

flj -Ql -> QJ ’ gljz SJ. > SJ ’
mitjangant
s
fij (x1,. ..,x2i)=(x1,...,x2i,. ..,x1,...,x2i) ’

. a1 .
gij (S1 e -rszl)=(s1 ? e e 75211\.2/"3'-”5 PR lszl) ?

1

on l'anterior notacid expressa que l'imatge d'un element (a1,....,a i) de

2

Qi (6 Si), &s l'element de Qj( o Sj) obtingut al "concatenar" l'element

. : . j~1i . . iq
donat (a1 ,...,a21) , exactament 2:l vegades, amb si mateix. Es facil ve--

rificar que

r g..=I r per tot i eN ;
dQ ii dS.
i i

a) f£.,.=1
ii

b) Per tots igsk és £., o f, .=

sk © Fi57Fixr 95k i3 94%?

c) Cada gij (igj enN) &s un morfisme algebraic creixent que transforma

i J
» 4 . 2 . -, 0 2
‘el neutre i minim (e,T7.,e) de Si en el neutre i minim (e, ¥%.,e) de

S..
J
A} )
Per tant, fent memoria de la Definicid 3.1.2, resulta que

({Q AR, m. )} f{{£..,9..)} ) &s un sistema inductiu metric
T b e T L, eg



LGV . .
i en conseqiencia podem aplicar el Teorema 3.1.1. per obtenir l'es-

pai metric generalitzat 1limit inductiu de 1'esmentat sistema:

(§/§IE)= lim ({(Q-I%.Im-)} r{(f..lg..)} ).
= S S N C P% DR
i - i
a=( U @ xih €.y S =t U §? x{i}b/dl y?
ienN ij ieN 9ij

definida per

W (kg peen X3y 3) 7 (ygreenry,ded) ) o= m (E L (x0) /£ (x0)) 4K)

amb k> i,j, arbitrari.

v

Aleshores, la parella (%,¢) de (2,2,m) en (5,-8-,5), donada per:

®n
¥
0l
-

:Q - &, 4:

X > (x,0) . z - (s,0)

. \ . X . .
&s un monomorfisme metric de l'espai de partida, en el construit, és

a dir (9, ?,fr—z) és una extensid de (£,3,m). En resta establir la conve-

xitat seqUencial metrica de § i la ordenada de S.

(I) @ és seguencialment convex respecte m.

Siguin A= (a1,...,a i,i) i B=(b1,...,b2j,j) dos elements diferents

2

(A#B) qualksevol de §l, que sense p\erdua de generalitat podem suposar

amb ig j. Consideri's

C ( (fij(a yeeersd l)lf-j(b1l"’lb2j) ), j+1)

1 2 3

2351
(a1,...,a2i,\-—K ',a1

,...,azi,b1,..-,b2j.j+1),
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és a dir, C 8s generat per la "tira" de longitud 2J+1 en Qj, obtingu-
da al repetir primer 1l'element (a1,...,a2i), 23-'l vegades i concatenant
a continuacid l'element (b1,...,b2j). Si C fos igual a A es conclouria

B = A, cosa impossible; analogament si C fos igual a B. AixI A # C # B.

Finalment

m(A,C)+m(C,B)=m((fij+1(a1,...,a21),3+1),(fij(a1,...,a21),b1,...b23,j+1))

+m((fij(a1,...,a21),b1,...,b23,j+1),(fjj+1(b1,...,b23),j+1))

3
= (¥ emta, b) e miayi bo3), 341)

j
+ (ma b)), ..., m(ayi,by3), e,\&7., &) j+1)

(g.. (m{a, ,b,),;...,m(a, i, b, 3)), j+1)
j3+1 11 2 2

j-1
. \27» . . .
((gjj+1 o mj)((a1,---,a21, = a1..--,a21),(b1,---.b23))._3+1)
J'
= ((mj+1 ° fjj+1 x JJ+1)(( (a ., a 1). (b reoes 23)), j+1)
=I—I—1 (A:B)r'

per tant C estd al mig de A i B i la convexitat sequencial de Q

queda probada.

(II) S és seqﬁencialment convex respecte l'ordre £ .

En efecte, donats E= (S1,...,S i,i), G= (t1,.--,t2jrj) en S tals

2

que E %G, &s construeix

F=( (g, (S,---.S i), g.

5 (t I"'Itzj)) Max(1,J)+1):

i Max(l,j) j Max(i,j)
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i &s pot comprobar, sequint el tipus d'idees abans utilitzades, que

E4«FXG. .

Remarquem que el teorema anterior &s d'existéncia i construccid,
pera no pas d'unicitat. Amb escriptura un tant més complicada, poden
construir-se convexificacions que; en lloc d'utilitzar les poténcies
de 2, es basin en les poféncies de qualsevol primer P. Afegim que la
idea intuitiva inicial per realitzar tal construccid va ser ia segilent:
donats dos elements X,y, Xx#y en £ (0S), identificar-los amb els ele--
ments diagonals (x,x) i (y,y) de 92 (o 821) i considerar aleshores
l1'element mixte (x,y), el qual, respecte les métriques puntuals veri-

fica

"m(x,y)=m((x,x), (y,¥))=(m(x,y) ,m(x,y) }=(e,m(x,y))+(m(x,y) e)

=m( (x,x), (x,yMHmn{(x,y),(y,y)) =m(x,{x,y))+n{(x,y),y) "

(o (x,x) £ (x,¥) g(y,y) si X4y, en l'ordre puntual). AixI identificant

21 21 22 22
ara els punts (x,y) de @ (o S ) amb els (x,y,%x,y) de R (o 8" )} i

3 ‘ . . . » - -
repetint la tecnica de fabricar elements mixtes, s'obté un procés re-
. \ .
current numerable, que amb els oportuns refinaments tecnics, s'acaba

de formalitzar en l'anterior teorema.

Es possible simplificar la representacid dels elements del convexi-

ficat en considerar el seguent teorema.

Teorema 3.2.2. (Teorema de 1l'immersid del convexificat).

El convexificat sequencial (Shg,ﬁ) construit en el Teo-
. . \ . . . '
rema 3.2.1., és isometric a un subespal‘mEtrlc del pro-

[e.0] Q.
ducte generalitzat (T| 2 ,TI S,mn).
i=1  i=1

o0 o0 .
Demostracid. Per §2.1. sabem que (7T} 2, | S,mn) és un espai mgtric
: i=1 i=1

generalitzat. Si x rese X ¢ , escriurem (x1,...,xn;*) 1'element de

1
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(o)
TV €  gue s'obté al repetir, de forma ordenada, la enepla (XI""'Xn)

iﬁ}:‘inites vegades. Sigui

Q*={(x1,--.,x2k; *} g TiQ/keN (Xieeo XK € Q)
i=1

* oo . ' .
S ={(s r.../8,k; *)e ﬁS/keN +Syr---,Sk € 5131,
. i=1

*

m=m'n_|,lr

*
x Q.
\ . P W L A .
Es facil verificar que (Q ,% ,Mm ) &s un subespai metric de

[=<] oo — -~ * * *
(Ma.T S'm‘rr) . La parella (qg,R de (Q,/%,m) en (Q ,3 ,m ) donada per,
=1 i=1 -

— *
a : 2 > Q. OL((X.],---,sz'k))%(x‘l:-n,sz;*)r

- *
B‘ S > S5 ., B((S1l---'Szklk))=(s1l-~-lszki*)l

T 13 . . \! N -—— . * J * 7
facilita un total isomorfisme metric entre (§,8,m) i (g ,%4 ,m ), es a
dir, o i B sbn bijectives, 8 es un isomorfisme ordenat i algebraic de

* — -
semigrups i m oqg X =R 0 m.

\
Aquest teorema proveeix una facilitat computacional que sera aprofi

tada en el darrer apartat d'aquest capitol.

: . . N X .
Per acabar, notem que si considerem en un espai metric generalitzat

(Q,g,m) un Ac ) » A # 4, aleshores definint 1l'envoltura convexa [A] de

- s . . - . A

A com el minim subconjunt métricament convex de  4gue conté a A, és fa
. . > . n s

cil demostrar per simple analogia al resultat classic de R el segient

teorema.

Teorema 3.2.3. {a1= U A,on A_= A,
neN

.A1={xe Ql Ba.ber.a # b, X € [a,bjm} ,
A ={xeq| Jaben . .,a# b, xefa,n] }.

per tot nelN .
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- R : X . \ .
Aplicacid de la convexificacid sequencial als espais metrics reals.

\ . . -
En aquest apartat fem us de les tecniques introduides en § 3.2.,
per construir un convexificat seqliencial per a gualsevol espai mé—

tric. real.

. + .
Teorema 3.3.71. Tot espail métric real (Q,R ,d) admet un monomorfisme

. . \ . 4 I ! .
ﬁétrlc en un espai metric real (Q,R‘,&) sequencialment

convex.

. - Ry S SN
Demostracid. Pel Teorema 3.2.4, sigui ,%, &, l'espal metric gene~

ralitzat seqiencialment convex i exten510 de (92, P.,d»tnltjancant el

monomorfisme metric (®,¥), definit per

3 : Q>R . R
x - (x,o)' ’
P R™> RE
r > (r,o) .

Consideri's les aplicacions segients:

'
(x1,...,x2k k) ? (x1,...,x2k,x1,...,x

= - ok
2k,...)-(x1...x2L< )



?'és un morfisme de semigrupsadditius, creixent i injectiva;
L] -~ ]
Y" &s subadditiva, creixent i nul.la nomes en (o). Tenint en

compte aquestes propietats i la Proposicid 2.1.2., facilment

~
—— -

. — + . ~ -
resulta que definint 4 : x0 - R, a-= " o ‘f’o da és

R LS st T . N .
una distﬁnc1a real i (2,8 , d) un espai metric.

+ + S
La parella (®,i), on i:[R - R, i (x)=—7§;y és el monomor-—

o+ - + 7 .
fisme métric que injecta (,R ,d) en (Q,® ,d), jJa que

(@ o oxd ) (x,y) = d( (5,00, 3,0 ) = (‘Po)( @x,v0))

=" @Gy iny) =L S Sl oo a) k).

n=1 2 1+d(x,¥y) 1+d (x,y)

- + - - (& .
Ens resta comprobar que ( @, R ;d) &s sequencialment convex.
. N . . - C - o ! -
Per aixo siguin x = (x1,...,x21,1), y = (y1,...,y23,j), X # Y,

) v :
dos elements qualssevol de § i suposi's, sense perdua de genera-
litat,que i $j. Pel Teorema 3.2.4. existeix un zeQ ,x £ z # ; que

esta "entremig"” de x i ; segons a; explicitament:

_ j-1 .
z = (X1:--.,X2i:\'-/--' x1r~--:X2irY1lyzl---IY2j7 j+ .

Escriurem a1=d(y1,x1), a2=d(y2,x2),...,a21 = d(yzl, le),

. . . . . . j L .
= = 3 —
a21 1 d(y21 1’ x1),...,a J d(yzj, x21), les 2° respectives dis

2

N . ) ) - . - N
tancies, coordenada a coordenada, entre y i x. Comprobarem que, en .

-— A Y - —
efecte, el mateix z esta "entremig" de x i y segons 4 :
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~ _ _ o~ _ _ j-i ]
d(X,Z)+d(Z,Y)=( l‘)"o‘(') (O,\z'( ,O:d(x.‘ :Y.]) R rd(lelyzj) lj""l)

3
. . 2 .
+(¥" ow') (A(x,,yv.)seee,d(x_ i,y j),o,.\.—-./,o,3+1)
1741 2 2

J 3
2 . . 2
=lf"(o,\.-{,o,a1, . .,azj;*) + tf" (a1, “ee ,azj,o,‘-—/ 7. ,0}*)

R FY ;
= = J - t j
n=1 t=27(2n-1)+1 2 a3 (2n-1)
3 (20— I
. o 2 1 2e—27(on-1)
n=1 j+1 2t 1+ j+1
t=27"" (n-1)+1 Y277 (=)

P @,re-cra g F)=(P" o) (A, .. 3,3)

(¢" oy )@ Ty /- - a(,1,5,3) ,3)=(¢" of' o d) (x,y)=d(x,y).



§ 3. 4.

'y i 7 —convexificacions d'espais metrics probabilistics.

En § 2.2. 1 § 2.4. han estat estudiats elsZ i T productes,
respectivament, d'espais métrics probabilistics. Com sigui que a
l'aplicar el Teorema de gonvexificacid a un espai (Q,%,T) s'obté
un espai generalitzat convex isomorf (pel Teorema 3.2.2.) a un sub
espai del producte generalitzat, segons considerem la tecnica dels

2 —productes o dels T —productes,.lobtindrem dues convexificacions

N . : . .
que, per raons obvies, designarem respectivament per X iT .

Teorema 3.4.1. Si (Q,R) &s un espai semi-métric probabilistic, exis

-

teix una extensid (Q*,F*) que &s T, —convexa i és

. | (2] p >
subespai del I -producte (TR TEBE5.
: i=1

Demostracid. Siguin

[oe]
Q*={®.,...,Pk,;*) |keN , P,,...,P keQ} C Mo,
: i=1

AixI (Q2*,7F*) és un espai semi-mbétric probabilistic, subespai de

[e o] R
(Tl o ,’FZ). Sigui f: > Q*, £(P) = (P;*), 1l'injeccid natural de
i=1 :

(QF) en (Q*,7F*) (noti's que (* o £ x £)(P,q)=1*((P;*),(q;*)) =
e o]

1 = - . L3 - .
Z — ,}:(P,q) (F(P.q)) Cal establlr la Tm convexitat de
2 ,

n=1

(Q*,3*) . Siguin dos elements de Q :



Q= (x1l"‘lx2i;*)l

= i *
L3 (Yqreeeryy3:%),

2LEY, i< s

. A . e . - . .
seguint la tecnica del teorema de convexificacid, ccnsideri's

jl

R —(x ,...,x2

o A BAY.

Aleshores, per tot u> o tindrem:

l,---,x.l,--ule,Y.l ,Y2:---,Y237*)r

\ 1
T_(F* (W, F%_ (w)=Max( Z - F_ (u)+F
m o gy Mgt Tri(a)ﬂi(B) m (BT, (%)
© : 2.27 32
Tor @)w, @) W7 — F (@), gy ™+ 2
i=1 2 i i i=23+1 21 i i 2j+1
4.2= ; 00 ]
+ 2 o1 B om, (g) (W Feee = 2 R IO
i=3.27+1 7 ot

Remarquem que en aquest cas obtenim una 7 -
. m

(u)_1) ro)

8 Y

l

(B)ﬂ (r)

-convexificacid sense

N ) . N\ s . .
ser necessariament l'espai (Q*,3*) un metric probabilistic respecte

L4
de - Tp ¢ €S @ dir, l'anterior construccid és independent de les des-—

iguﬁltgts triangulars definibles en (/7).

{(u)
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\ -
Un resultat analeg s'obté& per T-productes.

Teorema 3.4.2. Sigui (£,F,T) un espai metric probabilistic amb
1 continua. Existeix una parella d'aplicacions
(£,9) de LF,T) en un espai métric probabilis--
tic T-convex (Q*,5*,T), tal que £:Q > Q* &s
injectiva i g:A+ - A+ és un T -morfisme tal

: - . ) .
que (£f,g) é&s morfisme metric.

Demostracid. Consideri's § * el mateix conjunt definit en el

teorema anterior, “YW*= TF £f: Q> Q *, £(P)=(P,*) i

|QkXQ*'

-+ - . .
g: A+ + A , donada per g(F)='f’ F=w-1lim z(F,.?.,F). f é&s injec-
) i=1 n-»o

A S
tiva i g satisfa:

a) g(F) =€o® F= €5

P . +
b) g &és T-morfisme: per tot F,G € A , .

gt (F,6))= T 1(F,G) =w-lin T(T(F,G), 2, T(F,6))
i=1 n-+o
= w-lim T (T(F, > ,F), 14, ., e))=t (T F, T o
n-»co n=1 n=1

T(g(F), g(a)).
- . \ .
c) (f£,9) és morfisme metric: per tot P,ge

(F*o fxf)(P,q)=3?((P;*),(q:*))=;§i Foy = 90Fpg)=(s &0 (L)

Aleshores resta verificar que (Q*;y*,T),Yespai extensié,subes—
pai del T-producte (fﬁ{Lfﬁi,T Yy, és precisament T —convex. Ele
i=1 ‘ ’
gits com en el Teorema anterior o, ¥ .2 # § , consideri's el mateix
element B , alla definit. Cal verificar que R esta T -entremig de

o 1% . En efecte:
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- T | Z
* * = Y
' (F&B' FBB') Tl Tmermer 2 T e e )
T |
= T(F _ , F )
- Tli(a) TTi(B) Tri(B) T\'i(?f)‘
= w-lim {t(e_+ F ).t (e_,F l‘€ , o ) RPN 7
©  E¥y O XY, o XY,
T (e" +F : F reeesF )r T(E +F seee,sF F
° XY, XY, Xl¥ot o XY, C XYyt XYy
m
= w-1lim T (F yeoesF ) T r _
T, (ot)'rr1 ¥) Trn(oa)'nn(b’) i=1 ni(a)ni(v‘) —F;
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CAPITOL 4

COMPLETACIO D'ESPAIS METRICS GENERALITZATS.

"Mathematical proofe, like diamonds, are hard
as well as clear, and will be touched with

nqthing but strict reasoning”.

John I.ocke.

Per. poder rigoritzar els fonaments de la teoria de séries, Cauchy

écceptg com a propietat evident el fet de que "una successid (Xh) de

nombres reals &s convergent, si i només si, Xn+P - Xn és tan petit

com es vulgui, per a n suficienment gran".

Enunciada aquesta propietat de forma explicita per Bolzano, Fré--
chet introdui la nocid d'espai metric complet i Hausdorff establi el
teorema general de completacid en el seu classic "Grundzige der

Mengenlehre".

La completacid d'un espai uniforme mitjangant 1'us de "filtres de
Cauchy" usa la completacid metrica i aquesta, al igual que en el cas
\ - .
d'algebres de Boole normades (Blumenthal, 127 ), és possible en

gquant &s coneguda la completitud de R , fet que es deriva de la pfb—

pia construccid real.

Sherwood en {44, 45} ha construit el completat d'un espai ﬁétric‘
probabilistic utilitzant la ﬁEtrica de Paul Léby modificada per
.Sibley (47) que, a la vegada de metritzar la convergeéncia debil de les
funcions de distribucid A+, n'assegura la completacid. E1 procés se——
guencial de completitud donat per Everett {17,182 en grups de Riesz
valorats en la seva part positiva per la ﬁ%trica natural, la generalit

zacié amb l'us de xarxes feta per Papangelon, (40) i la contribucid de



Batle (6) (prescindint d'estructura sobre l'espai de partida) soén

altres construccions que usen, en un sentit o altri, un criteri de
: . - b . .

completitud del semigrup de valoracid de les metriques considera—-—

des.

~ N .
En el cas general d'un espai metric (Q,f,m) cal considerar les

segients definicions:

a) Una successid (Xn)c Q és o-m-fonamental, si i només si, exis-

o -
teix dn e en S tal,que, per cada n és

m (X x)g .8, Vpe N

n+p’

b) Q &s o-m-complet si tota successid o-m-fonamental €s o-m-conver

gent a un punt de .

En (6) Batle ha estudiat la relacid d'aquestes definicions amb

els "Criteris de Cauchy" habituals.

Fixat un morfisme d'ordre, sequencialment continu en el neu-

tre, ¥: s - S iun ,%,m) direm que:

. - - - - » » ©
a') Una successid (Xn)cSZ é€s S—-fonamental si existeix una & n}e
en S tal que, per cada n, és

m (Xn+P'

X)) < PCS), 'erN :

~ - N -
b')  es S—complet si tota successid S—-fonamental &s convergent a

un element de4§ .

En particular si ‘f:is recuperem les definicions (a), (b) ante-

riorment explicitades.

En l'apartat 4.1. d'aquest cépitol s'estableix el teorema de la

. LN . . .
S—qompletac16 d'un espai metric generalitzat al construir una exten



sid de l'espai dcnat, extensid que sota precises condicions del
semigrup de valoracid de partida, gaudeix de propietats de com-
pletitud. En § 4.2. s'observen i analitzen els casos ja comen-
tats de Fréchet, Cauchy, Everett, Batle i Sherwood com a parti-

culars del teorema donat en § 4.1.



§ 4. 1.

; . o .8 . .
Teorema de la S—completacid d'un espai metric generalitzat.

Teorema 4.1.1. (Teorema de la S-completacid) .

. A .
si (9,8,m) 8s un espai métric generalitzat tal que
% &s un s.o. no discret, normal i seqguencialment
continu en el neutre, aleshores existeix un espai

metric generalitzat (ﬁ;?,ﬁ) tal que:

a) Existeix un monomorfisme ﬁétric (i,f):(ﬂ,{,m}+d§,?,5).

b) i(Q) &s o-m dens en § .

c) si 3§ verifica a mes la condicid diagonal d'Everett,

Q &8s s-complet.

Demostracid. La demostracid s'ha dividit en els seglients apartats:

(i) Construccid de S.

(ii) Propietats basiques de S.
(iii) Construccid de £ i m.
(iv) Definicid del monomorfisme metric (i,{¢).

(v) Densitat d'i@) en & .

(vi) S-completitud de Q (en la hiﬁbtesi c) .

(i) Construccid de S.

Es considera en SN la relacid:
Qo
~ Bxi i < . P
‘(an) (bn)<ﬁ; xXisteix .Kn +e tal que a s bn+X£ i bﬁ‘ an+Xh, pe# tot n.

Es tracta d'una relacid d'equivaléncia al gaudir de les propietats:
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o
- - : - . ~ + - < /
Refleglva (an) (an) ja que per qualsevol Kn e és an\an+3£,bncfn
en virtut de 1l'isotonia.
~
— Simetrica : (an)~(bn)¢:>(bn)~ (an), per 1la peria definicid de ~ .

-~ Transitiva: Si (an)~(bn) i (bn) ~(cn), existiran dues successions

L] -]
3;+e id n+e tals que pexr tot n :

as<b + b< a +
n: n Vh ! n> “n ‘Vﬁ'ﬁ

b<c +8 c<b + 68 ;
n> n n " n n n’

per la isotonia resulta,

a<b+¥F<Lec+¥ +8 , ¢<h +8ga +7¥ +6 ,
n n n n n n n n n n n n

o B
d'on essent (3'+5 )+e,es conclou que {(a )~ {(c ).
. 'n n n n

N
Sigui S = ~—— el conjunt de classes de successions de S per

aquesta relacid. Escriurem (an) € S la classe de (an) i

-4
(a) = (a,a,..-,a,-..). Noti's que si rﬁVe en S é&s :

(Xn) = (fllrzto--:a’;]l---) = (e),

3 , 3
al valdre per tot n:U;:se+U; i e,s3; +3;; es a dir, totes les suc-

cessions de S decreixents al neutre sdn d'una mateixa classe en S,

que &s precisament la determinada per el neutre de S.

(ii) Propietats basiques de S.

o -
Propietat 1. Si 'Kére, és (K1,Xé,...,F;_1,);,J£,Xn,,..) =

rd . - (3 ,
= (Eh,yn,...,yh,...),vn ¢N. En efecte, si 14£1i&n-1 es leag+];(

U;sb; +31 i si i;;n/?; sz; + };.



Propietat 2. S és semigrup commutatiu amb neutre.

. . . - - - = .
Es deflnelx + : S x 8 S, + ( (an), (bn)) (an+ bn) Es

tracta d'una operacié car si (;;) = (a') i (bn) = (b;l) existei-
t [ : [+ ’ ' ]
xen Xn+e i g, 4e tals que a g al +¥ ., a'ca +b:1, bn$ bn +§ N’

-]
b'<b +8 , per tot neN; essent (¥ +3 )+t e resulta
n n n n n

a+bs a'+b' +% +6 ,
n n n n n n

a'+ b'Ssa_ + b+ +6
n n> “n n Xn n’

L} = t 1]
d'on (an + bn) (an + bn) .

'Trivialmente (S,+,(e)) &és semigrﬁp commutatiu amb neutre (e).
Noti's que en aquesta estructura algebraica s'identifiquen les

successions que "difereixen" en una successid decreixent al neutre:

ane = (an +D’n) = (an).

Propietat 3. S és un ordenat parcial ‘amb minim (e).

En efecte, es defineix la relacid:

— —— =4
: 3 i < <
( n) & ( B &y Existeix ?fn4re tal que b;\ b, a <b + Z’n, per tot neN.
. . > - . - — ' = ] » f,
La definicid es correcte ja que si (an) (an) v (bn) (bn) i (an) % (bn) ’

<o o ]
existirdn b’n te, 6n+e i )\n t e tals que les seglents desigualtats seran

valides per qualsevol n e N:

asg a' + a' € +
~ n b’n ’ n\a b’ ’
b b' +6 b'<b + 8

~ n 14 n\ n nl
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Per simple combinacid s'obté:

; \J [ ]
n € an-ﬂrn‘< bn+>‘n+rn S bn +6n +z;1+>‘n'
T + - ]
An\ bns bn S nS bn +6n- +U;1'
-]
1 - L] L] r = 1]
d'on, essent Tn+6n+ e,resulta (an) % (bn+$n+ n) (bn) .

{ &s una relacid d'ordre al complir les propietats:

- » : 3 . -— ° - S 3 ‘- .
Reflexiva (an) < (a ) ja que prenent D,n ete &s ag a +eje {an,‘v/neﬂ

. o <
- Antisimdtrica: Si (@ ) x (b ) i (b )%¢(a ) existiranA ‘e ie nte
n n n n n

tals que per tot n:

s bn' af§bn+7&l' E 0S8y bng a_l?;t n’

e . .
es dirx ax’ﬁbn +)‘n+€n i br§an+)}1+€n'

d'on (an? = (bn) per esser ()h-!-'c"h) .

(-] ©
- Transitiva: Si (an)n\((bn) i (bn)o\((cn) ex:Lstelxen)\ﬂlre,E:n{'e

tals que
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Obviament (e) €S &s l'element minim en (§,°\( ).

I

Propietat 4. ! (§,+, <, (é) ) &€s un semigrup ordenat no discret.

[~ 4

- heespnan . - - < 3
En efecte, si (an) % (bn) ex1§te1x )\n+e,tal que }‘n\ bn i

. L N '
ans bn+ An, per tot neN . Per qualsevol (cn) sera cert} nsb&\ bn+cn

ia+cgb +c +A, i en definitiva
n n n n n

(@ ) + (c ) = (a+c )L (b +c ) = (b)) + (c).

S &s no discret per contenir, al menys, tantes successions decrei-

xents a (e) com successions decreixents a e té S. Per complir-ho

o )
consideri's e en S i o=
b’n+ Xn (?fn

1

(b’;) és decreixent en (S, £,(e)) ja que

a’n,...lb’n’..-) en S, per tot ng¢ N.

Xn+1 £ );1 +Xn
In

S Ybor™ Tar s a7 KBy Yy A ms
g
’n

N

o _ 7 o .
K;‘I ¥(e) ja que si (bk) -\(‘0’;‘1, Vn e N, fixat qualsevol k=ko, per cada neN

. . n °
existeix >32 + e tal que
R>c0

n n
o Ten < N T S Y
d'on bk = e 1i es segueix (b )=(e).
° n

(iii) Construccid de § i m.

sigui O(0) ={ (% )eQ N, (x ) 8s o-m fonamental} ifi =

conjunt de classes de successions o-m fonamentals obtingut a partir

de 0(Q) per la relacid d'equivaleéncia:
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Vix ), (v ) €0, (x )~y Y&y mx .y ) S e.

pDefinint m:2 x @ > S, m ( (xn),(yn) ) = (m(xn,yn) ), es tracta de

= . ) .
comprobar que m &s una metrica separadora.

- . . . b
H = : = ra
a) m esta ben definida: Si (xn) (z ), (yn) (tn) se
. . [
mx ,z) 3 e, mly .t ) % e, o equivalentment, existiran ¥ + e
n’'"n n’ n n
i §_ Ve tal z ) <Y i t )< 8 _, Vnen
i 6 +Ye tals que m(xn,zn SE m(yn, s S n&N.
Aleshores

m(xn,yn)s m(xn,zn)+ m(zn,tn)+ m(tn,yn)< m(zn,tn)+ U£+ Snr

m{z_,t )S m(z_,x )+ mix_,y )+ mly_,t )< mix ,¥ )+ Xn+ S v

ies §egue1x que (m(xn,yn) ) = (m;zn,tn) ).»

b) m &s separadora:

m (), (Y N=(E) ¢ mix_,y )=() > T+ ef mlx_,y)s eV =¥ i

e sm(xn,yn)+B;, VneN@? m(x vy ) g e S (k) = (v ).

\ 3
c) m &s simetrica: Per ser-ho m.

d) m verifica la desigualtat triangular:

m ((xn) ’ (yn))=(m(xn,yn) RS (nl(xn,zn)+m'(zr;,yn) )= (m(xn,zn) )+(m(zn,yn)) =
=nm ((Xn),(zn))+ I ((zn).(yn))-

s e . N
“En definitiva, queda construit 1l'espai metric,
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(iv) Definicid del monomorfisme métric (i, % ).

Siguini:g-»ﬁ, ¥: S > s .

x  Ax) a > (a)
]
Les propietats de la parella (i, \f) son:

a) i injectiva.

i(x)= i(y) 4 (X)= (¥) & m(x,y) > e & x = y.

p) ¥ injectiva.

. ==X () & (x)= (3_/)<=\,(3)\n+e) tal que >.¢$y -b\n, yS$x A n,VneN.i
essent S normal es X Ly, X x& x=y.

c) \P morfisme algebraic i d'ordre.

Pxty) = (x4y) = () + () = €x) + ¢(¥).

x Iy + e . _ _
Y &S { 1S P = AW =),
: e £Y
d) ‘f . sequencialment continua en e.

si  ¥n fe , W) = (- ¥pe---) = ¥% ¥(8) en virtut de la

Propietat 4 establerta en (ii).

e) (i,?)  morfisme metric.

El diagrama m
NxXQ —

ixi l

m
QX Q —

0l ¢—n
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€s commutatiu, ja que

(Po m) (x,9)= Flm(x,y)=@m(x,y))=m( (X), (¥))Tm(i(x),ily))=(m o ixi) (x,y)-
s'identifica mitjangant el monomorfisme me--

Resumint, l'espai (Q.,3,m)
tric (i,'-f ) amb un subespai metric de (5’,5,;1) :

: (i,9) _ -
Q,3,m = (L(Q), P(s) o ) (2, %,m) .
i () xi(Q)

(v) Densitat 4'i(f}) en 5 .

Donat 0(=(xn) e @ , per ésser (xn) una successid o-m fcnamental,

existeix (Sn e tal gue, per cada n, és m(xn,xn+P) < Gn, VP@N.

Considerant la successid g n=i (i{n) € 1(R), resulta

m s a)=smix,,x ),m(x,,x ),... mx _,x),e,mx /X ),...)

Q -
°$ (611621- ~-16n_116n16n16n100-)= (Gn;Gn:--- ,Sn,- )= T((Sn)“’ (e)

. o-m . . . =
i per tant‘()tn - o, &€s a dir, i1 (Q)* =2 .

{vi) S-completitud de §2 (en la hipatesi c).

—_— - 4 .
Sia o =(x§)n una successid S-o-m fonamental en  , es a dir,

(-]
existeix 'l:'(ie% en S tal que

- _'. £+pb o -
m o (ag, 0y ) = (mxf, x7)) P ) e,
d

— \ - .
P . . /
er ser o € ., VQGN, existira una familia "(Gk) (2,k) € NxN de

o
successions ((S]'E e, si k-»» ) tal que per cada £ sera

Py o 82
m (Xgy Xap) € Oyr _vpéN'
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En virtut de (iv) és

£ o-m 2+P o-m
1) qa>QQ I Corp’
i per tant
-~ c R 2 - ,Q+P ,Q+p
m( o (1 (x2)) C&‘f(én) r MOy i(x N A

Per la condicid diagonal d'Everett postulada en aguest apartat,

R ? L . r-
la familia admetera _____ee es a dir < e.
+ (6 )(Ii"n) € N XN rte 6 2 1_)00 ! s l.‘," 6n\u&+ .
Considerant g =(x§ ) = (x;,, xi ,...,xﬁ reee)y
[ 1 2 R

cal verificar que

(vi)) aef,

. o-fn
Vi) & Tow O

Demostracid (viél

k k+P - . k . k+P
T(m(xn * *n ) n n
k k+P 'k k+P

1l
8
S
P
w
~
W
E
S
~

dm G ), 0) +m oy ) +m 6., i Ty
N nk k k™ k+P k+P nk+P
k k+pP k k+P
LAPET I+ (T) + 6 ) =P + -+ ).
\T y T E f Np4p f n, k De+p
Per la creixenga de T (iv, propietat c) és
k+p
k k+P k k k -]
m(x- , x. )¢&. +T + 8§ (85 + 8 =P te,
Ny Prep T k v~ Pk TSy k

—

1 agQ-
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Demostracid (vizL

Sequint la notacid introduida en (vi1) i 1'apartat (v) és

R (o )¢ Mlay i(x“r:e)) + 7 ‘i"gﬁf"“ o

? 2 o _ &
| os‘f(aw) + () =T(8“J( + By )¥(e), d'on s -

qu__.m_ o



§ 4. 2.

N P . = . A . . ’
Aplicacid de la S-completacid als espais metrics generalitzats usuals.

Els seguents exemples posen de manifest que en la construccid

realitzada en 8§4.1., l'espai §? coincideix sempre amb els espais
complets usuals i que X &8s un semigrup "excessivament" ampli que
conté&, en cada cas, el semigrup metricament complet habitual on es

valora m.

+ - . . . +
Cas 1. G —-completacid d'un espai métrlc de Riesz (Q,gl,m) valorat

en la part positiva d'un grup de Riesz no discreticomplet.

+ . e . - . - R .
G és sequencialment continu en o i &s normal, ja que si

(-] .
x Ly + 6n id n+ o, prenent limits gquan n>® , es x5 y.

—_— + N
. - +
Per construccio G = ——— , on ~ ve donada per

- b ] 9
(a)~ () & | a-p | o,

n

-
es a dir, s'identifiquen les successions que "s'acosten" entre elles

i en particular les convergents a un mateix limit.

+ - +
o(G ) = {(an)e€G+| (an) és O-n fonamental } <(G )N, és

un semigrup ordenat amb neutre i minim (O).

Proposicid 4.2.1. Si %»=(G,+,$ ) &s un grup de Riesz o-n complet,

+ - . N . . .
(0(G') ,+,£ ) é€s isomorf metricament i com semigrup

. +
ordenat a (G ,+, £).

S 7 . - . -, .
En efecte, com per cada (an)(go(G.) existeix un Gnic limit a,

l'aplicacid :
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+ +
Y : 0o(G) > G
(a ) > = o-n lim a
n n n

verifica les propietats requerides:

a) Y €s injectiva.

Y ( (@) )=Y¥(C®)) o-n lim a = o-n 1lim b

= o-n lim (a -b ) = o = (a ) = (b)),

nor<e

by ¥ s exhaustiva.

c) Y é&s morfisme algebraic.

Y ( (an) + (B—;) y =¥ ( Can + bn.) ) = o-n lim (an + bn) =

n—ree

= o-n lima + o-n limb = ¥Y( (
n—>oo n n->co n

~

) +Y ( ('B'r'l') ).

d) Y &s creixent.

UTn)"\K(—b.—n) <:$(3§+ o)tal que a < b +¥I‘1

= o-n ::)2 ans o-n il.:}z bn%‘i’ ( (an) IS ¥V ¢ (bn) y.Y (o)) = o.

e) (¥Y.¥ ) &s morfisme metric.

El diagrama segient &s commutatiu-
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O(G+) x O(G+) —'—‘J—% O(G+)

Yy xy ' ¥

+ + +
¢t x& L1l g

S

b4 =\y - = - i - =
Fonm ( G, B ) ¢ da_-b ) oni_::g'anbn

= Io—n'lim a = o-n 1lim bn|= IW( (an)) - Y (bn) )‘ =
Nyoo N0

= (] Ip‘l’ x¥ )¢ (@), (B

~

).

. . ) : N . .
Noti's que, en general, 1l'isomorfisme metric-algebraic anterior no
és reticular.

N
: (x 1eQ"| (x_ ) &s o-m fon.amental
Per altra banda,ﬁ’ o) = { n n } admet

~ | . ~

- —_—r = -
la métrica m :0 x 9 - G+'.:O( e G , definida per m( (Xn),(Yn) ) =

= (m(xn,yn$ ) IR «m(xn,yn) ) &és o-n fonamental d'acord amb la de-

mostracid donada en (6)).

o + = . =
Aixy el G -complet (f, O(G },m) coincideix amb el completat cons-—-
truit per Batle (6) per agquest cas concret i amb el resultat d'Everett

(17) gquan 2 =G &s grup de Ries=z.

+ + - + .
En particular si G = R , resulta que la R -completacid d'un espai

métric oxrdinari (Q,Ef,d) és el de Hausdorff cléssic.
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+ . : I
Cas 2. R -completacid de l'espai metric (8,@ .||

o(w)

~

— + + - .
Resulta trivial que ®= = [R r O@)a2R im =| I en virtut

de la construccid de [R ,pexr successions de Cauchy,a partir de (R .

Aixi doncs el (Q+—comp1etat de (R, Q+,[ ) és (U?,IR+,| ).

+ : - . . . . +
Cas 3. A -completacid d'un espai metric probabilistic (Q, 4-,F) amb

T continua.

+ - - iy —q: - 2 -
La A —-completacid de (Q,A+T ,'.F) és (Q,AT ,F¥). Per construccid

N
(P Yel : (P ) es o-"F fonamental
Q= o _{ = o ¥ . on . &s definida per:

- ~

Y0

[

,V(Pn) r (qnv) e 0(R) . (Pn) ~(a,) & FPﬁqn o} Fesulta aixi que @ =Q*‘r

e/s a dir, ﬁ coincideix amb el completat construit per Sherwood
' _ + . .
([24,45}). En virtut d'ésser (A ,£) complet respecte de la mbtrica de

Le'vy modificada per Sibley, resulta gque el completat de Sherwood és

(Q*:A+ 7F*Y, on TRF:Q* xQF* - A+ es “y* =w-1im Fy =£—lim Fy p

T (13;3 (qn) >0 n%n > n%n

i aixi (Q,A: ,if) cont@ monomorficament ( (Id ') ) a l'espai completacid
Q

* + % -
@*,n_ /F*) -



BIBLIOGRAFTIA

(1) Alsina, C. "Vocabulari Catald de Matematica" (amb la col.la-
boracié d'Eduard Bonet). Quaderns de Matematica

N? 1. Publ. Rosa Sensat. Barcelona, 1977.

(2) Alsina, C.- Trillas, E. "Introduccidn a los espacios métri-
i . - ‘ k3 - -~
cos generalizados" (per apareixe) Publ. Fundacidn

Juan March. Serie Universitaria.

(3) Alsina, C.- Trillas, E. "Un teorema de metrizacidn de la topolo
gia TG: de un espacio métrico probabilistico de Men

ger". Actas RAME. Malaga (1976).

(4) Alsina, C.- Trillas, E. "Sobre las t—normas continuas por la

izquierda". Actas R.A.M.E. Malaga (1976).

.(5) Alsina, C.- Trillas, E. "On hatural’metrics"._Stochastika N¢ 3.

(per aparéixeﬁ.

(6) Batle, N. "Contribucién a un estudio basico de los espacios mé-
tricos probabilisticos". Tesis. Universidad Barcelona

(1973).

(7) Beals, R. i altri. "Foundations of multijidimensional scattering".

Psychological Review Vol.75 N2 (1968) 127-142.

(8) Benson, R.V. "Euclidean Geometry and Convexity" Mac Graw Hill

Book. Cia. (1966).

(9) Billingsley, P. "Convergence of Probability Measures”. John Wi-

ley & Sons. (1968).
(10) Birkhoff, G. "Lattice Theory". Amer. Math. Soc. (1948).

(11) Blumenthal, L.M. "Theory and appiications of distance geometry".
The Clarendon Press, Oxford (1953).

(12) Blumenthél, L.M.- Menger, K. "Studies in Geometry". Freeman (1971).
(13) Bodipbu,G. "Théorie dialéﬁtique des Probabilit&s". Gauthiers-villars.

(14) Egbert, R.J. "Cartesian products of statistical metric spaces".

Notices Amer.Math. Soc. 10 (1963) 266-267.



(15)
(16)

(17)
(18)
(19)

(20)

(21)
(22)
(23)

(24)

(27)

(28)
(29)
(30)

(31)

(32)

— 94 -

Egbert, R.J. "Products and quotients of probabilistic metric
spaces". Pacific J. Math. Vol. 24 N2 3 (1968) 437~
455.

Eisenberg, M. "Topology". Holt, Rinehart and Winston, Inc. ({1974).

Everett, C.J. "Sequence completion of lattice moduls". Duke Math.
J. (1944).

Bverett, C.J. "On ordered groups". Trans. Americ. Math.Soc. 57
(1945). '

Fréchet, M. "Pages choisies d'analyse générale" Gauthier Villars,

Paris (1253).
Fréchet, M. "Les espaces abstraits". Gauthier Villars. Paris (1929).

Garcia, M. - Margalef, J. & otros. YTopologia" E4d. Alhambra, Ma--
drid (1975).

Gran&, J. "Sobre las isometrias de los grupos y anillos reticula-

dos". Tesis. Pub. Univ. Barcelona (1976).

Istrﬁ}escu, V.- vVaduva, I. “Products of statistical metric spaces".

Acad. R.P. Romine Stud. Cerc. Math. 12. (1961) 567-574.

Kappos, R. "Generalized stochastic integral”™. Ed. Centro Nat. Rech.

Scient. (1970).
Kelley, G. "General Topology" Van Nostrand (1955).

Kingman, J.F.C. "Metrics for Wald spaces"™ J. London Math. foc. 39
{1964) 129-130.

Lang, S. "Algebra" Add. Wesley (1970).

Mamuzié&, A.P. "Intreduction to general topology"™. P. Noordhoff,

The Netherlands (1963).

Martin, J. "Contribucién al estudio de proximidades" Tesis. Rev.

Stochastica N¢ 2, Barcelona (1976) 35-39.

Menger, K. "Statistical metrics". Proc. Nac. Acad.Sci. U.S.A.

.28 (1942), 535-537.

Menger, K.. "Mathematical implications of Mach's ideas: Positi-

- : . h
vistic Geometry". Symposium Com. 50t an. E. Mach's

death (1966) .

Menger, K. "Topology without points"™. Rice Inst. pamphlet Vol.
XXVII J. (1940) N? 1.



(33)
(34)
.(35)
(36)
(37)

(38)

(39)
-(40)

(41)

(42)
(43)

(44)

(45)

Moynihan, R. "Infinite 'ET products of probability distribu-

. . A
tion functions". (per apareixer).

Moynihan, R.-— Schweizer, B. "Betweenness relations in proba-

bilistic metric spaces". (per aparéixer).

Onicescu, 0. "Nombres et systemes al&atoires". Ed. Acad. R.P.

Ronmaine, Bucarest (Ed. Tyrolles Prim)} (1964).

Pons, M. "Topologias en espacios métricos de Riesz", Tesina.

Univ. Barcelona, 1976.

Rhodes, F. "Convexity in Wald's statistical metric spaces".

J. London Math. Soc. 39 (1964) 117-128.

Schweizex, B. "Multiplications on the spaces of probability
distribution functions" Aeg. Math. Vvol. 12 £ 2/3 (1975)
151-183. '

Schweizer, B. "Probabilistic metric spaces". The first 25 years".

The New York Statistician 19 (1967) 3-6.

Schweizer, B ~ Sklar, A. "Statistical metric spaces" Pacific J.

Math., 10 (1960) 313-334.

Schweizer, B.- Sklar, A. - Thorp. E. "The metrization of statis-

tical metric space§‘Pacific. J. Math. 10 (1960)673-
- 675.

Schweizer, B.- Frank, J. "On the duality of generalized infimal

. A
and supremal convolution' (per apareixer).

gérstnev, A.N. "Obra completa traduida del rus a l'anglé&s™. Univ.

" Massachusetts (1976).

Sherwood, H, "On the completion of probabilistic métric spaces".
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie Verw.Geb. 6, (1966)
62~-64.

Sherwood, H. "Complete probabilistic metric spaces".
Z. Wahrscheinlechkeistheorie Verw. Geb.20 (1971)
117-128.



- 96 -

(46) Sherwood, H. "Betweenness in probabilistic metric spaces"
Rev. Romn. Math. Pures et appl. TXV N°¢ 7
(1970) 1061-1068.

(47) Sibley, D.A. "A metric for weak convergence of distribution
functions". Rocky Mountain Jour. Math. V 1 N2 3 (1971)
427-430. '

(48) Tardiff, R. “"Topologies in generalized metric spaces” (per aparei-

xer) .

(49) Trillas, E. "Sobre distancias estadisticas". Tesis. Pub. Univ. Bar-

celona (1972).

(50) Trillas, E. "Sobre los semigrupos de Riesz con neutro". Actas RAME
(C.s.I.c.) (1965).

(51) Trillas, E. "Sobre el producto de métricos de Riesz". Actas RAME
(C.s.I.C.) (1974).

(52) Trillas, E. "Morfismos entre espacios métricos de Riesz y métricos

aleatorios”. Actas RAME. Murcia (1969).

\
(53) Trillas, E. "Intent d'aproximacid a un concepte d'estructura metri-

ca" en "Una lleu sorra" Ed. 62. Barcelona (1975).
(54) Tucker, H.G. "A graduate course in probability" Academic Press (1967

(55) Vila, A. “"Contribucidn al estudio de los reticulos S-valorados.

Tesis. Pub. Univ. Barcelona (1974).

(56) wald, A. "On a statistical generalization of metric spaces".

Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 29 (19243) 196-197.
(57) Willard, S. "General Topology" Add. Wesley (1970).

(58) Xavier, A.F.S. "On the product of probabilistic metric spaces".
Universidad Federal Do Ceare,Instituto De Mathema-
tica (1965).



