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I N T R O D U C C I Ó N 

En un trabajo no publicado y con vistaa a la teoría de 

cuerpos de clases, J. Tate modificó los gnapos "o " de 

homología y coiiomología de un grupo finito G con coefi

cientes en un G-módulo A , de tal manera que los nuevos 

grupos obtenidos» los grupos de cohomología de Tate, se pue-

den combinar en una sola sucesión H (G,A) ( ~c» < q< + cx)), 

la sucesión derivada completa de G . 

Bajo un aspecto puramente algebraico, la cohomología 

de Tate presenta dos venta;jae Í a) es "calculable" a partir 

de una resolución completa Ŵ ^ ( - oo < q < +• co ) de G 

(complejo de fate) i b) existen gî upos finitos G - entre 

ellos todos loe cíclicos y cuaterniónicos generalizados -

para los cuales H (G,A) es periódica para todo G- módulo 

A, es decir, existe un n natural tal que, para todo i 

H (G,A) ̂  H (G,A) , Estos grupos, a los que llamaremos 

periódicos, fueron caracterizados por E. Artin y J. Tate 

( [l] , III . 1 ) . Resulta d© esta caracterización que la 

categoría de los grupos periódicos no es muy vasta, ya que 

1 



todo p-8u"bgrupo de un grupo periódico " ba de ser forsíso-

samente cíclico o cuatemlónico genc^ralisado, para todo p 

primo ai-viaor del orden de Q , 

Por 6l contrario, la categoría d© los grupos que llsma-

rmoB p - periódicos, es decir, tales quB la componente 

p~ priJiiai'la de H ((X,A) sea periódica, es muciao má.s aaplia; 

en virtud de \m teorema de carscterisaci^n d© H. Cartan-

S. BilsB'berg { [l] , XII ej. 11 ) » un grupo finito G ee 

p-periódico si y sólo si todo p-subgrupo de G ©s cícli

co o cuaterniónico generalizado {.p fijo! )• 

Desde un punto de vista topológico, ©1 interés de loa 

grupos pariódieos radica ©n qu& son. los únicos que pueden 

operar sia puntos fijos sobre una oafera (©1 recíproco no 

es cierto l } ̂  mientras que todo ,grupo finito G <j.ue opere 

m±n puntos fijos sobre una esfera hoaiolégica sjod 

d© ser necesariasBat© p~ periódico, según demostraaos en 

el teorema 3.3.8 . 

In este trabajo» de naturaleza fusdsaentalffieate topo--

lógica, presentamos algunos resultados que conciernen a es

pacio® sobre los que opera un grupo finito, el grupo funda«-

ffisntal del espacio orbital; para ello realizasios previamen

te un estudio puramente algebraico de-'los p~ períodos d© 

un grupo p - periódico, 



En [9j R. Swan demuestra que si el 2~ aubgrupo de 

Sylow de un grupo finito G ss cíclico, entonces el 

2- período de G es 2, y si S^G es cuaterniónico 

(generalizado), ~ A • Además, si el p- aubgrupo de 

Sylow SpG es cíclico, entonces el p- período de G vale 

m = 2m' , donde m' ea el orden del grupo de automorfis-

mos de S^G inducidos por automorfismos internos de G . 

A partir de este resultado demostramos que si p es el me

nor rnímero primo en la descomposición de ¡G| , y si S^G 

es cíclico, entonces zn̂  = 2 « Este resultado, aplicado a 

los grupos perfectos, nos permite demostrar (2,1.7) que 

todo grupo perfecto y periódico es de orden par y período 

Ettiltiplo de 4 . Sn las proposiciones 2.1.8 y 2.1.9 

demostramos cómo los p- períodos de un grupo periódico G 

determinan completamente su cohomología, supuesto conocida 

la componente 2 - primaria de G^^ , 

Entre lo© resultados topológicos hemos incluido una 

demostración del conocido teorema: "Todo grupo que opera 

sin puntos fi;J08 sobre una n-esfera, n impar, es pe

riódico de período un divisor de n+1". Hasta el presente 

este resultado sólo es conocido en la literatura utilizando 

la sucesión espectral de Cartan-Leray [l] ( o en todo ca

so la de Swan [lOJ ) . Nosotros damos una demostración 



en la que no se precisa de sucesión espectral alguna, que 

sin embargo no hemos podido evitar en el caao de \ma esfera 

homológica mod Z^, (teorema 3.3.8) , Nuestro razonamiento 

es puramente geométrico y utiliza un corolario ya clásico 

del teorema de Hurewicz. De este corolario damos también 

una versión mod Z . 
P 

Los resultados referentes a esferas homológicas que 

admiten una esfera homológica como recubrimiento universal 

(tanto en el caso absoluto como mod Zp) nos imponen 

fuertes restricciones sobre las dimensiones de tales espa

cios. Así, el teorema 3.2,6, nos permite afirmar que una 

variedad X con H^(X,Z) = H^ÍX, Z) = O no puede admitir 

un recubrimiento homológicamente esférico. 

Finalmente, para una esfera homológica encontramos 

condiciones suficientes para que un grupo finito que opere 

sobre ella sin puntos fijos sea cíclico. Utilizamos para 

ello un resultado de J. Milnor [6l , que restringe la cla

se de los grupos finitos que pueden operar sin puntos fijos 

sobre una esfera. 

Esta memoria está distribuida en tres capítulos. El 

capítulo 1 agrupa todas las definiciones y resultados 

sobre cohomología de Tate, que necesitamos, así como los 

teoremas de caracterización de la periodicidad. El capí-



tulo 2 ea también de naturaleza puramente algebraica y 

contiene algunos resultados de Swan y los teoremae que 

obtenemos referentes a los p-períodos de un grupo p-

periódico. El capitulo 3 es estrlctaaiente tcpolc5,gíco 

y., además de la sucesión espectral, de Ŝ ân, corrtdene. en

tre otros, los teoremas topológicos que se deducen c:omo 

aplicación de los resultados del capítulo.; 2 . 

Tengo que expresar mi agradecimiento al Profesor Dr 

José Teixidor que ha dirigido y presenta esta memoria^ 

así como al Profesor Dr Beño Eckmann de la E.T.H. d© 

Ztirich, por los múltiples estímulos, sugerencias e indica

ciones que de él be recibido. También a la EidgenSssieche 

Tecbnische Hoclischule d© Züricli y al Consejo Superior de 

Investigaciones Científicas, qu© mediante una beca de in

tercambio me ban prestado su apoyo económico durante la 

redacción de esta memoria. 

Manuel Gsstellet 

Barcelona y 2ürich, diciembre de 1972 



C A P I T U L O 

COHOMOLOGÍA DE TATE 

G será siempre un grupo finito. En este capítulo de-
"i 

finiremos los grupos de cohoiüología de Tate H (G,Á) de G 

con coeficientes en un G-módulo A; veremos que H (G,A) 

se puede "calcular" a partir de un comple,jo de Tate » 

- co < q < + oo , obteniendo en particular la cohomología 

de los grupos cíclicos finitos y de los grupos cuaternióni

cos generalisados. El estudio de la restricción y corres

tricción asociadas a un subgrupo ü de G nos permitirá 

relacionar la componente p- primaria de H (5,A) con la 

cohomología del p - subgrupo de Sylow S^G , Finalmente, en 

el último apartado, establecemos la caracterización de los 

grupos p- periódicos en términos de * 

Gran parte de las definiciones y resultados de este 

capítulo, en el que no pretendemos tratar exhaustivamente 

la cohomología de Tate, se encuentran en [l] cap. XII , 

Los hemos agrupado aquí en un intento de dar mayor claridad 

a los dos siguientes capítulos. 
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1,- Algujoas áefiíiicioneB j notad oses» 

Sea G un grupo finito de orden r , Z s ©1 anillo 

del grupo (J sobre 2 , © I * 1G ©1 ideal aíaiaentacién 

de G i IQ está gsnersdo sobr© G por los elemento» d© 

la forma 1 , x e L4j .VI.1.2 ) , Sí A es un 

G-módulo (equimlentísíBente un " 2 m ó d u l o ) , pocdrenoe 

te 1̂  a é A I X a « a V x: e G | y A / lA . Si A y 

B son G-módulos, A ® B y Hoa{A,B) son G-Bódulo» por 

acción diagonal. Todo grupo abeliano <&& ua d-módul-C por 

acción trivial. 

Un G—módulo A se llama relativemeat© projsctiTo 

(reap. inyeetiTo) ai ©s sumando directo ñ& un G-adagio 

inducido B = Z G ® C (resp. coíndueido 3 K Hoia(XG,C) ) , 

C grupo absliano. Por. ser G finito, los conceptas d© 

inducido y coínáucido coinciden. 

Beeignaramos por 

\ÍG,A) « for^(2.,A) 

H^CG,A) » Bxt^(X,A) 

los grupos d@ hoffiologís y cohomología d© G con coefieien-

tes en el G-módulo A . 



2.- Grupos de cohomologia de Tate» 

Para todo G- módulo A , el homomorfismo norma 

H : A > A definido por 

I í a = X x . a z. e G , i.i 1 1 
induce un homomorfismo 

H""! H (G,A) = A . — > Á^=H°(G,A) , 
o tr 

2.1. Proposición Si A es relativamente proyectivo 
G K í A„ -» A es un isomorfismo, u 

Demostración i A es relativamente proyectivo si y sólo si 

existe un endomorfismo de grupos f Í A ^ A tal que 

Nf = I. ( (Nf) (a) Z X . f(x7 a ) ) . Resulta de esto 

= ÍCer K = IA , Im I = A ^ , 

Podemos aplicar ahora 2,1 a los rassonamientos d© 

.IJ.Y. 10, para concluir que las sucesiones derivadas com

pletas de los funtores H*^(G, ) , H^(G, ) y N son una 

misma sucesión, que escribiremos 

«..,H (G, ) ,... ,H (G, ),H (G, ) ,H (G, ) , . , . , I i (G, ),.. 

y se llama la sucesión derivada completa ( o de Tate) de G 
^i 

Los grupos H (G,A) se llaman los grupos de cohomología 

de fate de G con coeficientes en el G-módulo A » 
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S0 verificejí las siguientes proposiciones : 

•*'r '"̂  
2»2. Propoaicién H*(G,A) H*"(G,A} n > o , 

K*^(G,A) - A ^A A ^ Coker(Ĥ CG,á.}~--->H'''íG4A)} 

H'""^(G.A) = ̂ ^A/IA' ̂- ÍCer(H^(G,A) — ^ íf (G,Á))* 

2.3» Proffosiciéii Si A es relatlviamente proyectivo 

( = reí. inyectíTO), H (G,A) ^ O , 

Es consecuencia de 2.1 y del resultado análogo pai-a la ho

mología y cohomología ordinarias de un grupo. 

2,4. PropoBielda Si |G( r, entonces rH (Gfk) O ? 

es decir, todo eleaiento de H (G|A) es 

de orden un divisor de r . 

Demostración: la aplícecién 

t Í A » A 
a ra 

verifica ,t TS HI^ , y por tanto factorisa así 

d© donde f « hg í H (G,A) ~ ^ H (G,a) . Ahora bien, por 

2.1, H (G, 2G®A) K O, lo que Implica f « O . Puesto c-ue f 

es la multiplicación por r, s© obtiene rH (GjA) « O , 
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2.5. Corolario Si |GÍ = r y sA= O con (r,8) = 1, 

entonces H (G,A) = O. 

2.6. Proposición (i) H°(G, 2) = , 

(ii) ír-^iG, Z) = O, 

(iii) r^CG, Z) = G^^ , (G^^= G/ [G,Gj ), 

(iv) i?(G, 2 ) = 0 

Demostración : 

(i) H°(G,2) = 2 V k Z = Z / r Z = yaque N es la 

multiplicación por r y Z es 6~ trivial. 

(ii) H~-^(G,2) = KerR/IZ = 0 , yaque Ker ÍT = O . 

(iii) H**^(G,2) = H^(G,Z) = TorJíZ.Z)^ Z I G ya que 

lee G-trivial. Pero Z ®„ I G ^ Z<S>IG/(IG)^ SÍ 

= Z®G/LG,GJ í̂ ^̂ -"̂ -̂̂ -̂
(iv) H"^(G, 2 ) = H^(G, Z ) = Ext^(Z,^) ̂  Hom^dG, Z ) ya que 

2 es G-trivial. Pero Hom^(IG« 2 ) Si Hom(IG/(IG)^, Z ) 
G 

S Hom(G^^,Z) ̂  O ya que G es finito. (£4].VI.4). 

3.- Comple^jos de Tate. 

3»1. Definición Ün complejo de Tete para G es una 8uce# 

sión exacta 

TX ! .. X — » X . X —-»X 
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de G-módulos libres finitamente generados, 

tales que d^ factoriza de la siguiente ma

nera ¿ 
X S.—> X, 
o 

'Z 

Esta última condición equivale a que Im d^ ̂  Z esté 

generado por un elemento e e X_̂ ^ . 

Si X es un G-módulo, pondremos X'~Hom(X,X)» 

que es un G-módulo con la estructura diagonal. 

La siguiente proposición es consecuencia de las rela

ciones entre la estructura de X y X' . 

3,2. Proposición Si TX es un comple;)© de Tate para G , 
e 

^ X _ ^ ^ — ^ X _ ^ ^ — Z son 

resoluciones G- proyectivaa de Z. por 

G-módulos libres finitamente generados. 

Recíprocamente, si X^. e son dos 

resoluciones G- proyectivas de 2 por 

G-módulos libres finitamente generados, 

,, •"- ̂  X^'"'").. .A^""' .)X̂—"•"í)Ŷ  '̂ 1̂' ̂ ' * '^n* * * 

es un complejo de fate para G , donde 

d^ = ̂ ' £ , £ : X ^ — ^ I , ^ :Y^-~^ 2 . 
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La proposición anterior es Importante en el desarrollo 

de la cchomclogía de Tate, ptjes nos afirma iiu© la coíiomolo-

gía de Tate (grupos, morfismos» morfisffio» de conexión) ee 

puede "calcular" tomando (J- homOEiorfiemos &n. un complejo 

de Tat© y pasando a cohoaiología. No. creemos aiecesarlo una 

formulación formal. 

3.3. Aplicaciofies 

a) Coiiomología de Tat© de los ginipos cíclicos finito». 

Si G es cíclico de orden r generado por x, 

..-ia ia J^, la IG « 1 ^ ZG — . • 
ti tf ti ti II 

¿ 1 o -1 -«Z 
8 8 un complejo de Tat8 para 6» dond© H eis la norma 
y T(a) as (x-l) a . 

G 
. Pu,esto que TA » lA y . lar f = A , se obti®iis 

H^''(G,A).^ A*^AA ' k^'^'^^iQ.A)^ ^ / l A , 

y en particular. 

Ĥ ^̂ ÍG, 2 ) ^ ' , ¿^''•"^(G.X) •= O. 

ís) íJofeomologla ds Tat© d#.loe grupos cuatsraiónicos ge

neran aiaáoe» 

Sea G xm grupo cuaterniónico (generalizado) de orden 

r = 4t , 1; > 2 . Todo ©lamento de G es de la forma 

x^y^ con O é m < 2 t , <S « 0»1. 
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Ün complejo de Tate para G -viene dado por : 

ác = (l+x+.-. + x'"-"-) b - (y+l)b' 

dc¿= (xy+l) -h (x-1) V , de^= (x~l)c^ - (xy-l)c¿ , 
G 

y como elemento e 6 X ^ , e = ̂ ^̂ -̂  * 

Se obtiene entonces 

l ^4 t impar 

4.- Relación de la cobomología de Tate de un ffrupo con la 

, de sus ^ p~ eubgrupos de Sylow, 

Sea U un subgrupo de Índice s del grupo finito G. 

Todo G~ módulo es un ü- módulo, y, puesto que ZG es 

libre finitamente generado como ü-módulo, todo complejo 

de Tate para G lo ee tambiin para ü« 

Sean 

res : H (G,A) — » H (Ü,A) 
cor : H (Ü,A) — » H (G,A) 

í H (tr,A) — ^ H (xüx , A ) , X g G , 

la restricción, correstricción y conjugación, respectivamente. 

13 



Si TX es un coû ple jo de Tate para G , están inducida» por 

res : Hom^ÍTXjA) > ~> Hom^(TX»A} 

cor ! Hom^(TX,A) > HOBS^(TX,A) 

^^ ^ corf í corf(c)= ¿L y.f (yT"̂  c ) 

donde y^,...,y representan G/ü. 

c^: Hoin̂ (T2:,A) — > Hoffî ^̂ -.l(TX,A) 

f -1 4 c^f : c^f(c) :» xf (x""-̂ c ) * 

DQfíaicián tJn eleaiento a € H ( ü , Á ) s© dice estable, 

si, para todo x e G, 

11 conjunto d© los elementos estables, St H (Ü,Á) , 

es pues el subgTOpo de H (ü,A) qu© hac© conmutatito el 

diagrama 
H (Ü,Á) 

H (ünxür-1, A ) 

4.2. Proposición (i) cor res = multiplicaoi3n por & , 

(ii) la ras C St H (Ü,A) , 
A 

(iii) Si a € St H (ü,Á) , entonces 
rea cor (a) « sa . 

Basta para ello calcular, teniendo en cuenta las "regiae d© 

permutabilidad" entre res , cor » . 
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Sea p im número primo divisor de r= 1G| . En adelante 

designaremos por S^G el p - subgrupo de Sylow de G. Si 

M es un grupo abeliano finitamente generado, designaremos 

por p-M la componente p-primaria de M. Puesto que 

r K^(G,A) = O (2.4) , p-H^(G,A) = 0 si r ?̂  p . 

A ^ A 

4.3. Teorema (i) res : p- H (G,A) H (G,A) ^ H (S G,A) 
* P 

es un monomorfismo de imagen St H(S G , A ) . 
A M A 

(ii) cor: H {S^G.A) — » H (G,A) — ^ p-H(G,A) 
es un epimorfismo. 

(iii) H (SpG,A) S St H (SpG,A)í^ Ker cor . 

Demostración : Pongamos |G| = r := p*" s con (p,s) = 1 ; 

entonces iS^G|=p'* y existe un q tal que s q s l mod p . 

Si a 6 St H (SpG,A) , as=res(cor qa ) que demuestra (i). 

Si b e p-H (G,A) , b=: cor (res qb ) que demuestra (ii). 

Finalmente, si a s í ! (S^G.A) , a=res(corqa ) + (a~re3 corqa), 

que demuestra (iii). 

5.- Periodicidad. 

5.1. Definición Diremos que qe Z es un periodo para el 

grupo finito G, si, para todo i e T y . 

todo G ~ módulo A, se tiene 

H^(G,A) ™ H^'"^(G,A). 

Diremos que q es un p~ período para G , 

p primo, si p-H (G,A) p-H ^(G,A) . 
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5.2. Proposición Sen equivalentes 

(i) p- H'^CG, "2) = . donde r«p*8 , 

(íi) p-H^-(G,A) ÍL. p~ K̂ -'"̂ HG.A} pera todo 

ie Z y todo G-modal o A . 

Damostracion : 

(1) (ii)i Sea g € p - H'^ÍG, ) 5í Z un generador. La 
P 

aplicación 

p-H^(5,Á) ^ p«-H^{G,Á)® P""H^(G, 2.) p-H^ ̂ (G,A) 

a I — a a> g v-»—-Í- a g; 

(véase 'LIJ , 1 1 1 , 5 ) , es un iñomorfismo, en virtud del teore

ma ds dualidad ( [l] , ZII.6.6 ) . 

(ii) =»=4 (i)í puesto qu« p-#(G, Z ) S£ p-H^(G, 1 ) ^ 1 ^ 

5» 3* Proppfllción Si q. es im p - período para G tambiln 

lo as para todo ©ubgrupo Ü de G , 

Demostración: Sea g' un generador de p--H^(G, Z ) ; entonces 

res g es xm generador de p-H^(U^ 'Z) de orean p*̂  , donde 

5*4» j¿Qgo.lfrio I'OS p~ períodos de un grupo G forman im 

subgrupo de 2 Z . 

Demostración í For $.2 , los p-períodos de G forman un 
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subgrupo de 2 . Si q ̂  2 ^ antoiicec» para todo generador 

g de p-H^(G, 2 ) se tioii'S 2 g =: O , de donde p"̂  :r: 2 

y por tanto S^G 2.g , Pero 2 ^ sólo ti©n8 períodoE 

pares (B.B^a)), en contradicción con 5»3. 

LSSÁ ^'^^ 1 ^-^^ p-periodo d© 3 G, g un generador 

tal. que k''̂  s 1 jsod p , para todo k primo 

e St íî í̂ 

cor 6 P-H'^^^(G, "£) tiene orden p*̂  « 

con p. Entones® € St # (SpG, 1 ) « j 

Demostración! Puesto ^u«, para todo x & G , o es un 

iBoaorfismo, c^g sa un gea©rador d© H^C^S^Gx""^, Z) fe' -̂ PO*. 

y por tanto, en virtud d© 5*3? ĝ ^ « g: y g^asres c^g 

son g«n#radorBS d© orden maxisml d® H^(S ,§ A Gx*"-, X ) . 

Bxleta pues im k. primo con - p tal qu® 

d.® dond© 
n . a n n 

lo que implica que es estable. Se sigue imediataiaente 

©Btonc©@ qu« ti@ns orden p*̂  . 

5»^* TeorQma Para todo p primo, fijo, Bon equivalentes i 

(i) G tiena \m p~ período C / o ) , 

(ii) fodo p-@ubgrupo abeliano áa G. es cíclico, 

. (iii) fodo p-anbgrupo d© G SB' cíclico o 
cuaterniónicío (si P K 2 ) , 
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(iv) Todo p-subgrupo de Sylow de G es cí
clico o cuaterniónico (p=:2). 

Demostración: 

(i) ==^ (ii): Todo p-ginipo abeliano no cíclico contiene 

xm aubgrupo J. ® TL . Ahora bien H ( 2 © 2 t 2) = P P P P 
H ( Z , Z) ® H ( 1 , Z) ^ le Z ^ Z 2 . en contra de 

JE ir ir 

(i) y 5 . 3 . (véase [4] . VI.14 para la cohomologia de un 

coproducto). 

(ii) ==^ (iii): 1. El centro de todo p~grupo ü es no 

trivial (Burnside) j 2, Si un p-grupo ü sólo contiene 

un subgrupo de orden p , entonces U es cíclico o cuater

niónico. Para la demostración de estos dos resultados nos 

remitimos a [ll] .IV.3 th. 9 J 15 . 

Sea pues ü tm p-subgrupo de G; por 1., ü contiene 

un subgrupo central cíclico U' de orden p. Si U " fuera 

otro subgrupo de ü de orden p, puesto que U'H U"= [ 1^ 

y U'c Centro de ü, ü ' E I J " c: U sería un subgrupo abeli

ano no cíclico. Así pues, U sólo contiene u"i subgrupo de 

orden p y podemos aplicar 2, , 

(iii) ===̂  (iv): Trivial. 

(iv) = 4 (i): Sea q un período de S^G ( q=2 si S^G 

es cíclico, q=4 si S G es cuaterniónico, en virtud de 

3 . 3 ) . Sea g e H^(SpG, 1) un generador. El lema 5.5 nos 
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asGigiira la existencia de un nc^ tal que 

cor € p-H^^^(G, Z) 

tiene orden p"" ~. |S G| y ¿genera p-H^ '(G, I ) . 
1" 

áaí paea, p-H"'- (G, 'Z) = Ẑ ,, y qn ©B cin. p~período 

de G. 

Ela inmediato pasar todo lo dicho pera p-períodois al 

caso ."absoluto" de un grupo paridáico. Basta para ©lio te

ner ©n cuenta que un grupo G es periódico ©i y sólo si ®s 

p-periódico para todo p primo divisor d© | G | • 

En pvarticular, ©1 teorema 5*6 B© traduce asi: 

3?eorema Son equival@nt©a 

(i) G tiene un periodo (p^o), 

(ii) Todo subgrupo ab93.ieaic ás G cíclico, 

• (iii) Todo p-subgrux̂ io de G es cíclico o 
cua,t©rnióaico (si p=:2), 

(1Y) fodo p-srubgrupo de Sylow de G @e cí
clico o cuaterniónico (si p « 2 ) » 
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C A P I T U L O 

EL p- PERIODO PE UW GRUPO FINITO 

En todo este capítulo G indicará siempre un grupo 

finito y m^ el menor p- período positivo de G, al 

q.ue llamaremos simplemente el p-período ds G (véase 

1.5.1). Si designamos por m el período de G, eviden

temente se tiene m = mcm ( ) , S^G designará siempre 

el p - subgrupo de Sylow de G . 

•̂ •̂ * y^oyema (R, Swan). 

(i) Si SgG es cíclico, entonces ~ 2 ; 

si es cuaternidnlco generalizado, 

= 4 * 

(ii) Si Pi/2 y SpG ea cíclico, entonces 

m - 2 m' , donde m' es el orden del P P P 
grupo A de automorfismos de S G in-

ir P 
ducidos por automorfismos internos de G • 

Demostración: (véase ["9] ). Damos aquí solamente una indi

cación de la linea de demostración, omitiendo los cálculos. 
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a) Puesto que p-H^(G, Z ) 2̂  St H^(S G, 2 ) (1.4.3) , para 
P 

deterffiinar el p- período de G basta conocer los ele-

mentes estables de H (̂"̂p̂t '£•) • 
b) Si S G es abeliano, a é st H"^{S G, I) si y sólo si 
- ha a para todo h e A . 

P 
Es consecuencia de la definición de elemento estable, 

del segundo teorema de Sylow y del bscho que « 

R f S G) 
- G^ p Ji , donde N„ y indican, respectiva-
mente, el normalizador y el centralizador en G, 

c) Si S^G es cíclico, q es un p- período si y sólo si 

q. es par y todo elemento áe H^CS^G-» 1.) fijo por A^. 

La neceeidad de la condición resulta de b) y la aufi-

ciencla de b) y 1.4.3* 

d) Si S,G es cíclico, jAgj - 1 , de donde ^2 ~ ^ 

c) , que demuestra la primera parte de (i) del teorema. 

e) Si S^G* es cíclico, P F 2 , entonces A es también 
F P 

cíclico, y, puesto que todo automorfismo de un grupo 

cíclico de orden n es la multiplicación por un cierto 

s primo con n, se sigue (ii). 

f) Para demostrar la segunda partti de (i) basta ver que 

todo elemento de H'(S^G, 1 ) es ©stabl©. Esto es conse

cuencia de algunoB cálculos usando un complejo de Tate 
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explícito, y del hecho que si B es cíclico de orden 

ér 4 y C es un grupo de cuaternlones generalizado, 

cualesquiera monomorf isasos f , g í B ¥ C inducen 

la misma aplicación E^(C, 1 ) — H ' ^ C B , X ) . 

Teorema Sea | GJ = r = p^'... p̂ ** con p^ < ... < 

primos. Entonces, si S G es cíclico, se 
Pl 

tiene m = 2 , 
Pl 

Demostración Í Si p̂ ^ = 2 el teorema de Swan nos afirma ya 

que IB„ = 2 . Si p. 5/2 , entonces m = 2ffi' , donde ¿ • i . Px Pl 
Ng(Sp^G) 

Cg(Sp^G) 

Puesto que Srj G es cíclico de orden p 0<I P̂l 
oíl ~ 1 . Aut Sp^Gj = pj* - p̂ "'̂  *(p^-i) . Por tanto 

(1) 

Ahora bien, si ponemos r = p^ q con (p̂ ĵq) « 1 , enton

ces, puesto que Sp^G C N^(Sp^ G) , n^ K^^CST^.G) Ĝ '̂ Pl̂  G Pl P l ^ 
con q' divisor de q. 

Pero, puesto que Sp^G es aheliano, Sp^G C C^CSp^G), 

d© donde n' = C„(S-n,G) y \ G *̂ 1 con 

Resulta pues, m̂ _̂  np^^^^ = q/q" , de donde 

, p^) =: 1. (2) 
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(1) y (2) implican entonces que m^^ divide a P̂,*"̂  » 

pero» pxjeeto que es el AICMOR prime en la deacomposi-

cidn de r» mp^ -•= 1 » do donde ffip^« 2 por el teorema 

de Swan. 

-í-'S. Obaervacidn SI teorema anterior se puede generalizar 

en la siguiente forma Í Si Sp^G #8 cí

clico y P4~l - P^^ ««.PJ^ÍLÍI con 

( p ^ Í ^ ) = l » 3 = 1,...ÍN, entonces s© 

tiene c yi^ * • *P¿„2^ • 

En particular, si Pj_-1 es primo con x̂* * * * ̂ •̂ i-l * ©í̂ 'tô -

ce» * ^ * 

Co^&lario Si G es un grupo periódico con ¡ G 

^ p-^*., .p'̂ ", 2 < p̂ ^ < .... < primos, y 

p^-i ^-0 mod P̂ »̂»'«tPî »̂ i«2,...,n, 
entonces G ©s cíclico. 

Demostración s En virtud de la observación anterior, para 

todo i 8« tiene m^^ =Í 2 , de donde la » 2 .' Entonces, 

por 1,2.6 y 1.5.1 

^ A B ^ H^^CG, 2 ) S r ^ ( G , 2 ) ^ H'^CG^Z) ^ 2 , 

de donde = r G , que implica G ^ ^ab ~ ^ r * 

1«5. Ejemplo Todo grupo periódico do orden 3̂^ 5^ 17^ es 

cíclico. 
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Definícldn ün grupo G se llama perfecto si \ t > ~ 0 » 

'Peo3:*eaia- Si G es un grupo perfecto y periódico, en-
« 

tonces GJ s= 8 , S^G es cuaterniónico (ge

neralizado), ®2 ~ ^ ^ *p ̂  V^Ta todo pi^2. 

En particular se tiene m^A- y H^(G, 2 ) ?̂  0. 

Demostración Í Sea p ©1 menor ntimero primo en la descom

posición de r ss | G | ; entonces, por 1,2, si S^G es cíclico, 

S= 2 , de donde, por 1.2.6, 

p- G^^ S p- H"*^(G, 1 ) ^ I^^ ji O , 

en contra de que G sea perfecto. Así pues S^G ha de ser 

cuaterniónico, lo que implica p a : 2 , r » 8 . 1 1 teorema 

resulta entonces de 1.2 y de 

2 - 1 ^ ( 6 , Z ) ^ 2--H*^CG, I ) = ^g-A O . 

Para un algebrista este resultado puede parecerle re

dundante,- ya que el teorema de -Feit-fhompson ( t3J ) nos 

afirma que todo grupo finito de orden impar es resoluble, 

y por tanto todo grupo finito perfecto es de orden par. 

Ahora bien, la demostración del teorema de Peit-Thompson, 

que ocupa no menos de 100 páginas, requiere un gran aparato 

algebraico? el teorema 1,7, más débil pues presupone que 

G sea periódico, resulta interesante para obáetivos topo-

lógicos. 
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Proposición Si S^G ee cíclico, entonces 

3-H^(G, 2 ) = ... = p-i^P^^CG, 2 ) = O 

Demostración: Sabemos, por 1.4.3. q.ue 

p-H^(G, 2 ) ^ StH*(SpG, 2 ) . 

a) Si i es impar, H^íS^G, I ) = O por ser S^G cíclico 

(1.3.3.a)), de donde p-H^(G, Z) = 0. 
* 1 

b) Si i es par, o < i < , H (S^G, f')^ Z ̂ OÍ , donde 
^1 = P** q , (p,q) = l- Ahora bien, por 1.4,3.(lü) 

H^(SpG, I) ^ St H^(S^G, Z ) ® Ker cor(G,SpG) i 

pero, puesto que p es primo, ' Z^CK no puede descom

poner en suma de dos grupos cíclicos, de donde 

(i) St H^(S G,Z) = H^(S G, Z ) ̂  5 en cuyo caso 
P P P 

*"I 
p~H (G, Z)=:- 2p0< , y no sería el período 
de G; o bien 

"i 
(ii) St H (SpG,Z) - O que demuestra la proposición. 

1.9. Propoéición Si S^G es cuatemlónico generalizado, 

2 - í?(G, Z ) = 2 - H^(G , Z ) = O , y 

2 - H ^ ( G , Z ) « 
ÍO 
^2 
I 2 ® ^2 

Demostración: Se sigue un razonamiento análogo al de 1.8, 

teniendo en cuenta que, en virtud de 1.3.3.b) , si S^G e a 
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c t i a t e r n i ó n i c o E^{S^G,1) = "2^ ® ^2 * 

Fxiesto que si S^G es cuaterniónico 

2-.H^(G,Z) ^ 2-H~^(G.Z) S 2 - Gg_̂  , 

las proposiciones 1.8 y 1.9 nos dan el siguiente 

1.10. Corolario La cohomología de Tate de un grupo perió

dico está completamente determinada por 

los p-periodos y por ^ - G^^ . 

1.11. Aplicaciones 

a) Designemos por A^ el grupo alternado sobre cinco ele

mentos. A^ es simple no aheliano y por tanto es un 

grupo perfecto. 

Puesto que | A^j = 60 = 2 . 3 . 5 , se tiene S^A^ = , 

S^A^ = , S^A^ = ^ (obsérvese que en virtud 

de 1.7 no puede verificarse S^A^ = '^4^ • 

Resulta de esto que A^ es un grupo 3-periódico y 

5- periódico pero no periódico (teoremas 1.5.6 y 1.5.7), 

Puesto que A^ es perfecto, se verifica m ^ ~ 4 , m ^ = 4 

y, en virtud de la proposición 1.8, tenemos 

3-h'^''(A5,2)S Z3 , 3 - H P ( A ^ , Z ) = 0 p / 4 n 

5-H^''(A5, Z) ̂ Z^ , 5-HP(A, Z ) = 0 p ; ^ 4 n . 
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Además, aplicando 1.4.3 y VI.14 de [4] 

St (2:2a) Z^) . 

b) Sea G el gi'upo binario icosaédrlco . G es el gi'upo 

lineal especial de orden 2 sobre , SL(2, Z^ ) t o 

equivalentemente la extensión central no trivial de 

por A5 

I >—.—> G ^ Ac 

(ya que H^ÍA^. ^ ^2 ^ X A^ ) . 

Se tiene jGJ = 120 = 2^.3.5, centro de G « Z^, y 

adeíaás G es perfecto (no simpl®) , 

Así pues, S^G = , S^G = 2'̂  , S^G := H el grupo de 

cuaternionea ordinario. For tanto, en virtud de 1.5.7» 

G ea periódico, y aplicando 1.7 y 1.4 resulta que 

los p - períodos d© G son 4 ( para y esté 

claro; para hay que calcular í?g(S^G) / C^CS^G)^ 

segtin 1.1 ) . 

Podemos entonces aplicar las proposiciones 1 .8 y I .9 

para concluir que 

u'^^ia^Z)^ ^120 » H^CG, Z ) - 0 p^4n. 

La extensión- central >-™—> G — A c 
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resulta ser un ejejriplo i n t e r e s F i n t e en la teoría de re

cubrimientos de un gi'upo perfecto ( análogo algebraico 

de la teoría de espacio» rocubridoree de un espacio 

arco-conexo). Véase B. Eckmann - P,J. Hilton [2. 
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C A P I T U L O 3 

ESPACIOS QUE ADMITEI? UN RECUBBIWIEKTO ESFÉRICO 

La sucesión espectral de Swan. 

Usando cohomología de Tate en lugar de la cohomología 

usual de grupos, R. Swan, [lOj , modificó la sucesión es

pectral de Carteji-Leray [l] asociada a la acción de un 

grupo G sobre un espacio X , de manera que en el término 

E^^ no aparece ya la cohomología del espacio orbital X/G , 

eliminando así considerables complicaciones. 

En este apartado introducimos esta sucesión espectral 

de Swan y demostramos que E^^ = O si G opera sin puntos 

fijos sobre X. 

Sea G un grupo finito, W un complejo de Tate para 

G y O un complejo de cocadenas sobre Z.G, tal que 

C^ = O para todo n <-l . La primera filtración del com-

G opera sin puntos fijos sobre X si gx= x para 
algún X e X implica g =: 1 . 
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piejo doble Komg(VI',C) es regular, y da, por tanto, una 

sucesión espectral Ê *̂  tal que 

= HP(G, H ^ ( C ) ) 

y que converge (no necesariamente finitamente) al grupo 

graduado H ( HoiDg(W,C)) convenientemente filtrado. 

Supongamos ahora que G opera simpliclalmente sobre 

un complejo aimplioial K ; entonces el grupo de cocadenaa 

alternadas C^(K, Z) es G~ módulo; aplicando lo es

tablecido en el párrafo anterior, obtenemos una sucesión 

espectral EJ^(K) tal que 

^Hk) = H^(G, H^ÍK, Z ) ) 

y que converge a H( Hom„( W , C (íC,Z)) convenientemente 

filtrado. 

1,1. Lema Si K es un complejo siraplicial de dimensión 

finita y G opera sin puntos fijos sobre K , 

entonces EQ̂  (K) = O , 

Demostración: Si el complejo de cocadenas C verifica 
n 
C - O para n < -1 y para n suficientemente grande, 

"i i 
y además H (6,0*̂ ) = O para todo par de índices i, j , 
entonces H ( Kom_(W,C)) = O . 

G 
Nuestro complejo C (IC, Z) verifica las condicionei 

.anteriores : la primera por ser R de dimensión finita, 
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y la segunda, ya que, al operar S sin puntos fijos, 

C (K, 2) ee libre y por lo tanto reilativameate proyectivo 

como G- módulo. Obsérvese que en este punto es esencial 

el UBO de la cohomologíe d© Tate (para poder aplicar la 

proposición 1,2.3) . 

Supongamos ahora que G opera sobre un espacio de 

Hausdorff X paracompacto y flnitlstlco (ea decir, tal que 

todo recubrimiento de X admita un refinamiento de dimen

sión finita). Todos los recubrimientos serán abiertos. 

^ • 2 . Definición Un recubrimiento Xi = ĵ ü̂̂  | i € l'̂  de X 

se llama primitivo ai 

a) es G~ invariante; es decir, existe una 

acción de G sobre I tal gu© para 

i € I y g 6- G , 13^^ ^ U ^ S , 

b) si i ̂  ig , entonces A U ^ 0 . 
^ ig 

Las sigtiiontes propiedades son inmediatas: 

a) Todo recubrimiento de X admite un refinamiento primitivo. 

b) Si T es un refinamiento- G- invariante d© un recubri-

miento primitivo tC » existe una protección G- equiva-

ríante de "V̂  sobre . 

o) SI Y refina U , ambos primitivos, cualesquiera dos 

proyecciones G-eouivariante8 de H sobre \L son 

cadena-homotópicas. 
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Podemos definir entonces una sucesión espectral aso

ciada a la acción de G sobre X (la sucesión espectral 

de Swan), de la siguiente maneraí Asociamos una sucesión 

espectral E^^Clt) al nervio de cada recubrimiento primi

tivo de X (que es un complejo simplicial) . laa propie

dades b) y c) anteriores nos permiten pasar al límite 

directo lij| E^H U) • 

Por definición 

Bf(X).= li^ Ef(il). 

Puesto que los límites directos conservan la exactitud, 

"E^iX ) es una sucesión espectral, y, puesto que conmutan 

con la cohomología de Tate, en virtud de la propiedad a) , 

se tiene 

E|^(X) = HP( G , fí^(X, 2 ) ) . 

^•3» Teorema Sí G opera sin puntos fijos sobre X (para-

compacto de Hausdorff y finitístico), entonces 

B^iX) = 0 . 

Demostración: Is consecuencia del lema 1,1 y de que si 

todo recubrimiento de X admite un refinamiento de dimen

sión finita, entonces admite también un refinamiento primi

tivo de dimensión finita. 
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En [ 9 ] Swan deitiueatra un resultado má& general que 

el qu# hemos srcueeto en el teorema X>« liecho, prueba 

que 1̂-.̂  { I } üepsné© unicftías'nta {sin ninguna hipótesi» 
F 

sobre la acción d® G ) del conjunto X de puntos fijos 

de X por G j pjás precisamajste 
li^ H (HosigC W ,C (K-, 2 ))) Sí li^ H (Hoaiĵ C W ,C (K:̂ , 2 ) ) ) . 

Be aquí se puede deducir iniíediatameíit© el taorema de la 

©sfera hoiHológica d« P.A. Smith . 

D^fí^Kícióií ITaa n-6sf€*ra homoléglca as u:na variedad 

compacta X tal q«e H.(Xt 1 ) SÍ H.CS^t 2 ) 

pai-a tcáo ' !• ̂  o » 

S» "Virtud d©I teoraaa CIT loa coeficientes universal©©, 

mm variedad eocipactâ  X una n« tsfere hosológ^ica si 

y sólo si E'^-CX, 2 ) ^ H^'CS^, 2 ) para todo l^-o, 

2.2. fgoreaa Si U N grupo finito G opera SIN puntos fi^oe 

sobre itaa n-* esfera hosolégica. X ̂  eatoiice» 

' (i) si n es par, ií «• [ll ó S 

(ii) si n impar,. G es poriédico i* .pe

riodo mx liiifisor i« " 
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Demos trac idr. : 

Confiideremcs la suce

sión espectral de Swau aso

ciada a la acción de G so

bre I . 

Puesto que, para todo 

i ĵ o,n , E^(X, Z) = O , 

se tiene 

O 

O 

O 

©8 tiene 

E 

(VÍ.-3) 

î '̂  Ĥ "( G , Ĥ (I., •£))= O para todo q^o.n. 

Ahora bien, puseto qu© la diferencial d^ : 1^——^ E.̂^ 

tiona bigrado (i , 1-i) j 

EfJ^ ^ ICer d f / Im af^^--^""^ 

^ para todo p ? q , 

n+2 ¿ 
gP^^ ^ sPq 
n^2 ~ n+i para todo p , q y todo 1 2 , 

Pero, en virtud del teorema 1.3* si G opera sin 

puntos fijos, = O, y por tajito debe verificai's® 
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EP'° = R?'° / Im d f -̂ O para todo p , 

E^l" = Ker d^'^ = O p a r a todo p , 

lo que implica 

Ker d̂ *̂  = O , Im d^^ = E^^ para todo p , q ; 

Se tiene pues, para todo p £ /Z , 

HP( G ,H^(X, Z ) ) ^ HÍ^^^^^Í G .H'^CX, 2 )) 

y como H^(X, Z ) es el G-módulo trivial Z , 

(1) HP( G ,lf^{X, Z ) ) = HP'"'''^(G, 2) para todo p e Z . 

Obsérvese que lo obtenido para G vale también para 

todo subgrupo U de G , 

Sea J un generador de H"(.X, Z ) ̂  2' (G-módulo no 

necesariamente trivial ! ) , Bistinguimos ahora dos casos: 

(i) n es par. Entonces, para todo g « G , g?^l, se 

tiene g J = »- J . 

En efecto, por 1.3.3, H"''-̂( (g), 2 ) = 0, y si g j = ^ 

tendríamos H°( (g) ,H"(X, 2 )) = ¡̂(g)¡ » contra del 

isomorfismo (l) aplicado a (g)c G . Así pues, 

g I" = ~ J para todo g?<^l, que implica G = \l} ó 

G ¿2 . 

(ii) n es impar. Entonces, para todo g^G se tiene 
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Sn e f e c t o , l^^'^íig), I) "̂̂¡(g)] P̂ "̂ 1'3.3, y si 

g í = - ; , tendríazaoB K'̂ C (g) ,H^(X, 2 ) O (ya que 

H"(X, 2)^^^ = O ) , en contra de (1) , Así pues, 

H ^ ( X , Z ) - ^ C O B O G-módulo, trivial, y el isoínorf i«s-

mo K^(G, Z ) ¿^""^'"^(G, 2 ) nos da la periodicidad 

de G , en virtud de 1.5*1. 

Si X es una n- esfera, el razonamiento anterior so

bre la suceyión espectral de Swan puede substituirae por mi 

razonamiento geométrico sobre la proyección X —•> X/G 

utilÍKsndc la sucesión espectral de Cartan-Leray (p.e. 

[l] . XVI. 9 ) . 

Piiesto que todas las demostraciones que conocemos del 

teorema 2.2 utilizan sucesiones eepectraloa^ vamos a dar 

ahora, para el caso de una n-esfera X , una demostríi-» 

ción en la que no se precisa sucesión espectral algumi, y 

que creemos interesante por basarse en un ras-onamiento geo

métrico elemental. Es consecuencia ds los dos siguientes 

lemas (el primero de ellos lo necesitaremos también en l£t 

demostración d@ 2 . 5 ) . 
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2.3. Lema Si G opera sobre una n-esfera homológica 

simplemente conexa X , y f Í X > Y= X/G 

indica la proyección inducida por la acción de 

G, se tiene 
H(Y, 2) 

H (G,2 ) S J: — . 
f,H^(X,Z) 

Demostración t 

Observemos en primer lugar que, puesto que X es 

simplemente conexo y H-ĵ (X, 1 ) = ... = H^^^(X, Z) = 0 , 

por el teorema de Hurewics obtenemos Tí̂ X =,,,= TÍ^ O , 

Por otra parte, puesto que f t X ——4 Y es un recu

brimiento universal de Y, It^X ^ t(^Y para todo m > l , 

y en particular IT̂ Y = ... r-. TC _Y O . 
¿ n~l 

Sea ahora 
i : Y C ^ w 

una inmersión tal que 1 # : tt^Y ̂  TC^W y Tt ̂ Ŵ = O para 

todo ffi>l (véase [5] . ?.8,2 para la existencia). Enton

ces, la sucesión exacta de homotopía 

implica rr /•«, -tr\ « , V 

H jjj(W,Y) = O para todo m a n , 

f|;ĝ (W,Y) ̂  ft^„2^ Pai'a "todo ffl>n. 
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Podemos aplicar pues el teorema de Hurewicz relativo, 

obteniendo 
Hjĵ (W,Y; Z) = O para todo m a n 

y A *^^n+l^^'^^ ^ \•^l^^'^' ®^ epimorfismo , 

de donde, por la sucesión exacta de homología 

(1) î :Hjĵ (Y, 2) >H^(W, 2) es iaomorfismo si m <n 

es epimorfismo si m = n . 

Ahora bien, de la conmutatividad del diagrama 

^ Y n n 

H^,.l(W.Y; ¿r ) H^(Y, 2 ) H^(W, Z ) 

resulta 

KerCi^: H^(Y, £ ) — ^ H^(W, 2 )) 

la homología esférica de Y , 

Así pues, 
Hĵ (W, Z ) 

Im = Im(\):rt^Y-—>H^(Y, J )) 

< ^ ^ Y , 2 ) 

y, puesto que W es un espacio de Eilenberg-MacLane K(G,l) , 

resulta H^(W, I ) ^ Ĥ ^̂ CG, 1 ) para todo m (1.53. IX), 
de donde 

Hj^(G,2 ) 
H f ^ Z ) 
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y el lena es corisecuencia d» la coí-imutatividad del diagrama 

ti 
n 

ya que c es isomorflamo por el teorema de Hurewics, 

2.4. leíaa Si G opera sin puntos fijos sobre una n-eefera 
I, n impar, y f : I — — ^ Y=íX/G es la proyec-

cidn, entonces grado d© f = |G| . 

Demostración í Bmi I tm generador de R^iX^'i)-^ 'l , y 

»| un generadpr de ^í"^» ̂  ^ » debemos demostrar que 
: H {X,£ ) H (T, 2 ) viene dada por « [Gif . 
. Puesto que n es impar, todo s-lemento g £ G conserva 

la orientación d© I (como aplicación gs I X )'5 por 

tanto, la aplicsclón inducida - ĝ . í H (X, Z ) — ^ H (2, I ) 
ea la identidad. 

Sea ,,,»,e , s 

compatible con la acción 
Gj t una triarigul&oión d« 1 

GI entonces, ordonanao coa"v©« 
nientemente, podemos poner f = f e . El ciclo 

I = Z ©. genera H (X, 2 ) , y al ciclo n L f © . 
gañera H^(Y, 2 ) , de dond© 

s 
t^l ^ f^( I E ) I f .̂ 

39 



De estos dos leraaa se si{^,ie inmeiliatainente el teorema 

2.2 para una n-esfera X, ya que, ai n es impar 

que, por 1,2.2 y 1.5.2, implica la ptiriodicidad de G| 

y ai n ee pai', todo elemento g?^l de G invierta la 

orientación de X, por lo qu© G [l^ ó G- --^ ^2 ̂  

Los siguientes teoremas nos imponen fuertes restric

ciones sobre la homología de una variedad qua admita un 

recubrimiento homológicamente esférico; en particular nos 

imponen restricciones sobre la diiíjsnsión d© dicha variedad. 

Bl teorema 2,6 , bajo hipótesis más débiles que las de 2.5 , 

adsiite intereBantets aplicaciones, 

2*5, Teorema Sea Y una n- esfera hossológiea que admita 

una esfera homológica ' X como recubrimiento 

universal; entonces I = X ó n - 3 . 

.DomostraciÓnj Pongastoe G »ÍC^Y i entonces 6 opera sin 

puntos fijos sobr® 1 y X/G - Y , 

,a) Si G = {1} ó ei n ~ 1 , claramente Y s r X . 

h) Si n es par y G/ |l} , por 2.2 tenemos G = 2^ , 

de donde Y X/ no puede ser une. esfera homológica, 
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c) Supongíimos pues n impar, n > 3 t G/- [l\ . 

Entonces, por 2.2, Cr es periódico, y por (l) de 2.3 

H (Y, 2 ) S= H (G, Z ) para todo m < n , m m 

Pero, puesto que Y es una n- esfera homológica 

H^{Y, Z ) = O para todo m/o,n 

de donde (n > l) 

es decir, G es perfecto. 

Podemos aplicar por tanto 2.1.7 (6 es perfecto y pe

riódico); resulta 

H^ÍG, 2 ) 5 / 0 

de donde 

H,(Y, I) / Q 

que Implica n = 3 . 

2.6. Teorema Sea Y una variedad tal que E^iY, 1) ~ O 

y que admita una n- esfera homológica X 

como recubrimiento universal. Entonces Y= X 

o bien n = 3 mód 4 . Si, además, n es 

impar y ^ 3 , entonces H^ÍY, Z) ^- O , 

Demostración: Pongamos G ~ íí Y » Puesto que 

^ «1^^» ¿ O ^ H^(Y,Z) = O 
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G 68 perfecto, y, pueato que G opera sin puntos fijos 

sobre une. n-safera honiológica X, G &B periódico de 

periodo un divisor de n-r-l . 

Entoricee, por 2,1.7, n>-l ̂ 4 y 2 E^iY^ Z ) / O , 

El sigu.lente teoreíaa nos da una condición suficiente 

para que un grupo G qiie opere sin puntDs fijos sobre una 

esfera hoffiológica X soe abeliano, 

2.7. Yeorema Si G, finito de orden r, opera sin puntoe 

fijos sobre una n- esfera hoffiológica X , 

n impar, y (r ,ri+l) » 3. ó 2, entonces 

G es cíclico. 

•.Demostx'acidn i 

(i) Si ( r sH+l) 2= 1 , r es impar, y por tanto todos los 

subgrupos áe Sylo?/ á& G son cíclicos. Así pues, s© 

desprende de 2.1.2 que I r para todo p , y » 
P 

puesto que m' n+l , resulta =̂  1 de dond® 
P 

m ~ 2 y G es cíclico, 

(ii) Si (r,n-f-l) •= 2 j g^G fuera euaterniónico, tendría

mos r 2'̂  q con (2,q) = l y > 1 , y por el teo

rema de Swan (2.1.1), sig = 4 . Resultarla entonces 

que 4 dividirla s r y n+1 en contra de la M p ó -
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tesis. Así pues S^G es cíclico. Pueden presentarse 

entonces dos casosi 
a) n-t-1 = 2.t , (2,t) = l, y BB rasona igual que en (i) , 

b) r = 2.q, (2,q) ̂  1 . 

En este punto necesitamos el siguiente resultado de 

Bíilnor 6 : "Si G es un grupo finjto que ope

ra sin puntos fijos sobre una n~ esfera bomológica, 

entonces todo elemento de orden 2 pertenece al 

centro de G *• • 

Así pues, SgG C centro de G. Por tanto, para todo 

p/2 primo, C^(S G) l> S„G , de donde IC^CS G)\ 2, 
u p d ' G p ' 

que implica m^ î̂' 2 , Puesto que m^ | r, resulta 

m = 2m' r , de donde m (r̂ n-i-l) = 2 , es decir P P P 
ffip s= 2 para todo p, y G es cíclico. 

El resultado de Milnor que hemos utilizado es conse

cuencia del siguiente teorema: "Si X es una n-esfera 

hoffioldgica y T ? X — ^ X was. aplicación de período 2 

sin puntos fijos, entonces, para toda aplicación de orden 

impar f : X ^ X „ existe un punto x e X para' el cual 

Tf (x) = f T (x)« . { £6] ) . 

M, Nakaoka ([?J ) ha generalizado recientemente este 

resultado en la siguiente forma: " Sean N y M dos 
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n- variedades con una involución T sin ptmtos fijos. 

Si K es una esfera homológica ruocl 2^, para toda apli

cación f : N — M tal que f ̂  : H^(l, ) • — H ^ ( M , ) 

no sea trivial, existe un punto yeH para el cual se 

tiene Tf <y) = f I (y) 

3.- Soferas ̂  hoiaoló^gicasmod , 

En est« apartado vamos a demostrar algunos resultados 

análogos a los del apartado anterior para esf#áras homológi-

cae módulo , Veremos qu@ todo grupo que opere sin pun

tos fijos sobre xma esfera honológica siod Z ha d© ser 

neceaariamentai p'«-p©riódico« En particular, los análogo» 

ds los teoremas 2.5 y 2.6 solo son válidos (como era do 

esperar) para esferas homológicas mod "i^^ . 

Beeignsffioe por # 1 © clase de Ssrre d@ los grupos 
ir 

abelianos de torsión qu© no tianen p- torsión, ff̂  as 

una cías© perfecta y completa, #n ©1 sentido de que si 

Ae , entonces H^(Á, 'E) £ é"^ y A ® B c- Í̂ '̂  y 

Tor(A,B) € j para, todo grupo abeliano B . Son aplica

bles, pues, los teortmag de Hurewifíts mod 



3»1- Teorema (de Hurewicz absoluto) 
Si H-ĵX = O j JÍ^X e €^ 1 < i < n , entonces 

T( > H^(X, 2 ) 

es é'^-isoiEorfismo para todo iá n y 

- epimorf Ismo para i = n+1 « 

Teorema (de Hurewicz relativo) 

Si tX^(X,A) = Tt2(X,A) = 0 y n^(X,A) e 6^ 

2 < i < n, entonces 

n'^(X,A) ^ H^(X,A; 1) 

es un ^p"" isomorfismo para i< n y un 

é^-epimorfie^mo para i = n. 

{ € " monomorfismo significa con núcleo en C y P P 
ifp - epimorf ismo con conúcleo en ) . 

Para la demostración de estos teoremas, así como para 

un desarrollo completo de la teoría de clases de grupos 

abállanos, nos remitimos a [5] o bien al trabajo origi

nal de J.P. Serré £8] , 

3.3. Definición Una n- esfera homoló«ica mod J , p — — — — — ' P 
primo, es una variedad compacta X tal 

que H^(X, l ) ^ H^(S^, Z ) para todo i>o , 
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Aplicando repetidas v<̂ ces el teorema de los coeficien

tes universales para homología y coliosología, obtenemos : 

3»'̂ ' P^'Oposición Pare tma vai-iedad compacta X son equi

valentes 

(i) n^ii:, 1^) ^. H^CS"", i >.o , 

1 , (ii) H^(X, 2^) ^ H^(a^, z ) 
p V 

(iii) H^(X, £ ) ̂  1 9 k^, Kĵ (X,i') - ̂  & A^, 

H^(X, t) ^ k^, 1/o,n , A^ 6 , 

H^(X,£) = , i,-/o,n, € . 

3.5. Teorema Sea G un p~ grupo que opere sin puntos fi

jos sobre una n-esfera homolégica mod ^pj^ • 

Entonces 

(i) si n es par, ' 6 \ P=2). 

(ii) si n es impar, G "es periódico. 

PemostraciÓG : 

Consideremos la suceeién 

espectral de Swan '^^i ̂  ) 

asociada a la acción de G 

sobre X. 

Píiesto que G ea un p-grupo 

O 

O 

s ^.^^1 
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y H^(X, 'l) & qTí'Ojn, en virtud de 1.^.2 se tiene 

H^(G.H^(X, 2 )) = O para todo q^o,n; 

es decir, Ê ^̂ C X ) = O para q/o,n , que implica 

l|^^(X)=i O para todo q/o,n. 

nuestra sucesión espectral tiene pues la aiiema forma 

que la del teorema 2.2 . Puesto que G opera sin puntos 

fijos, en virtud de 1.3 se tiene E ^ = 0 , de donde un 

laomorfismo 

H ^ C C I F (X, 2 ) ) ^ H^*''*^'(G,H''{X, i )) (1) 

Sabemos que H^(X, ̂  ) ̂  2 como G-módulo trivial; 

designemos por IH^CX, Z) m I la parte libre del grupo 
abeliano H^(X, t ) ?s I ^ . Entonces, de la sucesión 

exacta corta de coeficientes 

resulta 
H^(G,iP(X, 2 )) ̂  H^(G,I.H^(X, 2 ) p ^ I , 

ya que #(G,B^) ^ 0. 

Asi pues, el isomorfiamo (1) puede escribirse 

HP(G,RÍF(X, 2 ) ) s H^^^^CG, E ) . 

11 teorema resulta entonces de un razonsmiento análogo al 

de 2.2. 
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3»6' Corolario Bajo las hipóteslfi á&l teorema 3.5 , G 

es cíclico o cuatorniónico generalizado 

(si p-2}. 

Domo ñ trac ion : Por 1.5.7,. tod.0 p-subgrupo de un grupo 

periódico ©a cíclico o cuaternlónlco general!uado. 

3»7. Corolario Bajo las Mpótesia do 3.5", si p~2 y 

n+1 ^ O mod 4 , G es cíclico. 

.teorema Sea Gr un grupo finito que oper® sin puntos 

fijos sobr» una n- esfera iioaolégica mod 2'̂  

J. . Entonces 

(i) si n os par , S^Q = {l| ó Ŝ Ĝ ^ 

(ii) si n es impars, G es p-periódico 

de p -»período un divisor de n+-l , 

Demostración: SI G opera sin puntos fijos sobre X , 

también opera sobre I el p« eubgrupo de Sylow S^G 

d© G« Si n es par, el teorema res'ulta d© 3.5. Si n 

es impar, el corolario 3«6 noe dic© qu© Ŝ Ĝ es cíclico 

o cuatemióaico generalissado, y por tanto, en virtud d« 

1.5.6, G 0s p-periódico. 
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3.9. Proposición Si G opera sobre una n- esfera homoló

gica mod simplemente conexa X , 

entonces 

p-H (G, ^ p - J L - — 
f,H^(X, I ) 

donde f Í X > Y=íX/G ee la proyección 

inducida por la acción de G . 

Bemostración: fodo el razonamiento seguido en 2,3 puede 

relativizarse módulo 1^ , utilizando los teoremas de Hure

wicz 3.1 y 3.2 , (obsérvese que es esencial que X sea sim

plemente conexo), hasta obtener 

i^ z H^(Y, l ) — > H^(W, Z ) 

es - isomorfismo para todo m < n y í^^-epimorfismo 

para m » a | es decir 

(1) p-H^(Y, ̂ ) ^ p-H^(W, 2 ) s p-H^(G, 2 ) m < n , 

y , además, para m = n , Coker i^ € é'̂  , que equivale a que 

Im sea ^^-^ isomorfo a K^(w, 2 ) • 

Así pues, existe un íf - isomorfismo 
P 

H^CY, i ) 
\ÍG,I) ^ H^(W, 2) Jí 

que implica la proposición. 
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3*10, Teorensa Sea Y una n~ esfera homológica mod 2^ . 

Supongamos que su recubrimiento universal 

00 también una eefera homológica mod Z'̂  . 

Entonces Y = X ó n = 3 . 

Demostración : Pongamos G = U^Y ; entonces G opera sin 

puntos fijos sobre X y X/G Y . 

El único caso digno de discutir es : n impar, n > 3 , 

G/ll} . Por (1) de 3.9 

2-H^(Y, I) S 2-H^(G.f ) 

pero 2- H^(Y, I) - O 

ya que H^(Y, Z ) í (f̂  

Así pues 2-H^(G, Z) = O 

para todo i < n , 

i o,n 

1 ?«í o,n . 

de donde ?̂  2 . 

Entonces 2.1.2 implica- ~ A y por tanto 

2-H^(G, 2) / O , 

de donde n - 3 . 

3.11. Teorema Sea Y \ina variedad con 2-H^{Y, 2) ^ 0. 

Supongamos qu© su recubrimiento universal I 

es lina n-esfera homológica mod 1 ^ , Enton

ces Y = X ó n 5: 3 mod 4- . En particular, 

si n > 3 es impar, 2~ H^(Y, ̂  ) ?¿ O . 
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Obsérvese que los teoremas 3.10 y 3.11 no son vá

lidos en general para espacios cuyo recubrimiento univer

sal sea una esfera homológica mod , p primo arbitra

rio, pues en tal caso no podemos decir nada sobre el 

p - período de G . 

3.12. Teorema Sea G xin grupo de orden JGJ = p!̂ *.. .p**̂  , 
X s 

2 < p_ < ... < p primos, que opere sin pxm-
tos fijos sobre una n- esfera homológica 

mod 2 . Entonces 
Pl 

p^-ILj(X/G, 2) ?̂  O . 

En particular, X/G no puede ser una esfera 

homológica mod J 
Pl 

Demostración: En virtud de 2.1,2 , puesto que Sp^G es 

cíclico, al ser p-j^7^2, se tiene ffip^ = 2, de donde el 

teorema. 
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