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INTRODUCCION

En un trebajo no publicado y con vistas & la teoria de
cuerpos de clases, J. Tate modificd los grupos “o " de
homologia y cohomologia de un grupo finito G con coefi-
cientes en un G-~médulo A, de tal manera que los nuevos
grupos obtenidos, los grupos de cohomologia de Tate, se pue-
den combinar en une sole sucesidn ﬁq(G,A) (~om << qec+o),
la gucesién derivada completa de G.

Bajo un aspecto puramente algebraico, la cohomologia
de Tate presenta dos ventajas: &) es "calculable" a partir
de unea regolucidén completa Wq (~o0c¢qg ¢+o0) de G
(complejo de Tate) ; b) existen grupos finitos G =~ entre
ellos todos los ciclicos y custernidnicos generalizados -
para los cuales ﬁ (G,A) es periddica para todo @G- médulo
A, e8s decir, existe un n ratural tal que, paras todo 1
§i+n

Hi(G,A) o~ (G,A) . Estos grupos, a los gue llamaremos

periddicos, fueron carscterizados por E. Artin y J. Tate

([1] , X¥I1.1) . Results de esta caracterizacién que la

categoria de los grupos periddicos no es muy vasta, ya& que



todo p~ subgrupo de un grupo peiriddice © ha de ser forygo-
samente ciclico o custernidénice generslizado, para todd p
primo divisor del orden de G.

Por el contrario, las categeria de los grupos que llamae
remos P~ periddices, es decir, tales gue la componente
p - primarie de ﬁ (G,A) sean periddica, es mucho mée wmupliag
en virtud de un teorema de ceracterizacidn de H. Cartan-
S. Eilenberg ([1], XII ej. 11 ), un grupo finito G ss
p-periddico 81 y 8élo ail tode p-~ subgrupo de G o8 cicli-

co ¢ cuaternidnico genmeralizade {(.p fijo! }.

Desde un punto de viasta topologice, el intaréa de los
grupcosg periddicos radica en que son los dnicos gque puedsn
operar gin puntos fijos sgbré una eafera (el reciproco no
es clierto! ), mientras que todo grupo finito G qué opere
sin puntos fijos sobre una eafera(humolégica med Z&) h&
de ser necgsariamante p~ periddico, segmin demcstramoes su

el teorema 3.3.8.

En este trabajo, de natursleza fund&mentakgeﬁte LOPO=
1dgica, presentamos algunos fesultaﬂos que céneiaraem 8 88w
pacios sobre los que oOpersa un grupo finita, el grupo fundaw-
mental del espacio orbital; pars ello reslizamos §r§V13§6§‘
te un estudic puramente algebraico deflas p- periodos de

un grupe p- periddico.



En [9] R. Swan demuestra que si el 2- subgrupo de

Sylow S.G de un grupo finito G es ciclico, entonces el

2

2 - periodo m, de G es 2, y si 82G es cuaternidnico
(generalizado), m, = 4. Ademds, si el p- subgrupo de
Sylow SpG es ciclico, entonces el p- periodo de G vale

’

mp = 22m§ , donde mp es el orden del grupo de automorfis—
mos de SPG inducidos por autoﬁorfismos interncs de G.

A partir de este resultado demostramos que 81 p es el me-
nor mimero primo en la descomposicidn de [Gi s ¥y Bl SPG
es ciclico, entonces mp = 2. Este resultado, aplicado a‘
loa grupos perfectos, nos permite demostrar (2.1Q7) que
todo grupo perfecto y periddico es de orden par y periodo
miltiplo de 4. En lase proposiciones 2.,1.8 y 2.1.9
demostramos c¢démo loe p-periodos de un grupo periddico G

determinan completamente su cohomologia, supuesto conocida

la componente 2- primaria de Gab'

Entre los resultados topoldgicos hemos incluido ume
demostracidn del comnoccido teofema: "Todo grupo que opersa
sin puntos fijos sobre una n- esfera, n impaf, es pe-
riédico de periodo un divisor de n+l", Hasta el presente
este resultado sdlo es conocido en la literatura utilizendo
ls sucesidn espectral de Cartan-Leray [1] ( o-an todo ca-

so la de Swan [10] ). Nosotros damos uns demostracién



en lae gque no se precisa de sucesidn espectral alguna, que
gin embargo no hemos podido evitar en el caso de una esfera
homolégica mod Z%" (teoreme 3.3.8) . Nuestro razonamiento
es puremente geomdtrico y utilize un corolario ya clédsico
del teorema de Hurewicz. De este corolario damos también
una versidén mod Zp .

Los resultados referentes s esferaes homoldégicas que
aédmiten una esfera homoldgica como recubrimiento universal
(tanto en el caso absoluto como mwod Zp) nos imponen
fusrtes restricciones sobre las dimensiones de tales espa-
cios, Asi, el teorema 3.2.6, nos permite afirmar que una
vaﬂ.edad X con Hl(K,Z} = H3(X, Z) = 0 no puede admitir
un recubrimiento homolégicamente esférico.

Finalmente, parsa una esfera homolbgice encontramos
condiciones suficientss para que un grupce finlto que opere
sobre ells =sin puntos fijor sea ciclico. Utilizamos para
ello un resultado de J. Milnor [6] , que restringe la cle-
se de los grupos finitos que pueden operar sin puntos fijos

gobre uns esfersa.,

Esta memoria estd distribuida en tres capitulos. El1
capitulo 1 agrupa todas las definiciones y resultados
gobre cohomologia de Tate, que necesitamos, asi comc los

teoremas de caracterizacidén de la periocdicidad. El capi~-



tulo 2 es también de naturaleze puramente algebraica ¥
contiene algunoce resultados de Swan y los teoremusn gue
obtenemos referentes & loe p- pericdos de un grupe p-
periddico. Ei capitulo 3 es estrictamente topoldgico

vy, ademds de ls sucesidn espectrﬁl_&e Swan, contiane, @l
tre otros, los teoremas topoldgicces cue se deducen como

aplicacidn de los resultados del capitulo 2.

Tengo que expresar mi sgradecimiento al Frofesor Dr
Jogé Teixidor que ha dirigido y presenta esta memoris,
agl como al Profesor Dr Benc Eckmann de la E.T.H; ds
ZiUrich, por los miltiples estimulos, ﬁugeréncias e indica~
ciones gue de 81 he recibido. También a le EidgenBssieche
Technische Hochechule de Zlrich y 21 Consejo Superier de
investigacienes Cient{fices, que mediante una bsca de in-
tercambio me han prestaﬁo g apoyo econémico durante la

redaccidn de ests memoria.

¥anuel Castellet

Barcelona y Zurich, diciemdbre de 1872



CAPITULO 1

COHOMOILOGIA DE TATE

G serd siempre un grupo finito. En este capitulo de-
finiremos los grupos de cohomologia de Tate ﬁi(G,A) de G
con coeficientes en un' G-médulo A veremos que ﬁ {(G,A)
ge puede “calculer” a partir de un complejo de Tafe (TX)q,
-0 ¢ a4 {4+ o , oObteniendo en particular la cohomologia
de los grupos ciclicos finitos y de los grupos cuaternidni-
cos gener&iiz&doa. E1l estudio de la restriccién y correém
triccidn asociadas & un subgrupo U de G nos permitird
relacionar la coumponente p- primarie de H (G,A) con la
cohomologia del p-~ subgrupo de Sylow SpG, Finelmente, en
el dltimo apartado, establecemos la caracterizacién de los
grupos p- peridédicoe en términos de SPG-e

Gran parte de las definiciones y resultados de sste
capitulo, en el que no pretendemos tratar exhaustivamente
le cohomologia de Tate, se encuentran en [1] cap. XII.
Los hemos agrupado aqui en un intento de dar mayor claridad

a los dos siguientes capituios,



1.~ Algunas definleciones y notuciones,

a

Sea ¢ un grupo finito de orden r, 7 G el anillo
del grupo G mhﬁa Z, 0 I =16 )1 ideal sumentacidn
de @ { IG estd generado sobre (}. por los elementon de
la forma x-1, xe G, [4] .vI.2.2). 8i A es un
G- médulo {(equivalentemente un Z G- mésiz;}.o}, pondremos
AG u‘{ ae&{ xX8= 8 VxeG§ 'y AG =A/TA . S% A ¥
B son G-médulos, A®B y Hom(A,B) son G-médulos por
accién diagonel. Todo grupo gbelianc es un G- médule por
accidn trivial.

Un G-mddulo A4 se llama reletivamente proyeciive
{(reep. inyective) ei eg sumende directo de un G~ mddulo
inducido B = ZG®C (resp. coinducido B = Kem{?zé,f}} j
C grupc ebeliano. Por.ser G finite, los conceptos de
inducido y coinducido winci&ém

Designasremos por

B (G,4) = "me‘i(}l,ﬁ}
HY(G,A) = ﬁx%ﬁ(z;ﬁ}
los grupos de homologis y cohomolegia d& § con coeficlen~

tes en el G-mddulo A,



2.~ Grupos de cohomologis de Tate.

Pare todo G-médulo A , ©l1 homomorfismo norma
N:A ——> A definidec por
A
Na = Z X, 8 x
iz i

induce un homomoriismo

ieG,

N HO(G,A):AG e AG:—: HO(G,A) .

2.1, Proposicidn S1 A es relativemente proyectivo

ﬁ‘*: AG e AG a8 un ipomorfismo.

Demostracidéni A es relativamente proyectivo si y sélo si
existe un endomorfismo de grupos f: A > A tal gue

’ i
NE= T, ((N2)(a) = 2 x, f(x;7a) ). Resulta de esto

NAzR’erRmIA, Im!%zAG*

Podemos aplicar ahora 2.1 a los ragonemientos de
fl}. V. 10, para conclulr que laes sucesiones derivadas com-
pletas de los funtores H'(G, ), HO(G, } ¥ N son una

misme sucesidn, que escribiremos

A_n ﬁul Ao‘ 51 ~
aaoQH (G‘, )9--0,H (G, )9H (G‘% )9H (G, )9“"1{n(G$ )""
y se llama la sucesidén derivada completa { o de Tate) de G.
Los grupos H (G,A) se limman los grupos de cohomologia

de Tate de G c¢on coeficientes en el G- médulo A,



Se verificen las siguientes proposiciones :

WA
. o, y I ,
2.2. Propomicidn H{G,A) = H {G,4)} ny> o,

ETNHG,A) = H_1(Ga) n>i,

- e ) gy
EEO(G,A} = A /WA = Goi@:er(ﬁg{‘(},s&}mw}ﬁ {G.A))
‘."' 2 ' L. " -‘f.:i’ -

5 1((;?5):?:@,/131 = Rer(_(6,4) —» H'(G,a)).

2.3. Propogicidn S1i A es relativamente proysciivo

('-"'-" I’Gl. inye(:"tf{»'\f@)y H (G‘,.ﬁh} = Q "
Es conaecusencia de 2,1 y del resultado andlogoe pasrs la ho-
mologia y cohomologia ordinarias de un grupo,

2.4. Proposicién Si |G| =r, entonces rH (G,A) =0

+
¥

es decir, todo elemento de H (G,A) a8

da ordan un divisor de 1.

Demogtraecidn: la splicacidn

fiA wmad A
gw-—;m

varifice ¢

i

ﬁlA', ¥ por tento factorisa asi

s £ Zﬂ&@gmﬁh A

de donde f = hg: H (G,A) ~—> H (G,A) . ihora bilen, por

#

g

2.1, H(G,7G®4) = 0, 1o que implica f = O, Fussto que f

es la multiplicacidén por r, se obiiene T H (G,A) = O.



2.5, Corolaric Si |Gl =r y saA=0 con (r,s) =1,

entonces H (G,A) = O.

2.6, Proposicién (1) H(G, z2) = z.,

(i1) ﬁ“l(G, Z}

"

G,

(1i4) %"3(@, Z)

i

G ? (G = ¢/ [G,6]),

(1v) fi(c;,zz) )

i

Demostracidn:

(1) 8%6,2) = 2%mz= Z/r7Z

1

Z’r ya que K es la

multiplicacién por r y Z es G- trivisl.

(11) B Y(G,Z) = RerN/IZ =0, ya que Ker N = O.

It

(111) B0, Z) = B,(6,Z) = Tor(Z,2)= Z ®; IC ya que
Z es G- trivial, Pero Z ®G IG = Z@IG-/(iG)2 o
= Z®6/6,6] = Z@Gab £ Gy ([4].VI.4).
(iv) H(G,Z) = Hl(G’r, Z) = Ext-’é(z’i,l) 2 HomG(IG,z) ya que
Z es G- triviel., Pero Hom (IG,Z) = Hom({IG/(IG)%, Z)

= Hom(Gab,Z) =0 ya que ¢ es finite., ([4].VI.4).

3.~ Complsjos de Tate.

341s Definicidén Un complejo de Tate para G &8s una sucee

8ién exacta
dp

. .
TX . Y o"““““} an n‘-l“""’%‘v » a""“% XQMXOI

Md‘e }an ;oa-

10



de G- mddulecs libres finitsmente generados,
tales que do factorigza de le sigulente ma-

nersa dO

R

Esta dltima condicidn equivale a que Im d = Z esté

generado por un elemento e € Xfl .

Si X es un G- médulo, pondremos X’=-Hom(X,Z),
que es un G- mddulo con la estructurs diagonal.
La siguiente proposicidn es consecuencia de las rela-

ciones entre la estructura de X y X’.

3.2, Proposicién Si TX es un complejo de Tate para G,

. N £
oco"‘"“"'& Xn“‘"-) 6 & }Xo }} Z y
i
cav :X:n SR X-:l ’M}‘; Z son

L 'd

resoluciones G- proyectives de /A por
G~ médulos libres finitamente generados,
Reciprocamente, 81 X, e Y*‘ son dos
resoluciones G- proyectivas de YA por
G~médulos libres finitamente genersdos,

.o .—-—§Xn---}.. . ."l—--)Xov-——}Yé-—-')Yi—-—-). . 'Yz;' .e
es un complejo de Tate para G, donde

do::/.z.'s . E:Xc-—-»z, Jo3Y = Z .

=4
-t



La proposicidn anterior as importante en el desarrollo
de la cchomelogia de Tats, pues nos afirms que la cohomolo-
gia de Tate {grupcs, morfismos, morfismes de conexidn) se
puede "caleular® tomande G- homomorfismos en un complejo
de Tate y passando & cohomologia, Ko ereemes necesario ung

formulacidén formal.

3.3. Aplicmcichnes

8) Cohomologia de Tate de los grupos ciclicos finitos,

81 G es ciclico de orden » genersdo por X,

T T

. ] . T, .
o-."“"“"}g(} }EG “}EG }EG :}ata
i i H

z
i ¥ Hv
X, X, X, T, I,

@8 un compleljo de Tate pares G, donds N es la norma

v T™Ma) = (x=1)a.

Puesto que TA = I4A ¥y FKer T = AG, se obtieng

Zn{c; 2= AC’/"W " 2””(@,&)” 1gA,/m )
¥ en §&rticul&r‘

2m(c Z)z 221 . Hzml(s,"z’z} =0.

b) Cohomologia de Tate de. loe grupos cuaternidénicos ge-
neralizadoa.
Se2 G un grupo cuasternidmico {generalizado) de orden
T = 4%:; t:>2.“ Todo elemento de G es de la forma

m
x y‘g conm OC4ém<2%t, §=0,1

12



Un complejoc de Tate para G viene dado por:

) = 70 il ’
Xén' 2 G a.n, Ké.m»l ZG bnfi;‘ &z bn,

e - @“"" rd (m
ZG ¢, ZG Ch X4n+3

= (x~1)a_ , db’=(y-1la ,

ZG e
X Gn’

4n+2”
dan":mnwl ’ dbn
go_= (Trxeo.4x )b~ (34100,

e’ = (xy+1) b + (x-1) b , de = (x-1)e - (xy-lle .,

G
y como elemento e € X«-:‘:. s azﬁe”l .

Se obtiene entonces

4%

o Z,01 ) |
8¥%*%(q, 2) z{ 22 2 tper ghnede gy Lo,
4 t impar

4,~ Relacidn de la cohomologis de Tate de un grupo con la

- de sus p- subgrupos de Sylow.

Sea U un subgrupo de Indice g del grupo finito G.
Todo G- mdédulo es un U-mbédulo, ¥y, puesto que 7G es
libre finitamente generado como fj«-»médulo, todo complejo
de Tate para G 1lo es tambidn para U.

Sean -
(G‘tA) R £ H (Uyﬁ)

e o 3

res

o i 2

cor (U,4) ——> H (G,A)

(G,A) — H {(xUx"t

oy

¢ H

x sA) , xe@G,

ia reatricciéxm, cerrestriceidn y conjugacidén, respectivamente,



S1I T™X ews ug corplejo de Tate pars &, estdn inducidas por
res : Hom,(TX,A) >y HomU(TX,A)
cor @ HomU(TX,A) — HomG(TX,A)
f t—---—-) cort: cor?f (c)= zi:‘;yjf(y;lc:)
donds Yyre+s¥, Tepresentan G/U.‘

c * HomU(TX,A)  ——Y Homexu-l(TX,A)

f ey cxf_: cx:f(c) = xf (x‘lc ) .

$.1. ‘I}ei’inicidn On elemento a ¢ ;{ (U,A) @e dlce estable,
si, pare fodo xeG,
res(UNxUx"1,0) aisv res{ UnxUx=L x0x"+) c, B
‘El conjunto de los elementoé sstables, St f{ ('U,A)‘ R

es pues el subgrupo de H (U,A) que hace conmutatizo el

disgrans | ,
. ‘U’A) \ |
2 ) x .
res : SR H (z0x~4, &)
B (UnxUx-1,4) & Tes

4.2, Proposicién (i) cor res = multiplicacisn por s,
(1i) Im res < st H (U,A) ,

(ii1i) Si a e St H (U,A), entonces
res cor (a) = s& .

Basts pare ello cmleular, tenlendo en cuenta las “reglas de

permutebilidad* entre res, cor, c'x .

14



Sea p un nimero primo divisor de r=|G|. En adelante
designaremos por SPG el p- subgrupo de Sylow de G. Si
¥ es un grupo abelisnc finitamente generado, designaremos

por p-M la componente p- primaris de M. Pueszto que

r 8 (G,A) = 0 (2.4), p-H(G,A) =0 81 T£D .

4.3, Teorema (1) res:p-H (G,A) > H (G,A) —3 H (SpG,A)

eg un monomorfismo de imagen St H (SpG,A).

(11) cor: H (SPG,A) —3 H (G,A) = p~H(G,A)

es un eplimorfismo.

(1i1) H (SPG,A) x 3t H (SPG,A) ® Ker cor .

Demostracién: Pongamos |G|l=1 = p“ s con {(p,s)=1;

entonces }SPG! =p® ¥y existe un q tal que sqg=1 mod p .
Si a e St }} (‘SPG,A) , a=rtrea{cor ga ) que demuestra (i).

Si b e pmfi {G,A), b=cor(res qb ) que demuestra (ii).
Finalmente, si 8 ¢ fi (SPG,A) , a=res(corqa )+ (a-res corga),

que demuestra (iii).

5.~ Periodicidad.

5.1. Definicién Diremos que qe Z es un periodoc psra el

grupo finito G, el, para toedo 1e¢ € y
todo G-~ médulo A, se tiene

gh(e,0) = 57%Ge,a).
Diremos que ¢ €8 un p- periodo pare G,
p primo, si p-—gli((},A) o P~§1+Q‘(G,A) .

15



$.2. Fropcaicidn Scn equivalentes

. s [PRSTN : o
(1) p=-RB¥G, Tl &£ «,donde r=p 8 ,

T
(1i) p- Hi(G?A} s gzwh'j'*mq'((},ﬁ-..} rara todo

Ry

“ry

£ vy tode G-mddule 4.

o,
13

Damostracidn @
(1) ==> {ii): Sem g ¢ pqu(G, Z) = ;Z'p un geénerador. La

aplicacidn

p—éi(G,&} umua»pw§i(G,A}a>pmﬁg(G, AR p»ﬁi s,4)
& by 2 wg Vomnsdy B,
{véase (1] . XII.5), em un isomorfismo, en virtud del teore-
ma de duslidad {[1]. IT.6.6).

(11) === (1): puesto gue p-HY(G, 7) % p-E°(C, 7)) ¥ p- Er =

P,
- 4
- LN S

3

5.3, Propoglcidén 841 g es un p- pericde pars G  tembidn

1o o8 pars todo subgrupe U de G,

Demosiracidn: Sea g un generedor de p»}iq(s, Z) ; entonces
res £ es un gensrador de pmﬁq("{], 7} de orcen p®, donde

pf = |s U] .

5.4. Corelario Los p- periodos de unm grupc G formsn un

pubgrupe de 2 7.

Demostracidn: Por 5,2, los p-periodos de ¢ forman un



L]
subgrupo de £ . 81 g#£2 , sntoncee, para todo generador
& d& pe- HQ(G, Z) sBe tlena 2g= 0, de donde pd‘ = 2
y por tanto S,G = Z'i.d . Pero 22 sblc tiene pericdos

pares (3.3.a}), en contradiccidn con 5.3,

5;5. Lema Sem q un p-perlodo &é VSPG., Z um g@ner}ador
de p- ﬁq(spr;, Z) = éq(spc;, 73)_;:; qu ¥y newl
tal que k® =1 mod P p&rﬁa tode k primo
con p. Entonces g- & 5t fiqn(spa, Z}Y . ¥

oor gn & pnﬁqn{ﬁg Z) tiens orden p"’( *

Demostracidn: Puesio gus, pera todo xe G , Qx: s un
isomorfismo, c_g e® un generador de éq(ms«pex"]‘, 7)== Z %
¥ por tanie, en viriud de %.3, By =Ten g ¥ gézxr&a e, &
gon generadorss de orden meximel de éq(ﬁpﬁf\xﬁpﬁx”l,“ﬁ).
Exinte ?n@s un k. primo conm o p  tal gue

g:zﬂ' =% &y

do donde
8 =K g, =g
=1 ~e B2
n

lo que Implics gque g 8B esitable. Se wsigue inzedintanente

n
gntonces que g tiens orden pm .

5.6. Teorema Pars todo p primo, fijo, mon eguivalentes:
(1) @ tiene un p-pericdec {(#o),
(11) Todo p-subgrupo sbelisno de G es ciclico,

- {111) Todo pesubgrupo de & es cielico o
custernidnico {si p=2), '
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(iv) Todo p-subgrupo de Sylow de G es ci~

clico o cuaternidénico (p=2).

Demostracidn
(1) = (11): Todo p-grupo abelieno no ciclico contiene

® 7 . Ahore bien i oZ , 1) =
un subgrupo Zp A ore bien ( Zp - )

H ( Zp, Z) ®H (Zp, 7)Y = Zp@ Zp #£ Zpg , en contra de
(1) y 5.3. (véuse [4].VI.14 para la cohomologia de un
coproducto).

(41) == (4ii): 1. E1l centro de todo p-grupo U es no
trivial (Burnside); 2., Si un p-grupo U 86lo contiene

un subgrupo de orden p, entonces U es cfclico o cuater-
niénico. Pare ia demostracidn de estos dos resultados nos
remitimos & [11].IV.3 th. 9 ¥ 15.

Sea pues U wun p-subgrupo de G; por l., U contiene
un subgrupo central ciclico U’ de orden p. Si U’’ fuera
otro subgrupo de U de orden p, puesto que U'NU " ’'= {1}
y U’'cCentro de U, U'®@U’" <« U seria un subgrupo abeli-
ano no ciclico. As{ pues, U adlo contiene un subgrupo de
orden p Yy podemos aplicar 2..

(111) == (iv): Trivial.
(iv) == (4): Sea gq un perfodo de SpG (g=2 ei SPG |
es ciclico, q=4 si SpG es cuaternidénico, en virtud de

3.3). Sea g e Hq(SpGW'Z) un generador. El lema 5.5 nos
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anscoura la existencia d¢ un nef® tal que
ﬂ A ‘:‘n .
cor g € p-H*(¢, T}

»o m- .
tiene orden p_ = isps[ ¥ gensra p-Hq (G, 2).

Z « ¥y aqu es an pwpericdo

Asf pues, p~~ﬁqn(G,'Z} p

e

de G.

Es inmedisto pasar todo lo dicho pera peperiodos al
caso "abmolute® de un grupe pariddico. Basta para ello te-
ner en cusante gque un grupe ¢ es periddico =i y adlo sl en
peperiddice pars todo p primo divisor de |G).

En particsular, sl teorema 5.5 wse traduce asi:

5.,7. Teorema Son eguivalentes
{i) G tisne un pariodes (o),
{11} 7Todo subgrupe sbelisnc de G es ciclico,

(411) Todo p-subgrupo de G es ciclico o

custernidnico {8l »=2),

(iv) Todo p-subgrupo de 8ylow de ¢ es ci-
clico o custernidénico (81 p=2) .
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CAPITULO 2

EL p=- PERICDO DE UN GRUPO FINITO

En todo este capitulo G indicard siempre un grupo
finito y m,p el menor p—-periodo positivo de G, al
que llemaremos simpiemente el p- periodo de G (véase
1.5.1). Si designemos por m el perfodo de G, eviden~
temente se tlene =nm = mcm(.mp) . SPG designard siempre

el p- subgrupo de Sylow de G.

l1.l. Teorema (R. Swan).

(1) s1 S,G es ciclico, entonces m, = 2;
si S2G es cuaternidnico generalizado,
mz = 4., ’

(11) Si p#2 vy SpG eg ciclico, entonces
m = 2m’, donde m’ es el orden del

P P P

grupo AP de automorfismos de SPG in-

ducidos por automorfismos interncs de G .

Demostracién: (véase [9] )}, Damos squi solamente una indi-

cacidén de la linea de demostracidn, omitiendo los cdlculos.
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a)

b)

Puesto gque pw~Hi(G.2 = Hi(s G,2) (1.4.3), para

P
determinar el p- periocdo de § basta conocer lcs ele-~
mentos estubles de B {SpG,Ei).

51 SpG eg abellano, 8 € 5t Hi{spﬁ,‘g} si y 8élo si

- hag = & para todo h € Qp.

e)

Es consecuencia de la definicidén de elemento estable,

del segundo teorema de Sylow y del hecho que AP =

= HG(spa) . donde NG ¥y GG indican, respective~

—T.(5.6)

G'p

mente, el normalizador y el centralizador en G.
Si SPG es cfclice, @ eg un p-periodo si y sdlo si
g es par y todo elemento de ﬁQ(S?Ggiz} es fijo por &p;\
I necesided de la condicidn resulta de b} y la sufi-
clencia de b) y 1.4.3.

Si SBG es ciclico, §A?L = 1, de donde m, = 2 ﬁar

¢), que demuestra le primera parte de (i) del teorema.

e) 8i

£)

8i Sﬁ&’ a8 ciélicg, p¥ 2, entonces &p &g tembién
cleliico, y, puesto que todo sutomorfismo de un grupo
cielico de orden n es i& multiplicacidn pbr un cierto
8 prime con n, se sigue (ii).

Para demostrar la segunda parte de »{i) basta ver Que |
todo elamegte de éé{SQG,Ei} es astable, Est§ e8 Conge=~

cuencia de algunos cdlculoas usando un complejo de Tate
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explicito, y del hecho que si B es ciclico de orden
&4 y C eg un grupo de cuaterniones generalizado,
cualesquiera monomorfismos f, g ¢ B ~—— C inducen

la misma aplicacidén H4(C, 7)Y ey 84(8, ZY).

" o % %

1.2, Tecremae Sea |G| = r = IR IR IR STIRS N
primos. Entonces, si SplG es ciclico, se
tliene m =2.

j )

£y

Demostracidn: Si py = 2 el teorema de Swan nos afirma ya

que m, = 2. 51 p1;42 s entonces mp:l = ngl s donde
mf’l ) IjS}‘E'5’3"]Ec:?k%s)‘}"‘”(;) ‘
G '"Py
Puesto que Sp.G es cfclico de orden P:S“ ,
| Aut Splc-{ = pi‘ - p.z(""l = pfi ;'l(p1~1) . Por tanto
;. p, " "H(p -1) . (1)

Ahora bien, sl ponemos r = p;‘q_ con (pl,q) =1, en‘tﬁon-—

- - o,
ces, puesto‘ que SplG - NG(SplG) ; npl‘ lncv(splc;)} = Py Q
con g’ divisor de gq.

Pero, puesto que SFIG es abeliano, SplGC CG(SplG),

de donde n§l=]CG(SplG)[ = pi“q" con q”|q"{aq.

Resulta pues m’ = , =a7a” ‘
pues, py = Ppy / njy q7/a9”, de donde
(mg, » 1) = 1. (2)
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»

(1) vy (2) 4implicun entonces gus ng, divide & py-l,
pero, puesto que p, es ol menor primc en la descomposie
¢cidén de r, mél = 1, de donde M, = 2 por el teorems

de Swan,

1.3. Obhagervacldn ¥l teorema anterior se pusde generalilzar

en la siguiente forms: Si SpiG ag cf-

" Pit

Py_y @ con

clico ¥ piwl = piima

‘(ﬁqu_) =1, 3=1,...,0, enionces se

it
L2 ‘pi"-l ~

tiene m 2 pl
py | P2
En particular, ei pi-l es primo con PytesesPy 49 aNntoN-

ces mgi z_é‘

1.4, Corolaric Si G e’ un grupo periddico con (6] =1 =
o Ky o , '
;’—'plihocpng 2<pl\mnu<§n ?I“im(}ﬁ, y
Pi""l $ o I}mﬁ plgooﬁgpi*}-y i*—“’« 2;&».,11,

entonces G es ciclico.

Demostracidn: En virtud de la obeervacidén snterior, pars
tedo 1 se tiens Ry, = 2, de donde =» = 2. Entonces,

por 1.2.6 y 1.5.1

~ P S o 7
6= H (G, Z)= H (‘G,:z;)m H{G,Z) = ZZ? .

de donds }Ga%l =1 o= }ﬁf » que implice G = G, = Efr.

1.5. Ejemplo Todo grupo periédice de orden Efxiﬁ 177 es

ciclico,
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1.6. Definicién Un grupo G se llama perfecto si Gabu:o*

1.7. Teorema Si € es un grupo perfecto y periddico, en-

L]

tonces IG[ =8, S.,G es cuasternidnico (ge-

2
neralizado), m, =4 m;};e- 4 para todo p# 2.

En particulsr se tiene m=4 y HB(G’ Z)Y £0.

Demostracidn: Sea p el menor ndmerc primo en la descome
posicién de r = |G| ; entonces, por 1.2, si SpG es ciclico,

mp = 2, de donde, por 1‘2,6,
p»Ga = p-H (G, Z) = Zpd ,{{},

en contra de que G sea perfecto. Asi pues SpG ha de ser

cuaternidnico, lo que implica p =2, r = 8. E1l teorema

resulta entonces de 1.2 y de

Para un algebrista este resultado puede parecerle re-
dundante, ya que el teorema de Feit-Thompson ([3]) nos
afirme que todo grupo finito de orden lmpar es resoluble,
¥y por tanto todo grupo finito perfecto es de urden par.
Ahora bien, la demostracidén del teorema de Feit~§hompson,
que ocuﬁa no menos de 100 pdginas, requiere un gran aparato
algebraico; el teorema 1.7, mds débil ﬁues presupone gue

G sea periddico, resulta interesante para objetivos topo-

1dgicos,
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1.8. Proposicidén Si SpG es c¢iclico, entonces

Demcstracidén: Sabemos, por 1.4.3, que
p-fx‘ .(G, Z) == st % (sps, Z).
a) 81 i es impar, gi(SpG,TZ) = 0 por ger SpG cieclico
(1.3.3.8)), de donde p-ﬁi(c—,l) = 0.
b") Si 1 es par, o0<i« oy ;ii(SpG, Z7) = Zp« , donde
|| = p*q, (p,q)=1. Ahoras bien, por 1.4.3.(1i1)

;i (SpG, Z) = St éi(SpG, Z) & Ker cor(G,SpG) 3
pero, puesto qus p es primo, ';Zp“ no puede descom-—
poner en suma de dos grupos ciclicos, de donde
(1) st ;Ii(SpG,Z} - H (SPG,}Z) o Ep"‘ , €n cuyo caso

p-ﬁi‘(G,Z)%’- ZP« y ¥ mp no seris el periodo
de G; ¢ bien

(i1) st H (spc;, Z) = 0 que demuestra la proposicién.

1.9, Froposicidén s 'SQG es cuaternidnico generaligado,

2-HYG,Z) = 2-H(G,Z) =0, y

#

. 0
2-8°(G, Z) z{zz
228 5

Demcstracién: Se sigue un razonemiento andlogo al de 1.8,

teniendo en cuenta que, en virtud de 1,3.3.b), ei S G es
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Af‘ »
cuaternidnico H(‘(SPG,Z) = 22@ 22 .

Fuesto qgue si 82G es cuaternidnico

2-H2(G,z) o= 2-—11"2(&;,2) = 2-G,y

las proposiciones 1.8 y 1.9 nos dan el siguiente

1.10. Corolario La cohomologia de Tate de un grupo perid-
dico estd completamente determinada por

- 0 -
los p-periodos y por 2 Gab'

1l.11. Aplicaciones

e) Designemos por A5 el grupo slternado sobre cinco ele-
mentos, A5 es simple nc abeliano y por tanto es un
grupo perfecto.

Puesto que }A5| = 60 = 22.3.5, se tiene 83A5 = ZB’

Sghg = ZS y Spyhg = ZZ(B Z% (obsdrvese que en virtud

de 1.7 no puede verificarse S,Ag = 24) .

Resulta de esto que A5 es un grupo 3- periddico y

5~ periédico perc no periédico (teoremas 1.5.6 y 1.5.7).

Puesto que AS es perfecto, se verifics m3294, m5==4

¥, en virtud de la proposicidén 1.8, tenemos

i

n4 ) IS

5-5{4“(1&5,2)2 25 , 5-8P(a., 7)

]

0 ©p#én.
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b)

Ademds, spliicando 1.4.3 y VI.14 de [41

-~ h{ o > .
2-}11(A5, [) = St H (SyAg, Z) = St B (2,00, Z)=

Sea G el grupo birnario icossédricc. G es el grupo
lineal eespecisl de orden 2 =sobre LES , &L(Q,Z% Jy ©

equivalentemente la extensidn central no trivial de

Zé por AS
22 > > G » Ag
2
' A = ./.I 3 . ‘ .
(ve que H (ﬁS,Z% ) 72 y 6# 4, X Ag )

Se tieme |G| = 120 = 23

.3.5, centro de G = 22, y
ademds G es perfecte (no simple) .

H .60 = £ mz = i
Asi gueﬁf 36 33 . 356 5 ¢ §,6 = H el g?upo de
cuaterniones ordinario. For tanto, en virtud de 1.5.7,
G es8 periddico, y saplicande 1.7 y 1.4 resulte que
los p-periodos d¢ G son 4 ( para my ¥ 1.y estd

» % : l 3
claro; pare Ty hay gue calcular }RG(SSG) / CG(SSG)\
segiin 1.1 ) .

Podemos entonces aplicar las proposiciones 1.8 y 1.9

para coneclulr gque
B%6, 2) = Zy,0, H°(6,2Z) =0 pfén.

Le extensidn- central sz» S G » A

5
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resulta ser un ejemplo interzaante en la teoria de re-
cubrimientos de un grupo perfecte ( andlogo algebrailco
de la teoris de empucios recubridores de un eupacio

) == N - . Y]
arcc~conexo). Véage P, ¥ekmenn - P.J, Hilton (2] .



CAPITULO 3

ESPACIOS QUE ADMITER UN RECUBRIMIENTO ESFERICO

l.~ La sucesién espectral de Swan.

Usando cohomologia de Tate en lugar de la cohomologia
 usuel de grupos, R. Sw&ﬁ, {10] , modificé la sucesidén ea-
pectral de Carten-leray [1] asociada & la accién de un
grupo G sobre un especic X, de manera que en el término
E, mo apafece ya la cohomologis del espacio orbital X/G,
eliminande sai considerables complicacilones.

En este~apartado introducimos este sucesidén espectral
de Swan y demostramos que E_= 0 81 G opera sin puntos

fijos sobre X. 1)

Sea G un grupo finilto, W un complejo de Tate pars
G ¥y C un complejo de cocadenss sobre ZG, tal que

C" =0 para tode nd{-l. La primera filtracién del com-

1) ¢ opera sin puntos fijos sobre X el gx= x para

algin xe¢X implica g = 1.
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plejo doble HomG(W,C) es regular, y da, por tanto, una

£

sucesidn espectral 5

tel que
qu = 8 (¢, n%e))

y que converge (no necesarimmente finitamente) al grupo

graduado H{ HomG(W,C)) convenientemente filtrado.

Supongemos ahora que G opera simplicialmente sobre
un complejo simplicisl K; entonces el grupo de cocadenas
alternadas cq(x;'z) es un G- médulo; aplicando lo es~-
tablecido sn el pédrrafo anterior, obtenemos una sucesidn

espectral EEQ(K) tal que
EpH(E) = H(G, H'(K, Z))

y que converge & H({ Hom (W, C {K,7)) convenientemente

f£iltradon,

1.1. Leme Si K es un complejo simplicial de dimensidn
finita y G opera =in puntos fijos sobre X,
entonces E, (X) = 0,

Demostracidn: Si el complejo de cocadenas ¢ verifica

n

C =0 para n¢~l ¥y para n suficientemente grande,

y ademés Hi(G,Ca} = 0 para todo par de Indices 41, i ,

entonces H( HomG(W,C)) = 0,

Nuestro complejo C (X, Z) verificas las condiciones

anteriores: la primere por ser X de dimensidn finita,

Lar
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y la segunda, ya que, 8l cperar G ain puntos fijos,

C (R, 7) es lidbre y por 1o tantc relutivemente proyectivo
como G- médulo. Obsérvese qus en este punto es esencial
el uso de la cohomologia de Tate (pesra poder aplicar la

proposicidn 1.2.3) .

Supongamos ahora que G opera sobre un espacio de
Heugdorff X parscompacto y finitistico (ez decir, tal que
tcdo recubrimiento de X eadmita un refinsnliento de dimen-

gién finits}. Tedos los recudbrimientos serdn abierios.

hY
H

1.2, Definicidén Un recubrimiento 1) = {Ui% iesIB de X

ge llams primitivo sl
a} es G- invariante; es decir, existe una
accidén de ¢ socbre I  tal gque para
1el y geG, U, =1
. J £ ¥ oy i@ i‘@"

b) si 1£1g, entonces Uifiﬁig £ ¢ .

Tas siguientes piopiedades son inmediatas:
&) Todo recubrimiento de ¥ admite un refinamiento primitivo.
b) 81 Y es un refinamiento G- inveriante de un recubri-
mients primitivo QX,, existe una prégeccién G~ agquiva~
riante de vvﬁ sobrs ﬂj, .
¢) si 2ﬁ refina QJV} ambos primitivos, aualémquiera dos
proyecciones G- eguivarisnies de *V“ sobre QA, son

cadens~homotdpicas.



Podemos definir entonces uns sucesién espectral aso-~
ciada 8 1a accidén de G sobre X ({la sucesidn especiral

| de Swan), de la sigulente manera: Asociamos une sucesidn

espectral Efq(lL) ‘al nervio de cada recubrimiento primi-

tivo de X (que es un complejo simplicisl) . Ias prople-

daedes b) y <¢) anteriores nos permiten pasar al limite

 directo lim Eiq(lL).

Por definicidn
EyH(X) = Mg ESHU) .
Puesto que los limites directos conservan la exactitud,

EEQ(X ) es una sucesidén espectral, y, puesto que conmutan

con 1a cohomologis de Tate, en virtud de la propiedad a),

- 88 tliene

29(1) = 8%, 14z, 7).

1.3. Tecrems Si G opera sin puntos fijos sobre X (para-
compacto de Hausdorff y finitistico), entonces

Eg (X) = 0.

Demostracidén: Es consecuencis del lema 1.1 ¥y de que si
todo recubrimiento de X admite un refinemiento de Aimenw

. Bién finita, entonces admite también un refinemiento primi-

" tivo de dimensién finita.
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En  [¢] Swan demussire un resultade xds general que
el que hemos sxpuesto sn el tsorema 1.3. De hecho, pruebs
gque E. { ¥} depends unicawente {sin ningune hipStezis

G

achre la accidn de G ) del conjunto X7 de puntos fijos

ds X ypor G:; mds precisaments
. a9 .
iig H (Hom (W ,C (X, 2))) & lig # (Hom (¥,Cc (X7, Z))).

Te agqui se puede deducir immedimtamente el tecrems de la

asfera homolégica de F.A. Smith .

2.~ Baferas homoldglons,

C2.1. Tefinicidn tna n- esfera homoldglice en una variedad
compecta X tal que &iii}igf 7Y o &i{Smg 73

para todo 1o .

En virtud del tecrama de los coeficisnten wniversales,
. una varieded compascta X 8 une n- esfers homoldgicae si

v 88io si HY(X,Z) 2= H(5™,Z) pare todo 43o.

2.2, Tgorema S1 un grupe finlte G opers sin puntes fijos
gobre une n- sgfera homoldgica X, entonces
{3} 8i n es par, & = i1} 6 &= g;;jz .

{(11) 81 =n es impar, © es periddicc de pe-

riodo un diviscr ds n+l,
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Demoatracidn :

Conaideremcs la suce-
O
aidn espectral de Swan asc- o ‘ N
§=9
clada & lu secidén de G so- “\\" . o
. B ‘\‘?‘{“ ey /__' fv}:S )
bre X. N LJ
. \\\
Puestc gue, para todo R
i ~y \
1;40,11, E(Xga_]xO, ,‘\ .
P
J E,

(G, Hq(K, Z))= 0 rpara todo qFfo,n.

Ahora blen, pussto gue la diferenclal 4, : B, E

i i i

tiene bigrado (1, 1-i) ¥

e 44
P9 . per a4 s 1p gPte Vil

1+1 1 i
B tiene ‘
qu = E?giﬁ oo = Ei%l pars todo p, q
Ei;; - ‘g,o /.Im ﬂgnnml;n
£Pr0 < gor ab®
gPe . Pl rava tode p,q ¥ todo i1z2,

n+?2 ~ “n+i

Perco, en virtud dei fecrems 1.3, Bi G opers sin

puntes fijos, E = O, ¥ por tanto debe verificarss



g2 0 . pP© m a>” -4 = ara todo
e T F.2 /I d2 0 pa o3
p,n _ b, _ s

E o T Ker d2 = 0 para todo p ,

lo que implica

d};q =0, Im dgq = qu para todo p, q 3

Ker o

Se tiene pues, para todo pe Z ,
EP( 6 ,E*(X, 2)) = #*"P (e ,1%(x,2))
y como HO(X,Z) es el G-médulo trivial Z ,
(1) B G N, 7)) = EP*®'l(q, Z)  pare todo pe Z ..

Obsérvese que lo obtenido parsa G vale también para

todo subgrupo U de G.

Sea 5 un generador de Hn(X, Z7)Y= Z (G-médulo no
necesariamente trivial ! ). Distinguimos ahora dos casos:
(1) n es par. Entonces, para todo ge¢G, g#£1, se

tiene gf = -3,

Bn efecto, por 1.3.3, Hn".bl({g), Z) =0, ysi g} —-;

tendriamos HO((g),Hn(X, ZY)) = Z!(g)i , en contra del

isomorfismo (1) aplicado a (g)c G . Asi pues,

g% =~3% para todo g#1, que implica G = {1l ¢
= Z

G 5

(i1) n es impar. Entonces, pars todo geG se tiene

33 =5,
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En efecto, Hn+l((g),:2) e & , por 1.3.3, vy ¢l
1€9]
g £ = -3 , tendriemos B (), (%, 2) = 0 (ya que

Hn(X,EZ)(g) =0 ), en contra de {(1). Aef pues,

5

Hn(x,i Ya Z como G- mddule triviel, y el isomorfis-
J\!_\ oy ..1
me EF(G,2z)= HBY®'™(G,2) nos dm la pericdicldad

de ¢, en virtud de 1l.5.1.

34 ¥ es una n- aegfera, el razonamiento anterior 8O-
bre la sucesidn espectrsl de Swan pueds substiitulrse por un
razonamiento geométrico sobre la proyeccidn X ey X/G
utilizande ls sucesidn espectral de Cartan~Leray (p.e.

1] .xvi.9).

FPuestc que tedag las dsmostracionss que conocgﬁaa~dal
teorewa 2.2 uviilizen sucesliones &&p@ctr&laa, vamos & dar
ahora, pare el caso de una n-esgfsra X, une dercstra-
cidén en la que no se precisa sucesidn espectral slguna, y

que creemos interesante por pasarse en un razonamiento 280~
métrico elementel, Em consecuencis de los dos siguientes
lemss (el primero de ellos 1o necesitaremos tambidn en la

demostracidn de 2.5),



2.3, Tema Si G opera scbre una n- esfera homoldgica

simplemente conexa X, y§ £t X m— Y= /G
indica la proyeccidn inducida por 1la accidén de

G, o8 tiene

Hn(Y, z)
Hn(G,ZZ)E—-': i
f*Hn(X, z)

Demostracidn : ,

Observemos en primer lugar que, puesto que X es
simplemente conexo ¥y Hl(X, Z) = oee = Hnwl(x, Z) =0,
por el teorema de Hurewicz obitenemos ?{1}; = e e ‘F{n‘_lii{: o,
‘ﬂ’nx xH (X, z).

Por otra parte, puestc que f: X ~3 ¥ es un recu~
brimiento universal de Y, ¥ mX o ﬂ(m’f pera tode m>1,
¥ en particular ‘QY S ee ® T(n__lY = 0,

Sea ahorzs

1:1Y Gy W
‘un& inmersidén tal que T ‘f’(lY = lW Yy 1C mw = 0 para
tode m>1 (véase {5].V.8.2 pars la existencia). Enton-
cep, la sucesidén exacta de homotopia

Es

oo T W = T(ml(w,*f} = MY = T W = ...

implica |
psic ﬂfm(W,Y) =0 para todo msn,

T g(¥¥) = 1, ¥ pers todo m>n.
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Podemos aplicar pues el teorema de Hurewicz relativo,

ohteniendo
%JWJ:Z):zo pare. todo mé<n
y /L:7Tn+1(W,Y) — Hn+l(w’Y; Z) es epimorfismo,

de donde, por la sucesidén exacta de homologla

(1) 1, Hm(Y, Z) e Hm(w, Z) es isomorfismo si m<¢n
esg epimorfismo 81 m=n,.

Ahora blen, de la conmutatividad del disgrama

s r i*
coem T (W,Y) —=y Ty 2y U

» Y lf
] ,

<] *
coi— H L (WY32) —— H (Y, 2) —— H (W, 7)

resulta

f

Ker(4,s H (Y, 2 )~ B (¥, 2)) = In ¥ = In(V: T Y= H (¥, Z))

it

h
HOPNY, Z)

la homologia esférica de Y,

Asi pues,
H (Y, Z)
H(W,2)= "‘é’??"fw
H;P (Y,2)

¥y, puesto que W es un espacio de Eilenberg-NaclLane X(G,1),

resulta Hm(w, Z) = Hm(G, Z) para todo m (18], 1%),

de donde

H (Y, Z7)
H (G, Z) n

2ph
HP (Y, Z)
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y 8l lema er cousscuenhcia de lo conmutatividad del diagrama
&

LA Gt R N | G
o o 7 n

| :
e"‘:f és}

o fx .
B (X,Z) oy B (Y,2)

ya que ¢ eos isomorfismo por el teorema de Hurewlosm,

2.4, Lema 81 &G opers sin punfoﬁ fijos sobre uns n~esfers

X, n dmpar, y L1 X w ¥Y=I/C es la proyec-

cién, entonces grade de £ = |G,

ﬁamoetracién: Sea. ¢ un generador de Hn(X,éf)é% £ 4,9

M un generadpr de Hniﬁgiz) 1 debemos demosirer gue

Tyt Hﬁ(x,éf) P— Hn{Y,EZ) viens dade por £,% = {Gl7 .
.Fuesto que n es impar, todoe slements ge G conservsg

ils orientacidn de X {come aplicecidén g: X e L) por

tasto, ls splicacién inducida g, ¢ Hm{X,if} mmm%.EnCX,E }

e la identidsd, |

B = |G]t uwne triangulecidn de I

Sea @l,.,‘,aa s

compatible con la accidn de G ; snionces, ordsnsndo conve-

nientemente, podemocs poner fe, =% @1+t .

bobe

El ciclio
s

L
z )
i=sf ®i

fl
X
i

e

6, geners EQ{XV Z3)Y, ¥ el ciclo Vs

ey

o~

»

geners Hﬁ(?; Z3), 4¢ donde

£ = 3
2,0 = 2 (Y6 )= 5 ¢ Gl (Lfe,) = |Gty
*'ﬁ =k é:‘ i) t‘:ii %i e !{{'E { ::Li @3,} - i{;" { b



De estos dog lemas se sigue inmedietamente el tecrsma
2.2 psra una ne-esfera X, ya gque, 81 n es inpar

Hﬂ(Yg z}

o~ ”
: LR (5,2) P 6!

que, por 1.2.2 ¥ 1.5.2, iwmplics la pericdiclidad de G
¥ 84 n es par, tode elemento g¥ 1 de G invierts la

orientacidén de X, por lo gque G = 11} 6§ G = Zé .

Los siguientes teoremss nos imponen fuertes vestric-
cionee sobre ls homologie de una varledad que admita un
recubrimiento bomologicamente esfdédrico; sn particulsr nos
impenen restriccliones sobre ls dimenslidn de &ichavvaéieﬁ&ég
®1 teorema 2.6, bajo hipdtesis zds débiles que las de 2.5,

admite interementes splicaciones.

2.5. Teorema Sea Y une n- esfers homoldgics que admita
ung egfera homoldzics I como recubrimiento

universgal; entonces Y =X 4 n = 3

iﬁemestracién: Pongamos G =I[,Y; entonces & apé?a sin
gpuntos fijos scbtre X ¥y X/ﬁ =Y, |
a) 81 G = {1} 681 n =1, cleramente ¥ = X.
b) si = es par ¥ ¢#{1] ; por 2.2 tenemos € = Eg .

de donde Y = x,fz%g no puede mer une esfera homoldgice.
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¢) Supongamos pues n imper, n>3, G#{1}.

Entonces, por 2.2, G es periddico, y por (1) de 2.3

Hm(Yg 7)) = Hm(G,:z) para tode m<on.,

Fero, puesto que Y es una n- esfera homocldgica

Hm(Y,Z ) =0 para tode mZ o,n

de donde (n>1)

o= v ) o201 p ==

eg decir, G es perfecto,
FPodemos aplicar por tanto 2.1.7 (G es perfecto y pe-
riédico); resulta

H(G, 2z} £ 0

3(
de donde ]
Hz(Y, Z) £ 0

que implica n = 3,

2.6, Teorema Sea Y una variedad tal gue Hl(Yg Z) =0
Yy que admlta una n- esfera homolédgica X
como recubrimiento universal. Entonceé Y=X
o plen n=3 mdéd 4. Si, ademds, n es

imper y > 3, entonces H. (Y, Z) # 0.
-t
Demostracidén: Fongamos G z’ﬁlYg Puesto que

Y,2) = O



-

G es perfecto, y, puesto gque & opera sin puntes fijos

X, & es periddico de

B

gobre una n- asfers homoldgics
pericdo un divisor de n+l.,

Entonces, por 2.1.7, n+l = b NG 2w~H3(Y,Z£) £ 0.

El sigulente teoremz nos da una condicidn suficiente
para que un grupoe G que opere gin puntoa Iijos sobre una

eefere homoldglea X sog sbelieno,

2.7. Teorema 51 G, finitc de orden r, opera sip puntos
fijos sobre uwna n- eafera homoldgica X,
n impar, y {(r,n+l) =1 & 2, entonces

G es cfclico.
Demosztrecidn

(1) "'si {(r rm+l) = 1, v ez impar, ¥y por tanto todos los

pubgrupos de Sylow de 4 son ciclicos. Asi pues, se

j# N

esprende de 2.1.2 que m r para tode p, ¥,

ol
puesto que mg | n+l, resulte mi = 1 de donde
m=2 y G es oiclico,
{(11) 82 (r,n+tl) =2 ¥y 3,6 fuers cuaternidnico, tendria-
~ qd\ ’ A
mos r =2 q econ (2,4)=1 ¥y «>1, ¥ por sl teo-

rema de Swan (2.1.1}, By = 4 . Ressultaris entonces

que 4 dividirla & r ¥y n+l en contra de ls hipée

B
N3



tesis., Asi pues st eg ciclico. Pueden presentarse
entonces dog Ccazvos:
a) n+l = 2.4, (2,t)=1, y se ragona iguel que en (1),
b) r = 2.q, (2,9) = 1.
En este punto necesitamos el siguienté resultado de
'Je Milnor 6 : "Si G es un grupo finito que ope-
ra sin puntos fijos sobre una n- esfera homoldgica,
entonces todo elemento de orden 2 pertenece al
centro de G" .
asi pues, SQG < centro de G. Por tanto, para todo
p#2 primo, C,(S G) D S,6, de donde |Co(5 )= 2,
‘que implics m§ £ 2. Puesto que mé | r, resulte
m

p

Bp

i

2m§ ir , d8 donde mp ( {r;n+l} =2, es decir

H

2 para todo p, ¥y G es ciclico.

Fl resultado de Milnor que hemos utilizade es consa-
‘cuencia del siguiente teorema: "Si X es une n- esfers
homoldgica y T: X -3 X una aplicacidn de periodoc 2
éin puntea‘fijos, entonces, para toda aplicacidén de orden
impar f: X —> X, existe un punto xeX para el cual
TE(x) = £1(x)". ( (6]).

M. Naksoka ({7]) ha generalizado recientemente sste

resultado en la siguiente forma: " Sean N y M  dos
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h-—variedadea con uns invelueidn T sin puntos fijos.
S XK es una esfere homoldglcan mod 3329 para toda spli-
cacidn f:1 N ——3 ¥ tal que £, : Hn(N., 2.’52 ) ——— Hn(h&, Z, )
no sea trivial, existe un punto yeH® para el cual se

tiene TE(y) = £7 (y) ".

3,- EBuferas homolégicas mod Zﬁ? ,

En este apprtado vmn;.wa s dewostrar slgunos resultados
grdlogos & los del apartado anterior pzra esferss homoldgl-
cag médulo ZP « Veremos qus todo grupo que opere sin puhe
tos fijos sobre une esferaz homoldglica mod Q’p ha de ser
necegarliaments p-periddice. En particulsr, los endlogos
de 1os teoremas 2.5 y 2.6 sbdlo son vélides (como ers de

esperar) para esferas homoldgicas mod 21"2 .

Degignemos por é’p la ¢lase de Serre de log grupos
sbelisnos de toreidén que no tisnen p- torsidn., 6 es
una class parfecta y completa, en el sentide ds qua si
Ac (fp, entonces H (A, Z) ¢ é?p y AQE ¢ 6;"'? ¥
Tor{4,B) ¢ & p ? bare todo grupo abslianc B. Son splica-

bles, puea, los teoremss de Hurewics mod éf’? .

Lo
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3,1, Teorema {(de Hurewicz absoluto)

Si N¥=0 vy X e €p 1<i<n, entonces

es 5P~isomori‘ism0 pars todo 1<n oy

é’pu epimorfismo para i = n:l.

3.2, Teorema (de Hurewicz relativo)
51 T, (X,4) = TCQ(X,A) =0 y T, (X,A)e 5p

2<i<n, entonces

T{'i(X,A) — B (X,4; Z)

e

o . .
es un fop«- isomorfismo pera i4¢n y un

Cf’p- epimorfiemo para i = n.

( '5p~monomorfismo significa con ndcleo en 5p y

fp-— epimorfiemo con comicleo en ‘«%} .

Para la demostracién de estos teoremes, as! como para
un desarrollo completo de la teorig de clases de grupos
abelianos, nos remitimos & [5] o bien al trabajo origi-~

nal de J.P. Serre (8] .

3+3. Definicidén Una n- esfera homoldgica mod Zé’p, p

primo, es una variedad compscta X tal

n
que Hi(X, Zp ) = Hi(s R Z}? )} para todo io .

45



Aplicando repetidas veces el teorema de los coeficien-

tes universsales para homologia y cohomologia, obtensemos s

3,4. Fropesicidn Pare una variedad compacta X son equle-

valﬁnfes
: - i " n -
(1)  H (%, t;p) = H(S ,zp) 130,
e . . NP + S,
(i1} H{X, é:g} = H{S", Z, ) ize,

(1i1) Ho(x,z)g 2’ ® A, Kn(x,%:);z'efmn,
Y Hi(xj Z) = Ai’ i¥o,n, A;% € ,gi«’* ’
(iv) ®9(x,2)=2¥ , ®§(z, %) =7eB,,
..i b " ® E Zb
‘{ (){p-Z) = -Bi [ 4.;’{0,11, EJ € EJP »
3¢5, Teorema Sea G un  p- grupo que opere sin puntos fi-
jos sobre una n- esfers homolégica mod $p,X‘
Emtaﬁeas
(1) 8i n es par, 'Gwzil} § G= Zé{si p=2),

(ii) i n es impar, G esm périéﬁic&.

Demoetracidn

Considerencs 18 suceslidn o
egreciral de Swan EFQ{XT} el o 3=
i Tl v B
™.
asccianda a la aceldn de G N (na3]
AN (=3
: O ‘\"tmi
gobre X, A L
‘ - g o s 4 —ﬂ\i @ gta
Puegto que G 8 un  p-grupo S ¥
O




y oYX, Z) ¢ 5}), qfo,n, en virtud de 1.5.2 se tiene

Hp{{},H{}'{X, ZY) =20 para todo aFfo,n;

es decir, qu( X) = O para q#o,n , que implica
EI;Q( X)= 0 pera todo q#fo,n,

Nuegtra sucesidn espectral tiene pues la misma forma
que la del teorema 2.2. Pueste que G opera sin puntos
fijos, en virtud de 1.3 ée tiene E, =0, de donde un
iasomorfismo |

B (e, ®#N(X, z)) = BPP(e,r0(x, 2 ) (1)
Sébemos que H(X,Z)= Z como G- médulo trivial;
designemos por };}{n{X, z2Yy= 7 la psrte libre del grupo

abeliano Hn{}{,ﬁ} x Z & Bn » Entonces, de la sucesidn

exacta corta de coeficientes

THHUX, Z) Sy HHX, Z) =ep B,

resulta ,
BP(e, BN (X, 2)) ~ B¢, 18X, 2) pel,

ya que HP(G,Bn) =0,

Asi pues, el imomorfismo (1) puede escridbirse
wP(e,18%(x, 7)) = "™, z) .

El tecrema resulta entonces de un razonsmiento andlogo al

ds 2.2,
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3.6. Corclerio PBajo las hipdtesie del teorema 3.5, G
a8 ciclice o custsrnidnico generaligzado

Demoatracidén: For 1.5.7, todo p- subgrupo d¢ un grupo

periddico es ciclico o cuaternibnico generalizado.

3.7. Corolario Bajo las hipdtesis de 3.%, Bl p=2 ¥

ntl ¥ 0 mod 4, G es ciclico.

3.8, Teorema Sea G un grupo finito que cpere =in puntos
fijos sobrs ung n- esfera homoldgica mod Z@
X . Entonces
) y £ P
(1) #i n es parf Sp& = 11} é SPQ = 22.
(1) 81 n es impar, G es p=- periddico

de p~periodo un divisor de n+l .

bﬁﬁastracién: Si & cpers ain ?ﬁﬁtqa fijos scbre X.
tanbién opéra gobre X el p- subgrupo des Sylow $PG
de G. Si n e»s par, el.tecrema resulta de 3.9, 81 n
es impar, el corolaric 3.6 noe dice que SPG es ciclico
o cuaternidnico generaliaado; y por tanto, en virtud de

1.5.6, G es p-periddico.
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3.9. Proposicién Si G opera sobre una n- esfera homoléd-

gica mogd Zp aimplemente conexe X,

entonces
H, (Y, Z)
p-H (6, Z) & p = ———
f*Hn(X, zZ)

donde f:X =3 Y=X/G es la proyeccidn

inducida por la accidn de G.

Demostracidén: Todo el razonamiento seguido en 2.3 puede
relativizarse méduloc Zp , utilizando los teoremas de Hure- .
wicz 3.1 ¥y 3.2, (obsérvese que es esencial que X sea sim-

plemente conexo), hasta obtener
1, Hm(Y,Z) e Hm(w, z)

es gp—- isomorfismo para todo m<n y 5p- epimorfismo

para m = n; esg decir

i

(1) p»ﬁm(Y,z)s:« p—»ﬁm(W,?’I) 2 p-Hm(GgZ) m<n,

y, ademés, pera m = n, Coker i, & é"p » que equivale a que

Im 1, sea f?p« isomorfo a Hn(w, z).

Asi pues, existe un Cfp- isomorfismo

H(Y z)
H(G,Z)~H(w Z) —— "““""""“"EW’
HOPY(X, Z)

que implice la proposicidn.,
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3.10. Teoreme Sea Y una n- eafera homoldgice mod 72'2.
Supongamee cue su recubrimiento universal
8o tembidn unz esfers howoldgica mod 7&'2 .

Entonces Y =X ¢ n = 3.

Demostracidén: Poungsmos G = Tle; entonces G opers sin
puntos fijos sobre X y X/G =Y.
| El dnico caeo digno de discutir es T n impar, n >3,

G#{1}. Por (1) de 3.9

2-H1(Y, Z) = 2«—8’1((}, Z) para todo i<n ,
pero 2—31(‘!,1') = 0 iZo,n
ya& que H, (Y, z) e cfz 1fo,n,
Asi pues E-Hl(G, Z) =0

de donde m, ¥ 2,
. &

Entoncesn 2,1.2 implice- m, = 4 y por tanto

2-H,(G,Z) # 0,

de donde n = 3,

3.11. Teorema Sea Y una variedad con 2~H1(Y, Zj = 0‘.
Supongamos que su recubrimiento universal X
es uvne n- esfera homolégica mod 22 . Enton-
ces T =X ¢ n=3 mod 4, En particulsr,

8l n»3 es imper, 2«-%13(‘!,1’);!0.
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Obsérvese que los teoremas 3.10 y 3.11 no son vé-
lidos en general para espacios cuyo recubrimiento univer-
sal sea una esfera homolégica mod Zp y P primo arbltra-
rio, pues en tal caso no podemos decir nada eobre el

p- perfodo de G.

3.12. Teorema Sea G un grupo de orden |G| =p°i’...p:‘ ’
2 <pl Ceoees X Py primos, que opere sin pun-
tos fijos sobre una n- esfera homoldgics

mod Z . Entonces
Py

Py~ H (X/6,Z) #0.

En particular, X/G no pusde ser una esfera

homoldgice mod Z .

P
Demostracién: En virtud de 2.1.2, puesto que SplG as
cfclico, al ser pl;£2 y 8e tiene mp1 = 2, de donde el
teorema,
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