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INTRODUCCION

Numerosas 4lgebras de funciones, importantesven Anélisis,
selobtiénen al.imponer condiéiones de crecimiento a funciones
de uh deterninado espacio y dotarlas de una topologfa adecuada
a dichas condiciones. Algunas veces se obtienen dlgebras de Ba -
nach a las qué es'apliéable la’tedria de Gelfand; otras veéeé
vson élgebrasvloéalmente multiplicativamente convexas, es decir
espacios localmente convexos dotados de un producto continuo v
gue poseen una base de entornos m-convexos ( convexos e idem -
. potentes para el producto ), las cuales son limites proyecti ~
vos de &lgebras normadas y”a las que, en consecuencia, es a -
plicable la teorfa citada, debidamente generalizada. ﬁoso.—
tros estﬁdiaremos, équi, un 4lgebra topolégica &e funciones ana-
‘lkticas que, por la natufaleza de lés condiciones de.creci -
miento, no es limite de 4lgebras normadas, procurando poner
de manifiesto las propiedades nés generales que Se maﬁejan,‘pa -
ra que ei estudio sea utilizable para oiras &lgebras anilogas.
En el Capftulo I se introduce el 4lgebra E™ de las
funciones enteras de 6rden_menor o iguel que « , dotada de

uns, topologia natural, y se establecen las propiedades de es -



ta topolog{a que se necesitarﬁn nés aﬁelante;}topclogias lo -
calmente convexas de esté tipo y otras anélogas, habfan ya
sido consideradas por ejemplo en (15] ¥y en IB] donde de mo -
doespecial se establece el hecho de que sean nucleares.

El Capftulo II trata a E* desde el.punto de vista de
4lgebra, estableciendo en especial;la‘cantinuiéad de la de -
rivacién y del paso al inverso. | | |

En el Capftulo III se considera el espacio de sucesiones
‘ asociadb a EX probaﬁdé gue suvtopologfa norma1 ccincide‘ccn
" 1a original y deduciendo de ello la densidad de los polino -
=ﬁiss en EX. s lo qﬁe dice que el espectro de caracteres de
esta élgebra es el plano complejo. N

En el Capitulo IV se estudlan las propledades nés lzgadas
a la naturaleza de las funciones de E* : cuestiones de acota 5‘
- ¢ién y convergencia de produétos>ihfinitos vy de la desépmpo -
sicién de Hadamard de estas funcionés. Los fegulta&os obteni “'”
dos se aplican a caracterizar los ideales'cerraé98~&ev8d’ a
través de sus céroé, obteniéndose en paiﬁiéular-qpé e1}39pec -
*trc de 1&9&193 maxzmales cerrados del élgebra coincide con el ;
4espectro de caracteres. La determlnaclén de ideales cerrados
jhabia sido ya tratada para élgebras de funciones anali%mcas 7
con condiciones de crecimiento en [5] , 17}, t8), [9ly {lil,

En el Capftulo V se considera el problema de la inter -
~polaczén de una suceszén dada por funcxones de E® ;se 1ntrc -

~duce un élgebra de sucesiones- dotada de una topolo ia anéloga



-5«

alade E” , en la que_forzosamente han de estar las suce -
siones interpolables y se prueba que tales sucesiones son den -
sas en ella, as{ como en el espacio de todas las sucesionés do -
tado de la topologfa producto. Los métodos utilizados se apli -
can, también, a estudiar los cocientes del 4lgebra de ias fun - |
ciones en%erés por un iéeai(cerra&s.«

EI’Capftulp VI empieza con algunas condiciones para que
un'élgebra teyblégica sea un 4lgebra de funciones enteras v
pasa “después a tratar los problemas de divisién e inversién
de una sucesién convergénte en tales &lgebras, losncuéles'estén
‘ligados a la &escripcién de los iéeales cerrados en &lgebras
satisféciendo hipétesis ahélogaé a las'prcpiedades'estﬁdia&és
en E% ;
 Ia notacién utilizada én.éueétiones relacionadas con
~ las prdpiedades de'las.funbiones;enﬁeraé'de 6rden finitb"es,
en general, 1a'de>{12] que, al igual gﬁeﬂliﬁl, contiene to =

dos los resulbtados que se utilizan sin demostracién.,



CAPITULO I TA TOPOLOGIA DE E™.

Designaremés sienpre por C el p’léno complejo ¥y pér E
el &lgebra de las funciones enteras, es decir anal{ticas so-
bre C. Sﬁpo‘ndremosf que E estd dotada de lé. topélogia, que»
1lanaremos % y de la conver,gehcia uniforme sobre los com-
pactos de C,' con lo cual E es un élgebra‘de Fréchet local-

'» meht'e' multiplicétivamente cozivexa, es decir su jt'op'o‘iog{a -_
puede definirse por una familia de seminormas (en este caso
norzags)‘ {pn\&neﬁ, verificando toé.as kelias pn(f.g)é;}n(f).pn{g)

| cualesquiera 'E;‘ue sean f,g de E, o‘lo que es equivé.lente: el
4lgebra E es limite proyectivo de _élgebfas normadas (véase

L10]).
| Para cada funcién entera f conéidéraremés la funcidn

suj;\f(z)\% sup|f(z)| paréj r>0
CRige iz w ' .

r —> H(r,f) =
coincidiendo ambas expresiones en virtud del principio del
néximo. Evidentemente M{r,f) es una funcién creciente de _::‘ .
no acotada si f no es una constante,

~Se 1llama orden de la funcién entera f al,:{nfi.m'o del By

r’conjun'i:o de ndmeros h3 0, para los cﬁales' es vélida la de-

‘sigualdad:
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M(r,f) £ exp(rh) para T2 Ty » T, conveniente

Si no existe ningin h con ests condicién se considera
que.f tiene orden infinito. E1 orden de £ 1o designarenos
| por w(f) &, en virtud de la definicién, tenemos que si

W(f) =Ff entonces se puede asegurarque:

N £50 existe rO(E) tal que: M(r,f) £ exp(r®¢) si Ty T,

Pafa las propieda des elementales del orden de una
funcién entera puede consultarse [12] y (13] vol. I.
Si o es un némero (finito) no negativo designare -

mos por E® al conjunto de funciones enteras de orden no

superior a & ; es decir :

feE* siysblosifeE y o(f)¢w

Las propiedades del orden de una funcién permiten
agegurar que EY es un sﬁbesgacio vectorial de E y tanm -
bien una subilgebra . De las definiciones resulta inme -
diatamente que si o g B entonces E™ c E‘3 ¥ que 'el- Al -
gebré de los polinomios Clz] est4 contenida en EC y por
tanto en cualquier E¥ , >0 . |

Vemos a introducir en el 4lgebra E® una topologfa
natural :

si f e ET entonces por la definicién de este éspa -

cio resulta que el cociente



M(r,f) ( £ > O,cualquiera)
exp(r*'€) — :
estd acotado,asintSticamente , por 1 . Pero dicho cociente

estf{ acotado para todo valor de r , poréue 8i se verifica :

I-i__(_l_:,_f)___~ < 1 x r> rO
exp(r™'Y) o .

como este cociente es funcién contfnua de r también esté

acotado entre O<y Tro»

Para cada £ ¢ ET y €£>0, llamaremos 3

(9] £(z)| -~
p (£) = sup =22 = gup I£(z —
- . .vyo exp(r™) #c exp(lzl )
i;bteniéndosé la f1tina igualdad haciendo \z\ =T .
Es inmediato , a pariir de la dei‘inici(Sh, que pg €8
una norma en ET ; en efecto: |

1) »p(frg)<p(f) +p(g) porque se cumple :

M(r,f ¢ g) < M(r,f) ¢+ M(r,g) y dividiendo por

exp(r %) se obtiene la subaditividad.

2)  p,(Af) = \X\-l;ﬁ(f) porque M(r,\f) =1\ M(r,f)_

3) p(f) =0 = M(r,f) =0 Vr3 0 y por tanto
f ha de ser nula,
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* o
Consideraremos en E* 1la topologfa, que llamaremos %: .

dada por la familia de normas \pcy,€>0 que seri por tan -

to separada y ademds metrizable, porque la familia {p,\.€>0
es equivalente a la familia, que designagemos por {pn\
ne N haciendo un abuso de notacién :

v»o ©Xp ( o ‘fn)

la equivalencia resulta de gue para 1/n <€ ge verifi

ca
exp(r**™) ¢ exp(r***) ¥ por tanto p,(£) > pa(f)‘
Adem&s la familia de ‘normas \pn\ , né N cumple obviam
mente :

o4 . '
: '-E es, pues, una topologfa localmente convexa metrizable
en E® 3 81 fe E® los entornos de f en esta :bopologia ;
vienen dados como los conjuntos de funciones ge E™ gue,

para cada n€ N y cada ¢> 0, verifican :

sup M(rqf "" g) < €
v2o exp(r i)’

es decir :

V130, 1z1¢T = |£(2) - g(2)| L& exp(x'



Observacién I ~ 1. - Las normas P, 1o cumplen la condicién

multiplwatzva pn(f.g) 1 (£). pn(g), para verlo basta to -

mar f = g = z, con lo cuel:

z ¢ E° pl(z) = sup L - = 1
v exp(r) e
2
pl(z ) = sup = 42
v exp(r) e
de donde : pl('zz) = "'4”5"‘ %. ‘ Pl(z)opl(z) = ""']‘"'é'
e e

Puesto que EX es un subespacio de (espacio de las
- funciones enteras)' podemos congiderar 'también en E* 13.. 0 -
pologfa de la convergencia unifornme sob:e los compac’bos,‘ que
V seguiremos 1laméndo % , al igual que en E; se verifica la

siguiente :

Prcposicién I - 1. - Sobre el espacio % (&% 0) la topolo‘- |

gia O'E definida por las normas { Pn\ es més flna que 1& to -
,'pologia % de la converg,encm uniforme sobre los compactos.

Denostracién s .

Congideremos un entorno de cero V de la. to;:olog:{a %o

- que podemss suponer de la :E‘orma

{féE ivi(r,f) "?E_& ' para un r>0 YEQO». \

?omemos nex cualquzera y 3‘70 tal que



$ exp(r™ ¢ £ para el valor de r considerado

con 1o cual si TEE" y p,(£) « § obtenemos
K(r,f) e S exp(r *i‘) £¢ esdecir ¢ ¢V y por lo
tanto ¥V es entorno de cero de la topologia %ﬂ J/

Bl espacio B c;}'ﬁ la topologfa G%a , inducida por i

| no es conpleto *ouesto que cualquier :EunciGzi entera (por e -F

3emplo exp{exp(z)) que es ée orden infinito ¥y por tanto no
pertenace a ningin E% 0‘ “*‘-“’) es li{nite uniforme sobre

| ‘los éompactbs de una suces:zén de palmnemqs, los cuales ‘

.fe‘rmaré.n‘ una sucesién de Cauchy segﬁn %€ en 3‘::"{4 cgié no se -
ré convergente en g * ., El siguiehte resﬁltado“demuestra- |

. que la %a;eicgié‘@g es adecuada para Eef“ :

IR R | | o
Teorema I — 1., - El espacigo E~ con la topologia % es
éempietc; (Ee’l ,‘%’*) es, por banto, un és;gar.cic de E’ré{:héf;.l

>, Demastraczén T

_ Sea (f ) una sucesn.én de Cauahy en E™ z';espeéta.' %Ki \,
Por la Prozmsz.czxén I- }. (f } es también de Cauchy en oﬁ
y por 3.0 tanto convergenta hacia una cierta :t‘unclén entera
fe E. 'Veamos que fe B ¥ adenss (f } =3 £ exx %

~ Por la cond:.cz.dn de Cauchy ’cenamos que dados. pe N 'y

£50 ex:iste Iloé N de mado que si n,,m}-nQ se vemfs.c:a”

' \i r 3 {}’ ‘zi é T “ :% tfn(z) ..fm(z)}(. E exp(:s*?") B



Al hacer tender n a infinito tenemos que fm(z) tien -

de a f(z) y, por tanto :
sin>ny, ¥y \z\¢r  es: \f (z) - :t‘(z)\&fexp( *‘?)

lo cual significa por una parte (ten:.endo en cuenta la cle -
finicién de orden) que w (f -t o) ¢ *atlp pera algin n,
vie Yy E” wle es espac:.o vectorial resulta que
avle '

también feE" ; como p puede ser cualquiera se sigue que

ycomof eE

feE™ .
Por otra parte la dlbimae desigualdad establecida sig -

nifica también que (fnj m—— T .enqg%.//

| ,Observacié_n I = 2. = Como hemos dicho entes E * no es comj -

V ﬁieto Acon'ié; topologia ¥y st que lo es, segin aca'bé.moé de
ver, con ogﬁ; en pa’rticulaﬁ: la topolog:fa og_xes estrictamen -
te mds fina que la °€’ (ver Proposicién I - 1). v'?uestdqué
Cé;da"B‘ | contlene a E0 y por tanto a los polinomios, el com =

plétado de (E. %’) es el espaom de todas lasg func:.ones en -

teras E.

~ Puesto que, sobfe E “ s la fo‘po‘lbg:fé. %;;s més fina que
la ofresulta todo conjunto otfq— acotado es, naturalmente, Of-‘
acotado mienti’as que el reciproco no es cierto; vamos a
ver, sin embargo, que la g convergencia de una sucesién
;unto con la.ef- acotac:Lén es sufa.c:.ente para asegurar que

~ dicha sucesién es %c - cenvergente. Este es un cm.term
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L3 e e "
bastante Gtil de ¥ - convergencia que .serd utilizado en
lo sucesivo.

Observenos que, de acuerdo con las definiciones, una

o)
parte A de E¥ es €" - acotada cuando :
Nnell existe M, » 0 tal que :

Nr> 0, \z\&r = \f(z)\ £ I%.exp(r“*““) para toda fe b

Teorezz;a I~ 2. - Sea (fn) una sucesién de funciones de E
éoﬁvérgente segin % hacié. ;zna funcién entera £ y supon -
'gamoé, adends, que‘la sucesién (fn) es o?':(- acotada; éri -
| t§n6es ée puede asegurar que también (£,) —> f gegin T

(y, en consecuencia, fé E%),

" Demostracién : ‘ 4
Sea (fn) -3 £ en ‘55’ verificando, ademés, la con - .

- dicién de °€H-— acotacidn; es decii* s
N geN existe Hy \z\¢T = \£,(2)| & Mq.‘exp(fwh),‘ﬁ neN,r0

Para probar el teorema basta ver que (f ) es de Cau -
chy segin °€:’ }?ara ello supongamos dados €7 0 y pe N y

‘consn.deremos el desarrollo de Taylor de cada f sea

K n f(k)(e) n=1,2
£,(z) = z 2 (zeC) con = : 1<9ee
S \ CTEET ko,

con lo cual cada sucesién (ak)neH es convergente (porque

la convergencx.a en % 1mp11ca la convergenc:a,a de la funcién
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y todas sug derivadas).
-Adenéds por las desigualdades de .Cauchy tenemos que :
¥r 20, ¥nel es: \a§\< u(r, 1))

R
rk

4
.¥ por la condicién de °€ -~ acotacién de las £, se obtiene :

. ‘ Py
¥r>o0,VYneN \@.E\s Mq exp(r™ ™) (con ge N).
k
: . r

Para estableéer la condicién de Cauchy para las fn’
dado pe N, escojamos q>p, qe N y 8> 0, este ﬁltimo U -

ficientemente pequefio para que se verifique ¢

(I‘-}-S)w”% <. s o,

Se ve que esto és posible porque :

. \ \
Q>pP = 1l/q4 < 1/p luego r“lf ,erg

i

+ X ~(b¢,>é)

oo ) . : ' 40 da
y basta tomar &> 0 de modo'que (r 4§ ) ;2 r"»m'-g-?‘

' | wals \ .
lo que es posible ya que (r¢+9 )W'I% —— r“*»l%' si § w3 0o
~ Ahora, con esta eleccidn de gy 2 ¥ teniendo en

cuenta la a cotacién que satisfacen los coeficientes aﬁ,' te -

nenog

izver = |50 - (2| ¢ | S (el - elaf| <
N a

AL E I L B Bt

®e o W=o


file:///z/ir
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X n my_k ¥ .exp(r +% )‘“‘h‘
Solm -l o1 22 o

Y=o : ) W>¥a (r TS )k

Ko - e X
= 2 {aﬁ "‘aﬁlrk +  AMgeexp(r +3) !?%( r ) ¢
Tt

: . v k
¢ Tl ekl r agenth ST ) <
. : WY,

‘ siempre que k, sea suﬁcientemente grande y donde E.’>'0 es’
un nfémero que después seré convem.entemente elegldo.

El término Z \ak a,k\ consta de vn nfmero fi -

reey
nito de sumandos en los que el factor \ak - ak\ que afecta
k

ar puede hacerse tan pequefio como se gquiera para n,m grane—
des por ser (a.i)n de Cauchy; asi pues para E'>o‘, se puede |
conseguir que 3 | |

Ko ' V
Z ‘aﬁ : aﬁ\ ¢ ¢ ™ i m,n>Y conveniente

Ahora bien :

¥o +| . ‘ .
£ r Elexp(r™f)  sir > Ty conveniente

¥y 81 £€>0 es el ndmero prefijado en la condicién de Cauchy
se puede, fécilmente, tomar g£'<¢ adecﬁado para que la desi -

gualdad

& r* ¢ € exp(rtln
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sea cierta también para O<rg ro. Se obtiene, en resumen.:
izl e = \£ (2) - fm('z)\ < € (1 ¢ m-iq).exp(x?”f"’) si n,nsVv

‘ L
que es, esencialmente, la condicién de Cauchy ksegzin %’ Pa -

ra la sucesién (_fn).//

Corolario 1. - E1 ’es;pacio EX con la topologia %" es de Hon-
tel.

Demostracidn.:

| ~Toda suéeéidn acotada por ?{“ es acotada por % s lue—~
go tendrd una 'parcial ¥ - conveffrente,‘ gsegtin el 'teorema clé--
sico de Montel, la cua}. en virtud de lo anter:x.or seré tam -
b::.én 0\7‘: - convergente, Asi pues todo .conjunto acotado de
E&' es relativamente compacto por sucesiones y por tanto re -

lativamente compacto por ser E® metrizable.//

Corolario 2. - El espacio E¥ con la‘topolog{a %o es separa~
ble, | | -

Demostraci6n :

En ei‘ecto, ge tra’ca de un espac:.o que es de Fréohet y

de Montel o//



CAPITULO IX EL ALGEBRA-E™.

Como ya se ha dicho en el Capftulo I, de las propieda —
des del orden de una funcidén entera, resulta inmediatanmente
- que el espacio vectorial E¥ tiene también éstmctufaﬁel & -
| ' gebra con el i)rﬁducto ordinario de funciones. Vamos a ver;
en priméi' lﬁgar, que este producto es compatible con la topo-

logla, es decir que EY es un 4lgebra topoldgica :

‘Proposicién IT ~ 1. = E1 producto de funciones en EY es
contfnuo con la topologfa .

Demostracn. én

Puesto que el producto es una forma bilineal, ‘basta

ver gue es cont:{nua en el origen; hay gque probar, pues,- que s

dados £>0 y ne N, existen | 5>0 y mel de modo que :
f,8€ E 37 p(£) ¢ 5 , pm(g) (& = | éﬁ(f*é.)"c e
A fzal’fin basta tomar m =2n con 1o cﬁa?f. 88 ﬁieﬁéi s
‘ | pm(f) 45 ":——’> M(r,f) oy exp( 2 /“) \i r30

pﬁﬁg} <§ => ulre) <5 exp(r“*‘&) Nr3o



- 18 -

¥ puesto que, obviamente, H(r,f.g) < H(z, ) .H(r,g) obtenemos:
M(r,f.8) < Stexp(arly

¥y si ry es suficientemente grande para que r> Ty implique

2 <.r%“, entonces se verifica :
5‘3 ‘{vg .
M(r,f.g) ¢ exp(r si 1)1,

o a4, st |
y como S~exp(r ‘) y €-exp(r ™) son funciones estricta -
mente crecientes de r se puede tomar g suflclentemente pe -

queiio a fin de que
| 1 ' ' o4 ‘.
0 exp(") < £exp(r™™) Nryo0
lo cual signifi,ca que pn(f.g) <& .1/

Asf pues E% es un “espacio de Fréchet provisto de una
| multlpllcacs.én cont{nua y en este sentldo diremos que es un
4lgebra de Fréchet, a pesar de gque no sea locaMente multi -
plica,ﬁivamente convexa, es decir limite proyectivo de’iéige - “

bras normadas .

 QObgervacién II - 1. ~ 8i consideramos el dlgebra g™ Pro -

. vista de la sola norma P,y entonces al variar n obtenare -
- mos un sistema proyectivo de élgebras cada una de las cua. -
- les serd un espacio localuente convexo, de limlte E® con
la topologfé °{’°( ; pero an'}:}q con la topolcig:(a dada} por la

sola. norna pn' el producto no tiene porcu-: cu: continuo, es
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decir, (E® ,pn) no es 4lgebra normada.

Otra descomposicién de E® como 1fmite proyectivo, que
es Util para estudiar a EY como espacio localmente convexo,
es la siguiente :

sea A = ‘{fe E \ M(r,f) ¢ K.exp(r* ) N ~r_>,0‘k :

(K constante) con lo cual es inmediato que E® es espacio

»

"vectorial en el que se introduce la norma natural :

£ __._._____> sup | M(r,f)
| r0  exp(r¥)
Entoncers‘ se verifi»ca evidéntémenfe :
’IE;‘“# Nr® = F\ g

S we
¥ por'tanté, E® limite' proyectivo de la psucesién gotin
recibe ia estructura de espacio de Fréchet que claramente
coincide con la anteriormente introducida .

Sin embargo cada H® no es ni tan sélo cerradopa’ra; el
.producto de funciones lo cual hace que esta descom}_‘:osicién ‘
no tenga ixiterés para el estudio de & 4 como é.lge‘éra tbpolé --f
gikca.. Para convencerse de tal afirmacién respecto de H® bag-
ta considerar, por ejemplo, la funcién exp(z)‘, para la cual

- ge tiene :

 M(ryexp(z)) = exp(r) ¢ exp(r) N 7130
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en cambio para exp(z).exp(z) = exp(2z) es :

Il

M(r,exp(22)) = exp(2r)

que no puede estar acotado por ningin méltiplo de exp(r)

‘porque :

exp(2r) ¢ Keexp(r) = exp(r) & K,

lo que es absurdo.

Pagamos a estudiar a continué.cidn la derivacién en
el &lgebra B® . Por ‘las‘ prcpie‘dad'es del orden de.una fun -
cién ézitera (vease(12] 6 [13]), es sabido qﬁe wa funcién
¥y su derivada tienen el mismo.korden,A Ww(f) = w(f').‘Asi'
pues'E % es cerrada parz la derivacién, Vamos a probar

. . ’ . &
~ ahora 1a:compatibilidad de esta operacién con la topologfa Oﬁg

Proposicién II - 2, - La derivacién f ———= f’ es una opera-
. : . . . . o ) [C=1N
cién continua en el espacio EX con la topologfa ® e 12 & -
: e e %
convergencia de una sucesién implica, pues, la ¥ - conver-
.gencia de las sucesiones de derivadas.

- Demostracién :

Hemos de probar que, dados €> O, neN, existen 5> O

nelN de modo que :
pp(f) <& = p(£) <€

o bien, lo que es lo mismo &



Nr20: H(r,f) «S.exp(r*ly = H(r, *y ¢ € exp(=™™.,

Empecemos por observar que para todo r71 se verifi -

ca la desigualdad :
M(r,£’) < M(er,f)

la cual, por comodidad de lectura, establecemos a continua -
cién siguiendo a [12] (p. 244):
conslderando la clrcunferencn.a K de .centro el punto
Z siendo lzy =1, % radm la unidad, onentada Aposa.t:.va -
mente, el' teorenvxa. de los residuos.apiicaéo a la fundidn ,
E G
(8- 2)?

nos d4 :

[ 2B . )
dno fx (5 - 2)2 as = Res(f,z) =Vf~(z)

de donde se obtiene la desn.gualdad .

- £(§) |
/(*s-z)z EV

| porque sobre K",\? - z\ = l’y \f(§)\ M(r -1- 1,f). En re -

sunen, se tiene 3

2| =r \ ’(z)\

%C/\f(g)\ df: M(ry 1,£)
¥ A

W(r,£7) < M(r 4 1,£) Yryo
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de donde, si r71, resulta finalmente :
M(r,f°) ¢ H(r ¢+ 1,f) ¢ M(or,f)

Asf{, pues, la hipbtesis pm(f) ¢ 5 s hecha al prin-

cipio, pernite establecer :
’ ’ ' < g & &+ °‘+‘("\ ' S
M(r,£7) & H(2r,f) £ 0.exp(2 'or ) r7l

y si hemos tomado m de modo que 1/m<1l/n, con lo cual

1/n =1/m + h (h70), entonces se verifica :

M(r,27) £Sexp(2™ ™) ¢ S.exp(E™) = € exp(F)

siempre que r% T, conveniente (basta ». ej. que rh> 2“”“).

Ahora bien, incluso para 0 ¢r¢ r, tenemos, segin he-

mos visto antes, la desigualdad :
M(r,£°) € ¥M(r ¢+ 1,f)
¥ por tanto : |

u(r,27) ¢Sexp((zr) ) ¢S exp((rs2) ™) 0 arexy
Finalmente, puesto que taxi’qo éxp(.(r-x-i)“\‘\)‘ comb |
exp(r“"“) son funciones crecientes y nd nulas de r, se ‘puede'
elegir ©>0 de modo que : | | |
M(r,£*) ¢s. exp((rfl)d*‘\-l“) ¢ sexp(r™*™ 0¢ réer,

¥ como, por otra parte, habfamos obtenido :
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M(r,£7) <8 exp(r*) T2

basta que S se elija, también, menor que £ para poder asegu-—

rar que :
() <8 = p(£)<E
conmo se queria probar.//

Querenos determinar, ahora, los elementos inversibles
del &lgebra E¥ y estudiar la compabibilidad del paso al in-
verso en E* con la topologia %? q.

Los elementos inversibles de E % ge obtienen inmedia -
tamentéva partir de las propiedades conocidas, aungue no
- elementaies, de las funciones enteras de orden finito; en e -

fecto, tenemos la siguiente :

Proposicién II - 3, - Una funciébn f¢ E" " es inversible en
E® siy s6lo si es de la forma

£(2) = exp(2(2))

donde P(z) es una funcién polinénica de grado no superior

a o .

Demosgtrecidén
Si f es inversible en E® s entonces £ ha de ser una
funcién sin ceros y como f es de orden finito (w (f)¢«),

por ei teorema de descomposiciéﬁ de Hadémard .(véase Pe €Je
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1221, p. 251), ha de ser de la forma

£(z) = exp(R(2))

con P(z) funcidn polindémica; como, por otra parte, el or -
den de exp(P(z)) coincide con el grado de P(z) resulta que
- este no puede superar a < . ‘ s

| | ﬁeciprocamente, si £(z) = exp(P(z)) con gr(?) 4 4 ’,
entonces £ es una funcién sin ceros y portanto es inversi -
ble dentro del &lgebra de las funciones enteras; azhora bien
su inversa es la funcién exp(- P(z)), que pertenece tambidn

a BEY , porque su orden es gr(- P) €« .//

"En la teorfa de las &lgebras topolégicas son cono -
cidas las llamadas &lgebras con inverso contfnuo gue son
41lgebra 8 en las cuales exisﬁe'un'entofno de la unidad for-
mado pbr elenentos invefsibles ¥y ademds la operacién de pa=-
so al inverso es continua. Este hecho, que se utiliza de
nodo esencial en la teorfa de Gelfand’de las élgebras‘nﬁf ~-
madas, hace que las 4lgebras con inverso continuO'sean,_en
algunos aspectos, mﬁy parecidas a las 4lgebras de Banach.

1a posibilidéd de ser un'élgébra con inverso COntI -

nuo se desca rta inmediatamente para el &lgedbra E*

Proposicién II - 4. - El 4lgebra E* no es un 4lgebra con
inverso contfnuo (no posee un entorno de la unidad de ele -

‘mentos inversibles).
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Demostracidn :

Consideremos un entorne arbitrario de la unidad, que

geri de la forma :
V= feE | pn(f-l)se}

y veamos que siempre contiene funciones de E%X con ceros Y,
por tanto, no inversibles; en efecto :
puesto que z es una funcién de orden cero existe una

constante M>0 tal que :
\z\ & Meexp(1z{™*) para todo z complejo;

consideremos, ahora, la funcién :
£(z) =1 40 z con ® = &/M,

con lo cual se tiene :

o+

\£(z) - 1\ = | $ z\_ = S\z\ & S-I\Iexp( lz‘\w’“) =Eexp(\z\ )

es decir pn(f - 1) ¢¢ y feV, pero la funcién 1 + Sz

-tiene ceros y por tanto no es inversible.//

Seg_ﬁn acabamos de ver los elementos inversibles de E
no forman ninguna parte abierta de este espacio; sin embar -
go si ‘designamos por U al conjunto de dichos elementos, la
operacién f ——— I 1 ‘que puede realizarse dentro de U es
continua, ¢omo vamos & probar a continuacién. Empacenos,

- para ello, estableciendo el siguiente resultado auxiliar :
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Lema II — 1. - Supongamos gue una sucesién de polinomios

reales
n n n
Pn(r? = 8y + 3T F eeo a,r”
todos ellos de grado menor o igual que & , es tal qué

Z\I'.‘:i_.‘m Pn(r) = 0 para todo r>0; entonces las sucesiones de
- .

coeficientes

(ag)’ (ai)’ evoy (9-3) nel

son toda s ellas convergentes hacia cero.

Demostracién s

Dando a I sucesivamente los valores 1, 2,..ey90 Ob =

tenemos las siguientes sucesiones de lfmite cero :

ro
P
o
S

.

>

oB.

I

n

n’ aO 7
n n n n

Pn(l)— 1 =8+ 8 T eeet @ | —
n n n n ‘

Pn(z) = 2 =. ao + 2 4+ oo 2 g —e———ly

IR R X AN E NI (A A A N X X BN N1

Las igualdades anteriores permiten despejar ag, ail...

0

n . . . n.n ‘ .
a, como combinacién llneal de o’ )\1, ceey )\2 con coeficien-

- tes independientes de n; para verlo basta observar que el

determinante del sistema que se obtiene al considerar ag,

a;_l,...,aﬁ cono incégnitas es el determinante de Vandermon -~

de :
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11 1%... 1

1-2 22,., 2%
2

1 & Seee OO

corregpondiente a (0, 1, 2,.0ey %) que e8 distinto de cero.
Puesto que kn, )\?,..., lg tienden hacia cero se ob -

tiene el resultado deseado para ag, a?,..., aﬁ o/l

. Pasamos ashora a establecer la continuidad del paso al

- inverso en-E* H

'Teorema II - 1, = Sea U el cdnjun’co ‘de elementos inversibles
en E'“_ ; entonces la aplicacién £ —w———> f"l es continua so-
~ bre U para la topologfa % .

Demostracién

Basta, para establecer este resultado, denostrar Que,
8i £ €Uy £, —-—3 1 (en Y 'e_ntonces también 1/f, ==y 1;
porque, por la continuidad dei producto (Proposicién II - 1)
‘8i £, ——3 geU tendremos fn/g ——— 1, de donde g/fnv---? 1
v dé nuevo Zl./.f.'n — 1/8 (multipli_cando‘ por l/geU}.

Supongamos, a tal fin, que
fn(z) = exp(P,(z)), gr(Pn) £ (ver Prop. II-3)

Y que BXP(Pn(z)) ——y '1; es decir :



. : y
N €>0, pe N existe ny:\z\eT %Iexp(l’n(z)) - l\éE-exp(f-M ) (n7/no)

Segiin sabemos (Proposicién I - 1) exp(Pn(z)) — 1

unifomemente sobre cada compacto y, er particular, es :
NzeC: exp(P (z)) —>1 y de aquf
|exp(2,(2))| = exp(Re(2,(2))) ——>1 =5 Re(2,(2)) —>0
‘Ahora pongamqs z = r.exp(ie), con lo cual :
/2, = A\=lomr () - 3| = |z, (o) = omr (o] =
= | exp(2,(2)) = 1jexp(Re(=2,(ré")).

- Llamemos 3

n_-n_ n_« n n_ ..n (..
Pn(z) = co + clz Toood c#'z con Ck = -ak + 1bk \o{ ~[°‘]\

con lo cual tendremos para todo r> 0, 04¢0%dn;

n

: {9 n n n n A 2
Be(l’n(re )? = -2, -(a.lcos &+ blsen&)r -(azcosée-g- bzseni.&)r -

]
~esee .-(aﬁcos&e’fbﬁsend o) r™- > 0

¥ de acuerdo con el Lema II -1 :
| &ECOSKQ‘-’- bﬁsenKe'--?O K = Oylyece,ol’ 048 <3N
Yy de aquf :

a;————?() H bi——--—)o para k=o,1,.._.,(°(o
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As{, pues, suponiendo que r% 1 obtenemos la acotacién

\exp(-Pn(z)) -1 = \exp(Pn(z) - 1\- exp(i(aﬁcosw-i-bisenke)rk) <

eloma(z(2)) - om|al]+ bR ) ¢
< |em(2,(2)) = 2o ST o2 i)

¥y si llamamos | Mkw=§:“a§\'i' \bi\.\

XY
obtenemnos :

exp(~B,(2)) - 1| & |exp(2,(2)) - | exp(1,.7) con My ~—3 O

Ahora se trata de ver que dados 2 >0 ¥ gé N se veri -

fica
1Zl¢r = \exp(-Pn(z) - 1\ ég-exp(r“*‘lq) ny n,

para lo cual tonmemos p = 2q y £>0 gue elegiremos conveniente-

mente, Sé tiene :

\z\¢T %lexp(-Pn(z)) - 1\ 4 \exp(I’n(z)) - 1\~exp(I-'1n.r°‘) ¢

'\"l?)

< g-expr(r“ .exp(Mn.r*)'é & exp((l-g-Mn)z:H‘/") ~ sir?lynyn,

Puesto que la sucesién (Mn)' estd acotada ( M, —0 )
se deduce que existe una constante M> 0, de modo que :
ZVéT = \exp(-Pn(z) - l\é g exp(M.t' ), > 1,03 Dy

y 8i ry7 1 es tal que M rg", entonces tendremos :
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) *
\z2\¢r = |exp(-B (z)) ~ 1) ¢ & exp(st %) = ¢ exp(s* k‘)

siempre que T'» Ty ¥ n>»n,. Ahora bien, &.exp(r""l") y

S-exp(r”""*) son funciones estrictamente crecientes de r ¥.

por tanto, se puede elegir €50 de modo que :

. i \ \ . |
€S y,88 Otrt rg,es : € exp(*'1%) é&exp(r;f 14y .S ¢S exp(£'%)

obteniéndose finalmente :

\Z\¢ T —.;\exp(-Pn(z)) - l\sg-exp(r“\"’f) pera todo r>0,n% ny.//


file:///z/4r
file:///z/tr

CAPITULO TIIJT EL ESPACIO DE SUCESIQHNES DE " .

Para cada funcién fe E¥ consideremos la sucesién
( 8y Byseees Boyeee ) de los coeficientes de su desa -
‘rrollo de Taylor como funcién en{:era; es decir :
| -
£(z) = S an.'zn y. 2 €Ce
, weo . ,
Las suces_idnes complejas que corresponden a funcio -
‘nes de E;{ forman un espacio ‘vectorial que. denotaremos por
_Q.“ , subespacio del de todas las sucesiones complejas,
Es f4cil, utilizando los teoremas de Hadamard sobre funcio —
nes enteras de orden finito, caracterizar las sucesiones dé

este espacio :

Proposicién III = 1. - La sucesién compleja (ao,al,...,an,.;)

es la sucesidén de coeficientes del. desarrollo de una funcidn

de EX &i y s86lo si cumple la condicién :

o0
Z \a.n\-nn(3 < 400 para todo : O £{3< i— .

Mz 0

 Demostracién :

Empecenos por observar que, ségﬁn un teorema de Ha ~
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damard (véase [121 P. 246), 8i f(2) = Z a.n.zn es una

o %)

funcién entera de orden § <+, entonces se verifica :

1/? = gup{€>0 \\\[ \ah\ ¢ 1/nS N ny Dy convenien’cek

De aqui se desprende que si fe EY se tiene :
W(f) ¢ & = 1A(L) 3 1/

¥, por tanto :

B<1l/y = \g,\¢ M. 2P » Siendo M cierta cte.

y tomando P<p <l/y se obtiene :
ta | ¢ M F e 0Py R ( ¢-p>0)
vy‘ de aquf :

R i\an\nn'P4+m si @41/0{.

ws o .

Recfprocamente, : si (an) cumple esta condicidn,

) A .
f(z) = Z a.n.zn define una funcién entera, porgue :

“}%<1/°\ es : \annnp -——3 0
¥y por tanto :
\ 1/n (_ 1/n® si nyn, conveniente;
Gl = 770 ’

de aquf resulta :
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En virtud de la Proposicién anterior, decir que una
. | “ . - o
sucesién (a ) pertenece a 2" es equivalente a que verifi -

gque las condiciones :

Z\ \nnP*uw donde py =1/y =1/k, k =1,2,...

o

Dicho de otro modo el espacio o , de las sucesiones
correspondientes a funciones de E s Se identifica con él
‘éspaci'o escalonado definidd por la sucesién (nn) Yy 8us po =~
tencias de exponentes %k =1/ - 1/k, k = 1,2,3,;..

Representemos por ..O.k al espacio de sucesiones :
(a)e OF & S ootk
) | LN
provisto de la norma :
= n
qk(a ) z \2n\ 2 fw

Entonces lo que hemos dicho egquivale a que :
‘0
NN AW oR:
sy

Yy en ..O.‘:L podémés‘ consideréf 1a topologia de esﬁacio 15531-'
mente convexo definida por la’ familia de normas {qu Esta
topologia es la “topologia normal del espacio _O. y con ella
()" &g metrizable y completo (para estos puntos puede
consultarse [ 6] p. 419). Vanmos a ver a continuacién que esta

.topoldgia coincide con la cE"“;
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s . o ‘ : «
Proposicién III - 2. - Consideremos E -con la topologia%o
: s QX : ‘
- ¥ el espacio de sucesiones con la topologfa normal; en -
tonces el isomorfismo entre E° y ok gue agocia a cada f
~1los coeficientes de su desarrollo es un isomorfismo topold -

gico.

;.}‘}emostracidﬁ :
N ,i)e acuerdo con_ell Teorema I - 1 y lo observado ante =~
‘ riormehte tanto E"_‘ como‘ ok s con sus topologfas respec =
tivas, son espacioé de Fréchet; asf, pues, basta probar que
el citado isomorfisno EY mem—s -Cf(es continuo; es decir, que.
la topologfa c{«es nés fina ciue la topologfa normal. As{ he-
mos de pr;sbar que dados &7 O, (s'c. 1/« exiaten &> o, 0>
-tales que : | .

o

B, (D) ¢Bem(sh) =3 jaynac

siendo (é,n) los coeficientes de Taylor de f.
 Para ello sea ' §>« tal que e < 1/3 <Y/, ¥ $>0 que
determinaremos; para cada T » O y n €N se tiene :

41’1(ryf) < S exp(rf)

Tl rn»

124) &

~ gupuesto que M(r,f) ¢ 5. exp(r’). Si para cada n demos a T

el valor
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que es el que hace mfinimo el cociente Hexp(rf) tendremos :
o0
o (e.n)®/S ng o (e.)%
\Bales = legutP s 9T np

y de aquf resulta :
| e AL S )
> g " ¢ 5 2 BB
wew ' Mz nn;g
y esta serie es convergen’cé porque, aplicando el criterio de
la raiz, se tiene :

(o)™ | e | | |
‘» ~§7§°— n* = (o)™ 0y 0, ya que g - 1/p>0
n .

'} Asf, pues, basta elegir $>0, de;moéo que :

. B . .
S ?;3 mn/g n ’4'5_ siendo -,?‘,1/9'

El caso o = 0 gueda inclufdo-en la discusién anterior
"o’bséz"vando que EQ se identifica con el espacio de las suce -
siones (an) tales que :
- . ' :
2;\3.11\11119{.-\’09 - Ypwo.
“.o . . . N
¥ entonces basta tomar § = 1/k de modo que 1/? >B ‘Q sea

k>§,‘.//.

Como aplicacién de lo anterior vamos a deducir'un. TG w
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oy & , .
sultado sobre la topologfa %f, , utilizando una propiedad

de la'topologia normal de un espacio de sucesiones :

x>
Teorema IIT - 1, =~ Sea £(z) = > an.zn una funcidn de E*;
weJ

entonces las sumas parciales de esta serie
L
w0

an(z) = :E: ak.zk<

‘ _ : X
convergen hacia f en la t0pologia_q§’. En consecuencia, el

e S ‘ o - a
espacio de los polinomios es denso en E = provisto de ¥ .

Demostracién :
| . - . - ./ * N = *

En efecto cada polinomio P, se identifica en Y con
‘1a‘secciénv(ao, 8y seees8yy 05000,0..0) de la sucesién (an)
_correspondiente a f, Asf, pues, el enunciado del teorema se

. o . « "— ) . .‘ '
traduce en que, en ﬁl., las secciones de una sucesién convere

jan hacia ella por la topologfa definida por las normas {qu
: : » t

que cbmd hémds recordado,'coincide con la topologfia nérmal

: o ’ V % _ o

de L)L (1la cual coincide con'qglpor la Proposicién III - 2),
Ahora bien, es un resultado conocido (véase&61 p. 414) que
‘en‘todo'espacio de  sucesiones que contenga a \ﬁ (espacio de
las sucesiones caaiunulas) las secciones de: una sucesidn
convergen hacia ella por la topologla normal y; obviamen -

te, O contiene a'g o//

‘Dada un 4lgebra topolégica A, el espectro de caracte -
ires de A es el conjunto de morfismochontinuos;aelA en~C,ino .

nulos, provisto de la topologfa débil inducida por el sis -
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tema dual <L A% A> (el espectro’de A es una parte de A7,
~dual topolégico de A comd espacio vectorial topolégico).

| El hecho de que los polinomios sean densos en E™
permite determinar el espectro de caracteres de esta 41 =

gebra : -

Teoréma III - 2. - Bl Qgebra E™ provista de la topolog:ta

T posea ala funcmén z cono generador topoldglco. El es -
pectrc de caracteres de E e 1dent:.f1ca. con C (como 8 -
pacn.o topolég:.co), |

‘Demostracién :

"E1 é.lgebra. sobre C engen&raéa por z es el élgebra &e
“103 pollnc:m:.os, 1a cual es densa en E prov:.sta de ‘\é’*(teo“
’rema III - 3.), lo que s:.gnlflca que z genera topclén'lcamen -
f'te a E% ‘» |

Por }atx“'a parte cada punto del plano complejo X & C

‘&efine‘ un carfcter sobre Ef*ﬁ ’ 'sea‘ L IE) ‘ponien&o.:
Ky r e £(Q)

. L. , ) - ) ,{? “<. L
ya que la convergencia segin ¥ implica la convergencia

_ ~ guntual.‘ Ademés‘,,‘si N £ M estambién’ R # \Q},\.

| 'Réeiprocamente, si ‘ﬁ :E° )C €8 un carécter, 1la =

‘mando .
X = ¥ (.z): {z es 1a;'fjin:¢5;5§?i&éﬁﬁiba)»'

'se tiene :
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\{(En(z)) = Pnﬁl) para cada polinomio P,

y,{ﬁor tanto, por la continuidad de % ¥y la densidad de

los polinomios, resulta :

$(£) = £()  para toda £ ¢ E"

es decir ¥ = Ry -

Finalmente por ser los elementos de E 4 funciones con-
tinuas’sobre C, resulta que la topologla ordinariz de C_es
més‘fina q ?é la débil e inmediatamente se ve que coincide

con ella .//

" En el Capitulo I ya se vié (Observacién I - 1) que
las normas &pn\ utilizadas para definir la topologia
‘no verificaban la condicién multiplicativa : pﬁ(f.g)'é
pn(f).ph(g) « Ahora podemos probar que esta condicién no
se verifica tampoco para ningtn sistema de seminormas que
‘ o . " < L
definan“Zf ,es decir que (E ,zf)Hno es un 4lgebra 1o =~ .
calnente multiplicativamenté convexa o todavia, formulado

de forma equi?alente (véése iloﬁ Pe 13 ) ¢

Proposicién 1IT - 3, - El f1gebra E" provista de la to =

pologia %gx no es limite proyectivo de una sucesién de 41~
gebras normadas.

Denmostracidén :

En efecto, si E® fuera 1fmite proyectivo de &lgebras
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norrmadas, f-‘ vendrfa definida por una familia de nornmas
‘\qn\s equiva lente a las \p } verificando ademds la con -
dicién multiplicativa lo que implica que E® con 1a sola
nornma q, es &lgebra normada; asf{ pues cada caricter del

& lgebra (E* +9,) ¥ por tanto de su completada, el Zlgebra
de Bana ch (E* ,c}'n) determina un carécter de (% ,%%); ai-
cho de otro modo, el-espectro de (B , q~n) que es un espa —
63‘.0 co'mpacto‘ estéd vcontenido en el espectro de caracteres
de (E* ,¥) el cual, en virtud del teorema ITI - 2 coincide

con C , y su topologfa es también la inducida por C, por

tratarse de funciones contfnuas,

Por otra parte, para cada A€ C, el morfismo :
f e T(N) feE®

es contfnuo sobre E® provisto de la sola norma p,s como
’resulta de la definicién de esta normag as{ pues este morfis-
mo ha de ser contfnuo por la topolog;ia deu.nlda por alguna
norma q.; esto significa que para algdn m, C est{ incluf-

do en el espectro de (E® ,qm)._ Se tendrfa, pues, que C
,coinéidir:fa con el espectro dé.(ﬁ“- ,qu s lo que estf en -

contradiccién con gue dicho espectro sea compacto.//

Observacién IIL -~ 1. - Para cada = ¢} tenemos E° < gt ;

¥ la inyeccién natural E" > E(3 es con’cinua por ser %'

més fina que %’ ¢ como 8e desprende de su definicién, Si
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da ‘mos a « los valores 1, 2, 3, ... podemos considerar el

1fnite inductivo de los espacios ER s

up e U 2
que no es més que el espacio de todas las funciones enteras
de orden finito. Lo tnico éue queremos hacer notar aqul es
que este limite no es estricto porque cada EY es denso co-
mo subespacio de Enfl, ya que los ﬁolinomios son densos en
gt y pertenecen a ET; si la topologfa de EP fuera la in -

ducida por Enfl, como ET es conpleto, tendrfa que coincidir

el ; ‘
con E 7 lo que,.clarazente, es falso.



CAPITULO IV IDEALES CERRADOS DE ET,

En este Can:ttulo estudiamos propiedades de los ideales
de E* ntlllzando como 1nstrumento 1a convergencz.a segin la
topolog;(a €% e productos infinitos adecuados. Antes de pa -V
sar a establecer los resultados conv:.ene recordar algunas no-
ciones y proyledades de las mn.smas que aparecerén con fre -
-cuenc:.a, la referencia para las mismas es (12} ¢ (13].

Sea £ una func:.én entera de orden finito (p. ej. T¢E)
v gean 29525 seeesZ. yees SUS CETos no nulos; el exponente de

n
convergencia de los ceros de f es el Infimo, }n sy del con =

-

Junto de los ndmeros £3>0, tales que :

e 1
z , Ldp
ey \zn\

También es interesante considerar el mimero A que

sea el mfnimo ndmero entero no negativo tal que :

%) 1

£ * 0o

wtt \Z

ArA
al

Se 'vérifica siempre la desigualdad 3
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)\é_ w (£) ( 2(£) = orden de‘f)
¥, obviamente :
RS VSVER
Asf, pues, para uﬁa funcién de E™ siempre existe uﬁ
tal entero A ¥, re?ordando_el teorema de descomposibidn

de Weierstrass de una funcién entera, se tiene que el pro -

ducto ¢

T\(:L - 2/2_)eexp(z/z 4 (2/2,) %ot i(z/2)" )

'\3\

es uniformemente convergente sobre cada compacto. Si, ade -
nés, T tiene en el origen un cero de orden k , entonces la

'funciéh :

Z X, TT (1 - z/z ).exp(z/z +...+}§z/z ) )

[ 3

se llama el producto canénico.delg. Es importante tener en
cuenta que, para un producto canSnicd, se vérifica,siemére
que sﬁ,orden coincide con el exponente de convergencia de
BUS Cerose .

Un teorema’de‘Hadamard aseguia que toda funcién en -

tera de oxrden finito, f, se puede escribir de la forma :

.

f(z) = exp(P(z)).zk. —\:‘ (1~ z/zn).exp(z/zn-g-...f%(z/zn)'l5

como producto del producto .canbnico de £ por el factor
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exp(P(z)), donde P(z) es un polinomio de grado no superior
al orden de f; ademéds, se verifica que el orden de f es el
méximo entre el grado de P(z) y el orden del producto ca -

nénico; es decir :

w(f) = ndx( gr(B(z)); p ).

Utilizaremos con frecuencia una acotacién conocida
de los factores primos de Weierstrass cuya demostracién,
que es un simple cdlculo y omitimos por brevedad, puede €h=-

.contrarse en{12}(p. 250) :

Lema IV - 1, - Para todo A=1y25... 8o tiene la desigualdad:
| L2 ¢
|2 = 2)eexp(ze 2%.eoriz")| ¢ exp(aral) » 7 €C

vilida para : A CR A+l, ¥ donde A depende sélo de § o
Para M\ = O la desigualdad sigue siendo cierta con tal

que :A,;f W 1.

Pasamos a estudiar ahora la convergencia de un pro -

ducto ca nénico segfn la topologfa de E ., Tenemos :

Teorema IV — 1. — Sea f ¢ E¥ y pongamos f(z) = exp(P(z)).F(z),

donde

aey

F(z) = zm.ﬁ (1 - z/zn).exﬁ(z/znf...-;-i(z/zn)")

~es el producto canénico de £, Entonces se verifica :



lim exp(?(z)).z .T\ (l - z/zk).exP(z/zk-,....-r)_(z/z ) ) =

" 3o
o
segin la topologfa %".
Demostracidn
Teniendo en cuenta qué eyxp(P(z)) Yy z0 pertenecen a E™

¥ la Proposiciétn II - 1, si llamanos

£(2) = VT (1 = 2/2) emp(a/ e etila/ 2 )

basta. demostrar -que (gn) es %0 — convergente, Ja que enton-;
ces exp(P(z)).z - seré ? - convergen’ce y su 1fmite ha de
ser £, porque asi es con la topologfa obe _del espacio de las- |
funciones enteray % ¢ %™ (Prop. I - 1). Adenis de acuer-
do con el Teorema I - 2 para a,segui'ar qué (g,) es 0%0*-5 con-
vergente esi,éuficiente ver que es %oi- acoté.dé., ya que es
'uniformeme‘nte convergente sobre los rcompactos.

i’ara establecer este punto, sea M el exponente de

convergencia de la sucesién (Zn) con lo cual :
léﬁﬁlfl y '/«eea

B Como g € M vy la 1nyecc:.6n natural, E"‘ ——— E® |
es contfnua resulta que es suficiente probar que (gn) es % -

acotada, A tal fin distinguiremos dos casos :

12 casos /\A <X+ 1. En este caso si p es un mimei‘o na -
tural suficiezitemente grande, tenemos e )x + 1/ 2p¢< 'x + 1

¥ podenos aphcar el lema IV - 1 para obtener :

*
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| = 2/ )eexp(a/ gt eria/zg) )\ expla\a/zg ™S

y, por tanto :

| |gn(z)\s'i(\ exp(A\Z/zkwj ¢ exp(mal™. é\z:\r*v)e < exp(K\z\’"‘hj

o0
siendo K > O cierta constante, en virtud de gue Z E—\L?‘:T‘v L% 00

n=

Tenemos, pues :
H(rsgy) ¢ exp(Krthr)
si r>r., convenient d onsegui 1/2p
vy » Ty» conveniente, podemos conseguir K<&Lr con
lo cual
N o .
M(r,gn) ¢ exp(r™™®) s r yr,

Ahora bien, para. 0 ¢r ¢rg exp(Krf"/‘P) Yy erp(r"*‘/*’) son
funciones estrictamente crecientes de Iy por lo cual existe

-una constante H > 0] tgl q_ue
exp(Krt'e) ¢ H";’exp(r”"/?) O¢re T
Vs e'n resumen, se obtiene
H(i‘,gn) 4 H.exp(r"""’)' N\n }Zuf. ‘_gra.r.ld_e

lo que prucba que (gn) es %" acotada.
oo

22 caso: p o= X 4+ 1. En este caso tenemos Z_

Moz ‘Pu‘r\

y como \ ‘o ¢)+ 1, aplicando el lema IV ~ 1 tenemos :

L-{-m

@ -z e/ gt Aoz )| < expla]2/z S
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¥, por tanto :

o .

‘gn(Z)\é'g:\‘exp(A\z/zk\") }s exp(Aizy. ..Z:\"?":f‘) = exp(K\z\")

¥, pdr tanto, para r > 1 :
li(r,gn) A exp(Kr}‘) & exP(Kr!‘"év) |

y de aquI gse deduce la % - acotacn.én de (gn) exactamente
igual que en el 12 ©aso. |

~ Observemos, finalmente, que el caso A = O queda in -
clufdo en el 12 caso si p <« 1, ya que p 1- 1/2p > 0
‘siempre; y gueda inciuf&o. en el 2¢ cas'o si'/u ='1, 'y esto |

‘completa la demostracién del teorema.// .

Hemos visto que la descompos:.c:.én de Hadamard de una
func::.én de EX converge hacza ella segﬂn 95’ . Vamos a. con -~
siderar ahora la convergencn.a de los restos de dicha descon -

‘posicién. Si f es una funcién de E™ , de modo que :

£(z) = exp(P(z)) .2 TY 1 - z/z ).exp(z/ -x-.;.-,——(z/zn) )

entonces el producto .

i’n(z) = (l - z/zk).exp(z/zk-r...-rl(z/z ) )

Kz sy

define una func:.dn F, e EX ’ porque el exponente de conver -
genc;a. de la sucesiﬁn (znfl’zn{-Z""’zii?'f') es menor o i -
gual que el de la sucesién _(zl,.zz,...), sea p, ¥ por tanto

w(Fn) K j« $od . Queremos probar ahora ‘que_' los restos F,
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q .
tienden a 1 en g‘: . Empecemos por estudiar la convergencia

local uniforme de tales restos :

Lema IV - 2. = Sea fe¢ E, una_fundiéh entera, y su descon -

fpoéicidn de Weierstrass::
£(z) = exp(n(2)).2" .'“ (l - z/z, )-exp(Z/z ...-i-i(z/zn)%")

donde este producto converge uniformemente sobre todo com -

pacto; entonces la sucesién de restos
Fk(z) = Mm(l' - z/ z, ) «exp(z/ Zn""f""ifz/zn) 9

' tiende al, uniformemente sobre todo compacto.

Demostrac16n :

Dado R>0 y £> 0, vamos a ver que existe s s, tal que :

WESHy

\T\-(I - z/z ) exp(z/z 1-...1- (z/z ) ) - 1\4653. \z\eR ’ a>so

Para ello tomemos ho ta_l que ]zh\> R 8i hy h, con 10
cual I’h(z) no tiene "nix‘lgdn’ cero en el disco de. centi'o ei ‘ori-- |
gen y radio R, y por tanto th(z)k\x?,‘ >0 si 1ZV4R » con ‘(z::o.
Ahora bien, como

- Wi

h(z) = llmT"(l - z/z ).exp(z/zn-g-...-g-—(z/z ) Vg

‘—}”n-\\-\&.

um.formemente sobre \2\ ¢ R, tendremos llamando ai(z) =

_ : X o 1\«'
= (1~ z/zhfi)'gxP(z/zh-rif'“*it‘sz/zhi'i) Y,

lal(z).az'(._z).. .’as(z»)]; t/y para vtodo : s;so.
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Por otra parte, por la condicién uniforme de Cauchy,

gse tiene :

]ﬁ(z)--oasfr(z) - 2,(2)cea (2)|¢ €1/, Vr, si 8 >so,‘\2\& R

de donde, dividiendo por \a,l(z)...as(z)\ > /s, se obtiene :

. \aﬁl(Z)oooaé_rr(Z) - 1\ $E \’r si SS> 80 ’ \Z\é R

¥, por tanto :

\TY (1 - z/zn).exp(z/zn-r.;.-;-_ﬂz/zn)l“)‘ - 1\ ¢t si_ ‘\z\sR.//

wesy

Podemos establecer ahora el resultado Aaﬁnélogo para la

* 3
% - convergencia :

‘Teorema IV - 2, - Sea
| B ‘ - N
F(z) =2 . :\:Y\ (1 - z/zn).exp(z/znf...ﬁ(z/gn) ) |

el prodﬁcto canénico de una funcién de E * (es decir el ex -
ponente de convergencia de (zn) es ¢d) y llamemos :

?n(z) = TVM(I - z/zk).exp(i/zkf...-r-';(z/zk)l).v

We w
Entonces se verifica gque Fn(z.) ——a, 1 segin la topologia c\sft
| Demostracién : |
B Ya henos obs’ervado. antes que Fné‘Ed\ ’ yséa s COmMO :
siempre, » el exponente de convergeﬁcia‘ de la sucesién (zn).
Envvirtud del Lemavlv -2, f‘n — 1 uniformemente

sobre cada "compacto; por tanto segin el Teorema I - 2 es


http://convergencia.de
file:///z/4R.//
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suficiente ver Que (Fn) es una sucesién . acotada y
como  w ¢ basta ver que-es X/ - acotada.‘La demogtra =
cién es andloga a la del Teorema IV -1 Yy vaios a indicar
solamente como se obtiene la acotaci6n_fundamental H |
12 caso: X :/A <X4 1 ; entonces por el lema IV—— 1 es :
- oo
\-E“(l - z/zk).exp(z/zk-z-...-r-;:(z/zk)l)\i exp(a ), “'M-‘—f\-’:——w?‘
< exp(K\z;’”'/‘f)
siendo p N cénver}ienteménte grande pé,fa que M+ 1/2p "e)\-j- 1.

[

2 . ' - ’>, - ‘b . -——&-——-“V 4
22 caso. }* + 1 ; entonces | g\ Ta <y se tiene

<

~

\aqh |

“Q“\ B

\’Ta - z/3,). e:cp(z/zkaf...Mz/zk) | ¢ exp(A 121, Z

& exp(K\z\}‘).

" En ambos casos, asl como cuando A = 0, se razona como.

~enla demostracién del Teorema sntes ‘citado.//

Con la notacién del Teoremai IV - 1, el resultado an = -

terior dicé que :
£(z)/2" g (2) ——p exp(2(z))

en. ‘?{ y cuendo n ——jo0 . Como, adends, exp(P(z)) es inver —

sible y el i)roduc’co contfnuo, se tiene también :
f(z)/GXp(P(z)).zm.gn(z) — 1,

Vamos a aplicar los resultados anteriores al estudio .
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de los ideales cerrados de E* , para lo cual conviene in -
troducir una notaéidn adecuada

Si I es un ideal de E  designaremos por Z(I) al con -
jﬁnto de puntos de C en los que se anulan simul t4neamente
todas las funciones de I, entendiendo que a cada punto de
Z(I) se le asigna una muliiplicidad, que es la nfnima que
teﬁga como cerode una funci6n_ de I. Por su definicién 2(I)
es siempre un conjunto discreto ¥y cerrado, eveniualmente
iracio. Por otra parte, si ACC es discreto y cerrado desig-
naremos por 3§ (4) al‘,ideal fornado por todas las funciones
d'e-‘E* que se anulan en cada punto de A. Eétos puntos pueden
ir afectados de una multiplicidad y entonces las funciones
de % (A) han de tener ceroé de este orden, como mfnimo.
El ideal 53 (A) es cerrado en virtud de las Proposiciones
I-1yII-2,

Pasamos a demoétrar, a COntinuaci6n que el espectro
de caraétez_*es de E® (ver Teorema III - 2) coincide con el .

espectro de ideales maximales cerradoS.

Teorema IV — 3. - Si I es un ideal de E * tal que Z(I) = @
entonces I es denso en"E * s provista de géi.

Demostracién

Por ser el producto contfnuo y I ideal, basta ver qué
1e¢I, es decir que existen funcionesAFne‘I tales que |

A < -
F, =——>1, en E". Desde Juego I # (0) y sea £€I, £ #£#0 :
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£(z) = exp(2(2)). 2 TN = 2/7,)eexn(2/2 tee vt (/7))

LS5 Y

con Ao »&T(P) &d . Vamos a ver que f(z)/z—znel, para
todo z, (inclu:{clo'el drigen). Desde luego f(z)/z—znf:E‘*
porgue este cociente es una funcién entera, :E"&;\‘::"k N z~zne.ﬂ*
~(ver j.-ej. [12] P.255); pero ademds por hipbtesis existe

gel tal que g(zn) # 0, con lo cual tenemos :

glz).__ £ _ oo elz) - el2)

f .
r a2l 23
zZ -2 = "
n zZ -z, Z - Z,
donde (%) - g(z) eg* y £(z) «
zZ -2z | ' |
| 1 Z =2y
@e lo que se déduce que g(z, ) £(z)
4 e n’e €I y, por tanto,
Z - 2z,
- £(z) | |
~———— & J. Aplicando este resultado reiteradamente y
Z -z | |

N n _ ,
teniendo en cuenta que exp(P(z)) ¥y exp(z/zn-;-...-r-‘):(z/zn))')
- son elementos inversibles de EX (Proposicién II -~ 3) re‘ -

-sulta que
Weaay

() =180 - #/3) emlaf e etile/n) ) €T ¥ n

Y, finalmente, de acuerdo con el Teorema IV -2 se cumple

o
que Fy —3 1, segtn € .//

‘Para cada A\ e&C, el conjunto 1, de las funciones que
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se anulan en X forman un ideal maximal cerrado de EY

tenemos ahora el reciproco :

Corolario l, = Si M es un ideal maximal cerrado de E

existe un punto *<C tal que M es el ideal de las funciones
que se anulan en X .

Demostracién :

En virtud del Teorema IV - 3 existe un punto L€ C,
tal que feM implidé. f(A) = 0; es decir N ¢ M,y por tanto
H= M)‘_o//

. :
Corolario 2. — En EX con ¥ existen ideales densos.

Demostracién :

Congiderenos la sucesién z_ = S:n

o (¢>1) cuyo ex -
ponente de convergencia es nulo. Sea I el ideal formado por
las funciones de E® que se anulan en los z, , de uno de e =

1llos en \adelante; entonces Z(I) = P porque la funcién

W

N (l'- z/zn) _

we Kt

pertenece a I y no se anula en ZyreessZye (Estas funcio =

‘nes son de EC y por tanto de E™, Vw3 0).//

La descripcién de los ideales cerrados de EX es ashora
consecuencia fécil del siguiente resultado,.vAlido para uha
amplia clase de 4lgebras de funciones enteras, qué se encuen -

tra p. ej. en [14] P 456 :.
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Lema IV = 3. - Sea I un ideal de B , fe¢I y acZ(I) con

multiplicidad m. Si f(a) = O con multiplicidad ny m, enton -

‘ces

£(z)
(z - a)?

Demostracién :

e I, para P =1,2,ooo,n-f 1119

Basta considerar el caso n.-‘.= m 1-'1 y ver que f(z)/z-ael;

por hipbtesis existe geI con :

am (z~wﬂma,”, h(a) £ 0

Ahora basta poner

na). 52 _ L), Be) - ()

- - £(2)
z -78. ‘Z - a 1' g(‘z.) (Z - a)

m-g-l I_

; porqﬁe f,ge1 y los coeficientes son de E® ; como h(a) #0

?
- también es f(z)/z -ac I.//

 Teorema IV — 4. - Sea I un ideal propio cerrado de E““» H en -
‘tonces se verificavque I= c;f (Z(i)).

Demostracibn :

Iéor el Teo;'éma IV~ 3es Z(I) #9 v, desde luego,
1 c%f(z(x)); sea, ahcré f € c86’(2(‘.{.)) .y veamos que fe I; po -
demos suponer que I ;é (O) Ng eleg:n.r por tanto una funcién
. ge¢l, g # 0 que seré de la forma :

&(2) exp(l’(z)‘).zm.“l_‘;\:(kl - 2/7,) expla/ 2t niilalz) )



- 54 -

Llamando g (z2) ='§§(1 —.z/zk).exp(z/zkf...fﬁﬂz/zk)lj, se

tiene de acuerdo con el Teorema IV - 2

g(z) o %
S —i , e ¥
exp(P(z))z g,(z)
y, por tanto, f.g y £
eXP(P)zmgn

Ahora bien, si un cero z, tiénevmultiplicidad‘g en g,
multiplicidad g en f y multiplicidad h en Z(I), se tiene sy h
'y como en f.g tlene multlpllcldad r{8 y r¢+s~h > r se pue -
de apllcar el Lema IV = 3 para obtener f.g/(z—zk) € I. En

resumen, se ha visto que

f.g

exp(P)zmgn(z)'
de donde se sigue Que‘fesf ¥, como I es cerrado, fe I.//

Corolario. — Si I es un ideal propio devE°( s Se verifica :
T= F(z1).

Demostracién :

Ef(z(l)) es un ideal cerrado que contiene 2 I ¥,

ademis, 8i JD> I, J ideal cerrado se tiene :

321 = aen 5 7= F ) > @)

segfn el Teorema; por tanto %j>(Z(I)),es el minimo ideal
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cerrado que contiene a I.//

Si A es un conjunto discreto y cerrado de C dispondro -
mos sus puntos en una sucesién ordenada segin los médulos
cmCiOnteﬂ A= { Zl’zz’ooo,zn,ooo\ con \zl\f' \32\5 -*t\zn"“
donde \zn\—-—-)ov y cada z; puede estar repetido un ciorto nd-
nmero de veces 0, equivalentemente, ir afectado de una multi -~ -

plicidad que designarenos por Ty

Hemos visto que
1= { feE'| £(z;) =0 con multipl. > ;]

es un ideal cerrado de E® ¥y, reciprocamente, (Teorema IV - 4)
todo ideal cerrado es de esta forma, siendo A = Z(I), Como
los puntos de A son ceros de funciones de E * s 86 ha de

verificar : exponente de convergencia de (zn) ¢ es de~

cir
()
1
> ¢seo Ne>o
u:‘\ ‘le\"‘tﬁ

y esta condicién, a su vez, es necesaria para que Oéf(A)
sea distinto de (0). El razonamiento del siguiente Teoreha
prueba que también es suficiente, a la vez que determina los

ideales cerrados de E % .

Teorema IV - 5. - Todo ideal cerrado de E™ es principal.

El recfproco también es cierto.
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Denostracidn .

Podemos suvoner I £ (0); sean Z11Zpyseespygecs 108
puntos de Z(I')' distintos del origen; por ser ceros de fun -~

ciones de E 4 se tiene : exp. de conv. .de (zn) <o ; es decir:

P
l .
Z % o0 QE)»O

ws\ L2
\ zn\

Sea ahora > el mfnimo entero no negativo tal que :

con lo cual el producto candénico
.m hat ’ ' A
Z w———p> 2z, V(1 - z/z,).exp(z/z t. .,.-f-i‘(z/zn) )
FrORe ‘

converge (ponemos zm, si el origen figura con multiplicidad
m en 2(I)).
Sea F(z) el valor de dicho producto canénico con lo cual
'W(F_) = eXDe conv.(zn) ¢ol ¥ F(z) se anula exactamente en
los pﬁn’coé' (zn). ;Asi, pués, FeI y para cada g€ I la funcién
'g/F es entera y de orden ¢ ¥ .'Es decir, I = (F).
El que todo ideal principal sea cerrado es‘cénsecuencia'

‘inmediata de las Proposiciones I = 1 y II - 2.//

Mei‘vacgénﬁltvié l, - Lo_s‘ 'métodos_'y—»resultados de este Ca -
pf{tulo se pueden aplicar también al 41lgebra E de todas las

funciones enteras con la topologfa de la convergencia local



- 57 =

nniforme; para. obtener resultados conocidbs de dicha 4lgebra.
Querenos observar, aquf, solamente el hecho de que al ser E
ﬁn &1gebra localmente multiplicativamente convexa se pueden
utilizar también las nropledades generales de estas 4lgedbras,
lo cual no es p051ble para E® . Asi, por ejemplo, la igual -
dad entre el espectro de caracteres y el esPectro de ideales
maximales cerrados se obtiene directamente por este camino

y el resultado central contenido en el Teorema IV - 3, que
significa que todo 1dea1 no denso esté contenido en un ideal
»maximal cerrado es cierto en toda élgébra localmente m-~con -

vexa;(véase f1o]).



CAPITULO V INTERPOLACION POR FUNCIOWES DE E° .

Consideremos un conjunito discreto y cerrado del plano
~complejo, cuyos puntos supondremos dispuestos en sucesidn de
médulos crecientes : \al\g\az\g...gp%ﬂg... y donde'ca&é;;
a8 va afectado de una multiplicidad T, > Q. Tal como se ha
_visto en el Capitalo anﬁe?ior esfas sucesiones detefminan tom
~ dos los idealeé cerrados de E® . Queremos estudiar ahora e1
espabiovde'lag'sucesiones (UJn) para las cuales existe una
funcién fe¢E* tal que f(a;) = W, con multiplicidad ..

En primer lugar, si qﬁefemos que entre las sucesio -
nes intefpolables'estén las sucesibnes casi-nulas es nece -
sario que el exponente dé]convefgencia de (an)'sea menor o
igual que o ,porque todas las a_, salvo un hﬁmero finito, |
- han de figurar,entre los ceros de uﬁa funcién de E* no i =
‘ déﬁticamente nula. Supondremos en 1o que sigue‘que‘(an) cun -

‘ple esta condicién, es decir que :
.

ma ‘an\d#f.'

L x ' VE.>O

 Vamos a introducir un espacio de sucesiones que seri



- 59 =

utilizado en lo sucesivo en relacién con la interpolacién por

funciones de & :‘
i (W ) es interpolable, es decir, existe f¢ E* con

| f(ai) = 1, desde luego ( wo ) no puede ser arbltram.a ya gue:

«

TEE = |wy|= \ f(an‘j\ < exp(\gn\'““-) para n> BO’ €S0

- ya que |a \—> ¥ . Asf pues, es necesario que (uJ ) cum -

pla esta condicién o la condicién eqm.valen’oe :
“36:»0, existe M ;20 : \wn\s Ma.exla(\an\“"&) | Y n

Fijada .(an) con las condiciones antes citadas llamare -
mos _D.jan[ al conjunto de sucesiones complejas gue cumplen

la condicién necesaria de i:iterpolacidn; es decir :

-

| .Q‘(an) = { (wn)\\o ¢ I‘Ive‘@( \a \*‘“), N0, N k

En virtud de la def:.mc:.én tenemos que si (oo )Q_Q(a )

son i‘s.nltas las cantldades

p(w) =sup_\wWn| =~ Neop,
: LY o . .
=2 (|2 "
Es inmediato que Q(a ) tiene estructura de es;gac:.o
’vector:.al vy tambien de élgebra sobre C, con las operaciones

habltuales de sucesn.ones. Cons:nderaremos en .O_ (an) la to—

polog:(a deflm.da por la suces:.én de normas o



oy )-—sup \wn) k=1,2....
exp(la) )

que es equivalente‘ a la definida por la familia \PES .
Por su sencillez y analogfa con los resultados co=
rrespondientes para el 4lgebra E® omitimos la demostracién

‘de Ia siguiente :

Proposicién V — 1. ~ El 4lgebra .Q(é, ), con la topologfa de—

’fn.mda por las normas Pys ©B un élgebra topoléglca. Dicha to-
: pologfa es més f:ma. que la 1nducs.da por la tbpologfa produc~
- to del espacz.o de todas- las sucesmnes compleaas ¥ hace &e

’ ._O. (an) un espacio de Fréchet,

Vames a obtener a contlnuacxdn un resultado’ parcial de ’

f interpolac:.én, que- ut:.l:.zaremos después :

,Pronosn.c::.dsn V - 2. ~ Sea (a ) con \al\ \e&s \- ces -\ah\... PEESCYVE

‘una sucesn,én &e mimeros comple;;os de exPonente de convergen -

"claQ Lo, donde ca da a; va afectado de una multlnllcldad : o :s 0;

, . |
entor;ces,eleg:.dos nﬁmeroscomple;;as U%, w?,..., uif exig=

te una funcién fe EY tal: que :
U TP w2 mmy, o Ti
f(ai) ’= \.\}i.,' f (ai) : 1,00., i (a ) = i
R Y n Al £(ay) =0, £'(a,) -.A-='o',...,v ‘f“"(a‘n) =

I}emastraclén :

Por las hlpétes:Ls hechas sobre (a ) existe una fﬁnclén
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geEY tal que g(aj) = 0 con multiplicidad rj, para todo

j =1,2,... ya que basta considerar por ejemplo la funcién

glz) =TV = z/a)cexp(z/a te . oti(z/ay) )

siendo p el ninimo entero no negativo tal que > 1

nay Aay

12n|

L4 0

Sea :

Yiv)

glz) = bi(z - ai) T by l(z - a; ) 4 eee

ei‘desarrollq’de g alrededor de a;, ¥ consideremos la funcién
racional :
}.4 ' l,s l“'c

H(z) = cos
z) Z - a. ¥ (z - a; )2 teest

AR
i (Z - a’i)

con lo cual £(z) = g(z) H(z) es una funcién entera que per-

tenece a E ° , ya que

. e
€ ' yeeees, 2(2). - g~

. \ 5
Z - &i ' ('z - ai)

- 8(2z) .~

¥y, ademés

£(z) = g(2).H(z) = b0y + (b, Aot bi-k—;-,)(_z}- aiv)  ooee

iyl®
.de donde haciendo

1 2
Wi =Dieda 5 W5 = D0t by ¢ Mjgocees

se pueden obtener 'X\ y Ay seesey Xf& a fin de que f cumpla
las condiciones‘deseadaé, va qﬁe en los puntos a, # a; 5 T

posee un cero del mismo orden que g, por lo menos.//
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Observacién V — 1. -~ Evidentemente el resultado anterior

es también v4lido cuando las condiciones a f y sus derivadas
se imponen sobre un ndmero finito de pﬁntos a;s ya que en ~
tonces basta tomar la suma de las funciones que las cuaplen

para cada uno de los a; considerados.

Dado un ideal cerrado de E* vamos a construir un ho -
momorfismo contfnuo de E° en un 4lgebra de sucesiones adecua-
da, cuyo nidcleo seé'i; determinar la imagen de este homomor -
fismo estéd relaciona&o con el problema de interpolécidn.

Supongamos qﬁe Iesel ideal.cerfado>deterhinado por
los ceros : \2ql £ \a\feee tla|L e (donde a; aparece con
‘multiplicida a ;i) y consideremos el 4lgebra 0 (ah) de =

finida anteriormente; en -11-(an) llamaremos Vv a la topolo ~

gfa inducida por la topologfa producto de N > —[1—(an2 ¥

W a la topologfa definide por las normas

W .
pk( wn) = Sup \ n\ 'k = 1,2100-

w” .exp( \an\d‘\"l\\)

Consideremos ahora el espacio vectorial -J?L(aqu)_gue

sea producto de una sucesién de espacios iguales a J:L(aql ’
X -l

provisto de la topolosfa, que sesuiremos llamando « , Pro-

ducto de la tovpoloszfa W sobre cada factor., Es decir :

(-4

-D.(anrn) = 1\ E. .conE, =‘-D-(an)., provisto de W ,¥ r3o

0

con lo cual f):(an,N) es un espacio de Fréchet por la


file:///a2/i
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Propqsicitﬁn V-1l. En () (an,N) éo‘d'ezios considerar también
la topologfa ™ , producto de la topologia T de L)L (an)
que es menos fina que la . ( y con la cual. ﬂ(an) no es |
completo).

Un elemento de QL (a ,N) es, pues, una sucesién doble
(“’ ) n=1,2e.. m=0 1,000 Si TysTpreessTprees ©8 la
suces:.én de mult:.pllcldades de los ceros del 3.dea1 I, con =
sideremos el siguiente subespacio de‘ Ke) (an,N) :

N (a,r) = (f(w 'ﬁ)_ e L) (é.n,N) \\i neN: @xnn': O'Si‘m.?rhk

Por ser, en 0 (a, LN), la topologfa . més fina que
yla T resulta que O (a Ty ) es un subespacio cerrado de
ﬂ (a ,N) y por tanto es, a su vez, un ‘espacio de Fréchet.

Deflnamos, a con’clnuacwn, una apllcac:l.én lineal
o

¢ : E

) ﬂ (a 2Ty ) de la forma s:.gu:.ente T

| m_ (m) miw |
wo =1 (a }/m\ 8i O -é mér, -1
m ‘ ~
q: (2)
: m ' .
».wn—'-o . 81 m>,rn

I.a suces:.én N (f)e .ﬂ_(a T ) ~por ser f;ff,f",‘.;ﬁ
funciones de EV La apllcacn.én lineal “{ es continma
‘cuando se dota a E“_ de la topolog:ta Q? v ﬂ(an, n)

de la topologfa <« ; en efecto :

ei;pa.sdde E° a L. (an) dgdo por f — (f(‘an)) es



- 64 -

’coni;ingo porque

\£(2)\ ¢ S em(1zt'™™) Nz keN

. imi:lic’:a

\f(2)\ ¢ B-em12)™)  ¥n ‘ ke I

y por la Proposicién II - 2 lo son, en E%, las splicaciones

F ey f’ — £ H> eee.De 1o dicho y de que la topolo -

‘gla de Q(an,r ) es la producto de la de .[l(a ) se dedu -
-ce la ccnt:.nuldad de \Q o

El espac:o Q( 2 Tn) se puede dotar ée una estructura

ﬂde élge’bra toyo‘léglca de modo que \ﬁ sea una representacmén |
‘, }conti’nua de nticleo I. A tal fin &es:_gnemos, como es hab:.tual,

por G&Xﬂ el £lgobra de las series fcrma.les a coeflclentes |

| comple;)oa y para ca da Ty orden de multlpllc:.dad de a;s COn.—

'sideremos el 1deal (X ) de Cﬁi\\ v el 4lgebra cociente
cm/‘(x“) )

que es un £lgebra de dimensién finita Tie Si formamos, ahcra,

el 4lgebra producto
| : CEK,I’ “ = C\RX\\/(X Y x CﬁX\X/(X ‘} X seeX cﬁxﬂ/(x"‘) xuu

resulta que ﬂ (a ,rn) se identific_a a una parte dei este Pro-

ducte; en ,efecto, basta hacer corresponder al elemento

(Ng)v‘_ con ‘mﬁ =0 s myry, de () (gn,rh)
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la sucesién

O 1 u;.-\' o l ':-\. .

(L\)l’ wl,...’ 13 W 29 wa,ooo, wz;l.'. )

;del citado producto. Si suponemos a‘.f7-(a s Ty ) dotado de la
,estructura de élgebra que le transmlte su inclusién en
 ,'T‘ CKXS/( X) (con lo cual la multlpllcac16n es contf{nua res--
pecio de 1a topologfa uﬁ), resulta que la apllca016n llneal
\Q: ¥ ——— Jﬁl(ah,rn)
ahtes‘introduciéa, es un homomorfismo (de élgebras) comé se
~Ve siﬁ néds qué'tener en cuenta la regla de Leibniz de deri -
Vaéién»de.un.prodﬁcto; Finalmente, recordando el Teorema IV —
4 se tiene que el nﬁcled de § es precisemente el ideal I. Re-

‘suniendo todo lo anterior tenemos la

o

Proposxcxén Y - 3., = Cada ideal cerrado IdeE determina

un homomorflsmo continuo de nﬁcleo I, en el élgebra Jhl(a ’Ty ),

prov1sto de su topologfa de Fréchet w , (ver p. 63)

Observemos, ahora,fque determiﬁar la imagen del ho =
momcrfismo-g‘ equivale a determiﬁar cual es el espacio‘deAv
»los valores que se pueden prefijar para una funcién de L
.y un nﬁmero finito de sus derzvadas en los puntos a . Va -

' mos a obtener algunos resultados sobre este espacio.

Lema V ~ 1, - Consideremos el espacio Jfl.(an)vprovisto de

- su topologfa xp‘;-enténces.cada {uxﬁ)Vg.f7.(ah) es 1imi -
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te, segfn w , de sus secciones, En particular, el espa -
cio de las sucesiones casi-nulag es denso en L)L (an).

Denostracién

Hay que ver que para todo €>0 y ©£>« , existe By

tal que
.,pfﬁ(i),’u.,_o, ‘03 h, w n?li..f.)lﬁ. : \d ne no X
donde ( uﬁn) es una sucesién de ()L (2,); dicho de otra mane-

. ra

*

Awn) ¢ €oem(leg)) s ung
| Elijamos, para ello, §' tal que ou,g"cg con lo cual
(o) € La) = gl & exp(-‘an\f,)( B>y
péro ademés, pueéﬁo que - \an\ ——) OO €8
eXp( \ah\ ) <& E-exp( \ag)7) \:n>‘nz;
ya que elio‘equiva;}.e a ver que si,f ?‘415’» , entonces
exp(r?‘) < €. exp(r?) para ‘raro,i que a su vez .equivale a
o ; ,
rf oo -logt
oy como ¢ = ¢'¢ S ello Signii’iéa.kque )
(28 ¢

r =T ='r.?(‘rs-,1') b ~16g€.“‘

- lo que es claramente posible, Finalmente se tiené, pﬁeéé

aien) ¢ emlimf) ¢ cemplia) N>/
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Teorema V — 1. — Consideremos el homomorfismo 4 :E"

(introducido en p. 63) ¥ J:L(gn,rn) dotado de la topologfa
« -3 entonces la imagen de ~{ es un subespacio denso de

ﬂ_(a 1Ty )e

Demostracidén :

Por una parte_.(l.(an,rn) estd inclufdo en el pro -
ducto de una sucésién_de espacios Il(a ) ¥ su £0pologiaﬁes
1a producto de las topologfas w en cada _fl—(a ). Por
otra parte, llamando ¢ al espacio de sucasiones cas;—nu -

‘las, el Lema V - 1 nos permite asegurar que el espacio
(©% ) n L (a,r)

'es denso en (. (an,r )¢ As{, pues, para establecer el

Teorema es suficiente ver que la 1magen de Q contlene al

subespacio ( GD @ ) n O (a ,rn), pero esto no es més que
el enunciado de la Proposicién V - 2, combinado con la defi-

nicién de R «//

Hemos hecho notar antes que el espaciouliﬂ(ah,rn), que
contiene a la imagen de uﬁ ’ esja su vez una parte del~élge-

bra

!Cﬁx,rﬂk=~6ﬁxﬂ/( ) X vee X Cﬁﬁﬁ/(X‘? X veo

en la cual podemos con51derar la topologfa producﬁo &e la

de cada espacio de dlmen316n f:nlta c“iﬂ/(x‘j. Entonces se

tlene :

)Il(ah,rn)
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Teorema V — 2, = la imagen del homomorfismo R 28 UN BU =

bespacio denso y magro de Cﬁx,rﬁﬂ(que como espacio.vectorial
es isomorfo a CN), con la topologfa producto.

Demostracibn :

Como por la topologfa producto una sucesibén es limite
de sus secciones, razonando como eh el teorema anterior, se

tiene qﬁe
&
(®¢) n Oayry

es denso en C“K,r’“y por tanto tanbién lo es la imagen de \ ,

ccntlene a ( GD $ ) o <13_(a ,r Ve Por otra parte C{X, r'%

con 1a.topologfa producto es un espacio de Fréehet vy el ho-
. momorfismo f no es exhaustivo, ya gue por ejemplo la Su-

 cesién
‘W = exp(exp(iay) )

no se puede interpolar por funciones de E* . EL resulta =
do enunciado se deduce por el teorema de la aplicacién a -

bie I‘ta. //

Queremos ‘terninar este Capitulo viendo como los méto~
dos desarrollados en el mismo, que son aplicables tamblén
‘al dlgebra de las funciones enteras, dan en este caso re -
TSultados mucho més precisqs, y obtener como aplicacién un
tebrema‘sobfe aproximacién por fﬁnciénesvééteras con ceros

dédos.‘
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Como ya se hizo notar en la Obsérvacién IV — 1, los re-
sultados del Capitulo IV son véAlidos pa.ra'el 4lgebra E de
todas las funciones enteras provista de la topologia de la
'coﬁvergencia uniforme sobre los compactos. En particular
8i I es un ideal cefrado de E, existe un éonjunto discre-
to y ce;rado laq) ¢ \az\g... & \a.n\g... de mod'o‘ que I esté.
formado por las funciones enteras gque se anulan en cada a;
(con una multiplicida& determinada r. i)e Considerémos el
homomorfismo, § » del &lgebra E en el élgebra C“X,r 0 =
T‘ clix}/(x*), considerado antes; es decir :

‘ » \? _\(:t\-\) _\(ﬁ-—\\
E3f — (e fen, g r‘_‘m s,m s\mq,--,_(;‘_f_\%-,....)

que también en este caso es contfnuo porque 1la convergencia“
local unifbrme inmplica la convergencia puntual de la funcién
y sus derivadas. Ademés, por lo antes dicho, también I es el

ndcleo de \ﬁ « Tenemos ahora :

Teorema V - 3. — Si I es un ideal cerrado de E'de ceros (ay)
gon multiplicidades ;(rn)‘, entonces el 4lgebra cociente E/I
es isomorfa (algebraica y tcpo],égicamente) al Algebra CﬁX,rn]}.[

Demostracién :

El homémorfismo \\ I — Cﬁx,rrﬁ es exhaustivo;
en efecto’, ello equivé.le a afirmar que“da",da una sucesién ar-

bitraria de mimeros complejos

ey

1 1 e 1 |
(ml, LA R B I’QZ""’ wz, ‘0'.’\") ,.‘o,u)l;ti0)
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existe una funcién entera tal que en cada punto a; la
funcidh y sus r; - 1 primeras derivadaé tomén log valores
establecidos u>1,..;, ';1 Esto es una ébnoci&a propiedaﬁ‘
de interpolacién por funciones enteras (ver p. ej. W. Rudin
“Real‘and Cémplex Analysis" Mcf Graw Hill p..298). Resul -
%a, pues, gque Y. induce un\homomarfismo de ﬁ/l‘sebre
Cux,rﬁﬂ; dotando a E/I de la topologfe coéiehﬁe este homo -
Hmorfiééolseré contf{nuo y E/I es un espacio de Fréchet. Por
el teoreﬁa de Iavapiicacién abierté se obtiene que el ho -
' momorfismo entre E/I y C“X;rﬁ&, que es biyectivo, serd tém~

‘bién topoldgico.//

Como aplicacién deducimos el siguiente :

:Tecréma V -~ 4. - Sea (a ) una sucesién de puntos del plano
'bomplejo'con \a \;mmézv & para céda a, tenemos un entero no

vaegatlvc T, . ‘Entonces dado un compactc arhltrarza X del planc'

yun nfinero €> 0, exmste un ndners flnlto de a ,\_ H,...,a“\
¥y un >0 de_ modo que :

para toda funcién entera f verificando :,;
‘ . ‘ ) ( -\) o ' : I\ \\\
LS, 'c‘a‘a\ PRI (I S Lt B

‘existe una funcxén’entérafg‘que cumple.'

gy ey

8(81) = O,coo,g (31) 0; g(a2) = 0,‘ua,g (32).—- 03..40"

énvtddogpunto an, y‘ademQS'



| £(2) - glz)\ <&  en t§d6 ze K.

Demostracidn :

' Consideremos el ideal cerrado I definido por los ceros
(an,rn) y establezcamos el isomorfismo bicontinuo entre E/I

y d,ix,rn‘s}; el inverso de dicho iSomorfiSmo‘-
3. c\&x,r‘xgx ———— E/T

es cont{nuo con las topologfas que hemos considerado en cada
uno de estos espacios y esto s'ignifica que si para una fun -~

(f4m)

cién entei‘a' f la sucesién de valores (..., z.;.“f‘.‘l\ 3 ) estd
-'suficientlemente préxima a-cero en Cﬁx,r'z;ﬂ existe otra fun -
cién éntera equivalente a la primera, es decir."f - h con

he 1, préxina al cero en E; es decir que es posible aproxi-
mar una funcién entera que tome valores pequeﬁcks‘ (ellé.\j'[t
vsu‘é derivadas) en un conjunto finito de 2;, por una funcién
del ideal, uniformemente sobre cada compacto. b4 esto.‘es “lo

que se afirma en el Teorema. //



CAPITULO VI ALGEBRAS CON COCIENTES GQﬁTINﬁOS.

Empezamos por dar condiciones suficientes para que un &l-
gebra topolégica se pueda considerar como un £lgebra de fun -
ciones enteras, En lo que gigue,&lgebra de Eréchet significa -
ré espacio de Fréchet provisto de'uxi producto contfnuo. Si A
es un 4lgebra de Fréchet indicaremos por X el ‘€spectro do ca ~
racteres de A, es decir de morfismss éogt{nuca no nulos de A
en "c,’ espectro que dotaremos de la topologfa débil inducida

por el sistema dual (A',z%)'.

Lema VI ~ 1, = Si A es un 41lgebra topolégica que posee un ge-

nerador Yopolégico z ¢ A, entonces el espectro de caracteres
X de A se puede identificar con una parte de C.

Demogtracién

Para cada x¢ A podemos considerar la funcidn continua
Xt X e, C por X0 =X(x) NXex

En particular tenemos Z : X e C s -contfnua, que

ademds es inyectiva ya que . si X, YeX fueran tales que

EOL) = 200 o sea Az) = X(=z)
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entonces también ocurrirfa ¥, (x) = X.(x) para cada x eA por
ser z generador y, por tanto, X, =%X,. Identificaremos el

cardcter X con el punto del plano z(X).//

En virtud del lema e.ntemor sobre el espectro X de un
élgebra A con un sélo generador podemos cans:.derar ademds de
1a topologia aévil, la topologfa inducida por la de C; como
la inclusién z : X ——— C es contfnua,resulta que la to -
poleg.{a abil de X es més fina que la inducida por C. Vamos
a dar una cona1C1<Sn para que ambas topo‘log{as co:.nczéc.n.

Segﬁn acabamos de observar cada elemento de un élge-
' bra A &atermna una funcién ccxxtinaa sobre X; diremos qne ﬁ
~es un é.lgebra de func:.ones si el ﬁn:.co elemento de A que de——
termina la func:.én mxla,es el cero de A. En este caso podemos
. considerar scbre Ala topclcgia de la csnvergenm.a um.forme
‘aobre’ los compactos de X por la topologfa inducida por C y

se tiene la

Proposicién VI = 1. - Sea A un £ lgebra de Fréchet de fun -
ci’onés con un gexigraﬁor Z, cuya topologiérseamés .»fina que la.
de la convergencia uniforme sobre los eompactos de X = Spc(A)
dotado de 1a topologfia inducida por Cy tal que, a&emés, por
ella X sea localmeni;e compaeto* entonces sshre X, la topol{}gia'
- aébil commde con 1a de C.

Demostrac1 611 s

En- prmer luga.r observemos que z :.X =3 C es cont{ -
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nua cuando se dota a X de la topologfa de C, porque :

|(2) = X (@8 = V50 - 30\« ¢

Asf pues también son funciones continuas sobre X to -
dos los elementos de A de la forma P(z) (P polinomio). Ahora

bien, si x& A tenemos
x = 1lim I’n(z) (en A) Pn polinomios

vy sil')( = X (z)‘ € X , por hipbtesis existe un eﬁtorno com -
pacto V de 'Xo sobre el cual P o(2) ————>x uniformemente, por
ser la topologia de A més f:.na que la de la convergencla sobre
los compactos. De aquf resulta.ﬂque X es una f\;ncx.ép cont{nua
.en V y por tanto en X o

El hecho de que ca_éa XcA sea una fancién “cont:(n‘ua; en X
por la topologfa inducida ﬁor C implica que esta coincida éon

1a débil, porque si X ¢A :
Ne>o, 3550 @ \X(2) - X o()\S U= - Yol <€

quiere decir que la débil es menos fina que la de C ¥ ya se ha

observado el reciproco.//

Si suponemos gque el generaéor z de A es una funcz.dn tras-
Cendente sobre C, entonces el élge‘bra de los pol:.nomlos Clz)
la podemos considerar mclu:{da en Ay estos elementos de A son
funciones sobre C. En el siguiente resultédg hacenos una hipé —

tesis m4s sobre A :
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Proposicién VI - 2. - Sea A un 4lgebra de Fréchet de funciones

con un generador z, trascendente sobre C, cuya topologf{a sca

nds fina que la de la convergencia uniforane sobre los compac -
tos de X = Spec(A) vor la tovologfa inducida por C y que in -
duzca sobre C{z] una topologfa més fina que la de la conver -
gencia puntual; entonces A es un flgebra de funciones enteras,

Demostracién :

Por el Leaa VI - 1 X so incluye en C; veanos en primer
lugar que en este caso X = C; en efecto, cade X¢ C define un

cardicter en ol 4lgedbra C(z)de los polinonios poniendo

B(z) > P()

esta forma sobre C{z] es contfnua por la topologfa de A por
hipétesis y como C{z) es densa en A se extenderd a una forma
lineal contfnua de A en C, que también serd un cardcter por
la continuidad del producto en A. Asf{ pues cada \e C deter -
nmina un carécter de A y reciprocanente.

Ahora por la Proposicién VI - 1 lé topoloéfa débil de X
cdincide con la de C'y A es un £1lgebra de funciones contfnuas
sobre C. Finaloente cada x A es 1fmite de una sucesién de
polinomios uniformezente sobre cada compacto de C y por tanto

es una funcién entera.//

Observacién : La completitud de A no es necesaria para los re-

sultados anteriores. La hemos incluido dnicamente porque, nis

adelante, aparecerdn &lgebras con las hipétesis de la Prop. VI-2.
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' En un £lgebra topoldgica de Fréchet hay dos problemas
de convergencia q_ﬁe tienen interés para utilizar la descompo -
iaic‘ién de Weierstrass de una funcién entera dentro de un &1 -

gebra determinada de funciones enteras. Estos problemas son :

le : Si tenemos una. sucesién convergente £, = fyu
‘elemento o« del &lgebra | que divida a cada 1, & cuéndo se

 puede 'a‘.segurar gue o divide a f y ademés fn/“? f/x 7

- 22°: Si tenemos una sucesidén convergente f,——=1% ¥ un ele—
,mento o\ del élgebra de modo que cada T, divide a o é cuén~

do podemos asegurar que f lelde ad vy ademé.s c"/:E -~—-> °ﬁ/f‘?

I:a pr:.mera cuestlén es fé.cn.l de contestar en cond:x.cn.ones
‘generaless, en efeoto, en pmmer }.ugar observemnos que el hecho
de que } T 1::1;:11(;319 que oi{ T (sz f -—---7 £) es equmva -
lente & declr que los 1deales pra.nc:.pales del élgebra sean |
vcerrados, ‘vamos a ver que es‘ca condlclén necesarza para que la

reSpuesta a 12 sea aflrmatlva es tamb:s.én sufm:.ente

’\ Pioposicién VI — 3. - Sea A un 4lgebra de Fréchet, sin divisores

de cero', cuyos ideales gérincinalesfseazi cerrados; entonces si
‘f —_ f en Ay 4cA es tal que u\\ £, se verifica “]& \ £
y tam‘bzén £ /gg — ffe( .

| "Qfemostramdn :
Desxgnemos por A,g el ideal prmc.zpal engendra&o por gg'
el caal, por thé‘aes:.s, seré nn espac:;.o de Fréchet' DOT. ser el

pr_oducto‘contfnuo v carecer:A de dlva,sores de‘cero, 1a‘ apll -;'
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‘7 cacién :

Re A7 Ay ~ definida por f ———> o1,

es biyectiva,'lineal y continua. Ahora el teorema de la apli -
cacién abierta asegura que N “l o5 también contfmua y como
£0f € Ay tengmos qﬁe At -l(fn) — \‘-1(:5)', es decir

Damos a continuacién un criterio que permite asegurar
que los ideales principales de un 4lgebra de funciones enteras
éon cerrados y que es aplicable a la major parte de Algebras

- conocidas 3

Proposicién VI — 4. — Sea A un &lgebra de funciones enteras

con una topologfa que implique la convergencia puntual y tal
que :

1e

La derivacién f ————> f° es contfnua en A.

22

Si f,g ¢ Ay f/g es una funcién en‘hei‘a, entonces
f/g € A.
En estas condiciones los ideales principales de A son

cerrados.

Demostracién .

En efecto, si f —-—— £ en A entonces por 12 también
£ ———> £ 7 ——— 1% 00 81 &\ £, los ceros de
lo son de cada fn,con multiplicidad no superior; por tanto

'c}':adé.: ce'ro de o 1lo es también de £ con 'multiplididad'ho
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superior; asf{ pues f/u seri una funcién entera y por 20

serd de A.//

El 4lgebra de las funciones enteras y el 4lgebra EZ
satisfacen estas condiciones (ver Proposicién II - 2) y a

ellas es, por tanto, aplicable la Proposicién VI - 3;

El 22 problema planteado es dfff{cil de resolver con con-
dicibnes generales;_ incluso'. para el 4lgebra E®  no hemos
sabido estéblecer dicha afirmacién, la cual ‘probamos ‘a con -
tinuacién para el 4lgebra de las funciones enteras, resulfén— -

do que utilizaremos més adelante,

Proposicién VI - 5, -= Si fn,f, o, = son funciones.entéra.s de

modo que fj —=———3 f (ﬁniformemente sobre cada compacto) ,

> %/f.

fn \ ¥ f\ok s entoncgs d/fn

Demogtracidén s

Todos los ceros de f y f son ceros de « ; dado un
compacto K y £ > O habrd 36lo un nfmero finito de ceros de
A en K y, prescindiendo de un entorno de cada wno de ellos,

obtendremos un compacto K’ ¢ K en el que se cumplird
|£(2)) > m, >0
y como f ———-—3 f uniformemente sobre K‘, también
‘fh(z)\ > m>0. , ~’\f(z)\ > ‘m  sobre K_’ si n;no

Asf, pues, tenemos :
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\wry - e| AR e

A 2
fn.,f l m”

uniformemente en K. Basta, pues, ver que también - (f - fn)

£,.%

“s

tiende a cero uniformemente en el entorno de cada cero de o
podemos suponer para ello que se trata de un cero simple y que

ademis es el origen, de manera gue :

.

~ .
T = Z.T ® : Ze S

“-s
w
i
N

.-

L)

>4

 en un entorno compacto de dicho cero. Ahora por la Proposicién

Vi - 3, ‘ap‘licada a E, tenemos que %n' --4--9 5 (en E} ¥ co -

mo £ # 0 en. un entorno del origen tam‘b:.én sera f # 0 en dlcho

entorno, para n avanzado se tlene, por tanto ¢

wg-zy _ AE-£)
f.1 f,.f

'y como el denominador es # O en un entorno del origen y

fn -f ————> 0 queda establecido el resultado .//

Q};_ge‘rvacién VI~ 1l. ~ En primér‘ lugézfqizer‘emos- h‘acer notar
que el hecho de que f)dq ha de formar parté de 1a.hi§6£esis
en el enunciado del problema. 22 ya que no se p'o.ede esperar
que fn | o 3.mp11que £\q (Puede ser cada £, sin ceros ¥ £
‘con ceros)..

‘Observemos ahora que el 22 problema enunciado es equi —
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valente a un problema de inversidén de aplicacicnes lineales con-
' tfnvas entre espacios de Fréchet; en efecto

8i llamanos A = _(fn) s Ay = (f) y suponemos que los idea-
les principales son cerrados y que A no tiene divisores de cero,
podemos considerar las aplicaciones biyectivas, linealés y con-

t{nuas entre espacios de Fréchet

Rui A =y A ’ ‘ Ko A e Ay

definidas por : x > Xefy Y X e————3x.

de manera que f, —=>f implica ¢ -

>% o (por lo menos

puntualnente). Si ahora éo@i"sideraﬁzos las aplicaciones inversas
. | -1 :
\'?\\ ce An ) A \?o . AO ey A ,

. definidas todas ellas en el subespacio A = ((\ An\ A4y, el
problemaenunciado .s‘ignifica que \("3‘1 —, \‘,'%,‘ puntualmente

-
sobre A.

Queremos, para terminar este Capituio, ver el interés
que tiene en la determinacién de los ideales cerrados de un-
dlgebra el que sea afirmativa la respuesta a ‘los problemas 1¢

¥y 22, antes planteados; para abreviar diremos que una tal él-

44

gebra tiene cocientes contfnuos ; en primer lugar tenemos el

Lema VI = 2, - Sea f = T(‘ £, un producto infinito convergente

-

en un &lgebra A con cocientes contfnuos; entonces el producto

0

& = T\ T, es "tgmbién con'vergente‘y, adem4s, la sucesién (gk)

) Baka

tiende a 1, en A.
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Demostracién :

Tenemos gue 1’f1‘f2’f1‘f2'f3"“ > f y como fl

divide a cada término deducimos gue
fagfzof gece """""‘}b f/fl

Anélogamente , kfl“"fn ———— f/fl... x ¥ por tan-

divide a f obtenemos que
8 = T/f)e0efy ——> £/T =1 .//

Podemos ver ahora como la estructura de los ideales
cerrados obtenida en el Capftulo IV para el 4lgebra E de=
pende unicamente de que las operééioﬁes algebréicas y topolé-
'gicas con funciones énteras se pueda.n‘ éfectuar en él élgebra

considerada.,

Teorema VI ~ 1, ~ Sea A un éigebra ae_"I‘réchet, sin divisores

de ¢ero, tal qué verifique las hipéte‘s.is‘ de la Proi)osicidn VI -2

y ‘ademés

1le s Si f‘é AY f(zo) = 0 entonces f/z - zye& A.

22 : La derivacién f = £’ es cont:fiiua en A.

3¢ : si ‘i"nk: >fy fn‘ \ok ent‘once‘s */f éomferge en Ae

42 : La descompcéicidn de Weierstrass de cada feA es vilida en

A en el siguiente sentido

si f(z) = exp(h(z)).z%. f;\:(l;z/ih)“.éxp,(z/zﬁf;‘;.figz/zn))*“)

este producto converge.en A y las funciones exp(h('z)),
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e:cp(z/znf...+~;—£ z/ zn)l?*) son inversibles en A.

En estas hipétesis cada ideal cerrado de A es el conjun —
to de funciones de A que se anulan (contando multiplicidades)
en una parte discreta y cerrada de Spec(A) = C, que es precisa -
mente el conjunto de ceros del ideal, |

Demostracidn :

En prlmer lugar, -de las hlpétesms 10,39 ¥ 42, Junta con
‘la Proposi016n VI ~ 2, se tlene que A es un 4lgebra de funcio =
nes enteras \'g gue si f,geaA;entences £/g ¢ A (por ser A comple—
ta y por la Proposicién'VIym 5) Esto junto con la hipdtéSis 29
‘y las Proycsxclones VI - 4 y VI - 3 nos asegura que A esun Al
gebra con cocientes cont{nuos.

Sea ahora I un ideal cerrado de A Ng Z(I) el conaunto dls-
creto y cerraéc de sus ceros y sea ﬁg’(z(x)) el ideal de las
' funciones de A que se anulan en Z(I1); se trata de ver que I =
°Zf(z<x)>

Basta ver que si fe Zf(z(l)) entonces f:sI- en primer
lugar ha de ser Z2(I) # ¢ de manera totalmente anéloga al Teo-
rema IV - 3, apllcande el Lema VI - 2. Este mismo Lema per -
mlte aplicar el razonamiento del Teorema Iv u'4, ya que‘en-V1r~’

tud del mismo si

sn(z) ”V( (l~z/zk).exp(z/zk+...+A(z/zk) D)

;nes.ﬁn'producto parcial en la éescomposicién’de'g s tenemos que
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g/exp(h(z))ez’eg, ——> 1 eni4,

siendo exp(h(z)) ¥y zrvla funcién sin ceros y los ceros en el

origen que aparecen en la descomposicién de g.//
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SOBRE FL_ALGEBRA DE IAS FUNCIOWES ENTERAS DE ORDEN ACOTARO

Je Cuff

ANEXO

1) La demostracién del Teorema I - 2 ( pag. 13 ) debe susti-
tuirsc por la siguiente : |
. N : o o
Empecemos por ver que feE" ; en efecto, por ser (fn) f -

acotéda, dado pe NN existe H b tal que :
\fn(z)\ ¢ Mp.exp(r“+‘[?) éi \zléf N nc‘ N
v envconsecuencia. como fn( Z) m——> f(z»),}se‘ ﬁiene
\£(z)) ¢ mp.exﬁ(r“““)  si\zitr.

lo qué significa que f ¢EY,

: : . Lo
Ahora tenemos, pues, gque (3‘.‘n - f) es una sucesién G{ -
acotada; dado qell seap>q ¥y Ivlp tal que
\fn(z)‘ - £(z)l ¢ I»Ip.e}:p(r“"‘l“) 5i \z\¢r Nnel ;
dado £€> 0, obviamente.esd.stiré un Ty tal que -

Nn \fr‘ (z) - £(=z))¢ I‘IPbe}m(r“*""} ¢ g emn() siryr

Ahora bien, como ~fn - f uniformemente sobre los COmpactos gse

podrd conseguir

\fn(z) - f(z}\ é__ & ¢ g .exp(rw ) si 0¢1zl¢ 1,



locual, junto con lo anterior, complgta la demostracién.

II)Y La demestracién de la Proposicién VI -~ 5 ( pag. 78 ) nece-
sita un mayor detalle 2 partir del punto en gue se afirma que
A (f - fn)/fn.f tiende a cero uniformemente en un entorno de cada
cero de ol 3

Desde 1ueg0 se puede suponer que dicho cero es el origen ¥y que’
£{0) = O ya que‘en otro casoc es inmediato. Supongamos que f(z) =
= zk.;(z) con E(O) # 0 y observemos que el orden del origen como
cero de fn ﬁo puede ser superior a g’pafa infinitos valores de n.
?ongambs, pues‘: |

, ' - - W, ™M ~
& (z) = 25, & (z)» 3 £(z) =2z .fn(%). con £ (0) #0y 0<h <6 K

¥ congideremos las sucesiones parciales dey(fﬁ)'

0" . .
.(fn) formada por la s fn tales que h =0

'S ' o

SN S S

. t I P :

(£9) Comee
Ev1dentemente basta demostrar que .{f fl)/ 1.f > 0

unmformemcnte en‘an entorno del orlgen para i = 1,..e,ke Ahora bien:

S IO R R . TN L B
ol (f - fn} “ Z e o2 o(f "In) , _ ol .(f o fﬁ)
‘ i - i%i ko - S
fngfv Z s;J«‘ng.u af : , f ,»,f
Tidon&e_ f(z)i ~.f (&) para i -l,..,,k, Adends se V@rlflca que

M . (J. :
f; ~~~~JD" (por la Prog. *1“3) y £ # 0 en un entorno del orig en.'

Como tambﬁén f (O) #»O las f serdn # 0 en un entorno del orxgen en

1 que no haya otro cera ée<&, y de aqni se obtmenc lo éeseadoe





