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Introduccio

Envisageons une forme quadratique indéfinie F 4 coefficients entiers
[...]. Considérons le groupe principal de F formé de toutes les subs-
titutions & coefficients entiers qui n’altérent pas cette forme. [...] au
grez;;}e principal de F correspondra un groupe fuchsien G, qui sera le
groupe fuchsien principal de F. '

H. Poincaré [Poil887)

L’estudi dels grups fuchsians i les funcions automorfes associades s’inicia en
el segle XIX, principalment en els treballs de H. Poincaré, R. Fricke i F.
Klein. Un grup fuchsid I' C SL(2,R) actua en el semipla superior complex
H i el quocient I'\'H s’identifica amb una superficie de Riemann. Poincaré
empra també les formes quadratiques ternaries indefinides en ’estudi dels
grups fuchsians. Posteriorment, Fricke i Klein [Fri1893] {FK1897] prossegui-
ren aquest estudi.

En el cas dels grups fuchsians commensurables amb subgrups de SL(2,Z),
la superficie de Riemann associada no és compacta. Aquest fet permeté
la c¢reacié d’una teoria aritmeética de funcions automorfes desenvolupables
en série de Fourier a 'entorn de les puntes. Ara bé, quan la superficie de

Riemann és compacta aixd no és possible, la qual cosa féu que durant decades
no s’estudiés aquest cas.

A partir dels anys seixanta, al llarg de nombrosos treballs, G. Shimura con-
sidera l’accié de grups fuchsians donats per subgrups d’unitats d’algebres
de quaternions en el semipla de Poincaré, i inclogué el cas compacte i no
compacte. En un dels seus treballs esmenta el punt de vista de Poincaré:

[...] part of the paper is devoted to the theory of a certain type of auto-
morphic functions of one variable known in the literature as functions
belonging to indefinite ternary quadratic forms [Poil887], [FK1897].
They occur as moduli of abelian varieties of dimension 2 whose endo-
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morphismrings are isomorphic to an order of an indefinite quaternion
algebra.

G. Shimura [Shi59]
Posteriorment, Shimura estengué la teoria al cas de diverses variables.

Denotem per H el cos dels quaternions de Hamilton. Sigui K un cos de
nombres totalment real de grau d i considerem una algebra de quaternions H
sobre K. Suposem que H ®gR = M(2,R)" x H¥"" amb 0 < r < d i fixem un
ordre O C H. El grup d’unitats de O de norma positiva I' C SL(2,R)" actua
de forma propia i discontinua en H". El quocient I'\'H" s’identifica amb els
punts complexos d’una varietat algebraica de dimensié r.

Shimura perfild una teoria, cada cop més amplia, al voltant d’aquests grups
i les varietats associades. Pels seus resultats, en especial per la construccié
de models canonics, les varietats reberen el nom de varietats de Shimura.

Els treballs de Shimura despertaren l'interes d’altres autors donant com a
fruit diversos treballs, distribuits de forma irregular en el temps. Avui dia
I’estudi de les corbes i, més generalment, de les varietats de Shimura ha
mostrat ser un tema d’interes creixent en teoria de nombres, ja que intervenen
en la demostracié de resultats importants.

Aquesta memoria aporta una contribucid a estudi de les corbes de Shimura
des d’un punt de vista efectiu.

En aquesta introduccié descrivim primerament alguns aspectes dels treballs
de Shimura i d’altres autors, i esmentem algunes aplicacions centrades en
el cas de les corbes de Shimura. Després d'unes consideracions generals
on manifestem 'objectiu de la memoria, citem resultats d’altres autors que
hem necessitat per al nostre treball. Finalment, detallem el contingut de la
memoria, donant una descripcié per capitols de les nostres aportacions.

Els models canonics de Shimura

Una de les aportacions principals de Shimura, en el tema que ens ocupa,
és la demostracié de l'existéncia d’un model candnic Sk per a les variétats
algebraiques I'\H", de dimensié r. A aquest efecte, Shimura utilitza espais
de moduli associats a sistemes de varietats abelianes amb multiplicacié qua-
ternionica. Cal distingir dos casos extrems especialment significatius: r = 1
obér=d ’



Introduccié i11

Si K = Q, els dos casos coincideixen, ja que r = d = 1. Si l'algebra de qua-
ternions és H = M(2,Q), les corbes que en resulten sén les corbes modulars
classiques. Si K # Q, els casos r = 1 i r = d sén ben diferents. El cas
r = d correspon a una K-algebra de quaternions H totalment indefinida. En
aquest cas, Shimura demostra l'existéncia i la unicitat d’un model canonic
utilitzant espais de moduli associats a una familia de varietats abelianes amb
estructures de nivell, cf. [Shi63] i [Shi66]. El cas r = 1 # d és el més compli-
cat. En aquest cas, Shimura aconsegui la prova sobre D'existénciai la unicitat
del model canonic en considerar un nombre infinit de varietats de moduli, cf.
[Shi67]. Aixi, la corba Sk no té sempre una interpretacié modular directa.

Shimura generalitza els resultats anteriors al cas de grups reductius que ac-
tuen en dominis simétrics acotats, cf. [Shi70a] i [Shi70b]. Aquest punt de
vista fou generalitzat i axiomatitzat per Deligne [Del71] [Del79] i représ per
altres autors. ‘

Dels treballs posteriors de Shimura, destaquem [Shi75], on estudid les varie-

tats Sk sobre el cos dels nombres reals i prova que aquestes tenen punts reals
si, i només si, H = M(2, K).

Al final de la memoria donem una lista de més d’un centenar de treballs de
Shimura relacionats amb el tema.

Aportacions d’altres autors

A continuacio, donem una breu pinzellada sobre treballs d’altres autors, re-
ferents a corbes de Shimura Sgx. D’una banda, bona part dels treballs es
restringeixen al cas que H sigui una algebra de quaternions sobre Q. D’altra
banda, molts dels resultats es restringeixen al cas que 'ordre quaternionic
sigui maximal. La majoria d’autors incorporen les dues restriccions.

En primer lloc, esmentem resultats referents al model de la corba sobre cossos
locals i 'estudi de la reduccié.

Sigui R 'anell d’enters del cos K. Fixem una plaga v finita de K i sigui K,
el completat de K en v. Cerednik [Cer76] fa una aportacié important en de-
mostrar I'existéncia d’una uniformitzacié v-adica de la corba Sk mitjancant
subgrups aritmetics discrets de PGL(2, K,). La demostracié de Cerednik de
Pexistencia d’un model de Sk sobre ’anell d’enters local R, és indirecta. En
aquest sentit, és destacable el treball de Drinfeld [Dri76] que proporciona una
prova més directa del resultat anterior en el cas K = Q, utilitzant la inter-
pretacié modular de les corbes de Shimura. Aquests resultats sén basics per
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é molts dels treballs posteriors. Cal esmentar I’existéncia de treballs dedicats
a 'exposicié dels resultats de Cerednik i Drinfeld, com ara [vdP89] i [BCI1].

Per a les corbes modulars Xo(N) i Xi(IN), la teoria de la reduccié esta
estudiada i documentada en els treballs de Deligne-Rapoport [DR73] i Katz-
Mazur [KM85]. En aquest cas, els primers p de bona reduccié sén els p{ N.

Els resultats referents a la reduccié de les corbes de Shimura no modulars
sén necessariament més complicats, ja que entra en joc un nou parametre, el
discriminant D de I’dlgebra de quaternions. Per a les corbes de Shimura Sg,
associades a un ordre d’Eichler O de nivell N d’una algebra de quaternions
H de discriminant D, els primers p de bona reduccié sén precisament els
p 1 DN. Notem que si H = M(2,Q), aleshores D = 1. Hi ha resultats
sobre la reduccié de Sgp de Morita [Mor81] i, per a la corba Sk amb K # Q,
de Carayol [Car83] [Car86]. En aquesta linia, destaquem també els treballs
d’Thara [Tha68] [Iha69], Ogg [Ogg85] i el treball recent de Buzzard [Buz97],

basat en la seva tesi.

Els resultats de Shimura sobre els models candnics Sk no sén explicits. La
demostracié de la seva existéncia no déna indicacions de com trobar una

equaci$ de la corba. Kurihara [Kur79] calcula Pequacié d’algunes corbes de
~ Shimura concretes de génere < 1 associades a un ordre maximal (N = 1).
A aquest efecte, combina resultats de Shimura ([Shi67],[Shi70a] i [Shi75]) i
resultats d’uniformitzacié v-adica. Jordan i Livné [Jor81] i Michon [Mic81a]
calculen tres equacions més de génere < 1. Posteriorment, Kurihara [Kur94]
presenta resultats parcials vers un possible calcul d’equacions de corbes Sg
de qualsevol genere.

El problema de la determinacié de les corbes de Shimura hiperelliptiques
esta resolt quan K = Qi O és un ordre d’Eichler. Ishii [Ish75] determina les
corbes hiperelliptiques corresponents a ordres maximals amb certes hipotesis
restrictives. Michon [Mic81b] resol totalment el cas d’ordre maximal, utilit-
zant resultats d'Ogg [Ogg74] relatius al cas modular. Ogg [Ogg83] i [Ogg85)
completa la llista de corbes de Shimura Sg hiperelliptiques; estudia les in-
volucions w de Sg en el cas d’un ordre d’Eichler de nivell N i descriu els
components connexos del conjunt de punts reals de la corba Sp/ < w >,
utilitzant [Shi75] i resultats d’Eichler d’aritmetica de les dlgebres de quater-
nions, cf. {Eich5b] 1 [Vig80]. '

Jordan i Livné [Jor84] [JL85] donen criteris necessaris i suficients per a l'e-
xistencia de punts de les corbes Sg en els cossos locals @,, per al cas d’or-
dre maximal. Ogg [Ogg85] tracta el cas d’ordre d’Eichler i caracteritza 'e-
xisténcia de punts de les corbes Sg i Sg/ < w > en els cossos locals Q,.
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Per als primers de bona reduccid, el problema es redueix a 'existéncia de
punts de la corba reduida sobre cossos finits, la qual es determina mitjangant
la férmula de les traces d’Eichler-Selberg; per als primers de mala reduccié,
cal utilitzar resultats d’uniformitzacié de [Dri76] i [Kur79]. En [Jor86] hi ha
resultats sobre Sg(F), on F és un cos quadratic imaginari. Jordan i Livné
[JL87] tracten P’existéncia de divisors F-racionals i classes de divisors de grau
d fixat, en el cas que F és una extensié finita de Q,. Kamienny [Kam90] obté
resultats sobre la finitud del nombre de punts racionals d’algunes corbes de
Shimura Sg sobre cossos quadratics. Molt recentment, Jordan i Livné [JL99]
estudien propietats diofantines locals de quocients Sg/ < w > per a certa
familia de corbes de Shimura Sg.

Els resultats anteriors sobre punts de corbes de Shimura sén existencials i no
donen cap informacid explicita sobre els punts. En contraposicid, destaquem
el treball recent d’Elkies [Elk98], que calcula punts explicits en quocients
Sg/ < w > de corbes de Shimura de geénere < 1 associades a un ordre
maximal d’algebres de quaternions de discriminant D = 6,10, 14, 15.

Dels treballs recents sobre corbes de Shimura destaquem també [Lin93],

[Bes95], [HMO95] i [Ji98].

Aplicacions de les corbes de Shimura

Les corbes de Shimura han esdevingut en els darrers anys una eina clau en
Pestudi de problemes aritmetics i en la demostracié de resultats importants.

L'article de K. Ribet [Rib80] marca 'entrada en joc de les corbes de Shimura
en un nou escenari, en relacionar-les directament amb les corbes modulars.
Partint de resultats d’Eichler [Eic58] i Shimizu [Shi65] sobre la férmula de
les traces, Ribet prova l'existéncia d’una isogénia entre la part nova de la
jacobiana de la corba modular Xo(N), amb N producte d’'un nombre parell
de primers diferents, i la jacobiana de la corba de Shimura associada a un
ordre maximal d’una algebra de quaternions de discriminant N.

En la linia d’estudi de les representacions de Galois associades a formes mo-
dulars, les corbes de Shimura, i especialment les seves jacobianes, tenen,
també de la ma de Ribet, un paper estratégic. Jordan i Livné [JL86] estu-
dien la reduccié del model de Néron de la jacobiana de la corba de Shimura
Sg, en el cas d’ordre maximal, per als primers de mala reduccié i determi-
nen el grup de components connexos, utilitzant les descripcions del model
regular de la corba sobre Z,, degudes a Drinfeld i Kurihara, i resultats de
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Raynaud [Ray70] i Deligne-Rapoport [DR73]. Posteriorment, Ribet {Rib90]
[Rib89), interrelaciona les reduccions del model de Néron de les jacobianes
d’una corba de Shimura i d’'una corba modular per a provar el cas particular
de la conjectura (3.2.47) de Serre [Ser87] conegut com a conjectura epsilon,
amb la qual cosa queda demostrat que una part de la conjectura de Shimura-
Taniyama-Weil implica I'iltim teorema de Fermat. En [JL89] es demostren
resultats sobre la cohomologia de certes corbes de Shimura, en la linia de
generalitzar el resultat de Ribet a formes modulars de pes més gran que 2, i
partint de resultats posteriors de Faltings i Jordan [FJ95]. En generalitzaci-
ons posteriors del treball de Ribet, cf. [Rib91], [BLR91] i [MR91], s'utilitzen
i es puntualitzen altres resultats sobre corbes de Shimura. En [Rib94], el
mateix autor en fa una descripcid.

Entre els autors que segueixen la linia d’utilitzar corbes de Shimura per
a aproximar-se a la conjectura de Serre, destaquem Diamond. Diamond i
Taylor [DT94] donen resultats sobre corbes de Shimura analegs a resultats
sobre corbes modulars. A aquest efecte, utilitzen la cohomologia dels models
canonics, la reduccio i la interpretacio modular de les corbes de Shimura.
En [Dia97a}, amnb vista a generalitzar resultats de [Rib90], Diamond utilitza
corbes de Shimura anilogues a les corbes modulars que provenen de grups de
la forma [o{N)NT{(N'). Posteriorment tenim resultats de Ribet i Takahashi
[RT97], Diamond [Dia97b], etc.

De resultes d’aquests treballs, les corbes de Shimura intervenen en la part de
la conjectura de Shimura-Taniyama-Weil provada per Wiles {Wil95] i Taylor-
Wiles [TW95]. En [DDT97] 1 [CSS97] es pot trobar una exposicié del tema.
Aixi doncs, les corbes de Shimura intervenen en la demostracié del teorema
de Fermat per partida doble.

Consideracions generals i objectiu de la memoria

Els comentaris anteriors mostren la necessitat i 'actualitat de Pestudi de les
corbes de Shimura.

L’objectiu d’aquesta memoria és realitzar un apropament teoricopractic a
Pestudi de les corbes de Shimura, amb vista a I’obtencid de resultats numerics
que ens permetin una millor comprensio de les seves propietats.

Notem que la majoria de les aportacions descrites anteriorment no incidei-
xen en aspectes efectius, la qual cosa, 2 més de dificultar-ne el seguiment,
contrasta amb I'abundant experimentacié numerica duta a terme en el cas
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modular. En aquest cas, comptavem amb l'experiencia adquirida en el Semi-
nari de Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC) de 1990-91, exposat en [BT92].

Els tractaments algoritmics de les corbes de Shimura i de les corbes modulars
s6n essencialment diferents.

D'una banda, les corbes de Shimura es defineixen com a espais de moduli de
superficies abelianes, de les quals no se’n té informacié numérica. De 'altra,
I’abséncia d’elements parabolics en el grup fuchsia no permet utilitzar desen-
volupaments de Fourier a ’entorn de puntes per a representar les funcions
automorfes associades.

Les dificultats exposades ens han obligat a un canvi de paradigma. Tot
sembla indicar que, per a desenvolupar un estudi algoritmic de les corbes de
Shimura calia situar-les en un context més proper a l'algebra no commutativa,
que fes paleses les propietats aritmetiques dels ordres. En aquest context,
la relacié inicial de Poincaré dels grups fuchsians i les formes quadratiques
ternaries indefinides és totalment natural i ens ha estat especialment valuosa.

Aixd ha motivat un canvi de llenguatge i la utilitzacié d’eines d’algebra no
commutativa per tal d’aconseguir efectivitat.

Grups fuchsians i formes quadratiques

L’inici de I'estudi dels grups fuchsians en els treballs de Poincaré esta lligat a
la teoria de les formes quadratiques. Shimura substitui el llenguatge algebraic
de formes quadratiques pel llenguatge geometric de varietats abelianes.

De manera analoga a la relacié entre formes quadratiques binaries i ordres
dels cossos quadratics, tenim una relacié entre formes quadratiques ternaries
i ordres quaternionics. Aquesta relacié ens permet traslladar a un ambit
d’algebra no commutativa les necessitats de calcul en corbes de Shimura.
Aixi, com a eines algebraiques per a poder calcular hem considerat tant
els ordres de les algebres de quaternions com les formes quadratiques. En
particular, aix0 ha requerit I’estudi de treballs anteriors i posteriors a Shimura
referents a algebres de quaternions i formes quadratiques.

Com a resultats classics sobre les algebres de quaternions, citem els treballs
d’Albert sobre la classificacié de les algebres de divisié ([Alb34], [Alb35]).
En aritmetica dels ordres quaternionics, destaquen, evidentment, els treballs
d’Eichler ([Eic37], [Eic38], [Eic55b], [Eic55a)), que donen nom als ordres que
intervenen en aquesta memoria 1 n'estudien les classes d’ideals. Una re-
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formulacié d’aquests resultats classics es troba a Vigneras {Vig80]. Com a
textos basics per a resultats generals sobre ordres de K-algebres, assenya~
lem Deuring [Deu68] i Reiner [Rei75]. En la déecada dels setanta, destaquem
els treballs de Hijikata [Hij74], en els que intervenen ordres d’Eichler locals.
Citem també els treballs de Pizer ([Piz73], [Piz76a], [Piz76b], [Piz80]), si
bé sén relatius a algebres de quaternions definides; en canvi, les algebres
que intervenen en la construccié de les corbes de Shimura sén indefinides.
Takeuchi [Tak75] [Tak77a) [Tak77b] caracteritza els grups fuchsians que pro-
venen d’algebres de quaternions i n’estudia els grups triangulars i les seves
classes de commensurabilitat. En general, els resultats sobre ordres sén poc
explicits, sobretot per als ordres de Q-algebres de divisié indefinides, amb
diferéncies importants en les notacions i les definicions dels diferents treballs.

Per a l’estudi de les formes quadratiques hem utilitzat des de treballs classics,
com ara les Disquisitiones Arithmeticae de Gauss [Gaul801], fins a treballs
més propers, com ara Ogg [Ogg69], Jones [Jon67], Serre [Ser73] i Lehman
[Leh92]. Molts dels resultats es restringeixen a ’aritmética de formes binaries
de coeficients enters o de formes definides. Aixi mateix, notem també que
les comandes sobre formes quadratiques de programes d’ordinador habituals
es redueixen practicament a formes binaries enteres.

Sobre correspondéncies entre formes quadratiques i algebres de quaternions,
destaquem els treballs classics de Latimer [Lat37], que establi una corres-
pondéncia parcial, i els de Brandt ([Bra24], [Bra28], [Bra43]), on presenta
una correspondeéncia completa i introdui el concepte de K-forma. Els tre-
balls de Brzezinski ( [Brz80], [Brz82], [Brz83], [Brz90], [Brz95]), si bé fan s
de la relacié entre formes quadratiques i ordres d’una algebra de quaterni-
omns, se situen en 'estudi algebraic dels ordres de les algebres de quaternions.
Per a les algebres definides, generalitza a ordres arbitraris certs resultats
coneguts per als ordres d’Eichler, utilitzant descripcions dels grups d’auto-
morfismes dels ordres. La correspondéncia completa entre formes ternaries i
ordres quaternionics ha estat recentment redemostrada, en termes d’algebres
de Clifford, per Llorente [Llo]. La demostracié és constructiva i permet el
calcul efectiu.

Destaquem també els treballs segiients de Bayer-Travesa i Arenas-Bayer, que
relacionen ordres quaternionics, formes quadratiques i punts de multiplicacié
complexa en el cas modular. En [BTc], els autors desenvolupen material basic
per a un estudi aritmetic dels ordres de I'algebra de quaternions M(2, Q), que
s’utiliza en [BTa] i [BTb]. En aquests dos treballs, relacionen la teoria de for-
mes quadratiques binaries enteres amb la teoria d’ordres de cossos quadratics
immersos en ordres de M(2,Q). Consideren diferents tipus d’immersions i
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proven que ’estudi de les I'-classes d’equivalencia d’immersions és equiva-
lent a ’estudi de les I'-classes de certes formes quadratiques binaries enteres.
També determinen els nombres de classes corresponents mitjancant el control
d’invariants numeérics adequats. En [ABD] consideren punts de multiplicacié
complexa de la corba modular X( V) per a qualsevol discriminant quadratic
d # 0 i redueixen el seu estudi i I’avaluacié del seu nombre al de certes for-
mes quadratiques binaries de coeficients enters de discriminant d. En [ABa]
s’estudia un tipus especial d’aquests punts, que es presenten en nombre finit.

L’estudi numeric de P’accié dels grups fuchsians en el semipla de Poincaré ha
requerit també un estudi especific de geometria hiperbolica i d’eines que s’hi
utilitzen. En aquest sentit, destaquem el treballs de Ford [For51], Lehner
[Leh64] i Siegel [Sie71], on es troben resultats sobre cercles d’isometria i la
seva relacié amb la construccié de dominis fonamentals.

Contingut de la memoria

Els principals resultats de la memoria fan referencia a ’existéncia i propietats
d’uniformitzacions hiperboliques de corbes de Shimura, que s’obtenen per
mitja d’un estudi previ de ’aritmetica d’ordres de les algebres de quaternions.

El model canonic de les corbes de Shimura estd caracteritzat per uns certs
punts, anomenats punts de multiplicacié complexa. En la memoria hem de-
terminat aquests punts de manera explicita, a partir d’un conjunt de bijec-
cions que establim entre: classes d’immersions optimals d’ordres quadratics
imaginaris en ordres quaternionics; classes de representacions primitives d’en-
ters per formes quadratiques ternaries enteres; classes de formes quadratiques
binaries de coeficients semi-enters en cossos quadratics, definides; i els punts
de multiplicacié complexa de la corba de Shimura.

Aquest plantejament ens ha portat, en particular, al desenvolupament d*una
teoria de classificacié de formes quadratiques binaries per certs subgrups
discrets de SL(2,R), diferents del grup modular SL(2, Z).

Parallelament hem elaborat el paquet informatic Poincare, implementat en
MapleV, que manipula els diferents objectes que intervenen al llarg de la
memoria: ordres d’algebres de quaternions, formes quadratiques, objectes de
geometria hiperbolica, immersions, punts de les corbes de Shimura, etc. El
paquet conté la implementacié dels algoritmes obtinguts i permet realitzar
calculs efectius. Notem que en els treballs de Poincaré apareixien ja, direc-
tament o indirectament, la majoria d’aquests objectes, la qual cosa ens ha
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semblat una bona rad per a donar aquest nom al paquet. Per tal de facilitar
’ds i la comprensié del paquet, comentem a cada capitol les instruccions que
fan referéncia als conceptes i resultats del propi capitol, i en presentem una
descripcié completa final en el capitol 10.

A continuacid descrivim el contingut de la memoria.

K
un cos commutatiu de char(K) # 2, i els seus ordres, que anomenarem ordres
quaternionics. Revisem definicions i resultats coneguts i introduim conceptes
que necessitarem en els capitols posteriors. En particular, presentem unes
families infinites de Q-algebres de quaternions indefinides, per a les quals do-
narem resultats explicits al llarg de la memoria. En la seccid 1.1, es descriu
la teoria algebraica de les K-algebres de quaternions. Les Q-algebres de qua-
ternions H de discriminant D = 1 sén les Q-algebres no ramificades; definim
com a (Q-algebres de quaternions poc ramificades les que tenen discriminant
D = pq, amb p, g primers, i les classifiquem en el teorema 1.1.31. En particu-

3 b e
El capitol 1 esta dedicat a les algebres de quaternions H = (9—“), per a K

lar, a partir de la classificaci6 de les algebres H = (P_,g , que donem en el

teorema 1.1.29, introduim els conceptes d’algebres poc ramificades de tipus
A ide tipus B, cf. 1.1.30. La secci6 1.2 esta dedicada a la teoria aritmetica
dels ordres quaternionics, especialment dels ordres d’Eichler de nivell N en
una Q-algebra de quaternions de discriminant D, que denotem per O(D, N).
" Conté resultats sobre ordres d’Eichler locals i globals. Completem la seccié
amb resultats explicits sobre ordres d’Eichler de les algebres poc ramificades
de tipus A i B. La seccié 1.3 conté comentaris sobre els algoritmes que hem
implementat i taules amb resultats numerics. D’una banda, hi ha instrucci-
ons per tal d’operar en ’ambit no commitatiu de les algebres de quaternions
i per al calcul dels seus invariants; d’altra banda, s’hi troben instruccions que
permeten la manipulacié dels ordres i les seves bases, com ara calcul de bases
simplificades i interseccié d’ordres. Amb aquestes instruccions, hem obtingut
taules de classificacié d’algebres de quaternions i taules d’ordres d’Eichler,
per a algebres poc ramificades de tipus A i B. |

En el capitol 2 s’introdueixen formalment les corbes de Shimura X (D, N),
definides a partir d’un ordre d’Eichler O(D, N), i calculem explicitament les
constants de les corbes corresponents a ordres d’algunes algebres poc rami-
ficades de tipus A i B. Comencem amb una breu descripcié de conceptes
propis de la geometria hiperbolica en el semipla de Poincaré, en la seccid
2.1. En la seccié 2.2 donem les definicions habituals per a les homografies
1 explicitern alguns resultats auxiliars per als capitols segiients; destaquem
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la relacié entre una homografia v i la forma quadratica binaria f, associa-
da. En la seccié 2.3 s’introdueixen els grups d’homografies quaternioniques
I'(D, N) a partir de les unitats dels ordres O(D, N) i els explicitem per a les
algebres poc ramificades de tipus A i B. La seccid 2.4 esta dedicada a la defi-
nici6 de les corbes de Shimura X(D, N) com a quocient I'(D, N)\H i recull
resultats sobre les constants associades a X(D, N). Finalment, en la seccié
2.5 llistem les instruccions implementades referents a: geometria hiperbolica,
homografies i invariants de les corbes de Shimura, com ara el nombre de
cicles elliptics, el génere i el volum. Hi incloem també taules explicites de
constants d’algunes corbes de Shimura i, per raons de completesa, incloem
les equacions conegudes de corbes de Shimura i la llista de corbes de Shimura
no modulars hiperelliptiques.

En el capitol 3 donem una uniformitzacié hiperbolica implementable de les
corbes de Shimura per al cas no ramificat, X(1, N) = Xo(N), de nivell N
primer. Aixi, construim de forma sistematica dominis fonamentals en el
semipld de Poincaré dela corba X(1,N) i reobtenim resultats sobre les cons-
tants associades. La seccidé 3.1 conté definicions i resultats majoritariament
coneguts relatius als cercles d'isometria i un meétode de construccié de do-
minis fonamentals, seguint [For51]. En particular, introduim el concepte de
cercle d’isometria maximal. En la seccié 3.2 apliquem l’anterior als grups d’-
homografies quaternioniques per al cas no ramificat de nivell primer, I'(1, N)
amb N primer. En primer loc, fixem un domini fonamental del subgrup
d’homografies que fixa U'infinit. A continuacid, obtenim resultats sobre els
cercles d’isometria maximals, proposicié 3.2.1, que ens permeten donar resul-
tats explicits sobre les constants i propietats del domini fonamental construit
i les constants associades al grup I'(1, N), cf. teoremes 3.2.4 1 3.2.11. En la
seccié 3.3 presentem els grafics dels dominis, les taules de constants i la des-
cripci6 de les instruccions implementades. Les comandes d’aquest capitol fan
referéncia sobretot al calcul de constants i dades associades al grup I'(1, N) i
al domini fonamental construit. A titol d’exemple, donem les representacions
grafiques dels dominis fonamentals construits per a les corbes X (1, N), amb
N =3,11,13,23,41, degénere 1, 2 o bé 3; incloem també taules que mostren
explicitament els corresponents vértexs I'(1, V)-equivalents i una presentacié
del grup I'(1, N)/ £ Id. Una versié reduida dels resultats d’aquest capitol
estd publicada a [A1s99b]; per a una versié completa i detallada, cf. [Als99al].

El capitol 4 estd dedicat a les formes quadratiques, amb especial émfasi en les
formes binaries, ternaries i quaternaries, amb 'objectiu d’unificar i genera~
litzar notacions i definicions que utilitzarem en els capitols posteriors. En la
secci6 4.1 fixem les definicions i les notacions, que en algun cas generalitzen
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definicions conegudes. En la secci6 4.2 es resumeixen les nocions relatives a
la teoria de representacié i equivaléncia de formes quadratiques. La seccié 4.3
recupera i generalitza definicions i resultats de Brandt relatius a les formes
reciproques i la propietat de ser K-forma. En la seccid 4.4 es presenten propi-
etats generals de formes quadratiques associades a algebres sobre un cos K.
En la seccié 4.5 apliquem la seccié anterior als cossos quadratics respecte de
la forma quadratica norma. Aixi, tractem les formes normiques binaries as-
sociades als ordres quadratics i precisem notacions i resultats que utilitzarem
en els capitols posteriors. La secci6 4.6 conté les instruccions programades
referents a formes quadratiques, en especial per al calcul d’invariants de les
formes quadratiques i les formes reciproques associades, la condicié de ser
K-forma i les formes binaries associades als ordres quadratics.

En el capitol 5 tractem les formes quadratiques quaternaries i ternaries obtin-
gudes en interpretar una Q-algebra de quaternions H com a espai quadratic
1 considerar el subespai dels quaternions purs. La interpretacié es pot fer
en funcié de la norma o de la traga, definides en H, i considerem les formes
normiques np 41 npg, 1 les formes traca g4 i ty 3, respectivament. Obtenim
relacions entre els invariants d’aquestes formes i els invariants de ’algebra H.
Els resultats per a les formes normiques sdn a la seccid 5.1; en especial, ng 4 i
ng 3 son K-formes, cf. teorema 5.1.18. Els resultats corresponents a la forma
traca son a la seccid 5.2; en aquest cas, generalitzant el concepte de K-forma,
obtenim el teorema 5.2.13. Els resultats anteriors ens permeten construir
bijeccions entre conjunts de formes quadratiques i d’algebres de quaternions,
que explicitem en la seccié 5.3, teorema 5.3.3. Aquestes bijeccions sén efecti-
ves i han estat implementades en els dos sentits. En la seccié 5.4 presentem
les instruccions sobre les formes normiques i les formes traca associades a
una algebra de quaternions, referents als invariants i les formes quadratiques
associades, on també donem taules amb les formes i els invariants calculats.

El capitol 6 esta dedicat a ’estudi de les formes quadratiques associades als
ordres quaternionics O C H, especialment les formes ndrmiques quaternaria
i ternaria, que denotem per np4 i no 3, respectivament, i el conjunt de for-
mes binaries H(O) associat a un ordre. Donem resultats sobre la relacié
entre els invariants de l'ordre i les formes quadratiques associades. En la
seccid 6.1 tractem les formes ndormiques quaternaria i ternaria associades a
un ordre quaternidonic. A més de Pestudi dels seus invariants, aplicacié
dels conceptes introduits per Brandt ens ha permes arribar a resultats sobre
la caracteritzacié de les formes normiques que sén K-formes en el teorema
6.1.13. En el cas d’ordres d’Eichler d’algebres de quaternions indefinides, el
criteri és més explicit, proposicié 6.1.20, i provem la relacié entre conjugacié
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d’ordres i equivaléncia de formes associades als ordres, teorema 6.1.23. En
la seccié 6.2 estudiem breument la forma traga quaternaria tp4 associada
a un ordre quaternionic. En la seccié 6.3 descrivim les formes binaries as-
sociades als ordres quaternionics i donem resultats explicits per a ordres de
les algebres no ramificades i les poc ramificades de tipus A i de tipus B.
La seccié 6.4 conté comentaris breus sobre les instruccions implementades
i taules de formes quadratiques associades a alguns ordres, que mostren les
formes normiques i els seus invariants, la forma traca i I’expressié genérica de
les formes binaries associades a ordres d’Eichler d’algebres poc ramificades.

En el capitol 7 reformulem la teoria d’immersions optimals d’ordres de cos-
sos quadratics en ordres d’algebres de quaternions, a partir de l'estudi de
les formes quadratiques ternaries i binaries associades als ordres. D’una
banda, aix0 ens ha permes obtenir resultats sobre formes quadratiques; d’al-
tra banda, ens ha aportat efectivitat al calcul d’immersions. En la secci6 7.1
relacionem les immersions de cossos quadratics en algebres de quaternions
amb les representacions de formes quadratiques binaries per formes qua-
ternaries i les representacions de nombres per formes ternaries. La seccid 7.2
recull les definicions sobre immersions i els resultats de classificacié coneguts
per a les immersions optimals d’ordres quadratics en ordres quaternionics.
En la seccidé 7.3 mostrem lligams entre la classificacié de les immersions i
la de les representacions de nombres per formes ternaries, cf. 7.3.16. En
la seccié 7.4 donem resultats sobre families de formes binaries de coeficients
semi-enters en un cos quadratic amb determinant fixat associades als ordres
quaternionics i sobre la seva classificacié per subgrups discrets de SL(2,R)
en el teorema 7.4.7. En particular, explicitem les bijeccions i els conjunts de
formes binaries corresponents en el cas no ramificat i els casos poc ramificats
de tipus A i de tipus B. ‘ C

En el capitol 8 estudiem la uniformitzacié hiperbolica de les corbes de Shi-
mura corresponents a algebres de divisié 1 presentem poligons hiperbdlics
explicits que sén dominis fonamentals per a algunes corbes de Shimura poc
ramificades. En la seccié 8.1 caracteritzem les homografies quaternioniques a
partir dels resultats d’immersions i formes quadratiques del capitol anterior,
cf. 8.1.7. En particular, estudiem les homografies elliptiques, cf. teorema
8.1.10 i les explicitem per a les algebres poc ramificades de tipus A i B. Estu-
diem també les homografies hiperboliques que fixen infinit i certes simetries,
analogues a les del cas modular, Aixi, posem de manifest 'existéncia d’una
homoteécia principal que substitueix la translacié del cas no ramificat i in-
troduim les rectes hiperboliques principals. En la seccié 8.2 donem pautes
per a l’aplicacié del métode dels cercles d’isometria en la construccié de domi-
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nis fonamentals: estudiem els dominis fonamentals del subgrup d’homografies
que fixen l'infinit i els cercles d’isometria associats a la resta d’homografies
quaternioniques. En la seccié 8.3 fem efectiva la construccié de dominis fo-
namentals. Explicitem poligons hiperbolics que sén dominis fonamentals i en
descrivim les caracteristiques, mostrant que aquesta uniformitzacié té propi-
etats similars a la calculada en el capitol 3 per al cas de les corbes modulars,
pel que fa a les transformacions que fixen U'infinit i les simetries. En la seccié
8.4 mostrem les representacions grafiques dels dominis fonamentals explici-
tats en la seccié anterior, per a les corbes de Shimura X(6,1), X(10,1) i
X(15,1). Hi adjuntem taules amb els cicles i la presentacié dels grups. Al-
guns resultats parcials relacionats amb els presentats en aquest capitol es
troben a [Als97].

En el capitol 9 estudiem els punts de multiplicacié complexa de les corbes de
Shimura X (D, N) utilitzant els resultats sobre la uniformitzacié hiperbolica
i el tandem immersions-formes quadratiques dels capitols anteriors. Con-
siderem un conjunt finit d’ordres quadratics per als quals hi ha punts de
multiplicacié complexa especials. En particular, per a les corbes de Shimura
no ramificades i poc ramificades explicitem els resultats anteriors i en donem
representacions grafiques. En la seccié 9.1, donem les definicions i els resul-
tats que relacionen aquests punts amb les representacions de formes ternaries
i les formes binaries del capitol anterior, de manera que comptem el nombre
de punts de multiplicacié complexa per un ordre quadratic en el teorema
9.1.17. En la seccié 9.2 donem els resultats sobre el calcul dels punts de
multiplicacié complexa en funcié de formes quadratiques, cf. 9.2.1. Deduim
resultats per al cas no ramificat, i els casos poc ramificats de tipus A i de
tipus B. Els resultats grafics els hem recollit en la seccié 9.3, on també co-
mentem les instruccions programades. Més concretament, representem tots
els punts de multiplicacié complexa especials en els dominis fonamentals de
les corbes X (1, N) presentats en el capitol 3 i en els dominis de les corbes
X(D,1) presentats en el capitol 8. Les comandes implementades permeten
- classificar els ordres per als quals una corba X (D, N) té punts de multipli-
cacié complexa especials, obtenir la llista d’ordres quadratics de multiplicacié
complexa especial i calcular els punts de multiplicaci complexa per un ordre
quadratic fixat.

Finalment, en el capitol 10 recollim les instruccions del paquet informatic
Poincare, que conté la implementacié en MapleV dels algoritmes descrits en
els capitols anteriors. En la seccié 10.1 donem les caracteristiques técniques
generals del paquet. En la seccié 10.2 donem una descripcié completa de les
instruccions implementades, especificant els arguments d’entrada. i les sorti-
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des. La secci6 10.3 conté una petita mostra de la sintaxi de les instruccions,
per a illustrar com han estat implementades.

En general, en el comengament de cada capitol o seccid, donem referéncies
per als resultats coneguts, dels quals ometem la demostracid, llevat d’algun
cas en que ens ha semblat millor explicitar-la per tal de clarificar idees o de
mostrar una demostracié directa.

Agraiments

En cloure la introducci6 a la memoria, voldria expressar el meu agraiment a
les persones que, d’'una manera o altra, hi han contribuit.

Per comengar, vull donar les gracies als professors del Departament de Ma-
tematiques de la UAB, especialment de P’area d’algebra, que em van desvet-
Har Pinteres per ’algebra i la teoria de nombres; als membres del Departa-
ment d’f\lgebra, i Geometria de la UB, amb qui vaig compartir docéncia i
cursos de tercer cicle, i als companys del Departament de Matematica Apli-
cada III de la UPC, especialment als membres de la Delegacié del Bages que
han entés la importancia que té per a mi la recerca.

* Vull agrair també els anims i el suport dels companys del Seminari de Teoria
de Nombres (UB-UAB-UPC), amb els quals he compartit hores i més hores
d’exposicions, discussions i reunions.

Molt especialment, vull manifestar un sincer agraiment a la Dra. Pilar Bayer,
per la seva confianca en mi, per la seva orientacié i estimul, i per haver-me
conduit a Pestudi de les corbes de Shimura, que ens ha arribat a fascinar a
mesura que avangavem en la realitzacié i la maduresa d’aquest treball.

També ha estat important per a mi Pentorn familiar i d’amics més propers,
que ha viscut la dedicacié que requereixen les matematiques; d’una manera
especial, el Pau i la Mireia, que comencen a descobrir els nombres i les lletres,
i PEnric, amb qui comparteixo, des de fa temps, més que matematiques.

En la discussié inicial sobre la programacié de les instruccions referents a la
manipulacié dels quaternions, cal esmentar els comentaris i la collaboracié
de Rafal Ablamowicz (Tennessee Technological University).

Finalment, remarquem que aquest treball ha estat realitzat amb el suport
economic parcial de DGES, PB96-0166.






Index

Introduccio

1 Algebres de quaternions i ordres quaternidnics
1.1 Teoria algebraica d’algebres de quaternions . . . . .. ... ..
1.1.1 Definicionsiresultats . . . . . ... .. .

........

1.1.2 Q-algebres de quaternions no ramificades i poc ramifi-

cades . . . L. e e e e

1.2 Teoria aritmetica d’ordres quaternidonics . . . ... ... ...
1.2.1 Ordresiideals. . .. .. .. ... . . ...
1.2.2 Ordres d’Eichlerlocals . ... ... .. ... ......
1.2.3 Ordres d’Eichlerglobals . .. ..............

1.2.4 Ordres d’Eichler de les Q-algebres no ramificades i poc
ramificades . .. .. ... .. oo

1.3 Algoritmesitaules . .. .....................

2 Corbes de Shimura: introduccié

2.1 El semipla de Poincaré

......................

2.2 Homografies

2.3 Grups d’homografies quaterniéniques
2.4 Les corbes de Shimura X(D, N)

--------------
nnnnnnnnnnnnnnnnn

2.5 Algoritmes i taules

------------------------



xviii INDEX

3 Uniformitzacié hiperbolica de corbes de Shimura: cas no ra-

mificat 67
3.1 Cerclesd’isometria . . . . . . ... ... L. 67
3.2 Construccié d'un domini fonamental per a X(1,p) . . . . . .. 76
3.3 Algoritmes, taulesigrafiques. . . . .. ..... ... ... .. 89
4 Formes quadratiques enteres 97
41 Introduccid . .. .. .. . . i e e 97
4.1.1 Definicionsgenerals . . . .. .. ... ... ... ... 98
4.1.2 Formes quadratiquessobre Z . ... .. .. ...... 100
4.1.3 Formes binaries, ternaries i quaternaries . . ... ... 103

4.2 Representaci6 de formes per formes . . . . . ... ... L. 106
4.3 Formes quadratiques de lai2a especie . .. ... ... .... 111
4.4 Formes associades aalgebres . . . . .. ... ... .. ..... 120
4.5 Ordres quadratics i formes binaries . . .. .. ... ... ... 124
46 Algoritmes. . . . .. .. . . e 129
5 Algebres de quaternions i formes quadratiques 131
5.1 Formes normiques d’algebres de quaternions . . . . ... ... 132
5.1.1 Definicions i primeres propietdts ............. 132
5.1.2 Relacions entre els invariants. . ... .. ..... ... 135
5.1.3 Les formes normiques i les K,-formes . . . . ... ... 139

5.2 Formes traga d’algebres de quaternions . . . ... ....... 141
5.2.1 Definicié i propietats . . .. .. .. .. ... ... .. 141
5.2.2 Relacions enfre els invariants. . .. ... ........ 143
5.2.3 Les formes tracailes K-formes ... .......... 145

5.3, Correspondencia entre algebres de quaternions i formes qua-
dratiques. . . . . . ... L e 146



INDEX xix

54 Algoritmesitaules . .. .. ... ... ... . 0 L. 150

6 Ordres quaternidnics i formes quadratiques 155
6.1 Formes normiques d’ordres quaternionics . . . . .. ... ... 155
6.1.1 Construcciéi propietats . ... ... .. .. ... ... 155

6.1.2 Formes normiques d’ordres d’Eichler . . .. ... ... 164

6.2 Formes traga d’ordres quaternionics . . . . . .. .. ... ... 167
6.3 Formes binaries associades a ordres quaternionics . ... ... 169
6.4 Algoritmesitaules . .. .. ... .. ... . 0 174

7 Immersions i formes quadratiques 189

7.1 Immersions de cossos quadratics en algebres de quaLternions .. 190
7.2 Immersions d’ordres quadratics en ordres quaternionics . . . . 193
7.3 Classificacié de representacions per formes ternaries ... . . . . 199
7.4 Classificacié de formes binaries associades a ordres quaternionics213

7.5 Algoritmesitaules . . ... ... ... ... 0 L. 221

8 TUniformitzacié hiperbolica de corbes de Shimura: cas rami-

ficat 241
8.1 'Hbmogmﬁes, immersionsiformes . ... ............ 242
8.1.1 Homografies quaternioniques . . . . . .. ... .. ... 243
8.1.2 Puntsellipticsde X(D,N) . .............. 245
8.1.3 Homotecies i simetries princi'pals de'(D,N) . ... .. 255
8.2 Donﬁnis fonamentals . . .. ... .. ... .. o L., 259
8.2.1 Construccié de D(I'(D,N)w),peraD>1 . ... ... 260
8.2.2 Cerclesd’isometria . . .. ... ... .. ... .... 263
8.3 Construccié de dominis fonamentals . . . . . .. ... ... .. 268



XX INDEX

8.3.2 Domini fonamental per a X(6,1) . ........... 270

8.3.3 Domini fonamental pera X(10,1) . . . . . ... .. .. 275

8.3.4 Domini fonamental pera X(15,1) . . . ... ... ... 279

8.4 Algoritmes, taulesigrafiques. . . . .. ... ... .. ... 283

9 Punts de multiplicacié complexa en corbes de Shimura 291

9.1 Nombre de punts de multiplicacié complexa . . . .. . 291

9.2 Calcul de punts de multiplicacié complexa . . . .. ... ... 299

9.3 Algoritmes, taulesigrafiques. . . . . . .. . ... .. ..., 306

10 El paquet Poincare 327
10.1 Caracteristiques principals . . . . . .. .. . . oL 327

10.2 Descripcié de les instruccions . . . . . .. ... oL L 329

10.3 Sintaxi de les instruccions programades . . . . . . . .. . ... 355

Index de taules 363

index de figures | 369

Treballs de Shimura 371

Bibliografia ' 381



Capitol 1

Algebres de quaternions i
ordres quaternionics

En aquest capitol tractem les algebres de quaternions i els seus ordres. En
donem les definicions 1 els resultats principals. Introduim conceptes i noves
interpretacions i presentem les algebres poc ramificades.

1.1 Teoria algebraica d’élgebres de quaterni-
ons

En aquesta primera seccid, considerem les algebres de quaternions sobre un
cos commutatiu K de char(K) # 2, amb especial émfasi en les Q-algebres,
que sén basicament les que tractarem al llarg del treball. En particular, .
introduim les algebres poc ramificades, de tipus A i de tipus B. Com a re-
feréncies principals citem [Ger79], [Alb34], [Rei75] 1 [Vig80].

Una K-algebra A (associativa i amb unitat) és un K-espai vectorial dotat
d’una estructura d’anell amb unitat, 14, de manera que el producte intern
de I'anell i el producte per un escalar estan relacionats per

k(uv) = (ku)v = u(kv), u,v€ A, k€ K.

Els elements {k- 14 : k € K}, a través de la immersié de K dins de A, sén
centrals; és a dir, K C Z(A), on Z(A) denota el centre de A. Una K-algebra
A es diu que és central si Z(A) = K, i es diu que és simple si no té ideals
bilaterals no trivials.
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Un homomorfisme de K-algebres ¢ : A — B és un homomorfisme d’anells
K-lineal (inclou ¢(14) = 1p). De fet, és suficient que ¢ sigui un homomor-
fisme de K-espais vectorials tal que ¢(l4) = 1p i que preservi el producte
sobre una base de A.

De la forma habitual, denotem per M(n, R) l'anell de les matrius n x n
d’entrades en R, per GL(n, R) el grup lineal format pels elements de M(n, R)
invertibles, i per SL(n, R) el subgrup especial lineal dels elements de GL(n, R)
de determinant igual a 1.

1.1.1 Definicions i resultats

1.1.1 Definicié. Una K-algebra de quaternions H és una K-algebra central,
simple i de dimensié 4 sobre el seu centre. Denotem per H* el grup de les
unitats de H. O

Sobre un cos K de caracteristica diferent de 2, tota algebra de quaternions
H té una K-base {1,1,7,77} que satisfa les relacions i = a, ;2 = biij =
LR RV q ?

~7Ji, per a certs ¢,b € K*. Anomenem base canonica de H aquesta base.
Reciprocament, una K-base i unes relacions com les anteriors, a més de la
propietat associativa, defineixen una K-algebra de quaternions. En aquest
a’

K

diferents poden donar lloc a K-algebres de quaternions isomorfes (cf. 1.1.10).

cas, denotem per P’algebra de quaternions H. Observem que parelles

1.1.2 Definicié. Un quaternié w = z + yi + 27 + t1j de H es diu que és un
quaternié pur si z = 0. Denotem per Hj el K-espai vectorial dels quaternions
purs. O

La nocié de puresa és independent de ’eleccié de la base {1,1,7,ij}, com
mostra el resultat segiient.

1.1.3 Proposicié. Sigui H una K -dlgebra de quaternions i considerem w €
H,w#0. Aleshoresw € Hy si, i només si, w ¢ K i w? € K. O

Recordem els resultats segiients sobre els automorfismes d’una K-algebra de
quaternions.

1.1.4 Teorema. Sigui H una K-dlgebra de quaternions.



1.1. Teoria algebraica d’algebres de quaternions 3

(1) Els K-automorfismes de H son els automorfismes interns (és a dir,
les conjugacions w — o~ 'wo, on o € H*). El grup Autx(H) de K-
automorfismes de H és isomorf al grup quocient H*/K™.

(i1) Si L €s una K-dalgebra separable de rang 2, continguda en H, el subgrup
d’automorfismes de H que fizen tots els elements de L €és isomorf a

[*/K*. O

1.1.5 Corollari. Siguin H una K-dlgebra de quaternions 1 L C H una
K -dlgebra quadrdtica separable. Denotem per m — m' el K-automorfisme
no trivial de L. Aleshores, existeizen elements § € K* 1 w € H tals que
H=L+Lw,ambw? =0 iwm =m/w peratotm € L. O

Una K-algebra de quaternions €s o bé un cos no commutatiu, o bé una algebra
isomorfa a ’algebra de matrius M(2, K); en el primer cas es diu que és una
K-algebra de divisié i en el segon, que és una K-algebra de matrius. Si K
és algebraicament tancat, obtenim només les algebres de matrius. Si K és
un cos local (# C), existeix una tnica K-algebra de quaternions de divisié,
llevat isomorfisme. Si K = R, s’obté el cos H dels quaternions de Hamilton.

A partir- d’ara, K denotara un cos de nombres i K, el cos local correspo-

nent, per a cada placa v de K. Denotem per R i R, els anells d’enters
corresponents.

1.1.6 Definicid. Sigui H una K-algebra de quaternions. Per a cada placa v
de K, H, := H® K, és una K,-algebra de quaternions. Si H, és una algebra
de divisid, es diu que H és ramificada en v; en cas contrari, es diu que H és
no ramificada en v.

a,b

Siguin H = <_I-(—> i v una plaga de K. Es defineix I'invariant (lbcal) de

a,b 1, siv no ramifica en H,
e(22) = O
K

—1, siwvramificaen H.

Hasse per
1.1.7 Teorema. (i) Per a qualsevol K-dlgebra de quaternions H, el con-
junt de places de K on H és ramificada €s finit 1 de cardinal parell.

(i1) Dues K-algebres de quaternions sén isomorfes si, i només si, son ra-
mificades en les mateizes places.

(iii) Donat un conjunt de places de K de cardinal parell, que no contin-
gui cap plagca compleza, existeiz una K-dlgebra de quaternions que és
ramificada ezactament en aquestes places. O
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Aquests fets es resumeixen en la successié exacta segiient, on Bry denota la
2-component del grup de Brauerie =) ¢, (cf. [Ser79]):

1 = Bry(K) = @ Bry(K,) = {£1} = 1.
v
Notem que, si K és un cos global, existeixen infinites algebres de quaternions
sobre K no isomorfes.

Si K = Q, invariant local de Hasse de l'algebra de quaternions coincideix
amb el simbol de Hilbert local (a, b),.

1.1.8 Definicié. Es defineix el discriminant reduit Dy d’una K-algebra de
quaternions H com l’ideal enter de R igual al producte de les places finites
de K que ramifiquen en H. O

1.1.9 Corollari. Dues K-dlgebres de quaternions son isomorfes si, ¢ només
si, tenen el mateiz discriminant reduit. En particular, una K-dlgebra de
quaternions H €s una K-algebra de matrius si, ¢ només si, Dy = R. O

Si R és un domini d’ideals principals (DIP), podem identificar els ideals
de R amb els seus generadors, llevat d’unitats. Aixi, en les Q-algebres de
quaternions posem Dy € Z. Les Q-algebres de matrius, per exemple, es
caracteritzen per Dy = 1.

1.1.10 Remarca. Sobre Q, a partir de les propietats generals dels simbols
de Hilbert locals, s’obtenen els isomorfismes segiients, per a a,b,c € Q.

e ()« ()= (57) = (55°)
0 ()=()=(2)
@ ()= ()

. . . 1,b -
Explicitem, com a exemple, un isomorfisme (7(’—2;) ~ M(2,Q). L'utilitzarem

especialment quan b = —1.
: 1,0\

z+y z+t)

z+yitzj+tyy — <b(z—-t) z—y
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L’isomorfisme invers ve donat per

e s (5)

(f; g) m H(at 8)+ (a—8)i+ B+ 19)5 + (B - 1y)ij). O

.. 1,b
1.1.11 Remarca. La base canodnica {1,1,7,2j} de <7@—> , €s transforma per
Pisomorfisme 1) en la base de M(2,Q) segiient:

GG ) (ae)(Ee))

En cert sentit, aquesta sera la base de M(2,Q) que fard el paper de base
canomca o

1.1.12 Definicions. Tota K-algebra de quatermons esta dotada d’un K-
endomorfisme que és un antmutomorﬁsme involutiu 1 que anomenem conju-
gaci6; es denota per w — @. Donat w €H , es defineix la traca reduida per
tr(w) = w4+, i la norma reduida, per n(w) = w - .

, b ) . C e .
Sigui H = a? .Siw=zc+yi+ zj+1t7, amb z,y,2,t € K, tenim que

=1 —yi— 2] —tj, tr(w) = 2z i n(w) = 2% — ay® — bz% + abt®. Observem
que w € Hj si, 1 només si, 0 = —w; de fet, Hy és el conjunt de quaternions de
‘traga reduida nulla. Els elements de H* son els elements de norma reduida
no nulla. O

Sigui H = M(2, K) i identifiquem K amb la seva imatge a M(2, K), pel K-

homomorfisme que envia I’element unitat de K a la matriu identitat. Ales- -
f —d

—e ¢

reduides d’un element w € M(2, K) coincideixen amb la traca i el determinant

de w com a matriu, respectivament.

. d . .
hores, si w = z f>’ tenim que w = . La traca i la norma

1.1.13 Proposicié. Sigui H una K-dlgebra de quaternions. Aleshores, l’a-
plicacid traga reduida dona lloc a una K -forma bilineal simétrica no degene-
rada 7 : H x H — K en posar 7(a,3) = tr(af), pera o, € H. A més, la
forma 1 €s associative; aizo és, T(af,v) = 7(a,Bv), per a o, B,y € H. O

1.1.14 Teorema. Sigui Ky el conjunt d’elements de K que sdn positius en

les places infinites reals de K que ramifiquen en H. Aleshores, Ky = n(H).
a
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1.1.15 Teorema. Sigui K un cos totalment real d’enell d’enters R. Sigui
H una K-dlgebra de quaternions indefinida. Aleshores, per a tot 6 € RNH*,
ezisteiz w € H* tal que n(w) =6 itr(w) € R. O

1.1.16 Proposicié. Sigut ¢ : H — H' un isomorfisme de K-dlgebres de

quaternions. Sigui H = %), amb una base fizada {1,1,7,15}. Es tenen

les propietats seguents:

(i) ¥ =g, ’«/z(.j)2 =b.
(11) w(HO) = H'o.

(iii) Y(@) = P(w), per ew € H.

(iv) n(y(w)) = n(w), tr(p(w)) =tr(w), pera w€ H.

DEMOSTRACIO: La propietat (i) és trivial, ja que ¥(1)? = ¥(3%) = ¢¥(a) = ¢;
analogament es veu ()% = b.

Expressem (1), ¥(7),%(¢5) en funcié de la base de H'. L’apartat (i) implica
que necessariament pertanyen a H]. De fet, també és un corollari de la
proposicié 1.1.3, que caracteritza els quaternions purs de manera independent
de la base. Com que ¥ és un isomorfisme, obtenim la igualtat donada a (ii).

Per a provar (iii), sigul w = k4 u, amb k € K iu € Hp. Tenim que
W = k —u; per tant (@) = k—(u). Ara bé, si apliquem (ii) i les propietats
de la conjugacid, tenim que k — ¥(u) =k + ¢(u) = p(w).

Per a veure (iv), només cal aplicar la definicié d’homomorfisme de'K -algebres.
Explicitament, n($(w)) = $(whp(w) = H(w)y (@) = ¢(wd) = P(n(w)) =
n(w). Analogament, per a la traga, tenim que tr(¥(w)) = P(w) + Y(w) =
P(w) + $(@) = Y(w + &) = P(tr(w)) = tr(w). O

1.1.17 Remarca. Notem que les aplicacions de H en H que transformen
una K-base de H en una altra K-base de H sén automorfismes de H com a

K-espai vectorial, perd no sén necessariament automorfismes de K-algebres.
O

1.1.18 Definicié. Siguin H una K-algebra de quaternions i F' un cos ex-
tensié de K. Es diu que F escindeix H si Hr := H @ F ~ M(2,F). O
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Fixada una K-algebra de quaternions H, sempre existeix un cos F' O K
que escindeix H. De fet, si K és una clausura algebraica de K, aleshores K
escindeix H. Es clar que si F' escindeix H, aleshores qualsevol cos LD F
també escindeix H.

Sigui F un cos que escindeix H i fixem un isomorfisme ¢ : HQ F 5 M(2, F).
Aleshores, €l determinant i la traca de la matriu ¢(w ® 1) coincideixen amb
la norma i la traga reduida de w € H, respectivament. En particular, el
determinant i la traga de la matriu ¢(w ® 1) no depenen ni de I'isomorfisme
‘¢ ni del cos F que escindeix H.

Vegem a continuacié quines sén les condicions que determinen que un cos
quadratic sobre K escindeixi una K-algebra de quaternions.

1.1.19 Proposicié. Siguin H une K-dlgebra de quaternions 1 F un cos
quadratic sobre K. Aleshores sén equivalents:

(a) F escindeiz H.

(b) F és K-isomorf a un subcos commutatiu mazimal de H que conté K.
(¢c) Ezisteiz una K-immersid F — H.

(d) Tota plaga v de K que ramifica en H no descompon completament en
F. O

L'equivaléncia entre (b) i (c) és clara. L'equivaléncia de les condicions (a),
(b) i (d) és un cas especial dels teoremes de Hasse per a algebres centrals
simples sobre cossos de nombres. -Se’n pot trobar una demostracié senzilla
i directa per al cas de Q-algebrés de quaternions a [Lat36]. Notem que la
condicié (d) es dedueix facilment de (c). Efectivament, si v|Dg, tenim que -
H, és una K,-algebra de divisio; per tant, per a que existeixi una immersid
de F en H, cal que hi hagi una immersié de F, en H,, per la qual cosa F,
ha de ser un cos. Aixo implica que v. no descompon en F'.

1.1.20 Remarca. Per al cas ‘de les K-algebres de quaternions que sén al-
gebres de matrius, és evident que tots els cossos quadratics les escindeixen.
Qualsevol cos quadratlc satisfa (d), ja que no hi ha cap plaga que ramifiqui

en Palgebra. Si F =K (\/_ ), amb § € 'K, (b) i (¢) clarament se satisfan en
prendre la K-immersid : seguent

v: K(WV8 < M(2K)

Ty
z+yVs (5y$
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Obviament es conserven la norma i la traga. O

1.1.21 Proposicié. Una eztensid finita F|K escindeiz una K-dlgebra de
quaternions H si, i només si, Fy, escindeiz H, per a tota plaga w|v de F. O

1.1.22 Remarca. A nivell local, per la remarca anterior ens podem centrar
en els cossos que escindeixen les algebres de divisié H,. En aquest cas, si K,
no és arquimedia, es té que tot cos quadratic local F,, sobre K,, amb wv,
escindeix H,. En particular, aplicant 1.1.19, F, és isomorf a un subcos de
H, O

1.1.23 Remarca. Sigui F' = K(a) un cos quadratic que escindeix una K-
algebra de quaternions H. Per la proposicié 1.1.19 aixd equival a dir que
existeix una immersié ¢ : F — H.

(1) Per ser 3 morfisme d’algebres, conserva la norma i la traga. Una im-
mersié ¢ : F < H queda determinada per un element ¢(a) € H tal

que n((a)) = n(a) i tr($(a)) = tz(a).

(ii) Si F C H, aleshores el conjunt d’immersions de F' en H estd en bijeccié
amb la classe de conjugacié de Pelement () en H*, {c™¢Y(a)o | o €
H*} = {w € H | a(w) = n(a), tr(w) = tr(e)}. O

1.1.24 Definicid. Siguin K un cos de nombres totalment real, [K : Q] =
m, i H una K-algebra de quaternions. Fixem un isomorfisme H Qg R ~
M(2,R)" x H™ . Sir =0, es diu que H és definida. Sir > 1, es diu que H
és indefinida. O

En particular, en les Q-algebres de quaternions, el carcter definit o indefinit
de 'algebra H es llegeix en el discriminant Dg: un nombre senar de factors
de Dy correspon al cas definit i un nombre parell, al cas indefinit. Observem
que R escindeix les Q-algebres de quaternions indefinides. La proposicié
seglient déna una immersié explicita en aquest cas. ‘

a,

1.1.25 Proposicié. Sigui H = (7@) una dlgebra de quaternions indefi-

nida, amb a > 0. ‘Aleshores, s’0bté una tmmersid ® : H — M4(2,R) en

posar: |
. C e t
O(z +yi+ zj + tij) = (bzcztz\\//_%) ;f;{;&) 0



1.1. Teoria algebraica d’dlgebres de quaternions 9

De fet, @ és una immersié de H en les matrius M(2,Q(1/a)). En aquest
monomorfisme es comprova directament que el determinant i la traga de
la matriu ®(w) coincideixen amb la norma i la traga de l'element w € H,
respectivament.

1.1.2 (Q-algebres de quaternions no ramificades i poc
ramificades

Considerem ara QQ-algebres de quaternions de la forma H = (%), amb p

1 ¢ nombres primers positius.

Denotem per (—) el simbol multipll.icatiu de residus quadratics en sentit am-

pli; és a dir, per a un primer p senar és:

= 0 sip|d,

( d) 1 sid ésun quadrat no nul modul p,
—1 si d no és un quadrat modul p,

isip=2és:

Cr 1 sid=%1 mods§,
(—-)= 0 si2]d,

-1 sid=#£5 mod8.
1.1.26 Proposicié. Donads H = <‘2’—g>, sempre eristeir una immersid

Q
H — M(2,R). o

DEMOSTRACIO: Si H ~ M(2,Q), H és una subalgebra de M(2,R) de forma
natural. Si H és una algebra de divisié, aleshores és forcosament indefinida,

atés que p i ¢ sén positius. En aquest cas, la proposicié 1.1.25 ens déna una
immersio6 explicita. O

1.1.27 Proposicié. Sigui H = (%) Aleshores H és una dlgebra de

matrius si, ¢ només si, estem en un dels casos que segueizen:

(i) p=g=2;

(ii) p=¢=1 mod 4;
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(ili) g=2 ip=+1 mod §;

(iv) p£q,p£2 q#2 (%):1, i0bép obéqés 1 modul 4.

DEMOSTRACIO: Les Q-algebres de quaternions no ramificades es caracterit-
zen per tenir el discriminant igual a 1 (cf. 1.1.9). Aplicant el teorema1.1.7
de classificacié de les algebres de quaternions, només ens cal assegurar que
(p,q)» = 1 per a tota plaga v finita, ja que (p,q)e = 1. Cal comprovar que
aix0 passa precisament en els casos indicats en la proposicié. Es clar que

(P,q)v =1 peratot v#2,p,q.

Directament tenim que (2,2), = 1 per a tot v, que és el cas (i).

En el cas (ii), si p = ¢ és un primer senar, aleshores (p, p), = (p,p)s, 1 aquest
valor és 1 si, i només si, p=1 mod 4.

Si g =21ipés senar, tenim que (p,2), = (p,2), i pren el valor 1 si, i només
si, p = +1 mod 8. Aix{ obtenim (iii).

Suposem p # ¢, ambdés diferents de 2. Com que el nombre de places ra-
mificades ha de ser parell, és suficient imposar que (p,¢), = (p,9)q = 1. La
primera igualtat se satisfa si, i només si, un dels dos primers és =1 mod 4.

Si imposem que (p, q)p, = (%) valgui 1, obtenim I'dltim cas. O

En la proposicié segiient obtenim els discriminants, en funcié de p i g, per
als casos en que la Q-algebra anterior és una algebra de divisié.

1.1.28 Proposicié. Sigui H = (%)

(i) Sip=¢=3 mod4i (3%) # 1, aleshores Dy = 2p.
(i) Siq=2, p=3 mod 8, aleshores Dy = pg = 2p.

(iii) Sip#q,p=1 mod4 (I—q)) = —1, aleshores Dy = pq.

DEMOSTRACIO: Es tracta d’analitzar els simbols de Hilbert locals (p, q)s,
per a v = 2, p, q. De fet, cal anar resseguint, i ampliant, els casos revisats en
la demostracié de la proposicié anterior. Anem a explicitar-ho.
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En el cas (i) suposem que p = g = 3 mod 4; per tant, (p,q)2 = —1. Sip #q,
tenim que (p, q)p = —(p, q)q, per la llei de reciprocitat quadratica; a més, com

abans, (p,q)p = (g # 1, per hipotesi. Si p = g, llavors (p,p), = —1.
Per a veure (ii), només cal tenir en compte que (p, 2)2 = (p, 2),; el seu valor és
—1 si, i només si, p = +£5 mod 8. Afegim la restriccié p =3 mod 4, encara

que no és necessaria per tal que no hi hagi interseccions entre els diferents
apartats.

Per a (iii), com que p = 1 mod 4, tenim que (p,q)p = (p, q)q, 1 €l seu valor

coincideix amb | 2 , que per hipotesi val —1. O
q

A partir de les dues proposicions anteriors arribem al teorema seglient, que
classifica les algebres donades per una parella de primers i proporciona un
representant de cada classe.

b
1.1.29 Teorema. Sigui H = (%) una dlgebra de quaternions.

(1) Si Dy =1, aleshores H ~ M(2,Q) ~ (1—’6——1—)

(ii) Si Dy =2p i p=3 mod 4, aleshores H ~ (%i) .

(iii) Si Dy =pg, amb g=1 mod 4 ¢ (%) = —1, aleshores H ~ (7Q7q>

St a 1 b son nombres primers, ’dlgebra H satisfa un, i només un, dels tres

apartats anteriors. Denotarem per Hy(p) Udlgebra de quaternions <p,qgl),

ambp =3 mod 4; i per Hp(p, q) Udlgebra de quaternions <M> ,ambg=1

Q
mod 4 i (’—’) = 1.
q

DEMOSTRACIO: Només cal comprovar que les dlgebres de quaternions dona-
des com a representants de cada classe tenen el discriminant indicat.

El cas (i) és clar.
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,—1
En el cas (ii), considerem l'algebra H = (2(—@-—-) . Com que p =3 mod 4,
obtenim que (p,~1), = (p,~1)2 = -1, la qual cosa prova (ii). Notem
que l'apartat (ii) del teorema es correspon amb els apartats (i) i (i) de la
proposicié anterior.

L’apartat (iii) reformula Papartat (iii) de la proposicié anterior.

Per a ’afirmacié particular d’a 1 b primers, només cal comprovar que, efec-
tivament, els casos descrits cobreixen totes les possibilitats, per a qualsevol
parella de primers positius, distingint el cas p = 2 1 si els primers sén con-
gruents amb 1 o bé -1 modul 4. O

1.1.30 Definicié. D’acord amb la definicié 1.1.6, anomenem Q-algebres no
ramificades les Q-algebres de quaternions que tenen discriminant 1; és a dir,
les algebres isomorfes a M(2,Q). Anomenem Q-algebres ramificades les Q-
algebres de quaternions que tenen discriminant més gran que 1. Anomenem
Q-algebres poc ramificades les Q-algebres de quaternions que tenen discri-
minant igual al producte de dos nombres primers. Diem que una Q-algebra
poc ramificada és de tipus A si és isomorfa a Hy(p), per a algun primer p;
diem que és de tipus B si és isomorfa a Hp(p, q), per a alguns primers p, q.
]

Completem el teorema 1.1.29 donant un representant per a totes les classes
d’isomorfia de Q-algebres poc ramificades.

1.1.31 Teorema. Donats p i q dos nombres primers diferents, sigui H una
Q-dlgebra de quaternions poc ramificada de discriminant Dy = pq.

(i) Sip=3 mod 4 iq=2, aleshores H ~ (%} .

(i) Sip=5 mod8ig=2, aleshores H ~ (%) .

2p,—r
Q

(ili) Sip=1 mod 8iq=2, aleshores H ~ (

r r
; tal -j={=]=-1.
primer tal que (p) ( 2) 1

(iv) Sipobég=1 mod4 s (g—) # 1, aleshores H ~ (%)

) , on r és un nombre
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(v) Sipobég=1 mod4i (fl_) =1, aleshores H ~ (pq(,@—w)) onr és
p

un nombre primer tal que (g) = +1 depenent de s s = F1 mod 4,

respectivament, per a s = p,q; a més, sip o bé q=3 mod 4, calr =3
mod 4.

(vi) Sip=q=3 mod 4, aleshores H =~ (pq—(’QTl)

DEMOSTRACIO: En primer lloc, observem que les condicions sobre els pri-
mers p 1 g cobreixen totes les parelles de primers diferents possibles. Aixi,
només cal veure que les algebres escollides com a representants tenen, en
cada cas, discriminant igual a pq.

Els apartats (i) i (iv) es corresponen amb els apartats (ii) i (iii) d’1.1.29,
respectivament.

Per a veure (ii), notem que (2,p), = (2,p)2 = —1 si, i només si, p = +5
mod 8, perd el cas p =3 mod 8 ja esta inclos en (i).

Per a apartat (iii), vegem que sempre existeix almenys un primer r que
compleix les condicions exigides. La condicié (T-) = —1 equival a r = +5
mod 8; fixem, per exemple, el signe positiu. Per a complir altra con-
dicié, fixem b € Z/pZ que no sigui un quadrat i exigim que 7 = b mod p.
Pel teorema xinés dels residus, com que (8,p) = 1, el sistema de con-
gruencies =5 mod 8, ¢ =b mod p té una solucié (i només una): z = z,
mod 8p. Considerem ara els elements d’aquesta classe que formen la pro-
gressié {zo, o+ 8p, zo+2-8p, ... }. Pel teorema de Dirichlet de la progressié
aritmeética, suposant que (zo,8p) = 1, en aquesta progressié hi ha infinits
primers r. Notem que, efectivament, tenim que 2 { 2o, ja que o =5 mod 8
ip1xo, jaquezp =b modp, b# 0. Ara comprovem que el discriminant
de I’algebra de quaternions de (iii) és, efectivament, pg = 2p. Tenim que
€ = (2p, —7)o = (2,—1),(2,7)u(p, =1)u(p, 7)s = (2,7)u(p,7)v. En particular,

r N . D P . . .

gp= |-}, &= (—) iep=— (—) Aixi, les condicions imposades sobre r
P 2 T

corresponen a demanar que €, = €2 = —1. La llei de reciprocitat quadratica,

automaticament, déna e, = 1.

A Tapartat (v) es comprova que sempre existeix r, complint les condicions
exigides, amb els mateixos arguments que a 'apartat (iii). Per a trobar el
valor del discriminant de I’algebra, en aquest cas tenim que &, = (pg, —1), =

(P, =1)u(P,7)u(g, —=1)u(gq,7)y. Suposem que p = 1 mod 4; en cas contrari,
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intercanviem els papers de p 1 q. Aleshores, ¢, = (p,—1),(p,7)p = <£>’

que per hipotesi val —1. Si ¢ =1 mod 4, tenim que Ty = —1; per tant,
€ = (g,~1)g(q,7)g = =1 ie, = (p,7)r(q,7)r = 1; aixi el discriminant és pq.
Si ¢ = 3 mod 4, tenim que (2) = 1; per tant, g, = (g, —1)4(q,7)q = -1,

ie, = (p,r)r(gr)r = 1, gracies a que r = 3 mod 4; aixi, el discriminant

r \
també és pq. La condicié imposada sobre [ — } correspon a g, = —1. Perque
es compleixi g, = —¢,, cal excloure el cas ¢ =3 mod 4, r =1 mod 4.

Finalment, és immediat veure que ’algebra de quaternions de (vi) té discri-
minant pg. O

1.1.32 Remarca. Observem que les algebres de I’apartat (i) sén les algebres
poc ramificades de tipus A, i les dels apartats (ii) i (iv) sén les poc ramificades
de tipus B. De fet, notem que (ii) és un cas particular de (iv), i I’apartat
(iii) també es pot incloure en (v), traient el requisit ¢ #2. O

1.2 Teoria aritmetica d’ordres quaternionics

Dediquem aquesta seccié a la teoria aritmeética relativa als ordres de les
algebres de quaternions, en especial als ordres maximals i als ordres d’Eich-
ler. En recordem els principals conceptes i resultats, unificant definicions i
fixant la notacid, i introduim nous conceptes, com el de base normalitzada
d’un ordre. Donem resultats explicits sobre ordres de les algebres poc rami-
ficades de tipus A i de tipus B. Per a una teoria general per a K-algebres
es pot consultar [Rei75]. Les referéncies dels treballs originals d’Eichler sén
principalment [Eic37] i [Eic38], pero part dels seus resultats es troben també
a altres treballs, com per exemple en [Vig80]. Per als ordres d’Eichler en les
algebres de matrius locals, destaquem també [Hij74].

Sigui R l’anell d’enters de K, que és un anell de Dedekind. Sigui H una K-
algebra de quaternions. Un element a € H es diu que és enter sobre K si n(a)
itr(c) sén de R. A diferéncia del cas d’extensions de cossos commutatius, el

conjunt d’elements de H enters sobre K en general no és un anell.
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1.2.1 Ordres i ideals

1.2.1 Definicions. Una R-xarxa A de H és un R-modul finitament generat
contingut en H. Un R-ideal I de H és, per definicié, una R-xarxa tal que
A®r K ~ H. Linvers d'un ideal I és I"* = {h € H | IhI C I}, que
és també un R-ideal de H. Es diu que un R-ideal és enter si només conté
elements enters. O

En una K-algebra de quaternions sempre hi ha ideals. Per exemple, si
{v1,vs,v3,v4} és una K-base de H, I = R[vy, v2,vs,vq] és un R-ideal, i I, és
un R,-ideal on v és una placa de R.

1.2.2 Lema. Siguin I 7 I' R-ideals de H. Aleshores existeiz A € R, A # 0,
tal que \I C I'.

DEMOSTRACIO: Siguin {v;} i {v/} R-bases de I i I’, respectivament. Com
que també sén K-bases de H, tenim que v; = 3 i, a;;v}, amb a;; € K. Sigui
0 # X € R tal que Aa;; € R per a tot 1,j. Aixi, \v; € I'peraj=1,2,3,41
daqui, \IC I'. O

1.2.3 Proposicié. Sigui O C H. Les afirmacions seglients sén equivalents:

(i) O és un subanell de H i un R-modul lliure de rang 4.
(ii) O és un anell format per elements enters, que conté R tal que OK = H.
(iii) O és un R-ideal que és un anell.
St O satisfa aquestes condicions, es diu que és un R-ordre de H. O
q
En particular, per a qualsevol ordre O quaternionic tenim que 1x € O; aixi,

sovint ens restringirem a bases de O del tipus {1,v,vs,v4} cf. [God78].

A un ideal I d'una K-algebra de quaternions-H, se li associen els ordres dret
i esquerre de la forma segiient:

Oul)={heH|IhCI}, O.)={heH|hICI}

Els ideals enters sén els que estan continguts en un dels seus ordres i els
podem pensar com a ideals dret, esquerre o bilaterals en P'ordre, segons el
cas. La norma reduida n(J) d’un ideal I és, per definicié, 'ideal fraccionari
de R generat per les normes reduides dels seus elements.
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Si O és un R-ordre, posem O, := O ® R,. Si v és una plaga finita, O, és
un R,-ordre local; si v és una placa infinita, s’escriu R, = K, i es té que
O, = H,. Aleshores s’obté O = H N ([], O.)-

1.2.4 Definicions. La diferent D(O) d’un R-ordre O és l'invers del dual de
O per a la forma bilineal donada per la traga reduida; és a dir, « € D(0)™!
si, 1 només si, tr(a®) C R. La diferent de O és un ideal bilateral de O. El
discriminant reduit d’un R-ordre O és la norma reduida de la diferent D(O).
Denotem aquest ideal per Dp. O

1.2.5 Proposicié. Sigui O un R-ordre d’una dlgebra de quaternions H. El
discriminant reduit té les propietats seguients:

(i) D% éslideal de R generat per {det(tr{wiw;)) : 1 < 4,7 < 4,w;,w; € @}
(ii) Si {v;} és una R-base de lordre O, aleshores D% = Rdet(tr(viv;)).

(iii) Siguin O C O R-ordres de H. Aleshores, Do divideiz Do 1 la igualtat
de discriminants es déna si, i només si, O = ',

(iv) (Do)y = Dep,. O

b e
1.2.6 Corollari. Siguin H = %) 1 O C H un ordre quaternionic. Si-
gut P la matriv que ezpressa una Z-base B de O fizada respecte de la base
{1,4,7,15} de H. Aleshores,

Do = |4abdet P|.

DEMOSTRACIO: Per la proposicié anterior, D% = | det(tr(viv;))| per a B =
{vi}. Prenem la base canodnica {1,%,7,2j} de H i posem M la matriu de I'a-
plicaci6 bilineal definida per la traga respecte d’aquesta base. Per propietats
del canvi de base en aplicacions bilineals, tenim que D% = |det M |(det Py¥ =
16a%b*(det P)%. O

1.2.7 Definicié. Sigui B = {v1,v2,v3,v4} una K-base de H. Anomenem
caracter de la base B la matriu 1 x4 de coeficients a K associada a la forma
lineal traca en aquesta base: (tr(v;),tr(vg) tr{vs), tr(m)) El caracter de B,
el denotem per x(B). O

Per a les Q-algebres de quaternions, i els seus ordres, introduim bases amb
condicions sobre el seu caracter.
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1.2.8 Definicié. Sigui H una Q-algebra i B = {v1,v2,v3,v4} una Q-base de
H. Diem que B és una base normalitzada si vy = 11 té caracter x(B) =
(2001) o bé (2000); és a dir, v; = 1, vo,v3 € Ho i tr(vy) € {0,1}. En el
primer cas, diem que és una base normalitzada parella, i en el segon cas, que
és senar. O

1.2.9 Lema. Sigu: O un Z-ordre d’una Q-dlgebra H. Aleshores tenim els
fets segtients:

(i) Ezisteizen Z-bases de O normalitzades.

(i) Dues Z-bases de O normalitzades tenen el mateiz cardcter; aizi, el
cardcter €s un invariant de l’ordre.

(iii) Donada @ € GL(4,Z), Q és la matriv d’un canvi de base entre dues
Z-bases normalitzades de O si, i només si, x(B) és un vector propi de

valor propi 1 per l'esquerra de @), per a B una Z-base normalitzada de
O qualsevol.

DEMOSTRACIO: Anem a construir una Z-base de O normalitzada. Sempre
podem agafar una Z-base de O de la forma {1,us,us,us}. Posem u! =
u; — [t—r%"—'l], per a1 = 2,3,4. Si uj,ul € Hy, ja tenim una base satisfent
les condicions. En cas contrari, existeix vy € {u},us,ui} amb tr(vy) = 1,1
aconseguirem vy, v3 € Hy a partir dels anteriors restant-los, si cal, v4. Es clar
que aleshores {1, vz,v3,v4} és una Z-base normalitzada de O.

Per a veure (ii), observem que si tr(vs) = 0, aleshores tots els elements de
Pordre tenen traga parell. El reciproc també és cert. Aixi, tr(vs) = 1 si, i
nomsés si, existeix algun element de 'ordre amb traca senar. En aquest cas,
és clar que en qualsevol base de O hi ha d’haver almenys un element de traga
senar. Aquesta propietat depén de 'ordre, 1 no de la base normalitzada.

La condicié de I’apartat (iii) s’escriu x(B) = x(B)Q. Aix0 equival precisa-
ment a la relacié de canvi de base, ja que per (ii) totes les bases d’un ordre
tenen el mateix caracter. O '

Aquest resultat permet donar la definicid segtient.

1.2.10 Definicid. Siguin O un Z-ordre d’una Q-algebra de quaternions i B
una base normalitzada qualsevol de O. El caracter de I’ordre O, denotat per
x(0), és el caracter de la base B. Aixi, diem que un ordre és senar si x(0) =
(2001) o, equivalentment, si existeix w € O amb tr(w) = 1. Analogament,



18 Cap. 1. Algebres de quaternions i ordres quaternionics

diem que un ordre és parell si x(O) = (2000) o, equivalentment, si no
existeix cap w € O amb tr(w) = 1; és a dir, tots els elements tenen traca
parella. O

1.2.11 Remarca. Sigui O un Z-ordre quaternionic. Posem k& = 0, respec-
tivament k = 1, segons que O sigui parell, respectivament senar. Les condi-
cions perqué una matriu @ = (g;;) € GL(4,Z) sigui una matriu de canvi de
base entre dues bases normalitzades del Z-ordre quaternionic O sén:

(i) gu=11igy =0,perai=2,3,4;
(il) 2q1s = —kqai, per a 4 =2,3,1 2q14 = k(1 — qu). O

1.2.12 Lema. Sigu: O un Z-ordre d’una Q-dlgebra de quaternions. Alesho-
res, per a tot o € H*, lordre conjugat c~1QOc t€ el mateiz cardcter que O.
En particular, si B és una base normalitzada de O, aleshores c™*Bo és una
base normalitzada de c=*Qo.

DEMOSTRACIO: Sigui {1,vs,v3,v4} una Z-base normalitzada de O. Ales-
hores {1, 0™tvy0,07 v30, 0~ lvg0} és una Z-base normalitzada de o~'0g, ja
que la traga es conserva per conjugacid; és a dir, tr(c~'v;0) = tr(v;), la qual
cosa implica, també, que les dues bases tenen el mateix caracter. O

A continuacid, introduim el concepte de denominador de 1'ordre, restringint-
nos també a Q-algebres.

1.2.13 Definicié. Sigui H una Q-algebra de quaternions. Per a cada Z-
ordre O, definim el denominador de Pordre me € Z com el minim enter
positiu tal que me - O C Z[1,1,4,45]. O

1.2.14 Lema. Siguin H une Q-algebra de quaternions ¢ O C H un Z-ordre
quaternionic, amb una base firada. Sigui P la matriu de canvi de la base de
O a la base canonica de H.

(i) mo és Uenter positiu més petit tal que la matriu moP € els coeficients
en 2.

(ii) 8i O C ¢, aleshores mp|ml},. O

1.2.15 Remarca. Per a l'algebra H = M(2,Q), també tenen sentit les de-
finicions anteriors. Considerem el Z-ordre O = M(2,Z), de discriminant
Do = 1. ‘ .
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Per exemple tenim les bases de H seguients:

g (10 01 00 00
“\oo/) \oo) \10)” \o0o1)f
g (10 1 0 01 01

01/ \o-1)" \=-10)" \10

)
w={1): (5)- (Vo) (o))

La base B’, donada per I"isomorfisme ¢ de 1.1.10, tot i que té totes les entrades
de les matrius enteres, no és una base de 'ordre 0. La base habitual de O

és B, perd no és una base normalitzada. En canvi, B” és una base de O
normalitzada.

El denominador de ordre O és mp = 2. Aix0 es comprova expressant una
base qualsevol de O respecte de la base B’ de H, que és la que correspon a
la base {1,7,7,1j} en la definicié de mp. O

En una K-algebra de quaternions cada R-ordre esta contingut en un R-
ordre maximal i sempre hi ha, almenys, un ordre maximal. A continuacié
s'introdueixen uns altres ordres, definits a partir dels ordres maximals, que
tenen un paper especial en la construccié de les corbes de Shimura.

1.2.16 Definicié. Un R-ordre d’Eichler d’'una K-algebra de quaternions H
és la interseccié de dos R-ordres maximals de H. O

1.2.17 Proposicié. Sigui ¢ : H — H' un K-isomorfisme entre dues K-
dlgebres de quaternions. Es tenen les propietats segiients:

(i) a € H és un element enter si, 1 només st, P(a) és un element enter de
H'.

(ii) O C H és un R-ordre si, i només si, P(O) és un R-ordre de H'. En
particular, O és un ordre mazimal de -H si, i només si, (0) és un
ordre mazimal de H'.

(i) O és un R-ordre d’Eichler de H si, i només si, Y(O) és un R-ordre
d’Eichler de H'.

(iv) Si O és un R-ordre de H, aleshores tenim la igualtat de discriminants
Dywoy = Do. En particular, si O i O’ son R-ordres de H conjugats,
aleshores son del mateiz discriminant.
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DEMOSTRACIO: Recordem que o és un element enter si, i només si, tr(e) i
n(a) € R. Aixi, 1.1.16(iv) demostra (i).

La propietat (ii) s’obté si s’apliquen (i) i les definicions d’homomorfisme de
K-algebres i de R-ordre.

Anem a veure (iii). Sigui O = O; N Oz, Per (iii), els R-ordres O; sén
maximals si, i només si, els R-ordres ¥(0;) sén maximals, per ¢ = 1,2. Aixi,
»(0) = %(0O1) NP(O2) és un R-ordre d’Eichler de H’ si, i només si, O és un
R-ordre d’Eichler de H.

Resta demostrar (iv). Per 1.2.5(ii), és suficient veure que tr(v(u:)¥(u;)) =
tr(uiu;), on {u;} és una R-base de O, ja que aleshores {t(u;)} és una R-base
de l'ordre %(0O). Aixo és cert per 1.1.16. O

1.2.2 Ordres d’Eichler locals

Fixem una plaga finita v del cos K i considerem el cos local K, i1’algebra de
quaternions H, = H ® K,. Anem a fer un estudi dels ordres maximals i els
ordres d’Eichler en aquest cas. Sigui R, ’anell d’enters de K, i sigui 7 una
uniformitzant de R,,.

Recordem que H, és o bé una algebra de divisi6é o bé una algebra de matrius.
Ens podem reduir a ’estudi dels ordres en aquests dos casos, ja que, per la
proposicié 1.2.17, les propietats de ser maximal i ser d’Eichler es conserven

per isomorfisme. Les proposicions segiients descriuen els R,-ordres maximals
i els R,-ordres d’Eichler.

Suposem que H, és una algebra de divisié. Sigui w una valoracié discreta de
K,. Aleshores es demostra que @w(h) := w(n(h)), per a h € H,, defineix una
valoracié discreta de H,. Sigui O, l'anell de valoracié de w. Per a cada cos
local commutatiu F,, amb K, C F, C H,, la restriccié de w a F, és també
una valoracié discreta que té com a anell de valoracié discreta O, N F, igual
a l’anell d’enters de F,. Per tant, es dedueix que O, conté tots els elements
enters de H, i, per tant, és I'inic ordre maximal de H,. Aleshores, es prova
que 70, = p?, on p és dnic ideal maximal de O,. Aixi, tenim el segiient
resultat.

1.2.18 Proposicié. Sigut H, una K,-dlgebra de divisid local.

(i) H, conté un «nic R,-ordre mazimal, O, = {z € H, : n(z) € R,}.
(i) L’ideal 7R, ramifica en O,.
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(iii) H, conté un unic R,-ordre d’Eichler, igual a l"inic ordre mazimal. O

Suposem que H, és la K-algebra de matrius M(2, K,). Aleshores tenim els
resultats segiients.

1.2.19 Proposicidé. Si H, és ldlgebra de matrius M(2, K,,), els R,-ordres

mazimals sén els conjugats de l’ordre mazimal O, = M(2, R,) per elements
de GL(2,K,). O

1.2.20 Corollari. Si H, és ldlgebra de matrius M(2, K,), aleshores

R, R _ R, 7R,
O, = <1r"R., Ru>_M(2,Rv)ﬂ<ﬁnR0 Ry)

és un R,-ordre d’Eichler, que s’anomena l'ordre d’Eichler canodnic de nivell
m™R,. O ’

1.2.21 Proposicié. Sigui O, un R,-ordre de M(2, K,). Les afirmacions
seguents son equivalents:

(a) L’ordre O, és un ordre d’Eichler.

(b) Egisteiz una tnica parella {0y, ©;} d’ordres mazimals de M(2, K,) tal
que Ou = 01 N 02.

(c) Ezisteiz un inic n € NU {0} tal que l'ordre O, és conjugat de ’ordre
O,.

(d) L’ordre O, conté un subanell conjugat de

<}é” }(Z],,)::{(:)l 32>:r1,r2€Rv}.

L’ideal No, := m"R,, determinat en lapartat (c), s’anomena el nivell de

Uordre d’Fichler local O, C M(2,K,). O

La condicid (¢) diu que els ordres d’Eichler locals d’un mateix nivell sén
conjugats. Observem que els anells d’enters locals R, sén principals. Quan
I'anell d’enters global R és principal i I’algebra de quaternions és indefinida,
es té també que els ordres d’Eichler globals sén conjugats, com a conseqliéncia
de resultats d’Eichler, cf. 1.2.33.

Volem ara definir el nivell d’un ordre d’Eichler O, en una K,-algebra de
quaternions local H, qualsevol.
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1.2.22 Definicié. Siguin H, una K,-algebra de quaternions i O, un ordre
d’Eichler de H,. Es defineix el nivell de O, com ’ideal

No, =

ko

R, si H, és una algebra de divisid,
Ny, si¢:H, = M(2,K,) és un isomorfisme. O

1.2.23 Remarca. Es comprova directament que, per a ’ordre d’Eichler
canonic de M(2, K,,), se satisfa que Do, = 7"R,. Com que el discriminant
no varia per isomorfismes, per a tot ordre d’Eichler de M(2, K, ) i, per tant,
per a tot ordre d’Eichler d’una algebra local H, ~ M(2, K,,), el discriminant
i el nivell coincideixen.

1.2.3 Ordres d’Eichler globals

Tornem al cas global, en qué H és una K-algebra de quaternions i K un cos
de nombres d’anell d’enters R. Sigui O un R-ordre d’Eichler de H.

1.2.24 Proposicié. (i) Un R-ordre O és mazimal st, i només si, O, é€s
un R,-ordre mazimal per a tote plaga finita v.

(i) Un R-ordre O és d’Eichler si, 1 només si, O, és un R,-ordre d’Fichler
per a tota v plaga finita. O

Per als ordres maximals, tenim el resultat segiient.

1.2.25 Proposicié. Sigui O un R-ordre en une K-dlgebra de quaternions
H. Aleshores, O és un ordre mazimal si, i només si, Do = Dg. En parti-
cular, tots els ordres mazimals tenen el mateiz discriminant. O

Aquest resultat és dtil per a recondixer ordres maximals. Per exemple,
M(2, R) és un R-ordre maximal de M(2, K), ja que té discriminant reduit
igual a R.

1.2.26 Definicié. El nivell d’un ordre d’Eichler global O és ™inic ideal enter
N de R tal que N, és el nivell de cada O, per a cada placa finita v de K. El
denotem per No. Aixi, No := [[, No,. En general, O(D, N) denotara un
ordre d’Eichler de nivell N en una algebra de quaternions de discriminant D.
0

Observem que el nivell d’un ordre d’Eichler global O esta ben definit. Sigui
O =0'nO" C H un ordre d’Eichler global, amb @' i @” ordres maximals.
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Per 1.2.2, existeixen a,b € K* tals que aO' C 0" CbO'. Perd ay i b, sén
unitats quasi per a tota v. Aixi, O, = O, i, per tant, O, és maximal i de
nivell No, = R, gairebé per a tota v. Per tant, existeix un dnic ideal N tal
que N, = Np, per a tota v.

Hi ha altres definicions d’ordre d’Eichler que inclouen explicitament el nivell.
La proposicié segiient, enunciada per al cas de Q-algebres de quaternions,
assegura que sén definicions equivalents amb la donada. Observem que els re-

sultats seglients son valids igualment per a R-ordres d’Eichler de K-algebres
de quaternions.

1.2.27 Proposicié. Siguin H una Q-adlgebra de quaternions de discriminant
Dy, N un ideal de Z primer amb Dy ¢ O C H un Z-ordre. Aleshores, les
afirmacions segients son equivalents:

(a) O és un ordre d’Eichler de H de nivell N.

(b) O satisfa: sipt N, el Zp-ordre local O, és mazimal, 1 si p|N, O, és

: ) ZP ZP
isomorf a l’ordre <NZ,, Zp> .

(c) O satisfd: sip|Dy, el Zy-ordre local O, és mazimal, i si pt Dy, O, és

. , Z, Zp
isomorf a l’ordre (NZ,, Z,,) .

DEMOSTRACIO: Per 1.2.24, ens podem reduir a veure lequ1va1enc1a. per a
tota plaga p finita, ja'que aquesta és una propietat local.

Sip4 Dy- N, aleshores per una banda tenim que H, ~ M(2,Q,) i, per altra,
Z,

Z \ 14 . . I d L4
que NZ Z = M(2,Z,), perque N, és una unitat a Z,. Aix{, 'afirmacié
de (a) d1u que (9 és un ordre d’Eichler de nivell 1, és a dir, un ordre maximal,
la qual cosa coincideix directament amb el que diu (b). En aquest mateix
cas, (c) diu que O, és isomorf a M(2,Z,), la qual cosa és equivalent al fet

que sigui maximal, perque tots els ordres maximals sén conjugats a aquest,
per 1.2.18.

Si p | Dy, aleshores H, és de divisi6, per la qual cosa hi ha un tnic ordre
maximal, condicié exigida a (c) i a (b), gracies a que N i Dy sén primers
entre si. En aquest cas, la condicié (a) diu que O, és un ordre d’Eichler de
nivell 1, que equival a dir que és maximal; per tant, coincideixen.
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Finalment, en el cas p | N, H, és P’algebra de matrius local. Si apliquem
1.2.17 i 1.2.21, la condicié (a) és equivalent a que O, sigui conjugat llevat
isomorfisme de Oy, la qual cosa concorda amb (b} i (c). O

1.2.28 Proposicié. Sigui H una Q-dlgebra de quaternions. Siguin O(D,1),
O(D, N) C H, un Z-ordre mazimal i un Z-ordre d’Eichler de nivell N de H,
respectivament, 1 suposem que O(D,N) C O(D,1). Denotem per [O(D,1) :
O(D, N)] lindez com a Z-mddul d’un ordre en Ualtre. Aleshores,

[O(D,1): O(D,N)] = N.

DEMOSTRACIO: Com a Z-mdduls, tenim que
O(D,1)/O(D,N) ~ ¢,0(D,1),/O(D, N)y,

d’on es dedueix la igualtat [O(D,1) : O(D, N)] = [[[O(D, 1), : O(D, N),].
Per la proposicié 1.2.27, per als primers p{ N tenim que O(D, 1), = O(D, N);
per tant, [O(D,1), : O(D, N),} = 1. Per als primers p|N posem N = p"N’,
amb p{ N', 1 és clar que [O(D,1), : O(D,N),] = p". Per tant, efectivament
[O(D,1): O(D,N)]=N. O

A diferéncia del cas dels ordres maximals (cf. 1.2.25), no tenim una carac-
teritzacié explicita dels ordres d’Eichler en funcié del seu discriminant. Les
propietats segiients permeten determinar alguns ordres d’Eichler.

1.2.29 Proposicid. Sigui H una Q-dlgebra de quaternions de discriminant
Dy. Considerem un Z-ordre O C H.

(1) Si O és un ordre d’Eichler, aleshores Do = Dy - No i mcd(Dg, No) =
1.

(it) Si Do = Dy - N és un enter lliure de quadrats, aleshores O €s un ordre
d’Eichler de nivell N.

(iii) Siguin O i O' Z-ordres de H conjugats. Aleshores, O és un ordre
d’Eichler de nivell N si, t només si, O’ €s un ordre d’Eichler de nivell

N.

DEMOSTRACIO: Com que els conceptes de maximalitat i nivell sén locals,
aplicant 1.2.5(iv), només cal comprovar (i) localment. Per a les places p ra-
mificades, apliquem 1.2.25. Per a les places no ramificades, ja hem comentat
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en una remarca anterior que el nivell i el discriminant coincidien. Suposem
que no fossin coprimers; és a dir, sigui p|Dy, p|N. Aleshores, O, seria un
ordre d’Eichler de H, de nivell N, # 1, pero Hp, és un cos i té un unic ordre
maximal; per tant, arribem a una contradiccié.

Per a veure l’apartat (ii), només cal demostrar que O, és un Z-ordre d’Eichler,
ja que aleshores, per (i), el nivell ja és N. Novament ho analitzem localment.
Es suficient veure-ho per a p|N, ja que per les altres places té nivell N, = 1;
per tant, és maximal (cf. 1.2.25) i, en particular, és d’Eichler.

Suposem p|N. En particular, p { Dy; per tant, O, és un Z-ordre de H, =~
M(2,@Q,) de discriminant Do, = D, = p, ja que D és lliure de quadrats. Uti-
litzant que la condicié d’Eichler passa per isomorfisme i que el valor del discri-
minant també es conserva per isomorfisme, només cal veure que a M(2,Q,)
un ordre amb discriminant p és forcosament d’Eichler. Per la proposicié
1.2.21 és equivalent a veure que és conjugat de 'ordre canonic O, la qual
cosa estd provada a [Eic55b].

Finalment, ’apartat (iii) s’obté aplicant ’apartat (i) anterior junt amb la
proposicié 1.2.17 (iii),(iv). O

1.2.30 Remarca. Siguin H = (% una algebra de quaternions de discri-

minant D, O(D,N) C H un Z-ordre d’Eichler de nivell N amb una Z-base
fixada, i P la matriu de canvi de la base de O(D, N) a la base de H. Com
DN

[4ab]

Per tant, | det P| només depén de parametres relatius a l’algebra, a,bi D,

i del nivell N. Si N és lliure de quadrats i posem det P = — € Q, fraccié
s

irreductible, aleshores 2|s. D’aqui deduim també que 2|mp.

que Do(p,~y = DN, si apliquem el corollari 1.2.6, tenim que | det P| =

1.2.31 Proposicid. Sigui A una zarza d’una K-dlgebra de quaternions H.
Per a cada plaga finita v de K, considerem una zarza local L, de ldlgebra de
quaternions local H,. Suposem que L, = A, gairebé per a tot v. Aleshores,
ezisteiz una zarza A’ de H tal que A, = L, per a tota plaga finita v. O

En particular, d’aquesta proposicié deduim el corollari segiient.

1.2.32 Corollari. Sigui H una Q-dlgebra de quaternions de discriminant
D. Aleshores, per a tot enter N tal que mcd(D,N) = 1, exzisteizen ordres
d’Eichler de nivell N.
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DEMOSTRACIG: Només cal aplicar la proposicié anterior usant la descripcio
local dels ordres d’Eichler donada a 1.2.27. Aixi, obtenim una xarxa A’ amb
les caracteristiques locals desitjades. Notem que A, és un Z-ordre per a tota
plaga v; per tant, A’ = N,A/, és un Z-ordre de H que, per construccié, és un
ordre d’Eichler del nivell V desitjat. O

En la secci6 seglient donem taules d’ordres d’Eichler explicits per a algunes
algebres poc ramificades.

Tots els ordres d’Eichler d’un nivell donat sén localment conjugats. El re-
sultat d’Eichler que esmentem a continuaci6 ens assegura, en particular, que
per a les Q-algebres indefinides els ordres d’Eichler sén, a més, globalment
conjugats. Més en general el resultat és el segiient.

1.2.33 Teorema. Siguin K un cos de nombres totalment real i H una K-
dlgebra de quaternions indefinida. Si el nombre de classes d’ideals de K
¢€s senar, els ordres d’Eichler d’un nivell N donat son tots conjugats. En
particular, en aquest cas els ordres mazimals sén tots conjugats. O

Donat un ordre O d’una algebra de quaternions H qualsevol, considerem el
normalitzador

Nor(0):={c € H* : 000! = O}.
Es clar que si O i O’ sén ordres conjugats, aleshores Nor(Q) = Nor(0').

Si O és un ordre d’una algebra de quaternions sobre un cos de nombres K,
es pot estudiar el seu normalitzador localment, ja que se satisfa que

Nor(O) = {h € H* : h € Nor(O,), per a tota v plaga finita de K}.

Suposem que O és un ordre d’Eichler. 8i v| Dy, H, és una algebra de divisié
1 O, és I"inic ordre maximal; per tant, en aquest cas Nor(O,) = H:. Si
v{ Dy i O, és un ordre maximal de M (2, K,), aleshores Nor(0,) = K*O:.
Siv{ Dy i O, és'ordre d’Eichler candnic O, de M(2, K,,), aleshores Nor(O;,)

esta generat per K*O; i ( :,, é )

1.2.4 Ordres d’Eichler de les Q-algebres no ramificades
i poc ramificades

En primer lloc, explicitem els ordres maximals de les Q-Algebres de quater-
nions no ramificades i poc ramificades. En el llibre [Vig80] n’hi ha alguns
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exemples, perd la majoria es refereixen a Q-algebres de quaternions definides.

1.2.34 Proposicié. Sigui H una Q-dlgebra de quaternions indefinida.

(i) Si H és una Q-dlgebra no ramificada, aleshores tot Z-ordre mazimal
de @ C H és isomorf a lordre Op(1,1) := M(2,Z), ordre mazimal
de M(2,Q). FEquivalentment, O és isomorf a lordre de Udlgebra de

matrs (1’ —1>
Tius
Q

o[y it =i 1=
oM(1,1)._z[1, 0 ]

(1) St H és una Q-algebra poc ramificada de tipus A, de discriminant Dy =
2p, aleshores tot ordre mazimal de H és isomorf a Uordre de Hy(p)

i
04(2p,1) =7 [u,j, —fﬁi;iﬂ] .

(i) Si H és una Q-dlgebra poc ramificada de tipus B, de discriminant Dy = .
pq, aleshores tot ordre mazimal de H és isomorf a l'ordre de Hp(p,q)

Os(pg,1) := Z [l,i, 1—'-;—1, : 223] .

DEMOSTRACIO: Per 1.2.17, els ordres maximals es conserven per isomorfisme
de K-algebres; per tant, és suficient veure que els ordres Og(1,1), Oa(2p,1) i
Os(pg,1) sén ordres maximals a les algebres M(2,Q), Ha(p) i Hz(p,q). No-
tem que ’ordre Op(1,1) s’obté a partir de Pordre O¢(1,1) per l'isomorfisme
¥~! de 1.1.10. Per a M(2,Q) és conegut.

Per veure (ii), es calcula Dp,(21) = 2p utilitzant 1.2.5. Per 1.1.29, aquest
valor coincideix amb el discriminant de H4(p).- Siapliquem 1.2.25, tenim que

04(2p,1) és un ordre maximal. A més, per 1.2.33, tots els ordres maximals
de H4(p) sén conjugats.

De forma analoga es demostra (iii): en aquest cas, Doy (pq,1) = P¢ = Dypg)-
a

Notem que per a les Q-algebres de quaternions no ramificades i les poc rami-
ficades de tipus A i B, llevat conjugacié, podem suposar que tot ordre O estd
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contingut en ’ordre maximal donat en la proposicié anterior. En particular,
per aquestes algebres podem expressar qualsevol element w € O en funcié
d’una base de Ogy(1,1) o bé Onp(1,1), Oa(2p,1), Op(pg,1), respectivament.

A continuacié donem Z-ordres d’Eichler explicits per a aquestes algebres.

1.2.35 Proposicié. Sigui H una Q-dlgebra de quaternions.
(1) A Pélgebra de matrius M(2,Q), el Z-ordre

Oo(1,N) := {( cflz\’ 3) 1a,b,c,d € Z}

és un ordre d’Eichler de nivell N. L1
A Udlgebra de matrius no ramificada ( ’ (; ), el Z-ordre

v [t (i) 1=
Om(1,N) .—Z[l, 7 N 5 5|
€s un ordre d’Fichler de nivell N.

(1) A la Q-dlgebra Ha(p), el Z-ordre

Oa(2p,N) :=Z {l,i,Nj, li—g—“—l]

és un ordre d’Eichler de nivell N, per a N [ , N lliure de quadrats.

(ii1) A la Q-dlgebra Hg(p,q), el Z-ordre

Os(pg, N) -—Z[IN 1+7 “L”]

2 2

é€s un ordre d’Eichler de nivell N, per a N ]——1, mcd(N,p) =1, N
lliure de quadrats.

(iv) Si H = <%) és de tipus A, amb ¢ =3 mod 4 i Dy = 2p, aleshores

Z [1,2',.7',———--——1“;””}

és un ordre d’Eichler de H de nivell q.
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DEMOSTRACIO: El cas (i) és clar.

-1
Per tal que O4(2p, N) sigui un Z-ordre de Ha(p) cal que N | pT De
manera analoga al cas anterior, obtenim que Do, (2pv) = 2pN. En aquest
cas, per 1.1.28, Dy ,(p) = 2p. Notem que N i 2p sén primers entre si, per
les condicions sobre N iser p =3 mod 4. Aleshores, O4(2p, N) és un ordre

d’Eichler de nivell N, per 1.2.29. Aixo prova (ii).
g—1

Anem a veure (iil). La condicié N| ens assegura que Op(pg, N) és un

Z-ordre de Hp(p,q). El seu discriminant és Doy (pe,n) = pgN. En aquest
cas, Dyy(pq) = Pg, 1 automaticament mcd(NV,q) = 1. Si imposem que N ip
siguin primers entre si, aleshores Og(pq, N) és un ordre d’Eichler de nivell
N, com abans. '

En el cas (iv), la condicié sobre el discriminant implica que p = 3 mod 4.

N A Y
Aixi, es comprova facilment que Z 1,1, j, ___-l-___-%l__—l-_l_j_
discriminant igual a 2pq. Aleshores, si apliquem 1.2.29, obtenim que ’ordre
donat és un ordre d’Eichler de nivell ¢q. O

és un Z-ordre de

1.3 Algoritmes i taules

En aquesta seccié descrivim breument els algoritmes implementats relatius
als resultats d’aquest capitol sobre algebres de quaternions i ordres qua-
ternionics, que formen part del paquet Poincare. Ens referirem sempre a
Q-algebres de quaternions.

Basicament les instruccions s’estructuren en tres blocs, depenent de la seva
finalitat: instruccions relatives a les operacions amb quaternions (remarquem
la no-commutativitat del producte), instruccions sobre les algebres de qua-
ternions en si mateixes i instruccions sobre els ordres quaternionics.

Totes les instruccions relatives a algebres de quaternions utilitzen ’algebra,
a,b .. ce e, . )
H= (E>, respecte de la base {1,1,,k}, on k := ij. Aixi, les variables 1,

J, k, a i b estan protegides i no se’ls pot assignar cap valor mentre tinguem
el paquet Poincare actiu. Aixd s'aconsegueix amb una rutina que es car-
rega automaticament en inicialitzar el paquet i n’esborra els valors anteriors.
Algunes instruccions es poden utilitzar amb a i1 b com a parametres, altres
requereixen haver fixat I’algebra de quaternions, la qual cosa es realitza amb
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la instruccié defQuatAlg.

Definim un quaternié a partir dels polinomis de Maple multivariables, utilit-
zant les variables 4, j, k. La instruccié qcoeffs déna els coeficients d’un qua-
ternié respecte de la base {1,1,7,k} i Mcoor déna els coeficients d’una llista
de quaternions escrivint-los a les columnes d’una matriu. Destaquem les fun-
cions logiques type/quaternioni type/purequaternion, que comproven el
tipus d’element introduit i interven en la construccié d’altres instruccions.

Les operacions suma de quaternions i producte per un escalar coincideixen
amb les ja definides en Maple V per als polinomis. Només és necessari definir
el producte de quaternions, que no és commutatiu, per a la qual cosa utilitzem
la instruccié qmul. Per comoditat, introduim també ’abreviacié &q, com a
simbol del producte de quaternions, que emula la instruccié anterior. Definim
el conjugat, la norma, la traga i 'invers d’un quaternié amb les instruccions
gbar, gnorm, qtrace 1 qinv, respectivament.

Podem parlar d’un segon bloc d’instruccions relatives a les algebres de qua-
ternions com a objectes. El discriminant d’una algebra es calcula amb la
instruccié DiscH, la qual utilitza la instruccié Hilbert per a calcular simbols
de Hilbert (que no es troba en el Maple V R{). Pel que fa als morfismes
d’algebres, tenim la instruccié embH per a la immersid de 1’algebra de quater-
nions en 1’algebra de les matrius reals donada a 1.1.25, i la instruccié embHg,
que n’és una variacié que admet parametres. Per als automorfismes interns
hem implementat la instruccié qconj.

Els teoremes 1.1.29 i 1.1.31 donen algoritmes per a calcular algebres de qua-
ternions amb determinades caracteristiques. Les instruccions canHi canHdisc
sén les implementacions d’aquests algoritmes. Aixi, donats dos nombres pri-
mers p i g, canH retorna una parella (a,b) que determini una algebra de

quaternions isomorfa a ax} , que permet classificar les algebres de qua-

Q

ternions de partida en algebres no ramificades, algebres poc ramificades de
tipus A i algebres poc ramificades de tipus B. Donats p i ¢ primers diferents,
canHdisc retorna una parella (@,b) que determini una algebra de quaterni-
ons de discriminant D = pq. La instruccié typeH comprova si lalgebra de
quaternions és ramificada o poc ramificada de tipus A o de tipus B.

Agrupem en un tercer bloc les instruccions relatives als ordres. Per a totes
aquestes instruccions, observem que la manera d’introduir un ordre sera per
mitja d'una base, donada com una llista de quatre quaternions, que deno-
tem per [. Ara bé, no tota llista / de quatre quaternions és necessariament
una Z-base d’un ordre. Destaquem aix{, en primer lloc, la funcié logica
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isOrder, que comprova si [ genera o no un ordre, indicant-ne el motiu en cas
negatiu, mitjangant un parametre opcional. A partir d’aqui, la resta d’ins-
truccions referents a ordres tindran com a entrada una llista ! formada per
quatre quaternions, que donaran per descomptat que determina un ordre;
generalment, si no és aixi s’obtindra un error o una resposta sense sentit.
Per evitar aquests errors, totes les instruccions que usen ordres disposen de
Pargument opcional true. Si afegim aquest argument a continuaci6 dels ar-
guments de la instruccid, en ser executada aquesta comprovara previament
que la llista | donada determini un ordre; en cas afirmatiu s’executara la
instruccidé propiament dita i en cas negatiu ens dira el motiu pel qual [ no és
ordre i parara amb resposta buida.

Pel que fa a les bases d’un ordre, destaquem les instruccions: HermiteOr,
per a simplificar la base de ’ordre; isnBasisOr, funcié logica que comprova
si una base és normalitzada; nBasisOr, que retorna una base normalitzada
de ’ordre; McbOr, per a obtenir la matriu de canvi de base entre dos bases
de Pordre; coor0Or, que déna les coordenades d’un element respecte d’una
base, 1 0rM, que transforma una matriu en la llista de quaternions determi-
nada per les seves columnes, respecte de la base {1,1, j, k}. Calculem també
constants associades a l’ordre. Les instruccions DiscOr, ParOr i denOr re-
tornen el discriminant, la paritat i el denominador de 'ordre. La funcié
logica isMaxOrder identifica si I’ordre és maximal o no. Per al cas d’ordres
d’Eichler, NivOr en déna el nivell.

Donats dos ordres, els algoritmes que comproven si hi ha inclusid o igualtat
entre aquests s’han implementat en les funcions logiques IncOr i EqOr, res-
pectivament. Obtenim I’index d’un ordre en un altre amb la instruccié Ind0r
(suposant la inclusié dels ordres donats i amb ’argument opcional true per
tal de comprovar préviament aquesta inclusié). La instruccié IndMax0Or déna
I’index de l'ordre en un ordre maximal que el contingui. Destaquem també la
instruccid Int0r, que implementa un algoritme per a calcular la interseccié
de dos ordres. La instruccié ConjOr calcula el conjugat d’un ordre per un
quaternié. Finalment, la instruccié IntConjOr, elaborada a partir de les
dues anteriors, busca la interseccié d’un ordre amb un cert conjugat seu. No-
tem que si apliquem les instruccions IntOr i IntConjOr a ordres maximals,
obtenim ordres d’Eichler.

Els resultats sobre la classificacié de les Q-algebres de quaternions donades
per una parella de primers s’han recopilat en la taula 1.1, per als primers p, q
inferiors a 55. La taula 1.2 déna un representant de les classes d’isomorfia de
les algebres de quaternions poc ramificades de discriminant D < 240. En la
taula 1.3 donem una algebra de quaternions H de discriminant producte de
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quatre nombres primers, Dy = p1pepsps < 1000. Notem que, si ampliem la
taula 1.2 fins a discriminant 1000, tenim un representant de totes les classes
d’isomorfia de les algebres de quaternions indefinides de discriminant menor
que 1000.

En les taules 1.4, 1.5, 1.6 1 1.7 hem calculat Z-bases explicites d’ordres re-
presentants de les classes de conjugacié dels ordres d’Eichler de nivell N per

a les algebres no ramificades Ha(3), Hp(2,5), Ha(7) i Hp(3,5).
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Taula 1.1 Representants H de les classes d’isomorfia de les Q-dlgebres de

quaternions no ramificades o poc ramificades de la forma H = Ba) on

Q b
p,q < 55 primers.

| # [Dn]| H | | H |Du| H |
2,2) | L] (L,-1) (5,17) | 85| (5,17)
(2?3) 6 (37—"1) (5’19) 1 (1)—1)
2,5) | 10| (2,5) (5,23) | 115 | (5,23)
(2a 7) 1 (17_1) (5)29) 1 (1a'—'1)
(2,11) | 22 | (11,-1) (5,31) | 1] (1,-1)
2,13) | 26| (2,13) (5,37) | 185 | (5,37)
2,17 | 1| @,-1) (5,41) | 1| (1,-1)
(2,19) | 38 | (19,—1) (5,43) | 215 | (5,43)
2,23) | 1] (1,-0) (5,47) | 235 | (5,47)
(2,29) | 58| (2,29) (5,53) | 265 | (5,53)
230 1] (,-1) 70 | 14| (7,-1)

(2,37) | 74| ( (7,11) | 22 | (11,-1)
2,40 | 1] (1,-1) (7,13) | 91| (7,13)
(2,43) | 86 | (43,—1) (7,17) | 119 | (7,17)
( (
( (

2,47) | 1] (1,=1) 7,19) | 14| (7,-1)
2,53) | 106 | (2,53) 7,23) | 46 | (23,—1)

(3a3) 6 (37—1) (7729) 1 (11_1)
(3,5) | 15| (3,5) (7,30) | 141 (7,-1)
G,7) | 14| (7,-1) 7,30 | 1] (1,=1)
31| 6] B,=1) | ~ [(7,41) | 287 | (7,4D)
G,13) | 1] @Q,-1) (7,43) | 86 | (43,-1)
(3,17) | 51| (3,17) (7,47) | 14| (7,-1)
(3,19) | 38 | (19,-1) (7,53) | 1] (I, =1)
3,23) [ 6] (3,—1) aL11) | 22 [, -1)
(3,29) | 87| (3,29 (11,13) | 143 [ (11,13)
(3,30) | 62 [(3L,-1) (11,17) | 187 | (11,17)
G3nN| 1]@-0|  [aL19)| 2|3 -1)
(3,41) | 123 | (3,41) (11,23) | 46 | (23, -1)
(3,43) | 86 | (43,-1) (11,29) | 319 | (11,29)
(3,47 | 6| (3,-1) (11,31) | 62 | (3L, 1)
(3,53) | 150 | (3,53) aL3n | 1] @ <1
(5,5) | 1] (1,-1) (11,41) | 451 | (1L,41)
G,7) | 351 (5,7) (11,43) | 22 [ (11,-1)

(5,11) | 1] (1,—1) (11,47) | 94 | (47,-1)
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L H | Du| H

(11,53) 1] (1,-1)
(13,13) 1] (@,-1)
3,170 1] @,-1)
(13,19) | 247 | (13,19)
(13,23) 1] @,-1)
(13,29) 1] (1,-0)
(13,31) | 403 | (13,31)
(13,37) | 481 | (13,37)
(13,41) | 533 | (13,41)
(13,43) | 1] (1,-1)
(13,47) | 611 | (13,47)
(13,53) | 1] (1,-1)
7,1 | 1] @,-1)
7,19 [ 1] @,-1)
(17,23) | 391 | (17,23)
(17,29) | 493 | (17,29)
(17,31) | 527 | (17,31)
(17,37) | 629 | (17,37)
(17,41) | 697 | (17,41)
(17,43) 1| (,-1)
(17,47) | 1] (1,-1)
7,53y [ 1] (1,-1)
(19,19) | 38 (19,-1)
(19,23) | 46 | (23,-1)
(19,29) | 551 | (19,29)
(19,31) | 38| (19,-1)
(19,37) | 703 | (19,37)
(19,41) | 779 | (19,41)
119,43y [ 86| (43,-1)
(19,47) [ 94 | (47,-1)
(19,53) | 1007 | (19,33)
(23,23) | 46 | (23,-1)
(23,29) 1| (1,=1)

[ H [ Dg| H |
@3,31) | 62 (3L,-1)
(23,37) | 851 (23,37)
(23,41) | 1] (1,-1)
(23,43) | 46| (23,-1)
(23,47) | 94 | (47,-1)
(23,53) | 1219 | (23,53)
@9,29) 1 1] (,-1)
(29,31) | 899 | (29,31)
(29,37) | 1073 | (29,37)
(29,41) [ 1189 | (29, 41)
(29,43) | 1247 | (29,43)
(29,47) | 1363 | (29,47)
29,53 11 (-0
(31,31) |62 [ (3L,=1)
(31,37) [ 1147 | (31,37)
GLa) | 1] (-1
(31,43) |62 | (31, 1)
(1,47) | 94 (47,-1)
(31,53) [ 1643 | (31,53)
a1 (=D
Gra) | 1 (L)
(37,43) | 1591 | (37,43)
Gran | 1] 4,1
(37,53 | 1] (1,-1)
@,4a) | 1| 4,0
@3] 1] (L-1)
(41,47) | 1927 | (4L, 47)
(41,53) | 2173 | (41,53)
[(43,43) | 86 (43, 1)
@3,47) | 94| (47,-1)
@3,53) [ 1| (L-1)
(@7,47) | 94| (47,-1)
@7,53) | - 1] @1
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Taula 1.2 Representants H de les classes d’isomorfia de les Q-dlgebres de
quaternions poc ramificades de discriminant D < 240.

Dlpgl H | Dlpg| H

6] 23 | (3,-1) 123 ] 341 | (3,41)
10| 25 | (2,5) 129 | 343 | (129,-1)
14| 27 | (7,-1) 133] 7-19 | (133, —1)
151 35 (3,5) 134 | 267 (67,—-1)
21| 37 | (21,-1) 141 | 3-47 | (141, 1)
22 | 211 | (11,-1) 142 | 271 | (71,-1)
26 | 213 | (2,13) 143 | 11-13 | (11,13)
33311 | (33,—1) 145 | 529 | (145,—3)
34| 217 | (34,-3) 146 | 273 | (146, —5)
3557 | (5,7) | 185 | 531 | (155, —7)
38219 | (19,—-1) | . 158 | 279 | (79, 1)
39 | 313 | (39,—7) 159 | 353 | (3,53)
46 | 223 (23,-1) 161 | 7-23 | (161, 1)
51| 317 | (3,17) | 166 | 2-83 | (83,—1)
55| 511 | (55,—3) 177 | 359 | (177, —1)
57 | 319 | (57,—1) 178 | 2:89 | (178,-3)
58 229 | (2,29) 183 | 3-61 | (183,—7)
62 | 231 | (31,-1) 185 | 537 | (5,37)
65| 513 | (5,13) 187 | 11-17 | (1L,17)
69 | 323 | (69,—1) 104 | 2:97 | (194, —5)
74237 | (2,37) 201 | 3-67 | (201,—1) |
77| 711 | (77,=1) 202 | 2101 | (2,101)
82 | 241 | (82,—3) | ~ [203| 729 | (203,-2)
85| 517 | (5,17) 205 | 5-41 | (205,—3)
86 | 243 | (43, —1) 206 | 2103 | (103, —1)
87329 | (3,29) 200 | 1119 | (209, —1)
o1 | 713 | (7,13) 213 | 3.71 | (213,—1)
93 | 331 | (93,—1) 214 | 2-107 | (107, —1)
94 | 247 | (47,-1) | 215 | 543 | (5,43)
95 | 519 | (95,—7) 217 | 7-31 | (217,—1)
106 | 253 | (2,53) 218 | 2100 | (2,109)
111 | 337 | (111, —19) 219 | 373 | (219,—7)
115 | 523 | (5,23) 221 | 13-17 | (221, -5)
118 | 2-59 (59,—1) 226 | 2-113 (226,—-3)
119 | 717 | (7,17) 235 | 547 | (5,47)
192 | 261 (2,61) 937 | 379 | (237, —1)
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Taula 1.3 Representants H de les classes d’isomorfia de les Q-dlgebres de
quaternions de discriminant D = p; - pp - p3 - ps < 1000, on pi,p2,p3, P4
DPTIMErSs.

| D [ pi-p2-ps-pa| H |
510 2-3.5-7 | (2.3, 7,5)
330 | 2.3-5-11 |(2,3-5-11)
390 2-3-5-13 | (2-3-13,5)
462 2-3-7-11 (3-7-11,-1)
50| 2.3-5-17 |(2.3-17,5)
56| 2.3.7-13 |(2-13,3-7)
570 | 2.3-5-19 |(2,3.5-19)
690 | 2-3-5-23 | (2-3-23,5)
| 23717 | (2-7,3-7-17)
70| 2.5-7-11 | (2.5,11-7)
798 | 2-3.7-19 |(3.7-19,-1)
8§58 [ 2.3-11-13 | (2,3-11-13)
870 2.3-5-20 [(3,3-5-29)
910 | 2.5.7-13 |(2.7-13,5)
930 | 2-3:-5-31 |(3-31,2-3-5)
966 | 2.3-7-23 | (3-7.23,-1)
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Taula 1.4 Representants O(6,N) de les classes de conjugacid dels ordres
d’Eichler de nivell N, on N <100, en l’dlgebra de quaternions H4(3).

N ] 06, N)
1[Z[1,4,5,1/2 +1/2% +1/25 + 1/21j]
5 | Z[1,5,% + J,1/2 + 3/2i + 1/27 + 1/21j]

Z
Z
712,70+ 5,1/2 + 5/2i + 1/25 + 1/2iy]
11 | Z[1,1,115,1/2 + 1/2i 4+ 5/25 + 1/2ij]

13 | Z[1,1,135,1/2 + 1/2i + 17/25 + 1/2ij]

17 | Z[1, 174,64 3,1/2 + 7/20 + 1/25 + 1/2i5]
19 | Z[1,194,141 + 7,1/2 + 27/21 4 1/25 + 1/2ij]
23 | Z[1,231,40 + 5,1/2 4+ 5/20 + 1/25 4+ 1/245]
25 | Z[1,25¢,31 + 5,1/2 + 29/21 + 1/27 + 1/245]
29 | Z[1,29:,23i + j,1/2 + 45/2i + 1/27 + 1/2i5]
31 | Z[1,314,1+ 7,1/2 + 9/2i + 1/25 + 1/215]
35 | Z[1,351,200 + 5,1/2 + 3/2i + 1/25 + 1/24]
37 | Z[1,4,375,1/2 + 1/20 + 59/25 + 1/2ij]

41 | Z[1,414,34i + §,1/2 + 67/2i + 1/25 + 1/2i5]
43 | Z[1,431,2i 4 7,1/2 + 67/2i + 1/25 + 1/247]
47 [ Z[1,4,475,1/2 + 1/20 + 35/25 + 1/2ij]

49 | Z[1,491,2i + ,1/2 + 35/2i + 1/25 + 1/21]
53 | Z[1,531,6i + 5,1/2 + 7/21 + 1/25 + 1/24j]
55 | Z[1,551,37i + 3,1/2 + 43/2i + 1/25 + 1/245]

59 | Z[1,59:,100 + 7,1/2 + 71/2i + 1/25 + 1/2ij]
61 | Z[1,613,39 4 §,1/2 + 71/2i 4+ 1/25 + 1/2ij]
65 | Z[1,65i,45i + 7,1/2 4+ 67/2i + 1/27 + 1/2ij]

167 | Z[1,67i,151 + 7,1/2 + 17/20 + 1/25 + 1/2ij]
7L | Z[1, 7147+ 5,1/2 + 13/20 + 1/25 + 1/215]
73 | Z[1,734,51 + j,1/2 + 79/2i + 1/25 + 1/2ij]
77 | Z[1, 770,260 + 3,172 + 31/20 + 1/25 + 1/2ij]
79 | Z[1,79i,49i + 5,1/2 + 1/2i + 1/2] + 1/21j]
83 | Z[1,83:,36i + 7,1/2 + 97/21 + 1/25 + 1/2i5]
85 | Z[1,85:,67i +7,1/2 + 163/21 +1/25 +1/2:5
89 | Z[1,89:,35: + 5,1/2 + 129/2i + 1/2j + 1/215
91 | Z[1,91:,47i + 5,1/2 + 161/2i + 1/25 + 1/2ij]
95 | Z[1,951,8+ 7,1/2 +9/2i + 1/25 + 1/245]
97 | Z[1,971,25( + 5,1/2 + 107/2i 4 1/27 + 1/215]
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Taula 1.5 Representants O(10, N) de les classes de conjugacid dels ordres
d’Eichler de nivell N, on N < 85, en l’dlgebra de quaternions Hp(2,5).

L] O(10, N) |

1| 2[1,:,1/2 + 1/27,1/2i + 1/2ij]
3| Z(1,3,1/2 + % + 1/25,1/% + 1/ 23]
71 Z[L,3,7]2 + 7/27,1/2 + 5]2i + 1]25 + 5/21j]
9 [ Z[L,9,1/2+ % + 1/25,1/2 + 1/2i]]

11 | Z[1,114,1/2 + Ti + 1/27,1] 2 + 1]2i]]

13 [ Z[1,13:,1/2 + % + 1/25,9/2i + 1/233]

17 | Z[1,4,17/2 + 17/25,1/2 + Ti + 1/25 + Tij]

19 [ Z[1,19,1/2 + 3i + 1/27,1/2i + 1/23]]

21 | Z[1,213,1/2 + 161 + 1/27,11/2i + 1/2i;]

23 | Z[1,23i,1/2 + 4i + 1/25,31/2 + 1/2i;

27 | Z[1,275,1/2 + 161 + 1/25,1/2 + 1/2i;

29 | Z[1,29,1/2 +1 + 1/2j,39/2 + 1/217)

31 | Z[1,i,31/2 + 31/25,1/2 + 27/2i + 1/2; + 27/2i3]

33 | Z[1,333,1/2 + 20i + 1/25,53/% + 1/23;

37 [ Z[1,371,1/2 + 10i + 1/25,19/2 + 1/2i5

39 | Z[1,3%,1/2 + 161 + 1/25,47/2i + 1/2i5

A1 | Z[1,415,1/2 + 121 + 1/27,79/2i + 1/2i5

43 | Z[1,431,1/2 + 141 + 1/25,81/2i + 1/2i5]

47 | Z[1,47:,1/2 + 40i + 1/27,63/2i + 1/2ij

49 | Z[1,7,49/2 + 49/25,1/2 + 221 + 1/25 + 2237]

51 | Z[1,515,1/2 + 1 + 1/27, 772 + 1/24j]

53 | Z[1,531,1/2 + 5i + 1/27,29/2i + 1/21j]

57 | Z[1,575,1/2 + 261 + 1/25,25/21 + 1/24]]
59 | Z[1,5%,1/2+ 17: + 1/25,55/2i + 1/2ij]
61 | Z[1,617,1/2 + 461 + 1/27,67/% + 1/2ij]
63 | (1,631,172 + 191 + 123, 101/2i + 1/2i7]
67 | Z[1,67i,1/2+ 461 + 1/27,7/2i + 1/233]
69 | Z[1,69,1/2+ 531 + 1/27,35/2 + 1/2i]]
71 | Z[1,715,131/2 + 1/2i3, 1/2 + 113 + 1/25]
73 | Z[1, 731,172 + 2 + 1/23,57/2i + 1/2ij]
77 | Z[L, 775,12 + 471 + 1]25, 1172 + 1/23]]
79 | Z[1,79,1/2 + 1/25,99/2i + 1/2i;]

81 | Z[1,81:,1/2 + 711 + 1/27,61/2 + 1/23]
83 | Z[1,83i,1/2 + 7 + 1/25,139/2 + 1/2i]]
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Taula 1.6 Representants O(14,N) de les classes de conjugacié dels ordres
d’Eichler de nivell N, on N < 80, en Udlgebra de quaternions H4(7).

23 | Z[1,23i,1+ J,1/2 + 13/2i + 1/27 + 1/245]
95 | Z[1,25%, 15i + J,1/2 + 47/2 + 1/23 + 1/24]]
27 | Z[1,1,275,1/2 + 1/2 + 1325 + 1/24]]

[ V| O(14,N) |
1] Z[1,4,7,1/2 +1/2i + 1/25 + 1/2ij]
3| 2[1,1,35,1/2+ 1/2: + 5/25 + 1/2ij]
5| Z[1,56,5+ 7,1/2 + 7/21 + 1/27 + 1/2i7]
9| Z[1,3i,21+35,1/2 +1/21 + 1/25 + 1/2i5
11 | Z[1,115,65 4+ 5,1/2 +9/2i + 1/25 + 1/2i3
13| Z[1,134,20 + 5,1/2 +3/2i + 1/27 + 1/2i5
15 | Z[1,54,31 + 35,1/2 + 1/21 + 5/25 + 1/2i5]
17 | Z[1,174,4,1/2 4+ 13/2i + 1/27 + 1/215]
19 | Z[1,194,4i + 5,1/2 +27/2i + 1/25 + 1/245)
Z
Z

29 | Z[1,29:,166 + 5,1/2 + 31/2i + 1/25 + 1/2i5]
31| Z[1,i,317,1/2 + 1/2i +41/25 + 1/2ij]

33 | Z[1,114,5¢ + 35,1/2 + 13/2i + 1/25 + 1/2ij]
37 | Z[1,37:,8 + 7,1/2 +23/2i + 1/27 + 1/24j]
39 | Z[1,39:, 100 + 5,1/2 + 43/2i + 1/25 + 1/2i7]
41 | Z[1,413,22i + 5,1/2 + 17/2i + 1/25 + 1/245
43 | Z[1,43i,181 + 7, 1/2 + 1/2i + 1/25 + 1/21]
45 | Z[1,151,13i + 37,1/2 + 5/21 + 1/25 + 1/2ij]
A7 | Z[1,473,13i + 7, 1/2 + 77/2i + 1/25 + 1/21]
51 | Z[1,174,49 + 37,1/2 + 7/2i + 5/25 + 1/2ij)
53 | Z[1,53i,i+ 5,1/2 + 19/2i + 1/25 +1/2i5
55 | Z[1,55i,4i+ 3,1/2 + 5/21 + 1/25 +1/215
57 | Z[1,19:,120 + 35,1/2 + 35/2i + 5/25 + 1/2ij]
59 | Z[1,59:,17: + 7,1/2 + 21 /21 + 1/27 + 1/2i5]
61 | Z[1,611,3i+ 7,1/2 +65/2i + 1/25 + 1/245]
65 | Z[1,65i,20i + 7,1/2 + 113/2i + 1/25 + 1/2i]]
67 | Z[1,671,451 + 7,1/2 + 83/20 + 1/25 + 1/2ij]
69 | Z[1,231,14: + 35,1/2 + 1/2i 4+ 1/25 + 1/2i5
71 | Z[1, 711,50+ 7,1/2 +99/2i + 1/25 + 1/2i5]
73 | Z[1,73:,7i 4 5,1/2 +139/21 + 1/25 + 1/2i5
75 | Z[1,25(,2i + 37,1/2 + 41/2i + 5/25 + 1/245]
9| Z

[1,79¢,21: + 7,1/2 + 41/21 + 1/25 + 1/2ij
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Taula 1.7 Representants O(15, N) de les classes de conjugacid dels ordres
d’Eichler de nivell N, on N < 60, en l’dlgebra de quaternions Hp(3,5).

| N O(15,N)

1| Z[,4,1/2 +1/25,1/2i + 1/245]

2| Z[1,1,5,1/2 + 1/2i + 1/2j + 1/215]

4 | Z[1,41,1/2+ 1+ 1/25,1/20 + 1/244]

7TV Z[0,7:,1/2 4 4i +1/25,1/2i + 1/2:5]

8| Z[1,4:,31+ 7,1/2 + 3/20 + 1/25 + 1/215]
11 | Z[1,4,11/2 + 11/25,1/2 +9/2i + 1/25 + 9/2i5]
13 | Z[1,13:,1/2 4+ 2i + 1/25,1/2i + 1/245]

14 | Z[1,14i,1/2 4 5¢ + 1/24,19/27 + 1/21]

16 | Z[1,8,3i + 7,1/2 + 11/2i + 1/25 + 1/2:5]
17 | Z[1,174,1/2 4+ 1+ 1/25,17/2i + 1/245)

19 | Z[1,19:¢,1/2 4 1/27,29/2¢ + 1/2i;]

22 | Z[1,114,60 + 3,1/2 + 1/2i 4+ 1/25 + 1/245]
23 | Z[1,23:,1/2 + 165 + 1/25,31/21 + 1/2i7]

26 | Z[1,4,135,1/2+ 1/2i + 17/27 + 1/245]

28 | Z[1,28:,1/2+ 3¢ + 1/25,1/21 + 1/215]

29 | Z[1,29:,1/2 + 121 + 1/25,15/21 + 1/2ij]

31 | Z[1,314,1/2 + 175 + 1/23,1/2: + 1/2ij]

32 | Z[1,164,11i 4 7,1/2 + 15/2i + 1/25 + 1/2ij]

34 | Z[1,341,1/2+ 7i + 1/27, 412 + 1/2i3]

37 | Z[1,371,1/2 + 27 + 1/27,61/2i + 1/2i7]

38 | Z[1,38:,1/2+ 1+ 1/25,51/2i + 1/247]

41 | Z[1,417,1/2 + 38i + 1/27,61/2i + 1/217]

43 | Z[1,43:,1/2+ 9 + 1/27,69/2 + 1/2;]

44 | Z(1,2i,i+ 117,1/2 + 3/% + 5/2] + 1/2]]

46 | Z[1,23i,13i + 7, 1/2 + 25/2i + 1/25 + 1/24j]

47 [ Z[1,5,47]2 + 471/23,1]2 + 43/%i + 1/27 + 43/21;]

49 | Z[1,49,1/2 + 45i + 1/25,1/2i + 1/2i7]

52 | Z[1,26, 70 + j,1/2 + 49/2i + 1/25 + 1/2i5)
53 | Z[1,53:,1/2 + 41i + 1/27,39/2i + 1/24]
56 | Z[1,28,13i 4 5,1/2 + 5/2i + 1/25 + 1/247]
58 | Z[1,58i,1/2 + 47i + 1/25,93/21 + 1/2:j]
59 | Z[1,59,1/2 + 10i + 1/25,5/21 + 1/2ij]




Capitol 2

Corbes de Shimura: introduccié

En aquest capitol es defineixen les corbes de Shimura X(D, N) mitjancant
Paccié en el semipla de Poincaré de certs grups fuchsians definits a partir
d’ordres d’Eichler O(D, N) de Q-algebres de quaternions. En primer lloc,
descrivim D’estructura hiperbolica del semipla de Poincaré i donem resultats
referents a les homografies i a les formes quadratiques binaries associades.
A continuacié, definim els grups d’homografies quaternionics I'(D, N) i els
explicitem per als casos no ramificat i poc ramificat de tipus A i B. Utilit-
zant les notacions anteriors, donem la definicié de corba de Shimura i les
principals propietats que caracteritzen el model canonic, aixi com també la
interpretacié modular. Una recopilacié de resultats sobre les constants asso-
ciades a aquestes corbes ens permet implementar instruccions en el paquet
Poincare per a calcular les constants associades a les corbes de Shimura i
mostrar-ne taules.

2.1 El semipla de Poincaré

Denotem per ¢ el nombre complex imaginari tal que ¢* = —1 i per Re(z) i
Im(z), la part real i la part imaginaria, respectivament, d’un punt z € C. Es
coneix amb el nom de semipla de Poincaré el semipla complex superior H =
{z € C: Re(z) > 0}, amb Pestructura donada per la geometria hlperbohca
Com a referencies principals citem [Vig80] i [Sie71].

Els punts hiperbolics de H sén els punts habituals 2 € H. Les rectes hi-
perboliques sén els semicercles de centre un nombre real i les semirectes
ortogonals a l’eix real. Dos punts hiperbolics z;, z; determinen una dnica

41



42 Cap. 2. Corbes de Shimura: introduccié

recta hiperbolica. La recta hiperbolica determinada per dos punts 21,2, € H,
amb Re(z) # Re(zz), és el semicercle que passa per 2y i 23, i té com a centre
el punt real donat per la interseccié de la recta perpendicular al segment z,2;
i Peix real. D’altra banda, aquesta recta conté els quatre punts complexos
z1, 72, ;1 1 Z; %, la qual cosa també la determina.

La distancia hiperbolica d(z1,2;) entre dos punts zy,2; € H es defineix com

2
arccosh (l + M) .

5(21,22) = 22’122

També es pot calcular d’altres maneres. Si els dos punts tenen la mateixa

y2

part real, 6(y1,y2) = |log

l. Si la recta hiperbolica que uneix els dos

ta,n(é‘i / 2)
tan(62/2)

angles determinats pels punts z; i z;. La mesura hiperbolica dels angles
coincideix amb la mesura euclidiana. ‘

punts és un arc de cercle, 6(z1,2;) = |log ,on 8 i8; son els

La distancia hiperbolica és additiva sobre les rectes hiperboliques i, en ge-
neral, satisfa la desigualtat triangular. Les geodeésiques sén les rectes hi-
perboliques. Donat un punt z € H, per a trobar un punt que disti de z una
distancia d en una direccié prefixada s™utilitza una aplicacié que porti el punt
z a 0 ila direccié prefixada al semieix real positiu. Aleshores, s’escull el punt
d

N T T e’ —1 d\ .
real que estigui a distancia euclidiana ¢ del 0, on ¢ = pr tanh (§>, i
se 1i aplica la transformacid inversa de ’anterior.

Els cercles hiperbolics, és a dir, el lloc geometric dels punts de H que disten
r d’'un punt zp donat, coincideixen amb els cercles euclidians continguts en

H.

Donats un punt z € H i una recta hiperbolica r, existeix una tdnica recta
hiperbolica que passa per z i és perpendicular a v, Donats dos punts 23,2, €
H, la recta hiperbolica perpendicular a la recta determinada per z;,z; que
passa pel seu punt mig (en el sentit hiperbdlic) és el lloc geométric de H
format pels punts que equidisten de zy, z5.

De les diferéncies entre la geometria euclidiana i la hiperbolica, destaquem el
fet que en aquesta tltima no se satisfa I’axioma de les paralleles. Aix{, per un
punt exterior a una recta hiperbolica passen infinites rectes hiperboliques que
no tenen interseccié amb la recta inicial; a més, cap d’aquestes és equidistant
de la recta inicial.

Es diu que un subconjunt de H és un conjunt convex hiperbdlic si per a cada
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parella de punts del subconjunt, el segment de recta hiperbolica que uneix
els dos punts esta contingut en el subconjunt. Tot conjunt convex hiperbolic
és connex i la interseccié d’una colleccid de conjunts convexos també és un
conjunt convex.

Un poligon hiperbolic de H és un subconjunt de H acotat per una corba
simple, formada per un nombre finit de segments hiperbolics. El volum
hiperbolic d’un poligon hiperbolic es calcula mitjangant la mesura

4
dw = ———.
O T APy
2.1.1 Proposicié. Siguin el nombre de vértezs d’un poligon hiperbolic P i
siguin 61,...,0, els angles en els vértezs. Aleshores, el volum hiperbolic del

poligon, que denotem per Vi(P), és
Va(P)=(n—=2)mr— (61 4+ ...+ 6,).

Els vertexs d’un poligon hiperbolic que sén sobre 1’eix real s’anomenen ver-
texs impropis; en cas contrari, s’anomenen vertexs propis. Observem que
I’angle en un vertex impropi sempre és 0. Per la proposicié anterior, el
volum d'un poligon hiperbdlic és sempre < (n — 2)r i la igualtat es déna
nomeés en el cas que tots els vertexs siguin impropis. En particular, la suma
dels angles d’un triangle hiperbolic és menor que 7; aquesta és una altra de
les diferéncies entre la geometria euclidiana i la geometria hiperbolica.

Fixada una geometria, es diu que una aplicaci6é és conforme si conserva els
angles, en mesura i en signe. Notem que una aplicacié és conforme respecte
de la geometria hiperbolica si, i només si, ho és respecte de la geometria
euclidiana. En particular, les aplicacions conformes del pla hiperbolic H
coincideixen amb les isometries de H: preserven la distancia hiperbolica,
apliquen rectes hiperboliques en rectes hiperboliques 1 conserven la rad doble
de 4 punts. Es demostra que les isometries de H sén les aplicacions v tals
que

az+b
v(2) = p——

anomenades, també, homografies.

on a,b,c,d€R, ad —bc =1,

2.2 Homografies

En aquesta seccié, descrivim les homografies del semipla de Poincaré amb més
detall. Interpretem el seu caracter en funcié de la seva forma de Jordan i de
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la forma quadratica binaria associada. Les definicions generals i els resultats
coneguts d’aquesta seccié es poden trobar a [Poil887], [Shi71] i [Sie71].

Una homografia de H, v : H — H, ve definida per

az+b
cz+d’

¥(z) = on a,b,c,d € R, ad — bc = 1.

El conjunt d’homografies de H és un grup isomorf a PSL(2,R). Habitual-
ment, tractarem amb grups de matrius I' C SL(2,R). Cal tenir en compte
que, com a grup homografies, cal prendre T := I'/ £1d, ja que v i —v donen
la mateixa homografia. En un abis del llenguatge, quan ens referim a un
grup d’homografies I' entendrem el grup d’homografies T’ corresponent.

Les homografies també es poden considerar com a aplicacions del pla complex
C en si mateix. A continuacid, descrivim unes altres aplicacions importants
del pla complex en ell mateix: les inversions. Encara que no sén aplicacions
conformes, ens permetran interpretar geometricament les homografies.

2.2.1 Definicid. Sigui C el cercle de centre 0 € C i radi r. La inversié
respecte del cercle C és la transformacié f: CU {00} — C U {oo}, que
intercanvia els punts 0 i 0o i que a cada punt z € C — {0} fa correspondre el
punt w de la recta que determinen z i o, de manera que el producte escalar
de 52 amb oW (pensats com a vectors de R?) sigui igual a 2.

La inversi6 respecte d’un cercle és composicié de la conjugacié complexa i una
aplicacié conforme. Per tant, aquestes inversions canvien l’orientacié dels
angles, perd en conserven la magnitud. Es demostra que tota homografia
de PSL(2,R) s’expressa com a composicié de dues inversions respecte de
cercles escaients. En el lema segiient donem dues expressions analitiques de
la inversié respecte d’un cercle C'.

2.2.2 Lema. Siguin C un cercle del pla complez i f: CU {oo} = CU {0}
la inversid respecte de C. Aleshores:

(i) S%, en termes de variable compleza, azz + bz + bz + ¢ = 0 és ’equacid
del cercle C, la inversid f ve donada per f(z) = i:-f
az +b

(ii) Si C és el cercle de centre o € C 4 radi r, la inversié f ve donada per

f(z)=o0+ :

r

O

.

Z—0
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2.2.3 Remarca. Notem que (i) inclou el cas a = 0, en el qual C és un
recta vertical; en aquest cas la inversié és exactament la simetria axial d’eix
C. Pel que fa a 'expressié de (ii), observem que si C és centrat a P'origen,
f(2) = r?/z. En particular, per al cercle unitat obtenim I’expressié estandard
f(z) = 1/Z. En general, en el semipla H, si C és una recta hiperbélica,
aleshores la inversié respecte de C' és la simetria respecte d’aquesta recta (en
el sentit de la geometria hiperbolica). L’anomenarem simetria hiperbolica
respecte de C. O

Sigui v € SL(2,R). Per a calcular els punts fixos de y a CU {co}, cal resoldre
I’equacié quadratica cz?+ (d — a)z — b = 0. Aquesta equacié té com a solucié
un punt real, dos punts reals o bé dos punts complexos conjugats. Aixo déna
lloc a la definicid seglient.

2.2.4 Definicid. Sigui v = < z Z) € SL(2,R). Suposem que defineix

una homografia de C diferent de +1Id.

(a) Es diu que v és una homografia hiperbolica si té dos punts fixos diferents
a RU {co}; equivalentment, si (a + d)? > 4; és a dir, |tr(y)| > 2.

(b) Es diu que vy és una homografia elliptica si té un punt fix z € H i l’altre
~ punt fix és 7; equivalentment, si (a + d)? < 4; és a dir, | tr(y)]| < 2.

(c) Es diu que v és una homografia parabolica si té inicament un punt fix
a R U {co}; equivalentment, si (a + d)? = 4; és a dir, |tr(y)| = 2. O

Observem que cada matriu v € SL(2,R), v # £1d, és conjugada sobre C
d’una de les dues formes canoniques de Jordan segiients:

Ay 0 , (A 0 ’
(01 /\2>,amb/\175)\2, obe(1 /\>’

El caracter parabolic, hiperbolic o elliptic d’'una homografia es pot definir
g p

també a partir dels valors propis de la matriu, tal com s’indica en la proposicié
seguent. :

2.2.5 Proposicié. Donada una homografia v € SL(2,R), siguin Ay, g els
1

Az

seus valors propis sobre C ¢ posem pu := —. Aleshores,

(i) v és hiperbolica si, i només si, p € R*, on pu # 1. En particular,
si vy €s hiperbolica, els dos valors propis sén diferents; per tant, v és
diagonalitzable. :
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(ii) 7 és elliptica si, i només si, p = €, amb 0 < § < 27; en aquest cas es
té que Ay + Ay = 2cos 8. En particular, si y és elliptica, els dos valors
propis sén diferents; per tant, v €és diagonalitzable.

(iil) + és parabdlica si, i només si, u = 1. En particular, si-y és parabolica,
té un sol valor propi amb multiplicitat 2; per tant, v no és diagonalit-
zable.

DEMOSTRACIG: Per ser v € SL(‘Z,R), tenim que A\ + X =tr{y) =a+d €
R i MAA; = det(y) = 1, don = A. El polinomi caracteristic de v és
2% — (a + d)z + 1. Distingirem tres casos, segons els valors propis.

Suposem que v té dos valors propis reals, A; # A;. D’una banda, aix0 és
equivalent a g = A? € R*, on g # 1; d’altra banda, aixd passa si, i només s,
(@ + d)* > 4, la qual cosa equival al fet que ’homografia sigui hiperbolica.

Si suposem que s’obtenen dos valors propis complexos, aquests sén conjugats.
D’una banda, tenim A; = A, = 1/A;, que és equivalent a n()\;) = 1; d’altra
banda, aixo passa si, i només si, (a + d)? < 4, la qual cosa equival al fet que
I'homografia sigui elliptica.

Finalment, suposem que hi ha un sol valor propi, de multiplicitat 2. D’una
banda, es té que A\; = A; = %1, la qual cosa és equivalent a y = 1; d’altra
banda, aixd passa si, i només si, (a + d)? = 4, la qual cosa equival al fet que
I'homografia sigui parabolica. O

Per als casos no parabolics, el valor p s’anomena el multiplicador de «, la qual
cosa sembla natural a partir de la interpretacié geometrica segiient. Conside-
rem la homografia 7, donada per certa matriu M i el canvi de variables que
transforma M en la seva matriu de Jordan. Si v és hiperbdlica o elliptica,
aquest canvi de variables porta els seus dos punts fixos al 0 i a Pinfinit, res-
pectivament. Aleshores la homografia s’interpreta geomeétricament com una
homoteécia de raé p amb centre en ’origen per al cas hiperbolic i com una
rotacié d’angle § igual a P'argument de g al voltant de l'origen per al cas
elliptic. En el cas d’una homografia parabdlica, el canvi porta el seu tnic
punt fix a infinit i geometricament és una translacid.

Observem que les homografies elliptiques tals que § = Er, amb p,q € Z,
tenen ordre finit. Les homografies paraboliques sén ordre infinit.

2.2.6 Lema. Sigui v € T' C SL(2,R) una homografia elliptica.

(i) Sitr(y) =0, aleshores v és d’ordre 2 o bé 4, segons que —Id € T 0 bé
—1d ¢ T, respectivament.
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(ii) Sitr(y) =1, aleshores y és d'ordre 3 o bé 6, segons que —Id € T o bé
—1d ¢ T, respectivament.

DEMOSTRACIO: Només cal calcular les poténcies d’una expressié general de
I’homografia v. Si tr(y) = 0, s’obté que v* = —Id. Si tr(y) = 1, s’obté
que 7% = —Id. Recordem que com a grup d’homografies ens cal considerar
I'/ +1d.

Notem que aquestes sén les dues 1iniques possibilitats per a les homografies
elliptiques de traga a Z. O "

Es pot interpretar també la classificacié de les homografies i els seus punts fi-
xos en funci6 del caracter de determinades formes quadratiques binaries i dels
punts que determinen. Les definicions generals sobre formes quadratiques es
donaran en el capitol 4.

2.2.7 Definicions. Donada una matriu v = ( ?: Z ) € M(2,R), la forma

quadratica binaria associada és
(X, Y) = cX? + (d—a)XY — bY2

Per a una forma quadratica binaria f de coeficients reals, f(X,Y) = AX? +
BXY +CY?, posem P(f) el conjunt de punts complexos de part imaginaria

no negativa soluci6 de 'equacié quadratica determinada AX?+BX+C = 0.
Es a dir,

P(f) ={z: Az’ + B2+ C = 0, Re(z) > 0}.
Si P(f) N H # 0, aleshores P(f) conté un tnic punt, que denotem per 7(f).
G .

A partir de la definicié de forma binaria associada a una homografia i del
conjunt de punts que determina, obtenim la proposicié segiient.

2.2.8 Proposicié. Sigui v € M(2,R).
(i) Per a tot \,p € Q, tenim que fry = Afy ¢ fyruta = fy; en particular,
P(forytuta) = P(f'v)'

(i) Sigui z € HUR. Aleshores, z és un punt fiz de v si, i només si,
z € P(f).

(iii) Sigui P € GL(2,R). Aleshores, fp-1,p = (det P71)P!f . P. O
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2.2.9 Proposicid. Siguivy = ( i Z ) € M(2,R) i sigut fy la forma quadratica

bindria associada. Aleshores,

(i) fy és indefinida si, i només si, (tr(7))*/4 > det(y), si, i només si,
P(fy) = {z1,z2} CR.

(i) f, €és definida si, i només si, (tr(v))%/4 < det(y), si, i només si,
P(f)={n7}CC reH

(iil) f, és degenerada si, i només si, (tr(7))?/4 = det(y), si, i només i,

P(fy) ={=} CR.

. . 1 d)?
DEMOSTRACIG: Tenim que dety (fy) 1= —be— = (d~a)* = det(y) - (—a—.%—l—.
Aixi, la forma quadratica f, és indefinida, definida o degenerada segons que
(tr(y))?/4 sigui més gran, més petit o igual a det(«y), respectivament. Obser-
vem que, en el cas definit, sera definida positiva o definida negativa depenent
del signe de ¢. O

En el corollari segiient donem una interpretacié geomeétrica que justifica els
noms donats a les homografies.

2.2.10 Corolari. Siguin v = ( i 2 € SL(2,R) ¢ £, la forma bindria

associada. Sigui k € R, on & # 0. Aleshores,

(1) v és hiperbolica st, i només si, f, és indefinida, si, ¢ només st, la conica
fy = K €és una hipérbola.

(i) v és elliptica s1, i només si, f, és definida, si, ¢ només si, la conica
fy = K és una ellipse.

PP " Ty PR 7’ . # . PPN # . A e
(iif) + €s parabolica si, i només si, f, és degenerada, si, i només si, la conica
fy = & €és una pardbola.

—_ 1 4y’
DEMOSTRACIO: Tenim que dety(fy) = ~bc— >(d —a)?) =1 — M, j
que dety = 1. Aixi, segons el seu signe, la forma quadritica £, és indefi-
nida, definida o degenerada depenent de si (a + d)? és més gran, més petit o
igual a 4, respectivament. Aquesta condicié equival, precisament, al fet que

I’homografia sigui hiperbolica, elliptica o bé parabdlica, respectivament. O
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2.2.11 Lema. Sigui v € GL(2,R) de det(y) > 0. Aleshores es té que
o7y # —v, per a tot ¢ € GL(2,R).

DEMOSTRACIO: D’entrada, si tr(y) # 0, és cert, ja que la traga es conserva
per conjugacid, tr(oc~!yo) = tr(y) i tr(—v) = —tr(y).

Suposem, doncs, tr(y) = 0 i considerem les formes quadratiques associades.
Si det(y) > 0, aleshores f, 1 f, seran formes quadratiques binaries definides,
definida positiva 'una i definida negativa l’altra. La signatura és un invariant
de la classe d’equivaléncia sobre R; per tant, no poden ser equivalents. O

2.2.12 Remarca. El resultat anterior no s’estén a det(y) < 0. Per exemple,
tenim que o~ lyo = —v si

01\ . 10
”"”(1 0) ' 7"(0 —1)'D

En particular, si z € R és un punt fix de ~, aleshores f, és isotropa sobre R,
ja que fy(z,1) = 0. El cas elliptic es presenta quan la forma quadratica f,
és anisotropa sobre R.

2.2.13 Definicié. Sigui I' C SL(2,R) un grup d’homografies que actua en
el semipld de Poincaré H. Es diu que I actua de forma propia i discontinua
si existeixen un punt zp i un nombre real € > 0 tals que, per a tot v € T,
v # +1d, es té que |y(z0) — 20| > €. En aquest cas, es diu que zp és un punt
estaindard respecte de I'. La definicié d’accié propia i discontinua equival al
fet que T' sigui un subgrup discret de SL(2,R).

L’accié de I' en ‘H ddna una relacié d’equivalencia entre els seus punts. Es
diu que dos punts z,2’ € H sén equivalents respecte de I' si, i només si,
z' = 4(z) per a algun y € I'.

2.2.14 Definicions. Un punt z € RU{co} es-diu que és un punt parabolic,
respectivament hiperbolic, respecte de I’ si existeix una homografia v € T'
parabolica, respectivament hiperbolica, tal que y(z) = . Un punt z € H es
diu que és un punt elliptic respecte de I’ si existeix una homografia elliptica
v € T, v # +1d, tal que y(z) = z. El grup d’isotropia d’un punt z respecte
deTéselgrup T, ={ye€T|v(z)=2}. O

Si T' és un subgrup discret de SL(2,R), el grup d’isotropia d’un punt el-
liptic és un grup ciclic finit, format per matrius elliptiques. De fet, els tinics
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elements no trivials de I' d’ordre finit sén precisament les matrius elliptiques.
Les matrius d’ordre 2 donen lloc a les homografies anomenades involucions;
son les de multiplicador u = —1.

2.2.15 Definicié. L'ordre d'un punt elliptic 2 € H respecte de T' és I'ordre
del seu grup d’isotropia respecte de I' a PSL(2,R). Es a dir, 'ordre d'un
punt elliptic z és §I’; si —Id ¢ I, o bé ZfT.si—IdeT. O

Si z és un punt elliptic respecte de T', aleshores es veu facilment que 7(z),
per a tot v € I', és també un punt elliptic respecte de I'. A més, dos punts
elliptics equivalents sén del mateix ordre, ja que els seus grups d’isotropia
sén conjugats, [y =yly71

2.2.16 Lema, Sigui I' C SL(2,R) un subgrup tal que per a tota matriu
[ a b e 4. [ —a b
’)*‘—-(Ca:)éf‘es'y.— c —d erl.

(i) Dos punts de ‘H sén T-equivalents si, ¢ només si, els seus siméirics
respecte de Ueiz imaginar: també ho son.

(i1) Un punt de H és elliptic respecte de I' si, i només si, el seu simétric
respecte de l'eiz imaginar: també ho és. En aquest cas son del mateiz
ordre.

DEMOSTRACIO: Siguin z,w € H tals que v(z) = w, amb v &€ I'. Aleshores,
tenim que y'(—%) = -, la qual cosa demostra (i).

Considerant en particular z = w, s'obté apartat (ii). Notem que 1+ tenen
el mateix ordre com a homografies, per la qual cosa els punts, en cas de ser
elliptics, sén també del mateix ordre. O

2.2.17 Definicié. Un subconjunt tancat connex D C H UR U {oco} és un
domini fonamental per Paccié de I" en H si els punts de I'interior de D no

son dos a dos I-equivalents i cada punt de H és I-equivalent a algun punt
deD. O

Evidentment, el domini fonamental d’un grup I' no és vnic. Per exemple, si
D és un domini fonamental de T', aleshores (D) també ho és, per a qualsevol
veT. '

2.2.18 Definicié. Un cicle d'un domini fonamental és una drbita de vértexs.
Direm que un cicle és elliptic d’ordre k si estd format per vertexs elliptics
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d’ordre k. El cicle és parabolic, si esta format per vertexs parabolics; conve-
nim aleshores que és d’ordre £ = c0. O

2.3 Grups d’homografies quaternioniques

Sigui D > 1 un nombre natural producte d’'un nombre parell de primers
diferents. Sigui N > 1 un nombre natural tal que med(D,N) = 1. Tot

seguit definim uns grups de matrius que només depenen de D i N, llevat
conjugacio.

Considerem a aquest efecte una algebra de quaternions H sobre Q de discri-
minant D. L’algebra H és una algebra indefinida, ramificada o no, determi-
nada llevat isomorfismes. Sigui un Z-ordre d’Eichler O(D, N) C H de nivell
N. Considerem el grup d’unitats quaternioniques format per les unitats de
norma positiva:

O(D,N)} :={a € O(D,N)" : n(a) = 1}.

Per 1.2.33, O(D, N)3. només depeén de D i1 de N, llevat conjugacid.

Com a conseqiiencia dels resultats d’Eichler [Eic38], per als ordres d’Eichler
de les Q-algebres de quaternions, el grup d’unitats quaternioniques O(D, N)3
té les propietats segients.

2.3.1 Proposicié. Siguin H una Q-dlgebra de quaternions definida 1 O(D, 1)
un ordre mazimal. Aleshores no hi ha cap element de O(D,1) de norma
reduida —1; per tant, O(D,1); = O(D,1)*. A més, O(D,1)* és un grup
ciclic d’ordre 2, 4 o bé 6, excepte si: :

—-1,-1
(i) H = ( (é ), que té Dy = 2; aleshores, O(D,1)* és isomorf a

By := {1, &1, L7, £ij, éli“;—ﬁ’l}, el grup binari tetraedral.

(ii) H = (_1@_3), que té Dy = 3; aleshores, O(D,1)* ~< sg,7 >, un

grup diciclic, amb sg = cos2m/6 +sin2m /6. O

2.3.2 Teorema. Siguin H una Q-dlgebra de quaternions indefinida i O(D, N)
un ordre d’Fichler. Aleshores, O(D, N) té unitats de norma reduida —1. Per
tant, O(D, N)} és d’indez 2 en O(D,N)*. O
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Fixem un isomorfisme ® : H @ R — M(2,R), que existeix per ser H una
algebra de quaternions indefinida. Per 1.1.4, aquest isomorfisme és tnic
llevat conjugacié. Aleshores,

I'(D,N) := ®(O(D,N)3)

és un subgrup discret de SL(2,R), determinat per D 1 N, llevat conjugacio.
Aixi, el grup ['(D, N) actua en el semipla de Poincaré i I’anomenarem grup
d’homografies quaternidoniques. Recordem que, com a grup d’homografies,

cal pensar els elements a I'(D, N)/ & Id.
Fixem el monomorfisme explicit de la proposicié 1.1.25. Aixi, per a una
a,b
Q

derem el monomorfisme ® : H < M(2,R) que esta donat per

algebra de quaternions indefinida H = , suposem que a > 0 i consi-

&(z + Vay + Vbz + Vavbt) = (bfzt\/jg&) ;j_- ﬁ;) .

Per tant, I'(D, N) C {( b%’ f, ) o, B € Q(\/@} C SL(2,Q(+/a)). El cas
a = 1 correspon necessariament a una algebra de quaternions no ramificada;
és a dir, D = 1. En aquest cas, s’obté que I'(1, N) C SL(2,Q).

En funcié del monomorfisme ® que hem fixat, expiicitem els grups d’homo-
grafies quaternioniques per a les algebres de quaternions no ramificades i poc
ramificades del primer capitol.

2.3.3 Cas no ramificat. Considerem I’algebra de quaternions no ramifi-
cada H = M(2,Q). En aquest cas, ® és la immersié candnica. Per a cada
N, considerem ’ordre d’Eichler de nivell N

Oo(1,N) = {( cCJLV 2) : a,b,c,dEZ}.

Obtenim directament que I'(1, N) = O(1,N)% és el grup de congruéncia
denotat habitualment per I'o(NV).

1,~-1

: i Pordre
Q )

d’Eichler Op (1, N) := Z[1, 3% NEIH) 1411 de nivell N, obtenim igual-
ment que (Op(1, N);) =To(N). O

Si considerem 1’algebra de quaternions no ramificada H' = (
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2.3.4 Cas poc ramificat de tipus A. Considerem l’algebra de quater-

nions Ha(p) = (%) i Vordre O4(2p,N) = Z [1,i,Nj, 1+—”;lﬁl], per a

N p—;l lliure de quadrats, que és un ordre d’Eichler de nivell N. Posem
F =Q(./p) i denotem o ~ o' la conjugacié en F.

Obtenim les seglients descripcions equivalents per al grup I'(2p, N):

Nl (+t)+QRu+t)yF  (2Nz+1)+t/p
si, 1 només si, z,y,2,t € Z i det(y) = 1.

o o _ L at+b/p c+d\/p - .
(i) 7_5(—c+d\/ﬁ a—by/p € I'(2p, N) si, i només si, a, b, ¢, d
enters,a=b=c=d mod 2, N |c—didet(y)=1.

(iii) v = % ( ——C,YB' cl[j’ ) € I'(2p, N) si, i només si, o, B € Z[,/p],

a=pF=oa,/p méd 2, NJ <tr(,3) - 'B\;ﬁﬂl> idet(y)=1. O

2.3.5 Cas poc ramificat de tipus B. Considerem ’algebra de quater-

nions Hp(p,q) = (%‘Z) Sigui N lliure de quadrats, Nl-q—g—l, mcd(N,p) =

1i considerem 1’ordre d’Eichler

OB(pq,N)=Z[1,Ni,l+] ’+”].

2 72

Aleshores, tenim les seglients descripcions equivalents del grup I'(pg, N):

i) 7= 1 ( (2z +2) + (2Ny + t)/p z+t/p 4 del
2 q(z +1/p) (2z +2) — (2Ny +t)\/p
grup I'(pg, N) si, 1 només si, z,y,2,t € Z i det(y) = 1.

.. 1 , -
(i) v = 5 ( q{lc_tel\\//ﬁﬁ) Ztiﬁ) és del grup I'(pg, N) si, i només si,

a,b,c,d€Z,a=c mod2,b=d mod2, 2N |b—didet(y)=1.
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(iii) 4 = % ( _aﬂ, g ) és del grup T'(pg, N) si, i només si, a, 8 € Z[\/p],
—o' —p+p
2P

a=g mon,Nfa Yidet(y)=1.0

2.3.6 Remarca. Tots els grups I'(D, N) d’homografies quaternidniques sa-
tisfan la hipotesi del lema 2.2.16. Aixi, tindrem condicions de simetria pels .
punts elliptics i els punts de H ['(D, N)-equivalents.

També és cert que tots els grups I'(D, N) d’homografies quaternioniques con-
tenen sempre —Id, ja que l'element —1 és sempre una unitat de 'ordre
O(D,N) i ®(—1) = —1d. Per tant, per 2.2.6, les homografies elliptiques
definides per I'(D, N) seran només d’ordre 2 0 bé 3. O

2.4 Les corbes de Shimura X (D, N)

Siguin D > 1 un nombre natural producte d’un nombre parell de primers
diferents i N > 1 un nombre natural tal que med(D,N) = 1.

Fixem els objectes segilients: una Q-algebra de quaternions H indefinida, de
discriminant Dy = Dj; un Z-ordre d’Eichler O(D,N) C H de nivell N, i un
monomorfisme ® : H « M(2,R). Considerem el grup d’homografies qua-
ternioniques I'(D, N) definit per 'ordre O(D, N), el qual depén només de D
i de N, llevat conjugacié. El grup I'(D, N) és un subgrup discret de SL(2, R),
que actua en el semipla de Poincaré H de forma propia i discontinua. De
fet, és un grup fuchsid de primera espécie. Fent quocient per aquesta accid,
obtenim la superficie de Riemann I'(D, N) \ H.

La teoria de Shimura proporciona un model canonic del quocient I'(D, N)\H,
- que denotem per X(D, N), amb les propietats segiients:

(1) X(D, N) és una corba projectiva definida sobre Q.

(ii) Existeix una aplicacié jpn : H — X (D, N)(C) que factoritza en un
isomorfisme entre 'espal analitic (D, N) \ H i un obert Zariski de

X(D, N)(C).

(iii) Sigui F = Q(v/d) un cos quadratic imaginari que escindeix I’algebra
H. Sigui ¢ una immersié de F en H. Sigui z € H "inic punt fix comd
de tots els elements de ®(¢(F™*)). Aleshores, les coordenades del punt
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Jp,N(z) sén algebraiques, més concretament jp n(z) € X(D,N)(Fub),
on F,, C C denota ’extensié abeliana maximal de F'.

X(D, N)/q s’anomena la corba de Shimura associada al subgrup I'(D, N).

El cas D = 1 correspon a una algebra de quaternions no ramificada H ~
M(2,Q). En aquest cas, I'(1, N) \ H és una superficie de Riemann no com-
pacta, amb covolum finit. Atesa ’expressié anterior dels grups I'(1, N), és

clar que la corba X(1, N) obtinguda en compactificar és precisament la corba,
modular X,(N).

Si D > 1, algebra de quaternions és ramificada. En aquest cas, la su-
perficie de Riemann ['(D, N) \ H ja és compacta. Al capitol 8 donarem una
demostracid senzilla d’aquest fet.

La interpretacié modular de X (D, N) és la segiient. Un punt de X (D, N)(C)
correspon a una classe d’isomorfia de tripletes (4, i, G), on A és una superficie
abeliana, ¢ : H < End(A) ® Q és tal que 1~!(End(A)) = O(D,N)i G és un
subgrup del grup de punts de A d’ordre NV que és un O(D, N)-modul ciclic
d’ordre N.

A continuacid, recopilem alguns resultats sobre el calcul de constants associ-
ades a les corbes de Shimura.

Cal remarcar que certs calculs es poden dur a terme de forma general per al
cas ramificat i per al cas no ramificat alhora. Per exemple, es tenen férmules
explicites per al nombre de classes d’equivaléncia dels punts elliptics i per al
volum que inclouen ambdds casos. En canvi, altres tipus de resultats com
per exemple les equacions, presenten diferents graus de dificultat, i no només
" no hi ha resultats uniformes per als dos casos, siné que, a més, hi ha molta
diferencia entre el que es coneix en un cas o en ’altre.

2.4.1 Notacié. Donada una corba de Shimura X(D,N), denotarem per
Vi(D, N) el volum hiperbbdlic, per e;(D, N) el nombre de cicles elliptics d’or-
dre 7 i per g(D, N) el génere. Es considera també una normalitzacié de la

dxd
mesura hiperbolica, donada per la mesura ; ‘Z Denotem per V(D, N) el
™

volum de X (D, N) calculat amb aquesta mesura normalitzada. Aixi, s’obté

que V(D,N) = g%(fﬁ) i es demostra que és un nombre racional. O

Les proposicions segilients proporcionen una manera aritmética de calcular
aquestes constants, cf. [Shi71] i [Vig80].
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2.4.2 Proposicié. El volum V(D,N) de la corba X(D,N) és igual a

vo,m) = 3 Ile-n]Ja+ )

piD pIN

2.4.3 Proposicié. Els cicles eliiptics per la corba X(D, N ) son d’ordre2 o
bé 3. El seu nombre ve donat per:

o [BEGIIEG) s
. | sid| N,

63(D,N):<r g(lm<?>>g(l+(%§)> Sig’fN,
LO ; | st9| N. O

Per al cas D = 1, es recuperen les férmules habituals, ¢f. [Shi71]; en parti-
cular, per a N primer, es demostren de forma directa en el capitol 3.

Per a les corbes de Shimura corresponents a les algebres de quaternions poc
ramificades de tipus A i de tipus B, deduim els dos resultats segiients.

2.4.4 CorolMari. Sigui X (2p,1) la corba de Shimura associada a un ordre
mazimal d’una dlgebra de discriminant 2p poc ramificada de tipus A. Ales-
hores,

4 sip=11 mod 12,

e2(2p,1) =2, e3(2p,1)=<¢ 2 sip=3,
0 sip=7 mod1l12.0

2.4.5 Corollari. Sigui X(pg,1) la corba de Shimura associada a un ordre
mazimal d’una dlgebra de discriminant 2p poc ramificada de tipus B. Ales-
hores,

4 sip=2 mod3ig=5 mod 12,
62(pg3 1) = O) eS(?Q} 1) = 2 3?’39 = 3:
0 altrament. O

2.4.6 Proposicid. Fl génere de la corba X(D, N) ve donat per la relacié

1
2= 29(D, N) = ~V(D,N) + 36s(D, N) + 2es(D, N) + ew(D, V). O
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A partir de la relacié entre les constants anteriors, podem deduir propietats
sobre els dominis fonamentals possibles per a la corba X (D, N).

2.4.7 Proposicié. Sigui X(D, N) una corba de Shimura amb D > 1. Supo-
sem que X(D, N) té un domini fonamental tal que tots els seus vértezs sdn
elliptics. Aleshores, el nombre de vértezs d’aquest domint fonamental és

2
ne(D,N) =2+2V(D,N) + eo(D,N) + 5e;,(D,N).

DEMOSTRACIO: Suposem que tenim un domini fonamental de X (D, N) tal
que tots els seus vertexs sén elliptics i sigui ne(D, N) el nombre de vertexs que
conté. Aleshores, el volum hiperbolic V4(D, N) es calcula com V4(D,N) =
(ne(D,N)—2)mr — (6, +---+86,),0n 8y,...,0, sén els angles en els vértexs.

En general, no coneixem els angles en els vértexs. Suposant que tots els
vertexs son punts elliptics, podem determinar-ne la suma a partir del nombre
de cicles elliptics d’ordre 2 i 3, ja que els angles d’un cicle d’ordre ¢ sumen
exactament 27 /q. Aixi, la suma dels angles és meq(D, N) 4+ Xe3(D, N).

Per tant, tenim que 27 V/(D, N) = (n (D, N)—2)r—(nex(D, N)+%e3(D, N));
d’aqui deduim ’expressié per a n.(D,N) donada a ’enunciat. Notem que
qualsevol domini fonamental que tingui tots els vertexs elliptics ha de tenir
exactament n.(D, N) vértexs. O '

A continuacié explicitem el resultat per al cas que I’ordre quaternionic sigui
maximal.

2.4.8 Corol'lari. Sigui X(D,1), amb D > 1 una corba de Shimura. Supo-
sem que existeiz un domini fonamental de X (D, 1) tal que tots els seus vértezs
son elliptics. Aleshores, el nombre de vértezs d’aquest domini fonamental és

ne(D,1) =2+ [Jr- 1)+ ]~ (?))%Ig(l_ (‘_3» |

pID »ID P

DEMOSTRACIO: Només cal substituir en la férmula de la proposicié anterior
les expressions que es tenen per al volum aritmetic i el nombre de punts
elliptics, les quals depenen directament dels primers que divideixen el discri-
minant de ’algebra de quaternions inicial. O

Aquests resultats no sén aplicables a les corbes modulars, ja que aquestes
tenen punts parabolics. ’
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2.5 Algoritmes i taules

Pel que fa al contingut d’aquest capitol, en el paquet Poincare hem imple-
mentat instruccions que fan referéncia a geometria hiperbolica, homografies,
grups quaternionics i constants associades a les corbes de Shimura.

En relacié amb la primera seccié, comentem breument les comandes de geo-
metria hiperbolica que hem implementat. Donats dos punts del semipla de
Poincaré, eqHypL, defHypL i plotHypL retornen ’equacid, la definicié com a
objecte geometric i la representacié grafica de la recta hiperbolica que passa
pels dos punts, respectivament. La instruccié disthip déna la distancia hi-
perbolica entre els dos punts. Per a calcular calcula ’angle determinat per
tres punts ordenats del semipla de Poincaré tenim les instruccions angHypei
angHyp, que en calculen el valor expressat en decimals exactes o bé expressat
en funcié de 7, respectivament; en el segon cas es realitza una aproximacié.
Donats n punts del semipla que defineixen un poligon hiperbolic, tenim les
instruccions analogues eqHypPol, defHypPol i plotHypPol, que donen les
equacions de les rectes determinades per les arestes, la definicié com a ob-
jectes geometrics i la representacié grafica del poligon hiperbolic, respecti-
vament. Per a calcular el volum hiperbolic del poligon tenim la instruccié
volHypPol, que utilitza I’expressié aproximada dels angles en funcié de .

Presentem també algunes instruccions referents a les homografies de coefici-
ents reals, amb la finalitat de facilitar a I'usuari 1ds del paquet, sabent un
minim de Maple V. Aixi, a partir de les quatre entrades d’una matriu, o bé
directament de la matriu, les comandes Hom i HomM defineixen ’homografia
com una funcié de Maple V. Per a calcular els punts fixos tenim fixPHom i
fixPHomM, que varien en el format dels arguments d’entrada. Amb multHom
obtenim el multiplicador relacionat amb la interpretacié geomeétrica. Les
instruccions bfHom i bfHomM ens donen la forma quadratica binaria associ-
ada. La funcié logica typeHom, amb els arguments elliptic, parabolici
hyperbolic, classifica I'’homografia. Destaquem també la comanda cirlnv,
per a definir la inversié respecte d’'un cercle donat, com una funcié de Maple

V.

Donat un ordre d’Eichler O(D,N), a través d’una Z-base, la instruccié
embOr déna l'expressié genérica d’una matriu del grup d’homografies qua-
ternioniques I'(D, N), en funcié de z,y,2,t € Z, a la qual s’ha d’imposar la
~condicié que el determinant sigui 1.

Per al calcul de les constants associades a la corba de Shimura X(D, N) tenim
les instruccions segiients, que tenen com a arguments els parametres D i N:
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VolhX, VolX, per al calcul del volum hiperbdlic i el volum normalitzat; e2X,
e3X i einfX per als nombres de cicles elliptics i parabolics; genusX per al
génere i neX per al nombre de vertexs d'un domini fonamental de X(D, N)
que tingui tots els vertexs elliptics, si aquest existeix. Hem implementat
també, com a instruccid accessoria, la funcié d’Euler, Euler.

A continuacié presentem un recull de taules amb dades numériques sobre
corbes de Shimura. La taula 2.1 mostra les constants per a les corbes de
Shimura poc ramificades de D < 2001 N = 1; cf. [Vig80], per als primers
casos. Les taules 2.2 — 2.5 contenen les constants associades a les corbes
de Shimura X(6,N), X (10, N), X(14,N) i X(15, N), corresponents a les
algebres poc ramificades de tipus A i poc ramificades de tipus B destacades
en el capitol anterior, fins a cert valor de N. Les constants corresponents a
les corbes de Shimura de discriminant producte de quatre primers es poden
trobar a la taula 2.6, pera D < 10001 N =1.

Les taules que hi ha a continuacié recopilen alguns resultats coneguts de
corbes de Shimura. La taula 2.7 mostra les equacions de corbes de Shimura
conegudes a partir dels treballs de Kurihara [Kur79], Jordan-Livne [Jor81]
i Michon [Mic8la]. La taula 2.8 llista tots els valors D > 1 i N tals que
X(D, N) és una corba de Shimura hiperelliptica; en aquests casos s’indica

també la involucié hiperelliptica w (cf. [Ogg83]).
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Taula 2.1 Constants associades a les corbes de Shimura X(D,1), on D <
200, corresponents al cas poc ramificat. '

D] V leleld] D1 V |el

es| g |
6 10333333220 94 | 7.66667 | 2 | 4| 3
10 | 0.666667 | 0 | 4 |0 95 | 12 |00 7
14 1 210711 106 | 8.66667 { 0 | 4 | 4
151133333 0121 111 12 01017
21 2 41011 1151146667 | 0 | 4 1 7
29 | 1.66667 | 2 | 4 | 0 118 | 9.66667 | 2 | 4 | 4
26 2 0102 119 16 01019
331333333 141211 122 10 0106
34| 2.66667 | 0 | 4|1 123 (1333330 | 2 | 7
3B 4 01013 120 14 |4]0]7
B’ 3 51012 1331 18 [4[0]9
39 4 0103 134 11 | 2]0]6
16 | 3.66667 | 2 | 4| 1 141 [ 153333 | 4 | 2| 7
51| 533333 |0 ] 213 142 [11.6667 | 2 | 4 | B
55| 6.66667 | 0 | 4 |3 43| 20 00|11
o 2103 145 | 186667 | 0 | 4 | 9
58 | 4.66667 |0 | 4|2 46| 12 |0 |07
62| 5 5103 55| 20 00|11
N 0105 58| 13 2107
69| 733333 |4 | 2|3 159 [17.3333 | 0 | 2 | O
a6 0102 61| 22 |4 011
771 10 |4]0]5 166 | 13.6667 | 2 | 4 | 6
82 | 6.66667 |0 | 4|3 177 | 103333 |4 [ 2 | O
85 [ 106667 |0 |4 |5 178 | 14.6667 | 0 | 4| 7
B 7 510 |4 183 20 |0 |01l
871033333 |0 215 185 24 00|13
| 12 007 187 [ 26.6667 | 0 | 4 | 13
93 10 41015 194 16 0:01 9
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Taula 2.2 Constants associades a les corbes de Shimura X(6,N), on N <
200, que corresponen al cas poc ramificat de tipus A.

N 1% ez les| ¢
[1 03333121.‘210J LNV lefelo
: 103 1346671 0] 4 |17

51 2 14101
— e 107 36 10019
: 100136667 | 414 [17
1) 4 10[0}3 1130 38 | 41019

13 146667 | 4 4 1
1151 48. 101025
7] 6 141043 1191 48 1010 25

10 [6.6667 ] 014 3
1] 44 [0l 0 23

31 8 101015
e 1251 50, 1410 |25
127 [ 42.667 | 0 | 4 |21

59 | 10, 1410135
e 31 44 10023
133 153333 | 0 [ 8 [ 25

35 1 16 01019
R 137 46 | 41023
139 1 46.667 | 0 | 4 |23

a1 4 407
1431 56. 101029

43 [ 14667 [0 (4] 7
145 | 60. | 81029

7 16 (01019
29 1186671 0 12 9 149 | 30. | 4025
151 150667 | 01 4 125

531 18 1410109
T I 1551 64 1010 33
157 [ 52.667 | 4 | 4 |25

501 20. 10101l
T e 61 64 010133
163 | 54667 | 0] 4 [27

65 | 28 1810113
167 6. | 010 29

67 122667 |0 | 4 |11
169 160.667 | 4 | 4 [29

T 24 003
1731 58, 1410 29

73 124667 [ 4 | 4 |11
1751 80, 1010 |41

w1 32 1010117
1791 60 1010 31

79 12666710 | 4 |13
1811 60.667 | 41 4 |29

831 28 1010115
1851 76 | 810137

85 | 36 | 8017
1871 72 1010137

89| 30. 41015
191] 64 | 010133

9L [37333 10 (8 117
103 | 64.667 | 4 | 4 |31

95 [ 40, ] 002
1971 66, [ 410133
o7 | 32.667 | 4 | 4 |15 199 [66.667 | 0 | 4 |33

011 34 (410117
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Taula 2.3 Constants associades a les corbes de Shimura X (10 N), on N <
165, que corresponen al cas poc ramificat de tipus B.

IN] V lefes] g ]| IN] V Jeales|g]

66667 | 0] 4]0 83 ] 56. | 0] 029
3266670 |41 87 | 80. | 0] 0 |4l
7 1533330 |8 1 80 | 60. | 0|0 |31
o 8. |0/0]5 91 | 74.667 | 0 | 16 | 33
11| 8 |0]0]|5 93 | 85.333| 0 | 8 |41
13[9.3333[0 | 8 | 3 97 653330 | 8 |31
7| 120 [0]0]|7 99 | 96. |0 0 |49
1913333108 | 5 101| 68. |0 0|35
21213331089 103169333 | 0 | 8 | 33
23] 16. |00 |9 107] 720 |00 |37
27| 24. |00 |13 109 | 73333 | 0 | 8 | 35
29 20. |0 |0 |11 111 ]101.33] 0 | 8 |49
3112133308 |9 113] 76. | 0| 0 |39
33| 32. |00 |17 117 112. |0 | 0 |57
3712533310 | 8 |11 119 96. | 0| 0 |49
3913733310 |8 |17 121 88. | 0] 0 |45
41] 28 (00|15 1231 112. [0 0 |57
43172033310 | 8 |13 127 185.333 | 0 | 8 | 4l
471 32, |00 |17 129 [ 1173310 | 8 | 57
4913733310 | 8 |17 131 8. | 0| 0 |45
51| 48. |00 |2 1337]106.67 | 0 | 16 | 49
53| 36. | 0]0|19 137 92. | 0] 0 |47
5753333108 |25 139 193.333 [ 0 | 8 |45
50| 40. |0 |0 |21 141 128. | 0] 0 |65
61 41.333|0 | 8 |19 1431 112. [0 ] 0 |57
63| 64. | 0] 0|33 147 114933 | 0 | 8 | 73
67 | 45.333 ] 0 | 8 | 21 149 100. | 0| 0 |51
60| 64. | 0 | 0 |33 151 [ 1013310 | 8 |49
711 48. |00 |25 153 144. | 0] 0 |73
7314933310 | 8 | 23 157 1 105.33 ] 0 | 8 | 51
771 64. [0 |0 |33 159 | 144. | 0] 0 |73 |
79 15333310 | 8 | 25 161 128. [0 ] 0 |65
81| 72. [0 |0 |37 163 (1093310 | 8 | 53
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63

Taula 2.4 Constants associades a les corbes de Shimura X(14,N), on N <

160, que corresponen al cas poc ramificat de tipus A.

(N V leales] g ]

1 1. 2101
314 10}10]3
5| 6. 14103
9112. [0 0|7
11112. {0 0] 7
131 14. 1 4|0} 7
151 24. 1 0|0 |13
171 18. 141019
19120. 100|111
23 1 24. | 0|0 |13
251 30. | 41015
271 36. | 0|0 |19
20130. | 40|15
31132 | 0] 0|17
33| 48. | 0|0 125
37138 | 4|0 |19
39156 [0 |0]29
41 | 42. 14 |0 |21
431 44. |00 |23
45| 72. | 0| 0 |37
471 48. | 0| 0 |25
911 72. | 0|0 |37
93 | 54. [ 4| 0 |27
95 | 72. | 0] 0 |37
o7 | 80. 1 0 | 0 |41
59 1 60. | 0| 0|31
61162 (4|0 |31
65| 84. | 810 |41
67168 | 0|0 |35
691 96. | 0] 0 |49
7117210037
73|74 1410 |37
751120. | 0 | 0 |61
791 80. | 0|0 |41
81 |108. 10} 0 |55

N1V [ele] g ]
83 | 84 [0 ] 0] 43
85 [108. |8 | 0] 53
87 [120. 10 [ 0] 61
89 1 90. |40/ 45
93 [128. [0 | 0] 65
95 [120. [0 | 0| 61
97 | 98. |4 |1 0| 49
99 [144. [0 [ 0| 73
1011102. 14 | 0| 51
103 {104. { 0 | 0 | 53
107 1108. | 0|1 0| 55
109 [110. | 4 | 0 | 55
111 | 152. |0 | O | 77
113 1114. 1 41 0 | 57
115 (144. 1 0 | 0| 73
117 1{168. | 0 | 0 | 85
121 1132. {0 | 0 | 67
123 (168. | G { 0 | 85
125 1 150. |4 | 0 { 75
1271128. 10 | 0 | 65
129 [176. | 0| 0| 89
131 [132. ] 0 [ 0 ] 67
1351216. | 0| 0 | 109
137 (138. |4 | 0| 69
139 [140. |0 | 0 | 71
141 ({192. | 0 | 0 | 97
143 [168. |0 | 0 | 85
145 [180. | 8 | 0 | 89
149 (150, | 4 | 0 | 75
151 [ 152. 10| O | 77
153 [216. | 0 | 0 | 109
155 [192. | 0 [ 0 | 97
157 (158, |4 [0 | 79
159 1216. | 0 | 0 | 109
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Taula 2.5 Constants associades a les corbes de Shimura X (15, N), on N <
125, que corresponen al cas poc ramificat de tipus B.

N V ey | €3
r1113333!0 5 f] (N[ V [eales| o |
R 64 ] 128 0O 65
O 67 190667 ] 0 | 4 | 45
: 68 ] 144 |00 73
71 10.667 0] 4 |5 «
e R 71196 101049
: ' 73 198667 1 0 1 4 | 49

1] 16 [0 ]0]9

74 ] 152, 101077
1318667 [0 | 4] 9

76 1 160, 1010 | 81
4] 32 (01017

77T 128 1010165
6] 32 0017

79 110667 | 0 | 4 | 53
171 24 (01013

82 ] 163 0108
19126.667 | 0 [ 4 |13

8 112 [0 0] 57
52 45, ] 010125

8% | 176. 10101 89
231 32, 101017

88 ] 192, 01097
% 56 100 29

89 120, [0 [0 61
551 64 101033

o1 [ 14933 |0 |8 [ 73
501 40, 1010 21

9% | 102 101097
31142.667 | 0 14 |21

92 [ 192, [0 0197
32 64 101033

97 11306710 | 4165
34| 72 1010137

o8 | 224, 101013
37 150,667 | 0 | 4 |25

1011 136 1010169
38 80, [0 0 4l

103 | 138.67 | 0 | 4 | 69
A1 56 Jo 020

04| 224. 00 113
435366710 [ 4129

106 | 216, 1010 [109
4] 9. 0049

107 144 0073
461 96, 100 |49 .

109 [ 146.67 [0 | 4 | 73
7T 64 00133

112 256, 1010 129
49 (7466710 | 4 37

T3] 152, (01077
52 112. 010 57

116 | 240, |0 |0 121
531 72, 1010 [37

118 | 240. ] 0 [ 0 | 121
561 125 1010 165

191 192, T0 0197
581 120. 1010 |61

21| 176, [0 0| 89
5017 80. 10104l

122 | 248, [0 10 [125
61182.667 10 [ 4 |4l e IR RN R
621 125. 1010165 :
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Taula 2.6 Constants associades a les corbes de Shimura X(D,1), on D =
p1p2p3ps < 1000.

(5[ V Talald]

210 8. 010
330 {13333 {0 | 8| &
390 | 16. 00} 9
462 | 20. 8101 9
51012133310 |81 9
946 | 24. 0(0}13
570 | 24. 010113
690 1 29.333 | 0 | 8 | 13
714 | 32 0017
770 | 40. 010121
798 | 36. 81017
858 | 40. 010121
870 137.333 |1 0 | 8|17
910 | 48 01025
930 | 40. 01021
1966 | 44. 810121

Taula 2.7 Equacions de corbes de Shzmura X(D,N), on D > 1, segons
[Kur79], [Jor81}], [Mic81a].

| DI Nlg| - Equacié de X(D, N) ]
6 |10 ?4+y?+3=0
101110 ozt yi4+2=0
21110 i +y? +11=0
141111 (22 =13+ 7 +2y° =0
11| (22—45)7+23+22=0
150 1 |1 (2 +243) (2 +3)+3y2 =0
2111 41 i — 65822 + 78+ Ty? =0
331111 zt +302% + 3% + 3y* =0
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Taula 2.8 Totes les corbes de Shimura X (D, N) hiperelliptiques, on D > 1,
segons [Ogg83].

[D[N[gD,N) Jw
26 1 2 Was
1] 8 |ws DIN][sD. M) ] w
38 1 2 Wss 6111 3 Wes
39 1 3 W3ag 6 117 3 Was
xR P L N
57 1 3 W19 6 |29 5 Whre
58 1 2 Wag 6131 5 Wase
62[1] 3 |we 0137 5 |wm
69 1 3 Weo 10 1 11 5 Wiio
74 1 4 s 10 | 13 3 Wes
) 1 3 W1 10 | 19 ) W3s
10| 23 9 Wa3g0
o1 2 ue 43 3 |w
711 5 juw 145 T uny
BLIl 5 |wa B2 T3 o
RLl 3 v BTa T 5 e
S I 12| 3 wr
11| 1 7 Wi 5513 = w’*’
119 1 9 Wiig 29 5 3 w66
134 1 6 W1i34 : 26 3 5 wllO
146 1 7 Wi4s 39 5 7 w26
159 1 9 Wisg - 39
194 1 9 Wig4
206 1 9 Woo06




Capitol 3

Uniformitzacié hiperbolica de
corbes de Shimura: cas no
ramificat o

Sigui X(1,N), on N és un nombre primer, una corba de Shimura corres-
ponent al cas no ramificat. Resultats coneguts permeten determinar-ne do-
minis fonamentals (cf., per exemple, [Apo76] i [BT92]). En aquest capitol
construim dominis fonamentals d’aquestes corbes de manera alternativa, mit-
jancant la teoria dels cercles d’isometria. Presentem una forma sistematica
per a obtenir tant la seva representacié grafica com els invariants principals.

En primer lloc revisem la definicié i les propietats dels cercles d’isometria
i els metodes que els relacionen amb els dominis fonamentals. En derivem
alguns resultats generals. En la seccié 2 apliquem els metodes 1 resultats
anteriors. Determinem un domini fonamental del subgrup que fixa 'infinit
i llistem propietats que permeten reobtenir facilment propietats conegudes
dels grups modulars ['(1,p). Donem resultats que caracteritzen els punts
elliptics, 1 indiquem els criteris per a ’aparellament d’arestes. Una part
d’aquests resultats es troba a [Als99b] i [Als99a].

3.1 Cercles d’isometria

Les homografies sén aplicacions conformes, que no sempre conserven les lon-
gituds i les arees euclidianes. Per exemple, sigui I' un subgrup discret de
SL(2,R) i sigui v € ' una homografia que fixa I'infinit. Aleshores v és o bé

67
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una homoteécia o bé una translacié. En el primer cas, y altera totes les longi-
tuds; en el segon cas, les deixa totes invariants. Notem que en I’expressié de
~ en funcié de a, b, ¢ i d, fixar Pinfinit és equivalent a ¢ = 0. Si considerem les
aplicacions que no fixen I'infinit, el resultat és ben diferent. Aixd ens permet
definir els cercles d’isometria. En general, el concepte de cercle d’isometria
és inherent a totes les homografies que no fixen l'infinit. Com a referéncies
basiques destaquem [For51] i [Leh64].

3.1.1 Definicié. Donada una homografia v = ( i i ) € SL(2,C) (defi-
nida sobre C U {co}), on ¢ # 0, el cercle C, := {z € C: |cz + d| = 1}
s’anomena cercle d’isometria de I’homografia y. O

3.1.2 Notacié. Donat un cercle C, escriurem C = C(o,r) per a denotar
que es tracta del cercle de centre o i radi r. Per a cada cercle d’isometria C,,
denotem per r, i 0y €l radi i el centre, i designem per int(C,) i ext(C,) les
regions interior i exterior, delimitades pel cercle. Donat un conjunt G (no
necessariament amb estructura de grup) d’homografies del pla complex que
no fixin l'infinit, posem Cg = {C,: v € G}. O
d
3.1.3 Remarca. Donada una homografia v € SL(2,C), notem que ;ll =
2
1 . Id . . L .
Gt dt Aixi, z € C, si, i només si, |dy| = |dz|. Per tant, el cercle C,

és el lloc geometric dels punts a Uentorn dels quals les longituds i les arees
euclidianes no sén alterades en magnitud en aplicar ’homografia y. De la
mateixa manera, z € int(C,) si, 1 només si, |[dy| > |dz|. Per tant, en aplicar
als punts interiors al cercle C., les magnituds augmenten als punts exteriors,
les magnituds disminueixen. O

b

d ) € SL(2,R), on ¢ # 0. Aleshores, tenim

3.1.4 Lema. Sigui v = ( j

les propietats seguents:

(i) Els radis i els centres de C, i-C‘.,-a s6n els nombres reals 0, = —dJc,
ry=1/lc|, oy =afciry1 =7, =1/|c].

a+d

(i1) La distincia entre o, i 0,-1 €3

;@ més, Ty F 1y = f—*‘i‘i
(iii) Siguwi o € T tal que ni o ni yo ﬁzzn lmﬁmt Aleshores, tenim que
Ty * Ty r

" = o] |oye — 0y] =

—_—
;chx — O‘)’t
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(iv) Tenim que ¥(C,) = Cy-1, y(ext(C,)) = int(Cy-1) @ ¥(oy) = oo. Es
dedueiz que y(int(C,)) = ext(Cy-1) i y(o0) = o(y71).

DEMOSTRACIO: Les propietats (i) i (ii) son immediates a partir de la definicié

de cercle d’isometria. La demostraci6 de (iii) es pot trobar a [For51] i la de
(iv) a [Leh64]. O

3.1.5 Definicié. Fixat un conjunt G C SL(2,R), diem que un cercle d’iso-
metria C € Cg és maximal respecte de G si no existeix cap cercle d’isometria

C'€Cg, C'# C tal que C C (int(C")UC'). O

Denotem C3* = {C, : C;, maximal respecte de G, ¥ € G}. Es clar que per

a qualsevol conjunt G d’homografies, ﬂ ext(C) = ﬂ ext(C).
CeCq . Cecm=

3.1.6 Definicié. Sigui I' un subgrup discret de SL(2,R). Es diu que un
punt de H és un punt limit respecte de I' si és un punt d’acumulacié del
conjunt {o, : v € I'}. La resta de punts de H s’anomenen punts ordinaris
respecte de I'. D

3.1.7 Lema. Sigui I' un subgrup discret de SL(2,R).

1 conjun € puUniLs ltmil respecite ae es tanca er L accio ae l .
(i) El conjunt de punts limit respecte de T' és tancat per Uaccid de T

(ii) Tots els punts limit sén a R. O

3.1.8 Proposicié. Per a tota homografia v € SL(2,R) ezisteiz una recta L.
d’equacid z =t, per a certt € R, tal que:

(1) v és igual a la inversid del cercle C,, sequida de la reflexid respecte de
la recta L.

- (ii) Un cercle és invariant per vy si, i només si, és ortogonal a C, 1 té el
centre a L.,. O

3.1.9 Remarca. Si ens restringim al semipla de Poincaré, amb ’estructura
donada per la geometria hiperbolica, la propietat (i) del lema 3.1.4 ens as-
segura que els cercles d’isometria sén rectes hiperboliques de H. Aixi, les
inversions respecte d’aquests cercles son simetries hiperboliques. Aixd ens
permet reformular la propietat (i) de la proposicié anterior, dient que 1’ho-
mografia v és la composici6 de dues simetries hiperboliques respecte del cercle
d’isometria associat C, i la recta L,. En les proposicions segiients veurem
com queda determinada la recta L.,. O
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Cy

o
) 7
& &R

Figura 3.1: Cercles d’isometria associats a una ho-
mografia hiperbdlica v € SL(2,R).

Aplicant les propietats dels cercles d'isometria, recopilades en el lema 3.1.4,
i la interpretacié geometrica de les homografies a entorn dels punts fixos,
donada a la seccié 2.2, s’obtenen noves propietats que caracteritzen les ho-
mografles segons siguin hiperboliques, elliptiques o parabdliques.

3.1.10 Proposicid. Sigui~y € SL(2,R) una homografia hiperbolica de punts
fizos ¢y, x5 € R. Aleshores:

iy CynC-r =10
(ii) Cyn C int(Cyn-1), peran > 0. A més, lim ryn = 0. Per tant, C, és
. n—r0a

mazimal respecte de {7": n > 0} i C2% = {C,, Cy1}.

(iii) [)intCyn = 21, [)int Comn = z2; 21 § 24 56n punts limit.
n>0 n>0

(iv) Ly és el bisector del segment que uneiz els centres de Cyy § Copr, O
En la figura 3.1, illustrem la posicié relativa dels cercles d’isometria corres-

ponents a una homografia hiperbolica v € SL(2,R), v71, 42, v72%, 4® i 473,
aix{ com la recta L. i els punts fixos z; i z,.

3.1.11 Proposicié. Sigui v € SL(2,R) una homografia elliptica d’ordre k
de punts fizos z i Z. Aleshores,

(1) {z,'f} c n C,Y‘n.

- neZ
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N

Figura 3.2: Cercles d’isometria associats a una ho-
mografia elliptica v € SL(2,R) d’ordre k& > 2.

(i) Sik=2,Ci1=C,. Sik>2 C,NCy1 = {z,7%}.
(1) L’angle determinat per Cyy i C,-1 en el punt z és 6 = 2 [k.

(iv) Ly ésla recta determinada per z iZ. Si k =2, L, és un diametre; per
a k> 2, L, és el bisector del segment que uneiz els centres de C, 1
C,Y—l .0
En la figura 3.2, illustrem la posici6 relativa dels cercles d’isometria corres-
ponents a una homografia elliptica vy € SL(2,R) d’ordre & > 2 i a 47!, aix{
com la recta L., i els punts fixos z 1 Z.

3.1.12 Proposicié. Sigui v € SL(2,R) una homografia parabolica de punt
fiz x € R. Aleshores,

(@) ) Cy = {a}
neZ .
(i) Per an > 0, Cyn C int(Cyn-1). Per tant, C, és mazimal respecte de
{y":n >0} iCN = {Cy, 01}

(ili) ryn = Tndl — 0 quan n — 00; oyn =T — —€ R, i z és un punt limit.

(iv) La recta L., és la tangent comuna als cercles C.n en el punt z per a tot

n # 0; L, coincideiz amb el bisector del segment que uneiz els centres
de C.y 1 C.Y—l .0
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Figura 3.3: Cercles d’isometria associats a
una homografia parabolica v € SL(2,R).

En la figura 3.3, illustrem la posicié relativa dels cercles d’isometria corres-
ponents a una homografia parabolica v € SL(2,R), 771, 4%, v %, ¥* i 773,
aixi com la recta L, i el punt fix z.

De les tres proposicions anteriors deduim el corollari seglient.

3.1.13 Corollari. Sigui v € SL(2,R), que no fiza l'infinit. Aleshores, -

(i) v és hiperbolica si, i només si, Cy N Cymr = 0.
(i1) v és elliptica si, i només si, Cy N Cy1 NH # O.

(iii) v és parabolica si, i només si, C, N Cy-1 €R. O

Per a alguns dels resultats segiients, caldra que Pinfinit sigui un punt estan-
dard respecte del grup I - Aquesta condicié implica que els elements de T'
diferents de la identitat no fixen l'infinit, per la qual cosa tenen un cercle
d’isometria associat.

3.1.14 Proposicid. Sigui I' C SL(2,C) un grup d’homografies que actua de
forma propia i discontinua, respecte del qual infinit és un punt estandard.
Aleshores tenim les propietats segients:

i) Els centres dels cercles d’isometria estan a una distincie acoteda de
Porigen.

(i) Per a cada nombre real r € R hi ha un nombre finit de cercles d’iso-
metria amb radi més gran que r. Aizi, el conjunt de radis dels cercles
d’isometria estd acotat. :
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(i) El conjunt U int(C,) €és un subconjunt acotat del pla complez.
~ver

(iii) Homografies diferents tenen cercles d’isometria diferents, O

3.1.15 Proposicid. Sigui T' un grup amb tots els cercles d’isometria defi-
nits, tal que hi ha un entorn de Uinfinit que no conté cap centre dels cercles
d’isometria C.,, per a tot v € I'. Aleshores,

Du(T) =HN([) extCy)

~el

és un domini fonamental de T'. Aquest domini s’anomena domini fonamental
estindard de T'. O

Es facil veure que dos punts de Dyu(T) no sén ['—equivalents. Suposem
¥(z1) = 22, on 21 € Dgu(T'), v € T. En particular, z; és exterior al cercle
d’isometria C,. Aplicant el lema 3.1.4(iv), es té 23 € int(C,-1); per tant,
zz & Dyu(T). La demostracié que els transformats de Dy (I') recobreixen

H, utilitzant que l'infinit és un punt estandard, es pot trobar a [For51] o a
[Leh64]. '

3.1.16 Definicions. Els vértexs del domini fonamental Dy, (T') sén els punts
de la vora del domini que sén interseccié de dos o més cercles d'isometria
diferents (que corresponen als vértexs com a poligon hiperbolic) o bé que
sén elliptics d’ordre 2. Els vértexs que no sén punts elliptics ni parabolics
s’anomenen veértexs accidentals.” Per analogia amb la definicié de cicle el-
liptic i parabolic, un cicle accidental és una orbita de vertexs accidentals;
convenim que és d’ordre k = 1. El nombre de cicles accidentals pot dependre
del domini fonamental considerat. Anomenem arestes de Dy (I') els arcs

dels cercles d’isometria continguts en la vora del domini i delimitats per dos
vertexs. O

Observem que els punts elliptics i els parabolics no poden ser a interior
del domini fonamental estandard, per 3.1.11 i 3.1.12. De fet, sempre podem
suposar que els punts elliptics i els parabolics sén vertexs del domini fona-
mental, encara que no tots els vertexs sén punts el'liptics o parabolics. Notem
també que un vertex sempre té dues arestes adjacents. Com que les homo-

grafies transformen cercles d’isometria en cercles d’isometria, transformen
també vertexs en vertexs.
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3.1.17 Proposicié. Sigui [’ un subgrup discret de SL(2,R), respecte del qual
Uinfinit és un punt estindard, i sigui Dy(T) el seu domini fonamental estin-
dard.

(i) Les arestes del domini fonamental Dy (T') son equivalents dos a dos per
Paccié de . FEs a dir, ezisteizen «y; € ' tals que les arestes es disposen
en parells disjunts de la forma {l;,v;(1;)}.

(i) Les arestes que son equivalents tenen la mateiza longitud hiperbolica.

(i) El conjunt d’homografies v; € I' que identifiquen les parelles d’arestes
formen un sistema de generadors del grup T'.

(iv) Cada cicle d’ordre finit determina una relacid entre els generadors.
Sigut {wy,... ,wn} un cicle d’ordre k € N. Considerem les homografies
v; €T, 7=1,...,m, tals que yj(w;) = wjy1 perj=1,... ,m—14
Ym(Wm) = wy. Aleshores, (Ym¥m—1.--m)F = £1d.

(v) Elconjunt de generadors de (iii), junt amb les relacions de (iv), formen
una presentacid del grup I'.

(vi) La suma dels angles en els vértezs d’un cicle no parabolic és 2n [k, on
k és Dordre del cicle. La suma dels angles en els vértezs d’un cicle
parabolic és 0. O

3.1.18 Proposicié. Sigui ' un grup que actua de forma propia ¢ discontinua
en H. Aleshores, ezisteiz un domini fonamental de T' que satisfa les mateizes
propietats de 3.1.17. :

DEMOSTRACIO: Si linfinit és un punt estindard respecte de I', considerem
el domini fonamental estandard D, (T).

Suposem que l’infinit no és un punt estandard respecte de ' Com que
[ actua de forma propia i discontinua en el pla complex, existeix almenys
un punt estandard z. Si considerem una homografia ¢ € SL(2,C) tal que
o(z) = oo, obtenim un transformat del grup I, oT'c™!, que actua sobre oM i
respecte del qual I'infinit és un punt estandard. En aquest cas, es demostra
que els resultats enunciats per a I' € SL(2,R) i H, formulats d’acord amb
la nova situacié, també sén valids i s’obté un domini fonamental estandard
amb les propietats de 3.1.17, Dy (¢T'o™!). Finalment, 0~!(Dy(0To1)) és un
domini fonamental de I' que satisfa les propietats de 3.1.17. O
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A continuacié descrivim P’adaptacié del meétode anterior, {For51), per a tro-
bar un domini fonamental per a un grup I' que actui de forma propia i
discontinua, i que tingui elements que fixin 'infinit, la qual, sovint, evita
utilitzar transformats del grup i del semipla de Poincaré.

Denotem per ', el subgrup de I' format pels elements de I' que fixen I’infinit.
La proposicié anterior ens assegura l’existéncia d’un domini fonamental de
I'w, amb les propietats enunciades en 3.1.17. Sovint hi ha altres formes més
directes de trobar un domini per al grup I'os amb aquestes propietats.

Denotem per I' la resta d’elements del grup, IV = ' — ['w. Tots els elements
del conjunt I tenen cercles d’isometria, perd I'Y no és un grup i no hi po-
dem aplicar els resultats anteriors. Per exemple, pot ser que el conjunt de
radis dels cercles d’isometria no estigui acotat, o que els centres dels cercles
d’isometria no estiguin en una regié acotada, o que els cercles d’isometria
d’homografies diferents siguin iguals.(cf. seccions 3.2 i 8.2). Estudiant la
interrelacié entre T'o, i IV es prova que les transformacions de 'y, porten cer-
cles d’isometria a cercles d’isometria, veient que ¥(Cy) = Cipy-1, 1 €5 té €l
segiient resultat (cf. [For51}).

3.1.19 Teorema. Sigui I' un grup d’homografies que actua de forma propia
i discontinua. Sigut D(Te) un domini fonamental de To, que satisfd les
propietats de 3.1.17. Si el conjunt

D(T) =D(T's) N( ﬂ ext C.)

~er’

és diferent del buz't; aleshores és un domini fonamental del grup T 1 satisfd
les propietats enunciades en 3.1.17. O

3.1.20 Corollari. Amb les hipdtesis i la notacid del teorema anterior,

D) =D(Te)N( ] ext(C)).O

CEcrrgax i

Notem que, a causa de la intersecci6 de la frontera de D(I's,) amb els cercles
d’isometria de C**, hem de modificar lleugerament els conceptes de vertex
i aresta definits per al domini fonamental estandard (cf. 3.1.16).

3.1.21 Definicié. El conjunt de vertexs del domini fonamental D(T') esta
format pels punts de la vora que satisfan una de les condicions seglients: sén
vertexs de D(I's); sdn interseccié de dos o més cercles d’isometria diferents;
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sén punts elliptics d’ordre 2; sén interseccié d’una aresta de D(T's) amb
un o més cercles d’isometria de I'. Els veértexs que no sén punts elliptics
ni parabolics s’anomenen vértexs accidentals. Les arestes de D(I') sén els
segments de rectes hiperbdliques, continguts a la frontera, delimitats per
vertexs. O

3.2 Construccié d’un domini fonamental per

a X(1,p)
Sigui p = 1 o bé p un nombre primer. Considerem el grup quaternionic

F(l,P)z{(i 2) ta,bc,d€Zyad—bec=1,c=0 mod‘p},

que actua de forma propia i discontinua en el semipla de Poincaré. El cas
p = 1 correspon a I'g(1) = SL(2,Z); I'(1,p) = To(p) és un subgrup de
congruéncia de nivell p de SL(2, Z).

Descrivim una forma sistematica de construir un domini fonamental de X(1, p),
utilitzant els resultats de les seccions anteriors.

En primer lloc, considerem el subgrup de I'(1, p), format pels elements que
fixen l'infinit. Es tracta del conjunt de les matrius de la forma anterior que
satisfan les condicions ¢ =01 ad = 1:

F(l,p)m::{(; ;’) :beZ}:{T”:beZ}, onT:=<(1) i)

Geometricament, T' actua com una translacié de longitud 1. Per tant, un
domini fonamental per I'(1,p)e és:

D(I'(1,p)e0) = {z eEH : —% < Re(z) < é—} .

D’altra banda, considerem la resta d’elements del grup I'(1,p), I'(1,p) =
I'(},p) = T(1,p)e. Per a cada element d’aquest conjunt tenim un cercle
d’isometria associat. Vegem quines caracteristiques tenen i quina regié de
delimiten.

Recordem que C(o,r) denota €l cercle de centre o i radi r.

3.2.1 Proposicié. Siguip un nombre primer i considerem el conjunt T'(1, p)'.
Aleshores, ‘
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(1) Crapy = {C(k/sp,1/sp) : k €Z,s €N, med(k,ps) =1}.
(i) CFgyy = {C(k/p,1/p) : k€ Z,ptEk}.

DEMOSTRACIO: Sigui v = ( CZ 2 ) € I'(1,p)’. Aleshores 1i correspon el

cercle d’isometria C, = C(k/sp,1/sp), on s = l%l ENik= —d% € Z.
Com que ad — bc = 1, se satisfa d # 0 i med(k,sp) = med(d,¢) = 1.
Reciprocament, sigui C(k/sp,1/sp) un cercle que satisfaci k € Z,s € N i
mcd(k,sp) = 1. Aplicant la identitat de Bézout, existeixen a,b € Z tals
que —ak — bsp = 1; aleshores, v = (St; fk) € I'(1,p) i satisfa C, =
C(k/sp,1/sp). Aixd demostra (i).

El radi més gran possible d’un cercle d’isometria és 1/p. Per tant, els cer-
cles C(k/p,1/p), on k € Z i mcd(k,p) = 1, sén maximals respecte de
I'(1,p). Resta veure que sén els tdnics cercles d’isometria maximals. Si-
gui C = C(k/sp,1/sp) € Crapy, on k € Z, s € N, mcd(k,sp) =11s > 1.

1 k k -1
Com que k no és multiple de s, tenim que B < - - [—] < 272 Per

MS _k_< [k/s] +1

tant, utilitzant es verifiquen les dues desigualtats

- p sp p
seguents: 7
<_’“_+_1_)_£’f_/i]3_1. ; .[Eﬂi_l__(ﬁ_i) <L
sp sp p p p sp  sp p

~ D’aqui es dedueix que el cercle C = C (k/sp,1/sp) esta (ﬁohtingut en els
cercles C (ﬂcg,l/p) iC (F—c%lﬂ,l/p). Perd [f] i [f] + 1 no poden ser
simultaniament multiples de p; per tant, com a minim un d’aquests cercles
pertany a Cr(1p) (de fet pertany a F(Lpy Ja que té radi 1/p). Aixd demostra
que C no és maximal i completa (ii). O

De forma analoga, es demostren els resultats corresponents a p = 1.

3.2.2 Proposicié., Considerem el conjunt I'(1,1). Aleshores,

(1) Craay = {C(k/s,1/s) : k € Z, s € N, mcd(k, s) = 1}.
(i) r’l’(?fl), = {C(k,1) : ke Z}. O
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Figura 3.4: Cercles d’isometria de I'(1,3)".

3.2.3 Corollari. Sigui p un nombre primer o p = 1. La interseccid d’un
cercle d’isometria no mazimal amb un cercle d’isometria mazimal, si és di-
ferent del buit, es troba sempre a R. A més, la interseccid de tres cercles
d’isometric mazimals diferents sempre és buida. O '

Per a illustrar els resultats anteriors presentem la figura 3.4, que representa

els cercles d’isometria de I'(1,3) peras < 81 3l < L.

Notem que no estem en les hipotesis de la proposicié 3.1.14. En particular,
els radis sén acotats, perd la distancia dels centres al 0 no esta acotada i un
cercle pot ser cercle d’isometria d’homografies diferents. En general, el radii
el centre del cercle d’isometria determinen els valors de c 1 d, excepte el signe;
la condicié que el determinant valgui 1 ens déna, aleshores, una relacié entre
a 1 b que té diferents solucions.

3.2.4 Teorema. Sigui p un nombre primer, p > 2. Aleshores,

-1

D(P(l,p)) = {z EH: {‘Re(z)l < 1/,2’ z - %; > %, keZ,0< |k 53_3__2__}

é€s un domint fonamental de I'(1, p) en H.

DEMOSTRACIO: Considerem el domini fonamental de I'(1,p)o calculat al
comencament de la seccid i apliquem el corollari 3.1.20, amb la qual cosa
obtenim

D(P(1,p) ={z€H : [Re(2)| < uz} n( [ ext(C).

Oy

Completem la demostracié utilitzant la descripcié dels cercles d’isometria
maximals donada en el teorema anterior. Els tinics cercles d’isometria maxi-
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mals que tenen interseccid significativa amb D(I'(1, p)eo ) s6n exactament els
cercles C(k/p,1/p), tals que 0 < |k| < 22, O

3.2.5 Proposicié. Per als grups ['(1;1) ¢ ['(1,2) tenim els dominis fona-
mentals

D(I(L,1) ={z € H : |Re(z)| < 1/2,]2| > 1},
D(I(1,2)) = {z € H : |Re(2)| < 1/2, 2] > 1}.

DEMOSTRACIO: De forma analoga al teorema anterior, considerem el domini
fonamental D(I'(1, p)oo) 1 apliquem 3.1.20. Utilitzant la descripcié dels cer-
cles d’isometria maximals és facil veure que és suficient considerar el cercle
d’isometria maximal C(0,1) per al cas p = 1 i els cercles C(—1/2,1/2) i
C(-1/2,1/2) peral casp = 2. O

3.2.6 Notacié. Denotem J(p) el subconjunt de cercles d’isometria maxi-
mals de I'(1,p) que determinen arestes del domini fonamental D(I'(1, p)).
Pels resultats anteriors, si p > 2 és un nombre primer, tenim que

() = {C(k/p,1fp) : k€ 2,0< K| < ES=, med(k,p) =1}

El cas p = 1 déna simplement J(1) = {C(0,1)}. Per a p = 2, tenim que
J(2) ={C(-1/2,1/2), C(-1/2,1/2)}. O

Vegem que aquest conjunt de cercles d’isometria maximals satisfa una pro-
pietat técnica, important per a obtenir els principals resultats posteriors.

3.2.7 Lema. Sigut p un nombre primer o p = 1. Donat C € J(p), ezisteic
una unice homografia v € T'(1,p)’ tal que C = C, i C,=1 € J(p).

DEMOSTRACIO: Sigui C = C(k/p,1/p) € J(p). Determinarem de forma
tinica una homografia v € I'(1,p)’ tal que C = C, € J(p) i Cy=1 € T(p).
Qualsevol v = <; ___2 ), amb a,b € Z tals que —ak — bp = 1, satisfa
v€T'(1,p) i C =C,. Hem d’escollir una solucié {a,b} de —ak —bp =1 tal
que Cy—1 = C(a/p,1/p) pertanyi a J(p). Sip > 2, considerem "inica solucié
amb |a| < P—;—l, a#0. Sip=1,tenimque k = 01 considerema = 0ib = —1;
és clar que aleshores se satisfa C, = C(0,1) = C,-1. Per a p = 2, considerem
a =b = 11 els cercles d’isometria corresponents sén C, = C(—1/2,1/2) i

Cpt = C(1/2,1/2). ©
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3.2.8 Notacié. Considerem el domini fonamental D(I'(1, p)). Denotem per
n(1,p) el nombre total de vertexs. Denotem per ny(1,p), na(1,p), nwo(l,p) i
n1(1, p) el nombre de vértexs elliptics d’ordre 2, elliptics d’ordre 3, parabolics
i accidentals, respectivament. Analogament, ex(1,p), es(1,p), ex(1,p) i
e1(1,p) denoten el nombre de cicles elliptics d’ordre 2, elliptics d’ordre 3,
parabdlics i accidentals, respectivament. Denotem per Vi(1,p) el volum hi-
perbolic del poligon hiperbolic D(T'(1,p)). ©

3.2.9 Teorema. Sigui p un nombre primer, p > 2. El domini fonamental
D(I'(1,p)), té les propietats seguents:

. 2] — 2~ 3. .
(i) Els punts z; = -‘L—é;—-—g-%-—z\%z peraj=1,... B2 —1 2z =0,

zj = 232; +§§-é per a j = E’-;—-l-+1,... yP L Zpp1 = 00, sén vertezs
de D(I'(L, p))-

(i) L’angle interior a D(I'(1,p)) en els vértezs Zpp = 0 i 2p41 = 00 €5 0;
en els vértezs zy @ 2p, €s /3, ¢ en la resta de vértezs zj, és 2w [3.

(iii) D(T'(1,p)) és un poligon hiperbolic d’un nombre parell de vértezs i ares-
tes, n(1,p) = p+1+na(L,p).

(iv) El volum hiperbolic de D(T'(1,p)) és Va(1l,p) = (p + 1)%r~

DEMOSTRACIO: Considerem els punts de H o R determinats per les inter-
seccions dels cercles d'isometria maximals pertanyents a J(p), i les inter-
seccions de les dues semirectes Re(z) = —1/2 i Re(z) = 1/2 amb aquests
cercles. Tots aquests formen part del conjunt de vértexs del domini fona-
mental. Denotem per z;, 7 = 1,...,p aquests vértexs, segons ordre creixent
de la part real. Posem, a més, zp41 = 00, vértex que prové directament
de D(T(1,p)s0). Un simple calcul demostra que, per a j = 2,... ,”*2“—1 -
1, es té z; = C’(—L’—"Q-:L—P- 1) n C’(—l-g%:‘?, :—)) —1'—2:-9 + ﬁ:z, el vertex

= O(—l/pal/p) n C(l/p,l/p) = 0; 1, per a .7 = P__ +1,...,p—1,
es té z; = C’(ZJ =20 n C’(-Lﬂti-,p) = 23"” + l/;_z. Finalment, els
vertexs z; 1 zp s obtenen intersecant els cercles d’lsometma corresponents,
C(- %;l 5) 1 C( 2; 2), amb le‘:s sermrecte:f Re(z) = —1/2 i Re(z) = 1/2,
respectivament. Aquests dos vertexs també es poden calcular com la inter-
seccié de dos cercles d’isometria maxxmals 7z = C(=22 1) n C(-24, Y

+1 1 . p’p 2p ' p/?
= C( 2p p) (pr p)? amb C( ) C il ;') o pertanyents a

2p P 2p’p
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J(p). Observem que és possible que z;, 7 = 1,...,p + 1, no siguin tots
els vertexs del domini fonamental, ja que no sabem si contenen els punts
elliptics d’ordre 2 inclosos en la frontera del domini fonamental D(I'(1, p)),
considerats també com a vertexs.

Per a demostrar (ii), denotem 6; 'angle interior a D(I'(1,p)) en el vertex
. z;. Clarament 99_;_1 = 0p41 = 0. Observem que §; pren el mateix valor
peraj=2,... ,P—';'—l — 1,21;1 +1,...,p —1; denotem-lo #. Tenim, a més,
6, = 6, = 0/2. Completem la demostracié de (ii) provant § = 27/3. En
efecte, considerant, per exemple, 7 = 3’22+1, els vectors directors de les rectes
tangents als cercles C(1/p,1/p) i C(2/p,1/p) sén (—1,1/v/3) i (1,1/v/3),

respectivament, i formen un angle § = 27/3.

La figura resultant és un poligon hiperbolic de H, ja que tant els arcs dels
cercles d’isometria com el parell de semirectes provinents de D(I'(1, p)o ) s6n
segments de rectes hiperboliques. A Papartat (i) hem explicitat un nombre
parell de vertexs, p 4+ 1. S’han d’afegir, si és el cas, els punts elliptics d’or-
dre 2 continguts en la frontera de D(T'(1,p)), diferents dels anteriors. Ara
bé, gracies a 2.2.16 1 a la simetria del domini, el nombre de vertexs elliptics
és també parell, amb la qual cosa obtenim que el nombre total de vértexs
segueix sent parell. A partir de la paritat del nombre de vertexs es dedueix
directament que el nombre d’arestes és també parell i coincideix amb 1’ante-
rior. Notem que l'existencia de vertexs elliptics d’ordre 2, diferents a z; i z,,
incrementa el nombre d’arestes en la mateixa quantitat en que s’incrementen
els vertexs. '

Precisem el nombre de vertexs total. Recordem que un cicle de punts elliptics
d’ordre 2 té suma d’angles en els seus vertexs igual a 7, per 3.1.19. Notem
també que els vertexs z; i z, sén equivalents, ja que T'(21) = z,. Utilitzant .
les dues afirmacions anteriors i els angles calculats a (ii), és obvi que, per
ap > 2, els vertexs z; no seran mai elliptics d’ordre 2. Aixi, als vertexs
anteriors s’hi han d’afegir exactament ny(1l,p) veértexs, per la qual cosa el
 nombre total de vertexs sera exactament p + 1 + na(1,p). Aixd completa la
demostracié de (iii).

Calculem el volum hiperbolic a partir del'expressié V4(1,p) = (n(1,p)—2)7~—
(O1+...+0,1,p)),0n 04,...., 0n(1,0) 501 els angles en els vertexs. Considerem,
en primer lloc els p 4 1 vertexs calculats en (i). La suma dels angles en
aquests vertexs és (p—2)%F. Notem que'no és necessari considerar els vertexs
elliptics d’ordre 2, ja que I’angle en cada un d’aquests veértexs és m, per la
qual cosa no contribueixen al volum del poligon hiperbolic. Aix{, V4(1,p) =
(p+1-2r—%(p-2r=(p+1). O
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Conservarem la notacié dels vertexs z; per a la resta de la seccié.

3.2.10 Lema. Sigui 2z € H, onz € C amb C € F(Lp) Aleshores, z és un
punt elliptic d’ordre 3 si, ¢ només si, ezisteiz una homografia y € I'(1, p)’ tal

que C =C, i2=C,NC41.

DEMOSTRACIO: Es immediat veure que es tracta d’una condicié suficient.
En efecte, si v € ['(1,p)’ és una homografia tal que z € C, N Cy-1, aplicant
3.1.13 i 3.1.11, s’obté que v és una homografia elliptica d’ordre 3 que té z
com a punt fix en H. Per tant, z és elliptic d’ordre 3.

Reciprocament, vegem que es tracta d’una condici6 necessaria. Sigui z el-
liptic d’ordre 3, 2 € C amb C € Fipy- Sigui o € I'(1,p)’ una homografia
elliptica d’ordre 3 tal que o(z) = 2. Per 3.1.11, tenim que z € C, N Cy;
en particular, z pertany als cercles d’isometria C, C, i C,-1, que no poden
ser tots tres iguals. Suposem C # C,~1. Com que z € H, si apliquem
3.2.3, obtenim que C,-1 € Cru o D’aqui deduim que C, també és maximal.
Pero z no pot pertanyer a més de dos cercles d’isometria maximals; per
tant, C = C,. Aix{ considerem v = ¢. Sifos C = C,-1, seria C # C, i
consideram’em y=0"1, 0

3.2.11 Teorema. Considerem el grup I'(1,p), on p > 2, actuant en el se-
mipld de Poincaré. Aleshores el domini fonamental D(T(1,p)) satisfa:

) eo(1, ) = eus(l,) = 2.
Els cicles parabélics sén {Zgj-_} {0} i {zpn} = {oo}.

o [0 sip=3 mod4,

1) na(l,p) = e(l,p) =

W) na(1,p) = ex(1,) {2 sip=1 mod 4.

St p=1 mod 4, els cicles elliptics d’ordre 2 sén

on0<k0<l’-—-l k¢ = -1 mod p.

i#i) n3(1,3) = 2 1 es(1,3) = 1.
Per a p =3, el cicle elliptic d’ordre 3 és {21, z3}.
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0 sip=2 mod3,
w) Sip >3, mo(lp) =eas(lp) =3y 01 neds

Sip=1 mod 3, els cicles elliptics d’ordre 3 son

—2k; -1 1. 2k +1 1.
{w3,1}={————-1————+;z},{w3,2}={ - +—2},

2p 2p p

Onk1€Z,0<k1S(p—1)/2, k%+k1+150 modp

p—2—e3(l,p)
3

v) ni(1,p) =p—1-n3(1,p) i es(1,p) =

.

DEMOSTRACIO: En primer lloc, provem que els vertexs 0 i 0o sén parabolics.
Per al vertex oo, que prové de D(I'(1,p)s)), és obvi, ja que és el punt fix de
I’homografia parabolica T, considerada anteriorment. El vertex 0 correspon
a la interseccié dels cercles d’isometria maximals tangents C(—1/p,1/p) i
C(1/p,1/p). Considerem o = (}9) i obtenim C, = C(-1/p,1/p) i C,1 =
C(1/p,1/p). Si apliquem 3.1.1213.1.13, tenim que o és parabolica i té el punt
0 com a punt fix; amb 1’expressié explicita de o arribem a la mateixa conclusié
a partir directament de les definicions. A més, deduim, també d’ambdues
maneres, que 0'(23:2{;_1___1)': Zeglpg. El domini D(I'(1, p)) no té altres vertexs a
R, per la qual cosa no hi ha altres vértexs parabolics. Finalment, comprovem
que no sén equivalents, ja que y(0) = oo implicaria dety # 1. Aix{, hi ha
exactament dos cicles parabolics, {z,;;_l} = {0} i {zp41} = {0}, la qual cosa
completa la demostracié de (i).

Sigui w un vertex de D(I'(1, p)) elliptic d’ordre 2. Recordem que hem provat
que w # zj, per a tot 7 = 1,...,p, p > 2. Aleshores, existeix un 1nic .
cercle d’isometria maximal C' € J(p) tal que w € C, i 'angle a w és , cf.
3.1.11. Deduim que els cicles elliptics d’ordre 2 estan formats només per un

vertex, 1 aixi e3(1,p) = n2(1,p), que ja hem: vist que és un nombre parell,
~ aplicant 2.2.16. Com que el cicle {w} estd format per un sol vertex, les dues
arestes adjacents al vertex w s’identifiquen-entre si, i per tant sén d’igual
longitud per 3.1.19; aixi w és el punt mig de I’arc de C que forma part de la
frontera del domini fonamental. Per 3.2.1, tenim que C = C(k/p,1/p) per
acert k, 0 < |k] < 3;—1 i, per tant, w = §+ 1. Vegem quines condicions
ha de complir k& perqué w sigui efectivament un punt elliptic d’ordre 2 de
['(1,p). Observem que w ¢ C' per a qualsevol cercle d’isometria no maximal,
C'e Cp(lyp)':\C{I‘(?’,‘p),, per 3.2.3, és a dir, w només pertany al cercle d’isometria
C. Aixi, per 3.1.11 w és elliptic d’ordre 2 si, i només si, C = C, = C,-1, per
a certa homografia elliptica d’ordre 2, v = y~'. Com C = C(k/p,1/p), una
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tal homografia ha de ser de la forma v = < f; —E)k ) per a certs valors de

a,b € Z que compleixin —ak —bp = 1ia = k. Per tant, w és elliptic d’ordre
2 si, i només si, —k% — bp = 1 té solucié per a algun b € Z. Finalment, aixd
és equivalent al fet que —1 sigui un residu quadratic modul p; ésadirp=1
mod 4. En aquest cas, ’equacié k% + bp = —1 té dues dniques solucions, ko
1 —kg amb 0 < &y < L;1~, que donen lloc als dos vertexs elliptics d’ordre 2
segiients, clarament simetrics respecte de l’eix imaginari,

Aixi doncs, ez(1,p) =2si p=1 mod 4 i ez(1,p) =0 en cas contrari. Aixd
demostra els resultats per als vértexs elliptics d’ordre 2 enunciats a (ii).

Considerem a continuacié els vertexs elliptics d’ordre 3. La suma dels angles
en els vertexs d’un cicle de punts elliptics d’ordre 3 és 27/3, per 3.1.19;
per tant, utilitzant 3.2.9 (ii), un cicle elliptic o bé esta constituit per un sol
vertex, entre zo,... sZ2fL_1y ZBflygy - s Zp=1, O bé és el cicle {21, z,}.

Suposem que 2; és un punt elliptic d’ordre 3. Aplicant el lema 3.2.10, els
cercles d’isometria C(—E'"—;-/—z, 2) i C(~’—’“p;/2,%) corresponen a homografies
inverses 'una de Daltra, i aixd déna lequacié p® + 4bp = 3, que només té
solucié per a p = 3. Aixi, {21, 2,} és un cicle elliptic d’ordre 3 si, i només si,
p = 3. En aquest cas, no hi ha més vertexs que puguin ser elliptics d’ordre
3; per tant, n3(1,3) = 21 e5(1,3) = 1, la qual cosa completa la demostracié
de (iii). '

Suposem ara p > 3, per a demostrar (iv). En primer lloc, recordem que ’ho-
mografia parabolica corresponent al vértex 0 relacionava els vertexs zpu

1 Zptiyy, per la qual cosa sén vertexs equivalents. D’aqui deduim que no

sén mai elliptics, ja que els seus angles sumen 47/3 > 27/3 (cf. 3.2.9). El
mateix argument d’angles ens condueix al fet que els cicles elliptics d’ordre
3 tenen un sol vertex, i aixi n3(1,p) = es(1,p); a més, és un nombre parell,
per 2.2.16, de forma analoga al cas d’ordre 2.

Determinem de forma efectiva quan hi ha vertexs elliptics d’ordre 3. Suposem
que un vertex z € H, obtingut com a interseccié de dos cercles d’isometria
maximals consecutius, és un punt elliptic d’ordre 3. Aplicant 3.2.10, aquests
dos cercles d’isometria han de correspondre a homografies inverses I'una de
Paltra, és a dir, z = C, N C,;~1, per a certa homografia elliptica v € I'(1,p)".
La descripcié explicita de CF7%,), donada a 3.2.1 ens porta a C,, = C(k/p,1/p)
10y = C({(k+1)/p,1/p) per acert valor de k € Z, |k| < (p—1)/2, k # 0, 1.



3.2. Construccié d’un domini fonamental per a X (1, p) 85

Aixi , v sera de la forma ( ; —-{)k , amb 0,1 = - if_i'_l; per tant,
a = —(k +1). Siimposem det(y) = 1, obtenim que —(k + 1)k — bp = 1.
En reduir modul p resulta Pequacié k* + k + 1 = 0 mod p, que té solucid
si, 1 només si, —3 és un residu quadratic modul p. Aixd demostra que un
vertex de D(I'(1,p)) és elliptic d’ordre 3 si, i només si, s’obté de la forma
C(k/p,1/p) N C((k +1)/p,1/p), on [k| < (p—1)/2, k* + k+ 1 =0 mod p.
Aixi, doncs, e3(1,p) =0sip=2 mod 3ie3(l,p) =0sip=2 mod3. En
aquest 1iltim cas, els vertexs elliptics sén

-2k1—1+\/§. 2k +1 V3,

W3 = % EP—Z, W32 = o +'é-1;1,

onk; €7Z,0 <k <(p—1)/2ésunasolucié de k¥*+k+1 =0 mod p. Aixd
demostra (iv). A

Els vertexs accidentals sén els vértexs que no sén ni el'liptics ni parabolics i
es troben forcosament entre els vertexs z; calculats a 3.2.9. Aixi, ni(1,p) =
n(1l,p) — nw(l,p) — n2(1,p) — n3(1,p) = p — 1 — nz(1,p). Tenint en compte
que la suma en cada cicle accidental ha de ser 27 (cf. 3.2.9), obtenim que els
cicles accidentals estan formats per tres vertexs, excepte el cicle accidental
al qual pertanyin 2, i 2, per a p > 3, que en tindra quatre. Per tant,
3e1(l,p) =p—2—e3(l,p). O

3.2.12 Remarca. El domini fonamental D(T'(1, p)), per a p > 3, satisfa que

els cicles elliptics 1 parabolics consten d’un sol vertex i que no hi ha vertexs
accidentals en R. OO

3.2.13 Notacid. Sigui p un nombre primer fixat, p > 2. Peracadak € Z
amb 0 < |k| < 2%, denotem

a b
Te = (p _k ) € I'(1, p),

on a,b € Z vénen determinats univocament per les condicions —ak —bp =1
10 < |a| < B2, Notem que y_; =4;'. O

3.2.14 Proposicié. Sigui p un nombre primer, p > 2. El grup d’homogra-

fies definit per I'(1,p) estd generat per T, v; 1 les homografies i tals que
la| > |k| si |k] > 1. Les relacions entre aquests generadors son les segients:

(1) %, =72, =1, 51k >0 amb k= -1 mod p;
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(i) 7% =121 =1, siky >0 ambkf + k1 +1=0 mod p;

(ili) una relacid del tipus 7,2’ vs' = 1 per @ cada cicle accidental de
D(F(l,p)) de la forma {zjnzjz:zja} amb 'Yt:i(zj-') = Ziiyr R T Ry

Ey; = :!:1,'

(iv) la relacié T ye 75" Tise = 1, per a p > 3, que prové de inic cicle

accidental de D(I'(1,p)) que conté quatre vértezs {z1, Za, , Zay, 2p}, aMb
’)’3_;2(2‘1) = Zayy 781(301) = Za, i%iz(zaz) = 2zp, €5 = E1.

DEMOSTRACIO: El domini fonamental D(I'(1,p)) és un poligon hiperbo-
lic d’'un nombre parell d’arestes identificades dos a dos i, per 3.1.19, les
homografies que aparellen les arestes formen una familia de generadors.

La translacié T' aparella les dues arestes que sén semirectes verticals, que
provenen de les arestes de D(I'(1,p)), per la qual cosa forma part de la
familia de generadors. L’homografia v, identifica les dues arestes que s’inter-
secten en el punt 0, per la qual cosa sera també un generador i, a l'igual que
T, sera un element d’ordre infinit.

El lema 3.2.7 ens assegura que, donat C' € J(p), existeix una tinica homo-
grafia v € I'(1,p) tal que C = C, i Cy-1 € J(p). Aplicant les propietats
dels cercles d’isometria i les homografies, cf. 3.1.8 1 3.1.10-3.1.12, és clar que
Phomografia v aparella les arestes que formen part dels cercles C, i C,-1. Re-
cordem que J (p) és precisament el conjunt de cercles d’isometria que donen

arestes de D(T'(1, p)).

Aixi, per a aparellar les arestes de D(I'(1,p)) que sén arcs de cercles d’iso-
metria n’hi ha prou amb el conjunt d’homografies corresponents als cercles
d’isometria de J (p), I'expressi6 explicita del qual es déna en 3.2.6 i coincideix
amb el conjunt dels ~;. Obviament, hem d’evitar les repeticions causades per
una homografia i la seva inversa, per la qual cosa afegim la condicié |a| > |k|,
per a |k| > 1.

Pel que fa a les relacions, només cal recordar que s’obté una relacié per a
cada cicle d’ordre finit, cf. 3.1.19. Aixi, els cicles elliptics d’ordre 2 i 3, si
n’hi ha, ens aporten les relacions 72, = 7%, =117} = Toby-yy = 1, on
ko > 0 satisfa k2 = —1 mod p i k; > 0 satisfa k2 4k, + 1 = 0 mod p,
respectivament. A partir de cada cicle accidental, obtenim una relacié de la
forma indicada. O

- La presentacié obtinguda en la proposicié anterior té (p+ 1+ esl,p))/2
generadors i e;(1,p) + e2(1,p) + es(1,p) relacions. En general, no serd una
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presentacié minimal. Una forma de disminuir el nombre de relacions i de ge-
neradors seria disminuir el nombre de cicles accidentals, que no és propiament
un invariant del grup i que depén del tipus de domini fonamental escollit. De
totes maneres, no es pot realitzar de forma indiscriminada per a tots els

cicles accidentals, ja que hi ha repeticions de generadors entre les diferents
relacions.

Finalment, per fer complets els resultats considerem els casos p < 2. El
dominis fonamentals corresponents es troben a 3.2.5. Recuperem-ne les ca-
racteristiques en les proposicions seglients, que es demostren utilitzant també
arguments derivats de les propietats dels cercles d’isometria.

3.2.15 Proposicié. Considerem el domini fonamental D(I'(1,1)) del grup
modular T'(1,1) = SL(2,Z). Aleshores,

(i) D(C(L,1)) tén(1,1) =4 vértezs: 2 = 2+ %24, 2, = L 4 B 4 = oo
i Wa,1 = 1.

(i) L’angle interior a D(I'(1,1)) en els vértezs z; i z2 és /3 i en el vértex
wa, 65 M.

(i) B volum hiperbolic de D(T(1,1)) és Va(1,1) = .
(iv) neo(1,1) = ex(1,1) = 1; el vértez parabolic és oco.
(v) n2(1,1) = ey(1,1) = 1; el vértez elliptic d’ordre 2 és woy ;.
(vi) n3(1,1) = 2 i ea(1,1) = 1; els vértezs elliptics d’ordre 3 sdn z; i z,.
(vil) n1(1,1) = e1(1,1) = 0; és a dir, no hi ha vértezs accidentals.

(viil) El grup PSL(2,Z) estd generat per

11 . 0 -1
T=(01> i S':(l 0),‘

amb la relacié S? = 1.

DEMOSTRACIO: En aquest cas, J(1) = {C(0,1)}. El cercle d’isometria
C(0,1) és C, per a una homografia ¢ € I'(1,1) tal quec = 1,d=0,b= —¢
ia€Z. Aixi, és el cercle d’isometria de les homografies

a 1
aa—<_1 O)’ a€ Z.
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Per als valors |a| > 2, el centre del cercle C,-1 és a; en aquest cas, els cercles
C,-1 1 Cy, no es tallen i o, i ;! sén transformacions hiperboliques.

Tenim que o, és elliptic si, 1 només si, Ja] < 2. Per al valor a = 0, obtenim

-1 -

. En aquest cas, se satisfa 0, = 0%, 1 04 és una

, 0
P’homografia ( 10

homografia elliptica d’ordre 2. El punt elliptic corresponent és w,; = i.

Per als valors a = 1, obtenim les homografies ( ..;: {1} ) i ( i _—é ):

les dues d'ordre 3. Els punts elliptics corresponents sén z; = :25 + %gz

iz =3+ «Vz—@i, respectivament. Observem que els tres punts elliptics sén

vertexs del domini fonamental que hem trobat. S’obtenen també directament
a partir dels cercles d’isometria, utilitzant 3.1.11 i 3.1.19, com hem fet en el
cas general. Si explicitem les homografies que corresponen als cercles, tenim
quews,; € Cs, 2y = C'STHC(ST)—x = C'(-—-l, 1)ﬂ0(0, 1),z = CTsﬂC(TS)—l =
c(0,1)NC(1,1).

Les homografies § i T s6n les que identifiquen les arestes del domini fonamen-

tal dos a dos; per tant, formen una familia de generadors del grup modular
PSL(2,Z), amb la relacié §? =1. O

Amb els mateixos arguments es demostra la proposicié segiient per al cas
p=2.

3.2.16 Proposicid. Sigui D(I'(1,2)) el domini fonamental de T'(1,2) en H.
Aleshores,

(i) n(1,2) = 4. Eeplicitament, z1 = 3+ 31, n =0, a =3+ 3 iz4 = 0.

(ii) L’angle interior a D(I'(1,2)) en els vértezs z; i z3 és w/2 i en el vértex
29, és 0.

(i) El volum hiperbolic de D(T'(1,2)) €s Vi(1,2) = =.

(i) Neo(1,2) = €oo(1,2) = 2; els cicles parabolics sén {0} i {00}
(v) n2(1,2) =2, e,(1,2) = 1; el cz’%:le el'liptic d’ordre 2 e;s {21, z3}. |
(vi) n3(1,2) = 0; és a dir, no hi ha vértezs elliptics d’ordre 3.

(vii) ny(1,2) = 0; és a dir, no hi ha vértezs accidentals.
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(viii) El grup I'(1,2)/ £ 1d estd generat per

11\ 1 0
r=(01) ¢+ m=(3 )

amb la relacié (1, T)?=1. 0O

3.3 Algoritmes, taules i grafiques

Hem implementat els resultats obtinguts en les seccions anteriors com a part
del paquet Poincare.

D’una banda, presentem instruccions per a facilitar la manipulacié dels cer-
cles d’isometria associats a les homografies. Aixi, tenim les instruccions
cenIC i radIC per a obtenir el centre i el radi del cercle d’isometria asso-
ciat a una homografia, respectivament. Per a definir el cercle d’isometria
com a objecte geomeétric hi ha la instruccié defIC. La instruccié symLIC
determina la recta de simetria L., cf. 3.1.8.

D’altra banda, tenim tot un bloc d’instruccions referents a les propietats i a
la representacié grafica del domini fonamental de la corba X(1,p), construit
en la seccié anterior. En la majoria d’instruccions 'inica dada d’entrada és
el nombre primer p.

En primer lloc, hem inclds instruccions per a calcular les constants associades
a la corba modular X(1,p): einfX1i, e2X1, e3X1, volhX1, volhX1 i genusX1i,
que donen el nombre de cicles parabolics, elliptics d’ordre 2, elliptics d’ordre
3, el volum hiperbbdlic, el volum normalitzat i el génere, respectivament. De
fet, els mateixos valors es poden obtenir a partir de les instruccions comenta-
des en el capitol anterior, que calculen les constants associades a una corba
de Shimura X(D,N) en general. Ara bé, les hem reprogramat utilitzant les
férmules simplificades obtingudes en aquest capitol, a partir de les propietats
dels cercles d’isometria i del domini fonamental construit. A més, tenim en
aquest cas la instruccié e1X1, que compta el nombre de cicles accidentals.

Per a obtenir tota la informacié disponible referent al domini fonamental de
X(1,p) = Xo(p) construit, per a qualsevol nombre primer p, disposem d’ins-
truccions per als cardinals dels conjunts de vertexs, instruccions per a donar-
los explicitament i per a organitzar-los en cicles. Aixi, ninfX1, n2X1, n3X1,
n1X1 i nvX1 proporcionen els cardinals dels conjunts de vertexs parabolics,
elliptics d’ordre 2, elliptics d’ordre 3, accidentals i el nombre total de vértexs,
respectivament. Les comandes vintX1, vpX1, ve3X1, ve2X1, vtoX1 i vtcX1
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donen les llistes explicites dels vertexs obtinguts com a interseccié dels cer-
cles d’isometria i les semirectes, dels parabolics, dels elliptics d’ordre 2, dels
elliptics d’ordre 3, la llista total de vertexs i la llista de vertexs classificats
per tipus, respectivament. Obtenim els vertexs organitzats en cicles amb la
instruccié cyclesX1 i les parelles d’arestes que s’identifiquen amb pairEdX1.
En particular, hem programat les instruccions leq idx i seg per a facilitar
Pordenacié de les llistes de vertexs. '

Pel que fa als resultats sobre el grup, obtenim una presentacié explicita del
grup I'(1,p)/ £ 1d, amb generadors i relacions, amb les instruccions geneX1
i relXi. ’ '

Finalment, la instruccié plotFDX1 ddna la representacié grafica del domini
fonamental D(I'(1, p)).

A continuacié presentem alguns exemples per tal d’illustrar les propietats
dels dominis fonamentals construits per a I'(1, p)/ & Id, que difereixen d’al-
tres dominis fonamentals coneguts (cf. [BT92]). Potser la principal diferéncia
sigui la seva gran simetria i la seva construccié sistematica, facilment imple-
mentable.

En la figura 3.5 reproduim els dominis fonamentals de les corbes modulars
X(1,1), X(1,2) 1 X(1,3), respectivament.

En la figura 3.6 representem el domini fonamental de la corba modular
X(1,11), de génere 1. Notem que no té cap vértex elliptic. Els vértexs i
els cicles accidentals, i una presentacié del grup, els explicitem en la taula
3.1.

Incloem el cas p = 13 com a exemple de domini fonamental amb el maxim
nombre possible de cicles elliptics. La figura 3.7 mostra el domini fonamental
de X(1,13), corba modular de génere 0. Hem recopilat les dades calculades
en la taula 3.1.

Donem també la representacié del domini fonamental per al cas p = 23, en la
figura 3.8. Correspon al menor valor de p, nombre primer, tal que X(1,p) és
de genere 2. Observem que tampoc té cicles elliptics. Els cicles accidentals
1 una presentacié del grup, els mostrem en la taula 3.3.

- Finalment, donem també la representacié grafica del domini fonamental de
la corba X(1,41), de génere 3, en la figura 3.9. En la taula 3.4 mostrem les
dades referents al grup I'(1,41) i al domini fonamental construit.



3.8. Algoritmes, taules 1 grifiques

15

Z3

05

0.5

0.5 z,=0 0.5

Figura 3.5: Dominis fonamentals de
X(1,1), X(1,2) i X(1,3).
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0.5
vy a ay
b c d b e e f c d f
zl Z2 ZS 24 ZS Z? ZS zB zm zll
-0.5 ze=0 0.5

Figura 3.6: Domini fonamental de X(1,11).

Taula 3.1 Cicles de la corba de Shimura X(1,11) ¢ presentacid del grup
I(1,11)/ + Id.

k| ng(1,11) | ex(1,11) cicles d’ordre k
0o 2 2 {0}, {oo}
2 0 0
3 0 0
1 10 3 {21,211, 21,25}, {22, 24, 20}, {210, 28, 23}
- generadors | relacions
T, %, Yot Y-27-3 | Y2t T =1, 1y-77h =1, voawys' =1
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Figura 3.7: Domini fonamental de X (1,13).

Taula 3.2 Cicles de la corba de Shimura X(1,13) i presentacid del grup
I'(1,13)/ £1d.

k | nk(1,13) | ex(1,13) cicles d’ordre k
o | 2 2 {0}, {oo}
2 2 2 {wan} = {7 + i}, {w22} = {5 + 5}
3| 2 2| {z}={5 + B}, {20} = {5+ L4}
1 10 3 {21,213, 28, 26}, {22, 23, 25}, {212,211, 20}
generadors relacions
V5, V-5, V3> V-3 B=7s=1 B=1%=1
T,m,m,7-2 Y- T =1, 127737-5 = 1,
Y275 s =1
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Figura 3.8: Domini fonamental de X(1,23).

Taula 3.3 Cicles de la corba de Shimura X(1,23) ¢ presentacid del grup

I'(1,23)/ £ 1d.

k| ni(1,23) | ex(1,23) cicles d’ordre k

00 2 2 {0}, {o0}

2 0 0

3 0 0

1 22 7 {21, 223, 213, 211}, {22, 210, 219}, {23, 28, 218},
{24y 215, 27}, {222, 214, 25}, |
{221, 716, 26}, {220, 29, 217}

generadors relacions

Ta Y1972:7Y35 Y45 V545 Y75

V=25 V=33 V—4y V-5, V=7

Y22 T =1, vv-3753 =1, yv-4773 =1,
Yos¥aYs =1, vyt =1,

Yorva¥st =1, ysv-ays =1
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Taula 3.4 Cicles de la corba de Shimura X(1,41) i presentacid del grup
['(1,41)/ £ Id. '

k| ng(1,41) | ex(1,41) cicles d’ordre k

00 2 2 {0}, {co}

2| 2 2 {wea} = {32 + dri}, {wa} = {F + 413}
3 0 0

1 40 13 {z1, 220, 222, 241}

{22, Z34, 319}, {23, 237, 233};’ {24, 210, 336}1
{25,2’39,29}5 {367232;238}7 {27,224,231},

{Zs, 240, 223}, {211, 218, 235}, {212, 213, 217},

{214, 297, 216}; {215, 298, 2‘26}, {225, Z99, 230}-

generadors Tm1, 79, Y-9, »
Y2473y Y40V V62 Y115Y12,7135 V16,
Y-25Y=3y Va3 V55 V=8,Y-11,Y=-125 V-13,7~16-

relacions =ty =1, Tlyppyt=1,

T2 =1 MY =1 mev-uviz =1,
-1 - -1 -1 9 -1
Y-12713Y-16 =1, Y27 =1, mumrz =1,

VY ev-13 =1, Yiv-svit =1, Yoavsv-s =1,

Y-s% 78 =1, ¥%rav-e=1,  Yiveys = 1.




Capitol 4

Formes quadratiques enteres

En aquest capitol incloem definicions i resultats referents a formes quadrati-
ques. En alguns casos ha calgut generalitzar definicions conegudes per a les -
formes binaries, ternaries o quaternaries a altres graus, com per exemple el
concepte de nivell definit per a una forma ternaria (cf. [Ogg69] i [Leh92]) o
la propietat de K-forma aplicada a les formes quaternaries (cf. [Bra24]). En
general, ens restringirem a formes quadratiques regulars.

Siguin K un cos de caracteristica # 2 i1 R C K un subanell. En general,
K sera un cos de nombres totalment real o algun dels seus localitzats. En
particular, ens interessara el cas R = Ok, l'anell d’enters de K.

4.1 Introduccié

Una forma quadratica f de n variables sobre K és un polinomi homogeni
fe K[X,...,X,] de grau 2. Es pot escriure com

f(Xy,. ., Xn) = Z ai; XiXj, on a;; = aji, ai; € K.

i,7=1

Sobre un K-espai vectorial V' de dimensié n, tota forma quadratica f defineix
una estructura d’espai quadratic. Com a referéncies per a l'estudi de les
formes quadratiques, citem [Gaul801], [Sied4], [Jon67], [Ser73] i [Kit93].

97



98 Cap. 4. Formes quadrdtiques enteres

4.1.1 Definicions generals

4.1.1 Definicié. Una matriu simtrica A = (ai;) € M(n, R) és una matriu
parella si 2|a;; peratot 1 <t <n. O

4.1.2 Definicions. La matriu simetrica A(f) = (a;;) s’anomena matriu as-
sociada a f. Aixi,

X

F X Xa) = (X1 - Xa ) A(S)
Xn

De fet, és la matriu de la forma f, fixada una base de V. Si la forma f té

coeficients en un anell R C K, la matriu A(f) té les entrades a R[—l-] Podem

associar a f una altra matriu amb les entrades a R; n’hi ha prou amb posar
Ax(f) 1= 2A(f). Anomenem matriu parella associada a f la matriu A(f).
Tenim que
1 X
F & Xa) = 5( X 0 Xa )Ao(f)
Xn

El determinant de la forma quadratica f, denotat per det;(f), és igual al
determinant de la matriu associada A(f). Sideti(f) = 0, es diu que la forma
f és singular; altrament, es diu que és regular. Anomenem determinant parell
de f, denotat per dety(f), el determinant de la matriu parella. Aixi,

dety(f) = det A(f),
detg(f) := det Az(f).

Observem que tenim la relacié dety(f) = 2" det1(f). Si f té coeficients a R,
aleshores det,(f) € R; en canvi, dety(f) € R[3]. O

D’ara en endavant, tractarem només formes quadratiques regulars.

4.1.3 Definicié. El K-discriminant de la forma quadratica f, denotat per
discx (f), és la classe del determinant det;(f) a K*/K*?. O

Observem que per a les formes quadratiques d’un nombre parell de variables
és igual definir el K-discriminant a partir de det;(f) o de dety(f). De la
naturalesa dels determinants i el discriminant en depenen, en bona part, les
propietats de les formes quadratiques.
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Per mitja d’un canvi de variables R-lineal, X; = Z;;l ¢i;Y; amb ¢;; € R, per
a1l <1 < n,s’obté una forma quadratica f’. Posant C = (¢;;), tenim la re-
lacié de matrius A(f') = C*A(f)C. En particular, considerant determinants,
tenim que det A(f") = det A(f)(det C)?; és a dir, dety(f') = det;(f)(det C)2.
En canvi, és clar que els K-discriminants sén iguals, discx (f') = discg (f).

Per exemple, sigui f(X,Y) = X?+ XY - Y2 Fentel canvi X = X - Y,
Y = 2Y, obtenim la forma diagonal f/(X,Y) = X? — 5Y2. Tenim que
dety(f) = 3, dety(f) = —5, dety(f) = —5, dety(f') = —20 i det C = 2.

4.1.4 Definicié. L’adjunta ad(f) d’una forma quadratica f és la forma
quadratica que té per matriu associada la matriu adjunta de A(f); és a

dir, A(ad(f)) = ad(A(f)) = det A(f) - A(f)™. O

4.1.5 Lema. Sigui A una matriy parella de M(2k,R), k € N. Aleshores,
ad(A) és també una matriv parella.

DEMOSTRACIO: Sigui ad(4) = (A;;). Pera cadai, 1 <1 < 2k, Ay cor-
respon al determinant d’una matriu de mida r = 2k — 1, parella. Prova-
rem que cada un d’aquests determinants és muiltiple de 2. Per definicié,
Aii = Y, 580(0)a14(1) * * Gro(r), ON 0 recorre el grup simeétric sobre r ele-
ments. Com que A és simetrica, els sumands per a o i 0™} sén els mateixos.
Per a cada parella ¢ # ¢7!, és a dir, 0% # 1, tindrem dos sumands iguals.
Com que r és senar, cada permutacié o tal que o = 1 ¢ almenys un punt
fix; per tant, cadascun d’aquests sumands conté almenys un element de la
diagonal, a;;, que és multiple de 2. O

4.1.6 Lema. Sigui f una forma quadrdtica regular de n variables de coefi-
cients a R.

(i) La forma quadratica ad(f) té coeficients a R [ in- 1} :

(i) dets(ad(f)) = (dets (£))".
(iii) La matriu ad(As(f)) té entrades enteres, peré pot no ser parella.
(iv) Les adjuntes de les matrius associades a f satisfan la relacid

ad(Ax(f)) = 277" ad (A(f)).

(v) Sin és parell, aplicant el lemalanterior, tenim la relacid

ad(Aa(f)) = A2(2"2ad(f)). O
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4.1.2 Formes quadratiques sobre Z

Ens restringim, a partir d’ara, a les formes quadratiques de coeficients a Z.

4.1.7 Definicions. El contingut d’una forma quadratica f de coeficients
a Z és el maxim comu divisor, de signe positiu, dels seus coeficients. El
denotem per cont(f). Una forma quadratica f de coeficients a Z és primitiva
si cont(f) = 1. Sobre les entrades de la matriu A(f), equival a demanar que
med{ay, 205 4,7,=1,...,n,i# j}=1. 0

4.1.8 Definicid. Sigui f una forma quadratica de n variables de coeficients
a Z. La forma polar de f, denotada per pol(f), s’obté a partir de la forma
ad(f), multiplicant-la per 2*~! i dividint-la pel maxim comd divisor, amb
signe positiu, dels coeficients obtinguts; és a dir,

21 ad(f)

poll) = e rad (7))

A partir de la forma adjunta, la forma polar queda determinada per les
condicions de tenir els coeficients a Z i ser primitiva. Per a construir-la, es pot
utilitzar tant la matriu ad(A(f)) com la matriu ad(A;(f)), independentment
de si n és o no parell. -

4.1.9 Lema. Sigui f una forme quadrédtica de n variables, de coeficients a

Z. Posem m = cont(f) i considerem f' := —?% f. Aleshores,

() f' és una forma primitiva.
() dets(F) = m"dety(f'), deta(f) = m" deta(f").
(i) 2d(f) = ad(mf) = m"~ ad(f").

(iv) pol(f) = pol(f). O

4.1.10 Proposicié. Sigui f una forma qmzcﬁmtzca de n variables sobre 7 1
sigui N € N. Sén equivalents:

(a) N és Uenter positiu més petit tal que NAy(f)™! és la matriv parella
_assoctada a una forma de coeficients enters.

(b) N és Uenter positiu més petit tal que NYA(f)™ és la matriv associada
a una forma de coeficients enters.’
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(c) N satisfa que NAx(f)™! = (—1)*Ax(pol(f)), on s =0 sidety(f) >0 ¢
s =1 sidet;(f) <0.

(d) N satisfa que NXA(f)™! = (=1)°A(pol(f)), on s = 0 si det;(f) >0 1
s=1 sidet;(f)f <0.

(e) — 2n+1l detl(f)l
"~ cont(2r-'ad(f))’

El nombre N s’anomena el nivell de la forma quadratica f i es denota per

N(f). O

DEMOSTRACIO: Per a veure equivaléncia entre (a) i (b) i P’equivaléncia
entre (¢) i (d), només cal utilitzar la relacié entre les matrius associades a

una forma quadratica qualsevol, A;(f) = 24(f), 42(f)~! = LA

L’equivaléncia entre (a) i (c), o bé entre (b) i (d), s’obté a partir de la definicié
de la forma polar, construida a partir de la forma adjunta, determinada per
les condicions que tingui coeficients enters i sigui primitiva, amb el signe que
li correspon a partir de la forma adjunta. La condicié de ser primitiva és
precisament equivalent al fet que sigui ’enter més petit possible.

Finalment, vegem ’equivaléncia entre (d) i (e). Desenvolupem

LA(F) = L AR)) _
NI @Al =

_ Nl m' 2Ad(f))

~ 42 et A(Y) m =

= Nmﬂ(ml(f)),

on m = cont(2"!ad(f)). Aixi, NJA(f)™' = xA(pol(f)) si, i només si,
_ 2| det(f)
mcd(27~1 ad(f))

4.1.11 Remarca. La condicié (a) és la definicié que déna Ogg [Ogg69] per
a les formes definides positives d’un nombre parell de variables, a partir de
la matriu parella. La condicié (e) generalitza un calcul de Lehman [Leh92]
- per a formes ternaries definides positives. O

4.1.12 Proposicié. Sigui f una forma quadrdtica de n variables i coefici-
ents enters. Aleshores,
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() | deta(pol ()] = gt

(ii) Se satisfan les relacions N(f)|2 det2(f) i deto(f)| N(f)"; per tant, N(f)

i dety(f) tenen els mateizos factors primers, ezcepte potser el 2.
(ili) Per a n =2, N(f) = |dety(f)| si, ¢ només si, la forma f és primitiva.

(iv) N{pol(fDIN(f). La igueltat es déna si, i només si, la forma f és
primitiva.

DEMOSTRACIO: L’apartat (i) es dedueix de 4.1.10(c), en considerar deter-
minants.

Provem (ii). Com que dets(pol(f)) és enter, la segona relacié de divisibili-
tat es dedueix directament de (i). Per a veure que N{(f)|2dets(f), podem
utilitzar també 4.1.10(c). Aixi,

- N(f )

— 1

D’una banda, la matriu ad(Az(f)) té entrades enteres i correspon a una
forma quadratica de coeficients enters, 1 dets( f) és un nombre enter. D’altra
banda, :{:Ag(pol( ) = £2A(pol(f)) i pol(f) és una forma primitiva. Aixi,
2dety(f)/ N(f) és un enter, la qual cosa ens dona la primera relacié de divi-
sibilitat.

Per a veure (iii), suposem dety(f) > 0, per tal de fixar el signe de la igualtat.
Si utilitzem de nou 4.1.10(c), tenim que As(pol(f)) = % ad(42(f)).
Per a les formes binaries se satisfa que ad A3(f)) = Az(ad(f)). Aixi, per a
n = 2, tenim que N(f) = dets(f) si, i només si, la forma polar de f ila forma
adjunta de f coincideixen, la qual cosa és equivalent al fet que la forma f
sigui primitiva (cf. 4.1.15).

Finalment, vegem (iv). Podem suposar det;(f) > 0 per a simplificar no-
tacid, ja que les condicions de divisibilitat no depenen del signe. Si apliquem
4.1.10(b) i (d), tenim que

N(pol()) 3 Apol( ) = Nl )N AN = Tee

és la matriu d’una forma de coeficients enters primitiva. Com que la forma
f té els coeficients a Z, deduim la relacié de divisibilitat. A més, la igualtat
correspon al fet que el resultat sigui la matriu A(f), la qual cosa passa si, i
només si, la forma f és primitiva. O
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4.1.13 Remarca. Els resultats d’aquesta subseccié s’estenen facilment a
formes quadratiques sobre un domini R d’ideals principals.

4.1.3 Formes binaries, ternaries i quaternaries

En particular, estem interessats en les formes quadratiques de n = 2, 3 o bé 4
variables, anomenades binaries, ternaries o bé quaternaries, respectivament.
Precisem tot seguit algunes notacions, resultats i exemples.

4.1.14 Cas binari. Considerem una forma quadratica binaria de coefici-
ents enters f(X,Y) = aX? + bXY + cY?, que s’escriu f = (a,b,¢). Tenim

e
an = (g ) w0 = (5 4),

s = (). i - (5 3)

4.1.15 Proposicié. Per a qualsevol forma quadrdtica bindria f sobre Z, se
satisfan les propietats:

(i) dety(f) = dets(ad(f)) = ac— b?/4.

(ii) dety(f) = deta(ad(f)) = 4ac— b2, —dety(f) =0,1 mod 4.
(iii) disco(f) = disco(ad(f)) = 4ac — b2,
(v) ad(42(f)) = Aa(ad(f)).

(v) cont(f) = cont(ad(f)).

(v) pol(f) = oo () = s (e -hia).

(vii) f és primitiva si, i només si, pol(f) = ad(f).

4| dets(f2)] _ [deta(fo)l
(vili) N(f) = cont(fo) cont(fg)

4.1.16 Cas ternari. Considerem una forma quadratica ternaria

fX,Y,2)=aX? +bY*+cZ*+d'YZ+VXZ + XY, a,byecd,V,c €.
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També s’utilitza la notacié (cf. [Gaul801])

a b ¢\
f= (a'/Z b'/2 c’/2) '
Tenim que
a 2 V/[2 2a ¢ b
A(f) = (c’/z b a’/2), A(f) = (c’ 2b a') ,
¥/2 a2 ¢ ¥ od 2
dety(f) = abc + 2(a'b'c’ + a(a’)? + b(V)? + ¢(')?).

4.1.17 Exemple. Considerem una forma ternaria concreta:

f=X+Y-XZ, ad(f) = -1Y?4+224 X2,
(1 1 0 _ (0 141
f= (0 ~1/2 0)’ 2dlf) = (0 1/2 0>’
10 -1/2 0 0 1/2
A5 - (0 L o ),A@d(f)) - (0 B )
-1/2 0 0 . /2 0 1

No té sentit pensar en la matriu parella associada a ad(f), perque aquesta
no té coeficients enters. Notem que, si considerem la matriu parella de f, la
seva matriu adjunta no és una matriu parella:

;‘ 2 0 —1 0 0 2
wn=( 03 7o) s (9 10),
» -10 0 \2 04

En aquest exemple tenim:

(i) dety(f) = —1, dety(f) = —2 1 disco(f) = —1.
(i) deta(ad(f)) = & i disco(ad(f)) = L.
(i) ad(Az(f)) = 22A(ad(f)).
(iv) pol(f) = ~Y? + 422 + 4X Z.
W) N =22 ©
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4.1.18 Cas quaternari. Considerem una forma quadratica quaternaria de
coeficients enters

FX,Y,2,T)= aX?+bY2+cZ2 +dT? + VXY +XZ + d'XT + d"Y Z+
+'YT + b'ZT.

S’utilitza també la notacié (cf. [Bra24])

A

a b ¢ d}.

o 4

Tenim que

a V2 d)2 d)2 % ¥ ¢ d
b /2 b d"12 /2 ¥ 2 4" o
A(f)= C’;z d”/2 c/ 2/152 ’ AZ(f)= d &' 2 Z//
d/2 &2 v2 d d ¢ b 2

4.1.19 Exemple. Considerem una forma quaternaria concreta:

fX,Y,2,T) =X*-2Y*+T* + XZ - 2YT
2d(f)(X,Y,2,T) =-3Y?-322+1T*4+3XZ - LvT,

0 1/2 0 0 3/2 0
F=l1-2 01], ad(f) =0 —1/4 -3 1/2 |,
0 —1 0 0 —-1/4 0
1 01/2 0 2 01 0
|l 0o -2 0 <1 10 —40 -2
0 -1 0 1 0 -2 0 2
0 0 32 0
| o -1/4 0 -1/4
0 -1/4 0 1/2
0 0 12 0
0 -2 0 -2
(A= 15 ¢ _as o
0 -2 0 4

En aquest cas tenim que:
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(1) deti(f) = Z—, dety(f) = 12 1 discg(f) = 3.

3

(ii) dety(ad(f)) = % i disco(ad(f)) = 3.

(iii) ad(Az(f)) = 2°A(ad(f)) és una matriu parella; de fet, més concreta-
ment, ad(Ax(f)) = A2(2%ad(f)).

(iv) pol(f) = —=¥? — 1222 + 272 + 12X Z — 2¥'T.
(v) N(fy=12. O

4.2 Representacio de formes per formes

En aquesta seccid precisem les definicions referents a la representacié de
nombres i formes quadratiques per formes quadratiques que utilitzarem en
els capitols posteriors. Hi ha nombroses referéncies on es poden consultar
els resultats classics, referits majoritariament a la representacié de nombres
per formes i a I'equivaléncia de formes. Citem, per exemple, [Sie35], [BS66],
[Ser73], i [Are87].

4.2.1 Definicié. Siguin f i g formes quadratiques sobre un anell Rdenir
variables, respectivament, amb r < n. Es diu que f representa g sobre R si
existeix una matriu P € M(n x r, R) de rang r tal que P*A(f)P = A(g). Ho

denotem per f Eit g. 0

En particular, per al cas de r = 1, una forma f representa un element
a € R, sobre R, si existeixen elements a4, ...,an € R no tots nuls, tals que
flaa,...,0,) = @; és a dir, existeix una matriu P = (¢;) € M(n x 1, R), de
rang 1, tal que P*A(f)P = o. Ho denotem per f X a.

4.2.2 Definicié. Es diu que una forma quadratica f és R-isdtropa si re-
presenta el 0 sobre R. En cas contrari, es diu que la forma quadratica és
R-anisotropa. O

Si R és un anell i K és el cos de fraccions de R, una forma quadratica
és isotropa sobre R si, i només si, ho és sobre K. Destaquem el resultat
segiient sobre la relacié entre formes isotropes i la representacié d’un element
qualsevol. ' '
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4.2.3 Proposicié. Sigui f una forma quadratica sobre K regular. Si f és
K -isotropa, aleshores f representa qualsevol element a € K.

4.2.4 Definicié. Sigui ' C GL(n, R) un grup de matrius. Dues formes
quadratiques f i g direm que sén '-equivalents si existeix una matriu v € T

tal que A(g) = v'A(f)y. Ho denotem per f X f'. Per alleugerir la notacid,
si I' = GL(n, R), ho denotem, també, per f R f. 0

4.2.5 Remarca. Siguin f i g dues formes quadratiques sobre R del mateix
nombre de variables. Sigui I' C GL(n, R). Es clar que, amb les definicions
anteriors, es té que:

(i) Si f 5 g, aleshores f K g.

(i) frl:Jgsi,inoméssi,f—I;gig—I;f.

(iii) Si f ~ g, aleshores rang A(f) = rang A(g). O
Sigui f. K f', donada per v € I'. Si I' = GL(n, K), aleshores v representa
un canvi de variables K-lineal invertible, per la qual cosa es parla també
d’equivaléncia racional sobre K. Si I' C GL(n,Z), se satisfa dety = £1. Si

dety = 1, P’equivaléncia es diu que és propia; per al cas dety = —1, es diu
que és impropia.

4.2.6 Remarca. Sigui f una forma quadratica biniria sobre Z. Aleshores,

les formes f 1 ad(f) sén sempre SL(2,Z)-equivalents. Només cal considerar
0 -1

v={ 1 o ) aue és un dels generadors estandards del grup SL(2,Z). O

4.2.7 Remarca. Siguin f i f’ dues formes quadratiques de n variables re-
gulars sobre R.

Sif ~ f!, aleshores:

(1) dety(f') = dety(f)(detv)?, on v € T és tal que A(f') = 'y‘A(f)7.
(i) discg(f') = discg(f).
(iii) dety(f') = dety(f),si R=7Z.

Sif i1 f', aleshores:
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(i) deti(f') = dets(f)(det7)?, on v € T és tal que A(f') = 1" A(f)r-
(i1) discg (f') = discx(f).
(iii) dety(f)|det1(f’),si R="7Z. O

D’entrada, aixd ja indica que, si K és un cos de nombres, el nombre de
classes de K-equivaléncia de formes quadratiques és infinit. Per aquest motiu,
s’estudien les classes de K-equivaléncia per a un determinant fixat.

4.2.8 Exemple. Sigui la forma quadratica binaria f(X,Y) = X? + XY —
1
0

F(X,Y) = X" — 5Y"”%. Tenim que dety = 2; per tant, v € GL(2, Q), perd
v € GL(2,Z). Aixi, f 3 ffif 2 f'yésadir, fif sén Q-equivalents, perd
no sén Z-equivalents. O

Y2 Considerant la matriu v = ( “é >, obtenim la forma diagonal

4.2.9 Notacid. Sigui f una forma quadratica de coeficients enters. Deno-
tem, com és habitual, ,( f) l'invariant de Hasse-Witt local de f. Posem:

Si(f) :=={p: fp és Qp-anisotropa},
5:(f) :={v:e,(fo) =-1}. O

4.2.10 Lema. Siguin f ¢ f' dues formes quadréti:jues de coeficients enters.

Si f R §, aleshores Sy(f) = Si(f) i Sa(f) = So(f'). O

4.2.11 Cas binari-ternari. Siguin f3 i f, una forma quadratica ternaria

i una de binaria, respectivament, sobre Z. Si f3 & fa, aleshores ad(f3) X
det;(f2). Aquesta representaci6 s’obté a partir dels menors de la matriu P de

la representacié de f, per f3. S’anomena la representacié adjunta de f5 Z 2
p P 1% 3]

A la inversa, totes les representacions d'un nombre d per una forma ternaria
. fa provenen d’una representacié d'una forma binaria f} amb det,(f}) = d per
una forma ternaria f{ amb ad(fi) = f3. A més, aquestes representacions ca-
racteritzen la classe d’equivaléncia de les formes binaries (cf. [Gaul801]). La
construccié de la representacié adjunta justifica la definicié de representacié
primitiva d’una forma quadratica per una altra, que donarem tot seguit. O

4.2.12 Definicié. Suposem que R és un domini d’ideals principals. Siguin f
i g formes quadratiques sobre R de n ir variables, respectivament, ambr < n,
tal que f representa g sobre R amb matriu P; és a dir, P € M(n X r, R)
satisfa que P*A(f)P = A(g). Diem que la representacié donada per P és
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primitiva si el maxim comd divisor dels menors r X r de la matriu P és
1. Diem que f representa primitivament g sobre R si existeix almenys una
representacid primitiva P de g per f.

En particular, si f és una forma quadratica sobre Ria € R, f(ay,...,a,) =
a és una representacié primitiva de o per la forma quadratica f sobre R si,
i només si, med(ey,...,0n) =1. O

4.2.13 Exemple. Considerem la forma quadratica f(X,Y,Z) = —aX? —
bY? + abZ?, a,b € Z. Es clar que la forma f representa primitivament les
formes binaries diagonals ¢;(X,Y) = —aX? — bY? ¢o(X,Y) = —bX? +
ab¥?, g3(X,Y) = —aX? + abY?. Representa també primitivament altres
formes binaries no diagonals, com ara g4(X,Y) = (a(b — 1), 2ab,b(a — 1)) i
5(X,Y) = (—a —b+9ab, —4b+ 6ab, —4b + ab). La matriu P = (é (2;) és una
representaci6 no primitiva de g¢(X,Y’) = (—a + 9ab, 6ab, —4b + ab) per f.
Aquestes representacions donen explicitament representacions ad(f) i d;,
amb d; = det; g;. Per exemple,si a = pib = —1, a partir de la representacid
de gs obtenim una representacié primitiva del nombre p(p — 29) per ad(f) =
—pX? + p*Y? — pZ?, donada per (5,1,2). O

4.2.14 Notacié. Siguin f i g formes quadratiques sobre R. A partir de
les definicions sobre representacié de formes quadratiques, considerem els
conjunts seguents:

R(f,9;R) = {P: P € Mux,(R),rangP = r, P'A(f)P = A(g)},
R*(f,9; R) ={P: P € R(f,9; R), P primitiva}, si R és DIP,

D(f;R) ={a € R:R(f,; R) # 0}.

Sigui I' € GL(n,R). Per a una forma quadratica f de n variables sobre R ,
el grup de I-isotropia de f és

O(f;T) == {y e T : v A(f)y = A(N)}-
Si R C R, posem OF(f;I') = {y € O(f;T) | dety > 0}. O

Notem que en el cas de R = Z, tenim que O*(f;I') C SL(n,Z), on n és el
nombre de variables de f. Siguin a € D(f; R)i(ey,..., ;) unarepresentacié
de o per fsobre R. Siy € O*(f; ), aleshores (o}, ...,0}) = v Y ag,...,a,)
també és una representacié de o per f sobre R. Aixd déna peu a definir la
relacié d’equivalencia segiient.
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4.2.15 Definicié. Dues representacions P, P’ € R(f,g; R) direm que sén
[-equivalents si existeix v € O(f,T) tal que P = yP'. En particular,
dues representacions (i, ...,an), (e, ...,a) pertanyents a R(f,o; R) sén
[-equivalents si, 1 només si, existeix ¥y € O(f,T) tal que (y,...,an) =
7(af,...,0p). O

n

4.2.16 Remarca. (i) Si f SLzR) f', aleshores D(f; R) = D(f'; R).

(ii) a € D(f; K) si, i només si, af* € D(f; K). Aixi, per al cas d’un cos,
és suficient estudiar les representacions dels elements de K*/K*2. O

El resultat segiient, degut essencialment a Hermite, cf. [Jon67], permet defi-
nir, de forma recurrent, el concepte de forma SL(n,Z)-reduida per a formes
quadratiques de n variables.

4.2.17 Teorema. Sigui g une forma gquadrdtica regular de n variables de
coeficients a Q. Suposem que g és anisotropa sobre Z. Aleshores, existeiz
una forma f = ¢;; X; X; que és SL(n, Z)-equivalent a g i satisfd que

4\ (n-1)/2
1 <ley| < | = 3 ety ;
0o<leuls(3) V@D

(i) len| = 2leisl, per a j > 1,

‘ (lil) Cuf - (CHXI + e Xy + - - + Clan)2 = fl,

on f1 €s una forma quadrdtica de n — 1 variables que satisfd, amb n canviat
pern—1, les condicions imposades a f. El determinant de fi és cf7? deta(f).
0

4.2.18 Definicié. Una forma quadratica s’anomena forma SL(n, Z)-reduida
si satisfa les condicions (i),(ii) i (iii) de la proposicié anterior. O

Fixades dues formes quadratiques de n variables sobre R, f, ¢, i un subgrup
I' C GL{(n,R), podem considerar el conjunt de I'-classes de representacions.
Habitualment hom pensa, de manera implicita, en I' = SL(n,Z), perd en el
capitol 7 obtindrem resultats en aquest sentit més ampli.
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4.3 Formes quadratiques de la i 2a especie

En aquesta seccid presentem una altra manera de treballar amb formes qua-
dratiques, assignant a cada forma una especie. Introduim també els conceptes
de forma reciproca i de K-forma. D’aquesta manera generalitzem conceptes
considerats per Brandt [Bra24] per a formes quadratiques quaternaries. Du-
rant tota la seccid ens referirem a formes quadratiques racionals, és a dir, a
formes quadratiques sobre Q.

4.3.1 Definicié. Anomenem forma quadratica d’especie o, amb ¢ = 1,2, la
parella (f,(ci;)), on f és una forma quadratica de coeficients a Q que s’escriu

1
f = -(; ; C,'jX,'XJ‘.

Si o = 1, es diu que (f,(cij)) és de primera especie; si o = 2, es diu que
(f,(ci;)) és de segona especie. O

4.3.2 Remarca. Sigui (f,(c¢;;)) una forma d’espécie o. La relacié entre les
dues matrius associades a f i les dues espécies esta donada per:

(a) Fixada la forma f, tenim que (c;;) = Alf) Sf =1
Ay(f) sio=2.
. . . f sio=1,
(b) Fixada la matriu (¢;;) = A(g), tenim que g = , ‘
2f sioc=2.0

4.3.3 Lema. Se satisfa:

(i) A(2f) = A2(f).
(ii) ad(2f) = 2"1ad(f).
(ii) pol(2f) = pol(f).

DEMOSTRACIO: L’apartat (i) és trivial.

Calculem la matriu adjunta a partir de la relacié de (1). Com que ad(A2(f)) =

271 ad(A(f)), la igualtat que s’obté sobre les formes quadratiques és direc-
~ tament (ii).
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Per a veure (iii), recordem que la forma pol(f) és una forma multiple de la
forma adjunta, determinada per les propietats de tenir coeficients enters i ser
primitiva. Per (ii), les formes adjuntes de f 1 2f sén 'una miltiple de l'altra;
per tant, la polar que els correspon és la mateixa. O

Els coeficients de la forma s’anomenen coeficients centrals si acompanyen els
termes X? i coeficients laterals si acompanyen els termes mixtos X;X;. Per

. , 1 . .
a una forma (f, (¢;;)), els coeficients centrals sén a; = —¢;; 1 els coeficients
c
, 2 C o,
laterals s6n 2a;; = —¢;j, @ # 7.
o

Donada una parella (f, (¢;;)) d’espécie o, considerem els determinants:

1 3

(i) det(c;;) = det(c A(f)) = deto(f) = dety(af).

.. o f
(i) (m) = 4Ax(f).
(i) A(f) = deta(f) = det;(2f).
DEMOSTRACIO: Si (f, (ci;)) és de primera especie, tenim (¢;;) = A(f); per
tant, det(c;;) = det A(f) = det1(f). Si (f,(ci;)) és de segona espécie, tenim

(cij) = A2(f); per tant, det(c;;) = det Ay(f) = det2A(f) = det, 2f. En
ambdds casos el determinant coincideix amb det(c A(f)). Aixd demostra (i).

Per a provar (ii), calculem

1 .. .
) ~cj=ai  sit# ],

f 10
0X:0X; o dX; (2%.)@ + g; i K 5

—Cii = 2(1;,' s11 = ]
o}

Per tant, de forma independent a P’espécie obtenim la igualtat de matrius

8%F \ _
(OX.@X,-) = Alf).

L’apartat (iii) és conseqiéncia directa de (ii). O
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A partir dels lemes i la remarca anteriors podem observar que-el fet de tre-
ballar amb les dues especies és equivalent a treballar amb les dues matrius
associades a f, o amb les dues formes f i 2f.

4.3.5 Definicié. Suposem que f és una forma quadratica tal que det,(f) és
un quadrat perfecte. Posem d,(f) = ++/det,(f) si la forma quadritica és
definida positiva i d,(f) = —+/det,(f) si la forma quadratica és indefinida;

no considerarem formes quadratiques definides negatives. O

4.3.6 Remarca. Observem que, si n és parell, do(f) = 2%/2d;(f), ja que
dety(f) = 2™ dety(f). Aixi, si n és parell, és indiferent demanar la condicié -
que el determinant sigui un quadrat en una o altra espécie. Si n és senar, cal
fixar en quina especie exigim la condicié; no es pot treballar de la mateixa
manera en f o 2f, ni simultaniament en les dues matrius associades. En

aquests casos, especialment quan n = 3, ens restringirem a la primera espeécie.
0

A continuacié definim el concepte de forma o-reciproca per a formes qua-
dratiques f de n variables tals que det,{(f) sigui un quadrat perfecte. Per a
n parell, considerarem o = 1,2, i veurem la relacié que hi ha entre les dues
formes reciproques associades; per a n senar fixem ¢ = 1.

4.3.7 Definicié. Sigui f = 1}, ¢;X;X; una forma quadratica d’espécie
o, de coeficients a Q, tal que det,(f) sigui un quadrat perfecte. La forma
quadratica

1 adet;(f)
do(f)  Oci;

1
rec,(f) = - Ztinin, on t;; =
LI¥ )
s’anomena la forma o-reciproca de f. O

La proposicié segiient relaciona la forma o-reciproca amb la forma adjunta.

4.3.8 Proposicid. Sigui f una forma quadratica sobre Q de n variables tal
- que det,(f) sigui un quadrat perfecte. Aleshores,

. (d(A(f)) sio =1,
® (2522 < aaator) =

ad(42(f)) sio=2.
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al— ad(f) sio=1,
(i) reco(f)={
-&1— ad(2f) sio=2.

(iii) A(rec,(f)) = Tad( ) mo=t
o iy , |
—-ad(A(Zf)) = — ad(Ap,(f)) sto=2.

(iv) det(reco(f)) = (do(f))""2. En particular, tenim que det(rec,(f)) =
det,(f) per an = 4.

8 det, (f)
56‘,']'

Si desenvolupem el determinant det,(f) = det(c;;) per la fila 7, obtenim que:

DEMOSTRACIO: Posem B = (b;;) = ( ) Calculem b;;.

det(Cij) = (—1)i+1C,‘IC£1 R (“‘1){+jcijC£j + et ("l)i+ncinciﬂs

on Cj; denota el menor obtingut en suprimir la fila 7 i la columna j. Per a
obtenir b;;, derivem ’expressi6é anterior respecte de ¢;;; obtenim que b;; =
(=1)"*C;;, que és justament 'adjunt a c;; en el sentit habitual. Aixi, tenim
les igualtats de matrius (b;;) = ad(ci;) = ad(A(cf)). Finalment, recordem
que ad(A(af)) = A(ad(of)). En particular, per a cada especie o s’obtenen
les matrius indicades; per a o = 2, apliquem 4.3.3(ii). Aixd demostra (i).

Els apartats (ii) i (iii) sén conseqiiéncia de (i), afegint el factor —— per tal

g(f)

d’obtenir la forma o-reciproca. L’apartat (ii) expressa el resultat per a les
formes, i 'apartat (iii), per a les matrius associades a les formes.

Per a veure (iv), desenvolupem

dety(rec,(f)) = det1 ad(of) = = detl(af)"“ = T (d »l=dr?. 0o

Obtenim directament el corollari seglient, per a les formes d’un nombre parell
de variables.

4.3.9 Corollari. Sigui f una forma quadrética sobre Q d’un nombre parell
de variables n, tal que det(f) sigui un quadrat perfecte. Aleshores, recy(f) =
on/2- 1rec;(f) ‘
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DEMOSTRACIO: S’obté directament a partir de 'apartat (ii) de la proposicié
anterior, utilitzant la relacié entre les matrius adjuntes de f i 2f, explici-
tada en 4.3.3 i la relacié entre d(f) 1 d2(f) de la remarca anterior. Notem
que la condicié6 n parell és necessaria perque d;(f) i d2(f) tinguin sentit
simultaniament. O

Per a les formes quadratiques binaries, les dues formes reciproques associades
coincideixen, per la qual cosa el valor de o és indiferent. Per a les ternaries,
hem fixat ¢ = 1. Per a les formes quadratiques quaternaries, tenim que
recy(f) = 2reci(f), i cal especificar en quina especie es treballa. En general,
mantindrem, doncs, la notacié amb subindex o per tal d’evitar imprecisions.

4.3.10 Definicié. Sigui f una forma quadratica de coeficients a Z i det,(f)
igual a un quadrat. Es diu que f és una K,-forma si rec,(f) també és de
coeficients enters. O

El resultat segiient relaciona la forma reciproca amb la forma polar definida
en la primera seccié i déna condicions necessaries i/o suficients per a que una
forma sigui K,-forma.

4.3.11 Lema. Sigui f una forma quadritica de n variables de coeficients
enters tal que det,(f) sigui un quadrat. Aleshores, f és una K, -forma si, i
només si, rec,(f) = Apol(f), per a algun X € Z.

DEMOSTRACIO: D’una banda, la forma polar es defineix a partir de la forma
adjunta, multiplicant-la per un factor de manera que s’obtingui una forma
de coeficients enters i primitiva. D’altra banda, per la proposicié 4.3.8 (ii), -

la forma reciproca és també un multiple de la forma adjunta, rec,(f) =
1
d—ad(a f). El fet de ser una K,-forma correspon, per definicié, al fet que

{3
- rec,(f) tingui coeficients enters.
Ates que tant la forma o-reciproca com la forma polar provenen de la forma

adjunta, que les dues formes sén de coeficients enters i que la forma polar és
primitiva, obtenim la relacié

‘rec,(f) = Apol(f) per a cert A € Z.

- A la inversa, si tenim aquesta relacid, forcosament f és una K,-forma, ja que
la forma o-reciproca té coeficients enters en ser un multiple enter de la forma
polar. O
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4.3.12 Proposicié. Sigui f unae forma quadrdtica de n variables de coe-
ficients enters tal que det,(f) sigui un quadrat. Sigui N(f) el seu nivell.
Aleshores:

() f és una Ky-forma si, i només si, 4d;(f) és enter ¢ N(f)|4d1(f).
(i) f és una Kz-forma si, i només si, N(f)|2da(f).
(ii1) N(f) = 4ds(f) si, < només si, pol(f) = Lreci(f).

(iv) N(f) = 2d2(f) si, 1 només si, pol(f) = Lrecy(f). En aquest cas,
4IN().

(v) Suposem que n €s parell. Si f és una K;-forma, aleshores f és una
Ks-forma.

(vi) Sin = 2, aleshores f és una K;-forma si, i només si, f és una K,-
forma.

(vii) Sin =4, aleshores f és una Ky-forma si, ¢ només si, N(f)| d2(f)-

DEMOSTRACIO: Utilitzem 4.3.8 per a la relacid entre les matrius associades
a la forma reciproca i a la forma adjunta. Explicitem la relacié, donada a
4.1.10, entre les matrius associades a la forma polar i a la forma adjunta en

funcié del nivell de f:

Apol(f)) = TRl A@dlf), o) = P 2d(Aa().

Si o = 1, com que det;(f) = d3(f), pel lema anterior tenim que f és una
K,-forma si, i només si, existeix A € Z tal que

N()
70 = Mg )

Aixo és clarament equivalent al fet que 4d;(f) € Z 1 N(f)|4d:(f) i, per tant,
demostra (i).

ad(f) =

Per a ¢ = 2, explicitem la matriu de la forma polar en funcié de da(f):

AaL) = 5 Aalpel(1) = 5 700 s 1) = ol ).
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Aplicant de nou el lema anterior, obtenim que f és una Ko-forma si, i només
si, N(f)|2d2(f), la qual cosa prova (ii).

De les férmules anteriors es dedueix que les igualtats N(f) = 4d,(f) i
N(f) = 2d2(f) sén condicions equivalents a les igualtats pol(f) = treci(f)
i pol(f) = =zrecy(f), respectivament. Aixd prova els apartats (iii) i (iv).
Observem que, per 4.1.12, tenim que 2| ds(f). Per tant, si N(f) = 2da(f),
obtenim que 4| N(f).

Si n és parell, obtenim (v) directament, ja que de la igualtat da(f) =
2*/2d,(f) es dedueix que 4d;(f)|4d;(f)2(~2/2 = 2d;(f), pera n > 2.

En el cas binari, tenim que reci(f) = rece(f), per 4.3.9. Per tant, apliquem
el lema 4.3.11 1 obtenim (vi).

Per al cas de n = 4, notem que 4d,(f) = da(f). Aixi, si apliquem l’apartat
(i), obtenim directament que la condicié de K;-forma equival a N(f)|d2(f).
a

4.3.13 Corollari. Sigui f una forma quadrdtica de n variables, de coefici-
ents enters ¢ deto(f) un quadrat.

(1) Si el nivell N(f) és lliure de quadrats, aleshores f és una Ka-forma.

(i) Sidy(f) és lliure de quadrats, aleshores d2(f)|N(f). En particular, per
an =4, f és una K;-forma st, i només si, N(f) = da(f).

DEMOSTRACIO: Per a veure (1), apliquem 4.1.12(ii). Tenim que N(f)|2d2(f).
Amb la hipotesi de N( f) lliure de quadrats, deduim que N(f)[2d2(f), la qual

cosa equival a ser Kp-forma per la proposicié anterior (ii).

Per 4.1.12(ii) sabem que dety(f)|N(f)"; per tant, directament da(f)|N(f)".
Si da(f) és lliure de quadrats, deduim que d2(f)|N(f). Peran = 4, junt amb
Iapartat (vii) de la proposicié anterior, obtenim ’equivaléncia enunciada a
(ii). O

4.3.14 Proposicié. Sigui f una forma quadrdtica de coeficients racionals
d’un nombre de variables n parell. Sigui A € Z i considerem la forma \f. Si
f és una K,-forma, aleshores Af també és una K,-forma. O

DEMOSTRACIO: En primer lloc, notem que cal que n sigui parell perqué
det,(Af) sigui també un quadrat.
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D’una banda, tenim que det, (A f) = A" det,(\f); per tant, se satisfa d, (A f) =
AM2d,(Af). Dlaltra banda, ad(Af) = A*"!ad(f). Aixi, tenim les igualtats
segients:

— _a n—l—n/‘z a nf2-1 rec, .
O A0 = X s ad(f) = W e ()

El resultat es dedueix per la definicié de K,-forma. O

rec,(Af) =

4.3.15 Remarca. Per a les formes binaries, se satisfa la igualtat rec,(Af) =
rec,(f); per a les quaternaries, rec,(Af) = /\reca( ) Es clar que el reciproc
de la proposicié anterior no és cert. O

4.3.16 Cas binari. Considerem una forma quadratica binaria de coefici-
ents enters, f = aX? + bXY + cY?, tal que el seu determinant dety(f) =

ac — $b? sigui un quadrat; és a dir, dlSC@( f) =1, la qual cosa equival al fet
que la forma f sigui producte de dos factors hneals En aquest cas, tenim

que 2d;(f) = da(f) = v4ac — b%. Per tant,

rec; (/) (X,Y) =reco(f)X,Y) = (¢X? —bXY + aY?).

2
Vdac — b?

Per exemple, sigui f = X2+4XY +8Y2. Obtenim que d;(f) = 2, d2(f) = 4,
ad(f) = pol(f) = 8X? — 4XY +Y?, rec,(f) = 4X* - 2XY + 1y? i N(f) =

deto(f) = 16. Es clar que f no és una K,-forma, perac=1nic =2 O

4.3.17 Cas ternari. En el cas de les formes ternaries, considerem per
exemple la forma f = ~245X? —35Y? — 42272 +182Y X + 64472 X —238Y Z.
Aleshores tenim que:
(i) deti(f) = 441, d;(f) = -21 1 N(f) = 84.
(ii) ad(f) = 609X?% + 168Y X + 882ZX — 294Y2 4+ 294Y Z + 29472
(i1i) pol(f) = 29X? — 14Y? +142% + 8XY + 42X 7 + 14Y Z.
(iv) rec)(f) = —29X?% + 14Y? — 142° — 8XY — 42X 7 — 14Y Z.

Observem que és K;-forma. O

4.3.18 Cas quaternari. Considerem la forma quaternaria de coeficients
enters f = X2 —44Y? 52 -131T? -2XZ ~ XT +36Y Z — 150Y T +61ZT.
Obtenim que:
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(i) dets(f) = 225, deta(f) = 3600.
(i) di(f) = —15, d2(f) = —60.
(iii) N(f) = 120.

(iv) ad(f) = 330X?+315XY +270X Z—120X T — 228Y2 4 225Y Z+180Y T+
15022 — 602T.

(v) pol(f) = 44X? —15Y? 42022 —8T?+42XY +36X Z —16XT +30Y Z +
94Y'T — 82T.

(vi) recy(f) = —22X% —21XY — 18XZ +8XT + Y2 —15YZ - 12YT —
1022 + 42T + 4T2.

(vii) reca(f) = —44X2 —42XY — 36X Z + 16XT + 15Y2 —30Y Z — 24Y'T —
2022 + 82T + 8T2. |

Observem que f és una Kj-forma, pero no és una K;-forma. 0O

A continuacié introduim una nova definicid, que recupera les Hauptformen
de Brandt [Bra24]. Ens restringim al cas o = 1.

4.3.19 Definicié. Una K;-forma f és principal si representa 1’1 sobre Z. O

4.3.20 Proposicié. Siguin f i f' dues formes quadratiques de coeficients
enters, de determinant quadrat. Si f i f' son Z-equivalents, aleshores:

(i) do(f) = do(f'); N(f) = N(f).
(i1) ad(f) z ad(f’); pol(f) Z pol(f); rec(f) 3 rec( f').
(i1) f és K,-forma si, i només si, f' és K,-forma.
(iv) f és principal si, i només si, f' és principal.
DEMOSTRACIO: L’apartat (i) és clar, perqué la Z-equivaléncia déna igualtat

de determinants: det,(f) = det(of) = dety(cf’) = det(f').

Suposem que la relacié entre les matrius de les formes és A(f’) = P*A(f)P,
amb P € GL(n,Z). Facilment s’obté ad(A(f')) = Q'ad(A(f))Q, amb Q =
(PY)~!, que també pertany a GL(n,Z); per tant, obtenim l'equivaléencia de
les formes adjuntes.
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Per a veure la igualtat de nivells, apliquem 4.1.10(e), la igualtat de deter-
minants i I’equivaléncia d’adjuntes, i notem que els continguts de formes
Z-equivalents coincideixen.

Utilitzant la igualtat de nivells i la caracteritzacié del nivell d’una forma
donada a 4.1.10(c) o (d), obtenim l’equivaléncia de les formes polars. L’equi-
valéncia de les formes reciproques es prova a partir de la definicié de forma
o-reciproca i les igualtats i1 equivaléncies anteriors.

Les condicions que el determinant sigui un quadrat i que la forma i la
reciproca tinguin coeficients enters es conserven per Z-equivaléncia; per tant,
la condicié de K,-forma també. Finalment, només cal observar que formes
Z-equivalents representen els mateixos nombres sobre Z. O

4.3.21 Lema. St f és una forma quaterndria principal de coeficients enters,
aleshores se satisfa f(X,Y,Z,T) 2 X2+ 9(X,Y, Z,T), on g és una forma
quadrdtica quaterndria en la qual no apareiz el terme en X2,

DEMOSTRACIO: Per ser f principal, f representa 1’1 sobre Z, és a dir, exis-

teixen ay,... ,a, € Z tals que f(a1,... ,a,) = 1. Notem que les representa-
cions de I'l sempre sén primitives; és a dir, med(ay,... ,a,) = 1. Aix0 ens
permet construir S € GL(n,Z) de forma que tingui oy,..., 0, a la primera

columna. Aleshores, la matriu 5*A(f)S determina una forma quadratica f7,
Z-equivalent a f, que conté el terme X2, O

4.3.22 Lema. Sigui f una forma quaterndria principal de coeficients enters
tal que f(X,Y,Z,T) = X2+ g(Y,Z,T), amb g forma quadrdtica terndria.
Aleshores,

rec, ()(X, Y, Z,T) = d, () X? @ rec, (g)(¥, 2, T).

DEMOSTRACIO: Es clar que d,(f) = do(g). Es ficil comprovar que

B det,(f) 0
a.d(A(Gf))—( 0 Ead(A(ag)))'

Si apliquem 4.3.8, es dedueix el resultat. O

4.4 Formes associades a algebres

En aquesta secci6 es presenten generalitats i propietats basiques de les K-
algebres amb estructura d’espai quadratic. Notem que els resultats es poden
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aplicar tant als cossos quadratics sobre K com a les K-algebres de quaterni-
ons. Com a referéncia general de K-algebres i ordres es pot veure [Rei75].

Siguin A una K-algebra finitament generada, n = [A : K] i B una forma
bilineal simetrica: '

B: AxA — K
(e, ) — B(e,p).
Fixada una K-base de A, considerem la forma quadratica associada, que
denotem per f4. Es una forma quadratica de n variables:

fA: A — K
a +— fala) = B(a,a).

L’expressié de la forma quadratica f4 depén de la base de A fixada. Si
canviem la base, obtenim una forma quadratica K-equivalent.

Per a obtenir bons resultats, exigim a la forma quadratica un bon comporta-
ment respecte del producte i respecte de ’element unitat, que és P’estructura
addicional que té una algebra enfront dels espais vectorials. Aixi, tenim les
definicions seglients.

4.4.1 Definicions. Una forma quadratica f4 és unitaria si f4(14) = 14.
Una forma quadratica fs és multiplicativa si fa(aB) = fa(a)fa(B), per a
a,feA O ’

- Per a qualsevol forma quadratica f4, la forma f4 és una forma unitaria.

1
fa(la)
Com a exemple de formes quadratiques multiplicatives assenyalem les formes

normiques, que veurem en els capitols segiients. Observem que les dues pro-
pietats anteriors no depenen de la base de A en la qual s’expressi la forma,
quadratica.

4.4.2 Lema. Sigut f4 una forma quadrdtica unitiria de coeficients a K.
Aleshores, '

(i) fa(a) =a?, peratot a € K.

(i) Ezisteizen K-bases de A en les quals f4 representa 14 sobre R.

DEMOSTRACIO: L’apartat (i) és una propietat general de formes quadriti-
ques unitaries.

Per a veure (ii) només cal triar una base respecte de la qual I’1 s’expressi
en coordenades a R; per exemple, la base d’un R-ordre. En aquesta base,
fa(1l) =1 déna una representacié de 'l sobre R. O
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A partir de la forma f4 obtenim també altres formes quadratiques. D’una
banda, utilitzant 'estructura de A com a K-espai vectorial, ens podem res-
tringir a un subespai A’, [4' : K] = n’ i considerar la forma quadratica
associada, que tindrad n’ variables, les propietats de la qual depenen de les
caracteristiques del subespai. En particular, es pot considerar el cas que A’
sigui una K-subalgebra de A.

D’altra banda, podem considerar els R-ordres de A; en aquest cas, obtenim
formes quadratiques de n variables. Sigui O C A un R-ordre de A. Si fixem
una R-base {vy,...,vs} de ordre, un element genéric w € O s’escrin w =
Xiv1+...4+ X, v,. Restringint la forma quadratica f4 als elements de ’ordre,
expressats d’aquesta manera, s’obté una forma quadratica en les variables
Xi,...,X,. Denotem per fo . aquesta forma quadratica. L’expressié de la
forma quadratica depén de la base de O que hem fixat, per la qual cosa la
notacio anterior podria ser equivoca. Ara bé, pel lema segiient, no sera aixi,
si considerem la classe de R-equivaléncia de formes quadratiques.

4.4.3 Lema. Les formes quadrdtiques fon associades a un R-ordre O C A
en bases diferents son R-equivalents.

DEMOSTRACIO: Si P és la matriu del canvi de base entre dues bases d’un
R-ordre, aleshores P € GL(n, R). Per tant, P déna la R-equivaléncia de les
formes associades. O

Les formes quadratiques associades als ordres contenen també informacié
sobre I’algebra. En particular, es tenen els resultats segiients, que ens seran
utils per a tractar les algebres de quaternions.

4.4.4 Proposicid. Sigui O un ordre d'una K-dlgebra A. Fizem bases de O
i de A, i considerem les formes quadrdtiques fo,, i fa. Sigui P la matriv de
canvi de la base de O a la base de A.

(i) fon X fa.  En particular, discx(fon) = discg(fs); concretament
detl(fo,n) = (det P)2 detl(fA).

(1) St fa €s una forma quadrédtica unitdria, aleshores fon representa 1’1

sobre R.

DEMOSTRACIO: La R-base de l'ordre O és també una K-base de A. Aixi,
la forma fo és també la forma quadritica de A, perd en una altra base. Per
tant, son K-equivalents.
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La unitat de l’algebra A pertany a O, perque tot ordre és un subanell. Per
ser f4 unitaria, tenim precisament que fon(la) = 14. La representacié és
sobre R perque 1’14 s’expressa en funci6é de la base de O amb coeficients a
R. O

4.4.5 Corol'lari. Suposem que K és un cos de nombres totalment real i
fizem una immersié de K en R, la qual cosa permet definir la signatura i
el cardcter definit o indefinit de les formes quadrdtiques amb coeficients a
K. Aleshores, per a qualsevol R-ordre O de A, les formes f4 ¢ fon tenen la
mateiza signatura i, per tant, el mateiz cardcter definit o indefinit. O

- 4.4.6 Proposicié. Suposem que la forma f4 és multiplicativa. Siguin O i
O’ dos R-ordres de A conjugats. Aleshores, fon & forn.

DEMOSTRACIO: Sigui {v;}izi,..n una R-base de O. Suposem que O' =
u~'Qu. Aleshores, la base conjugada {u='v;u}i=;,.. » és una R-base de O'.
Per a qualsevol w € A, tenim que fa(w) = fa(u~'wu), per ser una forma
quadratica multiplicativa. D’aqui deduim que les formes quadratiques asso-
ciades als ordres O i @', en les bases {v;}i=1,..n 1 {u " viu}izi,.. n, respecti-
vament, son exactament la mateixa. Efectivament, és clar que els coeficients
centrals coincideixen. Comprovem que els coeficients laterals també coinci-
deixen, usant la forma bilineal associada. Tenim que

B(vi +vj,0i +v;) = fa(vi+vj) = fa(w™ (vi + v;)u)
= B(u™(v; + v;)u, u" (v; + v;)u).

Si ho desenvolupem aplicant la bilinealitat i de nou la multiplicativitat, obte-
nim que B(v;,v;) = B(u'vu, u™tv;u). Aixd prova la igualtat de les formes .
sobre bases conjugades. Ara bé, en un mateix ordre tenim ja R-equivaléncia

de formes, per 4.4.3, per tant, efectivament, les funcions sén R-equivalents.
O

4.4.7 Proposicié. Siguin O' C O dos ordres de A, amb bases fizades. Po-
"~ sem r =det P, on P és la matriv de les coordenades dels vectors de la base
de O en funcié de la base de O. Aleshores:

(1) fO,n E} fO’,n-
(1!) detl(fo/,n) =72 detl(fo,n)'.

(iii) dety(forn) = deti(fo,n) si, i només si, fon R forn i, i només si,

0=0.
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DEMOSTRACIO: Siguin {v;} i {v!} R-bases dels ordres O i O, respectiva-
ment. Tenim que v} = Y7, a;;vi, amb a;; € R. Siposem P = (aij), se satisfa
P e M(n,R)NGL(n,K) i P!A(fo,n)P = A(forn), la qual cosa demostra (i).

En particular, si considerem determinants a la igualtat de matrius, obtenim
(ii), amb r = det P.

Finalment, notem que les condicions de (iii) sén totes equivalents a r = %1,
ates que O' C 0. O

4.5 Ordres quadratics i formes binaries

En aquesta seccid fixem notacions i mostrem la relacié entre els cossos quadra-
tics i les formes quadratiques binaries, com a introduccié als resultats paral-
lels que relacionaran les algebres de quaternions i les formes quadratiques
ternaries i quaternaries (cf. capitols 5 1 6). Conjuntament, els utilitzarem per
a relacionar les immersions de cossos quadratics en algebres de quaternions
amb formes quadratiques (cf. capitol 7). En primer lloc, fem un breu resum
de la notacié i d’alguns resultats de cossos quadratics.

Considerem un cos quadratic F = Q(v/d), on d € Z és lliure de quadrats.
Denotem per A l’anell d’enters de F. Una Z-base de Ar és {1,w}, on

1+Vd

A € F, es denoten per X el seu conjugat per I’accié del grup de Galois, i per
n(A) i tr()\) la seva norma i la seva traga, respectivament. Denotem per F
els elements de F' de traga igual a 0.

sid=1 mod 4. Per a un element

w=+dsid=2,3 mod4iw=

Recordem que un ordre A de F' és un Z-modul lliure de rang 2, format per
elements enters, 1 que té associat un discriminant que denotem per D,. Els
ordres d’un cos quadratic, els anomenarem ordres quadratics. L’anell d’enters
Ar és I"inic ordre maximal de F. El discriminant fonamental del cos F, que
denotem per Dr, és el discriminant de I’ordre maximal, Dp := Dj,. Se
satisfa que Dp = 4dsid = 2,3 mod4i Dr = d sid =1 mod 4; aixi,
F=Q(/Dr)iDr=0,1 mod 4. Qualsevol altre ordre A esti contingut en
I'ordre maximal i el conductor de A és I'index [Af : A], com a Z-modduls. De
fet, per a cada m € N, l'ordre quadratic A(d, m) := Z[l, mw| és I'dnic ordre
de conductor m del cos quadratic Q(+v/d), i el seu discriminant és Dy(am) =
m?Dp. Aixi, el conductor determina ’ordre. Observem que Pordre quadratic
Z[1,/d] és l’ordre de conductor 1 si d = 2,3 mod 4,1 l’ordre de conductor
2s1id=1 mod 4.
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A partir de ’aplicacié traga, que tenim definida sobre F', podem definir la
forma bilineal simetrica

B: FxF — Q
(A u) = ().

L'espai quadratic (F, B) és regular i fixem la base {1, v/d}, que és una Q-base
ortogonal de (F, B). La forma quadratica associada a aquesta forma bilineal
és justament la forma norma,

F — Q
A = B(AA) =1t(WN) =n(}).

Aquesta forma quadratica binaria, ’anomenem forma normica de F' i la
denotem per nrz. Tenim que npe(X,Y) = X? — dY2. Si escollim una altra
base de F, la forma quadratica obtinguda serda Q-equivalent a 1’anterior.
Algunes de les seves propietats, ben conegudes, es recullen en el lema seglient.

4.5.1 Lema. Sigui F = Q(v/d) un cos quadritic i np, la formae nérmica
associada. Aleshores:

(i) discg(nrz) = —d = —Dp a Q*/Q*%;
dEtl(nF,z) = -"d,

detz (TLF,Q) = —4d

(i) nF2 és definida positiva si F' és un cos quadrdtic imaginari.
nro €s indefinida st F és un cos quadratic real.
(il) np2 €s una forma multiplicativa i unitéria.

(iv) npy €és de coeficients enters, reduida ¢ primitiva.

(v) ad(np2)(X,Y) = pol(ng2)(X,Y) = —dX?+Y? i és SL(2, Z)-equivalent

angs. 7
(vi) N(npz) = 4d.
4.5.2 Definicié. Sigui A un ordre quadratic. La forma normica associada a

A, respecte d’una base fixada, és la forma quadratica binaria que s’obté en
restringir la norma als elements de 'ordre expressats en aquesta base. O

Notem que, per 4.4.3, les formes normiques que s’obtenen per a un mateix
ordre en bases diferents sén SL(2,Z)-equivalents. Aixi, encara que la forma
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normica associada a un ordre depén de la base de ’ordre fixada, podem
considerar-la independent si prenem la seva SL(2,Z)-classe d’equivaléncia.
D’altra banda, recordem que les formes normiques dels ordres estan relaci-
onades amb la forma normica associada a ’algebra via Q-equivalencia, per
44.4.

La proposicié segiient proporciona les formes normiques associades a 1’ordre
de conductor m respecte d’algunes bases.

4.5.3 Proposici6. Sigui A l’ordre de Q(\/d) de conductor m.

(1) La forma nérmica de A en la base {1, mw} és

X? — dm?Y? std=2,3 mod 4,
B X2+mXY-|—m2-1-;—dY2 sid=1 mod 4.
D
XZ—TFm?Y2 siDp =0 mod 4,
= - D
)('2—}-mXY-I-m21 Fyz2 si Dr =1 mod 4.

(ii) La forma normica de A en la base {1, m } és

Dr ++/Dp
2

X2 +4dmXY + m?d(4d —1)Y? sid=2,3 mod 4,
d-1
X? +mdXY + mzd(——4—)Y2 sid=1 mod 4.

Dp—1

=X2+mDFXY+m2DF( )Y2.

(iii) La forma nérmica de A en la base {1, —l?ii;i\—} és

D% — D,

X2+ XYDy 4+ Y )

m2Dp -1

= X%+ XYm?Dr + m?Dp( 1

Y2 =

2 2d_1
mmd=1ye e 1(4).0

X? +4m*dXY + mPd(4m?d — 1)Y? i d =2,3(4)
") X4 m2XY 445
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4.5.4 Proposicié. La forma ndérmica reduida (cf. [Coh95)) corresponent a
Pordre A = A(d,m) és

Xz———D:lﬁY2 si Dy =0 mod 4,
X2+XY+1"4DAY2 siDy=1 mod 4,

{1, mw} sid=2,3 mod 4,

i 8’0bté en considerar la base {{1 _‘[__] +mwl sid=1 mod4,

DEMOSTRACIO: Considerem la forma normica de A respecte de la base habi-
tual, segons ’apartat (i) de la proposicié anterior. Es clar que per a d = 2,3
mod 4 ja és una forma reduida. Suposem, doncs, d = 1 mod 4. Tot apli-
cant 'algoritme classic de reduccié de formes quadratiques binaries, ens cal
distingir si m és parell o no. Si m és parell, obtenim la mateixa forma que
en el cas d = 2,3 mod 4. Si m és senar, obtenim ’altra expressié. Ambdues
" possibilitats queden recollides clarament expressant-les respecte Dy, ja que
Dj = m?Dy és sempre congruent amb 0 o 1 modul 4, i estem en el primer

cas si, 1 només si, d = 2,3 mod 4 o m és parell. El mateix algoritme permet
trobar la base corresponent. O

En particular, si considerem l’anell d’enters Ap = A(d,1), utilitzarem la
forma normica binaria reduida

X? —dy? sid=2,3 mod4,
n = -
A(d,1),2 X2+ XY + .I__f{}ﬂ sid=1 mod4.

x2_ Dr
- 4 D
X2+ XY + -—4-EY2 siDp=1 mod4.

Zy? st Dp =0 mod 4,

Les formes quadratiques normiques dels ordres contenen informacié sobre el
cos quadratic i podriem dir que en certa forma el caracteritzen. Recopilem

en el lema segiient algunes propietats i relacions entre mvanants associats als
ordres 1 a les formes quadratiques. ‘

4.5.5 Lema. Sigui A lordre del cos quadritic F = Q(v/d) de conductor m.
Siguin np g inpg les formes normiques associades a l'ordre i al cos quadrdtic,
respectivament, en certes bases. Aleshores:
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(i) discg(naz2) = discg(nrz) = —d = —Dr a Q*/Q*%;

D
detl(nA'2) = —TA; detz(TLA'g) = —DA

(i) naz és definida positiva si F és un cos quadrdtic imaginars.
na €8 indefinida st F és un cos quadrdtic real.

(iii) nag €s de coeficients enters i unitdria.
(iv) naz €s primitive i es té la SL(2,Z)-equivaléncia ny 2~ ad(na 2)-

(v) N(naz2) = |deta(na2)| = Dy. O

Com a cas particular de 4.4.7 tenim la proposicié seglient, que la unicitat
dels ordres quadratics i el fet que sigui R = Z fan que sigui més explicita.

4.5.6 Proposicié. Siguin A’ C A dos ordres de F. Posemr =[A: A€ Z
Uindez de A’ en A com a Z-moduls. Aleshores,

(1) TA2 ;Z-> nA:,g.
(ii) dety(narz) = r2deti(naz); N(na2) =r?N(naz).

(iii) maq Ed narg St, ¢t només si, dety(np2) = deti(nyz) st, ¢ només st
N(nar2) = N(nap) si, i només si, A=A, O

Estem interessats en les unitats fonamentals dels cossos quadratics F' =
Q(V/d), d € Z lliure de quadrats, i els ordres quadritics A(d,m). En llen-
guatge de formes quadratiques és equivalent a ’estudi de les representacions
de £1 per la forma normica.

Suposem que F' és un cos quadratic real; és a dir, d > 0. Pel teorema de les
unitats de Dirichlet, donat un ordre A de Q(v/d), existeix una unitat ¢ € A
tal que cada unitat de A té una expressi6 1nica de la forma Ze". Posant
€ = a + b/d, el conjunt d’unitats {e, —¢, 1/e, —1/e} correspon als quatre
elements &a =+ bv/d; només I'element amb a, b > 0 satisf3 que és més gran que
1is’anomena unitat fonamental de A. De fet, les unitats més grans que 1 sén
precisament aquelles amb a + bv/d, a,b > 0. La unitat fonamental de 'ordre
maximal s’anomena unitat fonamental del cos. En particular, les unitats
fonamentals dels ordres quadratics sén poténcia de la unitat fonamental del
cos. La unitat fonamental del cos és la soluci, amb els enters positius minims
iy, den(z+yw)==+l;ésadir, dez? —dy? = +1sid=2,3 mod 4, o de
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e?4+ay+359y? = +1 sid =1 mod 4. En llenguatge de formes quadratiques
normiques, temm que la unitat fonamental de I'ordre quadratic A(d, m) és la
representacid (z,y) € R(na(dm)2;1;Z) amb z i y enters positius minims.

Si F és cos quadratic imaginari, els resultats sobre les unitats sén ben con-
crets. Pel cos quadratic imaginari Q(¢), ¢* = —1, el grup d’unitats el formen
les arrels quartes de la unitat {1, +¢}. Per a Q(+/—3), el grup d’unitats el

1—1"-2—— V’?’) r =o,1,...,5}. Per

a la resta de cossos quadratics imaginaris, el grup de les unitats és {1,—1}.

formen les arrels sisenes de la unitat {(

4.5.7 Notacié. Sigui F = Q(v/d) un cos quadratic imaginari, on d és lliure
de quadrats. Denotem per h(d) el nombre de classes d’ideals de F. Sigui
A(d,m) C F Pordre quadratic de conductor m. Denotem per h(d,m) el nom-
bre de classes d’ideals de A(d,m), que coincideix amb el nombre de formes
quadratiques binaries definides positives, primitives i reduides de discrimi-
nant igual a —Dj(g,m). O

4.5.8 Proposicid. (cf. [Zag8l]) Sigui A(d,m) lordre quadritic de conduc-
torm > 1de F = Q(\/_), amb d lliure de quadrats, d < 0. Sigui DF el
discriminant fonamental de F'. Aleshores,

=R (- (%))
h(d,m 1-—- )
( ——=1] S
plm -7 ,
on
2 sid=-1,m>1
v=< 3 sid=-3,m>1
1 'altmment. O

4.6 Algoritmes

A partir de les definicions i els resultats d’aquest capitol hem programat ins-
truccions per a facilitar el calcul de les constants i de les formes quadratiques
associades a una forma quadratica donada. Per a entrar una forma quadratica
f com a argument, utilitzem la matriu associada A(f). Amb la instruccié
expf recuperem l’expressié de la forma quadratica. Algunes de les instruc-
cions funcionen en general per a formes de coeficients reals o, fins i tot, amb
parametres; notem, pero, que no té sentit utilitzar parametres quan s’inclou
- el calcul d’arrels quadrades, o el del maxim comi divisor o el requeriment
que alguns valors siguin enters, com per exemple per a calcular la forma
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reciproca. Per tal que totes les instruccions tinguin sentit, ens restringim a
formes quadratiques de coeficients a Z. Per alleugerir, en algunes comandes
ens restringim a n < 4 variables. En general, hem adoptat noms referents a
les notacions del capitol.

En primer lloc, la comanda A2f déna la matriu parella i ens permet tre-
ballar amb matrius de coeficients enters. Tenim les instruccions segients
per a calcular les constants corresponents a una forma quadratica: detif,
det2f, discf, contf, d1f i d2f, inspirades en les definicions i notacions de
les seccions anteriors. Per al cilcul del nivell d’una forma hem programat la
instruccid nivf.

En relacié amb els invariants respecte de relacions d’equivaléncia, tenim les
instruccions: discpf, que déna el discriminant a Qp; signf, que déna la
signatura; diagf, que diagonalitza f sobre Q; Sf, que déna lallista de primers
critics; S1f, que déna la llista de primers per als quals f és Q-anisotropa;
HWinvf, que ddna linvariant de Hasse-Witt; i S2f, que ddéna la llista de
primers per als quals invariant de Hasse-Witt de f és -1. Per a cercar
representacions de nombres enters per formes quadratiques de 2,3 o bé 4
variables de coeficients enters, hem incorporat la instruccié FindRepf.

Calculem les formes quadratiques associades a partir de les comandes adf,
polf, recif i rec2f, que donen la forma adjunta, la forma polar, la forma
l-reciproca i la forma 2-reciproca, respectivament.

Hem implementat també les funcions logiques isPrimf, isIsotf, isKif i
isK2f, les quals responen true o false segons si una forma satisfa o no les
propietats de ser primitiva, isotropa, Ky-forma i Ky-forma, respectivament.

La generalitzacié de les definicions de la forma reciproca associada a f, per
al cas que [det,(f)] sigui un quadrat, cf. 5.2, ha donat lloc a les comandes
digf, d2gf, recigf, rec2gf, isK1gf i isK2gf.

Respecte de les formes associades als cossos quadratics, el paquet Poincare
conté les instruccions: fundDiscF, que déna el discriminant fonamental del
cos; bnfF, que ddna la forma normica associada al cos quadratic; bnfLatF
i bnf0rF, que donen la forma normica associada a una xarxa i a un ordre
quadratic, respectivament, i redbnf0rF, que déna la forma ndrmica reduida
d’un ordre quadratic. '



Capitol 5

Algebres de quaternions i
formes quadratiques

En aquest capitol interpretem les Q-lgebres de quaternions com a espais
quadratics.

Sigui H una Q-algebra de quaternions amb una base fixada. Donada una
forma bilineal simétrica B definida sobre H,

B: HxH — Q
(e, 8) = B(a,B),

considerem 'expressié de la forma quadratica associada, en la base fixada
anteriorment, que denotarem per fi 4, on el subindex 4 ens indica que és una
forma de quatre variables:

fra: H — Q
a = fgala) = Blae,a).

En particular, aplicarem els resultats sobre formes quadratiques associades a
K-algebres esmentats en la seccié 4.4. La restriccié de fy 4 al subespai dels
quaternions purs Hy permet definir una forma quadratica ternaria associada a
I'algebra de quaternions, que denotem per fy 3, que tindra un paper rellevant
en els resultats posteriors. Estudiem les formes quadratiques provinents de la
norma i de la traca de les Q-algebres de quaternions, que anomenem formes
normiques i formes traga, respectivament.

131
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5.1 Formes normiques d’algebres de quater-
nions

5.1.1 Definicions i primeres propietats

Sigui H = (% una Q-algebra de quaternions, on a,b € Z, lliures de

quadrats. Fixem la base canonica {1,7,7,2j} de H.

A partir de 'aplicacié traca que tenim definida sobre H, podemV definir la
forma bilineal simetrica

La forma quadratica associada a aquesta forma bilineal és justament la forma
norma,

H — Q

a = B(a,a)=itr(ca) = n(a),

que déna als espais H i Hy una estructura natural d’espais quadratics, (H, B)
i (Ho, Bjn,), respectivament.

5.1.1 Remarca. Considerem la forma bilineal B restringida a I’espai dels
quaternions purs. Per a u,v € Hp tenim que By, (u,v) = 3(u¥ + vT) =
=H(uv + vu). Aixi, u i v sén ortogonals a l’espai (Ho, Bjg,) si, i només si, u
i v anticommuten a Ho. Per tant, {1, , k} és una base ortogonal de Hy. A
més, per a u € Hy tenim que B(1,u) = 0; per tant, el subespai Q (pensat
com Q-1) és ortogonal a Hy. Aixi, {1,1,7,77} és una base ortogonal de I’espai
quadratic regular (H, B). O

El lema segiient déna una relacié explicita entre la forma bilineal associada a
la Q-algebra de quaternions i el producte quaternidnic, no commutatiu. En
particular, es pot utilitzar per a programar el producte quaternionic.

_ a,b . :
5.1.2 Lema. Siguin H = T una dlgebra de quaternions amb base
{1,1,7,i7} i B la forma bilineal associada a H. Stguin u,v € Hy i consi-
derem el producte vectorial P(u,v) donat pel determinant

| —bi —aj ij
P((uy,us, us), (u1,u2,u3)) = | uy  up us
(%51 Ve Us
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Aleshores, u- v = P(u,v) — B(u,v).

DEMOSTRACIO: Es comprova sobre els elements de la base i s’estén per
bilinealitat de B 1 P. O

5.1.3 Definicié. Anomenem formes normiques associades a la Q-algebra de
quaternions H les expressions de la forma quadratica norma sobre H i sobre
Hyg en les bases {1,1,7,45} i {¢, 7,17}, respectivament. Les denotem per ny 4
i npy 3, respectivament. Definim també la forma quadratica binaria associada
a H en aquesta base com ngo(X,Y) = aX?+bY2. O

a,b\ .. . “
Explicitament, a Palgebra H = (»i—), 1i associem les formes noérmiques

Q

segiients, respecte de la base candnica {1,1,J,i7}:

la forma quaternaria ng4(X,Y,Z,T) = X* - aV? — bZ? + abT?,
la forma ternaria nga(Y,Z,T) = —aY? — bZ? + abT?,
la forma binaria ng2(Y,2) = aY? 4+ bZ2.

El subindex numeric indica el nombre de variables de la forma quadratica.

5.1.4 Remarca. Sigui-V un Q-espai vectorial de dimensié 2 amb estruc-
tura d’espai quadratic donada per la forma quadratica associada ¢(X,Y) =
aX?+bY? Aleshores, l'algebra de Clifford de V és isomorfa a 1’Algebra de

a,b '
vaternions H = | — |. O
e ( Q )

1,-1
; Q
normiques ny(X,Y,Z,T) = X* - Y2+ 22 - T% ng3(Y,2,T) = -Y?* +
22 _T?ingo(Y,2) =Y' - 2%

5.1.5 Cas no ramificat. Siconsiderem H =

, obtenim les formes

Podem considerar directament 1’algebra isomorfa H' = M(2,Q). Interpre-
tant la forma quadratica directament en funcié de la norma, obtenim les for-
mes quadratiques ngi (X, Y, Z,T) = XT-YZ ing 3(Y,2,T) = -YZ - T?
que sén Q-equivalents a les dues anteriors, respectivament. Notem que en

aquest cas no té sentit la forma binaria, ja que no té interpretacié en funcié
de la norma. O

5.1.6 Lema. Sigui H una Q-dlgébm de quaternions. Tenim les propietats
seguents.

(1) Per a tot A € Q, nga()) = A%,
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(ll) Per a tot u € Hy, nga(u) =nps(u) = -2,

(iii) ng4 €s una forma quaterndria unitdria 1 multiplicativa.

(iv) nga~<1>® npygs.

(v) Les formes quadrdtiques nys, nyz t ngz son de coeficients enters. O
Donat que la norma es conserva per isomorfisme d’algebres, tenim el resultat

seglient, ben conegut, sobre 1’equivaléncia entre isomorfisme de Q-algebres i
isometria de Q-espais quadratics.

5.1.7 Proposicidé. Siguin H 1 H' dues Q-dlgebres de quaternions, amb una
estructura d’espais quadratics donada de forma natural per la forma normica
associada. Aleshores, sén equivalents:

(1) H i H' sén Q-dlgebres isomorfes.

(1) (Hyng) i (H',ng4) son Q-espais quadrdtics isométrics.

(iil) (Ho,tm3) 1 (H{,tr3) sén Q-espais quadrdtics isométrics. O
Aquestes formes quadratiques normiques associades a l'algebra de quaterni-
ons donen molta informacid sobre ’algebra i, en certa manera, la caracterit-

zen. Interpretarem alguns invariants i definicions de ’algebra de quaternions
en funci6 de les formes quadratiques.

En primer lloc, llistem algunes propietats d’aquestes formes quadratiques,
determinades basicament pels nombres a i b.

, a
5.1.8 Lema. Siguin H = (——’-—~) una dlgebra de quaternions i nya, nygs 1

Q

ngo les formes normiques associades a H.

(i) discg(np,q) = discg(ngs) =1 i discg(nm;z) = ab.

(ii) Les formes np4 i np 3 tenen el mateiz cardcter, definit o indefinit, i no
son mai definides negatives.

(iii) La forma ny,4 només pot tenir la signatura (4,0) o (2,2); la formanys
només pot tenir la signatura (3,0) o (1,2).

(iv) ev(naa) = €u(nms) = (=1, —1)s(a, b)y, per a qualsevol plaga v de Q.
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(v) mHa = H3 5 —TH2-
(vi) nms, nga @ nmq s6n formes SL(n, Z)-reduides.

(vil) ng4 €s una forma primitiva; simcd(a,d) = 1, llavors nyz ing, també
son primitives.

DEMOSTRACIO: Els apartats (ii) i (iii) s’obtenen directament en comprovar

els possibles signes dels valors de la diagonal de les formes, segons els signes
deaibd.

Per a provar (iv), calculem l'invariant de Hasse-Witt d’una forma quadratica,
en funcié dels simbols de Hilbert locals (cf. [Ser73]). Per a la forma ng s,
obtenim les igualtats segiients:

e(nps) = (—a,—b)(—a,ab),(—b,ab),

(—a, ~b)u(—a a)v(‘aab)v(“b)a)v(“b’b)v

(—a, —b)o(—a,b)s(—b,a)y

(=a,—1), (Qa"’b)v
(
(

]

Il

i

Il

(-1 —1),, a,—1)y(a, —b),
= (=1,—1)s(a,b).

Per a la forma np 4, obtenim que £,(np4) = €.(nu3)(1,—a),(1, =b)s(1, ab),
i notem que (1, ), = 1 per a qualsevol plaga v i qualsevol a € Q.

Els resultats dels apartats restants s’obtenen facilment a partir de les defini-
cions corresponents (cf. cap 4). O

5.1.2 Relacions entre els invariants.

Podem reformular els resultats de la seccié anterior, que relacionaven els
isomorfismes i les isometries, en la proposicié segiient.

5.1.9 Proposicid. Siguin H ¢ H' Q-dlgebres de quaternions i considerem les

formes quadrdtiques quaterndries, terndries i bindries associades. Aleshores,
son equivalents:

G) H2H.
(11) NH.4 9’ nHy: 4.

(lli) NH3 '9’ nH' 3.
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, .o , . Q - . :
A més, ny o 2 nge o si, i només si, H = H' i discg(ny,2) = discg(ng2) . O

Com a corollari, explicitant les condicions perqué dues formes quadratiques
terniries siguin equivalents, s’obté de nou la caracteritzacié dels isomorfismes
entre algebres de quaternions en funcié de la igualtat dels discriminants (cf.

1.1.7(i1)).
5.1.10 Corollari. Siguin H © H' Q-dlgebres de quaternions. Aleshores,

HgH'<‘—==>DH=DH/.

’ ] b . I’ b! ¢ e
DEMOSTRACIO: Posem H = (%) iH = (%) Per la proposici6 ante-

rior, les algebres H i H' sén Q-isomorfes si les formes ternaries corresponents
sén Q-equivalents. Ara bé, nys =< —a,—b,ab> 1 ng 3 =< —ad', -V, a'd' >
sén Q-equivalents si, i només si, tenen el mateix discriminant sobre Q, el
mateix invariant de Hasse-Witt i la mateixa signatura (cf. [Ser73]).

Directament tenim la igualtat de discriminants, ja que discg(ny3) = a?b* =
1 = (a’)?(¥')? = discg(npr3). Per 5.1.8(ii), una forma ndrmica ternaria com
les anterior només pot tenir dues signatures possibles, (3,0) i (1,2), segons
que el simbol de Hilbert local a l'infinit prengui el valor 1 o —1. Aixi, la
igualtat de signatures es correspon amb la igualtat (a,b)e = (a',0)oo. Per
5.1.8(iv), la igualtat dels invariants de Hasse-Witt, per a cada plaga finita,
és equivalent a la igualtat dels simbols de Hilbert locals (a,b), = (a',b'),.

Aixi, les formes ng3 i ngy 3 s6n equivalents sobre Q si, i nomsés si, els simbols
(a,b), = (&', V'), coincideixen en totes les places. Per la definicié de discrimi-
nant del’algebra de quaternions, aix0 és exactament equivalent a la igualtat
de discriminants Dy = Dg.. O

La proposicié segiient relaciona I'invariant de Hasse-Witt de les formes qua-
dratiques normiques amb I'invariant de Hasse de 1’Algebra de quaternions.

C ey a,b . L :
5.1.11 Proposicid. Sigui H = (6—-) una dlgebra de quaternions i consi-

derem les formes quadrdtiques ngy i ny3, associades a H. Aleshores,

() eu(nma) = ¢ (@b)
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a,b X
6(6)0 st v # 2,00,

e(a’b) stV =2,00
Q/, .

, , b e e
DEMOSTRACIO: D’una banda l'invariant de Hasse ¢ % coincideix amb
el simbol de Hilbert local (a,b),. D’altra banda, el simbolt; de Hasse-Witt

de les formes ny 31 ng,s també s’expressen en funcié del simbols de Hilbert
locals.

(i) ev(nms) =

Per a la forma npy, s’obté directament e,(ng2) = (a,d),. Aixd demostra (i).

Per a provar (ii), apliquem la igualtat e,(ng3) = (=1, —1)4{(a,d), (cf. 5.1.8
(v)). Substituint el valor de (—1,-1),, en funcié de v, s’obté el que voliem
demostrar. O

Es coneguda la caracteritzacié de les algebres de quaternions no ramificades
en funcié de les propietats de les formes quadratiques normiques associades,
que resumim en la proposicid seglient.

b ,
5.1.12 Proposicié. Sigu: H = (%—) una dlgebra de gquaternions 1 siguin

nHa t nhg les formes normiques associades. Son equivalents:

i) H~M(2,Q).
i) nyq €s Q-isotropa.
i) nyz €s Q-isotropa.
W) nyo represesenta I’1 sobre Q.

v) a € Npio(L), on L = Q(v/3). O

Estenem aquesta proposicio a les algebres ramificades, de manera que per-
met caracteritzar el discriminant d'una algebra de quaternions a partir de
propietats de les formes quadratiques normiques associades.

Recordem que Si(f) denota el conjunt de primers p tals que la forma f és
,-anisotropa.
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5.1.13 Proposicié. Siguin H una Q-dlgebra de quaternions i p un nombre
primer. Son equivalents:

(i) p|Dx.
(ii) ny4 és anisotropa a Q,.

(iii) nyz €s anisotropa o Q,.

Es a dir, Dy = H p= H p.

PESI(ny4) PESt (nH,3)

DEMOSTRACIO: D’una banda, sabem que per als primers p | Dy es té que
(a,b), = —1. D’altra banda, la forma ng4 és Q,-isdtropa si, i només si,
ép(nH4) = (—1,—1),, ja que discg,(nx,4) = 1. Com que per 5.1.8(v) tenim
que €y(ng4) = (—1,—1),(a,bd),, €l fet de ser anisdtropa sobre Q, equival al
fet que (a,b), = —1. Aixd demostra l'equivaléncia de (i) i (ii).

Per a la forma ternaria nggs, la condicié d’isotropia s'expressa també en
funci6 de l'invariant de Hasse-Witt: e,(ng3) = (-1, — discg,(n#,3))p. Tenim
també que discg,(nm;3) = 1. Aixi, obtenim una condicié analoga al cas
anterior. Com que ¢,(np3) = €p(nm,4), és clar que (iii) també és equivalent
als apartats anteriors. O

La proposicié segiient relaciona el caracter definit o indefinit de ’dlgebra amb
el caracter definit o indefinit de les formes associades.

5.1.14 Proposicié. Siguin H una Q-dlgebra de quaternions t ng;, per a
1 =2,3,4, les formes normiques associades. Aleshores,

(i) H és definida < ny 4 €s definida positiva,
& npy3 és definida positiva,
& nyp és definida negativa.

(1) H és indefinida < npg4 és indefinida,
& nygs €s indefinida,
& nyo €s definida positiva o indefinida.

DEMOSTRACIO: Una Q-algebra de quaternions H és definida si, i només si,
, . ) , b\ .
H Q@R és un cos, el cos dels quaternions de Hamilton. Si H = (%) , aixo
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esta caracteritzat pel valor del simbol de Hilbert sobre R, (a,b)eo = —1, la
qual cosa equival al fet que a i b siguin ambdds negatius. Aquesta mateixa
condicié determina el caracter de les formes normiques. O

5.1.3 Les formes normiques 1 les K, -formes

En primer lloc, recollim en els dos lemes seglients els calculs dels determi-
nants, les formes adjuntes, reciproques i polars, i els nivells de les formes
normiques associades.

b
5.1.15 Lema. Sigu: H = (%) una algebra de quaternions. Considerem

la forma normica terndria ny 3 associada a H. Suposem que H és indefinida
i considerem a > 0. Aleshores, '

(i) deti(nma3) = a®b? i di(nyq) = —alb|.

(ii) ad(ngs)(Y,Z,T) = —ab?’¥? — a?bZ? + abT?; en particular, se satisfa
ad(np3) ] nH3.

2 2 _m2
(iii) reci(nus)(Y, 2,T) = { bY* +aZ*—-T° sib>0,

—bY? - aZ?+T? sib<0.
(iv) N(nps) = 4ald|.
(v) pol(nus)(Y,Z,T) = -bY?*—-aZ?+ T2 0O

b :
-5.1.16 Lema. Sigui H = (%) una algebra de quaternions. Considerem

la forma normica quaterndria ny 4 associada a H. Suposem que H és inde-
finida © considerem a > 0. Aleshores,

(1) det]_(TZHA) = a2b2, dl(nH,‘;) = —a|b], dg(nHA) = —4a|b|
(i) ad(nm4)(X,Y, Z,T) = a?0>X? — ab?Y? — a?bZ? + abT?; en particular,

ad(ng4) 2 nHa4-
_f —abX?+bY?+aZ?-T? sib>0,
(i) recs(nima) YV 2,70 =\ gpx2 _by2 — 022472 sib<o

reca(nmq) = 2reci(ny4)-

A més, reci(nmq)(X,Y, Z,T) = di(nga)X? & reci(ngs)(Y, Z,T).
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(iv) N(ng4) = 4ald].
(v) pol(nya)(X,Y,2,T) = abX? - bY? - aZ?*+ T2 O

Notem que si les formes fossin definides, canviaria el signe de d, i, per tant,
el signe de les formes reciproques.

A continuacié explicitem la relacid entre la signatura de les formes ndormiques
ila de les seves formes adjuntes i reciproques. Notem que el caracter definit
o indefinit es conserva, pero hi ha algun canvi en els signes.

5.1.17 Proposicid. Sigui H una Q-dlgebra de quaternions. Tenim les rela-
cions seguents.

(i) sign(np,) = sign(ad(ngy,;)) = sign(pol(ny,)), per a i =3,4.
(i) sign(ng.4) = sign(rec,(ng4)).

(iii) La forma recy(ny3) t€ el mateiz cardcter, definit o indefinit, que la
forma ngs. Sings és una forma indefinida, de signatura (1,2), ales-
hores sign(rec;(np3)) = (2,1). '

DEMOSTRACIO: A partir dels calculs explicits de les formes adjuntes d’a-
questes formes normiques, és clar que la signatura de 'adjunta coincideix
amb la de la forma. Notem que aixd en general només és cert per a les
formes binaries, per a les quals la forma i la seva adjunta sén equivalents.
Per a qualsevol forma quadratica, la forma polar s’obté multiplicant la forma
adjunta per un nombre racional positiu. Aixo demostra (i).

Per a estudiar la signatura de la forma reciproca només cal tenir en compte
el signe de dy(nps) i do(npa). Aquest signe és positiu si la forma és de-
finida positiva i és negatiu si la forma és indefinida. Observem que, per
al cas quaternari, si la signatura és (2,2), en dividir per d,(ng4) continua
sent (2,2). En canvi, si ngg és indefinida de signatura (1,2), obtenim que
sign(rec;(np3)) = (2,1). O

A partir dels lemes anteriors, utilitzant la caracteritzacié de les K,-formes, cf.
4.3.10 1 4.3.12, i el fet que la forma normica és una forma unitaria, obtenim
el teorema segiient.

b
5.1.18 Teorema. Siguin H = (%) una dlgebra de quaternions indefinida

tnya tnps les formes normiques associades. Aleshores,



5.2. Formes traga d’dlgebres de quaternions 141

(i) ng4 és una K,-forma, per a 0 =1,2; a més, és una forma principal.

(i) ngygs és una Ky-forme. O

5.2 Formes traga d’algebres de quaternions
5.2.1 Definicié i propietats

b . X
Sigui H = (%) una Q-algebra de quaternions, a,b € Z, lliures de qua-

drats, amb base {1,1, 5,ij}. Podem associar a H altres formes quadratiques
diferents de les formes normiques, que doten també ’algebra de quaternions
d’estructura d’espai quadratic. '

Per 1.1.13, la traga indueix una forma bilineal simetrica donada per la traga
del producte. Si la normalitzem, obtenim:

B: HxH — Q
(, 8) = 3tr(aB).

La forma quadratica associada és:

H — Q
a = Bl(a,a)=3tr(a?).

5.2.1 Remarca. Considerem la forma bilineal B’ restringida a I’espai dels
quaternions purs, Bjy . Per a u,v € Hp tenim que Bl’Ho(u,v) = L(uwv +°
vu). Aixi, a Pespai (HO,BI’HO), u 1 v sén ortogonals si, 1 només si, u i v
anticommuten a Hy. Per tant, {i,7, k} és una base ortogonal de Hy,. Aixi,
{1,%,5,k} és una base ortogonal de 'espai quadratic regular (H, B'). O

5.2.2 Definicié. Anomenem formes traca associades a la Q-algebra de qua-
ternions H les expressions de la forma quadratica anterior sobre H i sobre
Hj en les bases {1,%,7,i5} i {4,7,%5}, respectivament. Les denotem per t54
1ty 3, respectivament. O

Explicitament, a P’algebra H = (%’—;) li éssociem

la forma quaternaria tg4(X,Y,Z,T) = X% + a¥Y? + bZ? — abT?,
la forma ternaria tua(Y,2,T) = aY? 4 bZ?% — abT™.



142 Cap. 5. Algebres de quaternions i formes quadratiques

Hi ha una bona relacié entre aquestes formes quadratiques traga i les formes
quadratiques normiques tractades en la seccié anterior; alguns resultats pro-
vats per a les formes normiques tenen també el seu analeg en aquestes noves
formes. Ho expressem explicitament en el lema segiient.

5.2.3 Lema. Considerem les formes quadratiques normiques ¢ traga associ-

a,b
ades a una dlgebra de quaternions H = | —

Q

(i) Per a tot A € Q, tga(A) = A% = ng4(N).
(i) tus(Y, Z2,T) = —npa(Y, 2, T).
(ili) ty4 és una forma quadrdtica unitdria, peré no éé multiplicativa.
(iv) tga(X, Y, Z,T)~ X?* @ tua(Y,Z,T).
(v) Les formes quadrdtiques tg 4 i tys son de coeficients enters, O
De manera analoga a la forma normica, obtenim el resultat segiient, que déna

una equivaléncia entre els isomorfismes d’aquestes Q-algebres i les isometries
d’aquests Q-espais quadratics.

5.2.4 Proposicié. Siguin H i H' dues dlgebres de quaternions sobre Q.
Considerem la seva estructura com a espai quadratic amb la forma quadrdtica
donada per la traga. Aleshores, son equivalents:

(i) H i H' sén Q-dlgebres isomorfes.
(1) (H;tma) i (H',tm4) son Q-espais quadratics isométrics.

(iii) (Ho,tm3) @ (Hp,tur3) sén Q-espais quadrdtics isométrics.

DEMOSTRACIO: L’isomorfisme de Q-algebres de (i) indueix una forma qua-
dratica en H' a partir de la forma quadratica traca associada a H. Per
1.1.16(iv), aquesta forma quadratica induida coincideix amb la forma traga
associada a H'; per tant, obtenim que (H,ty4) i (H',tg14) s6n Q-espais
quadratics isomeétrics.

Per a veure que (ii) implica (iii), de manera analoga a les formes normiques,
s’utilitza el teorema de Witt i el fet que la forma tg4(X,Y, 2,T) = X* @
tna(Y, Z,T).
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Finalment, veurem que (iii) implica (i). Suposem que (Ho,tn,3) 1 (Hp,tm3)
sén Q-espais quadratics isometrics. Aleshores, és clar que els espais (Ho, g ,3)
i (Hyynpr3) també sén Q-isometrics, pel lema 5.2.3(ii). Per a les formes
normiques, és conegut que, amb la construccié d’algebres de Clifford, aquesta
isometria implica que les algebres de quaternions H i H' sén Q-algebres
isomorfes. O

5.2.2 Relacions entre els invariants.

A continuacié llistem algunes propietats de les formes quadratiques traca.

b L .
5.2.5 Proposicio. Siguin H = (-C—L—’—> una dlgebra de quaternions ity i

Q

tus les formes quadratiques traga associades a H.

(l) detl(t}],,;) = detl(tH,:;) = —azbz, diSCQ(tHA) = diSCQ(tng) = -1,

(ii) tyg4 és sempre una forma indefinida. St H és definida, té signatura
(1,3); si H és indefinida, té signatura (3,1).

(iii) tgs és una forma indefinida, de signatura (2,1), si H és indefinida;
tn,3 €s una forma definida negativa si H és definida; en particular, ty 3
no pot ser mai definida positiva.

(iv) €u(tma) = €u(tu3) = (a,b)y, per a qualsevol plaga v de Q.

(V) tHA A tH,3.

(vi) tgs itga son formes SL(n,Z)-reduides.

(vii) a4 €s un forma primitiva. Si med(a,b) = 1, llavors ty 3 també ho és.
DEMOSTRACIO: Aplicant directament la definicié de determinant i discrimi-
nant, obtenim (i).

Els apartats (ii) i (iil) s’obtenen en comprovar els possibles signes dels valors
de la diagonal de les formes, segons els signes de a i b.

Calculem l'invariant de Hasse-Witt, en una placa v de Q, de la forma tj 3,

eu(tms) = (a,b)s(a, —ab)y(b,—ab), =
= (a’ b)v(aa ""a)v(a, b)v(b, a)u(b, —b)v =

= (a, b),.
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Per a la forma ty 4, desenvolupant l'invariant de Hasse-Witt local, obtenim
que &,(tma) = €,(tr3)(1,a)s(1,0)s(1,—ab),. Com en el cas de la forma
normica, deduim (iv), ja que (1,a), = 1 per a qualsevol placa v i qualsevol

a€ Q.

Per als resultats dels apartats (v), (vi) i (vii) només cal aplicar les definicions
corresponents. O

El corollari seglient mostra la relacié entre els invariants de Hasse-Witt de
les formes quadratiques traca, tg3 i tya, 1 Uinvariant de Hasse de P’algebra
de quaternions H.

' b . Co
5.2.6 Corollari. Sigui H = ﬁ’——) une algebra de gquaternions i siguin

i3 ttma les formes traga associades. Aleshores, per a tota plaga v de Q, se
satisfd que
‘ a,b
el = uftns) = () .
Q/,

DEMOSTRACIO: D’una banda, pel teorema de classificacié de les lgebres

Q
simbol de Hilbert local (a, b),. D’altra banda, 'invariant de Hasse-Witt de les

formes traga també coincideix amb el simbol de Hilbert (cf. lema 5.2.5(iv)).
O

b .
de quaternions, 1’invariant de Hasse de ’algebra ¢ &2 coincideix amb el
q ) g
v

El corollari segiient relaciona directament els invariants de Hasse-Witt de les
formes traga amb el discriminant de ’algebra de quaternions. Aixi, tenim
una manera de trobar els factors primers del discriminant de la Q-algebra de
quaternions a partir de les formes traca. Recordem que denotem per Sy(f)
el conjunt de primers p tals que I'invariant de Hasse-Witt de la forma f a Q,
és igual a ~1.

. . ,b \ L
5.2.7 Corollari. Sigut H = (%) una dlgebra de quaternions i siguin tgs

i ty,4 les formes traga associades. Aleshores,

Dy = H p= H p. &

PES2(tma) PES2(tH,q)
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5.2.3 Les formes traga i les K-formes

A continuacié generalitzarem les definicions de forma reciproca i K,-forma
donades en la seccié 4.3, per tal d’aplicar-les a les formes traces.

5.2.8 Definicié. Suposem que f és una forma quadratica de coeficients a

Z tal que | det,(f)| és un quadrat perfecte. Posem dJ(f) = ++/[det,(f)] si
la forma quadritica és definida positiva i dJ(f) = —+/| det,(f)] si la forma

quadratica és indefinida; no considerarem formes quadratiques definides ne-
gatives. O

1
ad(f).
. L E)
Diem que una forma quadratica f és una K}-forma si f i rec}( f) tenen
coeficients enters. Analogament, diem que una K1+ -forma f és principal si
representa 1’1 sobre Z. O

5.2.9 Definicions. La forma o*-reciproca de f és rect(f) :=

5.2.10 Remarca. Es clar que si f és una K,-forma, aleshores f també és
una K}-forma. Aixi, les definicions anteriors generalitzen les definicions de
4.3. Els resultats obtinguts per a K,-formes que només depenen del fet que
els coeficients siguin o no enters s’estenen de forma natural a KX -formes. O

b
5.2.11 Lema. Sigui H = (&) una dlgebra de quaternions ¢ty s la forma

Q

ternaria traca assoctada. Suposem que H és indefinida 1 considerem a > 0.
Aleshores,

(1) detl(tH,3) = —a2b2, d-ll-(tHA) = —a|b]
(i) ad(tm3)(Y;2,T) = ad(nps)(Y, Z,T) = —ab?Y? — a?b2? + abT?.

bY?+aZ%-T% sib>0,
bY?—-aZ?+T? sib<0.
De fet, rect (tg3) = reci(npy3).

(iii) rect (tu3)(Y,2,T) = { _

(iv) N(tm;s) =4alb].
(v) pol(tu3)(Y,Z,T) = -bY% - aZ?+ T2 O

.y a,b X L
5.2.12 Lema. Sigu: H = <——’— una dlgebra de quaternions ity 4 la forma

Q

quaterndria traga associada. Suposem que H és indefinida i considerem a >
0. Aleshores,
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(i) deti(trq) = —a?8?, d(tga) = —alp| i dF(tga) = —4alp].
(i) ad(tga)(X,Y, 2, T) = —a®h?X? — ab?¥Y? — a2bZ? + abT?.

abX®+bY?+aZ?—-T? s1b>0,

(i) rec (tma)(X, Y, 2,T) = { —abX? 4+ bY2 ~aZ2+ T2 sib<0.

recy (tga) = 2recy (t4).
A me's, recl(ny,4)(X, Y, Z, T) = d1 (’I’I«H,,;).Xz P rec (TZH,;;)(Y, Z, T).
(iv) N(tg,4) = 4|ab.
(v) pol(tm4)(X,Y, 2, T) = —abX? —bY? —aZ?>+ T2. O

Dels resultats d’aquests lemes sobre les formes traca, conjuntament amb la
generalitzacié dels resultats de la secci6 4.3 al cas de les K} -formes, i el fet
que la forma traca és una forma unitaria, dedulm el teorema segiient.

b ‘ . :
5.2.13 Teorema. Siguin H = (a_,_) una dlgebra de quaternions indefinida

it itz les formes tragca associades. Aleshores,

(i) tga és una Kf-forma principal, per a o = 1,2.

(ii) tgs €s una K{-forma. DO

5.3 Correspondencia entre algebres de qua-
ternions i formes quadratiques

Recordem que hem assignat a cada Q-algebra de quaternions una forma
normica (cf. 5.1) i una forma traga (cf. 5.2), de manera que dues formes
normiques, o traces, sén Q-equivalents si, i només si les Q-algebres de quater-
nions sén isomorfes. Aixi, tenim aplicacions del conjunt de classes d’isomor-
fisme de Q-algebres de quaternions en el de formes quadritiques sobre Q de
3 0 4 variables. En aquesta seccid, estudiarem els conjunts imatge d’aquestes
aplicacions i definirem bijeccions entre aquests conjunts. Les demostracions
son constructives i donen de manera explicita I’aplicacié inversa.

5.3.1 Notacié. D’una banda, considerem el conjunt de les Q-algebres de
quaternions modul Q-isomorfisme, que podem identificar amb Bry(Q). D’al-
tra banda, considerem els conjunts de formes quadratiques enteres regulars
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segliients:

QF .= {f : f forma quaternaria no definida negativa, det,(f) = A? a Q},
Q7 := {f: f forma quaternaria, det,(f) = —A* a Q},

QF := {f : f forma ternaria, det;(f) = A? a Q},

Q3 := {f : f forma ternaria, det;(f) = —A? a Q}.

Denotem per C(QF) i C(Q7), amb i = 3,4, els conjunts de formes quadrati-
ques anteriors modul la relacié de Q-equivalencia. Per a una forma quadratica
f, recordem que hem definit els conjunts de places Si(f) 1 S2(f) (cf. seccid
42). D

En primer lloc, obtenim una bijeccié entre els conjunts de formes ternaries i
els conjunts de formes quaternaries.

5.3.2 Proposicié. Les aplicacions

c@y) — D), C(Q3) — C(Qy),
f(Y,2,T) — X*+f(Y,2,T) 2,7y » X*+f(Y,2,T)

sén bijectives.

DEMOSTRACIO: Notem que ambdues aplicacions estan ben definides, ja que
una forma i la seva imatge, per a qualsevol de les dues aplicacions, tenen
el mateix determinant. A més, és clar que les formes imatge no seran mai .
definides negatives. '

La injectivitat de les dues aplicacions també és clara, utilitzant el teorema
de Witt. Vegem l’exhaustivitat per a cada aplicacié.

Considerem una forma quadritica g € C(QJ). Provarem que g 2 1. Per
ser una forma de quatre variables, tenim que ¢ Q;g 1 per a tota plaga finita
p. Si g és una forma indefinida, és clar que g L 1, per 4.2.3, tenim que

g B 1 si g és una forma definida positiva, aleshores g L] si, 1 només si,
9(X1,...,X4) — X és una forma de cinc variables que representa el 0 sobre
R. Ara bé, aquesta forma és indefinida, per ser g definida positiva; per tant,
representa el 0. En qualsevol cas, tenim que la forma quadratica g de quatre
variables, regular i no definida negativa, representa el 0 sobre R i sobre Q,,

per a tot p; per tant, deduim que g 21 Ama bé, si apliquem de nou els
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resultats classics de representacié i equivalencia (cf. [Ser73] o bé [BS66)),
com que g representa 1’1 sobre Q, tenim que g és Q-equivalent a una forma
X%+ f(Y,Z,T). Es clar que det,(f) = det(g); per tant, f € C(QF). Com
que dety (f) > 0, f no pot ser definida negativa i té el mateix caracter que g.
Aix0 demostra l'exhaustivitat de I'aplicacié de C(Q1) a C(QF).

Considerem ara g € C(Q;). Notem que g és necessariament una forma
indefinida. El mateix argument anterior prova que g representa 1’1 sobre Q;
per tant, g(X,Y, Z, T)g X2+ f(Y,2,7). Es clar que la forma f € C(Q3),
la qual cosa demostra ’exhaustivitat de 1’aplicacié de C(Q3) a C(Q7). O

A continuacid, el teorema seglient prova la bijeccié entre Bry(Q) i els conjunts
de formes corresponents, a partir de les propietats de les formes normiques
1 les formes traca, provades a les seccions anteriors, i els resultats de teo-
ria de representacié i equivaléncia de formes (cf. seccié 4.2). Notem que
les bijeccions que obtenim en els apartats (i) i (iii) sén explicites en els dos
sentits. Aixi, a partir d’una forma quadratica en les condicions predetermina-
des construim explicitament una algebra de quaternions que té com a forma
normica o bé forma traga una forma equivalent a la donada inicialment. En
particular, deduim una manera de construir algebres de quaternions de dis-
criminant predeterminat a partir d’invariants de la forma quadratica inicial.

Aix0 permet una reformulacié, en els apartats (ii) i (iv), dels resultats 5.1.13
15.2.7.

5.3.3 Teorema. Considerem els conjunts de classes de formes quadrdtiques
terndries ¢ quaterndries anteriors.

(1) Les aplicacions ,
v3:Bry(Q) — C(QY), ve: Bra(Q) — C(Q1)
H — nH3 H — NH 4.
sdn bijectives.
(i) Si f € QF, aleshores H p= DV;:m ;
PESI(F)

si f € QF, aleshores H p=Dy 1.
PESI(S) '

(iii) Les aplicacions

73: Bry(Q) — C(Q3), 741 Br(Q) — C(Q7)
H tH,3 H — tH,4-
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sén bijectives.

(iv) Si f € Q3 , aleshores H p=D 1y,
peS2(f)

st f € Qy, aleshores H p= Dr;‘(f)'
PES2(f)

DEMOSTRACIO: En primer lloc, notem que les aplicacions v; i 7;, per a
i = 3,4, estan ben definides, ja que si canviem la base de 1’algebra o tenim
un isomorfisme d’algebres, les formes obtingudes sén Q-equivalents, per 5.1.7
1 5.2.4, respectivament. Dels mateixos resultats deduim que sén aplicacions
injectives. Cal veure’n 'exhaustivitat.

Per a veure que v3 és exhaustiva, cal veure que, donada una forma quadratica
a,b

f € QF, existeixen a,b € Q tals que f 2 N3, per a H = <6> Llevat

Q-equivaléncia, podem suposar que f és diagonal; aixi, f(X,Y,Z) = a1 X2 +

a2Y? + a3Z? amb ayazas = A%, a; € Z lliures de quadrats. Posem a = —aq;

a1a2 araz _ dety(f) _

asz on 2

2 : .
(—%\—> € Q?. Aleshores tenim que f(X,Y,Z2) R —aX? - bY? + abZ? =

as
| b
nua(X,Y,Z), pera H = <%—>, com voliem veure.

Considerem ara l’aplicacid vq. Es clar que v4 s’obté composant v3 amb la
bijeccié de C(QT) a C(Q7), definida a la proposicié 5.3.2 anterior. Per tant, -
automaticament vy és bijectiva. Aixd completa la demostracié de (i).

i b = —ay; aixi, obtenim que ab = aja; =

L’apartat (ii) és conseqiiéncia directa de (i), tenint en compte la proposicié
5.1.7.

La demostracié de (iii) és analoga a la de (1). Per a veure que 73 és exhaustiva,
cal provar que, donada una forma quadratica f € @3, existeixen a,b € Q tals

que f 2 H3, pera H = % . Llevat Q-equivalencia, podem considerar
f diagonal, f(X,Y,Z) = a1 X® + a;Y? + a32? amb ayaza3 = dety(f), a; € Z
lliures de quadrats. Ara posem a = a; i b = ay; per tant, —ab = —a1a; =
det A\
—ﬂa—za;;, on —2%2 _ 12(f) = (——) € Q°. Aleshores, f(X,Y,Z) R
as as ag as

aX? +bY? — abZ? = tu3(X,Y,Z), pera H = (%), com voliem veure,
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Si utilitzem la proposicié 5.3.2 anterior, ’exhaustivitat de 74 es dedueix de
I’exhaustivitat de 73.

Finalment, (iv) es dedueix de (iii) aplicant propietats de la forma traca, cf.
5.2.4. 0

Aquesta construccié d'una algebra de quaternions de discriminant predeter-
minat es troba implementada en el paquet Poincare. A la seccié d’algoritmes
comentem les instruccions programades.

5.4 Algoritmes 1 taules

Les instruccions relatives a aquest capitol fan referéncia a les formes nor-
miques i les formes traga associades a una algebra de quaternions i a la
correspondencia entre formes quadratiques i algebres de quaternions donada
a la secci6 5.3. '

En primer lloc, obtenim les formes normiques associades a una algebra de

b . . .
quaternions H = (9—’—— , directament a partir dels arguments a 1 b, amb

Q

les instruccions nfH4 i nfH3. Per a facilitar I'is de les constants que porten
associades aquestes formes, hem programat també les instruccions detinfH
1 nivnfH, que donen el determinant i el nivell de les formes normiques de
lalgebra, a partir dels arguments a i b.

També tenim instruccions per a calcular altres formes associades a les formes
normiques, com adH3, adH4, polH3, polH4, rec1H3, reciH4 i rec2H4.

Per a les formes traca, hem programat les instruccions tfH4 i tfH3. Per
a calcular els seus invariants i les formes quadratiques associades es poden
utilitzar les instruccions generals de formes quadratiques comentades en el
capitol 4 o bé la relacié entre les formes traga i les formes nérmiques explici-
tada en aquest capitol.

Hem implementat explicitament la correspondéncia entre formes quadratiques
i algebres de quaternions de la seccié 5.3, utilitzant comandes de formes
quadratiques, comentades ja en el capitol anterior. Un sentit de la corres- -
pondeéncia coincideix amb les instruccions nfH4, nfH3, tfH4 i tfH3. El sentit
contrari, és a dir, la determinacié d’una algebra de quaternions H a partir
de formes quadratiques donades amb certes propietats, es troba implementat
en les instruccions Hnf4, Hnf3, Htf4 i Ht£3.
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Les taules seglients recullen I’expressio explicita de les formes associades a
algebres de quaternions, definides o bé indefinides, de discriminant D < 100,
i alguns dels seus invariants.
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Taula 5.1 Formes quadrdtiques terndries associades a les Q-algebres de
quaternions, definides o indefinides, de discriminant D < 100.

| D] H l f=nga=—tgs | di(f) | N() | $1(f) |

1] (1,-1) -X*4+Y?- 272 -1 410

21 (-1,-1) XP+Y?4 72 1 41 {2}

3| (=3,-1) 3X2+Y%+322 3 12 | {3}

5] (—5,-2) 5X%4+2Y? 41022 10| 40 {5}

6| (3,-1) -3X*+Y?-322 31 121 {2,3}

7] (=7,-1) TXP+ Y 4772 71 28| {7}
10 (2,5) ~2X?—5Y?+102%| -10| 40| {2,5}
11 (~11,-1) 11X2+Y? 41122 11| 44 {11}
13 | (~13,-2) 13X% +2Y*% 42622 26| 52| {13}
4] (7,-1) —7X*+Y?+722 71 2814{2,7}
15| (3,5) ~3X?-5Y?2 41522 -15| 601 {3,5}
171 (=17,-83) | 17X*4+3Y*4+357Z* | 357 | 1428 | {17}
19 | (-19,-1) 19X2% +Y? 41927 19 761 {19}
21 | (21,-1) ~21X?T+Y?2-21Z%| 21| 82]{3,7}
22 | (11,-1) —-11X2+Y?2-112%| -11| 44| {211}
23 | (—23,-1) 23X* +Y?+2322 23 | 92| {23}
26 | (13,2) ~13X?—2Y?24+2627| -26| 104 | {2,13}
29 | (—29,-2) 20X7? +2Y7? 4 5822 58 | 232 | {29}
30 | (—10,-3) 10X?% + 3Y? + 3022 30| 120 {2,3,5}
31| (=31,-1) 31X*+Y?+3177 31| 124 | {31}
33| (33,-1) —33X*+Y?-332%| -33| 132 {3,11}
34| (34,-3) | —34X%4+3Y2-102Z%| -102 | 408 | {2,17}
3B (7,5 —~7X?—5Y? 3522 | -35| 140 {5,7}
37 | (—37,-2) 37X% +2Y% 47427 74 | 296 | {37}
38 | (19,-1) ~19X2+4+Y?%—-1922 ] -19 76 | {2,19}
39| (39,-7) | —39X2+7Y%*-2732% | -273 | 1092 | {3,13}
41 | (—41,-3) | 41X*4+3Y?4+123Z% | 123 | 492 | {41}
42 | (—42,-1) 42X% +Y? 4 4272 42 | 168 | {2,3,7}
43 | (—43,-1) 43X% +Y* + 4377 431 172 | {43}
46 | (23,-1) -23X%+Y?-23Z% -23| 92|{2,23}
47 | (—47,-1) 47X: +Y? + 4772 47 | 188 | {47}
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(D] H | f=nas=—tus | (D) NP S ]

511 (3,17) —3XZ—17Y? +51Z%] -51] 204 {3,17}
53 | (=53,—2) | 53X%+2Y*+41062%| 106 | 424 | {53}
55 | (—55,—13) | 55X% 4+ 13Y*+4715Z% | -715 | 2860 | {5,11}
57 | (57,-1) —57X2+Yr 577 -57| 228 (3,19}
58 (29,2) —29X% -2Y? +582%| -58 | 232 {2,29}
59 | (—59,-1) 59X2 + Y? + 5922 59 | 236 | {59}
61 | (—61,—1) 61X%+Y? 46122 61 | 244 | {61}
62 | (—67,-1) 67X2+Y?+6722| -67| 268 {2,31}
65| (5,13) —5X2—13Y2+652%| -65| 260] {5,13}
66 | (—66,—1) 66 X2 +Y? + 6642 66 | 264 | {2,3,11}
67 | (—67,—1) 67X% +Y* 46727 67 | 268 {67}
69 | (69,-1) —69X%2+YZ 6922 -69| 276 {3,23}
70 | (—35,—2) 35X7% +2Y% + 7022 70| 2801} {2,5,7}
71| (=71,-1) 7T1X% +Y? 4+ 7122 71| 284 {71}
73| (=73,-17) 73X° +Y? +73Z* 73 | 292 ] {73}
74| (37,2 37X -oY? 47472 | 74| 296 | {2,37}
771 (77,-1) —TIX*4+Y 7722 | 77| 308 {7,11}
78 | (—6,-13) 6X2% +13Y2 + 78272 78| 3121 {2,3,13}
79 (=79,-1) | 79X?+Y?4+7922 79 | 316 | {79}
82 | (82,-3) | —82X%43Y2—246Z2| -246 | 984 | {2,41}
83 | (—83,-1) 83X?% +Y? + 8322 83 | 332 {83}
85 | (5,17) —5X2—-17Y2 4+ 8522 | -85 | 340 {5,17}
86 | (43,-1) —43X?2+Y?2-4322 | 43| 172 {2,43}
87| (3,29) —3X?-29Y? 4+ 8722 87| 3481 {3,29}
89 | (—89,—3) | 89X%+3Y?+267Z%| 267 | 1068 | {89}
91| (7,13) ~TX?-13Y?+9122| -91| 364 {7,13}
93 | (93,-1) -93X%2+Y?-9322| -93| 372 {3,31}
94 | (47,-1) —47TX* 4+ Y2 4727 | 471 188 {2,47}
95 | (95,—7) | —95X°%+7Y?—665Z%| -665 | 2660 | {5,19}
97 | (=97,—7) | 97X*+7Y%+4679Z%| 679 | 2716 | {97}







