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Introducció 

Envisageons une forme quadratique indéfinie F á coefficients entiers 
[...]. Considérons le groupe principal de F formé de toutes les subs-
titutions á coefficients entiers qui n'altérent pas cette forme. [...] au 
groupe principal de F correspondra un groupe fuchsien G, qui sera le 
groupe fuchsien principal de F. 

H. Poincaré [PoilSSÍ 

L'estudi deis grups fuchsians i les funcions automorfes associades s'iniciá en 
el segle XIX, principalment en els treballs de H. Poincaré, R. Fricke i F. 
Klein. Un grup fuchsiá F C SL(2, R) actúa en el semiplá superior complex 
Ti i el quocient r\'H s'identifica axnb una superficie de Riemann. Poincaré 
emprá també les formes quadrátiques ternáries indefinides en l'estudi deis 
grups fuchsians, Posteriorment, Fricke i Klein |Fril893] [FK1897] prossegui-
ren aquest estudi. 

En el cas deis grups fuchsians commensurables amb subgrups de SL(2,Z), 
la superficie de Riemann associada no és compacta. Aquest fet permeté 
la creació d'una teoría aritmética de funcions atitomorfes desenvolupables 
en serie de Fourier a l'entorn de les puntes. Ara bé, quan la superficie de 
Riemann és compacta aixo no és possible, la qual cosa féu que durant décades 
no s'estudiés aquest cas. 

A partir deis anys seixanta, al Uarg de nombrosos treballs, G. Shimura con­
sidera l'acció de grups fuchsians donats per subgrups d'unitats d'álgebres 
de quaternions en el semiplá de Poincaré, i inclogué el cas compacte i no 
compacte. En un deis seus treballs esmenta el punt de vista de Poincaré: 

[...] part of the paper is devoted to the theory of a certain type of auto-
morphic functions of one variable known in the literature as functions 
belonging to indefinite ternary quadratic forms [Poil887], [FK1897]. 
They occur as moduli of abelian varieties of dimensión 2 whose endo-



ii Introducció 

Els models canónics de Shimura 

Una de les aportacions principáis de Shimura, en el tema que ens ocupa, 
és la demostració de l'existéncia d'un model canónic SK per a les varietats 
algebraiques T\H^, de dimensió r. A aquest efecte, Shimura utilitzá espais 
de moduli associats a sistemes de varietats abelianes amb multiplicació qua-
terniónica. Cal distingir dos casos extrems especialment significatius: r = 1 
o bé r = <i. 

morphismríngs are isomorphic to an order of an indefinite quatemion 
algebra. 

G. SMmura [SM59] 

Posteriorment, SMmtira esteagtié la teoría al cas de diverses variables. 

Denotem per H ei eos deis quaternions de Hamilton. Sigui K un eos de 
nombres totalment real de grau d i considerem una álgebra de quaternions H 
sobre K. Suposem que if ® Q E = M { 2 , E ) " x tf"*" amb O < r < á i fixem un 
ordre O C H. El grup d'unitats de O de norma positiva T C 81(2,1.)'" actúa 
de forma propia i discontinua en "W. El quocient r\H*' s'identifica amb eis 
punts complexos d'una varietat algebraica de dimensió r. 

SMmura perfila una teoría, cada cop mes amplia, al voltant d'aquests grups 
i les varietats associades. Pels seus resultáis, en especial per la construcció 
de models canónics, les varietats reberen el nom de varietats de Shimura. 

Els treballs de Shimura despertaren l'interés d'altres autors donant com a 
fruit diversos treballs, distribuíts de forma irregular en el temps. Avui dia 
l'estudi de les corbes i, mes generalment, de les varietats de Shimura ha 
mostrat ser un tema d'interés creixent en teoria de nombres, ja que intervenen 
en la demostració de resultats importants. 

Aquesta memoria aporta una contribució a l'estudi de les corbes de Shimura 
des d'un punt de vista efectiu. 

En aquesta introducció descrivim primerament alguns aspectes deis treballs 
de Shimura i d'altres autors, i esmentem algunes aplicacions centrades en 
el cas de les corbes de Shimura. Després d'unes consideracions generáis 
on manifestem l'objectiu de la memoria, citem resultats d'altres autors que 
hem necessitat per al nostre treball. Finalment, detallem el contingut de la 
memoria, donant una descripció per capítols de les nostres aportacions. 



Introdúcelo iii 

Aportacions d'altres autors 

A continuació, donem una breu pinzellada sobre treballs d'altres autors, re-
ferents a corbes de Shimura SK- D'una banda, bona part deis treballs es 
restringeixen al cas que H sigui una algebra de quaternions sobre Q. D'altra 
banda, molts deis resultats es restringeixen al cas que l'ordre quaterniónic 
sigui maximal. La majoria d'autors incorporen les dues restriccions. 

En primer Uoc, esmentem resultats referents al model de la corba sobre cossos 
locáis i l'estudi de la redúcelo. 

Sigui R l'anell d'enters del eos K. Fixern una plaga v finita de K i sigui K„ 
el completat de K en v. Cerednik [Cer76] fa una aportado important en de­
mostrar l'existénda d'una uniformització u-ádica de la corba SK mitjangant 
subgrups aritmétics discrets de PGL(2, K„). La demostrado de Cerednik de 
l'existéncia d'un model de SK sobre l'anell d'enters local i2„ és indirecta. En 
aquest sentit, és destacable el treball de Drinfeld [Dn76] que proporciona una 
prova mes directa del resultat anterior en el cas K = Q, utilitzant la inter­
pretado modular de les corbes de Shimura. Aquests resultats son basics per 

Si K = Q, els dos casos coincideixen, ja que r = d = 1. Si l'álgebra de qua-
ternions és H = M(2, Q), les corbes que en resulten son les corbes modulars 
clássiques. Si K ^ Q, els casos r — 1 i r = d son ben diferents. El cas 
r — d correspon a una üT-álgebra de quaternions H totalment indefinida. En 
aquest cas, Shimura demostra l'existéncia i la unicitat d'un model canonic 
utilitzant espais de moduli associats a una familia de varietats abelianes amb 
estructures de nivell, cf. [Shi63] i [Shi66]. El cas r = 1 / á és el mes compli-
cat. En aquest cas, Shimura aconseguí la prova sobre l'existéncia i la unicitat 
del model canonic en considerar un nombre infinit de varietats de moduli, cf. 
Shi67]. Així, la corba SK no té sempre una interpretado modular directa. 

Shimura generalitzá els resultats anteriors al cas de grups reductius que ac­
túen en dominis simetrics acotats, cf. [Shi70a] i [Shi70b]. Aquest punt de 
vista fou generalitzat i axiomatitzat per Deligne [DelTl] [Del79] i représ per 
altres autors. 

Deis treballs posteriors de Shimura, destaquem [Shi75], on estudia les varie­
tats SK sobre el eos deis nombres reals i prová que aqüestes teñen punts reals 
si, i només si, H = M(2, K). 

Al final de la memoria donem una Uista de mes d'un centenar de treballs de 
Shimura relacionats amb el tema. 
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a molts deis treballs posteriors. Cal esmentar rexisténcia de treballs dedicats 
a Texposició deis resultáis de Cerednik i Drinfeld, com ara [vdP89] i [BC91]. 

Per a les corbes modulars Xo(N) i Xi{N), la teoría de la reducció está 
estudiada i documentada en els treballs de Deligne-Rapoport [DR73] i Katz-
Mazur [KM85]. En aquest cas, els primers p de bona reducció son els p\ N. 

Els resultáis referents a la reducció de les corbes de Shimura no modulars 
son necessáriament mes complicats, ja que entra en joc un nou parámetro, el 
discriminant D de l'álgebra de quaternions. Per a les corbes de Shimura 5Q, 
associades a un ordre d'Eichler O de nivell N d'una álgebra de quaternions 
H de discriminant D, els primers p de bona reducció son precisament els 
p I DN. Notem que si H = M(2,Q), aleshores D = 1. Hi ha resultats 
sobre la reducció de SQ de Morita [MorSl] i, per a la corba SK amb K -^^Q, 
de Carayol [Car83] [Car86]. En aquesta línia, destaquem també els treballs 
d'Ihara [Iha68] [Iha69], Ogg [Ogg85] i el treball recent de Buzzard [Buz97], 
basat en la seva tesi. 

Els resultats de Shimura sobre els models canónics SK no son explícits. La 
demostració de la seva existencia no dona indicacions de com trobar una 
equació de la corba. Kurihara [Kur79] calcula l'equació d'algunes corbes de 
Shimura concretes de genere < 1 associades a un ordre maximal {N = 1) . 
A aquest efecte, combina resultats de Shimura ([Shi67],[Shi70a] i [Shi75]) i 
resultats d'uniformització u-ádica. Jordán i Livné [JorSl] i Michon [MicSla] 
calculen tres equacions mes de genere < 1. Posteriorment, Kurihara [Kur94̂  
presenta resultats parcials vers un possible cálcul d'equacions de corbes SQ 
de qualsevol genere. 

El problema de la determinació de les corbes de Shimura hipereHíptiques 
está resolt quan K = Qi O ésnn ordre d'Eichler. Ishii [Ish75] determina les 
corbes hipereHíptiques corresponents a ordres maximals amb certes hipótesis 
restrictives. Michon [MicSlb] resol totalment el cas d'ordre maximal, utiHt-
zant resultats d'Ogg [Ogg74] relatius al cas modular. Ogg [OggSS] i [Ogg85 
completa la Uista de corbes de Shimura Sq hipereHíptiques; estudia les in-
volucions w de SQ en el cas d'un ordre d'Eichler de nivell N i descriu els 
components connexos del conjunt de punts reals de la corba SQ/ < w >, 
utihtzant [Shi75] i resultats d'Eichler d'aritmética de les algebres de quater­
nions, cf. [Eic55b] i [VigSO]. 

Jordán i Livné [Jor84] [JL85] donen criteris necessaris i suficients per a l'e-
xisténcia de punts de les corbes SQ en els cossos locáis Qp, per al cas d'or­
dre maximal. Ogg [Ogg85] tracta el cas d'ordre d'Eichler i caracteritza l'e-
xisténcia de punts de les corbes SQ i Sq¡ < w > en els cossos locáis Qp. 
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Aplicacions de les corbes de Shimura 

Les corbes de Shimura han esdevingut en els darrers anys una eina clau en 
l'estudi de problemes aritmétics i en la demostrado de resultats importants. 

L'article de K. Ribet [RibSO] marca l'entrada en joc de les corbes de Shimura 
en un nou escenari, en relacionar-Íes directament amb les corbes modulars. 
Partint de resultats d'Eichier [Eic58] i Shimizu [Shi65] sobre la fórmula de 
les traces, Ribet prova l'existéncia d'una isogénia entre la part nova de la 
jacobianá de la corba modular Xo{N), amb N producto d'un nombre parell 
de primers diferents, i la jacobianá de la corba de Shimura associada a un 
ordre maximal d'una álgebra de quaternions de discriminant A'". 

En la línia d'estudi de les representacions de Galois associades a formes mo­
dulars, les corbes de Shimura, i especialment les seves jacobianes, teñen, 
també de la ma de Ribet, un paper estratégic, Jordán i Livné [JL86] estu­
dien la reducció del model de Néron de la jacobianá de la corba de Shimura 
SQ, en el cas d'ordre maximal, per ais primers de mala reducció i determi­
nen el grup de components connexos, utilitzant les descripcions del model 
regular de la corba sobre Zp, degudes a Drinfeld i Kurihara, i resultats de 

Per ais primers de bona reducció, el problema es redueix a rexisténcia de 
punts de la corba redu'ída sobre cossos finits, la qual es determina mitjangant 
la fórmula de les traces d'Eichler-Selberg; per ais primers de mala reducció, 
cal utilitzar resultats d'uniformització de [Dri76] i [Kur79]. En [Jor86] hi ha 
resultáis sobre 5'Q(F), on F és un eos quadrátic imaginar!. Jordán i Livné 
JL87] tracten l'existéncia de divisors F-racionals i classes de divisors de grau 

d fixat, en el cas que F és una extensió finita de Qp. Kamienny [Kam90] obté 
resultats sobre la finitud del nombre de punts racionáis d'algunes corbes de 
Sbimura SQ sobre cossos quadrátics. Molt recentment, Jordán i Livné [JL99] 
estudien propietats diofantines locáis de quocients SQ/ < W > per a certa 
familia de corbes de Shimura SQ. 

Els resultats anteriors sobre punts de corbes de Shimura son existencials i no 
donen cap informació explícita sobre els punts. En contraposició, destaquem 
el treball recent d'Elkies [Elk98], que calcula punts explícits en quocients 
SQ/ < W > áe corbes de Shimura de genere < 1 associades a un ordre 
maximal d'álgebres de quaternions de discriminant D = 6,10,14,15. 

Deis treballs recents sobre corbes de Shimura destaquem també [Lin93], 
Bes95], [HM95] i IJÍ98]. 
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Consideracions generáis i objectiu de la memoria 

Els comenfcaris anteriors mostren la necessitat i l'actualitat de Festudi de les 
corbes de Shimura. 

L'objectiu d'aquesta memoria és realitzar un apropament teoricopráctic a 
l'estudi de les corbes de Shimura, amb vista a l'obtenció de resultats numérica 
que ens permetin una millor comprensió de les seves propietats. 

Notem que la majoria de les aportacions descrites anteriorment no incidei-
xen en aspectes efectius, la qual cosa, a mes de dificultar-ne el seguiment, 
contrasta amb l'abundant experimentació numérica duta a terme en el cas 

Rayiiaiul (RayTO) i DeUgae-Rapoport [DR73). Posteriorment, Ribet (RibDO 
(Rib89], interrelaciona les reduccions del model de Néron de les jacobianes 
d'una corba de Shimura i d'una corba modular per a provar el cas particular 
de la conjectura (3.2.4?) de Serré (Ser87) concgut com a conjectnra epsilon, 
amb la qual cosa queda demostrat que una part de la conjectura de Shimura-
Tauiyama-Weil implica rúltim teorema de Fermat. En [JL89] es demostren 
resultats sobre la cohomologia de ccrtes corbes de Shimura, en la línia de 
gcneralitzar el resultat de Ribet a formes modulars de pes mes gran que 2, i 
partiut de resultats posteriors de Faltings i Jordán [FJ95]. En generalitzaci-
ons posteriors del treball de Ribet, cf. (RibOl), [BLR91) i (MR91|, s'utilitzen 
i es puntualitzen altres resultats sobre corbes de Shimura. En [Rib94], e! 
mateix autor en fa una descripció. 

Entre els autors que segueixeu la línia d'utilitzar corbes de Shimura per 
a aproximar-se a la conjectura de Serré, destaquem Diamond. Diamond i 
Taylor {DT94] donen resultats sobre corbes de Shimura análegs a resultats 
sobre corbes modulars. A aquest efecte, utihtzen la cohomologia deis models 
canónics, la reducció i la interpretació modular de les corbes de Shimura. 
En [Dia97a), amb vista a gcneralitzar resultats de [Rib90], Diamond utüitza 
corbes de Shimura análogtjes a les corbes modulars que provenen de grups de 
la forma ro(iV)n ri(iV'). Posteriorment tenim resultats de Ribet i Takahashi 
[RT97], Diamond [Dia97b], etc. 

De resultes d'aquests treballs, les corbes de Shimura intervenen en la part de 
la conjectura de Shimura-Taniyama-Weilprovada per Wiles [WÍ195] i Taylor-
Wiles [TW95]. En [DDT97| i (CSS97J es pot trobar una exposició del tema. 
Ai.xí dones, les corbes de Shimura intervenen en la demostració del teorema 
de Fermat per partida doble. 
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Grups fuchsians i formes quadrátiques 

L'inici de l'estudi deis grups fuchsians en els treballs de Poincaré esta Iligat a 
la teoria de les formes quadrátiques. Shimura substituí el Uenguatge algébrale 
de formes quadrátiques peí Uenguatge geométric de varietats abelianes. 

De manera análoga a la relació entre formes quadrátiques binarles i ordres 
deis cossos quadrátics, tenim una relació entre formes quadrátiques ternáries 
i ordres quaterniónics. Aquesta relació ens permet trcisUadar a un ámbit 
d'álgebra no commutativa les necessitats de cálcul en corbes de Shimura. 
Així, com a eines algebraiques per a poder calcular hem considerat tant 
els ordres de les algebres de quaternions com les formes quadrátiques. En 
particular, aixó ha requerit l'estudi de treballs anteriors i posteriors a Shimura 
referents a algebres de quaternions i formes quadrátiques. 

Com a resultats clássics sobre les algebres de quaternions, citem els treballs 
d'Albert sobre la classificació de les algebres de divisió ([Alb34], [Alb35]). 
En aritmética deis ordres quaterniónics, destaquen, evidentment, els treballs 
d'Eichier ([Eic37], [Eic38], [Eic55b], [Eic55a]), que donen nom ais ordres que 
intervenen en aquesta memoria i n'estudien les classes d'ideals. Una re-

modular. En aquest cas, comptávem amb l'experiencia adquirida en el Semi-
nari de Teoria de Nombres (UB-UAB-UPC) de 1990-91, exposat en [BT92). 

Els tractaments algorítmics de les corbes de Shimura i de les corbes modulars 
son essencialment diferents. 

D'una banda, les corbes de Shimura es defineixen com a espais de moduli de 
superficies abelianes, de les quals no se'n té informació numérica. De l'altra, 
l'abséncia d'elements parabolics en el grup fuchsiá no permefc utilitzar desen-
volupaments de Fourier a l'entorn de puntes per a representar les funcions 
automorfes associades. 

Les dificultats exposades ens han obligat a un canvi de paradigma. Tot 
sembla indicar que, per a desenvolupar un estudi algorítmic de les corbes de 
Shimura calia situar-Íes en un context mes proper a l'algebra no commutativa, 
que fes paleses les propietats aritmétiques deis ordres. En aquest context, 
la relació inicial de Poincaré deis grups fuchsians i les formes quadrátiques 
ternáries indefinides és totalment natural i ens ha estat especialment valuosa. 

Aixó ha motivat un canvi de Uenguatge i la utilització d'eines d'álgebra no 
commutativa per tal d'aconseguir efectivitat. 
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formulado d'aquests resultats classics es troba a Vigneras [VigSO]. Com a 
textos básics per a resultats generáis sobre ordres de Jí-álgebres, assenya-
lem Deuring [Deu68] i Reiner [Reí75]. En la década deis setanta, destaquem 
els treballs de Hijikata [Hij74], en els que intervenen ordres d'Eicbler locáis. 
Citem també els treballs de Pizer ([Piz73], [Piz76a], [Piz76b], [Piz80]), si 
bé son relatius a algebres de quaternions definides; en canvi, les algebres 
que intervenen en la construcció de les corbes de Shimura son indefinides. 
Takeuchi [Tak75] [Tak77a] [Tak77b] caracteritza els grups fuchsians que pro-
venen d'álgebres de quaternions i n'estudia els grups triangulara i les seves 
classes de commensurabilitat. En general, els resultats sobre ordres son poc 
explícits, sobretot per ais ordres de Q-álgebres de divisió indefinides, amb 
diferencies importants en les notacions i les definicions deis diferents treballs. 

Per a l'estudi de les formes quadratiques hem utilitzat des de treballs classics, 
com ara les Disquisitiones Arithmeticae de Gauss [GaulSOl], fina a treballs 
mes propers, com ara Ogg [Ogg69j, Jones [Jon67], Serré [Ser73] i Lehman 
[Leh92]. Molts deis resultats es restringeixen a Paritmética de formes binarles 
de coeficients entera o de formes definides. Així mateix, notem també que 
les comandes sobre formes quadratiques de programes d'ordinador habituáis 
es redueixen prácticament a formes binarles enteres. 

Sobre correspondéncies entre formes quadratiques i algebres de quaternions, 
destaquem els treballs classics de Latimer [Lat37], que establí una corres­
pondencia parcial, i els de Brandt ([Bra24], [Bra28], [Bra43]), on presenta 
una correspondencia completa i introduí el concepto de K-forma. Els tre­
balls de Brzezinski ( [BrzSO], {Brz82], [Brz83], [Brz90], [Brz95]), si befan lís 
de la relació entre formes quadratiques i ordres d'una álgebra de quaterni­
ons, se sitúen en l'estudi algébrale deis ordres de les algebres de quaternions. 
Per a les algebres definides, generalitzá a ordres arbitraris certs resultats 
coneguts per ais ordres d'Eichler, utilitzant descripcions deis grups d'auto-
morfismes deis ordres. La correspondencia completa entre formes ternáries i 
ordres quaterniónics ha estat recentment redemostrada, en termes d'álgebres 
de Clifford, per Llórente (Lio 
cálcul efectiu. 

La demostrado és constructiva i permet el 

Destaquem també els treballs següents de Bayer-Travesa i Arenas-Bayer, que 
relacionen ordres quaterniónics, formes quadratiques i punts de multiplicado 
complexa en el cas modular. En [BTc], els autors desenvolupén material básic 
per a un estudi aritmétic deis ordres de l'álgebra de quaternions M(2,Q), que 
s'utiliza en [BTa] i [BTbj. En aquests dos treballs, relacionen la teoría de for­
mes quadratiques binarles enteres amb la teoria d'ordres de cossos quadrátics 
immersos en ordres de M(2, Q). Consideren diferents tipus d'immersions i 
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Contingut de la memoria 

Els principáis resultats de la memoria fan referencia a l'existéncia i propietats 
d'uniformitzacions hiperboliques de corbes de Shimura, que s'obtenen per 
mitjá d'un estudi previ de l'aritmética d'ordres de les algebres de quaternions. 

El model canónic de les corbes de Shimura está caracteritzat per uns certs 
punts, anomenats punts de multiplicació complexa. En la memoria hem de-
terminat aquests punts de manera explícita, a partir d'un conjunt de bijec-
cions que establim entre: classes d'immersions optimals d'ordres quadrátics 
imaginaris en ordres quaterniónics; classes de representacions primitives d'en-
ters per formes quadrátiques ternáries enteres; classes de formes quadrátiques 
binarles de coeficients semi-enters en cossos quadrátics, definides; i els punts 
de multiplicació complexa de la corba de Shimura. 

Aquest plantejament ens ha portat, en particular, al desenvolupament d'una 
teoria de classificació de formes quadrátiques bináries per certs subgrups 
discrets de SL(2,R), diferents del grup modular SL(2, E). 

Paralielament hem elaborat el paquet informátic Poincaré, implementat en 
MapleV, que manipula els diferents objectes que intervenen al llarg de la 
memoria: ordres d'álgebres de quaternions, formes quadrátiques, objectes de 
geometría hiperbólica, immersions, punts de les corbes de Shimura, etc. El 
paquet conté la implementació deis algoritmos obtinguts i permet realitzar 
cálculs efectius. Notem que en els treballs de Poincaré apareixien ja, direc-
tament o indirectament, la majoria d'aquests objectes, la qual cosa ens ha 

proven que l'estudi de les F-classes d'equivaléncia d'immersions és equiva-
lent a l'estudi de les F-classes de certes formes quadrátiques binarles enteres. 
També determinen els nombres de classes corresponents mitjangant el control 
d'invariants numérics adequats. En [ABb] consideren punts de multiplicació 
complexa de la corba modular XQ{N) per a qualsevol discriminant quadrátic 
d 7¿ O i redueixen el seu estudi i 1'avaluado del seu nombre al de certes for­
mes quadrátiques binarles de coeficients enters de discriminant d. En [ABa 
s'estudia un tipus especial d'aquests punts, que es presenten en nombre finit. 

L'estudi numéric de l'acció deis grups fuchsians en el semiplá de Poincaré ha 
requerit també un estudi específic de geometría hiperbólica i d'eines que s'hi 
utilitzen. En aquest sentit, destaquem el treballs de Ford [ForSl], Lehner 
Leh64] i Siegel [Sie71], on es troben resultats sobre cercles d'isometria i la 

seva relació amb la construcció de dominis fonamentals. 
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sembiat una bona rao per a donar aquest nom al paquet. Per tal de facilitar 
l'ús i la comprensió del paquet, comentem a cada capítol les instruccions que 
fan referencia ais conceptes i resultats del propi capítol, i en presentem una 
descripció completa final en el capítol 10. 

A continuació descrivim el contingut de la memoria. 

El capítol 1 está dedicat a les algebres de quaternions H = ^ " ^ ^ > P̂ ^ ^ ^ 

un eos commutatiu de ch.ax{K) ^ 2, i els seus ordres, que anomenarem ordres 
quaterniónics. Revisem definicions i resultats coneguts i introduim conceptes 
que necessitarem en els capítols posteriors. En particular, presentem unes 
famflies infinites de Q-álgebres de quaternions indefinides, per a les quals do-
narem resultats explícits al Uarg de la memoria. En la secciól.l , es descriu 
la teoría algebraica de les Ü'-álgebres de quaternions. Les Q-álgebres de qua­
ternions H de discriminant D = 1 son les Q-álgebres no ramificades; definim 
com a Q-álgebres de quaternions poc ramificades les que teñen discriminant 
D = pq, amb p, q primers, i les classifiquem en el teorema 1.1.31. En particu-

lar, a partir de la classificació de les algebres H = I > donem en el 
teorema 1.1.29, introduim els conceptes d'álgebres poc ramificades de tipus 
A i de tipus B, cf. 1.1.30. La secció 1.2 está dedicada a la teoría aritmética 
deis ordres quaterniónics, especialment deis ordres d'Eichler de nivell N en 
una Q-álgebra de quaternions de discriminant D, que denotem per 0{D, N). 
Conté resultats sobre ordres d'Eichler locáis i giobals. Completem la secció 
amb resultats explícits sobre ordres d'Eichler de les algebres poc ramificades 
de tipus A i B. La secció 1.3 conté comentaris sobre els algoritmes que hem 
implementat i taules amb resultats numérics. D'una banda, hi ha instrucci­
ons per tal d'operar en l'ámbit no commutatiu de les algebres de quaternions 
i per al cálcul deis seus invariants; d'altra banda, s'hi troben instruccions que 
permeten la manipulado deis ordres i les seves bases, com ara cálcul de bases 
simplificades i intersecció d'ordres. Amb aqüestes instruccions, hem obtingut 
taules de classificació d'álgebres de quaternions i taules d'ordres d'Eichler, 
per a algebres poc ramificades de tipus A i B. 

En el capítol 2 s'introdueixen formalment les corbes de Shimura X{D,N), 
definides a partir d'un ordre d'Eichler 0{D, N), i calculem explícitament les 
constants de les corbes corresponents a ordres d'algunes algebres poc rami­
ficades de tipus A i B. Comencem amb una breu descripció de conceptes 
propis de la geometria hiperbólica en el semiplá de Poincaré, en la secció 
2.1. En la secció 2.2 donem les definicions habituáis per a les homografies 
i explicitem alguns resultats auxiliars per ais capítols següents; destaquem 
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la relació entre una horaografia 7 i la forma quadrática binaria associa­
da. En la secció 2.3 s'introdueixen els grups d'bomografies quaternióniques 
V{D, N) a partir de les unitats deis ordres 0(D,iV) i els explicitem per a les 
algebres poc ramificades de tipus A i B. La secció 2.4 está dedicada a la defi-
nició de les corbes de Shimura X{D, N) com a quocient V(D, N)\H i recuU 
resultats sobre les constants associades a X{D, N). Finalment, en la secció 
2.5 líistem les instruccions implementades referents a: geometría hiperbólica, 
homografies i invariants de les corbes de Shimura, com ara el nombre de 
cicles elh'ptics, el genere i el volum. Hi incloem també taules explicites de 
constants d'algunes corbes de Shimura i, per raons de completesa, incloem 
les equacions conegudes de corbes de Shimura i la llista de corbes de Shimura 
no modulars hipereliíptiques. 

En el capítol 3 donem una uniformització hiperbólica implementable de les 
corbes de Shimura per al cas no ramificat, X{1,N) = XQ{N), de nivell N 
primer. Així, construím de forma sistemática dominis fonamentals en el 
semiplá de Poincaré de la corba X{l,N) i reobtenim resultats sobre les cons­
tants associades. La secció 3.1 conté definicions i resultats majoritáriament 
coneguts relatius ais cercles d'isometria i un métode de construcció de do­
minis fonamentals, seguint fForSlj. En particular, introduím el concepto de 
cercle d'isometria maximal. En la secció 3.2 apliquem l'anterior ais grups d'-
homografies quaternióniques per al cas no ramificat de nivell primer, r( l , N) 
amb N primer. En primer lloc, fixem un domini fonamental del subgrup 
d'homografies que fixa l'infinit. A continuado, obtenim resultats sobre els 
cercles d'isometria maximals, proposició 3.2,1, que ens permeten donar resul­
tats explícits sobre les constants i propietats del domini fonamental construít 
i les constants associades al grup r( l , N), cf. teoremes 3.2.4 i 3.2.11. En la 
secció 3.3 presenten! els gráfica deis dominis, les taules de constants i la des-
cripció de les instruccions implementades. Les comandes d'aquest capítol fan 
referencia sobretot al cálcul de constants i dades associades al grup ? ( ! , N) i 
al domini fonamental construít. A títol d'exemple, donem les representacions 
gráfiques deis dominis fonamentals construíts per a les corbes X{1, iV), amb 
iV = 3,11,13,23,41, de genere 1, 2 o bé 3; incloem també taules que mostrea 
explícitament els corresponents vértexs r ( l , iV)-equivalents i una presentado 
del grup r ( l , N)¡ úz Id. Una versió reduída deis resultats d'aquest capítol 
está publicada a [Als99b]; per a una versió completa i detallada, cf. [Als99a 

El capítol 4 está dedicat a les formes quadrátiques, amb especial émfasi en les 
formes bináries, ternáries i quaternáries, amb l'objectiu d'unificar i genera-
Htzar notacions i definicions que utilitzarem en els capítols posteriors. En la 
secció 4.1 fixem les definicions i les notacions, que en algún cas generalitzen 
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definicions conegudes. En la secció 4.2 es resumeixen les nocions relatives a 
la teoria de representado i equivalencia de formes quadratiques. La secció 4.3 
recupera i generalitzá definicions i resultats de Brandt relatius a les formes 
reciproques i la propietat de ser K-forma. En la secció 4.4 es presenten propi-
etats generáis de formes quadratiques associades a algebres sobre un eos K. 
En la secció 4.5 apliquem la secció anterior ais cossos quadrátics respecte de 
la forma quadrática norma. Així, tractem les formes normiques binarles as­
sociades ais ordres quadrátics i precisem notacions i resultats que utilitzarem 
en els capítols posteriors. La secció 4.6 conté les instruccions programades 
referents a formes quadratiques, en especial per al cálcul d'invariants de les 
formes quadratiques i les formes reciproques associades, la condició de ser 
K-forma i les formes binarles associades ais ordres quadrátics. 

En el capítol 5 tractem les formes quadratiques quaternáries i ternáries obtin-
gudes en interpretar una Q-álgebra de quaternions H com a espai quadrátic 
i considerar el subespai deis quaternions purs. La interpretado es pot fer 
en fundó de la norma o de la traga, definides en i considerem les formes 
normiques rajy,4 i n/j,3, i les formes traga tH,4 i íj?,3, respectivament. Obtenim 
relacions entre els invariants d'aquestes formes i els invariants de l'álgebra H. 
Els resultats per a les formes normiques son a la secció 5.1; en especial, i 
n//,3 son K-formes, cf. teorema 5.1.18. Els resultats corresponents a la forma 
traga son a la secció 5.2; en aquest cas, generalitzant el concepte de K-forma, 
obtenim el teorema 5.2.13. Els resultats anteriors ens permeten construir 
bijeccions entre conjunts de formes quadratiques i d'álgebres de quaternions, 
que explicitem en la secció 5.3, teorema 5.3.3. Aqüestes bijeccions son efecti-
ves i han estat implementades en els dos sentits. En la secció 5.4 presentem 
les instruccions sobre les formes normiques i les formes traga associades a 
una álgebra de quaternions, referents ais invariants i les formes quadratiques 
associades, on també donem taules amb les formes i els invariants calculats. 

El capítol 6 está dedicat a l'estudi de les formes quadratiques associades ais 
ordres quaterniónics O C H, especialment les formes normiques quaternária 
i ternaria, que denotem per «0,4 i no,3, respectivament, i el conjunt de for­
mes binarles ^{{O) associat a un ordre. Donem resultats sobre la relació 
entre els invariants de l'ordre i les formes quadratiques associades. En la 
secció 6.1 tractem les formes normiques quaternária i ternaria associades a 
un ordre quaterniónic. A mes de l'estudi deis seus invariants, l'aplicació 
deis conceptes introduíts per Brandt ens ha permés arribar a resultats sobre 
la caracterització de les formes normiques que son A'-formes en el teorema 
6.1.13. En el cas d'ordres d'Eichler d'álgebres de quaternions indefinides, el 
criteri és mes explícit, proposició 6.1.20, i provem la relació entre conjugado 
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d'ordres i equivalencia de formes associades ais ordres, teorema 6.1.23. En 
la secció 6.2 estudiem breument la forma traga quaternária ¿0,4 associada 
a un ordre quaterniónic. En la secció 6.3 descrivim les formes bináries as­
sociades ais ordres quaterniónics i donem resultats explícits per a ordres de 
les algebres no ramificados i les poc ramificades de tipus A i de tipus B. 
La secció 6.4 conté comentaris breus sobre les instruccions implementades 
i taules de formes quadrátiques associades a alguns ordres, que mostren les 
formes nórmiques i els seus invariants, la forma traga i l'expressió genérica de 
les formes bináries associades a ordres d'Eichler d'álgebres poc ramificades. 

En el capítol 7 reformulem la teoria d'immersions optimals d'ordres de cos­
sos quadrátics en ordres d'álgebres de quaternions, a partir de l'estudi de 
les formes quadrátiques ternáries i bináries associades ais ordres. D'una 
banda, aixó ens ha permés obtenir resultats sobre formes quadrátiques; d'al-
tra banda, ens ha aportat efectivitat al cálcul d'immersions. En la secció 7.1 
relacionem les immersions de cossos quadrátics en algebres de quaternions 
amb les representacions de formes quadrátiques bináries per formes qua-
ternáries i les representacions de nombres per formes ternáries. La secció 7.2 
recull les definicions sobre immersions i els resultats de classificació coneguts 
per a les immersions optimals d'ordres quadrátics en ordres quaterniónics. 
En la secció 7.3 mostrem Uigams entre la classificació de les immersions i 
la de les representacions de nombres per formes ternáries, cf. 7.3.16. En 
la secció 7.4 donem resultats sobre famílies de formes bináries de coeficients 
semi-enters en un eos quadrátic amb determinant fixat associades ais ordres 
quaterniónics i sobre la seva classificació per subgrups discrets de SL(2,R) 
en el teorema 7.4.7. En particular, explicitem les bijeccions i els conjunts de 
formes bináries corresponents en el cas no ramificat i els casos poc ramificats 
de tipus A i de tipus B. 

En el capítol 8 estudiem la uniformització hiperbólica de les corbes de Shi­
mura corresponents a algebres de divisió i presentem polígons hiperbólics 
explícits que son dominis fonamentals per a algunes corbes de Shimura poc 
ramificades. En la secció 8.1 caracteritzem les homografies quaternióniques a 
partir deis restdtats d'immersions i formes quadrátiques del capítol anterior, 
cf. 8.1.7. En particular, estudiem les homografies eHíptiques, cf. teorema 
8.1.10 i les explicitem per a les algebres poc ramificades de tipus A i B. Estu­
diem també les homografies hiperboliques que fixen l'infinit i certes simetries, 
análogues a les del cas modular. Així, posem de manifest l'existéncia d'una 
homotécia principal que substitueix la translació del cas no ramificat i in-
troduim les rectes hiperboliques principáis. En la secció 8.2 donem pautes 
per a l'aplicació del método deis cercles d'isometria en la construcció de domi-
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nis fonamentals: estudiem els dominis fonamentals del subgrup d'homografies 
que fixen rinfinit i els cercles d'isometria associats a la resta d'homografies 
quaternióniques. En la secció 8.3 fem efectiva la construcció de dominis fo­
namentals. ExpHcitem polígons hiperbólics que son dominis fonamentals i en 
descrivim les característiques, mostrant que aquesta uniformització té propi-
etats similars a la calculada en el capítol 3 per al cas de les corbes modulars, 
peí que fa a les transformacions que fixen l'infinit i les simetries. En la secció 
8.4 mostrem les representacions gráfiques deis dominis fonamentals explici-
tats en la secció anterior, per a les corbes de Shimura X{6,1), X{10,1) i 
X{ló, 1). Hi adjuntem taules amb els cicles i la presentado deis grups. Al­
guns resultats parcials relacionáis amb els presentáis en aquest capítol es 
troben a [Als97]. 

En el capítol 9 estudiem els punts de multiplicado complexa de les corbes de 
Shimura X{D, N) utilitzant els resultats sobre la uniformització hiperbólica 
i el tándem immersions-formes quadrátiques deis capítols anteriors. Con-
siderem un conjunt finit d'ordres quadrátics per ais quals hi ha punts de 
multiplicado complexa especiáis. En particular, per a les corbes de Shimura 
no ramificades i poc ramificades explicitem els resultáis anteriors i en donem 
representacions gráfiques. En la secció 9.1, donem les definicions i els resul­
tats que relacionen aquests punts amb les representacions de formes ternáries 
i les formes binarles del capítol anterior, de manera que comptem el nombre 
de punts de multiplicado complexa per un ordre quadratic en el teorema 
9.1.17. En la secció 9.2 donem els resultáis sobre el cálcul deis punts de 
multipHcació complexa en fundó de formes quadrátiques, cf. 9.2.1. Dedu'ím 
resultats per al cas no ramificat, i els casos poc ramificáis de tipus A i de 
tipus B. Els resultats gráfics els hem recoUit en la secció 9.3, on també co­
mentem les instruccions programades. Mes concretameni, representem tots 
els punts de multiplicado complexa especiáis en els dominis fonamentals de 
les corbes X{1, N) presentáis en el capítol 3 i en els dominis de les corbes 
X{D, 1) presentáis en el capítol 8. Les comandes implementades permeten 
classificar els ordres per ais quals una corba X{D, N) té punts de multipli­
cado complexa especiáis, obtenir la Uista d'ordres quadrátics de multiplicado 
complexa especial i calcular els punts de multiplicació complexa per un ordre 
quadratic fixai. 

Finalment, en el capítol 10 recoUim les instruccions del paquet informáiic 
Poincaré, que conté la implementació en Maple V deis algoritmes descrits en 
els capítols anteriors. En la secció 10.1 donem les característiques técniques 
generáis del paquet. En la secció 10.2 donem una descripció completa de les 
instruccions implementades, especificant els arguments d'entrada i les sorti-
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Capítol 1 

Algebres de quaternions i 
ordres quaterniónics 

En aquest capítol tractem les algebres de quaternions i els seus ordres. En 
donem les definicions i els resultats principáis. Introduím conceptes i noves 
interpretacions i presentem les algebres poc rámificades. 

1.1 Teoría algebraica d'álgebres de quaterni­
ons 

En aquesta primera secció, considerem les algebres de quaternions sobre un 
eos commutatiu K de ch.dx[K) ^ 2, amb especial émfasi en les Q-algebres, 
que son básicament les que tractarem al llarg del treball. En particular, 
introduím les algebres poc rámificades, de tipus A i de tipus B. Com a re-
feréncies principáis citem [Ger79], [Alb34], [Rei75] i [VigSO]. 

Una ií-álgebra A (associativa i amb unitat) és un AT-espai vectorial dotat 
d'una estructura d'anell amb unitat, 1^, de manera que el producte intern 
de l'anell i el producte per un escalar están relacionats per 

k{uv) = {ku)v = u(fcu), u ,D 6 A, k G K. 

Els elements {k • 1^ : k E A'}, a través de la immersió de K dins de A, son 
centráis; és a dir, AT C Z{A), on Z{A) denota el centre de A. Una AT-álgebra 
A es diu que és central si Z{A) = AT, i es diu que és simple si no té ideáis 
bilaterals no trivials. 

1 
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1.1.1 Definicions i resultats 

1.1.1 Definició. Una ÜT-álgebra de quaternions H és una íí-álgebra central, 
simple i de dimensió 4 sobre el seu centre. Denotem per H* el grup de les 
unitats de H. • 

Sobre un eos K de característica diferent de 2, tota álgebra de quaternions 
H té una K-hase {l,i,j,ij} que satisfá les relacions = o, = 6 i ij = 
—ji, per a certs a,b G K*. Anomenem base canónica de H aquesta base, 
Recíprocament, una AT-base i unes relacions com les anteriors, a mes de la 
propietat associativa, defineixen una A'-álgebra de quaternions. En aquest 

fa b\ 
cas, denotem per -j^r l'algebra de quaternions H. Observem que parelles 

\^ J 
diferents poden donar lloc a A'-álgebres de quaternions isomorfes (cf. 1.1.10). 

1.1.2 Definició. Un quaternió u = x + yi + zj + iij de H es diu que és un 
quaternió pur si a; = 0. Denotem per HQ el Jif-espai vectorial deis quaternions 
purs. • 

La noció de puresa és independent de l'elecció de la base { l , i , j , ¿ i } , com 
mostra el resultat següent. 

1.1.3 Proposició. Sigui H una K-álgebra de quaternions i consideremu G 
H, LO Q. Aleshores u E HQ si, i només si, u> ^ K i UJ'^ E K. O 

Recordem els resultats següents sobre els automorfismes d'una A'-álgebra de 
quaternions. 

1.1.4 Teorema. Sigui H una K-álgebra de quaternions. 

Un homomorfisme de ÜT-álgebres <f : A —> B és un homomorfisme d'anells 
A -̂lineaJ (inclou (P{1A) = IB)- De fet, és suficient que </? sigui un homomor­
fisme de A'-espais vectorials tal que = IB i que preservi el producte 
sobre una base de A. 

De la forma habitual, denotem per M(n, R) l'anell de les matrius n X n 
d'entrades en R, per GL(n, R) el grup lineal format pels elements de M(n, R) 
invertibles, i per SL(n, R) el subgrup especial lineal deis elements de GL(n, R) 
de determinant igual a 1. 
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(i) Els K-automorfismes de H son els automorfismes intems (és a dir, 
les conjugacions u f-> a'^toa, on a ^ H*). El grup AutK{H) de K-
automorfismes de H és isomorf al grup quocient H* ¡ K*. 

(ii) Si L és una K-álgebra separable de rang 2, continguda en H, el subgrup 
d'automorfismes de H que fixen tots els elements de L és isomorf a 
L*/K\ • 

1.1.5 CoroHari. Siguin H una K-álgebra de quaternions i L C H una 
K-álgebra quadrática separable. Denotem per m m' el K-automorfisme 
no trivial de L. Aleshores, existeixen elements 6 £ K* i UJ £ H tais que 
H = L + Luj, amb u"^ = O i uim = m'w per a tot m E L. • 

Una íT-álgebra de quaternions és o bé un eos no commutatiu, o bé una álgebra 
isomorfa a l'álgebra de matrius M(2, K); en el primer cas es din que és una 
JiT-álgebra de divisió i en el segon, que és una A^-álgebra de matrius. Si K 
és algebraicament tancat, obtenim només les algebres de matrius. Si K és 
un eos local C), existeix una única K-klgehva de quaternions de divisió, 
llevat isomorfisme. Si K = 'K, s'obté el eos H deis quaternions de Hamilton. 

A partir d'ara, K denotará un eos de nombres i K^, el eos local correspo-
nent, per a cada plaga v de K. Denotem per R i i2„ els anells d'enters 
corresponents. 

1.1.6 Definició. Sigui H una íí-álgebra de quaternions. Per a cada plaga v 
de K, := H®K^ és una fíTu-álgebra de quaternions. Si H.^ és una álgebra 
de divisió, es din que H és ramificada en v\ en cas contrari, es diu que H és 
no ramificada en v. 

Siguin H = ^ ^ ^"^^ plaga de K. Es defineix l'invariant (local) de 
Hasse per 

( — [ 1? si u no ramifica en ií, ^ 
\K \ —1, si u ramifica en / í . 

1.1.7 Teorema. (i) Per a qualsevol K-álgebra de quaternions H, el con­
junt de places de K on H és ramificada és finit i de cardinal parell. 

(ii) Dues K-álgebres de quaternions son isomorfes si, i només si, son ra­
mificades en les mateixes places. 

(iii) Donat un conjunt de places de K de cardinal parell, que no contin­
gut cap plaga complexa, existeix una K-álgebra de quaternions que és 
ramificada exactament en aqüestes places. • 
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Aquests fets es resumeixen en la successió exacta seguent, on Br2 denota la 
2-component del grup de Brauer i e = (cf. [Ser79]): 

1 Bx2ÍK) ® B r 2 (A"„ ) 4 { ± 1 } 1. 
V 

Notem que, si K és un eos global, existeixen infinites algebres de quaternions 
sobre K no isomorfes. 

Si K = Q , l'invariant local de Hasse de l'álgebra de quaternions coincideix 
amb el símbol de Hilbert local (a, b)p. 

1.1.8 Definició. Es defineix el discriminant redui't DH d'una Jif-álgebra de 
quaternions H com l'ideal enter de R igual al producte de les places finites 
de K que ramifiquen en i í . • 

1.1.9 CoroMari. Dues K-álgebres de quaternions son isomorfes si, i només 
si, teñen el mateix discriminant redutt. En particular, una K-álgebra de 
quaternions H és una K-álgebra de matrius si, i només si, DH = -ñ. • 

Si R és un domini d'ideals principáis (DIP), podem identificar els ideáis 
de R amb els seus generadors, Uevat d'unitats. Així, en les Q-álgebres de 
quaternions posem DH G Z . Les Q-álgebres de matrius, per exemple, es 
caracteritzen per DH = 1. 

1.1.10 Remarca. Sobre Q , a partir de les propietats generáis deis símbols 
de Hilbert locáis, s'obtenen els isomorfismes següents, per a a, 6, c € Q . 

(i) M ( 2 , Q ) ~ 

b,a\ ^ 

fl,b\ / a, —a\ 

(ii) 
'a,b\ f ac^jbc^ 

J 

..... /a. ab\ (o, —6^ (m) 

/ a , l - a \ 
V Q 

Explicitem, com a exemple, un isomorfisme 

especialment quan 6 = — 1. 

a; + yi + -2J + tij 

~ M ( 2 , Q ) . L'utilitzarem 

M ( 2 , Q ) 

\b{z-t) x-y J 
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L'isomorfisme invers ve donat per 

^ i ( (a + 5) +{a- 5)i + (/3 + + {(3- h)ij). • 

: M(2,Q) 

U s) 

1.1.11 Remarca. La base canónica {1, i,j, ij} de ) ' transforma per 

l'isomorfisme ij) en la base de M(2,Q) següent: 

:;))• 
En cert sentit, aquesta será la base de M(2,Q) que fará el paper de base 
canónica. • 

1.1.12 Definicions. Tota íí-álgebra de quaternions está dotada d'un K-
endomorfisme que és un antiautomorfisrné involutiu i que anomenem conju­
gado; es denota per cu H->- ¡U. Donat uj E H, es defineix la traga reduida per 
tr(u;) = cj -|- óJ, i la norma reduida, per n(a;) = lj -üJ. 

'a, 

( 1 0^ \ ( 1 0 ^ ( 0 1 \ 

' 'l 0 'V-i o; 

Sigui H = 
K I. ^'i üj = X -{• yi + zj -Y tij, amb x, y,z,t G K, tenim que 

U = X — yi — zj — tij, tv{u>) = 2x i n(a;) — x"^ — ay"^ — hz'^ •\- abt^. Observem 
que u; 6 iío si, i només si, c¡7 = —o;; de fet, HQ és el conjunt de quaternions de 
traga reduida nuHa. Els elements de H* son els elements de norma reduida 
no nuHa. • 

Sigui H = M(2, K) i identifiquem K amb la seva imatge a M(2, K), peí K-
homomorfisme que envia l'element unitat de a la matriu identitat. Ales-

'c d\ . . _ f f -d\ 
hores , si c = 

fj 
, tenim que u = 

\ J 
La traga i la norma 

reduides d'un element u 6 M(2, iíT) coincideixen amb la traga i el determinant 
de (jj com a matriu, respectivament. 

1.1.13 Proposició. Sigui H una K-álgebra de quaternions. Aleshores, l'a-
plicació traga reduida dona lloc a una K-forma bilineal simétrica no degene­
rada T : H X H K en posar r{a,P) = tv{a(3), per a a,/3 € i í . A mes, la 
forma r és associativa; aixó és, T{af3,^) = T{a,(3'y), per a a,^,^ E H. • 

1.1.14 Teorema. Sigui KH el conjunt d'elements de K que son positius en 
les places infinites reals de K que ramifiquen en H. Aleshores, KH = n( i í ) . 
• 
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(iii) tl}{uS) = i){oj), per ato E H. 

(iv) n{ij^{u)) = n(a;), tr(^(a;)) = tr(a;), per a u E H. 

DEMOSTRACIÓ: La propietat (i) és trivial, ja que = ipii^) = i){a) = a; 
análogament es veu = b. 

Expressem V'ÍO? V'OO^V'ÍÚ) en funció de la base de H'. L'apartat (i) implica 
que necessáriament pertanyen a ufó- De fet, també és un coroMari de la 
proposició 1.1.3, que caracteritza els quaternions purs de manera independent 
de la base. Com que i¡) és un isomorfisme, obtenim la igualtat donada a (ii). 

Per a provar (iii), sigui w = fc -f u, amb k E K \ u E HQ. Tenim que 
üj = k — u; per tant ip^ü) = k — ip{u). Ara bé, si apliquem (ii) i les propietats 
de la conjugado, tenim que k — ip{u) = k + ipiu) — 

Per a veure (iv), només cal aplicar la definició d'homomorfisme de íT-álgebres. 
Explícitament, n(^(a;)) = tp{Lü)ip{uj) = ip{u)ip{oJ) = • (̂WÜJ) = tp{Ti{u)) = 
n(a;). Análogament, per a la traga, tenim que tv{ip{uj)) = + ip{oj) = 
^(W) + (̂oF) = x¡){lü + ÜJ) = í^(tr(a;)) = tr(uj). O 

1.1.17 Remarca. Notem que les aplicacions de H en H que transformen 
una K-hase de H en una altra Ü'-base de H son automorfismes de H com a 
JT-espai vectorial, pero no son necessáriament automorfismes de iT-álgebres. 
• 

1.1.18 Definició. Siguin H una J^-álgebra de quaternions i JP un eos ex­
tensió de K. Es diu que F escindeix H si Hp := H ®A' F ~ M(2, F). • 

1.1.15 Teorema. Sigui K un eos totalment real d'anell d'enters R. Sigui 
H una K-álgebra de quaternions indefinida. Aleshores, per atot S E RnH*, 
existeix LO E H* tal que n{u) = 5 i tr(w) E R. O 

1.1.16 Proposició. Sigui tp : H —> H' un isomorfisme de K-álgebres de 

quaternions. Sigui H = (-^r , o-f^l^ '""Q̂  Ix^se fizada {l,i,j,ij}. Es teñen 
\K J 

les propietats següents: 

(i) tkiiy = a, i>{jf = h. 

(ii) V(^o) = ^ ' o . 
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x + yy/5 H-

Fixada una A'-álgebra de quaternions H, sempre existeix un eos F D K 
que escindeix H. De fet, si K és una clausura algebraica de K, aleshores K 
escindeix H. Es ciar que si F escindeix H, aleshores qualsevol eos L D F 
també escindeix H. 

Sigui F un eos que escindeix H i fixem un isomorfisme ip: H®F ^ M(2, F). 
Aleshores, el determinant i la traga de la matriu ¡^{uj ® 1) coincideixen amb 
la norma i la traga reduida de a» € íf, respectivament. En particular, el 
determinant i la traga de la matriu ^(w % 1) no depenen ni de l'isomorfisme 
ip ni del eos F que escindeix H. 

Vegem a continuació quines son les condicions que determinen que un eos 
quadratic sobre K escindeixi una ií-álgebra de quaternions. 

1.1.19 Proposició. Siguin H una K-álgebra de quaternions i F un eos 
quadratic sobre K. Aleshores son equivalente: 

(a) F escindeix H. 

(b) F és K-isomorf a un subcos commutatiu maximal de H que conté K. 

(c) Existeix una K-immersió F "-^ H. 

(d) Tota plaga v de K que ramifica en H no descompon completament en 
F. • 

L'equivaléncia entre (b) i (c) és clara. L'equivaléncia de les condicions (a), 
(b) i (d) és un cas especial deis teoremes de Hasse per a algebres centráis 
simples sobre cossos de nombres. -Se'n pot trobar una demostració senzilla 
i directa per al cas de Q-álgebrés de quaternions a [Lat36]. Notem que la 
condició (d) es dedueix fácilment de (c). Efectivament, si v\DH, tenim que 
Hv és una JC-algebra de divisió; per tant, per a qué existeixi una immersió 
de F en H, cal que hi hagi una immersió de Fy en H^, per la qual cosa F„ 
ha de ser un eos. Aixó implica que u no descompon en F. 

1.1.20 Remarca. Per al cas 'de les ÜT-álgebres de quaternions que son al­
gebres de matrius, és evident que tots els cossos quadrátics les escindeixen. 
Qualsevol eos quadratic satisfá (d), ja que no hi ha cap plaga que ramifiqui 
en l'álgebra. Si F ='K{-/S), amb S e'K, (b) i (c) clarament se satisfan en 
prendre la iíT-immersio segtieñt: 

ip: K{VS) ^ 
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Óbviament es conserven la norma i la traga. • 

1.1.21 Proposició. Una extensió finita F\K escindeix una K-álgebra de 
quaternions H si, i només si, escindeix per a tota plaga w\v de F. • 

1.1.22 Remarca. A nivell local, per la remarca anterior ens podem centrar 
en els cossos que escindeixen les algebres de divisió ií„. En aquest cas, si 
no és arquimediá, es té que tot eos quadrátic local F^ sobre Ky, amb w\v, 
escindeix ff„. En particular, aplicant 1.1.19, Fjy és isomorf a un subcos de 

• 

1.1.23 Remarca. Sigui F = K{a) un eos quadrátic que escindeix una K-
álgebra de quaternions H. Per la proposició 1.1.19 aixó equival a dir que 
existeix una immersió : F H. 

(i) Per ser ^ morfisme d'álgebres, conserva la norma i la traga. Una im­
mersió : F M- J? queda determinada per un element •0(q;) € -ff tal 
que n(^(a)) = n(a) i tr(t^(a)) = tr(a). 

(ii) Si F C Hj aleshores el conjunt d'immersions de F en i í está en bijecció 
amb la classe de conjugació de l'element ip{a) en H*, {cr~^Tp(a)a \ a G 
H*} = {iü£H\ n(a;) = n(a), tr(a;) = tr(a)}. O 

1.1.24 Definició. Siguin K un eos de nombres totalment real, [iíT : Q] = 
m, i H una ií-álgebra de quaternions. Fixem un isomorfisme H ®Q K ~ 
M(2 ,R) ' - X Ir -^ Si r = O, es diu que H és definida. Si r > 1, es diu que H 
és indefinida. • 

En particular, en les Q-álgebres de quaternions, el carácter definit o indefinit 
de l'álgebra H es Uegeix en el discriminant Djj: un nombre señar de factors 
de DH correspon al cas definit i un nombre parell, al cas indefinit. Observem 
que R escindeix les Q-álgebres de quaternions indefinides. La proposició 
següent dona una immersió explícita en aquest cas. 

1.1.25 Proposició. Sigui H = (-^^ una algebra de quaternions indefi-
V V / 

nida, amb a > 0. Aleshores, s'obté una immersió # : i í M ( 2 , R ) en 
posar: 
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1.1.2 Q-álgebres de quaternions no rámificades i poc 
ramificados 

( p (]\ , amb p 

i q nombres primers positius. 

Denotem per ^-^ el símbol multiplicatiu de residus quadrátics en sentit am-
pli; és a dir, per a un primer p señar és: 

( 1 si (¿ és un quadrat no nul modul p, 
= l O si p\d,^ 

—l si cí no és un quadrat módul p, 

i si p = 2 és: 

( ,\ ( 1 si o? = ±1 mod 8, 
- = { O si2|d, 

( - 1 si<i = ±5 mod 8. 

1.1.26 Proposició. Donada H = -—— , sempre existeix una immersió 

DEMOSTRACIÓ: S i i í ~ M ( 2 , Q ) , H és una subálgebra de M ( 2 , R ) de forma 
natural. Si H és una álgebra de divisió, aleshores és forgosament indefinida, 
ates que p i q son positius. En aquest cas, la proposició 1.1.25 ens dona una 
immersió explícita. • 

ÍP q\ 
1.1.27 Proposició. Sigui H = . Aleshores H és una álgebra de 

\Q J 
matrius si, i només si, estem en un deis casos que segutixen: 

(i) p = q = 2; 

(ii) p = q = l mod 4; 

De fet, $ és una immersió de H en les matrius M(2, Q(-v/a)). En aquest 
monomorfisme es comprova directament que el determinant i la traga de 
la matriu ^(uj) coincideixen amb la norma i la traga de l'element u G. H, 
respectivament. 
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1.1.28 Proposició. Sigui H — ^p,q 

(i) Si p = q = Z mod 4 i f ^ l, aleshores DH = 2p. 
\Pj 

(ii) Si q = 2, p = 3 mod 8, aleshores Djj = pq = 2p. 

ÍP\ 
(iii) Si p ^ q, p = 1 mod 4 « - = —1, aleshores DH = pq. 

\<lJ 

DEMOSTRACIÓ: ES tracta d'anahtzar els símbols de Hilbert locáis (p,?)„, 
per a u = 2,p, g. De fet, cal anar resseguint, i ampliant, els casos revisats en 
la demostració de la proposició anterior. Anem a explicitar-ho. 

(iii) g = 2 ip = ±1 mod 8; 

/q\ 
(iv) p ^ q, p 2, q ^ 2, - ) = 1, i o bé p o bé q és 1 módul 4-

\Pj 

DEMOSTRACIÓ: Les Q-álgebres de quaternions no ramificades es caracterit-
zen per teñir el discriminant igual a 1 (cf. 1.1.9). Aplicant el teorema 1.1.7 
de classificació de les algebres de quaternions, només ens cal assegurar que 
ÍPIQ)V = 1 per a tota plaga v finita, ja que {p,q)oo = 1- Cal comprovar que 
aixó passa precisament en els casos indicats en la proposició. És ciar que 
(p, q)y = 1 per a tot v^2,p, q. 

Directament tenim que (2,2)„ = 1 per a tot u, que és el cas (i). 

En el cas (ii), si p = 5 és un primer señar, aleshores (p,p)p = (p,p)2, i aquest 
valor és 1 si, i només si, p = 1 mod 4. 

Si g = 2 i p és señar, tenim que (p, 2)2 = (p, 2)p i pren el valor 1 si, i només 
si, p = ±1 mod 8. Així obtenim (iii). 

Suposem p 7̂  g, ambdós diferents de 2. Com que el nombre de places ra­
mificades ha de ser parell, és suficient imposar que (p, í¡f)p = {PiQ)g = 1- La 
primera igualtat se satisfá si, i només si, un deis dos primers és — 1 mod 4. 

/ q\ 
Si imposem que (p, g)p = - ) valgui 1, obtenim l'últim cas. • 

\PJ 

En la proposició següent obtenim els discriminants, en funció de p i g, per 
ais casos en qué la Q-álgebra anterior és una álgebra de divisió. 
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(i) SÍDH = 1, aleshores H ~ M(2, Q) ~ (j^^ • 

(ii) Si Djj = 2p ¿ p = 3 mod A, aleshores H ~ (^^'Q ~^ ' 

/ p \ / n n\ 
(iii) Si DJJ = pq, amb q = l mod 4 ¿ ( - = — 1, aleshores H ~ 

\ 9 / 

Si a i b son nombres primers, l'algebra H satisfá un, i només un, deis tres 

apartats anteriors. Denotarem per HA{P) l'algebra de quaternions ( ~pr—), 

amb p = 3 mod 4; i per HB{P^ q) l'algebra de' quaternions {JQJ > ̂ '"^^ 9 = 1 

mod 4 i 1^1 = - 1 . 

DEMOSTRACIÓ: Només cal comprovar que les algebres de quaternions dona-
des com a representants de cada classe teñen el discriminant indicat. 

El cas (i) és ciar. 

En el cas (i) suposem que p = q = 3 mod 4; per tant, {p, 9)2 = - 1 . Si p ^ q, 
tenim que (p, q)p = —{p, q)q, per la Uei de reciprocitat quadrática; a mes, com 

abans, (p, q)p= - ^ 1, per hipótesi. Si p = g, Uavors (p,p)p = —1. 

Per a veure (ii), només cal teñir en compte que (p, 2)2 = (p, 2)p; el seu valor és 
- 1 si, i només si, p = ±5 mod 8. Afegim la restricció p = 3 mod 4, encara 
que no és necessária per tal que no hi hagi interseccions entre els diferents 
apartats. 

Per a (iii), com que p = 1 mod 4, tenim que {p,q)p = (p, q)q, i el seu valor 

coincideix amb - , que per hipótesi val—1. • 

A partir de les dues proposicions anteriors arribem al teorema següent, que 
classifica les algebres donades per una parella de primers i proporciona un 
representant de cada classe. 

1.1.29 Teorema. Sigui H = ^r-^ una álgebra de quaternions. 
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(ii) Si p — ñ mod 8 i f = 2, aleshores H a fñl] 

(2p -r\ 
—^— ; on r és un nombre 

pnmer tal que \^ j — ~ 

(iv) Si p o bé q = l mod 4 i (-^ é 1, aleshores H ~ 'p,q\ 

En el cas (ii), considerem l'álgebra H = 1 " " Q " ) ' P = 3 niod 4, 

obtenina que {p,—l)p = (p, —1)2 = — 1 , la qual cosa prova (ii). Notem 
que l'apartat (ii) del teorema es correspon amb els apartats (i) i (ii) de la 
proposició anterior, 

L'apartat (iii) reformula l'apartat (iii) de la proposició anterior. 

Per a l'afirmació particular d'a i b primers, només cal comprovar que, efec­
tivament, els casos descrits cobreixen totes les possibilitats, per a qualsevol 
parella de primers positius, distingint el cas p = 2 i si els primers son con-
gruents amb 1 o bé -1 módul 4. O 

1.1.30 Definició. D'acord amb la definició 1.1.6, anomenem Q-álgebres no 
ramificades les Q-álgebres de quaternions que teñen discriminant 1; és a dir, 
les algebres isomorfes a M(2,Q) . Anomenem Q-álgebres ramificades les Q-
álgebres de quaternions que teñen discriminant mes gran que 1, Anomenem 
Q-álgebres poc ramificades les Q-álgebres de quaternions que teñen discri­
minant igual al producte de dos nombres primers. Diem que una Q-álgebra 
poc ramificada és de tipus A si és isomorfa a HA{P)¡ per a algún primer p; 
diem que és de tipus B si és isomorfa a JÍB(PS?), per a alguns primers p,q. 
• 

Completem el teorema 1.1.29 donant un representant per a totes les classes 
d'isomorfia de Q-álgebres poc ramificades. 

1.1.31 Teorema. Donats p i q dos nombres primers diferents, sigui H una 
Q-álgebra de quaternions poc ramificada de discriminant DH = pq. 

(i) Si p = Z mod 4 iq = 2, aleshores H ~ | ~ — I ) , 
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^pq,-r' 
\, onr es (v) Si p o bé q = 1 mod 4 i y-j = 1, aleshores H ~ 

un nombre primer tal que ^-^ = ±1 depenent de si s = ^1 mod 4, 

respectivament, per a s •= p.,q; a mes, si p o bé q = Z mod 4, calr = 3 
mod 4. 

(vi) Si p = q= Z mod 4, aleshores H c¿ ípq,-i\ 

DEMOSTRACIÓ: En primer Uoc, observem que les condícions sobre els pri­
mers p i q cobreixen totes les parelles de primers diferents possibles. Així, 
només cal veure que les algebres escoUides com a representants teñen, en 
cada cas, discriminant igual a pq. 

Els apartats (i) i (iv) es corresponen amb els apartáis (ii) i (iii) d'1.1.29, 
respectivament. 

Per a veure (ii), notem que (2,p)p = (2,p)2 = —1 si, i només si, p = ±5 
mod 8, pero el cas p = 3 mod 8 ja está inclós en (i). 

Per a l'apartat (iii), vegem que sempre existeix almenys un primer r que 

compleix les condícions exigidos. La condició ^0 = —1 equival a r = ±5 
mod 8; fixem, per exemple, el signe positiu. Per a complir l'altra con­
dició, fixem b G Z/pZ que no sigui un quadrat i exigim que r = b mod p. 
Peí teorema xinés deis residus, com que (8,p) = 1, el sistema de con-
gruéncies x = 5 mod 8, x = 6 mod p té una solució (i només una): x = XQ 
mod 8p. Considerem ara els elements d'aquesta classe que formen la pro-
gressió {XQ,XQ + Sp,xo + 2-Sp,...}. Peí teorema de Dirichlet de la progressió 
aritmética, suposant que (XQ, 8p) = 1, en aquesta progressió hi ha infinits 
primers r. Notem que, efectivament, tenim que 2 \ XQ, ja que Xq = 5 mod 8 
i P I 2;o, ja que XQ = b mod p, b ^ 0. Ara comprovem que el discriminant 
de l'álgebra de quaternions de (iii) és, efectivament, pq = 2p. Tenim que 
St, = (2p, -r)„ = (2 , - l ) „ (2 ,r ) „ (p , - l ) „ (p ,r ) „ = (2,r)„(p,r)„. En particular, 

= ^-^ i £p = — Així, les condícions imposades sobre r 

corresponen a demanar que Ep = £2 = —l. La Uei de reciprocitat quadrática, 
automáticament, dona Sr = 1. 

A l'apartat (v) es comprova que sempre existeix r, complint les condícions 
exigides, amb els mateixos arguments que a l'apartat (iii). Per a trobar el 
valor del discriminant de l'álgebra, en aquest cas tenim que £„ = {pq, —r)u = 
{p,-l)v{p,r)v{q,-l)v{q,r)v. Suposem que p = 1 mod 4; en cas contrari, 
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1.1.32 Remarca. Observem que les algebres de l'apartat (i) son les algebres 
poc ramificades de tipus A, i les deis apartats (ii) i (iv) son les poc ramificades 
de tipus B. De fet, notem que (ii) és un cas particular de (iv), i l'apartat 
(iii) també es pot incloure en (v), traient el requisit q^l. • 

1.2 Teoria aritmética d'ordres quaterniónics 

Dediquem aquesta secció a la teoria aritmética relativa ais ordres de les 
algebres de quaternions, en especial ais ordres maximals i ais ordres d'Eich­
ler. En recordem els principáis conceptos i resultats, unificant definicions i 
fixant la notado, i introduim nous conceptos, com el de base normahtzada 
d'un ordre. Donem resultats explícits sobre ordres de les algebres poc rami­
ficades de tipus A i de tipus B. Per a una teoria general per a ií'-algebres 
es pot consultar [Rei75]. Les referéncies deis treballs origináis d'Eichler son 
principalment [Eic37] i [Eic38], pero part deis seus resultats es troben també 
a altres treballs, com per exemple en [VigSOj. Per ais ordres d'Eichler en les 
algebres de matrius locáis, destaquem també [Hij74 . 

Sigui R l'anell d'enters de ÜT, que és un anell de Dedekind. Sigui H una K-
álgebra de quaternions. Un element a e H es diu que és enter sobre K si n(Q) 
i tr(Q!) son de R. A diferencia del cas d'extensions de cossos commutatius, el 
conjunt d'elements de H enters sobre K en general no és un anell. 

ír\ 
intercanviem els papers de p i g. Aleshores, SP = (p, —l)P(p, R)P = - , 

\Pj 
fr\ 

que per hipótesi val —1. Si g = 1 mod 4, tenim que - = — 1; per tant, 
\<lJ 

Eq = ( g , - l ) , ( g , r ) , = - 1 i = {p,i')r{q,r\ = 1; així el discriminant és pq. 
ír\ 

Si 5 = 3 mod 4, tenim que - = 1; per tant, Sq = (g, —l)g(g, r ) , = —1, 
i Ej. = (p,r)r(q,r)r = 1, grades a que r = 3 mod 4; així, el discriminant 

í r \ 
també és pq. La condició imposada sobre - ) correspon a = —1. Perqué 

\qj 
es compleixi £, = —Sr, cal excloure el cas q = 3 mod 4, r = 1 mod 4. 
Finalment, és immediat veure que l'álgebra de quaternions de (vi) té discri­
minant pq. • 
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1.2.1 Ordres i ideáis 

1.2.1 Definicions. Una ñ-xarxa A de ií és un fi-modul finitament generat 
contingut en H. Un i?-ideal I de H és, per definició, una i2-xarxa tal que 
A OH ~ H. L'invers d'un ideal / és /"^ = {/i € i í j Ihl C / } , que 
és també un i?-ideal de H. Es diu que un i2-ideal és enter si només conté 
elements enters. • 

En una A'-álgebra de quaternions sempre hi ha ideáis. Per exemple, si 
{vi,V2,V3,V4} és una A'-base de H, I = U2,ua, Ü4] és un i2-ideal, i /„ és 
un i?„-ideal on v és una plaga de R. 

1.2.2 Lema. Siguin I i I' R-ideals de H. Aleshores existeix X G R, X ^ O, 
tal que XI C / ' . 

DEMOSTRACIÓ: Siguin {u,} i {v¡} i2-bases de / i / ' , respectivament. Com 
que també son AT-bases de i í , tenim que Vj = X]t=i ^ij'^ii a,j G K. Sigui 
0 7̂  A G i2 tal que Aa¿j G R per a tot Així, Xvj G I' per a j = 1,2,3,4 i 
d'aquí, XI C i'. • 

1.2.3 Proposició. Sigui O C H. Les afirmacions següents son equivalents: 

(i) O és un subanell de H i un R-módul Iliure de rang 4-

(ii) O és un anell format per elements enters, que conté R tal que OK = H. 

(iii) O és un R-ideal que és un anell. 

Si O satisfá aqüestes condicions, es diu que és un R-ordre de H. O 

En particular, per a qualsevol ordre O quaterniónic tenim que IK G O; així, 
sovint ens restringirem a bases de O del tipus {1, U2, Í̂ S, ^4} cf. [God78]. 

A un ideal / d'una AT-álgebra de quaternions -ií, se li associen els ordres dret 
1 esquerre de la forma següent: 

Od{I) = {heH\ihci}, Oe{I) = {heH\hI Cl}. 

Els ideáis enters son els que están continguts en un deis seus ordres i els 
podem pensar com a ideáis dret, esquerre o bilaterals en l'ordre, segons el 
cas. La norma reduída n( / ) d'un ideal / és, per definició, l'ideal fraccionari 
de R generat per les normes reduídes deis seus elements. 
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Si O és un i?-ordre, posem Ov := O ® ñ„. Si v és una plaga finita, 0 „ és 
un i2„-ordre local; si v és una plaga infinita, s'escriu i2„ = üí« i es té que 

= Aleshores s'obté O = i? n {!]„ O^). 

1.2.4 Definicions. La diferent V{0) d'un ^-ordre O és l'invers del dual de 
O per a la forma bilineal donada per la traga reduida; és a dir, a E V{0)~^ 
si, i només si, tr(Q:0) C R. La diferent de O és un ideal bilateral de O. El 
discriminant reduit d'un i2-ordre O és la norma reduida de la diferent V{0). 
Denotem aquest ideal per Do- n 

1.2.5 Proposició. Sigui O un R-ordre d^una algebra de quaternions H. El 
discriminant reduit té les propietats següents: 

(i) í ?| és l'ideal de R generat per {det(tr(a;,u;j)) : 1 < i,j < 4,ují,íüj € O). 

(ii) Si {u,} es una R-base de l'ordre O, aleshores D}, = ildet(tr(t;,t;j)). 

(iii) Siguin O C O' R-ordres de H. Aleshores, Do< divideix Do i la igualtat 
de discriminants es dona si, i només si, O = O'. 

(iv) {Do)v = Do^. • 

1.2.6 CoroHari. Siguin H = i O C H un ordre quaterniónic. Si­
gui P la matriu que expressa una Z-base B de O fizada respecte de la base 
{ 1 , ; , j , i j f } de H. Aleshores, 

Do = \4abáebP\, 

D e m o s t r a c i ó : Per la proposició anterior, i } | = | det(tr(u,UJ))¡ per a 0 = 
{vi}. Prenem la base canónica { l , í , i , ¿ i } <ie H i posem M la matriu de Ta-
plicació bilineal definida per la traga respecte d'aquesta base. Per propietats 
del canvi de base en aplicacions bilineals, tenim que D^ = | det M|(det Py = 
16aH\det Py. a 

1.2.7 Definició. Sigui B = {vi,V2,V3,V4} una A'-base de H. Anomenem 
carácter de la base B la matriu 1 x 4 de coeficients a K associada a la forma 
lineal traga en aquesta base: (tr(ui), tr(u2), tr(u3), tr(u4)). El carácter de B, 
el denotem per xi^)- ^ 

Per a les Q-álgebres de quaternions, i els seus ordres, introduim bases amb 
condicions sobre el seu carácter. 
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1.2.8 Definició. Sigui H una Q-álgebra i B = {ui, « 2 , ^ 3 , ^ 4 } una Q-base de 
H. Diem que B és una base normalitzada si UI = 1 i té carácter xi^) = 
(2 0 0 1 ) o bé ( 2 0 0 0 ) ; és a dir, Vi = 1, ^2,^3 G Ho i tv{vi) G { 0 , 1 } . En el 
primer cas, diem que és una base normalitzada parella, i en el segon cas, que 
és señar. • 

1.2.9 Lema. Sigui O un "E-ordre d'una Q-álgebra H. Aleshores tenim els 
fets següents: 

(i) Existeixen 7i-bases de O normalitzades. 

(ii) Dues Ii-bases de O normalitzades teñen el mateix carácter; així, el 
carácter és un invariant de l'ordre. 

(iii) Donada Q G GL(4, Z ) , Q és la matriu d'un canvi de base entre dues 
7i-bases normalitzades de O si, i només si, x{^) vector propi de 
valor propi 1 per l'esquerra de Q, per a B una 1i-base normalitzada de 
O qualsevol. 

DEMOSTRACIÓ: Anem a construir una Z-base de O normalitzada. Sempre 
podem agafar una Z-base de O de la forma {l,U2,uz,U4}. Posem u'- = 
Ui — [^^^], per a ¿ = 2 , 3 , 4 . Si «2,^*3 G HQ, ja tenim una base satisfent 
les condícions. En cas contrari, existeix ^4 G { « 2 , 1 4 3 , ^ 4 } amb tr(u4) = 1, i 
aconseguirem U2, U3 G ífo a partir deis anteriors restant-los, si cal, V4. Es ciar 
que aleshores {1,^2,^3,^4} és una Z-base normalitzada de O. 

Per a veure (ii), observem que si tr(u4) = O, aleshores tots els elements de 
l'ordre teñen traga parell. El recíproc també és cert. Així, tr(t;4) = 1 si, i 
només si, existeix algún element de l'ordre amb traga señar. En aquest cas, 
és ciar que en qualsevol base de O hi ha d'haver almenys un element de traga 
señar. Aquesta propietat depén de l'ordre, i no de la base normalitzada. 

La condició de l'apartat (iii) s'escriu x{^) = x{^)Q- Aixó equival precisa-
ment a la relació de canvi de base, ja que per (ii) totes les bases d'un ordre 
teñen el mateix carácter. • 

Aquest resultat permet donar la definició següent. 

1.2.10 Definició. Siguin O un Z-ordre d'una Q-álgebra de quaternions i B 
una base normalitzada qualsevol de O, El carácter de l'ordre O, denotat per 
x (C ) , és el carácter de la base B. Així, diem que un ordre és señar si x ( ^ ) = 
( 2 0 0 1 ) o, equivalentment, si existeix u G O amb tr(a;) = 1. Análogament, 
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diem que un ordre és parell si x ( ^ ) = (20 00) o, equivalentment, si no 
existeix cap to ^ O amb tr (tLí) = 1; és a dir, tots els elements teñen traga 
parella. • 

1.2.11 Remarca. Sigui O un Z-ordre quaterniónic. Posem k = O, respec­
tivament A; = 1, segons que O sigui parell, respectivament señar. Les condi­
cions perqué una matriu Q = (g,j) G GL(4,Z) sigui una matriu de canvi de 
base entre dues bases normalitzades del Z-ordre quaterniónic O son: 

(i) gu = 1 i qn = O, per a ¿ = 2,3,4; 

(ii) 2qu = -kq4i, per a ¿ = 2,3, i 2qu = k{l - 944). • 

1.2.12 Lema. Sigui O un Z-ordre d'una Q-álgebra de quaternions. Alesho­
res, per a tot a E H*, l'ordre conjugat a~^Oa té el mateix carácter que O. 
En particular, si B és una base normalitzada de O, aleshores a~^Ba és una 
base normalitzada de o~^0a. 

DEMOSTRACIÓ: Sigui {1,^2,^3,^4} una E-base normalitzada de O. Ales­
hores {l,a~'^V2cr,a~^vza,(T~^Via} és una Z-base normalitzada de a~^Oa, ja 
que la traga es conserva per conjugado; és a dir, tr{a~^Via) = tr(u,), la qual 
cosa implica, també, que les dues bases teñen el mateix carácter. • 

A continuació, introduim el concepte de denominador de l'ordre, restringint-
nos també a Q-álgebres. 

1.2.13 Definició. Sigui H una Q-álgebra de quaternions. Per a cada Z-
ordre O, definim el denominador de l'ordre mo G Z com el mínim enter 
positiu tal que mcj • O C Z[l ,¿ , j ,¿ j ] . • 

1.2.14 Lema. Siguin H una Q-álgebra de quaternions i O C H un Z-ordre 
quaterniónic, amb una base fixada. Sigui P la matriu de canvi de la base de 
O a la base canónica de H. 

(i) mo és l'enter positiu mes petit tal que la matriu moP té els coeficients 
en Z. 

(ii) Si O C O', aleshores mojm^. • 

1.2.15 Remarca. Per a l'álgebra H = M(2,Q), també teñen sentit les de­
finicions anteriors. Considerem el Z-ordre O = M(2,Z), de discriminant 
Do = l. 
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Per exemple tenim les bases de H següents: 

B = 

B' = 

1 0 \ 
0 O j 
1 O \ 
O 1 

f l O 
O 1 

O l A 
O O y 

(^ ° V o - 1 
/ o 1 ̂  
l o o , 

0 o \ 
1 o j ' 
( o i \ 
\ - i o 

/ o o 
\ i o 

/o 0 \ 1 

/ o 1 

/ o o M 
o 1 

La base B', donada per l'isomorfisme ^ de 1.1.10, tot i que té totes les entrades 
de les matrius enteres, no és una beise de l'ordre O. La base habitual de O 
és B, pero no és una base normalitzada. En canvi, B" és una base de O 
normalitzada. 

El denominador de l'ordre O és mo = 2. Aixó es comprova expressant una 
base qualsevol de O respecte de la base B' de i í , que és la que correspon a 
la base {1,¿, en la definició de mo. D 

En una ií-álgebra de quaternions cada i2-ordre está contingut en un ü-
ordre maximal i sempre hi ha, almenys, un ordre maximal. A continuado 
s'introdueixen uns altres ordres, definits a partir deis ordres maximals, que 
teñen un paper especial en la construcció de les corbes de Shimura. 

1.2.16 Definició. Un i2-ordre d'Eichier d'una A'-álgebra de quaternions H 
és la intersecció de dos i2-ordres maximals de H. • 

1.2.17 Proposició. Sigui ip : H —y H' un K-isomorfisme entre dues K-
álgebres de quaternions. Es teñen les propietats següents: 

(i) a E H és un element enter si, i només si, i¡){a) és un element enter de 
H'. 

(ii) O C. H é$ un R-ordre si, i només si, ip{0) és un R-ordre de H'. En 
particular, O és un ordre maximal de H si, i només si, ^(O) és un 
ordre maximal de H'. 

(iii) O és un R-ordre d'Eichier de H si, i només si, "0(0) es un R-ordre 
d'Eichier de H'. 

(iv) Si O és un R-ordre de H, aleshores tenim la igualtat de discriminants 
D^o) = Do- En particular, si O i O' son R-ordres de H conjugats, 
aleshores son del mateix discriminant. 
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1.2.2 Ordres d'Eichler locáis 

Fixem una plaga finita v del eos K i considerem el eos local i l'álgebra de 
quaternions — H ® K^. Anem a fer un estudi deis ordres maximals i els 
ordres d'Eichler en aquest cas. Sigui Ry l'anell d'enters de Ky i sigui TT una 
uniformitzant de Ry. 

Recordem que Hy és o bé una álgebra de divisió o bé una álgebra de matrius. 
Ens podem reduir a l'estudi deis ordres en aquests dos casos, ja que, per la 
proposició 1.2.17, les propietats de ser maximal i ser d'Eichler es conserven 
per isomorfisme. Les proposicions següents descriuen els i2t,-ordres maximals 
i els i?„-ordres d'Eichler. 

Suposem que Hy és una álgebra de divisió. Sigui w una valoració discreta de 
Ky. Aleshores es demostra que w{h) := ií;(n(/i)), per a /i £ Hy, defineix una 
valoració discreta de Hy. Sigui O y l'anell de valoració de w. Per a cada eos 
local commutatiu F„, amb Ky C F„ C la restricció de {Ü a F„ és també 
una valoració discreta que té com a anell de valoració discreta Oy D Fy igual 
a l'anell d'enters de Fy. Per tant, es dedueix que Oy conté tots els elements 
enters de Hy i, per tant, és l'únic ordre maximal de Hy. Aleshores, es prova 
que irOy = p ,̂ on p és l'únic ideal maximal de Oy. Així, tenim el següent 
resultat. 

1.2.18 Proposició. Sigui Hy una Ky-algebra de divisió local. 

(i) Hy conté un únic Ry-ordre maximal, Oy = {x e Hy : n{x) € Ry}. 

(ii) L'ideal TrRy ramifica en Oy. 

DEMOSTRACIÓ: Recordem que a és un element enter si, i només si, tr(a) i 
n[a) e R. Així, 1.1.16(iv) demostra (i). 

La propietat (ii) s'obté si s'apliquen (i) i les definicions d'homomorfisme de 
íf-algebres i de i2-ordre. 

Anem a veure (iii). Sigui O = Oi í) O2. Per (iii), els ñ-ordres Oí son 
maximals si, i només si, els i2-ordres ipiOi) son maximals, per i = 1,2. Així, 
^{O) = Í>{Oi) n ^ ( © 2 ) és un ñ-ordre d'Eichler de H' si, i només si, O és un 
i2-ordre d'Eichler de H. 

Resta demostrar (iv). Per 1.2.5(ii), és suficient veure que tr('0(ui)V'('"i)) = 
tr(u,iíj), on {tí,} és una i2-base de O, ja que aleshores {^{ui)} és una iZ-base 
de l'ordre i¡){0). Aixó és cert per 1.1.16. • 
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(d) L 'ordre 0„ conté un subanell conjugat de 

f Rv O \ r n o \ 
\ o Ry )• \\Q r2 J 

• r i , r 2 eRv> . 

L'ideal No^ '•= '^"Rv, determinat en l'apartat (c), s'anomena el nivell de 
l'ordre d'Eichler local C M ( 2 , K^). • 

La condició (c) diu que els ordres d'Eichler locáis d'un mateix nivell son 
conjugats. Observem que els anells d'enters locáis R^, son principáis. Quan 
l'anell d'enters global R és principal i l'álgebra de quaternions és indefinida, 
es té també que els ordres d'Eichler giobals son conjugats, com a conseqüéncia 
de resultats d'Eichler, cf. 1.2.33. 

Volem ara definir el nivell d'un ordre d'Eichler Oy en una iír„-álgebra de 
quaternions local Hy qualsevol. 

(iii) conté un únic R^-ordre d'Eichler, igual a l'únic ordre maximal. • 

Suposem que Hy és la íf-álgebra de matrius M ( 2 , A'„). Aleshores tenim els 
resultats següents. 

1.2.19 Proposició. Si ií„ és l'álgebra de matrius M(2 , í f„) , els Ryordres 
maximals son els conjugáis de l'ordre maximal 0 „ = M ( 2 , / ? „ ) per elements 
deGL{2,Ky). • 

1.2.20 CoroWari. Si ií„ és l'álgebra de matríus M{2, K^), aleshores 

és un Rv-ordre d'Eichler, que s'anomena l'ordre dEichler canónic de nivell 
7R"i2„. • 

1.2.21 Proposició. Sigui 0„ un Ry-ordre de M(2 , ÍL ' „ ) . Les afirmacions 
següents son equivalents: 

(a) L'ordre Ov és un ordre d'Eichler. 

(b) Existeix una única parella {Oi,02} d'ordres maximals de M{2,Ky) tal 
que £>„ = OiDOa. 

(c) Existeix un únic ra £ NU {0} tal que l'ordre és conjugat de l'ordre 
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1.2.3 Ordres d'Eichler globals 

Tornem al cas global, en qué H és una JiT-álgebra de quaternions i K un eos 
de nombres d'anell d'enters R. Sigui O un ií-ordre d'Eichler de H. 

1.2.24 Proposició. (i) Un R-ordre O és maximal si¡ i només si, 0„ és 
un Ry-ordre maximal per a tota plaga finita v. 

(ii) Un R-ordre O és d'Eichler si, i només si, 0 „ és un R^-ordre d'Eichler 
per a tota v plaga finita. • 

Per ais ordres maximals, tenim el resultat següent. 

1.2.25 Proposició. Sigui O un R-ordre en una K-álgebra de quaternions 
H. Aleshores, O és un ordre maximal si, i només si, Do = DH- En parti­
cular, tots els ordres maximals teñen el mateix discriminant, • 

Aquest resultat és útil per a reconéixer ordres maximals. Per exemple, 
M(2,i2) és un i2-ordre maximal de M(2, JíT), ja que té discriminant reduit 
igual a R. 

1.2.26 Definició. El nivell d'un ordre d'Eichler global O és l'únic ideal enter 
N de R tal que és el nivell de cada per a cada plaga finita v de K. El 
denotem per No. Així, No := Tív^o„- En general, 0{D,N) denotará un 
ordre d'Eichler de nivell N en una álgebra de quaternions de discriminant D. 
• 

Observem que el nivell d'un ordre d'Eichler global O está ben definit. Sigui 
C = C' n O" C i í un ordre d'Eichler global, amb O' i O" ordres maximals. 

1.2.22 Definició. Siguin ií„ una íír„-álgebra de quaternions i Ov un ordre 
d'Eichler de H^. Es defineix el nivell de Ov com l'ideal 

¡ Rv si H„ és una álgebra de divisió, 
]N^{o„) si (f : Hv M(2, K^) és un isomorfisme. • 

1.2.23 Remarca. Es comprova directament que, per a l'ordre d'Eichler 
canónic de M(2, K^), se satisfá que Do„ = 7r"iZ„. Com que el discriminant 
no varia per isomorfismes, per a tot ordre d'Eichler de M(2, K^) i, per tant, 
per a tot ordre d'Eichler d'una álgebra local c¿ M ( 2 , e l discriminant 
i el nivell coincideixen. 
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DEMOSTRACIÓ: Per 1.2.24, ens podem reduir a veure l'equivaléncia per a 
tota plaga p finita, ja-que aquesta és una propietat local. 

Si p j DH • N, aleshores per una banda tenim que Hp ~ M(2, Qp) i, per l'altra. 

que 
í Z„ Zp\ 

NZp ZpJ = M(2, Zp), perqué Np és una unitat a Zp. Així, l'afirmació 

de (a) diu que Op és un ordre d'Eichler de nivell 1, és a dir, un ordre maximal, 
la qual cosa coincideix directament amb el que diu (b). En aquest mateix 
cas, (c) diu que Op és isomorf a M(2,Zp), la qual cosa és equivalent al fet 
que sigui maximal, perqué tots els ordres maximals son conjugats a aquest, 
per 1.2.18. 

Si p I DH, aleshores Hp és de divisió, per la qual cosa hi ha un únic ordre 
maximal, condició exigida a (c) i a (b), grácies a que A'' i DH son primers 
entre si. En aquest cas, la condició (a) diu que Op és un ordre d'Eichler de 
nivell 1, que equival a dir que és maximal; per tant, coincideixen. 

Per 1.2.2, existeixen a,b e K* tais que aO' C O" C bO'. Pero a„ i 6„ son 
unitats quasi per a tota v. Així, 0 „ = 0 „ i, per tant, és maximal i de 
nivell = Rv gairebé per a tota v. Per tant, existeix un únic ideal A'' tal 
que iV„ = No^ per a tota v. 

Hi ha altres definicions d'ordre d'Eichler que inclouen explícitament el nivell. 
La proposició següent, enunciada per al cas de Q-álgebres de quaternions, 
assegura que son definicions equivalents amb la donada. Observem que els re­
sultats següents son válids igualment per a i2-ordres d'Eichler de ÜT-álgebres 
de quaternions. 

1.2.27 Proposició. Siguin H una Q-álgebra de quaternions de discriminant 
DH, N un ideal de Z primer amb DH i O C H un Z-ordre. Aleshores, les 
afirmacions següents son equivalents: 

(a) O és un ordre d'Eichler de H de nivell N. 

(b) O satisfá: si p \ N, el Iip-ordre local Op és maximal, i si p\N, Op és 
, , / Zp Zp\ isomorf a l ordre I • \l\£p i.p) 

(c) O satisfá: SÍP\DH, el Zp-ordre local Op és maximal, i sip\ DH, Op és 
. „ , / Zp Zp\ isomorf a l ordre . 

\JMLp Lp) 

file:///JMLp
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DEMOSTRACIÓ: Com que els conceptos de maximalitat i nivell son locáis, 
aplicant 1.2.5(iv), només cal comprovar (i) localment. Per a les places p ra­
mificades, apliquem 1.2.25. Per a les places no ramificades, ja hem comentat 

Finalment, en el cas p \ N, Hp és l'algebra de matrius local. Si apliquem 
1.2.17 i 1.2.21, la condició (a) és equivalent a que Op sigui conjugat llevat 
isomorfisme de On, la qual cosa concorda amb (b) i (c). • 

1.2.28 Proposició. Sigui H una Q-álgebra de quaternions. Siguin 0{D,l), 
0{D, N) C H, un Z-ordre maximal i un Z-ordre d'Eichier de nivell N de H, 
respectivament, i suposem que 0{D,N) C 0{D,\). Denotem per [0{D,\) : 
0{D,N)] l'índex com a Z-módul d'un ordre en l'altre. Aleshores, 

[0{D,1):0{D,N)] = N. 

DEMOSTRACIÓ: Com a Z-móduls, tenim que 

0{D, 1)/0{D, N) ~ ®pO{D, l)p/0{D, N)p, 

d'on es dedueix la igualtat [0{D,1) : 0{D,N)] = UpPiD, l)p : 0{D,N)p. 
Per la proposició 1.2.27, per ais primers p \ N tenim que 0{D, l)p = 0{D, N)p; 
per tant, [0{D, l)p : 0{D, N)p] = 1. Per ais primers p\N posem N = N', 
amb p I A '̂, i és ciar que [C(Z>, l)p : C>(I>, N)p] = p^ Per tant, efectivament 
[0{D,l): 0{D,N)] = N.O 

A diferencia del cas deis ordres maximals (cf. 1.2.25), no tenim una carac-
terització explícita deis ordres d'Eichier en funció del seu discriminant. Les 
propietats següents permeten determinar alguns ordres d'Eichier. 

1.2.29 Proposició. Sigui H una Q-álgebra de quaternions de discriminant 
Dfj. Considerem un Z-ordre O C H. 

(i) Si O és un ordre d'Eichier, aleshores Do = DH • No i mcd(£>H, No) — 
1. 

(ii) Si Do = Dfí-N és un enter Iliure de quadrats, aleshores O és un ordre 
d'Eichier de nivell N. 

(iii) Siguin O i O' Z-ordres de H conjugats. Aleshores, O és un ordre 
d'Eichier de nivell N si, i només si. O' és un ordre d'Eichier de nivell 
N. 
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en una remarca anterior que el nivell i el discriminant coincidien. Suposem 
que no fossin coprimers; és a dir, sigui P\DH, P\N. Aleshores, Op seria un 
ordre d'Eichler de Hp de nivell A'p 7¿ 1, pero Hp és un eos i té un únic ordre 
maximal; per tant, arribem a una contradicció. 

Per a veure l'apartat (ii), només cal demostrar que Op és un Z-ordre d'Eichler, 
ja que aleshores, per (i), el nivell ja és A'̂ . Novament ho analitzem localment. 
Es suficient veure-ho per a p\N, ja que per les altres places té nivell A'p = 1; 
per tant, és maximal (cf. 1.2.25) i, en particular, és d'Eichler. 

Suposem p\N. En particular, p | DH] per tant, Op és un Z-ordre de Hp ~ 
M(2, Qp) de discriminant Dop = Dp = p, ja que D és Iliure de quadrats. Uti-
htzant que la condició d'Eichler passa per isomorfisme i que el valor del discri­
minant també es conserva per isomorfisme, només cal veure que a M(2,Qp) 
un ordre amb discriminant p és forgosament d'Eichler. Per la proposició 
1.2.21 és equivalent a veure que és conjugat de l'ordre canónic Oi, la qual 
cosa está provada a [Eic55b]. 

Finalment, l'apartat (iii) s'obté aplicant l'apartat (i) anterior junt amb la 
proposició 1.2.17 (iii),(iv). • 

1.2.30 Remarca. Siguin H = una álgebra de quaternions de discri-

minant D, 0{D, N) C H un Z-ordre d'Eichler de nivell N amb una Z-base 
fixada, i P la matriu de canvi de la base de 0{D, N) a la base de H. Com 

DN 
que DoíD,N) = DN, si apliquem el coroHari 1.2.6, tenim que | det P\ = i——. 

\Aab 
Per tant, | det P\ només depén de parámetros relatius a l'álgebra, a, b i D, 

r i del nivell A''. Si A'' és Iliure de quadrats i posem det P = - £ Q, fracció s 
irreductible, aleshores 2|s. D'aquí deduim també que 2\mo. 
1.2.31 Proposició. Sigui A una xarxa d'una K-álgebra de quaternions H. 
Per a cada plaga finita v de K, considerem una xarxa local L„ de l'álgebra de 
quaternions local i í„ . Suposem que = A„ gairebé per a tot v. Aleshores, 
existeix una xarxa A' de H tal que A[ = £-„ per a tota plaga finita v. • 

En particular, d'aquesta proposició deduim el coroHari següent. 

1.2.32 CoroHari. Sigui H una Q-álgebra de quaternions de discriminant 
D. Aleshores, per a tot enter N tal que mcá{D,N) = 1, existeixen ordres 
d'Eichler de nivell N. 
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DEMOSTRACIÓ: Només cal aplicar la proposició anterior usant la descripció 
local deis ordres d'Eichler donada a 1.2.27. Així, obtenim una xarxa A' amb 
les característiques locáis desitjades. Notem que A'„ és un Z^-ordre per a tota 
plaga v; per tant, A' = n„A^ és un Z-ordre de H que, per construcció, és un 
ordre d'Eichler del nivell N desitjat. O 

En la secció següent donem taules d'ordres d'Eichler explícits per a algunes 
algebres poc ramificades. 

Tots els ordres d'Eichler d'un nivell donat son localment conjugats. El re-
sultat d'Eichler que esmentem a continuació ens assegura, en particular, que 
per a les Q-álgebres indefinides els ordres d'Eichler son, a mes, globalment 
conjugats. Mes en general el resultat és el següent. 

1.2,33 Teorema. Siguin K un eos de nombres totalment real i H una K-
álgebra de quaternions indefinida. Si el nombre de classes d'ideals de K 
és señar, els ordres d'Eichler d'un nivell N donat son tots conjugats. En 
particular, en aquest cas els ordres maximals son tots conjugats. • 

Donat un ordre O d'una álgebra de quaternions H qualsevol, considerem el 
normahtzador 

Nor(O) := {a e H* : a O a - ' = O}. 
És ciar que si C i C son ordres conjugats, aleshores Nor(C) = Nor((!?'), 
Si O és un ordre d'una álgebra de quaternions sobre un eos de nombres K, 
es pot estudiar el seu normalitzador locedment, ja que se satisfá que 

Nor(O) = {he H* :he Nor(C?„), per a tota v plaga finita de K}. 

Suposem que O és un ordre d'Eichler. Si v\Dn, íf„ és una álgebra de divisió 
i Ov és l'únic ordre maximal; per tant, en aquest cas Nor(C?„) = H*. Si 
V \ DH i Ov és un ordre maximal de M(2,íí„) , aleshores Nor(C?„) = K*Ol. 
Si V\DHIOV és l'ordre d'Eichler canónic 0„ de M(2, K^), aleshores Nor(cJ) 

í O 1\ está generat per K'O^ i 
tt" o 

1.2.4 Ordres d'Eichler de les Q-álgebres no ramificades 
i poc ramificades 

En primer lloc, expHcitem els ordres maximals de les Q-álgebres de quater­
nions no ramificades i poc ramificades. En el lUbre [VigSO] n'hi ha alguns 
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exemples, pero la majoria es refereixen a Q-álgebres de quaternions definides. 

1.2.34 Proposició. Sigui H una Q-álgebra de quaternions indefinida. 

(i) Si H és una Q-álgebra no ramificada, aleshores tot Z-ordre maximal 
de O C. H és isomorf a l'ordre Co(l , l ) := M(2,Z), ordre maximal 
de M(2,Q). Equivalentment, O és isomorf a l'ordre de l'álgebra de 

matrius 
Q J 

Caí(1,1) : = Z 1, i + i 3 -j + Ú" 1 - í 

(ii) Si H és una Q-álgebra poc ramificada de tipus A , de discriminant Djj 
2p, aleshores tot ordre maximal de H és isomorf a l'ordre de HA{P) 

OA{2PA) : = Z 1^ 

(iii) Si H és una Q-álgebra poc ramificada de tipus B, de discriminant DH = 
pq, aleshores tot ordre maximal de H és isomorf a l'ordre de HB{p,q) 

Osipq, 1) := 
' . l+j i + ij 

DEMOSTRACIÓ: Per 1.2.17, els ordres maximals es conserven per isomorfisme 
de iíT-álgebres; per tant, és suficient veure que els ordres Oo(l, 1), C'>i(2p, 1) i 
OBÍPQ, 1) son ordres maximals a les algebres M(2, Q), HA{P) i HB{P, q). No­
tem que l'ordre OM{1, 1) s'obté a partir de l'ordre Oo{l, 1) per l'isomorfisme 
ip-'^ de 1.1.10. Per a M(2,Q) és conegut. 

Per veure (ii), es calcula Dc?^(2p,i) = 2p utilitzant 1.2.5. Per 1.1.29, aquest 
valor coincideix amb el discriminant de H^ip).-Si apliquem 1.2.25, tenim que 
Oyi(2p,l) és un ordre maximal. A mes, per 1.2.33, tots els ordres maximals 
de HA{P) son conjugats. 

De forma análoga es demostra (iii): en aquest cas, DoB(pq,i) = pq = DH(p,q). 
• 

Notem que per a les Q-álgebres de quaternions no rámificades i les poc rámi­
ficades de tipus A i B, llevat conjugació, podem suposar que tot ordre O está 
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contingut en l'ordre maximal donat en la proposició anterior. En particular, 
per aqüestes algebres podem expressar qualsevol element ÍÜ & O en funció 
d'una base de Co(l , l ) o bé OA/(1,1), C^(2p, 1), OBÍP^A), respectivament. 

A continuado donem Z-ordres d'Eichier explícits per a aqüestes algebres. 

1.2.35 Proposició. Sigui H una Q-álgebra de quaternions. 

(i) A l'algebra de matrius M(2,Q), elZ-ordre 

Oo{l,N) := í a b\ 
\cN d J 

és un ordre d'Eichier de nivell N. 
A l'algebra de matrius no ramificada 

: a,b,c,áe 

\ 
, el 1,-ordre 

OMÍ^N) : = Z 

és un ordre d'Eichier de nivell N. 

(ii) A la Q-álgebra HA{P), el Z-ordre 

OA{2P,N) : = Z 

1 J + /vízüiál luí 
' 2 ' 2 ' 2 

és un ordre d'Eichier de nivell N, per a N p~l 
, N Iliure de quadrats. 

(iii) A la Q-álgebra HBÍP,q), el Z-ordre 

OB{pq,N) : = Z 
2 ' 2 

és un ordre d'Eichier de nivell N, per a iV"!——, mcd(iV",p) = 1, iV 
Iliure de quadrats. 

(iv) SiH = {j^^ ^^P'^ ^> 9 = 3 mod 4 ÍDH = 2p, aleshores 

X, í , j , 

és un ordre d'Eichier de H de nivell q. 
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Així, es compro va fácilment que Z , . . l + i - f i + zj és un Z-ordre de 
2 

discriminant igual a 2pq. Aleshores, si apliquem 1.2.29, obtenim que l'ordre 
donat és un ordre d'Eichler de nivell q. • 

1.3 Algoritmes i taules 

En aquesta secció descrivim breument els algoritmes implementats relatius 
ais resultats d'aquest capítol sobre algebres de quaternions i ordres qua­
terniónics, que formen part del paquet Poincaré. Ens referirem sempre a 
Q-álgebres de quaternions. 

Básicament les instruccions s'estructuren en tres blocs, depenent de la seva 
finalitat: instruccions relatives a les operacions amb quaternions (remarquem 
la no-commutativitat del producte), instruccions sobre les algebres de qua­
ternions en si mateixes i instruccions sobre els ordres quaterniónics. 

Totes les instruccions relatives a algebres de quaternions utilitzen l'álgebra 

, respecte de la base {1, A;}, on k := ij, Així, les variables i, 
\ 

j , k, a ib están protegides i no se'ls pot assignar cap valor mentre tinguem 
el paquet Poincaré actiu. Aixó s'aconsegueix amb una rutina que es car-
rega automáticament en inicialitzar el paquet i n'esborra els valors anteriors. 
Algunes instruccions es poden utilitzar amb a i b com a parámetres, altres 
requereixen haver fixat l'álgebra de quaternions, la qual cosa es realitza amb 

DEMOSTRACIÓ: El cas (i) és ciar. 
p-1 

Per tal que OA{2P,N) sigui un Z-ordre de HA{P) cal que N \ —-—. De 
manera análoga al cas anterior, obtenim que Do^(2p,N) = 2pN. En aquest 
cas, per 1.1.28, DH^(^P) = 2p. Notem que A'' i 2p son primers entre si, per 
les condicions sobre AT i ser p = 3 mod 4. Aleshores, 0^(2p, N) és un ordre 
d'Eichler de nivell Â , per 1.2.29. Aixó prova (ii). 

Anem a veure (iii). La condició N\^ ^ ens assegura que OBÍPQ, N) és un 
Z-ordre de HBÍPTQ). El seu discriminant és Dog{pq,N) = pqN. En aquest 
cas, Dijg(^p^q) = pq, i autoináticament mcd{N,q) = 1. Si imposem que N i p 
siguin primers entre si, aleshores Osipq^N) és un ordre d'Eichler de nivell 
N, com abans. 

En el cas (iv), la condició sobre el discriminant implica que p = 3 mod 4. 
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la instrucció def QuatAlg. 

Definim un quaternió a partir deis polinomis de Maple multivariables, utilit-
zant les variables i, j , k. La instrucció qcoef f s dona els coeficients d'un qua­
ternió respecte de la base {l,i,j,k} i Mcoor dona els coeficients d'una Uista 
de quaternions escrivint-los a les columnes d'una matriu. Destaquem les fun-
cions lógiques type/quaternion i type/purequaternion, que comproven el 
tipus d'element introduít i interven en la construcció d'altres instruccions. 

Les operacions suma de quaternions i producto per un escalar coincideixen 
amb les ja definides en Maple V per ais polinomis. Només és necessari definir 
el producto de quaternions, que no és commutatiu, per a la qual cosa utilitzem 
la instrucció qmul. Per comoditat, introduim també l'abreviació &:q, com a 
símbol del producto de quaternions, que emula la instrucció anterior. Definim 
el conjugat, la norma, la traga i l'invers d'un quaternió amb les instruccions 
qbar, qnorm, qtrace i qinv, respectivament. 

Podem parlar d'un segon bloc d'instruccions relatives a les algebres de qua­
ternions com a objectes. El discriminant d'una álgebra es calcula amb la 
instrucció DiscH, la qual utilitzá la instrucció Hilbert per a calcular símbols 
de Hilbert (que no es troba en el Maple V R4). Peí que fa ais morfismes 
d'álgebres, tenim la instrucció embH per a la immersió de l'álgebra de quater­
nions en l'álgebra de les matrius reals donada a 1.1.25, i la instrucció embHg, 
que n'és una variació que admet parámetros. Per ais automorfismes intems 
hem implementat la instrucció qconj. 

Els teoremes 1.1.29 i 1.1.31 donen algoritmes per a calcular algebres de qua­
ternions amb determinados característiques. Les instruccions canH i canHdisc 
son les implementacions d'aquests algoritmes. Així, donats dos nombres pri­
mers p i q, canH retorna una parella (a, b) que determini una álgebra de 

quaternions isomorfa a (^Q^ ' permet classificar les algebres de qua­
ternions de partida en algebres no ramificades, algebres poc ramificades de 
tipus A i algebres poc ramificades de tipus B. Donats p i q primers diferents, 
czinHdisc retorna una parella (a, 6) que determini una álgebra de quaterni­
ons de discriminant D = pq. La instrucció typeH comprova si l'álgebra de 
quaternions és ramificada o poc ramificada de tipus A o de tipus B. 

Agrupem en un tercer bloc les instruccions relatives ais ordres. Per a totes 
aqüestes instruccions, observem que la manera d'introduir un ordre será per 
mitjá d'una base, donada com una Uista de quatre quaternions, que deno­
tem per /. Ara bé, no tota Uista / de quatre quaternions és necessáriament 
una Z-base d'un ordre. Destaquem així, en primer lloc, la funció lógica 
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isOrder, que comprova si / genera o no un ordre, indicant-ne el motiu en cas 
negatiu, mitjangant un parámetre opcional. A partir d'aquí, la resta d'ins-
truccions referents a ordres tindran com a entrada una Uista l formada per 
quatre quaternions, que donaran per descomptat que determina un ordre; 
generalment, si no és així s'obtindrá un error o una resposta sense sentit. 
Per evitar aquests errors, totes les instruccions que usen ordres disposen de 
l'argument opcional true. Si afegim aquest argument a continuació deis ar­
guments de la instrucció, en ser executada aquesta comprovara préviament 
que la Uista / donada determini un ordre; en cas afirmatiu s'executará la 
instrucció própiament dita i en cas negatiu ens dirá el motiu peí qual / no és 
ordre i parará amb resposta buida. 

Peí que fa a les bases d'un ordre, destaquem les instruccions: HermiteOr, 
per a simplificar la base de l'ordre; isnBasisOr, funció lógica que comprova 
si una base és normalitzada; nBasisOr, que retorna una base normalitzada 
de l'ordre; McbOr, per a obtenir la matriu de canvi de base entre dos bases 
de l'ordre; coorOr, que dona les coordenades d'un element respecte d'una 
base, i OrM, que transforma una matriu en la Uista de quaternions determi­
nada per les seves columnes, respecte de la base {1, ¿, j . A;}. Calculem també 
constants associades a l'ordre. Les instruccions DiscOr, ParOr i denOr re­
tornen el discriminant, la paritat i el denominador de l'ordre. La funció 
lógica isMaxOrder identifica si l'ordre és maximal o no. Per al cas d'ordres 
d'Eichler, NivOr en dona el nivell. 

Donats dos ordres, els algoritmes que comproven si hi ha inclusió o igualtat 
entre aquests s'han implementat en les funcions lógiques IncOr i EqOr, res­
pectivament. Obtenim l'índex d'un ordre en un altre amb la instrucció IndOr 
(suposant la inclusió deis ordres donats i amb l'argument opcional true per 
tal de comprovar préviament aquesta inclusió). La instrucció IndMaxOr dona 
l'índex de l'ordre en un ordre maximal que el contingui. Destaquem també la 
instrucció IntOr, que implementa un algoritme per a calcular la intersecció 
de dos ordres. La instrucció ConjOr calcula el conjugat d'un ordre per un 
quaternió. Finalment, la instrucció IntConjOr, elaborada a partir de les 
dues anteriors, busca la intersecció d'un ordre amb un cert conjugat seu. No­
tem que si apliquem les instruccions IntQr i IntConjOr a ordres maximals, 
obtenim ordres d'Eichler. 

Els resultats sobre la classificació de les Q-álgebres de quaternions donades 
per una parella de primers s'han recopUat en la taula 1.1, per ais primers p,q 
inferiors a 55. La taula 1.2 dona un representant de les classes d'isomorfia de 
les algebres de quaternions poc ramificades de discriminant D < 240. En la 
taula 1.3 donem una álgebra de quaternions H de discriminant producte de 
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quatre nombres primers, DH = P1P2P3P4 < 1000. Notem que, si ampliem la 
taula 1.2 fins a discriminant 1000, tenim un representant de totes les classes 
d'isomorfia de les algebres de quaternions indefinides de discriminant menor 
que 1000. 

En les taules 1.4, 1.5, 1.6 i 1.7 hem calculat Z-bases explícitos d'ordres re-
presentants de les classes de conjugado deis ordres d'Eichler de nivell A'' per 
a les algebres no ramificades HA{3), HB{2,5), HA{1) i ÍÍB(3,5). 
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Taula 1.1 Representants H de les classes d'isomorfia de les Q-álgebres de 

quaternions no ramificades o poc ramificades de la forma H = ^^^^' 

p, q < 55 primers. 

H DH H 
(2,2) 1 (1 , -1 ) 
(2,3) 6 (3 , -1 ) 
(2,5) 10 (2,5) 
(2,7) 1 (1 , -1 ) 
(2,11) 22 (11,-1) 
(2,13) 26 (2,13) 
(2,17) 1 (1 , -1 ) 
(2,19) 38 (19,-1) 
(2,23) 1 (1 , -1 ) 
(2,29) 58 (2,29) 
(2,31) 1 (1 , -1 ) 
(2,37) 74 (2,37) 
(2,41) 1 (1 , -1 ) 
(2,43) 86 (43,-1) 
(2,47) 1 (1 , -1 ) 
(2,53) 106 (2,53) 
(3,3) 6 (3 , -1 ) 
(3,5) 15 (3,5) 
(3,7) 14 (7 , -1 ) 
(3,11) 6 (3 , -1 ) 
(3,13) 1 ( 1 , - i y 
(3,17) 51 (3,17) 
(3,19) 38 (19,-1) 
(3,23) 6 (3 , -1 ) 
(3,29) 87 (3,29) 
(3,31) 62 (31,-1) 
(3,37) 1 (1 , -1 ) 
(3,41) 123 (3,41) 
(3,43) 86 (43,-1) 
(3,47) 6 (3 , -1 ) 
(3,53) 159 (3,53) 
(5,5) 1 (1 , -1 ) 
(5,7) 35 (5,7) 
(5,11) 1 (1 , -1 ) 

H DH H 
(5,17) 85 (5,17) 
(5,19) 1 (1 , -1 ) 
(5,23) 115 (5,23) 
(5,29) 1 (1 , -1 ) 
(5,31) 1 (1 , -1 ) 
(5,37) 185 (5,37) 
(5,41) 1 (1 , -1 ) 
(5,43) 215 (5,43) 
(5,47) 235 (5,47) 
(5,53) 265 (5,53) 
(7,7) 14 (7 , -1 ) 
(7,11) 22 (11,-1) 
(7,13) 91 (7,13) 
(7,17) 119 (7,17) 
(7,19) 14 (7 , -1 ) 
(7,23) 46 (23,-1) 
(7,29) 1 (1 , -1 ) 
(7,31) 14 (7 , -1 ) 
(7,37) 1 (1 , -1 ) 
(7,41) 287 (7,41) 
(7,43) 86 (43,-1) 
(7,47) 14 (7 , -1 ) 
(7,53) 1 (1 , -1 ) 

(11,11) 22 (11,-1) 
(11,13) 143 (11,13) 
(11,17) 187 (11,17) 
(11,19) 22 (11,-1) 
(11,23) 46 (23,-1) 
(11,29) 319 (11,29) 
(11,31) 62 (31,-1) 
(11,37) 1 (1 , -1 ) 
(11,41) 451 (11,41) 
(11,43) 22 (11,-1) 
(11,47) 94 (47,-1) 
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H DH H 
(11,53) 1 (1 , -1) 
(13,13) 1 (1 , -1) 
(13,17) 1 (1 , -1) 
(13,19) 247 (13,19) 
(13,23) 1 (1 , -1) 
(13,29) 1 (1 , -1) 
(13,31) 403 (13,31) 
(13,37) 481 (13,37) 
(13,41) 533 (13,41) 
(13,43) 1 (1 , -1) 
(13,47) 611 (13,47) 
(13,53) 1 (1 , -1) 
(17,17) 1 (1 , -1 ) 
(17,19) 1 (1 , -1) 
(17,23) 391 (17,23) 
(17,29) 493 (17,29) 
(17,31) 527 (17,31) 
(17,37) 629 (17,37) 
(17,41) 697 (17,41) 
(17,43) 1 (1 , -1) 
(17,47) 1 (1 , -1) 
(17,53) 1 (1 , -1 ) 
(19,19) 38 (19,-1) 
(19,23) 46 (23,-1) 
(19,29) 551 (19,29) 
(19,31) 38 (19,-1) 
(19,37) 703 (19,37) 
(19,41) 779 (19,41) 
(19,43) 86 (43,-1) 
(19,47) 94 (47,-1) 
(19,53) 1007 (19,53) 
(23,23) 46 (23,-1) 
(23,29) 1 (1 , -1) 

H DH H 
(23,31) 62 (31,-1) 
(23,37) 851 (23,37) 
(23,41) 1 (1 , -1 ) 
(23,43) 46 (23,-1) 
(23,47) 94 (47, - 1 ) 
(23,53) 1219 (23,53) 
(29,29) 1 (1 , -1 ) 
(29,31) 899 (29,31) 
(29,37) 1073 (29,37) 
(29,41) 1189 (29,41) 
(29,43) 1247 (29,43) 
(29,47) 1363 (29,47) 
(29,53) 1 (1 , -1 ) 
(31,31) 62 (31,-1) 
(31,37) 1147 (31,37) 
(31,41) 1 (1 , -1 ) 
(31,43) 62 (31,-1) 
(31,47) 94 (47,-1) 
(31,53) 1643 (31,53) 
(37,37) 1 (1 , -1 ) 
(37,41) 1 (1 , -1 ) 
(37,43) 1591 (37,43) 
(37,47) 1 (1 , -1 ) 
(37,53) 1 (1 , -1 ) 
(41,41) 1 (1 , -1 ) 
(41,43) 1 (1 , -1 ) 
(41,47) 1927 (41,47) 
(41,53) 2173 (41,53) 
(43,43) 86 (43,-1) 
(43,47) 94 (47,-1) 
(43,53) 1 (1 , -1 ) 
(47,47) 94 (47,-1) 
(47,53) 1 (1 , -1 ) 
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Taula 1.2 Representants H de les classes d'isomorfia de les Q-álgebres de 
quaternions poc ramificades de discriminant D < 240. 

D p-q H 
6 2-3 (3 , -1 ) 

10 2-5 (2,5) 
14 2-7 (7 , -1 ) 

. 15 3-5 (3,5) 
21 3-7 (21,-1) 
22 2-11 (11,-1) 
26 2-13 (2,13) 
33 3-11 (33,-1) 
34 2-17 (34, - 3 ) 
35 5-7 (5,7) 
38 2-19 (19,-1) 
39 3-13 (39, - 7 ) 
46 2-23 (23,-1) 
51 3-17 (3,17) 
55 5-11 (55,-3) 
57 3-19 (57, - 1 ) 
58 2-29 (2,29) 
62 2-31 (31,-1) 
65 5-13 (5,13) 
69 3-23 (69,-1) 
74 2-37 (2,37) 
77 7-11 (77,-1) 
82 2-41 (82,-3) 
85 547 (5,17) 
86 2-43 (43, - 1 ) 
87 3-29 (3,29) 
91 7-13 (7,13) 
93 3-31 (93, -1) 
94 2-47 (47, -1) 
95 5-19 (95,-7) 

106 2-53 (2,53) 
111 3-37 (111,-19) 
115 5-23 (5,23) 
118 2-59 (59,-1) 
119 7-17 (7,17) 
122 2-61 (2,61) 

D p-q H 
123 3-41 (3,41) 
129 3-43 (129,-1) 
133 7-19 (133,-1) 
134 2-67 (67,-1) 
141 3-47 (141,-1) 
142 2-71 (71,-1) 
143 11-13 (11,13) 
145 5-29 (145, - 3 ) 
146 2-73 (146,-5) 
155 5-31 (155,-7) 
158 2-79 (79,-1) 
159 3-53 (3,53) 
161 7-23 (161,-1) 
166 2-83 (83,-1) 
177 3-59 (177,-1) 
178 2-89 (178,-3) 
183 3-61 (183,-7) 
185 5-37 (5,37) 
187 11-17 (11,17) 
194 2-97 (194,-5) 
201 3-67 (201,-1) 
202 2-101 (2,101) 
203 7-29 (203, - 2 ) 
205 5-41 (205, - 3 ) 
206 2-103 (103,-1) 
209 11-19 (209,-1) 
213 3-71 (213,-1) 
214 2-107 (107,-1) 
215 5-43 (5,43) 
217 7-31 (217,-1) 
218 2-109 (2,109) 
219 3-73 (219,-7) 
221 13-17 (221,-5) 
226 2-113 (226, - 3 ) 
235 5-47 (5,47) 
237 3-79 (237,-1) 
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Taula 1.3 Representants H de les classes d'isomorfia de les Q-álgebres de 
quaternions de discriminant D = P\ • P2 • P3 • P4 < 1000, on pi,P2,P3,P4 
primers. 

D Pl •P2-P3- Pl H 
210 2 - 3 - 5 - 7 (2 .3 -7 ,5 ) 
330 2 - 3 - ó -11 (2,3-5 -11) 
390 2 - 3 - ó - 1 3 (2-3-13,5) 
462 2 -3 -7 -11 ( 3 - 7 - 1 1 , - 1 ) 
510 2-3•5-17 (2-3-17,5) 
546 2 -3 -7 -13 (2-13,3-7) 
570 2 -3 -5 -19 (2,3-5-19) 
690 2•3 • 5•23 (2-3-23,5) 
714 2 -3 -7 -17 (2-7,3 •7-17) 
770 2 -5 -7 -11 ( 2 - 5 , l l - 7 ) 
798 2 -3 -7 -19 ( 3 - 7 - 1 9 , - 1 ) 
858 2-3-11-13 (2,3-11 • 13) 
870 2•3 • 5•29 (2,3-5-29) 
910 2 -5 -7 -13 (2-7-13,5) 
930 2•3 • 5 • 31 (3 •31,2-3-5) 
966 2•3 • 7•23 ( 3 - 7 - 2 3 , - 1 ) 
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Taula 1.4 Representants 0{d,N) de les classes de conjugado deis ordres 
d'Eichler de nivell N, on N < 100, en l'álgebra de quaternions HA{3). 

N 0{6,N) 
1 I.[l,i,j,l/2 + l/2i + l/2j + l/2ij 
5 Z[l , 5¿, 2i + i, 1/2 + 3/2i + l/2j + l/2ij] 
7 Z 1,7¿, i + i, 1/2 + 5/2i + l /2 i + l/2ij] 

11 Z[l , i, l l j , 1/2 + 1/2Í+ 5/2j + 1/2ÍJ] 
13 Z[l , i, 13j, 1/2 + l/2z- + 17/2Í + l /2ii] 
17 Z[l , 17¿, i + i , 1/2 + 7/2¿ + l /2 i + l/2¿i] 
19 Z 1,19¿, 14¿ + ; , 1/2 + 27/2¿ + 1/2; + l/2¿;] 
23 |Z 1,23i,4¿ + ; , 1/2 -f 5/2¿ + 1/2; + l /2i ; ] 
25 Z[l , 25¿, 3i + j , 1/2 -f 29/2¿ + 1/2^ + l/2¿i] 
29 Z 1,29¿, 23i + j , 1/2 + 45/2¿ + l / 2 j + l/2¿i] 
31 Z 1,31¿, i + j , 1/2 + 9/2¿ -f l /2 i + 1/2^-] 
35 Z[l,35i,20i + 1/2 + 3/2i + 1/2; + l/2¿j] 
37 Z[l , i, 37j, 1/2 + l/2¿ + 59/2Í + l/2ij] 
41 Z[l,4H,34i + i, 1/2 + 67/2z + 1/2 j + l/2¿i] 
43 Z[l , 43¿, 2i + j , 1/2 +67/2Í + l/2j + l/2ij] 
47 Z[ l , í-,47i, 1/2 + l/2i + 35/2J + l/2¿i] 
49 Z 1,49¿, 2i + j , 1/2 + 35/2¿ + l /2 i + l/2ij 
53 Z 1,53¿, 6¿ + i, 1/2 + 7/2i + l / 2 j + l /2¿j 
55 Z 1,55¿, 37¿ + i, 1/2 + 43/2? + l /2 i + 1 /2ij] 
59 Z 1,59¿, lOz + i, 1/2 + 71/2¿ + 1/2; + l /2ii] 
61 Z[l , 6h-, 39i + 1/2 + 71/2¿ + l / 2 j + l/2¿i] 
65 Z [1,65¿,45¿ + ; , 1/2 + 67/2¿ + 1/2; + 1/2?;] 
67 Z 1,67¿, 15i + j , 1/2 + 17/2Í + l /2 j + 1/2^] 
71 Z [1, 7H, i + ; , 1/2 + 13/2¿ + 1/2; + l /2¿; 
73 Z 1,73¿, 5¿ + ; , 1/2 + 79/2i + 1/2; + l /2¿; 
77 Z 1,77¿, 26¿ + ; , 1/2 + 31/2¿ + 1/2; + l/2¿;] 
79 Ii 1,79¿, 49i + ; , 1/2 + l/2i + 1/2; + l /2¿; 
83 Z 1,83¿, 36i + ; , 1/2 + 97/2Í •+ 1/2; + l/2¿i 
85 Z 1,85¿, 67? + ; , 1/2 + 163/2¿ + 1/2; + l /2¿; 
89 Z [1,89?, 35¿ + ; , 1/2 + 129/2¿ + 1/2; + l/2¿;] 
91 Z l ,91i ,47¿-f i , l /2 + 161/2¿ + 1/2; + l /2z; 
95 Z [1, 95?, 8i + ; , 1/2 + 9/2? + 1/2; + 1/2?;] 
97 Z 1,97¿, 25¿ + i , 1/2 + 107/2¿ + 1/2; + l/2¿j] 
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Taula 1.5 Representants 0(10, N) de les classes de conjugado deis ordres 
d'Eichler de nivell N, on N < 85, en l'álgebra de quaternions HB{2,5). 

N 0(10, iV) 
1 Z[ l , i , l / 2 + l /2i , l /2¿ + l/2ú-] 
3 Z[l, 3¿, 1/2 + 2i + l/2j, 1/2Í + l/2ij] 
7 Z[l, i, 7/2 + 7/2j, 1/2 + 5/2i + l /2 i + 5/2^] 
9 Z[l , 9i, 1/2 + 2i + l / 2 j , l/2¿ + l/2¿i] 

11 Z[l , 11¿, 1/2 + 7i + 1/2J, l/2i + l/2¿i] 
13 Z[l , 13¿, 1/2 + 9¿ + l / 2 j , 9/2¿ + l/2ij 
17 Z[l, ¿, 17/2 + 17/2Í, 1/2 + 7i + l /2 i + 7ij] 
19 Z[l , 19¿, 1/2 + 3i -f l /2i , l/2í + l /2í i 
21 Z[l,21¿, 1/2 + 16¿ + l /2i , ll/2¿ + l/2¿j 
23 Z[l , 23¿, 1/2 + 4i + 1 /2 j , 31 /2i + 1 /2ij] 
27 Z 1,27¿, 1/2 + 16¿ + l/2i, l/2i + l/2ij] 
29 Z 1,29¿, 1/2 + ¿ + l /2 j , 39/2Í + l/2¿i] 
31 Z l,¿,31/2 + 31/2Í, 1/2 + 27/2¿ + l /2 i + 27/2z'i] 
33 Z 1,33¿, 1/2 + 20¿ + l /2i, 53/2¿ + l/2¿j 
37 Z 1,37¿, 1/2 + lOi + l/2j, 19/2Í + l¡2ij] 
39 Z[l, 39¿, 1/2 + 16¿ + l/2j,47/2z + l/2¿j 
41 Z[l,4h", 1/2 + 12¿ + l /2i , 79/2Í + l/2¿j 
43 Z[l,43¿, 1/2 + 14¿ + l/2j,81/2í + l /2¿i 
47 Z[l,47¿, 1/2 + 40¿ + l/2i,63/2¿ + l/2¿i] 
49 Z 1, ¿,49/2 + 49/2Í, 1/2 + 22¿ + l /2 i + 22¿j] 
51 Z 1,51i, 1/2 + i -f l /2i , 77/2¿ + l/2íi] 
53 Z 1,53¿, 1/2 + 5i + l / 2 j , 29/2¿ + l /2 í j 
57 Z[l,57¿, 1/2 + 26i + l/2i,25/2z + l/2¿j 
59 Z[l , 59¿, 1/2 + 17i + l /2i, 55/2¿ + l/2¿j] 
61 Z 1,6H, 1/2 + 46¿ + l/2i,67/2¿ + l /2¿i 
63 Z[l, 63¿, 1/2 + 19¿ + l /2 j , 101/2¿ + l/2ij] 
67 Z 1,67¿, 1/2 + 46¿ + l /2 j , 7/2¿ + 1 /2ij] 
69 Z 1,69¿, 1/2 + 53¿ + l/2i,35/2¿ + l/2¿j 
71 Z[l,71¿,131/2í + l/2z-i,l/2 + ni + 1/2/ 
73 Z[l, 73i, 1/2 + 2z + l /2i , 57/2Í + l/2¿j] 
77 Z 1,77¿, 1/2 + 47¿ + l /2i, ll/2¿ + l¡2ij] 
79 Z 1,79¿, 1/2 + l /2i, 99/2¿ + l/2¿i] 
81 Z l,8h-, 1/2 + 71i + l/2j, 61/2¿ + l/2¿i 
83 Z 1,83¿, 1/2 + 7i + l /2i , 139/2¿ + l /2i j 
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Taula 1.6 Representants 0{14, iV) de les classes de conjugació deis ordres 
d'Eichler de nivell N, on N < 80, en l'álgebra de quaternions HA{7). 

N 0(14, iV) 
1 Z l , ¿ , i , l / 2 + l/2i + l/2i + l/2¿i] 
3 Z 1, ¿, 3i, 1/2 + l/2i + 5/2i + l/2ij] 
5 Z 1,5¿, i + j , 1/2 + 7/2i + l/2i + l/2¿i 
9 Z[l , 3¿, 2i + 3j, 1/2 + l/2¿ + l/2j + l/2ii] 

11 Z[l,ll$,6¿ + i , l / 2 -l-9/2¿ + l/2j + l/2¿i] 
13 Z[l , 13i, 2i + j , 1/2 + Z/2i + l/2j + l/2ij] 
15 Z[l , 5i, 3i + 3j, 1/2 + 1/2Í + 5/2j + l/2ij] 
17 Z 1,17i,i, 1/2 + 13/2¿ + l/2i + l/2ij] 
19 Z[l , 19í,4í + i, 1/2 + 27/2Í + l/2i + l /2¿j 
23 Z[l,23í,¿ + i , l / 2 + 13/2Í + I72j + l¡2ij] 
25 Z[l , 25¿, I5i + i , 1/2 + 47/2¿ + l / 2 j + l/2¿i] 
27 Z[ l , i ,27i , l /2 + l/2¿ + 13/2Í + l/2¿j] 
29 Z 1,29¿, 16? + i , 1/2 + 31/2¿ + l/2i + l/2ii] 
31 Z 1, ¿, 31i, 1/2 + l/2í- + 41/2Í + l/2¿i] 
33 Z ,1,11¿, bi + 3j, 1/2 + 13/2Í + l / 2 j + l/2¿i] 
37 Z l,37i,8i + i , l / 2 +23/2í + l / 2 j + l/2¿i] 
39 Z[l,39i, 10? + i , 1/2 + 43/2¿ + l/2i + l/2¿i] 
41 Z[l,4H,22í + i , 1/2 + 17/2¿ + l/2i + 1/2?. i] 
43 Z[l,43¿, 18f+ i , 1/2 + l/2¿ + l/2i + l/2¿i] 
45 Z[ l , 15¿, 13i + 3j, 1/2 + 5/2i + l/2j + l/2ij] 
47 Z[l,47¿, 13¿ + i, 1/2 + 77/2Í + 1/2; + l/2¿i] 
51 Z[l , 17i,4¿ + 3i, 1/2 + 7/2i + 5/2j + l/2ii] 
53 Z[l , 53i, ¿ + i , 1/2 + 19/2Í + l/2i + l/2¿j] 
55 Z l,55¿,4í + j , 1/2 + 5/2J + l/2i -f-1/2?/ 
57 Z [1,19?', 12? + 3i, 1/2 + 35/2? + 5/2; + l/2?i] 
59 Z l,59¿,17¿-|-i,l/2 + 21/2i + l / 2 j + l/2¿. l 
61 Z 1,61?, 3? + i, 1/2 + 65/2? + l/2i + l/2¿j] 
65 Z 1,65é, 20¿ + i , 1/2 + 113/2Í + 1/2; + l/2¿i] 
67 Z 1,67¿, 45¿ + i , 1/2 + 83/2z- + l / 2 j + l/2ij] 
69 Z [1,23?, 14?- + 3j, 1/2 + 1/2?- + l/2i + 1/2?;] 
71 Z 1,71i, 5i + j , 1/2 + 99/2Í -f l/2i + l/2¿i 
73 Z[l , 73¿, 7i + i, 1/2 + 139/2Í + l/2i + l/2íi] 
75 Z[l , 25¿, 2i + 3i, 1/2 + 41/2Í + 5/2i + l/2¿ ñ 
79 Z 1,79¿, 21i -f- j , 1/2 + 41/2¿ + l/2i + l/2¿i] 
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Taula 1.7 Representants C(15, iV) de les classes de conjugado deis ordres 
d'Eichier de nivell N, on N < 60, en l'algebra de quaternions HB{3,5). 

N 0(15, iV) 
1 Z[l,t-,l/2 + l /2i , l /2¿ + l /2ü] 
2 Z[ l , ¿ , i , l /2 + l/2¿ + l /2i + l/2íj] 
4 Z[l,4¿, 1/2 + i + l /2i , l/2i + l/2ij] 
7 Z 1,7i, 1/2 + 4¿ + l /2i , l/2¿ + l /2¿j 
8 Z[l,4¿, 3¿ + j , 1/2 + 3/2¿ + l /2i + l/2¿j 

11 Z[l, ¿, 11/2 + 11/2Í, 1/2 +9/2J; + l /2i +9/2¿i] 
13 Z[l, 13¿, 1/2 + 2¿ + l /2i , l/2¿ + 1/2ZÍ: 

14 Z[l , 14¿, 1/2 + 5¿ + l /2i , 19/2¿ + l/2¿i 
16 Z 1,8¿, 3¿ -f i , 1/2 + ll/2¿ + l /2 j + l/2?i] 
17 Z 1,17¿, 1/2 + i + l /2i , 17/2i + l/2ij 
19 Z l ,19¿, l /2+ l/2i,29/2i + l/2¿i 
22 Z [1,11¿, 6i + j , 1/2 + l/2í + l /2 i + l/2¿i] 
23 Z 1,23¿, 1/2+ 16¿ + l/2i,31/2¿ + l/2¿j] 
26 Z 1,¿, 13i, 1/2 + l/2t + 17/2Í + l /2y ] 
28 Z 1,28¿, 1/2 + 3¿ + l /2i , l/2¿ + l /2ii 
29 Z 1,29¿, 1/2 + 12¿ + l / 2 j , 15/2¿ + l/2¿j] 
31 Z 1,31i, 1/2 + 17¿ + l /2i, l/2¿ + 1 /2ij] 
32 Z 1,16¿, Ih' + i, 1/2 + 16/2¿ + l /2 i + l/2¿i] 
34 Z [1,34¿, 1/2 + 7i + l /2i , 41/2¿ + l /2¿ / 
37 Z l,37¿,l/2 + 27¿ -f l/2j,61/2¿ + l/2¿j] 
38 Z 1,38i, 1/2 + i + l /2i , 51/2z' + l/2¿i] 
41 Z 1,4H, 1/2 + 38¿ + l /2i, 61/2¿ + l/2ij] 
43 Zl,4Zi,l/2 + 9i + l/2i,69/2¿ + l /2ii] 
44 Z[ l ,2 í , í+ l l i , l / 2 + 3/2i + 5/2i + l/2¿i] 
46 Z 1,23Í, 13¿ + i, 1/2 + 25/2¿ + l /2 i + l /2¿j 
47 Z 1, ¿,47/2 + 47/2Í, 1/2 + 43/2Í + l /2 i + 43/2íj 
49 Z 1,49¿, 1/2 + 45¿ + l / 2 j , l/2i + l/2¿i] 
52 Z 1,26¿, 7i + i , 1/2 + 49/2¿ + 1/2; + l/2¿i] 
53 Z[l ,53i, l /2 + 41¿ + l/2i,39/2¿ + l/2¿j] 
56 Z[l, 28i, 13i + j , 1/2 + 5/2?- + l /2i + l/2¿i] 
58 Z 1,58í, 1/2 + 47¿ + l / 2 j , 93/2¿ + l/2¿i 
59 Z 1,59¿, 1/2 + 10¿ + l /2i , 5/2¿ + l /2i i 



Capítol 2 

Corbes de Shimura: introdücció 

En aquest capítol es defineixen les corbes de Shimura X{D, N) mitjangant 
l'acció en el semiplá de Poincaré de certs grups fuchsians definits a partir 
d'ordres d'Eichier 0{D, N) de Q-álgebres de quaternions. En primer lloc, 
descrivim l'estructura hiperbólica del semiplá de Poincaré i donem resultats 
referents a les homografies i a les formes quadrátiques bináries associades. 
A continuado, definim els grups d'homografies quaterniónics r(D, N) i els 
explicitem per ais casos no ramificat i poc ramificat de tipus A i B. UtiHt-
zant les notacions anteriors, donem la definició de corba de Shimura i les 
principáis propietats que caracteritzen el model canónic, així com també la 
interpretado modular. Una recopilado de resultats sobre les constants asso­
ciades a aqüestes corbes ens permet implementar instruccions en el paquet 
Poincaré per a calcular les constants associades a les corbes de Shimura i 
mostrar-ne taules. 

2.1 El semiplá de Poincaré 

Denotem per i el nombre complex imaginari tal que i? = —1 i per Re(z) i 
Im(^), la part real i la part imaginaria, respectivament, d'un punt z E C Es 
coneix amb el nom de semiplá de Poincaré el semiplá complex superior Tí = 
{z E C : Re{z) > 0} , amb l'estructura donada per la geometría hiperbólica. 
Com a referéncies principáis citem [VigSO] i [Sie71]. 

Els punts hiperbólics de H son els punts habituáis z E H. Les rectes hi-
perbóliques son els semicercles de centre un nombre real i les semirectes 
ortogonals a l'eix real. Dos punts hiperbólics z^, Z2 determinen una única 
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recta hiperbólica. La recta hiperbólica determinada per dos punts ^i, Z2 S Ti, 
amb Re(2i) Re(22)5 és el semicercle que passa per Zi i Z2i i té com a centre 
el punt real donat per la intersecció de la recta perpendicular al segment Z1Z2 
i l'eix real. D'aitra banda, aquesta recta conté els quatre punts complexos 
•2̂ 1) -̂ 2? i ^2"^, la qual cosa també la determina. 

La distancia hiperbólica S{zi,Z2) entre dos punts zi,Z2 es defineix com 
/ 

1 + S{zi,Z2) := arccosh 
ZX-Z2\'\ 

2ZxZ2 } 

També es pot calcular d'altres mañeros. Si els dos punts teñen la mateixa 

part real, ¿ ( y i , y 2 ) = log y2 Si la recta hiperbólica que uneix els dos 

tan(di/2) 
log , on 6i i ^2 son els punts és un are de cercle, ^izi^z-^ = ..^^ . . . 

tan(c'2/2) 
angles determinats pels punts Zi i Z2. La mesura hiperbólica deis angles 
coincideix amb la mesura euclidiana. 
La distancia hiperbólica és additiva sobre les rectes hiperboliques i, en ge­
neral, satisfá la desigualtat triangular. Les geodésiques son les rectes hi­
perboliques. Donat un punt z G 7Í, per a trobar un punt que disti de z una 
distancia d en una direcció prefixada s'utilitza una aplicado que porti el punt 
z a O i la direcció prefixada al semieix real positiu. Aleshores, s'escuU el punt 

real que estigui a distancia euclidiana t del O, on t = 

se 11 aplica la transformado inversa de l'anterior. 

tanh 
27 

Els cercles hiperbólics, és a dir, el lloc geométric deis punts de H que disten 
r d'un punt ZQ donat, coindddxen amb els cercles euclidians continguts en 
n. 

Donats un punt z £ % i una recta hiperbólica r, existeix una única recta 
hiperbólica que passa per z i és perpendicular a r, Donats dos punts Zi,Z2& 

Tí, la recta hiperbólica perpendicular a la recta determinada per Zi,Z2 que 
passa peí seu punt raig (en el sentit hiperbólic) és el lloc geométric de H 
format pels punts que equidisten de Z i , 02-

De les diferencies entre la geometría euclidiana i la hiperbólica, destaquem el 
fet que en aquesta última no se satisfá l'axioma de les paralieles. Així, per un 
punt exterior a una recta hiperbólica peissen infinites rectes hiperboliques que 
no teñen intersecció amb la recta inicial; a mes, cap d'aquestes és equidistant 
de la recta inicial. 

Es diu que un subconjunt de Ti és un conjunt convex hiperbólic si per a cada 
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du = 

2.1.1 Proposició. Sigui n el nombre de vértexs d'un polígon hiperbólic P i 
siguin 6i,... els angles en els vértexs. Aleshores, el volum hiperbólic del 
polígon, que denotem per Vh{P), és 

Vh{P)^{n-2)7r-i9i + ... + e„). 

Els vértexs d'un polígon hiperbólic que son sobre l'eix real s'anomenen vér­
texs impropis; en cas contrari, s'anomenen vértexs propis. Observem que 
l'angle en un vértex impropi sempre és 0. Per la proposició anterior, el 
volum d'un polígon hiperbólic és sempre < (n — 2)IT i la igualtat es dona 
només en el cas que tots els vértexs siguin impropis. En particular, la suma 
deis angles d'un triangle hiperbólic és menor que TT; aquesta és una altra de 
les diferencies entre la geometría euclidiana i la geometría hiperbólica. 

Fixada una geometría, es diu que una aplicado és conforme si conserva els 
angles, en mesura i en signe. Notem que una aplicado és conforme respecte 
de la geometría hiperbólica si, i només si, ho és respecte de la geometría 
euchdiana. En particular, les apHcacions conformes del pía hiperbóhc Tí 
coincideixen amb les isometries de Tí: preserven la distancia hiperbólica, 
apliquen rectes hiperbóliques en rectos hiperbóllques i conserven la rao doble 
de 4 punts. Es demostra que les isometries de Tí son les aplicacions 7 tais 
que 

7(z) = — o n a, 6, c, c? G M, ad — be = 1, 
cz -\- d 

anomenades, també, homografies. 

2.2 Homografies 

En aquesta secció, descrivim les homografies del semiplá de Poincaré amb mes 
detall. Interpretera el seu carácter en fundó de la seva forma de Jordán i de 

parella de punts del subconjunt, el segment de recta hiperbólica que uneix 
els dos punts está contingut en el subconjunt. Tot conjunt convex hiperbóhc 
és connex i la intersecció d'una coMecció de conjunts convexos també és un 
conjunt convex. 

Un polígon hiperbóhc de H és un subconjunt de Tí acotat per una corba 
simple, formada per un nombre finit de segments hiperbólics. El volum 
hiperbóhc d'un polígon hiperbóhc es calcula mitjangant la mesura 
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la forma quadrática binaria associada. Les definicions generáis i els resultats 
coneguts d'aquesta secció es poden trobar a [Poil887], [Shi71] i [Sie71]. 

Una homografia de M, •j : H H, ve definida per 

, . az + 6 , , 1 1 - , 
'Y(Z) = on a, b,c,d £ K , ad — be = 1. 

El conjunt d'homografies de Tí és un grup isomorf a PSL(2,E). Habitual-
ment, tractarem amb grups de matrius F C SL(2,R). Cal teñir en compte 
que, com a grup homografies, cal prendre F := F/ ± Id, ja que 7 i —7 donen 
la mateixa homografia. En un abús del Uenguatge, quan ens referim a un 
grup d'homografies F entendrem el grup d'homografies F corresponent. 

Les homografies també es poden considerar com a aplicacions del pía complex 
C en si mateix. A continuació, descrivim unes altres aplicacions importants 
del pía complex en ell mateix: les inversions. Encara que no son aplicacions 
conformes, ens permetran interpretar geométricament les homografies. 

2.2.1 Definició. Sigui C el cercle de centre o € C i radi r. La inversió 
respecte del cercle C és la transformado / : C U {00} -> C U { 0 0 } , que 
intercanvia els punts o i 00 i que a cada punt z € C — {0} fa correspondre el 
punt w de la recta que determinen z i o, de manera que el producte escalar 
de oÉ amb dé (pensats com a vectors de R^) sigui igual a r .̂ 

La inversió respecte d'un cerdees composició de la conjugado complexa i una 
aplicado conforme. Per tant, aqüestes inversions canvien l'orientació deis 
angles, pero en conserven la magnitud. Es demostra que tota homografia 
de PSL(2,]i.) s'expressa com a composició de dues inversions respecte de 
cercles escaients. En el lema següent donem dues expressions analítiques de 
la inversió respecte d'un cercle C. 

2.2.2 Lema. Siguin C un cercle del pía complex i f: C U {00} —f C U {00} 
la inversió respecte de C. Aleshores: 

(i) Si, en termes de variable complexa, azz + bz -\-bz + c = O és l'equació 
— —c 

del cercle C, la inversió f ve donada per f(z) = —— . 
az-j-b 

(ii) Si C és el cercle de centre o £ C i radi r, la inversió f ve donada per 

f{z) = o+^^. • 
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(a) Es diu que 7 és una homografia hiperbólica si té dos punts fixos diferents 
a R U { 0 0 } ; equivalentment, si (a + d)^ > 4; és a dir, | tr(7)j > 2. 

(b) Es diu que 7 és una homografia eMíptica si té un punt fix z G ?^ i l'altre 
punt fix és J; equivalentment, si (a + dY < 4; és a dir, | tr(7)¡ < 2. 

(c) Es diu que 7 és una homografia parabólica si té únicament un punt fix 
a R U { 0 0 } ; equivalentment, si (a + d^ = 4; és a dir, | tr(7)| = 2. • 

Observem que cada matriu 7 € SL(2,R), 7 ^ dbid, és conjugada sobre C 
d'una de les dues formes canóniques de Jordán següents: 

( o A J > --^b A, ^ A2, o b é ly 
El carácter parabólic, hiperbólic o eHíptic d'una homografia es pot definir 
també a partir deis valors propis de la matriu, tal com s'indica en la proposició 
següent. 

2.2.5 Proposició. Donada una homografia'y G SL(2,R), siguin Ai, A2 els 

seus valors propis sobre C i posem fj, := Aleshores, 
A2 

(i) 7 és hiperbólica si, i només si, ¡JL € R"*"; on fx ^ l. En particular, 
si 7 és hiperbólica, els dos valors propis son diferents; per tant, 7 és 
diagonalitzable. 

2.2.3 Remarca. Notem que (i) inclou el cas a = O, en el qual C és un 
recta vertical; en aquest cas la inversió és exactament la simetría axial d'eix 
C. Peí que fa a l'expressió de (ii), observem que si C és centrat a l'origen, 
f(^z) — r^/r. En particular, per al cercle unitat obtenim l'expressió estándard 
f{z) = 1/z. En general, en el semiplá si C és una recta hiperbólica, 
aleshores la inversió respecte de C és la simetría respecte d'aquesta recta (en 
el sentit de la geometría hiperbólica). L'anomenarem simetría hiperbólica 
respecte de C. • 

Sigui 7 6 SL(2, M). Per a calcular els punts fixos de 7 a CU { 0 0 } , cal resoldre 
l'equació quadrática cz^ + {d — a)z — 6 = 0 . Aquesta equació té com a solució 
un punt real, dos punts reals o bé dos punts complexos conjugats. Aixó dona 
lloc a la definició següent. 

2.2.4 Definició. Sigui 7 = c ¿ ^ ^ SL(2,E). Suposem que defineix 
una homografia de C diferent de ± Id. 
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(ii) 7 és eliíptica si, i només si, ¡.i = e'̂ , amb O < 8 < 2-K; en aquest cas es 
té que Al + A2 = 2cos^. En particular, si 7 és eliíptica, els dos valors 
propis son diferents; per tant, 7 és diagonalitzable. 

(iii) 7 és parabólica si, i només si, fi = 1. En particular, si'y és parabólica, 
té un sol valor propi amb muliiplicitat 2; per tant, 7 no és diagonalit­
zable. 

DEMOSTRACIÓ: Per ser 7 G SL(2,]R), tenim qne A i + A2 = tr(7) = a + d€ 
R i A1A2 = det(7) = 1, d'on = A | . El polinomi caxacterístic de 7 és 

— (a + d)x + 1. Distingirem tres casos, segons els valors propis. 

Suposem que 7 té dos valors propis reals. A i ^ A2. D'una banda, aixó és 
equivalent a /i = Aj G K"*", on ^ 1; d'altra banda, aixó passa si, i només si, 
(a + dy > 4, la qual cosa equival al fet que l'homografia sigui hiperbólica. 

Si suposem que s'obtenen dos valors propis complexos, aquests s o n conjugats. 
D'una banda, tenim A i = A2 = 1/Ai , que és equivalent a n ( A i ) = 1; d'altra 
banda, aixó passa si, i només si, (a + d)^ < 4, la qual cosa equival al fet que 
l'homografia sigui eliíptica. 

Finalment, suposem que hi ha un sol valor propi, de multiplicitat 2. D'una 
banda, es té que A i = A2 = ±1 , la qual cosa és equivalent a /i = 1; d'altra 
banda, aixó passa si, i només si, (a -|- d)^ = 4, la qual cosa equival al fet que 
l'homografia sigui parabólica. O 

Per ais casos no parabolics, el valor fi s'anomena el multiplicador de 7, la qual 
cosa sembla natural a partir de la interpretado geométrica següent. Conside­
rem la homografia 7, donada per certa matriu M i el canvi de variables que 
transforma M en la seva matriu de Jordán. Si 7 és hiperbólica o el-Hptica, 
aquest canvi de variables porta els seus dos punts fixos al O i a l'infinit, res­
pectivament. Aleshores la homografia s'interpreta geométricament com una 
homotécia de rao p, amb centre en l'origen per al cas hiperbólic i com una 
rotació d'angle $ igual a l'argument de |i al voltant de Torigen per al cas 
eliíptic. En el cas d'una homografia parabólica, el canvi porta el seu únic 
punt fix a l'infinit 1 geométricament és una translació. 

Observem que les homografies eliíptiques tais que 9 = ^ir, amb p,q G Z, 
teñen ordre finit. Les homografies parabóliques s o n ordre iníinit. 

2.2.6 Lema. Sigui 7 G F C SL(2, E ) una homografia eliíptica. 

(i) 5í tr(7) = O, aleshores 7 és d'ordre 2 o bé 4, segons que — Id G F o bé 
— Id ^ respectivament. 
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(ii) Si ¿1(7) = 1, aleshores 7 és d'ordre 3 o bé 6, segons que - Id EV o bé 
— Id ^ r, respectivament. 

DEMOSTRACIÓ: Només cal calcular les potencies d'una expressió general de 
l'homografia 7. Si tr(7) = O, s'obté que 7̂  = —Id. Si tr(7) = 1, s'obté 
que 7̂  = — Id. Recordem que com a grup d'homografies ens cal considerar 
r/ ± Id. 

Notem que aqüestes son les dues úniques possibilitats per a les homografies 
eHíptiques de traga a Z. • 

Es pot interpretar també la classificació de les homografies i els seus punts fi­
xos en funció del carácter de determinados formes quadrátiques bináries i deis 
punts que determinen. Les definicions generáis sobre formes quadrátiques es 
donaran en el capítol 4. 

2.2.7 Definicions. Donada una matriu 7 = ^ ^ ^ } ^ M(2,]R), la forma 
quadrática binaria associada és 

f^{X, Y) := cX^ + {d- a)XY - bY\ 

Per a una forma quadrática binaria / de coeficients reals, f{X, Y) — AX"^ + 
BXY + CY"^, posem V{f) el conjunt de punts complexos de part imaginaria 
no negativa solució de l'equació quadrática determinada AX^ -f EX + C = Q. 
És a dir, 

V{f) = {z:Az^ + Bz + C = 0, Re{z) > 0}. 
Si V{f) nH ^ $, aleshores V{f) conté un únic punt, que denotem per r ( / ) , 
• 

A partir de la definició de forma binaria associada a una homografia i del 
conjunt de punts que determina, obtenim la proposició següent. 

2.2.8 Proposició. Sigui j eM{2,R). 

(i) Per a tot X,fj. £ Q, tenim que fxf = Xf^ i /y+pw = / y / en particular, 

(ii) Sigui z G ?¿ U M. Aleshores, z és un punt fix de 7 si, i només si, 

(in) Sigui P e GL(2,E). Aleshores, /p-i . ,p = {det P-'^)P*f^P. • 
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(i) fj és indefinida si, i només si, (tr(7))^/4 > det(7), si, i només si, 
'P{f^) = {xuX2}CR. 

(ii) fy és definida si, i només si, (tr(7))^/4 < det(7), si, i només si, 

(iii) fy és degenerada si, i només si, (tr(7))^/4 = det(7), si, i només si, 

nfy) = {x}cR. 

DEMOSTRACIÓ: Tenim que deti(/y) := -be- ^{d-af = det{'j) - Í ^ ~ S - . 

Així, la forma quadrática fy és indefinida, definida o degenerada segons que 
(tr(7))^/4 sigui mes gran, mes petlt o igual a det(7), respectivament. Obser­
vem que, en el cas definit, será definida positiva o definida negativa depenent 
del signe de c. • 

En el coroMari següent donem una interpretado geométrica que justifica els 
noms donats a les Homografies. 

2.2.10 CoroHari. Siguin 7 = 1 ^ ^ g SL(2,R) í fy la forma binaria 

associada. Sigui K 6R, on K ̂  0. Aleshores, 

(i) 7 es hiperbólica si, i només si, fy és indefinida, si, i només si, la cónica 
fy = K é s una hipérbola. 

(ii) 7 es eliíptica si, i només si, fy és definida, si, i només si, la cónica 
fy = K és una eliipse. 

(iii) 7 és parabólica si, i només si, fy és degenerada, si, i només si, la cónica 
fy = K és una parábola. 

DEMOSTRACIÓ: Tenim que deti(/y) = -be - ^{d - af) = 1 - í ^ - t í l ! , ja 
que det7 = 1. Així, segons el seu signe, la forma quadrática fy és indefi­
nida, definida o degenerada depenent de si (a -f d)^ és mes gran, mes petit o 
igual a 4, respectivament. Aquesta condició equival, precisament, al fet que 
rhomografia sigui hiperbólica, el'Hptica o bé parabólica, respectivament. • 

2.2.9 Proposició. Sigui f = ( ^ j 1 ^ M{2,R) i sigui fj la forma quadrática 

binaria associada. Aleshores, 
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< T = , „ 1 7 = 
0\ 

• 

En particular, si z G R és un punt fix de 7, aleshores és isótropa sobre R, 
ja que /-y(z, 1) = 0. El cas eHíptic es presenta quan la forma quadrática /y 
és anisótropa sobre R. 

2.2.13 Definició. Sigui F C SL(2,R) un grup d'homografies que actúa en 
el semiplá de Poincaré Tí. Es diu que F actúa de forma propia i discontinua 
si existeixen un punt ZQ i un nombre real e > O tais que, per a tot 7 6 F, 
7 7¿ ± Id, es té que IJÍZQ) — zo\ > e. En aquest cas, es diu que ZQ és un punt 
estándard respecte de F. La definició d'acció propia i discontinua equival al 
fet que F sigui un subgrup discret de SL(2,R). 

L'acció de r en Tí dona una relació d'equivaléncia entre els seus punts. Es 
diu que dos punts z,z' € H son equivalents respecte de F si, i només si, 
z' — 7(z) per a algún 7 € F. 

2.2.14 Definicions. Un punt a; G R U { 0 0 } esdiu que és un punt parabólic, 
respectivament hiperbólic, respecte de F si existeix una homografia 7 G F 
parabólica, respectivament hiperbólica, tal que 7(0;) = x. Un punt z ETÍ es 
diu que és un punt eHíptic respecte de F si existeix una homografia eliíptica 
7 G F, 7 ± Id, tal que 7(0) = z. El grup d'isotropia d'un punt z respecte 
de F és el grup F̂  = {7 G F | 7(0) = z}. a 

Si F és un subgrup discret de SL(2,R), el grup d'isotropia d'un punt el-
líptic és un grup cíclic finit, format per matrius eHíptiques. De fet, els únics 

2.2.11 Lema. Sigui 7 6 GL(2,R) de det{7) > 0. Aleshores es té que 
(j-ijcr zfz -7 , -ger a tot a E GL(2,R). 

DEMOSTRACIÓ: D'entrada, si tr(7) O, és cert, ja que la traga es conserva 
per conjugado, tr(C7~^7cr) = tr(7) i tr(—7) = — tr(7). 

Suposem, dones, tr(7) = O i considerem les formes quadrátiques associades. 
Si det(7) > O, aleshores /y i /_-,, serán formes quadrátiques binarles definides, 
definida positiva l'una i definida negativa l'altra. La signatura és un invariant 
de la classe d'equivaléncia sobre R; per tant, no poden ser equivalents. • 

2.2.12 Remarca. El resultat anterior no s'estén a det(7) < 0. Per exemple, 
tenim que a'^-ya = —7 si 
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elements no trivials de F d'ordre finit son precisament les matrius eHíptiques. 
Les matrius d'ordre 2 donen lloc a les homografies anomenades involucions; 
son les de multiplicador = - 1 . 

2.2.15 Definició. L'ordre d'un punt eHíptic z EH respecte de F és l'ordre 
del seu grup d'isotropia respecte de F a PSL(2,R). Es a dir, l'ordre d'un 
punt eHíptic z és jF, si - Id 0 F, o bé p F ^ si - Id e F. • 

51 z és un punt eHíptic respecte de F, aleshores es veu facilment que 7(2), 
per a tot 7 e F, és també un punt el'h'ptic respecte de F. A mes, dos punts 
eliíptics equivalents son del mateix ordre, ja que els seus grups d'isotropia 
son conjugats, F-y(i) = jT^j'^. 

2.2.16 Lema. Sigui F C SL(2,R) un subgrup tal que per a tota matriu 

. = ( : , ' ) e r e . y : = ( - : J ) e r . 

(i) Dos punta de Tí son T-equivalents si, i només si, els seus simetries 
respecte de l'eix imaginari també ho son. 

(ii) Un punt de % és eHíptic respecte de F si, i només si, el seu simétric 
respecte de l'eix imaginari també ho és. En aquest cas son del mateix 
ordre. 

DEMOSTRACIÓ: Siguin z,w EH tais que ^{z) = w, amb 7 e F. Aleshores, 
tenim que 7'(—2) = —w, la qual cosa demostra (i). 

Considerant en particular z ~ w, s'obté l'apartat (ii). Notem que 7 i 7' teñen 
el mateix ordre com a homografies, per la qual cosa els punts, en cas de ser 
eliíptics, son també del mateix ordre. O 

2.2.17 Definició. Un subconjunt tancat connex V CTiURU {00} és un 
domini fonamentcd per l'acció de T en T-L si els punts de l'interior de D no 
son dos a dos F-equivalents i cada punt de Tí és F-equivalent a algún punt 
d e P , • 

Evidentment, el domini fonamental d'un grup F no és únic. Per exemple, si 
T> és un domini fonamental de F, aleshores 7(1?) també ho és, per a qualsevol 
7 € F . 

2.2.18 -Definició. Un cicle d'un domini fonamental és una órbita de vértexs. 
Direm que un cicle és eHíptic d'ordre k si está format per vértexs el-h'ptics 
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d'ordre k. El cicle és parabólic, si está format per vértexs parabolics; conve-
nim aleshores que és d'ordre fc = oo. • 

2.3 Grups d'homografies quaternióniques 

Sigui D > 1 un nombre natural producte d'un nombre parell de primers 
diferents. Sigui iV > 1 un nombre natural tal que mcá{D,N) = 1. Tot 
seguit definim uns grups de matrius que només depenen áe D i N, llevat 
conjugado. 

Considerem a aquest efecto una álgebra de quaternions H sobre Q de discri­
minant D. L'algebra H és una álgebra indefinida, ramificada o no, determi­
nada llevat isomorfismes. Sigui un Z-ordre d'Eichier 0{D, N) C H áe nivell 
A''. Considerem el grup d'unitats quaternióniques format per les unitats de 
norma positiva: 

0{D,N)l := {a G 0{D,Ny : n{a) = 1}. 

Per 1.2.33, 0{D,Ny^ només depén de £> i de A'', llevat conjugado. 

Com a conseqüéncia deis resultats d'Eichier [Eic38], per ais ordres d'Eichier 
de les Q-álgebres de quaternions, el grup d'unitats quaternióniques 0{D, N)*^ 
té les propietats següents. 

2.3.1 Proposició. Siguin H una Q-álgebra de quaternions definida i 0{D, 1) 
un ordre maximal. Aleshores no hi ha cap element de 0{D,1) de norma 
reduída - 1 ; per tant, 0{D,\)\ = C>(D,1)*. A mes, 0{D,iy és un grup 
cíclic d'ordre 2, 4 o bé 6, excepte si: 

(i) H = (^~^~^ > 1"^^ = 2; aleshores, 0{D, 1)* és isomorf a 

E24 := { ± l , ± i , ± j , ± 2 J , ^ l ^ i j ^ } , el grup binari tetraedral. 

(ii) H = (—^—j, que té DH = 3; aleshores, 0{D,iy ~< se,j >, un 

grup dicíclic, amb SQ = cos27r/6 + sin27r/6. • 

2.3.2 Teorema. Siguin H una Q-álgebra de quaternions indefinida i 0{D, N) 
un ordre d'Eichier. Aleshores, 0{D, N) té unitats de norma reduída —1. Per 
tant, 0{D,Ny^ és d'index 2 en 0{D,Ny. • 
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Fixem un isomorfisme # : i í (g) R -> M(2,R), que existeix per ser H una 
álgebra de quaternions indefinida. Per 1.1.4, aquest isomorfisme és únic 
Uevat conjugado. Aleshores, 

T{D,N):=:^0{D,N)l) 

és un subgrup discret de SL(2,R), determinat per D i N, Uevat conjugado. 
Així, el grup T{D, N) actúa en el semiplá de Poincaré i l'anomenarem grup 
d'homografies quaternióniques. Recordem que, com a grup d'homografies, 
cal pensar els elements a T{D, N)/ ± Id. 

Fixem el monomorfisme explícit de la proposició 1.1.25. Així, per a una 
álgebra de quaternions indefinida H = , suposem que a > O i consi­

derem el monomorfisme $ : i í M(2, R) que está donat per 

Per tant, T{D,N) ^ | ^ : Í^,/? G Q ( V ^ | C SL (2 ,Q (v^) . El cas 
a = 1 correspon necessáriament a una álgebra de quaternions no ramificada; 
és a dir, D = 1. En aquest cas, s'obté que r(l,A^) C SL(2,Q). 

En funció del monomorfisme $ que hem fixat, explicitem els grups d'homo­
grafies quaternióniques per a les algebres de quaternions no ramificades i poc 
ramificades del primer capítol. 

2.3.3 Cas no ramificat. Considerem l'álgebra de quaternions no ramifi­
cada H = M(2, Q). En aquest cas, $ és la immersió canónica. Per a cada 
N, considerem l'ordre d'Eichler de niveU N 

Oo{l,N) = a b\ 
^cN d ̂  : a,b,c,dEli 

Obtenim directament que r(l,iV) = 0{l,N)*^ és el grup de congruencia 
denotat habitualment per ro(iV). 

Si considerem l'álgebra de quaternions no ramificada H' = J i l'ordre 

d'Eichler OM{1,N) := Z[l , ¿±íi, A r í = ^ , i f i ] , de niveU Â , obtenim igual-
ment que $ (CM(1 , N)^) = Vo{N). • 
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2.3.4 Cas poc ramificat de tipus A. Considerem Tálgebra de quater­

nions HAÍP) = ( ^ ^ ) i l'ordre OA{2P,N) = Z [l,i,Nj, per a 

N -—^ Iliure de quadrats, que és un ordre d'Eichler de nivell A''. Posem 

F = Q(a/P) i denotem a h-)- a' la conjugació en F. 

Obtenim les següents descripcions equivalents per al grup r(2p, A''): 

si, i només si, x,y,z,t E Z i det(7) = 1. 

(") 7 = i ( ) € V(2p,N) si. i només si, 

enters, a = b = c = d mod 2, A'' | c — c? i det(7) = 1. 

(iii) 7 = ^ J^/ ) G r(2p, Â ) si, i només si, a,/? € Z[v^], 
/ B-B'\ 

a = 13 = mod 2, N \ { tr(/?) -
\ Y/P J 

i det(7) = 1. • 

2.3.5 Cas poc ramificat de tipus B. Considerem l'álgebra de quater-
p,q \ 

nions HBÍPJQ) = • Sigui A'' Ihure de quadrats. A'' 

1 i considerem l'ordre d'Eichler 

q-1 , mcd(A'',p) = 

i ,jvi.i±i,í±i¿ OB(pq,N) = Z 

Aleshores, tenim les següents descripcions equivalents del grup V{pq, N): 

^ ~ 2 V q{z + t^) _ (2x + z) - {2Ny +1)^ ) 
grup V{pq, N) si, i només si, a;,y,z,í G Z i det(7) = 1. 

^ = K QLC^-d^) 'a^-h!/p) Ŝ P̂ ^(P-í'^) ^̂ ' ^ ^̂ ' 
a, 6, c, á € Z, a = c mod 2, 6 = d mod 2, 2Â  | 6 - d i det(7) = 1. 
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2.4 Les corbes de Shimura X{D, N) 

Siguin D > 1 un nombre natural producte d'un nombre parell de primers 
diferents i A'' > 1 un nombre natural tal que mcd(í). A'') = 1. 

Fixem els objectes següents: una Q-álgebra de quaternions H indefinida, de 
discriminant DH = D; un Z-ordre d'Eichier 0 ( D , N) C H de nivell N, i un 
monomorfisme # : M(2,R). Considerem el grup d'homografies qua­
ternióniques r(í?, A'') definit per l'ordre 0{D, N), el qual depén només de D 
i de A'', llevat conjugado. El grup T{D, N) és un subgrup discret de SL(2, R) , 
que actúa en el semiplá de Poincaré H de forma propia i discontinua. De 
fet, és un grup fuchsiá de primera especie. Fent quocient per aquesta acció, 
obtenim la superficie de Riemann T{D, N) \ %. 

La teoria de Shimura proporciona un model canónic del quocient r(D, N)\H, 
que denotem per X{D, N), amb les propietats següents: 

(i) X(D, N) és una corba projectiva definida sobre Q. 

(ii) Existeix una aplicado JD,N '• ^ X{D,N){C) que factoritza en un 
isomorfisme entre l'espai analític r{D,N)\'H i un obert Zariski de 
X{D,N){C). 

(iii) Sigui F = q{^/d) un eos quadrátic imaginari que escindeix l'algebra 
H. Sigui (p una immersió de F en H. Sigui z ETi l'únic punt fix comú 
de tots els elements de ^{(p{F*)). Aleshores, les coordenados del punt 

(iii) 7 = ^ f' ) ^^"P ^ ^ ^ ^[y^] ' 

a = ^ mod 2, I " " " " l " / " ^ ^ ' ) i det(7) = 1. • 

2.3.6 Remarca. Tots els grups r{D,N) d'homografies quaternióniques sa-
tisfan la hipótesi del lema 2.2.16. Així, tindrem condicions de simetría pels 
punts el'h'ptics i els punts de H T{D, iV)-equivalents. 

També és cert que tots els grups r(D, N) d'homografies quaternióniques con-
tenen sempre — Id, ja que l'element — 1 és sempre una unitat de l'ordre 
0{D,N) i $ ( - 1 ) = — Id. Per tant, per 2.2.6, les homografies eliíptiques 
definides per T{D, N) serán només d'ordre 2 o bé 3. • 



S.4- Les corbes de Shimura X{D,N) 55 

JD,N{Z) son algebraiques, mes concretament JD,N{Z) € X{D, N){Fa,h), 
on Fab ^ C denota l'extensió abeliana maximal de F. 

X{D, iV)/Q s'anomena la corba de Shimura associada al subgrup T{D, N). 

El cas D = 1 correspon a una álgebra de quaternions no ramificada H ~ 
M(2, Q). En aquest cas, V{1, N)\H és una superficie de Riemann no com­
pacta, amb covolum finit. Atesa l'expressió anterior deis grups T{1,N), és 
ciar que la corba X{1, N) obtinguda en compactificar és precisament la corba 
modular Xo{N). 

Si D > 1, l'álgebra de quaternions és ramificada. En aquest cas, la su­
perficie de Riemann T{D,N)\His. és compacta. Al capitol 8 donarem una 
demostració senzilla d'aquest fet. 

La interpretació modular de X{D, N) és la següent. Un punt de X{D, iV)(C) 
correspon a una classe d'isomorfia de tripletes (A, i,G), on A és una superficie 
abeliana, i: H ^ End(A) 0 Q és tal que i-^(End(A)) = 0{D, N) i G és un 
subgrup del grup de punts de A d'ordre JV que és un 0{D, iV)-módul ciclic 
d'ordre N. 

A continuació, recopilem alguns resultats sobre el cálcul de constants associ­
ades a les corbes de Shimura. 

Cal remarcar que certs cálculs es poden dur a terme de forma general per al 
cas ramificat i per al cas no ramificat albora. Per exemple, es teñen formules 
explicites per al nombre de classes d'equivaléncia deis punts eliiptics i per al 
volum que inclouen ambdós casos. En canvi, altres tipus de resultats com 
per exemple les equacions, presenten diferents graus de dificultat, i no només 
no hi ha resultats uniformes per ais dos casos, sino que, a mes, hi ha molta 
diferencia entre el que es coneix en un cas o en l'altre. 

2.4.1 Notació. Donada una corba de Shimura X{D,N), denotarem per 
VhiD, N) el volum hiperbólic, per e,(I?, N) el nombre de cicles eliiptics d'or­
dre i i per g{D, N) el genere. Es considera també una normalització de la 

dxúv 
mesura hiperbólica, donada per la mesura - . Denotem per V(D,N) el 
volum de X{D, N) calculat amb aquesta mesura normalitzada. Aixi, s'obté 
que V{D, N) = —H(-R) i es demostra que és un nombre racional. • 

Les proposicions següents proporcionen una manera aritmética de calcular 
aqüestes constants, cf. [Shi71] i [Vig80]. 
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2.4.2 Proposició. El volum N) de la corba X{D, N) és igual a 

V{D,N) = ^]L{p-l)]L{l + HN 
p\N 

2.4.3 Proposició. Els cicles eliíptics per la corba X{D, N) son d'ordre 2 o 
bé 3. El seu nombre ve donat per: 

e2ÍD,N) = 
n 

O 

PIN ^ 

1~ 
V V p y \p J 

63(1?, N) = 
n i 
P¡D ^ 

O 

\p JJ;fi\ \p JJ 

siA\N, 

siA\N, 

si 91 iV, 

SÍ 9 iV. • 

Per al cas D = 1, es recuperen les formules habituáis, cf. [Shi71]; en parti­
cular, per a N primer, es demostren de forma directa en el capítol 3. 

Per a les corbes de Shimura corresponents a les algebres de quaternions poc 
ramificades de tipus A i de tipus B, deduim els dos resultats següents. 

2.4.4 CoroHari. Sigui X{2p, 1) la corba de Shimura associada a un ordre 
maximal d'una álgebra de discriminant 2p poc ramificada de tipus A. Ales­
hores, 

{ 4 SÍ p = 11 mod 12, 
2 sip = 3, 
O sip= 7 mod 12. • 

2.4.5 CoroHari. Sigui X{pq^l) la corba de Shimura associada a un ordre 
maximal d'una álgebra de discriminant 2p poc ramificada de tipus B, Ales­
hores, 

e2{pq, 1) = O, e^ipq 
(4 sip~2 mod 3 iq = 5 mod 12, 

2 sip = Z, 
O altrament. • 

2.4.6 Proposició. El genere de la corba X{D, N) ve donat per la relació 

2 - 2(7(D, iV) = ~V{D, N) + ^-e^iD, N) + ^e,{D, N) + e^{D, N). • 
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n.iD, 1 ) = 2 + i - 1 ) + 1 1 ( 1 - ( y ) ) + ^ n (1 ~ 
p\D p\D ^ ^ / p\D ^ 

\p J 
DEMOSTRACIÓ: Només cal substituir en la fórmula de la proposició anterior 
les expressions que es teñen per al volum aritmétic i el nombre de punts 
el'h'ptics, les quals depenen directament deis primers que divideixen el discri­
minant de l'álgebra de quaternions inicial. • 

Aquests resultats no son aphcables a les corbes modulars, ja que aqüestes 
teñen punts parabólics. 

A paxtir d e la relació entre l e s constants anteriors, podem deduir propietats 
sobre els dominis fonamentals possibles per a la corba X{D,N). 

2.4.7 Proposició. Sigui X{D,N) una corba de Shimura amb D > 1. Supo­
sem que X(D, N) té un domini fonamental tal que tots els sevs vértexs son 
eliíptics. Aleshores, el nombre de vértexs d'aquest domini fonamental és 

n,{D, AT) = 2 + 2V{D, N) + e^iD, N) + ^e^iD, N). 

DEMOSTRACIÓ: Suposem que tenim un domini fonamental de X{D, N) tal 
que tots els seus vértexs son eHíptics i sigui ne{D, N) el nombre de vértexs que 
conté. Aleshores, el volum hiperbólic Vh{D,N) es calcula com Vh{D,N) = 
(ne{D, N) — 2)w - (^1 H H 6„), on 0i,... , son els angles e n els vértexs. 

En general, no coneixem els angles en els vértexs. Suposant que t o t s els 
vértexs son punts eHíptics, podem determinar-ne la suma a partir del nombre 
de cicles eHíptics d'ordre 2 i 3, ja que els angles d'un cicle d'ordre q sumen 
exactament 2Tt/q. Així, la suma deis angles és 7re2(í?, N) -f ^63(0, N). 

Per tant, tenim que 27ry(£),Ar) = {ne{D, N)-2)TT-{'!Te2{D, N)+^e3{D, N)); 
d'aquí deduím l'expressió per a ne{D,N) donada a l'enunciat. Notem que 
qualsevol domini fonamental que tingui tots els vértexs ehlíptics ha d e teñir 
exactament ne(D, A'') vértexs. • 

A continuació explicitem el resultat per al cas que l'ordre quaterniónic sigui 
maximal. 

2.4.8 CoroWari. Sigui X{D,1), amb D > 1 una corba de Shimura. Supo­
sem que existeix un domini fonamental de X{D, 1) tal que tots els seus vértexs 
son eHíptics. Aleshores, el nombre de vértexs d'aquest domini fonamental és 
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Peí que fa al contingut d'aquest capítol, en el paquet Poincaré hem imple­
mentat instruccions que fan referencia a geometria hiperbólica, homografies, 
grups quaterniónics i constants associades a les corbes de Shimura. 

En relació amb la primera secció, comentem breument les comandes de geo­
metria hiperbóHca que hem implementat. Donats dos punts del semiplá de 
Poincaré, eqHypL, def HypL i plotHypL retornen l'equació, la definició com a 
objecte geométric i la representado gráfica de la recta hiperbólica que passa 
pels dos punts, respectivament. La instrucció disthip dona la distancia hi­
perbólica entre els dos punts. Per a calcular calcula l'angle determinat per 
tres punts ordenats del semiplá de Poincaré tenim les instruccions angHypei 
angHyp, que en calculen el valor expressat en decimals exactes o bé expressat 
en funció de TT, respectivament; en el segon cas es realitza una aproximado. 
Donats n punts del semiplá que defineixen un polígon hiperbólic, tenim les 
instruccions análogues eqHypPol, def HypPol i plotHypPol, que donen les 
equacions de les rectes determinades per les arestes, la definido com a ob-
jectes geométrics i la representado gráfica del polígon hiperbólic, respecti­
vament. Per a calcular el volum hiperbólic del polígon tenim la instrucció 
volHypPol, que utilitza l'expressió aproximada deis angles en funció de TT. 

Presentem téimbé algunes instruccions referents a les homografies de coefici­
ents reals, amb la finalitat de facilitar a l'usuari l'ús del paquet, sabent un 
mínim de Maple V. Així, a partir de les quatre entrades d'una matriu, o bé 
directament de la matriu, les comandes Hom i HomM defineixen l'homografia 
com una funció de Maple V. Per a calcular els punts fixos tenim f ixPHom i 
f ixPHomM, que varien en el format deis arguments d'entrada. Amb multHom 
obtenim el multiplicador relacionat amb la interpretació geométrica. Les 
instruccions bf Hom i bf HomM ens donen la forma quadrática binaria associ­
ada. La funció lógica typeHom, amb els arguments e l l i p t i c , parabólic i 
hyperbolic, classifica l'homografia. Destaquem també la comanda cirinv, 
per a definir la inversió respecte d'un cercle donat, com una funció de Maple 
V. 

Donat un ordre d'Eichler 0{D,N), a través d'una Z-base, la instrucció 
embOr dona l'expressió genérica d'una matriu del grup d'homografies qua­
ternióniques T{D,N), en funció de x,y,z,t G Z, a la qual s'ha d'imposar la 
condició que el determinant sigui 1. 

Per al cálcul de les constants associades a la corba de Shimura X{D, N) tenim 
les instruccions següents, que teñen com a arguments els parámetres D i N: 

2.5 Algoritmes i taules 
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VolhX, VolX, per al cálcul del volum hiperbólic i el volum normalitzat; e2X, 
e3X i einfX per ais nombres de cicles eliíptics i parabolics; genusX per al 
genere i neX per al nombre de vértexs d'un domini fonamental de X{D, N) 
que tingui tots els vértexs el'h'ptics, si aquest existeix. Hem implementat 
també, com a instrucció accessória, la funció d'Euler, Euler. 

A continuado presentem un recuU de taules amb dades numériques sobre 
corbes de Shimura. La taula 2.1 mostra les constants per a les corbes de 
Shimura poc ramificades de D < 200 i JV = 1; cf. [VigSO], per ais primers 
casos. Les taules 2.2 - 2.5 contenen les constants associades a les corbes 
de Shimura X{6,N), X{W,N), X{U,N) i X{15,N), corresponents a les 
algebres poc ramificades de tipus A i poc ramificades de tipus B destacades 
en el capítol anterior, fins a cert valor de N. Les constants corresponents a 
les corbes de Shimura de discriminant producte de quatre primers es poden 
trobar a la taula 2.6, per a D < 1000 i iV = 1. 

Les taules que hi ha a continuado recopilen alguns resultats coneguts de 
corbes de Shimura. La taula 2.7 mostra les equacions de corbes de Shimura 
conegudes a partir deis treballs de Kurihara [Kur79], Jordán-Livné [JorSl] 
i Michon [MicSla]. La taula 2.8 llista tots els valors D > 1 i N tais que 
X{D, N) és una corba de Shimura hipereHíptica; en aquests casos s'indica 
també la involució hipereHíptica w (cf. [Ogg83]). 
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Taula 2.1 Constants associades a les corbes de Shimura X(D, 1), on D < 
200, corresponents al cas poc ramificat. 

D V 62 63 9 
6 0.333333 2 2 0 
10 0.666667 0 4 0 
14 1 2 0 1 
15 1.33333 0 2 1 
21 2 4 0 1 
22 1.66667 2 4 0 
26 2 0 0 2 
33 3.33333 4 2 1 
34 2.66667 0 4 1 
35 4 0 0 3 
38 3 2 0 2 
39 4 0 0 3 
46 3.66667 2 4 1 
51 5.33333 0 2 3 
55 6.66667 0 4 3 
57 6 4 0 3 
58 4.66667 0 4 2 
62 5 2 0 3 
65 8 0 0 5 
69 7.33333 4 2 3 
74 6 0 0 4 
77 10 4 0 5 
82 6.66667 0 4 3 
85 10.6667 0 4 5 
86 7 2 0 4 
87 9.33333 0 2 5 
91 12 0 0 7 
93 10 4 0 5 

D V 62 63 9 
94 7.66667 2 4 3 
95 12 0 0 7 
106 8.66667 0 4 4 
111 12 0 0 7 
115 14.6667 0 4 7 
118 9.66667 2 4 4 
119 16 0 0 9 
122 10 0 0 6 
123 13.3333 0 2 7 
129 14 4 0 7 
133 18 4 0 9 
134 11 2 0 6 
141 15.3333 4 2 7 
142 11.6667 2 4 5 
143 20 0 0 11 
145 18.6667 0 4 9 
146 12 0 0 7 
155 20 0 0 11 
158 13 2 0 7 
159 17.3333 0 2 9 
161 22 4 0 11 
166 13.6667 2 4 6 
177 19.3333 4 2 9 
178 14.6667 0 4 7 
183 20 0 0 11 
185 24 0 0 13 
187 26.6667 0 4 13 
194 16 0 0 9 
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Taula 2.2 Constants associades a les corbes de Shimura X{6, N), on N < 
200, que corresponen al cas poc ramificat de tipus A. 

N V 62 ^3 g 
1 0.3333 2 2 0 
5 2. 4 0 1 
7 2.6667 0 4 1 
11 4. 0 0 3 
13 4.6667 4 4 1 
17 6. 4 0 3 
19 6.6667 0 4 3 
23 8. 0 0 5 
25 10. 4 0 5 
29 10. 4 0 5 
31 10.667 0 4 5 
35 16. 0 0 9 
37 12.667 4 4 5 
41 14. 4 0 7 
43 14.667 0 4 7 
47 16. 0 0 9 
49 18.667 0 4 9 
53 18. 4 0 9 
55 24. 0 0 13 
59 20. 0 0 11 
61 20.667 4 4 9 
65 28. 8 0 13 
67 22.667 0 4 11 
71 24. 0 0 13 
73 24.667 4 4 11 
77 32. 0 0 17 
79 26.667 0 4 13 
83 28. 0 0 15 
85 36. 8 0 17 
89 30. 4 0 15 
91 37.333 0 8 17 
95 40. 0 0 21 
97 32.667 4 4 15 
101 34. 4 0 17 

N V 62 es g 
103 34.667 0 4 17 
107 36. 0 0 19 
109 36.667 4 4 17 
113 38. 4 0 19 
115 48. 0 0 25 
119 48. 0 0 25 
121 44. 0 0 23 
125 50. 4 0 25 
127 42.667 0 4 21 
131 44. 0 0 23 
133 53.333 0 8 25 
137 46. 4 0 23 
139 46.667 0 4 23 
143 56. 0 0 29 
145 60. 8 0 29 
149 50. 4 0 25 
151 50.667 0 4 25 
155 64. 0 0 33 
157 52.667 4 4 25 
161 64. 0 0 33 
163 54.667 0 4 27 
167 56. 0 0 29 
169 60.667 4 4 29 
173 58. 4 0 29 
175 80. 0 0 41 
179 60. 0 0 31 
181 60.667 4 4 29 
185 76. 8 0 37 
187 72. 0 0 37 
191 64. 0 0 33 
193 64.667 4 4 31 
197 66. 4 0 33 
199 66.667 0 4 33 
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Taula 2.3 Constants associades a les corbes de Shimura X{10, N), on N < 
165, que corresponen al cas poc ramificat de tipus B. 

N V £2 63 9 
1 .66667 0 4 0 
3 2.6667 0 4 1 
7 5.3333 0 8 1 
9 8. 0 0 5 
11 8. 0 0 5 
13 9.3333 0 8 3 
17 12. 0 0 7 
19 13.333 0 8 5 
21 21.333 0 8 9 
23 16. 0 0 9 
27 24. 0 0 13 
29 20. 0 0 11 
31 21.333 0 8 9 
33 32. 0 0 17 
37 25.333 0 8 11 
39 37.333 0 8 17 
41 28. 0 0 15 
43 29.333 0 8 13 
47 32. 0 0 17 
49 37.333 0 8 17 
51 48. 0 0 25 
53 36. 0 0 19 
57 53.333 0 8 25 
59 40. 0 0 21 
61 41.333 0 8 19 
63 64. 0 0 33 
67 45.333 0 8 21 
69 64. 0 0 33 
71 48. 0 0 25 
73 49.333 0 8 23 
77 64. 0 0 33 
79 53.333 0 8 25 
81 72. 0 0 37 

N V 62 63 9 
83 56. 0 0 29 
87 80. 0 0 41 
89 60. 0 0 31 
91 74.667 0 16 33 
93 85.333 0 8 41 
97 65.333 0 8 31 
99 96. 0 0 49 
101 68. 0 0 35 
103 69.333 0 8 33 
107 72. 0 0 37 
109 73.333 0 8 35 
111 101.33 0 8 49 
113 76. 0 0 39 
117 112. 0 0 57 
119 96. 0 0 49 
121 88. 0 0 45 
123 112. 0 0 57 
127 85.333 0 8 41 
129 117.33 0 8 57 
131 88. 0 0 45 
133 106.67 0 16 49 
137 92. 0 0 47 
139 93.333 0 8 45 
141 128. 0 0 65 
143 112. 0 0 57 
147 149.33 0 8 73 
149 100. 0 0 51 
151 101.33 0 8 49 
153 144. 0 0 73 
157 105.33 0 8 51 
159 144. 0 0 73 
161 128. 0 0 65 
163 109.33 0 8 53 
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Taula 2.4 Constants associades a les corbes de Shimura X{14, N), on N < 
160, que corresponen al cas poc ramificat de tipus A. 

N V 62 63 9 
1 1. 2 0 1 
3 4. 0 0 3 
5 6. 4 0 3 
9 12. 0 0 7 
11 12. 0 0 7 
13 14. 4 0 7 
15 24. 0 0 13 
17 18. 4 0 9 
19 20. 0 0 11 
23 24. 0 0 13 
25 30. 4 0 15 
27 36. 0 0 19 
29 30. 4 0 15 
31 32. 0 0 17 
33 48. 0 0 25 
37 38. 4 0 19 
39 56. 0 0 29 
41 42. 4 0 21 
43 44. 0 0 23 
45 72. 0 0 37 
47 48. 0 0 25 
51 72. 0 0 37 
53 54. 4 0 27 
55 72. 0 0 37 
57 80. 0 0 41 
59 60. 0 0 31 
61 62. 4 0 31 
65 84. 8 0 41 
67 68. 0 0 35 
69 96. 0 0 49 
71 72. 0 0 37 
73 74. 4 0 37 
75 120. 0 0 61 
79 80. 0 0 41 
81 108. 0 0 55 

V 62 63 9 
83 84. 0 0 43 
85 108. 8 0 53 
87 120. 0 0 61 
89 90. 4 0 45 
93 128. 0 0 65 
95 120. 0 0 61 
97 98. 4 0 49 
99 144. 0 0 73 
101 102. 4 0 51 
103 104. 0 0 53 
107 108. 0 0 55 
109 110. 4 0 55 
111 152. 0 0 77 
113 114. 4 0 57 
115 144. 0 0 73 
117 168. 0 0 85 
121 132. 0 0 67 
123 168. 0 0 85 
125 150. 4 0 75 
127 128. 0 0 65 
129 176. 0 0 89 
131 132. 0 0 67 
135 216. 0 0 109 
137 138. 4 0 69 
139 140. 0 0 71 
141 192. 0 0 97 
143 168. 0 0 85 
145 180. 8 0 89 
149 150. 4 0 75 
151 152. 0 0 77 
153 216. 0 0 109 
155 192. 0 0 97 
157 158. 4 0 79 
159 216. 0 0 109 



64 Cap. 2. Corbes de Shimura: introducció 

Taula 2.5 Constants associades a les corbes de Shimura X{15, N), on N < 
125, que corresponen al cas poc ramificat de tipus B. 

N V 62 es g 
1 1.3333 0 2 1 
2 4. 0 0 3 
4 8. 0 0 5 
7 10.667 0 4 5 
8 16. 0 0 9 
11 16. 0 0 9 
13 18.667 0 4 9 
14 32. 0 0 17 
16 32. 0 0 17 
17 24. 0 0 13 
19 26.667 0 4 13 
22 48. 0 0 25 
23 32. 0 0 17 
26 56. 0 0 29 
28 64. 0 0 33 
29 40. 0 0 21 
31 42.667 0 4 21 
32 64. 0 0 33 
34 72. 0 0 37 
37 50.667 0 4 25 
38 80. 0 0 41 
41 56. 0 0 29 
43 58.667 0 4 29 
44 96. 0 0 49 
46 96. 0 0 49 
47 64. 0 0 33 
49 74.667 0 4 37 
52 112. 0 0 57 
53 72. 0 0 37 
56 128. 0 0 65 
58 120. 0 0 61 
59 80. 0 0 41 
61 82.667 0 4 41 
62 128. 0 0 65 

N V 62 63 g 
64 128. 0 0 65 
67 90.667 0 4 45 
68 144. 0 0 73 
71 96. 0 0 49 
73 98.667 0 4 49 
74 152. 0 0 77 
76 160. 0 0 81 
77 128. 0 0 65 
79 106.67 0 4 53 
82 168. 0 0 85 
83 112. 0 0 57 
86 176. 0 0 89 
88 192. 0 0 97 
89 120. 0 0 61 
91 149.33 0 8 73 
92 192. 0 0 97 
94 192. 0 0 97 
97 130.67 0 4 65 
98 224. 0 0 113 
101 136. 0 0 69 
103 138.67 0 4 69 
104 224. 0 0 113 
106 216. 0 0 109 
107 144. 0 0 73 
109 146.67 0 4 73 
112 256. 0 0 129 
113 152. 0 0 77 
116 240. 0 0 121 
118 240. 0 0 121 
119 192. 0 0 97 
121 176. 0 0 89 
122 248. 0 0 125 
124 256. 0 0 129 
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Taula 2.6 Constants associades a les corbes de Shimura X{D,1), on D = 
P1P2P3P4 < 1000. 

D V 62 63 9 
210 8. 0 0 5 
330 13.333 0 8 5 
390 16. 0 0 9 
462 20. 8 0 9 
510 21.333 0 8 9 
546 24. 0 0 13 
570 24. 0 0 13 
690 29.333 0 8 13 
714 32. 0 0 17 
770 40. 0 0 21 
798 36. 8 0 17 
858 40. 0 0 21 
870 37.333 0 8 17 
910 48. 0 0 25 
930 40. 0 0 21 
966 44. 8 0 21 

Taula 2.7 Equacions de corbes de Shimura X{D, N), on D > 1, segons 
Kur79], [Jor81], [Mic81a]. 

D N g Equació de X{D, N) 
6 1 0 a;2 + y 2 + 3 ^ 0 
10 1 0 x' + y^ + 2 = 0 
22 1 0 x' + y' + ll = 0 
14 1 1 (x2 - 13)'̂  + 73 + 2y2 = 0 
46 1 1 _ 45y + 23 + 2í/2 = 0 
15 1 1 (a;̂  + 243)(x'^+3) + 3y2 = 0 
21 1 1 - 658x'^ + 7^ + 7y2 = 0 
33 1 1 x^ + 30x' + 3« + 3y2 = 0 
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Taula 2.8 Totes les corbes de Shimura X{D, N) hipereliíptiques, on D > l, 
segons [Ogg83]. 

D N g{D,N) w 
26 1 2 W26 
35 1 3 W35 

38 1 2 •W38 

39 1 3 W39 

51 1 3 W51 

55 1 3 W55 

57 1 3 Wl9 

58 1 2 W29 

62 1 3 W&2 
69 1 3 
74 1 4 W-!i 

82 1 3 
86 1 4 Wm 
87 1 5 Ws7 

93 1 5 W3I 

94 1 3 WQ4 

95 1 7 wm 
111 1 7 Win 

119 1 9 wn9 

134 1 6 •W134 

146 1 7 
159 1 9 
194 1 9 
206 1 9 «̂ 206 

D N g{D,N) w 
6 11 3 •W66 

6 17 3 W34 
6 19 3 WiU 
6 29 5 m74 
6 31 5 
6 37 5 tÜ222 

10 11 5 miQ 
10 13 3 
10 19 5 W3a 
10 23 9 W230 
14 3 3 Wl4 
14 5 3 Wu 
15 2 3 Wi5 
15 4 5 WiB 
21 2 3 W7 

22 3 3 
22 5 5 wno 
26 3 5 
39 2 7 W39 



Capítol 3 

Uniformització hiperbólica de 
corbes de Shimura: cas no 
ramificat 

Sigui X( l , iV) , on N és un nombre primer, una corba de Shimura corres-
ponent al cas no ramificat. Resultats coneguts permeten determinar-ne do­
minis fonamentals (cf., per exemple, [Apo76] i [BT92]). En aquest capítol 
construím dominis fonamentals d'aquestes corbes de manera alternativa, mit-
jangant la teoria deis cercles d'isometria. Presentem una forma sistemática 
per a obtenir tant la seva representado gráfica com els invariants principáis. 

En primer lloc revisem la definició i les propietats deis cercles d'isometria 
i els métodes que els relacionen amb els dominis fonamentals. En derivem 
alguns resultats generáis. En la secció 2 apliquem els métodes i resultats 
anteriors. Determinem un domini fonamental del subgrup que fixa l'infinit 
i Uistem propietats que permeten reobtenir fácilment propietats conegudes 
deis grups modulars r(l ,p) . Donem resultats que caracteritzen els punts 
eliíptics, i indiquem els criteris per a l'aparellament d'arestes. Una part 
d'aquests resultats es troba a [Als99b] i [Als99a]. 

3.1 Cercles d'isometria 

Les homografies son aplicacions conformes, que no sempre conserven les lon-
gituds i les árees euclidianes. Per exemple, sigui P un subgrup discret de 
SL(2,R) i sigui 7 G r una homografia que fixa Finfinit. Aleshores 7 és o bé 

67 
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una homotécia o bé una translació. En el primer cas, 7 altera totes les longi-
tuds; en el segon cas, les deixa totes invariants. Notem que en l'expressió de 
7 en funció de a, &, c i d, fixar l'infinit és equivalent a c = 0. Si considerem les 
aplicacions que no fixen l'infinit, el resultat és ben diferent. Aixo ens permet 
definir els cercles d'isometria. En general, el concepte de cercle d'isometria 
és inherent a totes les homografies que no fixen l'infinit. Com a referéncies 
básiques destaquem [ForSl] i [Leh64 

3.1.1 Definició. Donada una homografia 7 d G SL(2,C) (defi­

nida sobre C U {co} ) , on c 5̂  O, el cercle Cy := {z £ C : \cz -\- d\ =• X) 
s'anomena cercle d'isometria de l'homografia 7. • 

3.1.2 Notació. Donat un cercle C7, escriurem C = C{o,r) per a denotar 
que es tracta del cercle de centre o i radi r. Per a cada cercle d'isometria Cy, 
denotem per i el radi i el centre, i designem per int(C^) i ext{Cy) les 
regions interior i exterior, delimitades peí cercle. Donat un conjunt G (no 
necessáriament amb estructura de grup) d'homografies del pía complex que 
no fixin l'infinit, posem CQ = {Cj : 7 G G}. O 

3.1.3 Remarca. Donada una homografia 7 G SL(2,C), notem que <¿7 
dz 

— — A i x í , z G Cy si, i només si, \d'^\ = \dz\. Per tant, el cercle Cy 
\CZ -T Új 

és el Uoc geométric deis punts a l'entorn deis quals les longituds i les árees 
euclidianes no SON alterades en magnitud en aplicar l'homografia 7 . De la 
mateixa manera, z G int(C.Y) si, i només si, |ÍÍ7| > \dz\. Per tant, en aphcar 7 
ais punts interiors al cercle C .̂, les magnituds augmenten; ais punts exteriors, 
les magnituds disminueixen, • 

3.1.4 Lema. Sigui 7 = 

les propietats següents: 

f 
G SL(2,R), on c^ 0. Aleshores, tenim 

(i) Els radis i els centres de i C^-i son els nombres reals Oy = —d/c, 
ry = l/\c\, Oy-i = a/c i ry-i = ry = l/\c\. 

(ii) La distancia entre Oy i Oy-i és a-ird 
; a mes, ry -f- Vy-i = —. 

(iii) Sigui a G r tal que ni a ni 70- fixin l'infinit. Aleshores, tenim que 
».2 

F o - i — Oy 
\0y<T-0y\ = 

0_- i - o~ 
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(iv) Tenim que 7(C^) = C^-i, 7(ext(C.y)) = int(C.y-i) i 7(0^) = 00. Es 
dedueix que '){mt{Cy)) = ext(C.y-i) i 7(00) = 0(7"^). 

DEMOSTRACIÓ: Les propietats (i) i (ii) son immediates a partir de la definició 
de cercle d'isometria. La demostració de (iii) es pot trobar a [For51] i la de 
(iv) a [Leh64]. • 

3.1.5 Definició. Fixat un conjunt G C SL(2,R), diem que un cercle d'iso­
metria C gCG és maximal respecte de G si no existeix cap cercle d'isometria 
C' e CG, C'J^C tal que C C (int(C') U C'). • 

Denotem Cq^^ = {C^ : Cy maximal respecte de G, 7 G G} . És ciar que per 
a qualsevol conjunt G d'homografies, ext(C) = ext(C). 

CeCa C 6 C g " 

3.1.6 Definició. Sigui F un subgrup discret de SL(2,R). Es diu que un 
punt de Tí és un punt límit respecte de F si és un punt d'acumulació del 
conjunt {o.y : 7 G F}. La resta de punts de Tí s'anomenen punts ordinaris 
respecte de F. • 

3.1.7 Lema. Sigui F un subgrup discret de SL(2,E). 

(i) El conjunt de punts límit respecte de F és tancat per l'acció de F. 

(ii) Tots els punts límit son a R. • 

3.1.8 Proposició. Per a tota homografia j G SL(2,R) existeix una recta L.y 
d'equació x = t, per a cert í G R, tal que: 

(i) 7 és igual a la inversió del cercle seguida de la reflexió respecte de 
la recta L^. 

(ii) Un cercle és invariant per 7 si, i només si, és ortogonal a Gy i té el 
centre a L^. O 

3.1.9 Remarca. Si ens restringim al semiplá de Poincaré, amb l'estructura 
donada per la geometría hiperbólica, la propietat (i) del lema 3.1.4 ens as-
segura que els cercles d'isometria son rectes hiperbóHques de H. Així, les 
inversions respecte d'aquests cercles son simetries hiperbóHques. Aixó ens 
permet reformular la propietat (i) de la proposició anterior, dient que l'ho­
mografia 7 és la composició de dues simetries hiperboliques respecte del cercle 
d'isometria associat C-, i la recta L.y. En les proposicions següents veurem 
com queda determinada la recta L.y. • 
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Figura 3.1: Cercles d'isometria associats a una ho­
mografia Mperbólica 7 € SL{25R). 

Aplicant les propietats deis cercles d'isometria, recopilades en el lema 3.1.4, 
i la interpretació geométrica de les homografies a l'entorn deis punts fixos, 
donada a la secció 2.2, s'obtenen noves propietats que caracteritzen les ho­
mografies segons siguin hiperbóliques, eliíptiques o parabóliques. 

3.1.10 Proposició. Sigui 7 6 SL(2,R,) una homografia hiperbólica de punts 
fixos Xi, X2 6 E. Aleshores: 

(i) n = 0. 

(ii) C^n c int(C^N-i), per an > 0. A mes, lim r-N = 0. Per tant, C-Y es 
maximal respecte de {7" : n > 0} i = {Cj, Cj-i}. 

(iii) P int Cjn — xi, Pl mtCj-n = X2; Xi i x^ son punts Hmit. 
N>0 N>0 

(iv) és el bisector del segment que uneix els centres de i Cj-i. • 

En la figura 3.1, illustrem la posicio relativa deis cercles d'isometria corres­
ponents a una homografia hiperbólica 7 G SL(2,R), 7"^, 7 ,̂ 7"^, 7̂  i 7"^, 

així cora la recta L.y i els punts fixos xi i a;2• 

3.1.11 Proposició. Sigui 7 e SL(2,R) una homografia eliíptica d'ordre k 
de punts fixos z iz. Aleshores, 

(i) {z,z}Cp^C,n. 
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Figura 3.2: Cercles d'isometria associats a una ho­
mografia el-líptica 7 G SL(2,R) d'ordre k > 2. 

(ii) Sik^2, C^-i = C .̂ Sik>2, C^n C^-i = {z,z}. 

(iii) L'angle determinat per i C^-i en el punt z és 6 = 2'n-/k. 

(iv) L-y és la recta determinada per z iz. Si k = 2, és un diámetre; per 
a k > 2, és el bisector del segment que uneix els centres de Cy i 
C^-i. • 

En la figura 3.2, iliustrem la posició relativa deis cercles d'isometria corres­
ponents a una homografia eliíptica 7 G SL(2,R) d'ordre A; > 2 i a 7"^, així 
com la recta L.y i els punts fixos, z i z. 

3.1.12 Proposició. Sigui 7 G SL(2,IR) una homografia parabólica de punt 
fix X Aleshores, 

(i) f l C,n = { X } . 

(ii) Per a n > O, C^n. C int(C^n-i). Per tant, C-/ és maximal respecte de 
{r:n>0}iC'^^l = {C.,,C,-^}. 

(iii) r.yn = O quan n —>• 00; ô yn = x — ^ G K, Í a; és un punt limit. 
nc\ nc 

(iv) La recta L^ és la tangent comuna ais cercles C^n en el punt x per a tot 
n ^ 0; L^ coincideix amb el bisector del segment que uneix els centres 
de i C^-i. O 
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Cy 

É. ^ 

J 1 R 

Figura 3.3: Cercles d'isometria associats a 
una homografia parabólica 7 6 SL(2,R)-

En la figura 3.3, iliustrem la posició relativa deis cercles d'isometria corres­
ponents a una homografia parabólica 7 € SL(2,R), 7 " \ 7 ,̂ 7"^, 7̂  i 7"^, 
així com la recta Lj i el punt fix x. 

De les tres proposicions anteriors deduim el coroHari següent. 

3.1.13 CoroHari. Sigui-j S SL(2,]R), que no fixa l'infinit. Aleshores, 

(i) 7 és hiperbólica si, i només si, Cy fl C^-i = 0. 

(ii) 7 és eHiptica si, i només si, f) Cy-i fl ?i 7¿ 0. 

(iii) 7 és parabólica si, i només si, D C^-i G E. • 

Per a alguns deis resultats següents, caldrá que l'infinit sigui un punt están­
dard respecte del grup F. - Aquesta condició implica que els elements de F 
diferents de la identitat no fixen l'infinit, per la qual cosa teñen un cercle 
d'isometria associat. 

3.1.14 Proposició. Sigui F C SL(2,C) un grup d'homografies que actúa de 
forma propia i discontinua, respecte del qual l'infinit és un punt estándard. 
Aleshores tenim les propietats següents: 

i) Els centres deis cercles d'isometria están a una distancia acotada de 
l'origen. 

(i) Per a cada nombre real r € R hi ha un nombre finit de cercles d'iso­
metria amb radi mes gran que r. Així, el conjunt de radis deis cercles 
d'isometria está acotat. 
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es un domini fonamental de T. Aquest domini s'anomena domini fonamental 
estándard de T. O 

És fácil veure que dos punts de Vst^T) no son F—equivalents. Suposem 
7(^1) = Z2, on zi G I?st(F), 7 € F. En particular, zi és exterior al cercle 
d'isometria C^. Aplicant el lema 3.1.4(iv), es té Z2 G int(C7-y-i); per tant, 
Z2 0 I'stír). La demostració que els transformats de I?3t(r) recobreixen 
H, utilitzant que l'infinit és un punt estándard, es pot trobar a [ForSl] o a 
Leh64 

3.1.16 Definicions. Els vértexs del domini fonamental X>sf(r) son els punts 
de la vora del domini que son intersecció de dos o mes cercles d'isometria 
diferents (que corresponen ais vértexs com a polígon hiperbólic) o bé que 
son el'Hptics d'ordre 2. Els vértexs que no son punts eHíptics ni parabólics 
s'anomenen vértexs accidentáis.' Per analogía amb la definició de cicle el­
liptic i parabólic, un cicle accidental és una órbita de vértexs accidentáis; 
convenim que és d'ordre fc = 1. El nombre de cicles accidentáis pot dependre 
del domini fonamental considerat. Anomenem arestes de Vst{r) els ares 
deis cercles d'isometria continguts en la vora del domini i deUmitats per dos 
vértexs. • 

Observem que els punts eHíptics i els parabólics no poden ser a l'interior 
del domini fonamental estándard, per 3.1.11 i 3.1.12. De fet, sempre podem 
suposar que els punts el'h'ptics i els parabólics son vértexs del domini fona­
mental, encara que no tots els vértexs son punts eHíptics o parabólics, Notem 
també que un vértex sempre té dues arestes adjacents. Com que les homo­
grafies transformen cercles d'isometria en cercles d'isometria, transformen 
també vértexs en vértexs. 

(ii) El conjunt J int(C7.y) és un subconjunt acotat del pía complex. 
7 6 r 

(iii) Homografies diferents teñen cercles d'isometria diferents. • 

3.1.15 Proposició. Sigui T un grup amb tots els cercles d'isometria defi-
nits, tal que hi ha un entom de Vinfinit que no conté cap centre deis cercles 
d'isometria C^, per a tot'y E V. Aleshores, 
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DEMOSTRACIÓ: Si l'infinit és un punt estándard respecte de F, considerem 
el domini fonamental estándard I?it(r). 

Suposem que l'infinit no és un punt estándard respecte de F. Com que 
F actúa de forma propia i discontinua en el pía complex, existeix almenys 
un punt estándard z. Si considerem una homografia a G SL(2, C) tal que 
cr(z) = 00, obtenim un transformat del grup F, aTa~^, que actúa sobre aTí i 
respecte del qual l'infinit és un punt estándard. En aquest cas, es demostra 
que els resultats enunciats per a F G SL(2,K) i formulats d'acord amb 
la nova situació, també son válids i s'obté un domini fonamental estándard 
ambles propietats de 3.1.17, D,i(crFa"^). Finalment, (T-^(I>st(a-FíT-^)) és un 
domini fonamental de F que satisfá les propietats de 3.1.17. • 

3.1.17 Proposició. Sigui V un subgrup discret de SL(2,E), respecte del qual 
l'infinit és un punt estándard, i sigui VstiF) el seu domini fonamental están­
dard. 

(i) Les arestes del domini fonamental Vst(r) son equivalents dos a dos per 
l'acció deV. Es a dir, existeixen 7 j £ F tais que les arestes es disposen 
en parells disjunts de la forma 

(ii) Les arestes que son equivalents teñen la mateixa longitud hiperbólica. 

(iii) El conjunt d'homografies 7 j G F que identifiquen les parelles d'arestes 
formen un sistema de generadors del grup F. 

(iv) Cada cicle d'ordre finit determina una relació entre els generadors. 
Sigui {wi,... , Wf„} un cicle d'ordre A; G N. Considerem les homografies 
fjET,j = l,...,m, tais que 'fjiwj) = tüĵ -i per j ~ 1,... , m — 1 i 
7m(wm) = m- Aleshores, ( 7 m 7 m - i . . . 7 1 ) ' ' = ± Id . 

(v) El conjunt de generadors de (iii), junt amb les relacions de (iv), formen 
una presentado del grup F. 

(vi) La suma deis angles en els vértexs d'un cicle no parabólic és 2Tr/k, on 
k és l'ordre del cicle. La suma deis angles en els vértexs d'un cicle 
parabólic és 0. • 

3.1.18 Proposició. Sigui F un grup que actúa de forma propia i discontinua 
enTí. Aleshores, existeix un domini fonamental de F que satisfá les mateixes 
propietats de 3.1.17. 
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P (F )=X ' (Foo )n ( f|extC^) 

és diferent del buit, aleshores és un domini fonamental del grup F i satisfá 
les propietats enunciades en 3.1.17. • 

3.1.20 CoroHari. Amb les hipótesis i la notado del teorema anterior, 

v{V) = vir^)n{ pl ext(C)).ü 

Notem que, a causa de la intersecció de la frontera de X'(roo) amb els cercles 
d'isometria de Cp^", hem de modificar Ueugerament els conceptes de vértex 
i aresta definits per al domini fonamental estándard (cf. 3.1.16). 

3.1.21 Definició. El conjunt de vértexs del domini fonamental V{V) está 
format pels punts de la vora que satisfan una de les condicions següents: son 
vértexs de ©(Foo); son intersecció de dos o mes cercles d'isometria diferents; 

A continuado descrivim l'adaptació del métode anterior, [For51], per a tro-
bar un domini fonamental per a un grup F que actüí de forma propia i 
discontinua, i que tingui elements que fixin l'infinit, la qued, sovint, evita 
utilitzar transformats del grup i del semiplá de Poincaré. 

Denotem per Foo el subgrup de F format pels elements de F que fixen l'infinit. 
La proposició anterior ens assegura l'existéncia d'un domini fonamental de 
Too, amb les propietats enunciades en 3.1.17. Sovint hi ha altres formes mes 
directes de trobar un domini per al grup Feo amb aqüestes propietats. 

Denotem per F' la resta d'elements del grup, F' = F — Foo- Tots els elements 
del conjunt F' teñen cercles d'isometria, pero F' no és un grup i no hi po­
dem aplicar els resultats anteriors. Per exemple, pot ser que el conjunt de 
radis deis cercles d'isometria no estigui acotat, o que els centres deis cercles 
d'isometria no estiguin en una regió acotada, o que els cercles d'isometria 
d'homografies diferents siguin iguals (cf. seccions 3.2 i 8.2). Estudiant la 
interrelació entre Foo i F' es prova que les transformacions de Foo porten cer­
cles d'isometria a cercles d'isometria, veient que 7(C'o-) = C/g-f-i, i es té el 
següent resultat (cf. [For51]). 

3.1.19 Teorema. Sigui V un grup d'homografies que actúa de forma propia 
i discontinua. Sigui X'(roo) un domini fonamental de Too que satisfá les 
propietats de 3.1.17. Si el conjunt 
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3.2 Construcció d'un domini fonamental per 
a Xil,p) 

Sigui p = 1 o bé p un nombre primer. Considerem el grup quaterniónic 

R(L,p) = | ^ ^ ^ ^ : a,5,c,d€ Z, a J - 6 c = 1, c = O m o d p j , 

que actúa de forma propia i discontinua en el semiplá de Poincaré. El cas 
p = 1 correspon a RO(L) = SL(2,Z); R(L,p) = To{p) és un subgrup de 
congruencia de nivell p de SL(2, Z) . 

Descrivim una forma sistemática de construir un domini fonamental de X(L,p) , 
utihtzant els resultats de les seccions anteriors. 

En primer Uoc, considerem el subgrup de R(L,p), format pels elements que 
fixen l'infinit. Es tracta del conjunt de les matrius de la forma anterior que 
satisfan les condícions c = O i ad = 1: 

r(i,p)< ••={{1 = on T := ( J ^ 
Geométricament, T actúa com una translació de longitud 1. Per tant, un 
domini fonamental per V{l,p)oo és: 

V{r{l,pU) = ^zen : < Re(z) < i } . 

D'altra banda, considerem la resta d'elements del grup r(l,p), r(l,p)' = 
I^íl)?) - r(l,p)oo. Per a cada element d'aquest conjunt tenim un cercle 
d'isometria associat. Vegem quines característiques teñen i quina regió de Tí 
delimiten. 

Recordem que C{o,r) denota el cercle de centre o i radi r. 

3.2.1 Proposició. Siguip un nombre primer i considerem el conjunt r(l,p)', 
Aleshores, 

son punts eHíptics d'ordre 2; son intersecció d'una aresta de.I?(roo) amb 
un o mes cercles d'isometria de T'. Els vértexs que no son punts eHíptics 
ni parabólics s'anomenen vértexs accidentáis. Les arestes de V^T) son els 
segments de rectes hiperbóliques, continguts a la frontera, delimitats per 
vértexs. • 
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(i) Cr(i,p)' = {C{k/sp,l/sp) : keZ,seN, mcd{k,ps) = 1}. 

(") CRIT,PY = {Cik/P, 1/p) : e Z, p I fc}. 

DEMOSTRACIÓ: Sigui 7 = c ¿ ^ ^ r(l?P)'- Aleshores li correspon el 
Icl c cercle d'isometria C-¡, = C{k/sp,l/sp), o n s = — 6 N i f c = -d— 6 Z. p c 

Com que ad — be = 1, se satisfá d ^ O i mcd(fc5 sp) = mcd(d, c) = 1. 
Recíprocament, sigui C{k/sp,l/sp) un cercle que satisfaci fc € Z, s € N i 
mcd(fc,sp) = 1. Aplicant la identitat de Bézout, existeixen a,6 G Z tais 

a b\ que —ak — bsp = 1; aleshores, 7 = G r(l ,p) ' i satisfá Cy = sp —fc y 
C(fc/sp, 1/sp). Aixo demostra (i). 

El radi mes gran possible d'un cercle d'isometria és 1/p. Per tant, els cer­
cles C(fc/p, 1/p), on fc G Z i mcd(fc,p) = 1, son maximals respecte de 
r(l,p)'. Resta veure que son els únics cercles d'isometria maximals. Si­
gui C = C{k/sp,l/sp) e Cr(i,p)', on fc G Z, s G N, mcd(fc,sp) = 1 i s > 1. 

1 fc ffcl s — 1 Com que fc no és múltiple de s, tenim que - < — 

k/s] ^ ^ ^ [fc/s] + 1 
p ~ sp ~ p 

següents: 

tant, utilitzant 

< Per 

es verifiquen les dues desigualtats 

' 1 1\ 
,sp spj 

k/s] ^ 1 . [k/s] -f 1 f k 
P \sp spj P 

D'aquí es dedueix que el cercle C = C{k/sp,l/$p) está contingut en els 
-h 1 no poden ser cercles C {^,l/p) i c ( l ^ , l / p ) . Pero [f; 

simultániament múltiples de p; per tant, com a mínim un d'aquests cercles 
pertany a Cr(i,p)' (de fet pertany a Cp̂ ^̂ p̂  ja que té radi 1/p). Aixó demostra 
que C no és maximal i completa (ii). • 

De forma análoga, es demostren els resultats corresponents a p = 1. 

3.2.2 Proposició, Considerem el conjunt r ( l , l ) . Aleshores, 

(i) Cr(i,i)' = {C(fc /5,1/s) : fc G Z, s G N, mcd(fc, 5 ) = 1} . 

(ii) C?|«), = {C(fc,l) : fcGZ}. • 
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Figura 3.4: Cercles d'isometria de r(l, 3)^ 

3.2.3 CoroHari. Sigui p un nombre primer o p = 1. La intersecció d'un 
cercle d'isometria no maximal amb un cercle d'isometria maximal, si és di­
ferent del buit, es troba sempre a R. J4 mes, la intersecció de tres cerdea 
d'isometria maximals diferents sempre és buida. O 

Per a iliustrar els resultats anteriors presentem la figura 3.4, que representa 
k 

els cercles d'isometria de r(l,3)' per a 5 < 8 i 3s < 1. 

Notem que no estem en les hipótesis de la proposició 3.1.14. En particular, 
els radis son acotats, pero la distancia deis centres al O no está acotada i un 
cercle pot ser cercle d'isometria d'homografies diferents. En general, el radi i 
el centre del cercle d'isometria determinen els valors de c i d, excepte el signe; 
la condició que el determinant valgui 1 ens dona, aleshores, una relació entre 
a i b que té diferents solucions. 

3.2.4 Teorema. Sigui p un nombre primer, p > 2. Aleshores, 

I?(r(l,p)) = | z e ^ : |Re(z)|<l/2, 

és un domini fonamental de r(l ,p) en M. 

k 
z 

P 
> -,k&I.,0<\k\<^-^ 

P - 2 

DEMOSTRACIÓ: Considerem el domini fonamental de r(l,P)OO calculat al 
comengament de la secció i aphquera el coroHari 3.1.20, amb la qual cosa 
obtenim 

V{r{l,p)) = {zEn : I Re(z)| < 1/2} n ( ext(C)). 
C6C, R(I,P)' 

Completem la demostrado utilitzant la descripció deis cercles d'isometria 
maximals donada en el teorema anterior. Els únics cercles d'isometria maxi-

0.5T 
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mals que teñen intersecció significativa amb I?{r(l,p)oo) son exactament els 
cercles C(fc/p,l/p), tais que 0<\k\<^. O 

3.2.5 Proposició. Per ais grups r ( l , l ) i r(l,2) tenim els dominis fona­
mentals 

X)(r(l, l)) = {ze'H:\ Re(^)| < 1/2, l̂ j > 1}, 

V{V(l, 2)) = {ze'H : \ Re{z)\ < 1/2, \z\ > 1}. 

DEMOSTRACIÓ: De forma análoga al teorema anterior, considerem el domini 
fonamental P(r(l,p)oo) i apliquem 3.1.20. Utilitzant la descripció deis cer­
cles d'isometria maximals és fácil veure que és suficient considerar el cercle 
d'isometria maximal C(0,1) per al cas p = 1 i els cercles C(—1/2,1/2) i 
C ( - l / 2 , 1 / 2 ) per al cas p = 2. • 

3.2.6 Notació. Denotem J{p) el subconjunt de cercles d'isometria maxi­
mals de r(l,p) que determinen arestes del domini fonamental P(r(l,p)). 
Pels resultats anteriors, si p > 2 és un nombre primer, tenim que 

J{p) = {C{k/p, 1/p) :keZ,0<\k\< mcd(fc,p) = 1}. 

El cas p = l dona simplement J{1) = {(7(0,1)}. Per a p = 2, tenim que 
J{2) = { C ( - l / 2 , l / 2 ) , C ( - l / 2 , l / 2 ) } . • 

Vegem que aquest conjunt de cercles d'isometria maximals satisfá una pro­
pietat técnica, important per a obtenir els principáis resultats posteriors. 

3.2.7 Lema. Sigui p un nombre primer o p = 1. Donat C G J{p), existeix 
una única homografia 7 G r(l,p) ' tal que C = Cy i C^-i G J{p). 

DEMOSTRACIÓ: Sigui C = C{k/p,l¡p) G J{P). Determinarem de forma 
única una homografia 7 G r(l,p) ' tal que C = e J{p) i Cy-i G J{p). 

(a h\ 
Qualsevol 7 = , , amb a,6 G Z tais que —ak — hp ~ 1, satisfá \p -k J 
7 G r(l,p) ' i C = C-y. Hem d'escoUir una solució {a, 5} de -ak — fep = 1 tal 
que Cy-i = C{alp, 1/p) pertanyi a J{p). Si p > 2, considerem Túnica solució 
amb \a\ < a^O, Si p = 1, tenim que k = 0i considerem a = O i 6 = —1; 
és ciar que aleshores se satisfá Cy = C(0,1) = C^-i. Per a p = 2, considerem 
a = í> = —1 i els cercles d'isometria corresponents son Cy = C(—1/2,1/2) i 
C,-: =(7(1/2,1/2) . • 
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3.2.8 Notado . Considerem el domini fonamental V{r{l,p)). Denotem per 
n(l,p) el nombre total de vértexs. Denotem per n2(l,p), n3 ( l ,p) , noo(l)P) i 
ni(l5p) el nombre de vértexs eliíptics d'ordre 2, eliíptics d'ordre 3, parabólics 
i accidentáis, respectivament. Análogament, 62(1,p), 63(1,p), eoo(l,p) i 
ei(l,p) denoten el nombre de cicles eliíptics d'ordre 2, eliíptics d'ordre 3, 
parabólics i accidentáis, respectivament. Denotem per Vh{l,p) el volum hi­
perbólic del polígon hiperbólic V{T{l,p)). O 

3.2.9 Teorema. Sigui p un nombre primer, p > 2. El domini fonamental 
V{T{l,p)), té les propietats següents: 

(i) Els punts Zj = ^—^ -f per a j = 1,... , 2±i — 1, zv+i = O, 

2j-p VZ. . P+I , . . ' « + 
Zj = — (- ——i per a j = ^ -f-1,... ,p t Zp+i = 00^ son vértexs 

2p 2p 
deV{r{l,p)). 

(ii) L'angle interior a P(r(l,p)) en els vértexs zs±i = O i Zpj^i = 00 és 0; 
en els vértexs zi i Zp, és ir/S, i en la resta de vértexs Zj, és 2v¡3. 

(iii) I?(r(l,p)) es un polígon hiperbólic d'un nombre parell de vértexs i ares-
tes, n(l,p) = p -M -I- n2(l,p). 

(iv) El volum hiperbólic de I?(r(l,p)) e's F/.(l,p) = (p+ 1)^. 
o 

DEMOSTRACIÓ: Considerem els punts de H o R determinats per les inter-
seccions deis cercles d'isometria maximals pertanyents a J{p), i les inter-
seccions de les dues semirectes Re(z) = —1/2 i Re(2) = 1/2 amb aquests 
cercles. Tots aquests formen part del conjunt de vértexs del domini fona­
mental. Denotem per ZJ, j = 1,... ,p aquests vértexs, segons ordre creixent 
de la part real. Posem, a mes, Zp^i = 00, vértex que prové directament 
de I?(r(l,p)oo). Un simple cálcul demostra que, per a j = 2,... -
1, es té = C{^^¿^,^ n G ( ^ , i ) = ^ + fi; el vértex 

= C ( - l / p , 1/p) n C(l/p, l/p) = 0; i, per a i = 2±i + 1^... _ 1, 

es té =_ C ( ^ , i ) n Í 7 ( ^ í i ± ^ , i ) = ^ + f ¿. Finalment, els 
vértexs zi i ZP s'obtenen intersecant els cercles d'isometria corresponents, 
^ ( - ^ ' P ) i ^ ( ^ > ? ) ' amb les semirectes Re{z) = -1/2 i Re{z) = 1/2, 
respectivament. Aquests dos vértexs també es poden calcular com la inter­
secció de dos cercles d'isometria maximals, zi — C ' ( - ^ , ^ ) n C{-~-,^), 

= Ciw^i) n C ( ^ , i ) , amb C 7 ( - ^ , i ) i C{tí±^^ no pertanyents'a 
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J'{p). Observem que és possible que Zj, j = 1,... ,p + 1, no siguin tots 
els vértexs del domini fonamental, ja que no sabem si contenen els punts 
eHíptics d'ordre 2 inclosos en la frontera del domini fonamental V{T{l,p)), 
considerats també com a vértexs. 

Per a demostrar (ii), denotem dj l'angle interior a V{T{l,p)) en el vértex 
Zj. Clarament ^E±I = dpj^i = 0. Observem que 6j pren el mateix valor 
per a j = 2 , . . . , 2±i — 1, £±i + 1,... ,p - 1; denotem-lo 6. Tenim, a mes, 
Oi = 6p = 0/2. Completem la demostració de (ii) provant 9 = 2n/3. En 
efecte, considerant, per exemple, j = ^ii + l, els vectors directors de les rectes 
tangents ais cercles C{l/p,l/p) i C{2/p,l/p) son ( - l , l / \ /3 ) i ( l , l /\ /3) , 
respectivament, i formen un angle 6 = 2TT/3. 

La figura resultant és un polígon hiperbólic de H, ja que tant els ares deis 
cercles d'isometria com el parell de semirectes provinents de V{T{l,p)^) son 
segments de rectes hiperbóliques. A l'apartat (i) hem explicitat un nombre 
parell de vértexs, p + 1. S'han d'afegir, si és el cas, els punts eliiptics d'or­
dre 2 continguts en la frontera de 'D(r(l,p)), diferents deis anteriors. Ara 
bé, grácies a 2.2.16 i a la simetría del domini, el nombre de vértexs eliiptics 
és també parell, amb la qual cosa obtenim que el nombre total de vértexs 
segueix sent parell. A partir de la paritat del nombre de vértexs es dedueix 
directament que el nombre d'arestes és també parell i coincideix amb l'ante-
rior. Notem que l'existéncia de vértexs eliiptics d'ordre 2, diferents a zi i Zp, 
incrementa el nombre d'arestes en la mateixa quantitat en qué s'incrementen 
els vértexs. 

Precisem el nombre de vértexs total. Recordem que un cicle de punts eliiptics 
d'ordre 2 té suma d'angles en els seus vértexs igual a TT, per 3.1.19. Notem 
també que els vértexs zi i Zp son equivalents, ja que T{zi) = Zp. Utilitzant 
les dues afirmacions anteriors i els angles calculats a (ii), és obvi que, per 
a, p > 2, els vértexs Zj no serán mai eliiptics d'ordre 2. Aixi, ais vértexs 
anteriors s'hi han d'afegir exactament n 2 ( l ,p ) vértexs, per la qual cosa el 
nombre total de vértexs será exactament p + 1 + n2{l,p). Aixó completa la 
demostració de (iii). 

Calculem el volum hiperbólic a partir de l'expressió Vh{l,p) = (n(l,p)—2)7r— 
{9i + ... + ^„(i,p)), on ^ 1 , . . . , ̂ n(i,p) son els angles en els vértexs. Considerem, 
en primer lloc els p -|- 1 vértexs calculats en (i). La suma deis angles en 
aquests vértexs és (p — 2 ) ^ . Notem queno és necessari considerar els vértexs 
eliiptics d'ordre 2, ja que l'angle en cada un d'aquests vértexs és TT, per la 
qual cosa no contribueixen al volum del poligon hiperbólic. Aixi, V/,(l,p) = 
( p + l _ 2 ) ; r - | ( p - 2 ) 7 r = (p-f l ) f . • 
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DEMOSTRACIÓ: ÉS immediat veure que es tracta d'una condició suficient. 
En efecte, si 7 G r ( l , p ) ' és una homografia tal que z G Gy D Cy-i, aplicant 
3.1.13 i 3.1.11, s'obté que 7 és una homografia eliíptica d'ordre 3 que té z 
cora a punt fix en V.. Per tant, z és eliíptic d'ordre 3. 

Recíprocament, vegem que es tracta d'una condició necessária. Sigui z el­
iíptic d'ordre 3, z G C amb C G Cf^^^^y. Sigui a G r ( l , p ) ' una homografia 
eliíptica d'ordre 3 tal que ar{z) = z. Per 3.1.11, tenim que z E C^rñ C„-\\ 
en particular, z pertany ais cercles d'isometria C, Ctf i C^-\, que no poden 
ser tots tres iguals. Suposem C i^. C^-\. Com que z G 'H, si apHquem 
3.2.3, obtenim que C -̂i G Cf^^^y- D'aquí deduím que també és maximal. 
Pero z no pot pertányer a raes de dos cercles d'isometria maximals; per 
tant, C = Ca. Així considerem 7 = cr. Si fos C = C^-i, seria C ^ i 
consideraríem 7 = . • 

3.2.11 Teorema. Considerem el grup r ( l , p ) , on p > 2, actuant en el se­
miplá de Poincaré. Aleshores el domini fonamental P ( r ( l , p ) ) satisfá: 

i) «00(1,p) = 600(1,1?) = 2. 
Els cicles parabólics son {ZE±L} = {0} i {zp+i} — { 0 0 } . 

. . . J o s¿p = 3 mod 4, 
%%) n2(l ,p) = 62 l,p) = < . _ 

i 2 st p = l mod 4. 
5¿ p = 1 mod 4, efe cicles eliíptics d'ordre 2 son 

onO <kQ< kl = —1 mod p. 

iii) «3(1,3) = 2 ¿63(1,3) = 1. 
Per a p = 3, el cicle eliíptic d'ordre 3 és {zi^z^}. 

Conservaren! la notació deis vértexs Zj per a la resta de la secció. 

3.2 .10 Lema. Sigui z E K, on z e C amb C G C^^^^y. Aleshores, z és un 
punt ehUptic d'ordre 3 si, i només si, existeix una homografia 7 G r ( l , p ) ' tal 
que C = Cy i z = Cjíl Cy-i. 
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DEMOSTRACIÓ: En primer lloc, provem que els vértexs O i oo son parabolics. 
Per al vértex oo, que prové de I ' (r ( l ,p)oo)) , és obvi, ja que és el punt fix de 
l'homografia parabóhca T, considerada anteriorment. El vértex O correspon 
a la intersecció deis cercles d'isometria maximals tangents C{—1/p,1/p) i 
C( l /p , 1/p). Considerem a = ( ¿ ? ) i obtenim = C{-l/p, 1/p) i C^-i = 
C( l /p , 1/p). Si apliquem 3.1.12 i 3.1.13, tenim que a és parabólica i té el punt 
O com a punt fix; amb l'expressió explícita de cr arribem a la mateixa conclusió 
a partir directament de les definicions. A mes, deduím, també d'ambdues 
mañeros, que a-{zE±i__i) = -^EÜ+I- El domini X'(r(l,p)) no té altres vértexs a 
M, per la qual cosa no hi ha altres vértexs parabolics. Finalment, comprovem 
que no son equivalents, ja que 7(0) = 00 implicarla det7 ^ 1. Així , hi ha 
exactament dos cicles parabolics, {^£+1} = {0} i {zp+i} = { 0 0 } , la qual cosa 
completa la demostració de (i). 

Sigui w un vértex de X'(r(l,p)) eliíptic d'ordre 2. Recordem que hem provat 
que w ^ Zj, per a tot j = 1,... ,p, p > 2. Aleshores, existeix un únic 
cercle d'isometria maximal C G J{p) tal que lü G C, i l'angle a lü és TT, cf. 
3.1.11. Deduim que els cicles eliíptics d'ordre 2 están formats només per un 
vértex, i així 62(1,p) = «2(1,p), que ja hem vist que és un nombre parell, 
aplicant 2.2.16. Com que el cicle {w} está format per un sol vértex, les dues 
arestes adjacents al vértex w s'identifiquen entre si, i per tant son d'igual 
longitud per 3.1.19; així w és el punt mig de l'arc de C que forma part de la 
frontera del domini fonamental. Per 3.2.1, tenim que C = C(k/p,l/p) per 
a cert A;, O < < i, per tant, w = | + p -̂ Vegem quines condicions 
ha de complir k perqué w sigui efectivament un punt eliíptic d'ordre 2 de 
F(l,p). Observem que w ^ C per a qualsevol cercle d'isometria no maximal, 
C G í^r(i,p)'\^r(i^p)'j psr 3.2.3, és a dir, w només pertany al cercle d'isometria 
C. Així, per 3.1.11 w és eliíptic d'ordre 2 si, i només si, C = Cy = C^-i, per 
a certa homografia eliíptica d'ordre 2, 7 = 7"^ Com C — C{k/p,l/p), una 

, ^ , v / N \Qsip = 2 mod 3, 
i . ; 5 i p > 3 , n 3 ( l . p ) = e 3 ( l , r i = j^ « p . l „ , „d3 . 

Si p = 1 mod 3, e/s cic/es eliíptics d'ordre 3 son 

r -2A ; i - l 1.1 r . Í2fci + 1 1.1 
= + p ' í ' ^"'-'^ ^ l ~ V ^ ? / ' 

on fci e O < fci < (p - l ) /2, kl + ki + l = 0 mod p. 

i;; ni(l,p) = p - 1 - n 3 ( l ,p ) i ei(l,p) = ^ " ^ " / ' ^ ^ ' ^ ^ 
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í a h \ 
tal homografia ha de ser de la forma 7 = per a certs valors de 
a, 6 e Z que compleixin —ak — hp = li a = k. Per tant, w és eliíptic d'ordre 
2 si, i només si, -k"^ — hp = 1 ié solució per a algún 6 € Z. Finalment, aixó 
és equivalent al fet que —1 sigui un residu quadratic módul p\ és a dir p = 1 
mod 4. En aquest cas, l'equació fc^ + 6p = — 1 té dues úniques solucions, ka 
i —ka amb O < fco < ^ 5 que donen lloc ais dos vértexs eliiptics d'ordre 2 
següents, clarament simetries respecte de l'eix imaginan, 

- f co 1. feo , 1 . 
^ = H - Z , tÜ2,2 = \- -t. p p p p 

Així dones, 62(1,p) = 2 si p = 1 mod 4 i 62(1,p) = O en cas contrari. Aixó 
demostra els resultats per ais vértexs eliiptics d'ordre 2 enunciats a (ii). 

Considerem a continuació els vértexs eliiptics d'ordre 3. La suma deis angles 
en els vértexs d'un cicle de punts eliiptics d'ordre 3 és 27r/3, per 3.1.19; 
per tant, utilitzant 3.2.9 (ii), un cicle eliíptic o bé está constituit per un sol 
vértex, entre ^2, • • • , Zp+i ,̂ •^2±i+i) • • • > ^P-U O bé és el cicle {zi, Zp}. 

Suposem que zx és un punt eliíptic d'ordre 3. Aplicant el lema 3.2.10, els 
cercles d'isometria C(—^ü^, i ) i C{~^~^^^, - ) corresponen a homografies 
inverses l'una de l'altra, i aixó dona l'equació p^ + 46p = 3, que només té 
solució per a p = 3. Així, {zi,Zp} és un cicle eliíptic d'ordre 3 si, i només si, 
p = 3. En aquest cas, no hi ha mes vértexs que puguin ser eliiptics d'ordre 
3; per tant, 723(1,3) = 2 i 63(1,3) = 1, la qual cosa completa la demostració 
de (iü). 

Suposem ara p > 3, per a demostrar (iv). En primer lloc, recordem que l'ho­
mografia parabólica corresponent al vértex O relacionava els vértexs Zp±i , 

1 2£±i^i, per la qual cosa son vértexs equivalents. D'aquí deduím que no 
son mai eliiptics, ja que els seus angles sumen 47r/3 > 27r/3 (cf. 3.2.9). El 
mateix argument d'angles ens condueix al fet que els cicles eliiptics d'ordre 
3 teñen un sol vértex, i així n3(l,p) = 63(1,p); a mes, és un nombre parell, 
per 2.2.16, de forma análoga al cas d'ordre 2. 

Determinem de forma efectiva quan hi ha vértexs eliiptics d'ordre 3. Suposem 
que un vértex z e H, obtingut com a intersecció de dos cercles d'isometria 
maximals consecutius, és un punt el-h'ptic d'ordre 3. Aplicant 3.2.10, aquests 
dos cercles d'isometria han de correspondre a homografies inverses l'una de 
l'altra, és a dir, z = Cyf] C^-i, per a certa homografia eliíptica 7 G r(l,p)'. 
La descripció explícita de C^^^^y donada a 3.2.1 ens porta a Cy = C(k/p,l¡p) 
i Cy-i = C{{k+l)/p, 1/p) per'a cert valor de fc € Z, |fc| < ( p - l ) / 2 , fc 7̂  O, - 1 . 
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Així , 7 será de la forma ^ ,̂ , amb o^-i = —^ = -• — ̂ ; per tant, 
\p -k J P 

a = -{k -f 1). Si imposem det(7) = 1, obtenim que —{k + l)k - bp = l. 
En reduir módul p resulta l'equació P + k + l = 0 mod p, que té solució 
si, i només si, —3 és un residu quadrátic módul p. Aixó demostra que un 
vértex de P(r(l,p)) és eHíptic d'ordre 3 si, i només si, s'obté de la forma 
C{k/p, 1/p) n C{{k + on \k\ <{p- l ) /2 , P + k+l = 0 mod p. 
Així, dones, 63(1,p) = O si p = 2 mod 3 i 63(1,p) = O si p = 2 mod 3. En 
aquest últim cas, els vértexs eWíptics son 

- 2 f c i - l \/3. 2&1 + 1 v ^ . 

on fci G Z, O < fci < (p — l ) /2 és una solució de fc^ + fe -f 1 = 0 mod p. Aixó 
demostra (iv). 

Els vértexs accidentáis son els vértexs que no son ni eHíptics ni parabólics i 
es troben forgosament entre els vértexs Zj calculats a 3.2.9. Així, ni(l ,p) = 
n{l,p) - « 0 0 ( 1 , p) — «2(1,p) - «3(1,p) = p - 1 — n 3 ( l , p ) . Tenint en compte 
que la suma en cada cicle accidental ha de ser 2w (cf. 3.2.9), obtenim que els 
cicles accidentáis están formats per tres vértexs, excepte el cicle accidental 
al qual pertanyin zi i Z P , per a p > 3, que en tindrá quatre. Per tant, 
3 e i ( l , p ) = p - 2 - e 3 ( l , p ) . • 

3.2.12 Remarca. El domini fonamental I>(r(l,p)), per a p > 3, satisfá que 
els cicles eHíptics i parabólics consten d'un sol vértex i que no hi ha vértexs 
accidentáis en R. • 

3.2.13 Notació. Sigui p un nombre primer fixat, p > 2. Per a cada k E Z 
amb O < < denotem 

v 
on a, 6 € Z venen determináis unívocament per les condícions —ak — bp = 1 
i O < |a| < 2=i. Notem que 7.1 = j^K • 

3.2.14 Proposició. Sigui p un nombre primer, p > 2, El grup d'homogra­
fies definit per r(l,p) está generat per T, 71 i les homografies 7̂  tais que 
a\ > \k\ si \k\> 1. Les relacions entre aquests generadora son les següents: 

(O 7fco ~ — 0̂ > O amb = — 1 mod p; 
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(") Iki ~ l-ki - 1 — ^) fci > O amb kf + ki + 1 = O mod p; 

(iii) una relació del tipus ^tz^^12''Jtl^ = 1 P^r o, cada cicle accidental de 
V{V{l,p)) de la forma {zj,,Zj^,Zj^} amb 7Í7''(̂ ÍÍ) = ^ji+i> = ^h> 
eu = ± 1 ; 

(iv) la relació T~'^^t2^'yt¡^'yi_^ = 1, per a p > 3, que prové de Vúnic cicle 
accidental de T>{V{l.,p)) que conté quatre vértexs {zi,Zai,Za2,Zp}, amb 
iLzzizi) = Zai, 7*1 ( ^ a j = ^ a j i 7*2 ( ^ a j ) = Zp, e,¡=±l. 

DEMOSTRACIÓ: El domini fonamental 2)(r(l,p)) és un polígon hiperbó­
lic d'un nombre parell d'arestes identificados dos a dos i, per 3.1.19, les 
homografies que aparellen les arestes formen una familia de generadors. 

La translació T aparella les dues arestes que son semirectes verticals, que 
provenen de les arestes de r'(r(l,p)oo), per la qual cosa forma part de la 
famíHa de generadors. L'homografia 71 identifica les dues arestes que s'inter-
secten en el punt O, per la qual cosa será també un generador i, a l'igual que 
T, será un element d'ordre infinit. 

El lema 3.2.7 ens assegura que, donat C G J{p), existeix una única homo­
grafia 7 G r(l,p)' tal que C = i Cy-i G J{p). Aplicant les propietats 
deis cercles d'isometria i les homografies, cf. 3.1.8 i 3.1.10-3.1.12, és ciar que 
l'homografia 7 aparella les arestes que formen part deis cercles i C^-i. Re­
cordem que i7 (p) és precisament el conjunt de cercles d'isometria que donen 
arestes de P(r(l,p)). 

Així, per a aparellar les arestes de X'(r(l,p)) que son ares de cercles d'iso­
metria n'hi ha prou amb el conjunt d'homografies corresponents ais cercles 
d'isometria de i 7 (p) , l'expressió explícita del qual es dona en 3.2.6 i coincideix 
amb el conjunt deis 7̂ . Obviament, hem d'evitar les repeticions causados per 
una homografia i la seva inversa, per la qual cosa afegim la condició \a\ > \k\, 
per a \k\ > 1. 

Peí que fa a les relacions, només cal recordar que s'obté una relació per a 
cada cicle d'ordre finit, cf. 3.1.19. Així, els cicles eliíptics d'ordre 2 i 3, si 
n'hi ha, ens aporten les relacions 7̂^̂  = 7Í¿o = 1 i 7̂ ^ = 7^_fcj_i) = 1, on 
ko > O satisfá k^ = —1 mod p i fci > O satisfá kl + k\ + 1 = 0 mod p, 
respectivament. A partir de cada cicle accidental, obtenim una relació de la 
forma indicada. • 

La presentado obtinguda en la proposició anterior té (p -f- 1 + e2 ( l ,p) ) /2 
generadors i ei(l,p) -|- 62(1,p) + 63(1,p) relacions. En general, no será una 
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On = a e l . 

presentació minimal. Una forma de disminuir el nombre de relacions i de ge-
neradors seria disminuir el nombre de cicles accidentáis, que no és própiament 
un invariant del grup i que depén del tipus de domini fonamental escollit. De 
totes mañeros, no es pot realitzar de forma indiscriminada per a tots els 
cicles accidentáis, ja que hi ha repeticions de generadors entre les diferents 
relacions. 

Finalment, per fer complots els resultats considerem els casos p < 2. El 
dominis fonamentals corresponents es troben a 3.2.5. Recuperem-ne les ca-
racterístiques en les proposicions següents, que es demostren utilitzant també 
arguments derivats de les propietats deis cercles d'isometria. 

3.2.15 Proposició. Considerem el domini fonamental X'(r(l,l)) del grup 
modular r{l,l) = SL(2,Z). Aleshores, 

(i) P(F(1,1)) té n(l , 1) = 4 véHexs: = f + fi, ^2 = | + ^i, = oo 
ÍW2,l=Í. 

(ii) L'angle interior a 'D{r{l, 1)) en els vértexs zi i zi és 7r/3 i en el vértex 
W2,i, ésw. 

(iii) El volum hiperbólic de V{V{1,1)) és Vh{l, 1) = ^. 
o 

(iv) noo(l , 1) = eoo{l, 1) = 1; el vértex parabólic és oo. 

(v) n 2 ( l , l ) = 62(1,1) = 1; el vértex eliíptic d'ordre 2 és tü2,i. 

(vi) n 3 ( l , l ) = 2 i 63(1,1) = 1; els vértexs eliíptics d'ordreZ son Zx i Z2. 

(vii) n i ( l , l ) = 61(1,1) = 0; és a dir, no hi ha vértexs accidentáis. 

(vüi) El grup PSL(2, Z) está generat per 

amb la relació = 1. 

DEMOSTRACIÓ: En aquest cas, J ' ( l ) = {C(0,1)}. El cercle d'isometria 
C(0,1) és Co- per a una homografia cr e F(l, 1) tal que c = ±1 , d = O, 6 = - c 
i a G Z. Així, és el cercle d'isometria de les homografies 
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Per ais valors |a| > 2 , el centre del cercle C^-t és a; en aquest cas, els cercles 
C^-i i C<r„ no es tallen i «Ta i cr~^ son transformacions hiperbóliques. 

Tenim que cr^ és eliíptic si, i només si, \a\ < 2. Per al valor a = O, obtenim 

rhomografia ^ J ^ . En aquest cas, se satisfá. CTa = ""¿T̂ s ^ '^a és una 
homografia eliíptica d'ordre 2. El punt eliíptic corresponent és W2,i = i. 

( 1 1 \ . / 1 -1 \ 
Per ais valors a = ± 1 , obtenim les homografies „ i , „ , 
les dues d'ordre 3. Els punts eliiptics corresponents son zj = ~ + 
i 22 = I + respectivament. Observem que els tres punts eliiptics son 
vértexs del domini fonamental que hem trobat. S'obtenen també directament 
a partir deis cercles d'isometria, utilitzant 3.1.11 i 3.1.19, com hem fet en el 
cas general. Si explicitem les homografies que corresponen ais cercles, tenim 
quewí.i € Cs, zi = CsrnCfsT)-! = C ( - l , l )n(7(0 ,1) , Z2 = CJSNC^Tsy-i = 
C(0,l)n (7(1,1). 
Les homografies 5 i T son les que identifiquen les arestes del domini fonamen­
tal dos a dos; per tant, formen una familia de generadors del grup modular 
PSL(2, Z ) , amb la relació 5̂  = 1. • 

Amb els mateixos arguments es demostra la proposició següent per al cas 
p = 2. 

3.2.16 Proposició. Sigui I?(r(l,2)) el domini fonamental de T{1,2) en U. 
Aleshores, 

(i) n(l,2) = 4. Explícitament, Zi - ~ + ^i, = O, 23 = | -f- |i i Z4 = 00. 

(ii) L'angle interior a P(r(l,2)) en els vértexs zi i 23 és TT¡2 i en el vértex 
Z2, és 0. 

(iii) El volum hiperbólic de V{T{1,2)) és 1 4 ( 1 , 2 ) = TT. 

(iv) n o o ( l , 2 ) = 600(1,2) = 2 ; els cicles parabólics son {0} i {00} 

(v) «2(1,2) = 2, 62(1,2) = 1 ; el cicle eliíptic d'ordre 2 és { 2 1 , 2 3 } . 

(vi) n 3 ( l , 2 ) = 0; es c dir, no hi ha vértexs eliiptics d'ordre 3. 
(vii) n i ( l , 2 ) = 0; és a dir, no hi ha vértexs accidentáis. 
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amb la relació (tiT)^ = 1. • 

3.3 Algoritmes, taules i gráfiques 

Hem implementat els resultats obtinguts en les seccions anteriors com a part 
del paquet Poincare. 

D'una banda, presentem instruccions per a facilitar la manipulado deis cer­
cles d'isometria associats a les homografies. Així, tenim les instruccions 
cenIC i radie per a obtenir el centre i el radi del cercle d'isometria asso­
ciat a una homografia, respectivament. Per a definir el cercle d'isometria 
com a objecte geométric hi ha la Instrucció def IC. La instrucció symLIC 
determina la recta de simetría Ly, cf. 3.1.8. 

D'altra banda, tenim tot un bloc d'instruccions referents a les propietats i a 
la representado gráfica del domini fonamental de la corba ^(1 ,^) , construít 
en la secció anterior. En la majoria d'instruccions Púnica dada d'entrada és 
el nombre primer p. 

En primer Uoc, hem inclós instruccions per a calcular les constants associades 
a la corba modular ^ ( l , ^ ) : einfXl, e2Xl, e3Xl, volhXl, volhXl i genusXl, 
que donen el nombre de cicles parabólics, eliíptics d'ordre 2, eliíptics d'ordre 
3, el volum hiperbólic, el volum normalitzat i el genere, respectivament. De 
fet, els mateixos valors es poden obtenir a partir de les instruccions comenta­
dos en el capítol anterior, que calculen les constants associades a una corba 
de Shimura X{D, N) en general. Ara bé, les hem reprogramat utihtzant les 
formules simplificados obtingudes en aquest capítol, a partir de les propietats 
deis cercles d'isometria i del domini fonamental construít. A mes, tenim en 
aquest cas la instrucció elXl, que compta el nombre de cicles accidentáis. 

Per a obtenir tota la informado disponible referent al domini fonamental de 
^ ( l ,^ ) = Xo{p) construít, per a qualsevol nombre primer p, disposem d'ins­
truccions per ais cardinals deis conjunts de vértexs, instruccions per a donar­
los explícitament i per a organitzar-los en cicles. Així, ninfXl, n2Xl, n3Xl, 
nlXl i nvXl proporcionen els cardinals deis conjunts de vértexs parabólics, 
eliíptics d'ordre 2, eliíptics d'ordre 3, accidentáis i el nombre total de vértexs, 
respectivament. Les comandes vintXl, vpXl, ve3Xl, ve2Xl, vtoXl i vtcXl 

(viii) El grup T{1,2)/ ± I d está generat per 
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donen les llistes explícitos deis vértexs obtinguts com a intersecció deis cer­
cles d'isometria i les semirectes, deis parabolics, deis eliíptics d'ordre 2, deis 
eliíptics d'ordre 3 , la llista total de vértexs i la llista de vértexs classificats 
per tipus, respectivament. Obtenim els vértexs orgcinitzats en cicles amb la 
instrucció cyclesXl i les parelles d'arestes que s'identifiquen amb pairEdXl. 
En particular, hem programat les instruccions leq idx i seg per a facilitar 
l'ordenació de les Uistes de vértexs. 

Peí que fa ais resultats sobre el grup, obtenim una presentació explícita del 
grup r ( l , p ) / ± Id, amb generadors i relacions, amb les instruccions geneXl 
i relXl. 
Finalment, la instrucció plotFDXl dona la representació gráfica del domini 
fonamental P ( r ( l , p ) ) . 

A continuado presentem alguns exemples per tal d'iliustrar les propietats 
deis dominis fonamentals construíts per a r ( l , p ) / ± Id, que difereixen d'al-
tres dominis fonamentals coneguts (cf. [BT92]). Potser la principal diferencia 
sigui la seva gran simetría i la seva construcció sistemática, fácilment imple­
mentable. 

En la figura 3.5 reproduím els dominis fonamentals de les corbes modulars 
X{1,1), X{1,2) i X ( l , 3 ) , respectivament. 

En la figura 3.6 representem el domini fonamental de la corba modular 
X ( l , l l ) , de genere 1 . Notem que no té cap vértex eliíptic. Els vértexs i 
els cicles accidentáis, i una presentació del grup, els explicitem en la taula 
3.1. 

Incloem el cas p = 13 com a exemple de domini fonamental amb el máxim 
nombre possible de cicles eliíptics. La figura 3 . 7 mostra el domini fonamental 
de X(l, 1 3 ) , corba modular de genere 0. Hem recopilat les dades calculades 
en la taula 3 . 1 . 

Donem també la representació del domini fonamental per al cas p = 2 3 , en la 
figura 3.8. Correspon al menor valor de p, nombre primer, tal que X( l ,p ) és 
de genere 2 . Observem que tampoc té cicles el-Hptics. Els cicles accidentáis 
i una presentació del grup, els mostrem en la taula 3 . 3 . 

Finalment, donem també la representado gráfica del domini fonamental de 
la corba X ( l , 4 1 ) , de genere 3 , en la figura 3.9. En la taula 3 . 4 mostrem les 
dades referents al grup r ( l , 4 1 ) i al domini fonamental construít. 
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1.5 

0.5 

-O.S 0.5 

a 0.5 > ' a 

z Z3 

Zj=0 

Figura 3.5: Dominis fonamentals de 
X ( l , l ) , X ( l , 2 ) i X ( l , 3 ) . 
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z, z, z, z, z, 

e F C D F 

Z-^ Zj Z j Zi5 Z j 

-0.5 0.5 

Figura 3.6: Domini fonamental de X{1,11). 

Taula 3.1 Cicles de la corba de Shimura X ( l , l l ) i presentado del grup 

r ( i , i i ) / ± i d . 

k nfc(l,ll) eib(l,ll) cicles d'ordre fc 

co 2 2 {0 } , {00} 

2 0 0 

3 0 0 

1 10 3 { z i , z n , 2 7 , 2 5 } , { 2 2 , 2 4 , 2 9 } , { 2 1 0 , 2 8 , 2 3 } 

generadors relacions 

T, 7i) 72,73, 7-2,7-3 7-27l72~^r = 1, 737-37I2 = 1, 7-37372~^ = 1 

0.5 T 
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0.5 

b c c d d b e 

Zj Zj Zj Z4 ZJ Z¿ 

e f g g h h f 

Zg Z9 ZjQ Zjj 
- 0 . 5 Z,=0 0 . 5 

Figura 3.7: Domini fonamental de X ( l , 13). 

Taula 3.2 Cicles de la corba de Shimura .X'(l,13) i presentado del grup 
F( l , 13 ) / ± Id . 

k nfc(l,13) efc(l,13) cicles d'ordre k 

0 0 2 2 { 0 } , { o o } 

2 2 2 { ^ 2 , 1 } = + { ^ 2 . 2 } = + i¿} 

3 2 2 { - a = { f l + i i } , { . 1 0 } = { ¿ + i ? } 

1 10 3 { Z l , 2x3,28,26}, { 2 2 , 2 3 , 2 5 } , { 2 1 2 , 2 1 1 , 2 9 } 

generadors relacions 

7 5 , 7 - 5 , 7 3 , 7 - 3 

í", 7 1 , 7 2 , 7 - 2 

7 l = 7 ^ 5 = l , 7 l = 7 ! 3 = l , 

7 - 2 7 1 7 2 " ^ ^ = 1, 7 - 2 7 I 3 7 - 5 = 1, 

7273~^75 = 1 
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0.5 T 

b c d e f g d h i b J 
Z, Z, Zj Z, Zs Z, Z, Z, Z, Z,„ ZU 1̂5 2̂15 ZN Zi8 Zi5 Zao Zjj Z22 Zj; 

-0.5 Z,2=0 0.5 

Figura 3.8: Domini fonamental deX{l, 23), 

Taula 3.3 Cicles de la corba de Shimura X(l ,23) i presentació del grup 
r ( l , 2 3 ) / ± I d . 

k njt(l,23) efc(l,23) cicles d'ordre A; 

oo 2 2 {0 } , { oo } 

2 0 0 

3 0 0 

1 22 7 { z i , Z 2 3 , 2 i 3 , Z i i } , {Z2,ZIQ,ZIQ}, Zg j^ is } , 

{Z4, 2i5, Z7} , {Z22, Zi4, Z5}, 

{^21, 216 ,^6} , {^20,^9,-217} 

generadors relacions 

71,72,73,74 ,75 ,77, 

7 - 2 , 7 - 3 , 7 - 4 , 7 - 5 , 7 - 7 

7-27i7¡"^r = 1, 777-37I2 = 1, 7 7 7 - 4 7 I 5 = 1, 

7-57473"^ = 1, 7-77372~^ = 1, 

7 -7747¿"^ = 1, 757-47I3 = 1 
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Figura 3.9: Domini fonamental de 41). 
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Taula 3.4 Cicles de la corba de Shimura X( l ,41) i presentado del grup 

r( i ,4i ) /±id. 

k nife(l,41) efc(l,41) cicles d'ordre k 

co 2 2 {0} , {00} 

2 2 2 

3 0 0 

1 40 13 {zi,Z20,Z22:Z4i}, 

{^2, 2 3 4 , 2 : 1 9 } , {^3,-2^37, ^33}, {^4, 210,-^36}, 

{^^5,2:39, 2^9}, {^6, ^32)-^Ss}, {^7,^24) ^ 3 1 } , 

{ 2 8 , ^ 4 0 , ^ 2 3 } , { ^ l l , Z18, 2 3 5 } , { ^ 1 2 , ^ 1 3 , ^ 1 7 } , 

{ 2 1 4 , ^ 2 7 , Z i s } , {^15 , ^28, Z26}, {^25, 229, 2:30}• 

generadora r , 7 i , 7 9 , 7_9, 

72,73, 7 4 , 7 5 , 76,711,712,713, 7 1 6 , 

7- 2 , 7 - 3 , 7 - 4 , 7 - 5 , 7 - 6 , 7 - 1 1 , 7 - 1 2 , 7 - 1 3 , 7 - 1 6 -

relacions 7I = 719 = 1> r-1727172"' = 1 , 

7 I Í 3 = 1) 71371127-10 = 1> 7 1 6 7 - 1 1 7 1 1 ^ = 1, 

7 _ i 2 7 r 3 * 7 - i 6 = 1 , 7 i " ^ S i 2 7 l n = 1 , 7 n 7 4 7 l 3 = 1> 

737I27-13 = 1 , 7 u 7-377^ = 1> 7 - 4 7 5 7 - 9 = 1, 

7 - 5 7 6 ' ^ 7 - 6 = Ir 7 6 7 - ¿ 7 - 6 = 1 , 7 1 4 7 9 7 5 = 1 . 



Capítol 4 

Formes quadrátiques enteres 

En aquest capítol incloem definicions i resultats referents a formes quadráti­
ques. En alguns casos fia calgut generalitzar definicions conegudes per a les 
formes bináries, ternáries o quaternáries a altres graus, com per exemple el 
concepto de nivell definit per a una forma ternaria (cf. [Ogg69| i [Leh92]) o 
la propietat de K-forma aplicada a les formes quaternáries (cf. [Bra24]). En 
general, ens restringirem a formes quadrátiques regulars. 

Siguin K un eos de característica ^ 2 i R C K nn subanell. En general, 
K será un eos de nombres totalment real o algún deis seus localitzats. En 
particular, ens interessará el cas R = OK, l'anell d'enters de K. 

4.1 Introducció 

Una forma quadrática f de n variables sobre K és un polinomi homogeni 
/ € K[Xi,... , X„] de grau 2. Es pot escriure com 

f{Xi,... ,Xn) = ^ üijXiXj, on Qij = üji, üij 6 K. 

Sobre un Jl'-espai vectorial V de dimensió n, tota forma quadrática / defineix 
una estructura d'espai quadrátic. Com a referéncies per a l'estudi de les 
formes quadrátiques, citem [GaulSOl], [Sie44], [Jon67], [Ser73] i fKit93]. 
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4.1.1 Definicions generáis 

4.1.1 Definició. Una matriu simétrica A = (aij) € M{n,R) és una matriu 
parella si 2|a,-i per a tot 1 < Í < n. • 

4.1.2 Definicions. La matriu simétrica A{f) = (a,j) s'anomena matriu as­
sociada a / . Així, 

/ ( X i , . . . , X „ ) = ( X i ••• Xn)A{f) 

\ / 

De fet, és la matriu de la forma / , fixada una base de V. Si la forma / té 
coeficients en un anell RC K,la, matriu A{f) té les entrades a -^[g]- Podem 
associar a / una altra matriu amb les entrades a R; n'hi ha prou amb posar 
•^2(1) •= 2A{f). Anomenem matriu parella associada a / la matriu A2{f)-
Tenim que 

/ ( X i , . . . , X „ ) = i ( X x . . . X„)A2Íf) 

Í XX\ 

\ Xn 

El determinant de la forma quadrática / , denotat per deti( / ) , és igual al 
determinant de la matriu associada A{f). Si deti(/) = O, es diu que la forma 
/ és singular; altrament, es diu que és regular. Anomenem determinant parell 
de / , denotat per det2(/), el determinant de la matriu parella. Així, 

deti(/) : = d e t A ( / ) , 
det2(/):=detA2(/). 

Observem que tenim la relació det2(/) = 2"deti( /) . Si / té coeficients a R, 
aleshores det2(/) G R; en canvi, deti( / ) € D 

D'ara en endavant, tractarem només formes quadrátiques regulars. 

4.1.3 Definició. El Jí'-discriminant de la forma quadrática / , denotat per 
discA-(/), és la classe del determinant deti(/) a K*/K*^. • 

Observem que per a les formes quadrátiques d'un nombre parell de variables 
és igual definir el üT-discriminant a partir de deti(/) o de det2(/). De la 
naturalesa deis determinants i el discriminant en depenen, en bona part, les 
propietats de les formes quadrátiques. 
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Per mitja d'un canvi de variables i2-lineal, Xi = Yl]=i ^ij^j amb c,j € i?, per 
a 1 < ¿ < s'obté una forma quadrática / ' . Posant C = (cjj), tenim la re­
lació de matrius A{f') = C*A{f)C, En particular, considerant determinants, 
tenim que det A{f) = det>l(/)(det Cf; és a dir, deti(/ ') = deti(/)(det Cf. 
En canvi, és ciar que els A'-discriminants son iguals, disCK-(/') = áisc^if). 

Per exemple, siguí f{X,Y) = X^ + XY - Y^. Fent el canvi X = X ~Y, 
Y = 2F, obtenim la forma diagonal / ' ( X , F ) = X^ - 5Y^. Tenim que 
deti(/) = -|, det2(/) = - 5 , deti ( f ) = - 5 , detaCf) = - 2 0 i detC = 2. 

4.1.4 Definició. L'adjunta ad(/) d'una forma quadrática / és la forma 
quadrática que té per matriu associada la matriu adjunta de A{f); és a 
dir, A(ad(/)) = ad(A(/)) := det A{f) - A{f)-K • 

4.1.5 Lema. Sigui A una matriu parella de M(2A;, R), € N. Aleshores, 
aÁ{A) és també una matriu parella. 

DEMOSTRACIÓ: Sigui ad(A) = (Aij). Per a cada J, 1 < i < 2fc, Au cor­
respon al determinant d'una matriu de mida r = 2ls — 1, parella. Prova-
rem que cada un d'aquests determinants és múltiple de 2. Per definició, 
Au — 53<T̂ 8̂ (̂ )'̂ io-(i)" • * ^ro-ír), rccorrc el grup simétric sobre r ele­
ments. Com que A és simétrica, els sumands per a a i son els mateixos. 
Per a cada parella a ^ a~^, és a dir, <T̂  ^ 1, tindrem dos sumands iguals. 
Com que r és señar, cada permutació a tal que ¿r̂  = 1 té almenys un punt 
fix; per tant, cadascun d'aquests sumands conté almenys un element de la 
diagonal, ajj, que és múltiple de 2. • 
4.1.6 Lema. Sigui f una forma quadrática regular de n variables de coefi-
cients a R. 

2"-i (i) La forma quadrática ad(/) té coeficients a R 

(ii) deti(ad(/)) = (det i ( / ) ) " -^ 

(iii) La matriu ad(A2(/)) té entrades enteres, pero pot no ser parella. 

(iv) Les adjuntes de les matrius associades a f satisfan la relació 

ad(A2(/)) = 2"-^ad(A(/)). 

(v) Si n és parell, aplicant el lema anterior, tenim la relació 

ad(A2(/)) = A2(2"-2ad(/)). • 
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4,1.2 Formes quadratiques sobre Z 

Ens restringim, a partir d'ara, a les formes quadratiques de coeficients a Z. 

4.1.7 Definicions. El contingut d'una forma quadrática / de coeficients 
a Z és el máxim comú divisor, de signe positiu, deis seus coeficients. El 
denotem per cont(/). Una forma quadrática / de coeficients a Z és primitiva 
si cont(/) = 1. Sobre les entrades de la matriu A{f), equival a demanar que 
mcd{aii, 2aij | i, j , = 1,. . . , n, í 7¿ j} = 1. • 

4.1.8 Definició. Sigui / una forma quadrática de n variables de coeficients 
a Z. La forma polar de / , denotada per pol( / ) , s'obté a partir de la forma 
ad(/) , multiplicant-la per 2""^ i dividint-la peí máxim comú divisor, amb 
signe positiu, deis coeficients obtinguts; és a dir, 

A partir de la forma adjunta, la forma polar queda determinada per les 
condícions de teñir els coeficients a Z i ser primitiva. Per a construir-la, es pot 
utilitzar tant la matriu ad(A(/)) com la matriu ad(A2(/)), independentment 
de si n és o no parell. 

4.1.9 Lema. Sigui f una forma quadrática de n variables, de coeficients a 
Z. Posem m = contí/) i considerem f := —/. Aleshores, 

m 

(i) / ' és una forma primitiva. 

(ii) deti(/) = m"deti( / ' ) , det2(/j = m" detsí/')-

(iii) ad(/) = ad(ro/') = m"- iad( / ' ) . 

(iv) pol(/) = pol( / ' ) . • 

4.1.10 Proposició. Sigui f una forma quadrática de n variables sobre Z i 
sigui N GN. Son equivalents: 

(a) N és l'enter positiu MES petit tal que NA^IFY^ és la matriu parella 
associada a una forma de coeficients enters. 

(b) N és l'enter positiu mes petit tal que N^A{f)~^ és la matriu associada 
a una forma de coeficients enters. 
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mcd(2"-i ad ( / ) ) ' 

4.1.11 Remarca. La condició (a) és la definició que dona Ogg [Ogg69] per 
a les formes definides positivos d'un nombre parell de variables, a partir de 
la matriu parella. La condició (e) generalitza un cálcul de Lehman [Leh92 
per a formes ternáries definides positivos. O 

4.1.12 Proposició. Sigui f una forma quadrática de n variables i coefici­
ents enters. Aleshores, 

(c) N satisfá que NAiif)-^ = (-l)*A2(pol(/)), on s = O si deti(/) > O i 
s = l si deti(/) < 0. 

(d) N satisfá que N\A{f)-^ = ( - l )^A(pol( / ) ) , on s = Q si deti(/) > O i 
s = 1 s ¿ d e t i ( / ) / < 0. 

2"^-|det.(/)| 
^ cont(2-i ad(/)) 

El nombre N s 'anomena el nivell de la forma quadrática f i es denota per 
N(/ ) . • 

DEMOSTRACIÓ: Per a veure l'equivaléncia entre (a) i (b) i l'equivaléncia 
entre (c) i (d), només cal utilitzar la relació entre les matrius associades a 
una forma quadrática qualsevol, A2{f) = 2A( / ) , A2{f)~^ = 

L'equivaléncia entre (a) i (c), o bé entre (b) i (d), s'obté a partir de la definició 
de la forma polar, construida a partir de la forma adjunta, determinada per 
les condicions que tingui coeficients enters i sigui primitiva, amb el signe que 
11 correspon a partir de la forma adjunta. La condició de ser primitiva és 
precisament equivalent al fet que sigui l'enter mes petit possible. 

Finalment, vegem l'equivaléncia entre (d) i (e). Desenvolupem 

MlA(f)-^ - A T Í ^ I M Z ) ) -
^'"^^^^ " ^ 4 detA{f) -

_ . A RN 2" -M(ad( / ) ) _ 
4 2" - idetA{ / ) m 

772 

on m = cont(2"-i ad(/)) . Així, N\A{f)-'^ = ±A(pol( / ) ) si, i només si. 
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(i) |det2(pol(/)) 
d e t 2 ( / ) 

(ii) Se satisfan les relacions N(/)|2det2(/) i detsí/)! N ( / ) " ; per tant, N(/ ) 
i áetzif) teñen els mateixos factors primers, excepte potser el 2. 

(iii) Per an = 2, N( / ) = |det2(/)¡ si, i només si, la forma f és primitiva. 

(iv) N(pol(/))| N( / ) . La igualtat es dona si, i només si, la forma f és 
primitiva. 

DEMOSTRACIÓ: L'apartat (i) es dedueix de 4.1.10(c), en considerar deter­
minants. 

Provem (ii). Com que det2(pol(/)) és enter, la segona relació de divisibili-
tat es dedueix directament de (i). Per a veure que N(/)|2det2(/), podem 
utilitzar també 4.1.10(c). Així, 

±A2(poi(/))=nm^Hf) = ¿ ^ a d ( A 2 ( / ) ) . 

D'una banda, la matriu &á{A2{f)) té entrades enteres i correspon a una 
forma quadrática de coeficients enters, i det2(/) és un nombre enter. D'altra 
banda, ± A 2 (po l ( / ) ) = ±2A(pol(/)) i pol(/) és una forma primitiva. Així, 
2det2( / ) /N( / ) és un enter, la qual cosa ens dona la primera relació de divi-
sibilitat. 

Per a veure (iii), suposem detaí/) > 0> P r̂ tal de fixar el signe de la igualtat. 

Si utilitzem de nou 4.1.10(c), tenim que A2 (pol( / ) ) = •-ad(A2(/)). 
det2A(/) 

Per a les formes binarles se satisfá que ad A2{f)) = A.2(ad(/)). Així, per a 
n = 2, tenim que N( / ) = d e t 2 ( / ) si, i només si, la forma polar de / i la forma 
adjunta de / coincideixen, la qual cosa és equivalent al fet que la forma / 
sigui primitiva (cf. 4.1.15). 
Finalment, vegem (iv). Podem suposar deti(/) > O per a simplificar no­
tació, ja que les condicions de divisibilitat no depenen del signe. Si apliquem 
4.1.10(b) i (d), tenim que 

N(pol(/))ÍA(pol(/))-^ = N(pol ( / ) ) Í (N( / ) ÍA( / ) -^) -^ = íí|2KpA(/) 

és la matriu d'una forma de coeficients enters primitiva. Cora que la forma 
/ té els coeficients a Z, deduím la relació de divisibilitat. A mes, la igualtat 
correspon al fet que el resultat sigui la matriu A{f), la qual cosa passa si, i 
només si, la forma / és primitiva. • 
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(viii) N(/) = = i i i í í í M . a 
cont(/2) cont(/2) 

4.1.16 Cas ternari. Considerem una forma quadrática ternaria 

f{X, Y, Z) = aX^ + bY^ + cZ^ + a'YZ + b'XZ + c'XY, a, 6, c, a', 6', c' € 

4.1.13 Remarca. Els resultats d'aquesta subsecció s'estenen facilment a 
formes quadrátiques sobre un domini R d'ideals principáis. 

4.1.3 Formes bináries, ternáries i quaternáries 

En particular, estem interessats en les formes quadrátiques de n = 2, 3 o bé 4 
variables, anomenades bináries, ternáries o bé quaternáries, respectivament. 
Precisem tot seguit algunes notacions, resultats i exemples. 

4.1.14 Cas binari. Considerem una forma quadrática binaria de coefici­
ents enters f{X,Y) = aX"^ -{• bXY + cY"^, que s'escriu / = (a,6,c). Tenim 
que 

( a b¡2\ . /2a b\ 

^ W ) ) = ( - 5 / 2 " f ) ' ^^(Mf)) = g 

4.1.15 Proposició. Per a qualsevol forma quadrática binaria f sobre Z, se 
satisfan les propietats: 

(i) detx(/) = deti(ad(/)) = ac- 6^/4. 

(ii) d e t 2 ( / ) = det2(ad(/)) = 4ac - b\ - det2(/) = 0,1 mod 4. 

(iii) discQ(/) = discQ(ad(/)) = 4ac —6^. 

(iv) ad (^2(/)) = ^2 (ad( / ) ) . 

(v) cont(/) = cont(ad(/)). 

(vil) / és primitiva si, i només si, pol(/) = ad( / ) . 
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També s'utilitza la notació (cf. [GaulSOl]) 

/ = ^a'¡2 b'/2 c'¡2j 

Tenim que 

( " c'/2 b'/2\ ¡2a d 
c'l2 h a'/2 d 2b a' 

\h'l2 a'¡2 
^ ) \b' a' 2c J 

deti(/) = abe + i ( a W + a{a'y + 6(6')' + c(c')'). 

4.1.17 Exemple. Considerem una forma ternaria concreta: 

f = X^ + Y'- XZ, 

f = 1 1 o 
O - 1 / 2 O 

1 O - 1 / 2 ^ 
O 1 O 

-1/2 0 0 / 

ad(/) 

ad(/) 

A(ad(/)) 

f O - 1 / 4 1 ^ 
O 1/2 O 

O O 1/2 N 
O - 1 / 4 O 

1/2 0 1 / 

No té sentit pensar en la matriu parella associada a ad( / ) , perqué aquesta 
no té coeficients enters. Notem que, si considerem la matriu parella de / , la 
seva matriu adjunta no és una matriu parella: 

Mf) = 

En aquest exemple tenim: 

/ 2 O 
O 2 

\ - l O 

- 1 \ 
O ad(A2(/)) = 

O 2 \ 
-1 O 
0 4 / 

(i) deti(/) = - i , d e t 2 ( / ) = - 2 i discQ(/) = 

(ii) deti(ad(/)) = ^ i discQ(ad(/)) = 1. 

(iii) ad(^2(/)) = 22A (ad( / ) ) . 

(iv) -pol(/) = - y 2 ̂  4 ^ 2 ^ ^xz. 

(v) N(/ ) = 2\ • 

- 1 . 
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4.1.18 Cas quaternari. Considerem una forma quadrática quaternária de 
coeficients enters 

f{X, Y, T) = aX^ + 6y2 -f cZ^ + dT^ + b'XY + c'XZ + d'XT + d"YZ+ 
+ c " r T + b"ZT. 

S'utilitza també la notació (cf. [Bra24]) 

b' d d' 
a b c d 

b" c" d" 

Tenim que 

Aif) = 

f a b'/2 c72 d'/2\ 
b'¡2 b d"/2 c"/2 
c'¡2 d"/2 c b"/2 

\d'/2 c"l2 h"l2 d 
Mf) = 

/2a b' c' d'\ 
y 2b d" c" 
d d" 2c b" 

\d' c" b" 2d) 

4.1.19 Exemple. Considerem una forma quaternária concreta: 

f{X,Y,Z,T) =X^-2Y^ + T^ + XZ-2YT 
ad(/) (X, F, Z, T) = _ 3^2 + i_rp2 ^ ^XZ - \YT, 

f = 
0 1/2 0 0 3/2 0 

1 - 2 0 1 ad(/) = 0 - 1 / 4 - 3 1/2 
0 - 1 0 0 - 1 / 4 0 

A{f) = 

/ 1 0 1/2 
0 - 2 0 

1/2 O O 
V O - 1 O 

A(ad(/)) = 

o ^ 
- 1 

O 
1 

Mf) = 

í o 
o 

3/2 

/ 2 0 1 0\ 
0 - 4 0 - 2 
1 0 0 0 

V O - 2 O 2 / 
0 3/2 O \ 

- 1 / 4 O - 1 / 4 
0 - 3 0 

\ O - 1 / 4 O 1/2 J 

ad(A2(/)) 

En aquest cas tenim que; 

/ 0 0 12 0 \ 
0 - 2 0 - 2 

12 0 -24 0 
V 0 - 2 0 4 / 
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4.2 Representació de formes per formes 

En aquesta secció precisem les definicions referents a la representació de 
nombres i formes quadrátiques per formes quadrátiques que utilitzarem en 
els capítols posteriors. Hi ha nombroses referéncies on es poden consultar 
els resultats clássics, referits majoritáriament a la representació de nombres 
per formes i a l'equivaléncia de formes. Citem, per exemple, [Sie35], [BS66 
Ser73], i [AreSt 

4.2.1 Definició. Siguin f i g formes quadrátiques sobre un anell i? de n i r 
variables, respectivament, amb r < n. Es diu que / representa g sobre R si 
existeix una matriu P € M(n x r, R) de rang r tal que P^A{f)P = A{g). Ho 
denotem per f g. O 

En particular, per al cas de r = 1, una forma / representa un element 
a € i2, sobre i?, si existeixen elements « i , . . . , a„ 6 ií no tots nuls, tais que 
/ ( « I , . . . , « „ ) = a; és a dir, existeix una matriu P = (a,) € M(n x 1, R), de 
rang 1, tal que P*A(/)P = a. Ho denotem per f -¥ a. 

4.2.2 Definició. Es diu que una forma quadrática / és ñ-isótropa si re­
presenta el O sobre R. En cas contrari, es diu que la forma quadrática és 
i2-anisótropa. • 

Si R és un anell i K és el eos de fraccions de i2, una forma quadrática 
és isótropa sobre R si, i només si, ho és sobre K. Destaquem el resultat 
següent sobre la relació entre formes isótropos i la representació d'un element 
qualsevol. 

(i) deti(/) = ~, det2(/) = 12 i discQ(/) = 3. 

(ii) detx(ad(/)) = ™ i discQ(ad(/)) = 3. 

(iii) ad(A2(/)) = 2^A(ad(/)) és una matriu parella; de fet, mes concreta-
ment,ad(A2(/)) = A2(22ad(/)). 

(iv) pol(/) = _ 12^2 + 22"̂  + 12XZ - 2YT. 

(v) N(/ ) = 12. • 
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4.2.3 Proposició. Sigui f una forma quadrática sobre K regular. Si f és 
K-isótropa, aleshores f representa qualsevol element a 6 K. 

4.2.4 Definició. Sigui F C GL{n,R) un grup de matrius. Dues formes 
quadrátiques / i g direm que son F-equivalents si existeix una matriu 7 € F 
tal que A{g) = ^^A{f)^. Ho denotem per / ~ / ' . Per alleugerir la notació, 
si F = GL(n, ñ ) , ho denotem, també, per f ^ f. • 

4.2.5 Remarca. Siguin / i g dues formes quadrátiques sobre R del mateix 
nombre de variables. Sigui F C GL(n, R). Es ciar que, amb les definicions 
anteriors, es té que: 

(i) Si / -> ¿f, aleshores f g. 

r r r 
(ii) / ~ g- si, i només si, / -> i flf -> / . 

(iii) Si / ~ ¿r, aleshores rang A( / ) = xdJ!xgA{g). • 

Sigui / ~ / ' , donada per 7 € F. Si F = GL(n,/<), aleshores 7 representa 
un canvi de variables /í-lineal invertible, per la qual cosa es parla també 
d'equivaléncia racional sobre K. Si F C GL(n,Z), se satisfá det 7 = ±1 . Si 
det 7 = 1, l'equivaléncia es diu que és propia; per al cas det 7 = —1, es diu 
que és impropia. 

4.2.6 Remarca. Sigui / una forma quadrática binaria sobre Z. Aleshores, 
les formes / i ad(/) son sempre SL(2, Z)-equivalents. Només cal considerar 

/ O - 1 \ , 
^ Q 1, que és un deis generadors estandards del grup SL(2, Z ) . • 7 = 

4.2.7 Remarca. Siguin / i / ' dues formes quadrátiques de n variables re­
gulars sobre R. 

Si f ^ f \ aleshores: 

(i) deti(/ ') = detl(/)(det7)^ on 7 € F és tal que A ( f ) = 7*^(7)7. 

(ii) d i S C ^ ( / ' ) = d i S C K ( / ) . 

(iii) deti(/ ') = deti( /) , sii? = Z. 

Si / -4- / ' , aleshores: 
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(i) deti(/ ') = detl(/)(det7)^ on 7 e T és tal que A ( f ) = f>l(/)7-

(ii) d i s C i f ( / ' ) = d iSCA- ( / ) . 

(iii) deti(/)| deti(f ) , siR = Z. • 

D'entrada, aixo ja indica q u e , si K és un eos de nombres, el nombre de 
classes de Jl'-equivaléncia de formes quadrátiques és infinit. Per aquest motiu, 
s'estudien les classes de A'-equivaléncia per a un determinant fixat. 

4.2.8 Exemple. Sigui la forma quadrática binaria f{X,Y) = X"^ + XY — 

Y"^. Considerant la matriu 7 = 1. ^ V obtenim la forma diagonal 
\ " ^ / 

f'iX,Y) = X'^ - 5 y ' l Tenim que det7 = 2; per tant, 7 G GL(2,Q), pero 
7 ^ GL(2, Z ) . Així, f -¥ f i / ~ / ' , és a dir, / i / ' son Q-equivalents, pero 
no son Z-equivalents. • 

4.2.9 Notació. Sigui / una forma quadrática de coeficients enters. Deno­
tem, com és habitual, £p( / ) l'invariant de Hasse-Witt local de / . Posem: 

'S'i(/) := {p : /p és Qp-anisótropa}, 
S2{f)'.= {v:ey{fv) = -l}.n 

4.2.10 Lema. Siguin f i f dues formes quadrátiques de coeficients enters. 
5¿ / S aleshores Si{f) = 5i ( / ' ) i 52(/) = S^if). • 

4.2.11 Cas binari-ternari. Siguin /s i /a u n a forma quadrática ternaria 
i u n a de binaria, respectivament, sobre Z. Si /g —> /a, aleshores ad(/3) - > 
deti(/2). Aquesta representado s'obté a partir deis menors de la matriu P de 
la representació de /2 per /a. S'anomena la representació adjunta de /a /2. 

A la inversa, totes les representacions d'un nombre d per u n a forma ternaria 
fs provenen d 'una representació d 'una forma binaria amb det i ( /2) = d per 
una forma ternaria amb ad( /3) = /a. A mes, aqüestes representacions ca­
racteritzen la classe d'equivaléncia de les formes binarles (cf. [GaulSOl]). La 
construcció de la representació adjunta justifica la definició de representació 
primitiva d'una forma quadrática per una altra, que donarem tot seguit. • 

4.2.12 Definició. Suposem que i2 és un domini d'ideals principáis. Siguin/ 
i g formes quadrátiques sobre i? de n i r variables, respectivament, amb r < n, 
tal que / representa g sobre R amb matriu P; és a dir, P e M(n X r, R) 
satisfá que P^A{f)P = A{g). Diem que la representació donada per P és 
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primitiva si el máxim comú divisor deis menors r x r de la matriu P és 
1. Diem que / representa primitivament g sobre R si existeix almenys una 
representado primitiva P de g per / . 

En particular, si / és una forma quadrática sobre R'i a E R, / ( a i , . . . , a„) = 
Q és una representado primitiva de a per la forma quadrática / sobre R si, 
i només si, mcd(ai , . . . , a„) = 1. • 

4.2.13 Exemple. Considerem la forma quadrática f{X,Y,Z) = —aX"^ -
bY^ + abZ'^, a,b E Z. Es ciar que la forma / representa primitivament les 
formes binarles diagonals gi{X,Y) = -aX^ - bY\ g2ÍX,Y) = -bX"" + 
abY'^, g3{X,Y) = —aX'^ + abY'^. Representa també primitivament altres 
formes binarles no diagonals, com ara g4{X,Y) = {a{b — l),2ab,b{a - 1)) i 

g5{X,Y) = ( -a -64-9a6, -46-f 6a6, -46-l-a6). La matriu P = Q 2 j és una 
representado no primitiva de ge{X,Y) = {-a + 9ab,6ab,-Ab + ab) per / . 
Aqüestes representacions donen explícitament representacions ad(/) —> di, 
amb di = deti Qí. Per exemple, si a = p i 6 = —1, a partir de la representado 
de £f5 obtenim una representado primitiva del nombre p[p — 29) per ad(/) = 
-pX"^ + p 2 y 2 _ ^^2^ donada per (5,1,2). • 

4.2.14 Notació. Siguin / i g formes quadratiques sobre R. A partir de 
les definicions sobre representado de formes quadratiques, considerem els 
conjunts següents: 

n{f,g;R) = {P:Pe M„xr(i2),rangP = r ,P 'A ( / )P = Aig)}, 

R-*{f,9; R) = {P: P e llifyg; R), P primitiva}, si R és DIP, 

V{f;R)={aeR:n{f,a;R)^i¡\}. 

Sigui r C GL(n,E). Per a una forma quadrática f de n variables sobre R , 
el grup de F-isotropia de / és 

0(/ ;r) := {7 e F : f A(/)7 = A ( / ) } . 

Si P C R, posem 0 + ( / ; F) = {7 € 0 ( / ; F) | det 7 > 0}. • 

Notem que en el cas de P = Z, tenim que 0 + ( / ; F) C SL(n,Z), on n és el 
nombre de variables de / . Siguin a 6 'D{f; P) i ( a i , . . . , « „ ) una representado 
de a per/sobre P. SÍ7 G 0 + ( / ; F ) , aleshores (ai , . . . ,aí,) = 7 -^(ai, . . . , a„) 
també és una representado de a per / sobre P. Aixó dona peu a definir la 
relació d'equivaléncia següent. 
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(i) O < |cnl < (^-j ^|deti(/)|, 

(ii) |cii| > 2|cij|, per aj > 1, 

(iii) cnf - (cnATi + C12X2 + f- CinX„f = fi, 

on fl és una forma quadrática de n — 1 variables que satisfá, amb n canviat 
pern—1, les condicions imposades a f. El determinant de fi és c"f^ d e t 2 ( / ) . 
• 

4.2.18 Definició. Una forma quadrática s'anomena forma SL(n, Z)-redüída 
si satisfá les condicions (i),(ii) i (iü) de la proposició anterior. • 

Fixades dues formes quadrátiques de n variables sobre R, / , g, i un subgrup 
F C GL(n,R), podem considerar el conjunt de F-classes de representacions. 
Habitualment hom pensa, de manera implícita, en F = SL(n,Z), pero en el 
capítol 7 obtindrem resultats en aquest sentit mes ampli. 

4.2.15 Definició. Dues representacions P,P' G Ti{f,g]R) direm que son 
F-equivalents si existeix 7 G 0(/,r) tal que P = 7P'. En particular, 
dues representacions ( « i , . . . ,an), (a'i, • • •, «ó) pertanyents a TZ{f, a; R) son 
F-equivalents si, i només si, existeix 7 G 0 ( / , F ) tal que ( Q ! j , . . . , a „ ) = 

4.2.16 Remarca. (i) Si / ^^-^^ / ' , aleshores V{f; R) = V{f; R), 

(ii) a G I ' í / ; ÜT) si, i només si, Q;/3^ G ÜT). Així, per al cas d'un eos, 
és suficient estudiar les representacions deis elements de K*/K*^. • 

El resultat següent, degut essencialment a Hermite, cf. [Jon67], permet defi­
nir, de forma recurrent, el concepto de forma SL(n,Z)-reduída per a formes 
quadrátiques de n variables. 

4.2.17 Teorema. Sigui g una forma quadrática regular de n variables de 
coeficients a Q. Suposem que g és anisótropa sobre %. Aleshores, existeix 
una forma f = Y^CÍJXÍXJ que és SL{n,'E)-equivalent a g i satisfá que 

/^\ (n-l)/2 
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cr ^ 

Si cr = 1, es diu que (/, (c,j)) és de primera especie; si cr = 2, es diu que 
(/, (cij)) és de segona especie. • 

4.3.2 Remarca. Sigui (/, (cij)) una forma d'espécie cr. La relació entre les 
dues matrius associades a / i les dues especies está donada per: 

(a) Fixada la forma / , tenim que (c,j) = i ' 
[A2{f) si a = 2. 

(b) Fixada la matriu (c,-,) = A(g), tenim que = < ^ '̂ . 
12 / si cr = 2. • 

4.3.3 Lema. Se satisfá: 

(i) A(2/)=A2(/). 
(ii) ad(2/) = 2" - iad( / ) . 

(iii) pol(2/) = pol( / ) . 

DEMOSTRACIÓ: L'apartat (i) és trivial. 

Calculem la matriu adjunta a partir de la relació de (i). Com que ad(A2(/)) = 
2"~^ ad(A(/) ) , la igualtat que s'obté sobre les formes quadrátiques és direc­
tament (ii). 

4.3 Formes quadrátiques de la i 2a especie 

En aquesta secció presentera, una altra raanera de treballar amb forraes qua­
drátiques, assignant a cada forma una especie. Introduim també els conceptes 
de forma recíproca i de K-forma. D'aquesta manera generalitzem conceptes 
considerats per Brandt [Bra24] per a formes quadrátiques quaternáries. Du­
rant tota la secció ens referirem a forraes quadrátiques racionáis, és a dir, a 
forraes quadrátiques sobre Q. 

4.3.1 Definició. Anoraenera forma quadrática d'espécie cr, amb cr = 1,2, la 
parella (/, [cij)), on / és una forma quadrática de coeficients a Q que s'escriu 
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Per a veure (iii), recordem que la forma pol(/) és una forma múltiple de la 
forma adjunta, determinada per les propietats de teñir coeficients enters i ser 
primitiva. Per (ii), les formes adjuntes de / i 2 / son Fuña múltiple de l'altra; 
per tant, la polar que els correspon és la mateixa. • 

Els coeficients de la forma s'anomenen coeficients centráis si acompanyen els 
termes Xf i coeficients laterals si acompanyen els termes mixtos XiXj. Per 
a una forma (/, (c,j)), els coeficients centráis son a,-,- = —c,-,- i els coeficients 

2 . . laterals son 2a,j = —Cíj, i j . 

Donada una parella (/, (c,j)) d'espécie o*, considerem els determinants: 

5'/ ^ 
det(c.j) i A ( / ) := det 

dXidXj^ 

4.3,4 Lema. Se satisfá: 

(i) det(c,-,) = det(crA(/)) = áet^f) = deti(ír/) . 

(ii) = A2(/) . 
^dX,dXj_ 

(iii) A ( / ) = det2(/) = deti(2/). 

DEMOSTRACIÓ: Si (/, (c.-̂ )) és de primera especie, tenim (c^) = A{f); per 
tant, det(cij) = det A{f) = deti(/) . SÍ {f,{c¡j)) és de segona especie, tenim 
(c,j) = A 2 ( / ) ; per tant, det(c.j) = d e t A 2 ( / ) = det2A(/) = deti 2 / . En 
ambdós casos el determinant coincideix amb det(crA(/)). Áixo demostra (i). 

Per a provar (ii), calculem 

d^f ^ 1 a 
dXidXj " adXi 

2cjjXi-^J2ckjXk 
\ 

} 

-Cij = aij si i ^ i , 
cr 

—Cu = 2a,i si i — j . 
<7 

Per tant, de forma independent a l'espécie obtenim la igualtat de matrius 

\dx¡dxj^'^'^^^-

L'apartat (iii) és conseqüéncia directa de (ii). O 
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id det (f)\ I ^ ^ W ) ) 5icr = l, 

ad(A2(/)) s¿ cr = 2. 

A partir deis lemes i la remarca anteriors podem observar que el fet de tre-
ballar amb les dues especies és equivalent a treballar amb les dues matrius 
associades a / , o amb les dues formes / i 2 / . 

4.3 .5 Definició. Suposem que / és una forma quadrática tal que deto.(/) és 
un quadrat perfecto. Posem do.(/) = +y/det^{f) si la forma quadrática és 
definida positiva i d<y(/) = — \/det7(7) si la forma quadrática és indefinida; 
no considerarem formes quadratiques definides negativos. • 

4 .3 .6 Remarca. Observem que, si n és parell, d2(/) = 2"^^di{/), ja que 
det2(/) = 2"deti(/) . Així, si n és parell, és indiferent demanar la condició 
que el determinant sigui un quadrat en una o altra especie. Si n és señar, cal 
fixar en quina especie exigim la condició; no es pot treballar de la mateixa 
manera en / o 2 / , ni simultániament en les dues matrius associades. En 
aquests casos, especialment quan n = 3, ens restringirem a la primera especie. 
• 

A continuació definim el concepte de forma cr-recíproca per a formes qua­
dratiques / de n variables tais que deto-(/) sigui un quadrat perfecto. Per a 
n parell, considerarem o- = 1,2, i veurem la relació que hi ha entre les dues 
formes reciproques associades; per a n señar fixem cr = 1. 

4 .3 .7 Definició. Sigui / = |: Z),-j cyXf-^j una forma quadrática d'espécie 
cr, de coeficients a Q, tal que deto-(/) sigui un quadrat perfecto. La forma 
quadrática 

s'anomena la forma c-recíproca de / . • 

La proposició següent relaciona la forma cr-recíproca amb la forma adjunta. 

4.3 .8 Proposició. Sigui f una forma quadrática sobre Q de n variables tal 
que áeta{f) sigui un quadrat perfecte. Aleshores, 
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(ii) rec<,(/) 
ad(/) si a = 1, 

di 

ad(2/) si a = 2. 
V d2 

(iii) A{vecM)) = 
^ ad(A(/)) sia = l, 

d i 

i - ad(A(2/)) = ~ ad ( / l 2 ( / ) ) si a = 2 
\ do d2 

(iv) det(reCo.(/)) = ( d o . ( / ) ) " ~ ^ , jEn particular, tenim que det(reCo-(/)) = 

d e t o . ( / ) per an = 4. 

DEMOSTRACIÓ: Posem B ~ (bij) = T̂ l̂M̂ iY Calculem 6;̂ . 

Si desenvolupem el determinant d e t o . ( / ) = det(c,_,) per la fila i, obtenim que: 

det(c.-,-) = ( - i ) ' + i c i i a i + • • • + (-i) '+^ci ,c . j + • • • + ( - i ) '+"c . - „a„ , 

on Cij denota el menor obtingut en suprimir la fila i i la columna j . Per a 
obtenir 6,j, derivem l'expressió anterior respecte de c , j ; obtenim que b^ — 
(—l)'"'"-'C,-j, que és justament l'adjunt a c,j en el sentit habitual. Així, tenim 
les igualtats d e matrius (6jj) = ad(c,j) = ad(A((7/)). Finalment, recordem 
que ad(A(cr/)) = A(ad((j/)). En particular, per a cada especie a s'obtenen 
les matrius indicados; per a cr = 2, apliquem 4.3.3(ii). Aixó demostra (i). 

Els apartats (ii) i (iii) son conseqüéncia de (i), afegint el factor ^ per tal 
d^(/) 

d'obtenir la forma cr-recíproca. L'apartat (ii) expressa el resultat per a les 
formes, i l'apartat (iii), per a les matrius associades a les formes. 

Per a veure (iv), desenvolupem 

deti(rec<,(/)) = ^ deti ad(a/) = ¿ deti(<r/)"-i = ^{^If-^ = á^-' . • 
Obtenim directament el coroHari següent, per a les formes d'un nombre parell 
de variables. 

4.3.9 CoroHari. Sigui f una forma quadrática sobre Q d'un nombre parell 
de variables n, tal que deti(/) sigui un quadrat perfecte. Aleshores, r e c 2 ( / ) = 

2"/2- ireci( / ) . 
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DEMOSTRACIÓ: S'obté directament a partir de l'apartat (ii) de la proposició 
anterior, utilitzant la relació entre les matrius adjuntes de / i 2 / , explici-
tada en 4.3.3 i la relació entre d i ( / ) i d 2 ( / ) de la remarca anterior. Notem 
que la condició n parell és necessaria perqué d i ( / ) i d 2 ( / ) tinguin sentit 
simultániament. • 

Per a les formes quadrátiques binarles, les dues formes reciproques associades 
coincideixen, per la qual cosa el valor de cr és indiferent. Per a les ternáries, 
hem fixat cr = 1. Per a les formes quadrátiques quaternáries, tenim que 
r e c 2 ( / ) = 2reci(/) , i cal especificar en quina especie es treballa. En general, 
mantindrem, dones, la notació amb subíndex a per tal d'evitar imprecisions. 

4.3.10 Definició. Sigui / una forma quadrática de coeficients a Z i deto-(/) 
igual a un quadrat. Es diu que / és una Kjr-forma si ieC(,{f) també és de 
coeficients enters. • 

El resultat següent relaciona la forma recíproca amb la forma polar definida 
en la primera secció i dona condicions necessáries i /o suficients per a que una 
forma sigui Ko.-forma. 

4.3.11 Lema. Sigui f una forma quadrática de n variables de coeficients 
enters tal que deto . ( / ) sigui un quadrat. Aleshores, f és una lí,^-forma si, i 
només si, reCo.(/) = Apoi( /) , per a algún A € Z . 

DEMOSTRACIÓ: D'una banda, la forma polar es defineix a partir de la forma 
adjunta, multiplicant-la per un factor de manera que s'obtingui una forma 
de coeficients enters i primitiva. D'altra banda, per la proposició 4.3.8 (ii), 
la forma recíproca és també un múltiple de la forma adjunta, recj( / ) = 

— ad{af). El fet de ser una Ko.-forma correspon, per definició, al fet que 

Tecir{f) tingui coeficients enters. 

Ates que tant la forma a-recíproca com la forma polar provenen de la forma 
adjunta, que les dues formes son de coeficients enters i que la forma polar és 
primitiva, obtenim la relació 

rec<y(/) = Apol(/) per a cert A € Z. 

A la inversa, si tenim aquesta relació, forgosament / és una Ko--forma, ja que 
la forma cr-recíproca té coeficients enters en ser un múltiple enter de la forma 
polar. • 
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Mf) 4 d í ( / ) 

Aixó és clarament equivalent al fet que 4di ( / ) € Z i N(/)|4di(/) i, per tant, 
demostra (i). 

Per a cr = 2, explicitem la matriu de la forma polar en funció de d 2 ( / ) : 

A(pol(/)) = |A2 (PO1( / ) )= i ^ ^ a d ( A 2 ( / ) ) = ^ a d ( A 2 ( / ) ) . 

4.3.12 Proposició. Sigui f una forma quadrática de n variables de coe­
ficients enters tal que det(,(/) sigui un quadrat. Sigui N( / ) el seu nivell. 
Aleshores: 

(i) / és una Ki-forma si, i només si, 4 d i ( / ) és enter i N(/)|4di(/) . 

(ii) / es una K2-forma si, i només si, N(/) j2d2(/) . 

(iii) N(/) = 4d i ( / ) si, i només si, pol(/) = ± rec i ( / ) . 

(iv) N( / ) = 2d2(/) si, i només si, pol(/) = ± r e c 2 ( / ) . En aquest cas, 
41 N( / ) . 

(v) Suposem que n és parell. Si f és una Ki-forma, aleshores f és una 
K^-forma. 

(vi) Si n = 2, aleshores f és una Kx-forma si, i només si, f és una K 2 -
forma. 

(vii) Sin = 4, aleshores f és una Kx-forma si, i només si, N ( / ) | d 2 ( / ) . 

DEMOSTRACIÓ: Utilitzem 4.3.8 per a ia relació entre les matrius associades 
a la forma recíproca i a la forma adjunta. Explicitem la relació, donada a 
4.1.10, entre les matrius associades a la forma polar i a la forma adjunta en 
funció del nivell de / : 

Si (T = 1, com que deti(/) = di( / ) ) pel lema anterior tenim que / és una 
Ki-forma si, i només si, existeix A € Z tal que 

1 •ad(/) = A-HgLad(/). 



4.3. Formes quadratiques de la i 2a especie 117 

DEMOSTRACIÓ: En primer lloc, notem que cal que n sigui parell perqué 
det^(A/) sigui també un quadrat. 

Aplicant de nou el lema anterior, obtenim que / és una K2-forma si, i només 
si, N(/)|2d2(/), la qual cosa prova (ii). 

De les formules anteriors es dedueix que les igualtats N{}) = 4 d i ( / ) i 
N{f) = 2d2(/) son condícions equivalents a les igualtats pol(/) = ±rec i ( / ) 
i pol(/) = ± r e c 2 ( / ) , respectivament. Aixó prova els apartats (iii) i (iv). 
Observem que, per 4 .1 .12, tenim que 2 | d 2 ( / ) . Per tant, si A''(/) = 2d2(/), 
obtenim que 4| N ( / ) . 

Si n és parell, obtenim (v) directament, ja que de la igualtat d 2 ( / ) = 
2 " / 2 d i ( / ) es dedueix que 4 d i ( / ) | 4 d i ( / ) 2 ( " - 2 ) / 2 ^ 2d2(/), per a n > 2. 

En el cas binari, tenim que reci(/) = r e c 2 ( / ) , per 4 .3.9. Per tant, apliquem 
el lema 4 .3 .11 i obtenim (vi). 

Per al cas de n = 4, notem que 4 d i ( / ) = d 2 ( / ) . Així, si apliquem l'apartat 
(i), obtenim directament que la condició de Ki-forma equival a N ( / ) | d 2 ( / ) . 
• 

4.3.13 CoroWari. Sigui f una forma quadrática de n variables, de coefici­
ents enters i det2(/) un quadrat. 

(i) Si el nivell N ( / ) és Iliure de quadrats, aleshores f és una K2-forma. 

(ii) Si d2(/) és Iliure de quadrats, aleshores d2{f)\N{f). En particular, per 
a n = 4, f és una Ki-forma si, i només si, N ( / ) = d 2 ( / ) . 

DEMOSTRACIÓ: Per a veure (i), apliquem 4.1.12(11). Tenim que N(/)]2d2(/). 
Amb la hipótesi de N ( / ) Iliure de quadrats, deduím que N(/)|2d2(/), la qual 
cosa equival a ser K2-forma per la proposició anterior (ii). 

Per 4.1.12(11) sabem que det2(/)|A^(/)"; per tant, directament d2(/)|A^(/)". 
Si d 2 ( / ) és Iliure de quadrats, deduím que d2(/)|A''(/). Per a n = 4, junt amb 
l'apartat (vil) de la proposició anterior, obtenim l'equivaléncia enunciada a 
(n). • 

4.3.14 Proposició. Sigui f una forma quadrática de coeficients racionáis 
d'un nombre de variables n parell. Sigui A G Z i considerem la forma A/. Si 
f és una K^^-forma, aleshores Xf també és una K^-forma. • 
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D'una banda, tenim que det<,(A/) = A" deto.(A/); per tant, se satisfá d<r(A/) = 
A"/2d<,(A/). D'aitra banda, ad(A/) = A''-^ ad(/). Així, tenim les igualtats 
següents: 

rec.(A/) = ^ - l ^ a d ( A / ) = A " " ' - / ^ ^ ad(/) = A"/^"^ rec^ / ) . 

El resultat es dedueix per la definició de K^ -̂forma. • 

4.3.15 Remarca. Per a les formes bináries, se satisfá la igualtat reCo-(A/) = 
reCo-(/); per a les quaternáries, reCo.(A/) = AreCo-(/). Es ciar que el recíproc 
de la proposició anterior no és cert. • 

4.3.16 Cas binari. Considerem una forma quadrática binaria de coefici­
ents enters, / = aX"^ + bXY + cY^, tal que el seu determinant deti(/) = 
ac — ifê  sigui un quadrat; és a dir, discQ(/) = 1, la qual cosa equival al fet 
que la forma / sigui producte de dos factors lineáis. En aquest cas, tenim 
que 2di ( / ) = d 2 ( / ) = V^ac - b .̂ Per tant, 

rec:(/)(A', Y) = vec^X, Y) = -=L==icX' - bXY + aY'). 
v4ac — ¥ 

Per exemple, sigui f = X^ + iXY+8Y^. Obtenim que d i ( / ) = 2, dgí/) = 4, 
ad(/) = pol( / ) = 8X' - 4XY + Y\ rec,( /) = 4X^ - 2XY + ¡Y\ i N( / ) = 
det2(/) = 16. Es ciar que / no és una Ko.-forma, per a. a = 1 ni cr = 2. O 

4.3.17 Cas ternari. En el cas de les formes ternáries, considerem per 
exemple la forma / = -245X^ - Z5Y^ - 422Z^ + mYX + 644ZX - 2387^. 
Aleshores tenim que: 

(i) deti(/) = 441, d i ( / ) = -21 i N( / ) = 84. 

(ii) ad(/) = 609X2 + 168FA: + 882^A: - 294^^ + 294y^ -f 294Z^ 

(iii) pol(/) = 29A:2 - 14F2 +14^2 ^ -1- 42X^ + \4YZ. 

(iv) reci(/) = -29X2 + 147^ _ 14^2 _ ^^Y - 42X^ - 147^. 

Observem que és Ki-forma. • 

4.3.18 Cas quaternari. Considerem la forma quaternária de coeficients 
enters f = X^ - 44Y^ - 5Z^ - mT^ - 2XZ ~XT + 36YZ - IbOYT + 61ZT. 
Obtenim que: 
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(i) deti(/) = 225, det2(/) = 3600. 

(ii) d i ( / ) = -15 , d 2 ( / ) = -60. 

(iii) N( / ) = 120. 

(iv) ad(/) = 330X''+Z15XY+270XZ-mXT-^Y^+225YZ+mYT+ 
150^2 - mZT. 

(v) pol(/) = 4 4 X 2 - 1 5 y 2 + 2 0 ^ 2 - 8 T 2 + 4 2 X y + 3 6 X Z - 1 6 X T + 3 0 y Z + 
2 4 r r - 8ZT. 

(vi) reci(/) = - 22 ^ 2 - 21XY - 18XZ + 8XT + f _ i^yz - 12YT -
lOZ^ + AZT + 4 r 2 . 

(vii) rec2(/) = - 4 4 ^ 2 - A2XY - 36XZ + 16XT + 15^2 _ z^YZ - 24YT -
20Z^ + 8ZT + 8T\ 

Observem que / és una K2-forma, pero no és una Ki-forma. • 

A continuació introduím una nova definició, que recupera les Hauptformen 
de Brandt [Bra24]. Ens restringim al cas cr = 1. 

4.3.19 Definició. Una Ki-forma / és principal si representa l'l sobre Z. • 

4.3.20 Proposició. Siguin f i f dues formes quadrátiques de coeficients 
enters, de determinant quadrat. Si f i f son Z-equivalents, aleshores: 

(i) d<.(/) = d . ( / 0 ; N( / ) = N( / ' ) . 

(ii) ad(/) ^ ad( / ' ) ; pol( / ) ^ pol ( / ' ) ; rec(/) ^ rec(/ ' ) . 

(iii) / és Kcr-forma si, i només si, f és K^^-forma. 

(iv) / és principal si, i només si, f és principal. 

DEMOSTRACIÓ: L'apartat (i) és ciar, perqué la Z-equivaléncia dona igualtat 
de determinants: deto.(/) = deti(0-/) = deti(cr/') = deto.(/'). 

Suposem que la relació entre les matrius de les formes és A{f') = P^A[f)P, 
amb P e GL(n,Z). Fácilment s'obté ad(A(/')) = g 'ad (A( / ) )Q , amb Q = 
(P')~^, que també pertany a GL(n,Z); per tant, obtenim l'equivaléncia de 
les formes adjuntes. 
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' det . ( / ) 0 
0 ^d{A{ag)) ^ 

Si apliquem 4.3.8, es dedueix el resultat. • 

4.4 Formes associades a algebres 

En aquesta secció es presenten generalitats i propietats básiques de les íl'-
álgebres amb estructura d'espai quadratic. Notem que els resultats es poden 

Per a veure la igualtat de nivells, apliquem 4.1.10(e), la igualtat de deter­
minants i l'equivaléncia d'adjuntes, i notem que els continguts de formes 
Z-equivalents coincideixen. 

Utilitzant la igualtat de nivells i la caracterització del nivell d'una forma 
donada a 4.1.10(c) o (d), obtenim l'equivaléncia de les formes polars. L'equi­
valéncia de les formes reciproques es prova a partir de la definició de forma 
cr-recíproca i les igualtats i equivaléncies anteriors. 

Les condicions que el determinant sigui un quadrat i que la forma i la 
recíproca tinguin coeficients enters es conserven per Z-equivaléncia; per tant, 
la condició de Ko--forma també. Finalment, només cal observar que formes 
Z-equivalents representen els mateixos nombres sobre Z. • 

4.3.21 Lema. Si f és una forma quatemária principal de coeficients enters, 
aleshores se satisfá / ( X , F, Z, T) ~ 4- g{X, Y, Z, T), on g és una forma 
quadrática quatemária en la qual no apareix el terme en X'^. 

DEMOSTRACIÓ: Per ser / principal, / representa l'l sobre Z, és a dir, exis­
teixen a i , . . . , a„ € Z tais que / (o j i , . . . , = 1. Notem que les representa­
cions de l'l sempre son primitives; és a dir, mcd(Q : i , ... , Qf„) = 1. Aixó ens 
permet construir S G GL(n, Z) de forma que tingui ct j , . . . , o;„ a la primera 
columna. Aleshores, la matriu S^A{f)S determina una forma quadrática / ' , 
Z-equivalent a / , que conté el terme X"^. • 

4.3.22 Lema. Sigui f una forma quatemária principal de coeficients enters 
tal que f{X,Y,Z,T) = X"^ + g{Y,Z,T), amb g forma quadrática ternaria. 
Aleshores, 

rec4 / ) (X , Y, Z, T) = d,if)X' ® rec.(^)(F, Z, T). 

DEMOSTRACIÓ: ÉS ciar que d^(/) = á^{g). És fácil comprovar que 
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aplicar tant ais cossos quadrátics sobre K com a les A'-álgebres de quaterni­
ons. Com a referencia general de A'-álgebres i ordres es pot veure [Rei75]. 

Siguin A una A'-álgebra finitament generada, n = [A : K] i B una forma 
bilineal simétrica: 

B: AxA —> K 
{a, (3) ^ B{a,(3). 

Fixada una A'-base de A, considerem la forma quadrática associada, que 
denotem per Es una forma quadrática de n variables: 

ÍA: A ^ K 
ot i-> fA{oL) = B{a,a). 

L'expressió de la forma quadrática JA depén de la base de A fixada. Si 
canviem la base, obtenim una forma quadrática /if-equivalent. 

Per a obtenir bons resultats, exigim a la forma quadrática un bon comporta-
ment respecte del producte i respecte de l'element unitat, que és l'estructura 
addicional que té una álgebra enfront deis espais vectorials. Així, tenim les 
definicions següents. 

4.4.1 Definicions. Una forma quadrática JA és unitaria si / A ( 1 A ) = 1.4-

Una forma quadrática ¡A és multiplicativa si fA{oíf3) = fA{a)fA{f3), per a 
a,(3 e A • 

Per a qualsevol forma quadrática /A, la forma —-j-—-JA és una forma unitaria. 
JA[IA) 

Com a exemple de formes quadratiques multiplicativos assenyalem les formes 
normiques, que veurem en els capítols següents. Observem que les dues pro­
pietats anteriors no depenen de la base de A en la qual s'expressi la forma 
quadrática. 
4.4.2 Lema. Sigui JA una forma quadrática unitaria de coeficients a K. 
Aleshores, 

(i) / A ( Q ; ) = a^, per a tot a e K. 

(ii) Existeixen K-bases de A en les quals fA representa 11A sobre R. 

DEMOSTRACIÓ: L'apartat (i) és una propietat general de formes quadrati­
ques unitarios. 

Per a veure (ii) només cal triar una base respecte de la qual l'l s'expressi 
en coordenades a R; per exemple, la base d'un i?-ordre. En aquesta base, 
/^( l ) = 1 dona una representació de l'l sobre R. • 
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A partir de la forma /A obtenim també altres formes quadrátiques. D'una 
banda, utilitzant l'estructura de A com a íí-espai vectorial, ens podem res­
tringir a un subespai A', [A' : iv] = n' i considerar la forma quadrática 
associada, que tindrá n' variables, les propietats de la qual depenen de les 
característiques del subespai. En particular, es pot considerar el cas que A' 
sigui una A''-subálgebra de A. 

D'altra banda, podem considerar els ií-ordres de A; en aquest cas, obtenim 
formes quadrátiques de n variables. Sigui O C Aun i2-ordre de A. Si fixem 
una i?-base {vi,... ,Vn} de l'ordre, un element genéric ui E O s'escriu a? = 
X\Vi-\-.. .-{-XnVn- Restringint la forma quadrática ¡A ais elements de l'ordre, 
expressats d'aquesta manera, s'obté una forma quadrática en les variables 
Xi,... ,Xn. Denotem per /o,„ aquesta forma quadrática. L'expressió de la 
forma quadrática depén de la base de O que hem fixat, per la qual cosa la 
notació anterior podria ser equívoca. Ara bé, peí lema següent, no será així, 
si considerem la classe de iE-equivaléncia de formes quadrátiques. 

4.4.3 Lema. Les formes quadrátiques fo,n associades a un R-ordre OCA 
en bases diferents son R-equivalents. 

DEMOSTRACIÓ: Si P és la matriu del canvi de base entre dues bases d'un 
iZ-ordre, aleshores P 6 GL{n,R). Per tant, P dona la ií-equivaléncia de les 
forraes associades. • 

Les forraes quadrátiques associades ais ordres contenen també informado 
sobre l'álgebra. En particular, es teñen els resultats següents, que ens serán 
útils per a tractar les algebres de quaternions. 

4.4.4 Proposició. Sigui O un ordre d'una K-álgebra A. Fixem bases de O 
i de A, i considerem les formes quadrátiques fo,n i JA- Sigui P la matriu de 
canvi de la base de O ala base de A. 

K 
( i ) fo,n ~ ¡A- En particular, d iscA' ( /o , „ ) = d i s c A ' ( / A ) ; concretament 

• deti(/o.„) = (detP ) 2 d e t i ( /4 ) . 

( i i ) Si fA és una forma quadrática unitaria, aleshores fo,n representa l'l 
sobre R. 

DEMOSTRACIÓ: La i2-base de l'ordre O és també una íT-base de A. Així, 
la forma fo és també la forma quadrática de A, pero en una altra base. Per 
tant, son A'-equivalents. 
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La unitat de l'álgebra A pertany a O, perqué tot ordre és un subanell. Per 
ser /A unitaria, tenim precisament que fo,n{lA) = 1A- La representado és 
sobre R perqué VIA s'expressa en funció de la base de O amb coeficients a 
R. • 

4.4.5 CoroHari. Suposem que K és un eos de nombres totalment real i 
fixem una immersió de K en R, la qual cosa permet definir la signatura i 
el carácter definit o indefinit de les formes quadrátiques amb coeficients a 
K. Aleshores, per a qualsevol R-ordre O de A, les formes i fo,n teñen la 
mateixa signatura i, per tant, el mateix carácter definit o indefinit. • 

4.4.6 Proposició. Suposem que la forma fA és multiplicativa. Siguin O i 
O' dos R-ordres de A conjugats. Aleshores, fo,n ~ fo',n-

DEMOSTRACIÓ: Sigui {Í;,}.=I n una i?-base de O. Suposem que O' = 
u~^Ou. Aleshores, la base conjugada {u~^u,u},=i,...,„ és una i?-base de O'. 
Per a qualsevol u E A, tenim que / A ('i') = /A(IÍ~^UU), per ser una forma 
quadrática multiplicativa. D'aquí deduim que les formes quadrátiques asso­
ciades ais ordres O i O', en les bases {u,},=i,...,n i {íí~^w»w}i=i,...,n) respecti­
vament, son exactament la mateixa. Efectivament, és ciar que els coeficients 
centráis coincideixen. Comprovem que els coeficients laterals també coinci­
deixen, usant la forma blHneal associada. Tenim que 

B{vi -F Uj, Vi + Vj) = fAiyi -h Vj) = fA{u-^{vi + Vj)u) 
= B{u-^{vi + Vj)u,u-^{vi + Vj)u). 

Si ho desenvolupem aplicant la bilinealitat i de nou la multipHcativitat, obte­
nim que B{vi,Vj) = B{U~^VÍU,U~^VJU). Aixó prova la igualtat de les formes 
sobre bases conjugados. Ara bé, en un mateix ordre tenim ja i2-equivalencia 
de formes, per 4.4.3, per tant, efectivament, les funcions son i?-equivalents. 
• 

4.4.7 Proposició. Siguin O' C O dos ordres de A, amb bases fixades. Po­
sem r = det P, on P és la matriu de les coordenades deis vectors de la base 
de O' en funció de la base de O. Aleshores: 

(i) fo,n 4 fo',n-

(ii) deti(/o',„) = r 2 d e t i ( / o , „ ) . 

(iii) deti(/o/,„) = deti(/o,„) si, i només si, ~ fo',n si, i només si, 
0 = 0'. 
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4.5 Ordres quadrátics i formes bináries 

En aquesta secció fixem notacions i mostrem la relació entre els cossos quadrá­
tics i les formes quadrátiques bináries, com a introdúcelo ais resultats paral-
lels que relacionaran les algebres de quaternions i les formes quadrátiques 
ternáries i quaternáries (cf. capítols 516). Conjuntament, els utilitzarem per 
a relacionar les immersions de cossos quadrátics en algebres de quaternions 
amb formes quadrátiques (cf. capítol 7). En primer lloc, fem un breu resum 
de la notació i d'alguns resultats de cossos quadrátics. 

Considerem un eos quadrátic F = Q{Vd), on c? £ Z és Iliure de quadrats. 
Denotem per Ap l'anell d'enters de F. Una Z-base de AF és {l,w}, on 

w = yfd si o? = 2,3 mod 4 i u; = ^ si d = 1 mod 4. Per a un element 
A G F, es denoten per A' el seu conjugat per l'acció del grup de Galois, i per 
n(A) i tr(A) la seva norma i la seva traga, respectivament. Denotem per FQ 
els elements de F de traga igual a 0. 

Recordem que un ordre A de F és un Z-módul Iliure de rang 2, format per 
elements enters, i que té associat un discriminant que denotem per DA- Els 
ordres d'un eos quadrátic, els anomenarem ordres quadrátics. L'anell d'enters 
AF és l'únic ordre maximal de F. El discriminant fonamental del eos JP, que 
denotem per Dp, és el discriminant de l'ordre majcimal, Dp := D^.^. Se 
satisfá que Dp = Ad ú. d = 2,1 mod A\'Dp = dÁd=\ mod 4; així, 
F = Q{yjDp) i í?ir = 0,1 mod 4. Qualsevol altre ordre A está contingut en 
l'ordre maximal i el conductor de A és l'índex \Ap : A], com a Z-móduls. De 
fet, per a cada m G N, l'ordre quadrátic A{d,m) := Z[l,miü] és l'únic ordre 
de conductor m del eos quadrátic Q(\/d), i el seu discriminant és DA(d,m) = 

m^Dp. Així, el conductor determina l'ordre. Observem que l'ordre quadrátic 
Z[l , V^] és l'ordre de conductor 1 si c? = 2,3 mod 4, i l'ordre de conductor 
2 si cí = 1 mod 4. 

DEMOSTRACIÓ: Siguin {u,} i {u,-} i2-bases deis ordres O i O', respectiva­
ment. Tenim que v'j = ^,"=1 o.ij'^U amb a,j 6 R. Si posem P = (a,j), se satisfá 
P € M(n, R) n GL(n, A") i P^A{fo,n)P = A(/o',„), la qual cosa demostra (i). 

En particular, si considerem determinants a la igualtat de matrius, obtenim 
(ii), amb r = det P. 

Finalment, notem que les condicions de (iii) son totes equivalents a r = ±1 , 
ates que O' C C. • 
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(A,M ) ^ |tr(A / i ' ) -

L'espai quadrátic (F, B) és regular i fixem la base {1, Vd}, que és una Q-base 
ortogonal de (F, B). La forma quadrática associada a aquesta forma bilineal 
és justament la forma norma, 

F — y Q 
A B(A,A) = |tr(AA') =n(A). 

Aquesta forma quadrática binaria, I'anomenem forma normica de F i la 
denotem per nF,2- Tenim que nF,2(-̂ 5 Y) = X"^ — dY"^. Si escoUim una altra 
base de F, la forma quadrática obtinguda será Q-equivalent a l'anterior. 
Algunes de les seves propietats, ben conegudes, es recuUen en el lema següent, 

4.5.1 Lema. Sigui F = Q,{Vd) un eos quadrátic i nF,2 la forma normica 
associada. Aleshores: 

(i) discQ(nF,2) = ~d= -Dp a Q*/Q*^; 
deti(nF,2) = - á , 

det2(nir ,2 ) = —4á. 

(ii) nir,2 és definida positiva si F és un eos quadrátic imaginari. 
np,! és indefinida si F és un eos quadrátic real. 

(iii) npfl, és una forma multiplicativa i unitaria. 

(iv) nF,2 és de coeficients enters, redui'da i primitiva. 

(v) ad (nF ,2 ) (X , r ) = pol(nF,2)(A:,F) = -dX''+Y^ i ésSL{2,Z)-equivalent 
a npfi-

(vi) N(nF,2) = 4d. 

4.5.2 Definició. Sigui A un ordre quadrátic. La forma normica associada a 
A, respecte d'una base fixada, és la forma quadrática binaria que s'obté en 
restringir la norma ais elements de l'ordre expressats en aquesta base. • 

Notem que, per 4.4.3, les formes normiques que s'obtenen per a un mateix 
ordre en bases diferents son SL(2, Z)-equivalents. Així, encara que la forma 

A partir de l'aplicació traga, que tenim definida sobre F, podem definir la 
forma bilineal simétrica 

B : FxF —)• Q 
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(ii) La forma nórmica de A en la base {l,m^^ VDpy 

X^ + 4dmXY+ m^d{4d-l)Y^ si d = 2,3 mod 4, 

X^ + mdXY + m'd{^^)Y'' sid=l mod 4. 

= X^ + mDpXY + m''DF{^^~^)Y\ 

(iii) La forma nórmica de A en la base {1, ^^^LÍL^^^Í j. ¿g 

X^ - f XYDt, + y 2 ( ^ A - ^ A ^ 

= X2 4- XYm'^Dp + m2Z)j^(" ' '^^~^)y2 = 

X2 + AmHXY 4- m^d{4m'd - l )y2 sid = 2,3(4) 
X' + m-'dXY -f ¿ " ^ ' K ^ - l ) ^ 2 ^. ¿ ^ • 

nórmica associada a un ordre depén de la base de l'ordre fixada, podem 
considerar-la independent si prenem la seva SL(2, Z)-classe d'equivaléncia. 
D'aitra banda, recordem que les formes nórmiques deis ordres están relaci­
onados amb la forma nórmica associada a l'álgebra via Q-equivaléncia, per 
4.4.4. 

La proposició següent proporciona les formes nórmiques associades a l'ordre 
de conductor m respecte d'algunes bases. 

4.5.3 Proposició. Sigui A l'ordre de Q(\/J) de conductor m. 

(i) La forma nórmica de A en la base {l,mw} és 

'x^-dm'^Y^ si d = 2,3 mod 4, 

-f m X y + m ^ i ^ F ^ sid = l mod 4. 

X 2 - : ^ m 2 y 2 SÍDF = 0 mod 4, 

X^ + mXY + m^^—^Y'' SÍDF = 1 mod 4. 
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4.5.4 Proposició. La forma nórmica redui'da (cf. [Coh95]) corresponent a 
l'ordre A = A{d, m) és 

X'^-^Y^ si DA = O mod 4, 

X 2 + x r + i ^ ^ y 2 siDx = l mod 4, 

{ {l,mw} sid = 2,3 mod 4, 

{1, - l i r j + íT^t^l Sí d = 1 mod 4. 
DEMOSTRACIÓ: Considerem la forma nórmica de A respecte de la base habi­
tual, segons l'apartat (i) de la proposició anterior. Es ciar que per a d = 2,3 
mod 4 ja és una forma reduida. Suposem, dones, d = 1 mod 4. Tot apli­
cant l'algoritme clássic de reducció de formes quadrátiques bináries, ens cal 
distingir si m és parell o no. Si m és parell, obtenim la mateixa forma que 
en el cas ¿ = 2,3 mod 4. Si m és señar, obtenim l'altra expressió. Ambdues 
possibilitats queden recoUides clarament expressant-les respecte DA, ja que 
DA = nri^Dp és sempre congruent amb O o 1 módul 4, i estem en el primer 
cas si, i només si, <i = 2,3 mod 4 o m és parell. El mateix algoritme permet 
trobar la base corresponent. • 

En particular, si considerem l'anell d'enters AF = A(d, 1), utilitzarem la 
forma nórmica binaria reduida 

ix'^-dY'^ sid = 2,3 mod 4, 

X 2 - ^ y 2 ÚDF = ^ mod 4, 

X ^ - f X y - f ^ ~ ^ ^ F ^ SIDF = 1 mod 4. 

Les formes quadrátiques nórmiques deis ordres contenen informado sobre el 
eos quadratic i podriem dir que en certa forma el caracteritzen. Recopilem 
en el lema següent algunes propietats i relacions entre invariants associats ais 
ordres i a les formes quadrátiques. 

4.5.5 Lema. Sigui A l'ordre del eos quadratic F — Q(\/d) de conductor m. 
Siguin nA,2 « l e s formes nórmiques associades a l'ordre i al eos quadratic, 
respectivament, en certes bases. Aleshores: 
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(i) discQ(nA,2) = discQ(nF,2) =-d = -Dp a QVQ*"/ 
deti(nA,2) = - - ^ ¡ det2(nA,2) = -DA 

(ii) íiA,2 és definida positiva si F és un eos quadrátic imaginari. 
nA,2 és indefinida si F és un eos quadrátic real. 

(iii) nA,2 és de coeficients enters i unitaria. 

(iv) nA,2 és primitiva i es té la SL{2,Z)-equivaléncia nA,2~ad(nA,2)• 

(v) N(nA,2) = | det2(nA ,2)| = -DA- ° 

Com a cas particular de 4.4.7 tenim la proposició següent, que la unicitat 
deis ordres quadrátics i el fet que sigui R = I, fan que sigui mes explícita. 

4.5.6 Proposició. Siguin A' C A dos ordres de F. Posem r = [A : A'] G Z 
l'index de A' en A com a Z-móduls. Aleshores, 

(i) nA,2 4 nA',2-

(ii) deti(nA',2) = r^ deti(nA,2); N(nA',2) = N(nA ,2). 

(iii) nA,2 ~ '^A',2 si) i només si, deti(nA',2) = deti(nA,2) si, i només si, 
N(nA ',2) = N(nA,2) si, i només si, A = A'. • 

Estem interessats en les unitats fonamentals deis cossos quadrátics F = 
Q(\/d), d E Z Iliure de quadrats, i els ordres quadrátics A(d,m). En Uen-
guatge de formes quadratiques és equivalent a l'estudi de les representacions 
de ±1 per la forma normica. 

Suposem que F és un eos quadrátic real; és a dir, d > 0. Peí teorema de les 
unitats de Dirichlet, donat un ordre A de Q(\/d), existeix una unitat e G A 
tal que cada unitat de A té una expressió única de la forma ±e", Posant 
£ = a + b-\/d, el conjunt d'unitats {e, - e , 1/e, -1/e} correspon ais quatre 
elements ±a ± b^/d; només l'element amb a, 6 > O satisfá que és mes gran que 
1 i s'anomena unitat fonamental de A. De fet, les unitats mes grans que 1 son 
precisament aquellos amb a + b\/d, a, 6 > 0. La unitat fonamental de l'ordre 
maximal s'anomena unitat fonamental del eos. En particular, les unitats 
fonamentals deis ordres quadrátics son potencia de la unitat fonamental del 
COS. La unitat fonamental del eos és la solució, amb els enters positius mínims 
a; i y, de n(a: + yw) = ±1 ; és a dir, de - dy^ = ±1 si d = 2,3 mod 4, o de 
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x^+xy+^y"^ = ±1 si d = 1 mod 4. En Uenguatge de formes quadrátiques 
nórmiques, tenim que la unitat fonamental de l'ordre quadrátic A(d,m) és la 
representació € 7^(nA(d,m),2,1; 21) amb x i y enters positius mínims. 

Si F és eos quadrátic imaginari, els resultats sobre les unitats son ben con-
crets. Peí eos quadrátic imaginari Q ( Í ) , = ~1 , el grup d'unitats el formen 
les arrels quartes de la unitat { ±1 , ± i } . Per a Q(\/ -3 ) , el grup d'unitats el 

r / i 4 . ^ / Z 3 \ ' 
formen les arrels sisones de la unitat < 

a la resta de cossos quadrátics imaginajis, el grup de les unitats és { 1 , - 1 } . 

4.5.7 Notació. Sigui F = Q(\/¿) un eos quadrátic imaginari, on d és Iliure 
de quadrats. Denotem per h{d) el nombre de classes d'ideals de F. Sigui 
A(d, m) C F l'ordre quadrátic de conductor m. Denotem per h{d, m) el nom­
bre de classes d'ideals de A(d,m), que coincideix amb el nombre de formes 
quadrátiques bináries definides positives, primitives i reduídes de discrimi­
nant igual a -í>A(d,m)- ° 

4.5.8 Proposició. (cf. [Zag81]) Sigui A{d,m) l'ordre quadrátic de conduc­
tor m > 1 de F = Q{^/d), amb d Iliure de quadrats, d < 0. Sigui Dp el 
discriminant fonamental de F. Aleshores, 

mh{d) Yf / / D F \ 
h{d,m) = ^ l [ 

p\m 

1 -
\ \ P J 

on 
si d = —1, m > 1 

u = { 3 sid = - 3 , m > 1 
altrament. • 

4.6 Algoritmes 

A partir de les definicions i els resultats d'aquest capítol hem programat ins­
truccions per a facilitar el cálcul de les constants i de les formes quadrátiques 
associades a una forma quadrática donada. Per a entrar una forma quadrática 
/ com a argument, utilitzem la matriu associada A{f). Amb la instrucció 
expf recuperem l'expressió de la forma quadrática. Algunes de les instruc­
cions funcionen en general per a formes de coeficients reals o, fins i tot, amb 
parámetros; notem, pero, que no té sentit utilitzar parámetres quan s'inclou 
el cálcul d'arrels quadrades, o el del máxim comú divisor o el requeriment 
que alguns valors siguin enters, com per exemple per a calcular la forma 
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recíproca. Per tal que totes les instruccions tinguin sentit, ens restringim a 
formes quadrátiques de coeficients a Z. Per alleugerir, en algunes comandes 
ens restringim a n < 4 variables. En general, hem adoptat noms referents a 
les notacions del capítol. 

En primer lloc, la comanda A2f dona la matriu parella i ens permet tre-
ballar amb matrius de coeficients enters. Tenim les instruccions següents 
per a calcular les constants corresponents a una forma quadrática: detl f , 
det2f, discf , contf, dlf i d2f, inspirados en les definicions i notacions de 
les seccions anteriors. Per al cálcul del nivell d'una forma hem programat la 
instrucció nivf. 

En relació amb els invariants respecte de relacions d'equivaléncia, tenim les 
instruccions: discpf, que dona el discriminant a Qp; signf, que dona la 
signatura; diagf, que diagonalitza / sobre Q; Sf, que dona la Uista de primers 
crítics; Slf, que dona la Uista de primers per ais quals / és Q-anisótropa; 
HWinvf, que dona Tinvariant de Hasse-Witt; i S2f, que dona la Uista de 
primers per ais quals l'invariant de Hasse-Witt de / és -1. Per a cercar 
representacions de nombres enters per formes quadrátiques de 2,3 o bé 4 
variables de coeficients enters, hem incorporat la instrucció FindRepf. 

Calculem les formes quadrátiques associades a partir de les comandes adf, 
polf, rec l f i rec2f, que donen la forma adjunta, la forma polar, la forma 
1-recíproca i la forma 2-recíproca, respectivament. 

Hem implementat també les funcions lógiques isPrimf, i s i so t f , isKlf i 
isK2f, les quals responen true o false segons si una forma satisfá o no les 
propietats de ser primitiva, isótropa, Ki-forma i K2-forma, respectivament. 

La generafització de les definicions de la forma recíproca associada a / , per 
al cas que [deti(/)[ sigui un quadrat, cf. 5.2, ha donat lloc a les comandes 
dlgf, d2gf, reclgf , rec2gf, isKlgf i isK2gf. 

Respecte de les formes associades ais cossos quadrátics, el paquet Poincaré 
conté les instruccions: f undDiscF, que dona el discriminant fonamental del 
eos; bnf F, que dona la forma nórmica associada al eos quadrátic; bnf LatF 
i bnf OrF, que donen la forma nórmica associada a una xarxa i a un ordre 
quadrátic, respectivament, i redbnf OrF, que dona la forma nórmica reduida 
d'un ordre quadrátic. 



Capítol 5 

Algebres de quaternions i 
formes quadrátiques 

En aquest capítol interpreten! les Q-álgebres de quaternions com a espais 
quadrátics. 

Sigui H una Q-álgebra de quaternions amb una base fixada. Donada una 
forma bilineal simétrica B definida sobre i í , 

B: HxH ^ Q 
{a, 13) ^ B{a,f3), 

considerem l'expressió de la forma quadrática associada, en la base fixada 
anteriorment, que denotarem per f n ^ t OD- ̂ 1 subíndex 4 ens indica que és una 
forma de quatre variables: 

fH,4' i í —> Q 
« fH,A{oi) = B{a,a). 

En particular, aplicarem els resultats sobre formes quadrátiques associades a 
ií-álgebres esmentats en la secció 4.4. La restricció de fH,4 al subespai deis 
quaternions purs ÍÍQ permet definir una forma quadrática ternaria associada a 
l'álgebra de quaternions, que denotem per 3, que tindrá un paper rellevant 
en els resultats posteriors. Estudiem les formes quadrátiques provinents de la 
norma i de la traga de les Q-álgebres de quaternions, que anomenem formes 
nórmiques i formes traga, respectivament. 

131 
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P ( ( u i , ' U 2 , « 3 ) , ( W l , " 2 , W 3 ) ) = 

—bi —aj ij 
Ui « 2 « 3 
Vi V2 V3 

5.1 Formes nórmiques d'álgebres de quater­
nions 

5.1.1 Definicions i primeres propietats 

Siguí H = ^ ^ ^ ^ Q-álgebra de quaternions, on a,b G Z, Uiures de 

quadrats. Fixem la base canónica { l , í , i , ¿i} de H. 

A partir de l'aplicació traga que tenim definida sobre H, podem definir la 
forma bilineal simétrica 

B: HxH —> Q _ 
{a,P) ^ |tr(a/3). 

La forma quadrática associada a aquesta forma bilineal és justament la forma 
norma, 

H q 
a I-4- B{a,a) = |tr(aa) = n(a), 

que dona ais espais H i HQ una estructura natural d'espais quadrátics, (ff, B) 
i (iío,S|Ho), respectivament. 

5.1.1 Remarca. Considerem la forma bilineal B restringida a l'espai deis 
quaternions purs. Per & u,v 6 fío tenim que BIHQ{U,V) = |(tít? + vu) = 
=^{uv + vu). Així, u i v son ortogonals a l'espai [HQ, B\fj^) si, i només si, u 
i v anticommuten a HQ. Per tant, {¿,i, fc} és una base ortogonal de HQ. A 
mes, per a u € tenim que B{l,u) = 0; per tant, el subespai Q (pensat 
com Q-1) és ortogonal a HQ. Així, {l,i,j, ij} és una base ortogonal de l'espai 
quadratic regular (H, B). • 

El lema següent dona una relació explícita entre la forma bilineal associada a 
la Q-álgebra de quaternions i el producte quaterniónic, no commutatiu. En 
particular, es pot utilitzar per a programar el producte quaterniónic. 

5.1.2 Lema. Siguin H = -p— una álgebra de quaternions amb base 

{l,i,j,ij} i B la forma bilineal associada a H. Siguin u,v € HQ i consi­
derem el producte vectorial P{u,v) donat peí determinant 
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Aleshores, u - v = P{u,v) — B{u,v). 

DEMOSTRACIÓ: ES comprova sobre els elements de la base i s'estén per 
bilinealitat de B i P. • 

5.1.3 Definició. Anomenem formes normiques associades a la Q-álgebra de 
quaternions H les expressions de la forma quadrática norma sobre H i sobre 
Ho en les bases { l , i , j , i j } i { í , i , ¿ j } , respectivament. Les denotem per 
i " H , 3 5 respectivament. Definim també la forma quadrática binaria associada 
a ff en aquesta base com nH,2{X,y) = (í^^ + bV^. • 

/a,b\ 

Explícitament, a l'álgebra H = ( " Q " 5 associem les formes normiques 

següents, respecte de la base canónica {1, 
la forma quaternária nff,4(X, Y, Z, T) = - aY^ - bZ^ + abT^, 
la forma ternaria nH,3{Y, Z, T) = -aY^ - bZ^ + ahT^, 
la forma binaria riH^-ix, Z) ^ aY^-\- bZ"^. 

El subíndex numéric indica el nombre de -mriables de la forma quadrática. 

5.1.4 Remarca. Sigui V un Q-espai vectorial de dimensió 2 amb estruc­
tura d'espai quadrátic donada per la forma quadrática associada q(X, = 
aX"^ -f 6F^. Aleshores, l'álgebra de Clifford de Y és isomorfa a l'álgebra de 

quaternions H = i ~- ]. • 

5.1.5 Cas no ramificat. Si considerem i í = ^~^Q~" , obtenim les formes 

normiques nhA^XZ^T) = X"" - Y^ + Z^ - T\ n„3{Y,Z,T) = -Y^ -f 
Z^ - T-" i nH,2{y, Z) = Y'- Z\ 

Podem considerar directament l'álgebra isomorfa H' = M(2, Q). Interpre-
tant la forma quadrática directament en funció de la norma, obtenim les for­
mes quadratiques nH',4{X,Y,Z,T) = XT-YZi nH>4Y,Z,T) = -YZ-
que son Q-equivalents a les dues anteriors, respectivament. Notem que en 
aquest cas no té sentit la forma binaria, ja que no té interpretado en funció 
de la norma. • 

5.1.6 Lema, Sigui H una Q-álgebra de quaternions. Tenim les propietats 
següents. 

(i) Per atotXe Q, nnAX) = A .̂ 
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(ii) Per a totu e Ho, ñ//,4(u) = UH.SÍ'U) = -u^-

(iii) n//_4 és una forma quaternária unitaria i multiplicativa. 

(iv) nH,i ~ < 1 > ® nH,3-

(v) Les formes quadrátiques nn^) IT'H,3 ii^H,2 son de coeficients enters. • 

Donat que la norma es conserva per isomorfisme d'álgebres, tenim el resultat 
següent, ben conegut, sobre l'equivaléncia entre isomorfisme de Q-álgebres i 
isometria de Q-espais quadrátics. 

5.1.7 Proposició. Siguin H i H' dues Q-álgebres de quaternions, amb una 
estructura d'espais quadrátics donada de forma natural per la forma nórmica 
associada. Aleshores, son equivalents: 

(i) H i H' son Q-álgebres isomorfes. 

(ii) (Jí,n/j,4) i {H',nH',4) son Q-espais quadrátics isométrics. 

(iii) ( i ío,¿H ,3 ) i {H'Q,tH',z) son Q-espais quadrátics isométrics. • 

Aqüestes formes quadrátiques nórmiques associades a l'álgebra de quaterni­
ons donen molta informado sobre l'álgebra i, en certa manera, la caracterit-
zen. Interpretarem alguns invariants i definicions de l'álgebra de quaternions 
en funció de les formes quadrátiques. 

En primer lloc, Uistem algunes propietats d'aquestes formes quadrátiques, 
determinados básicament pels nombres a i b. 

5.1.8 Lema. Siguin H = ( " Q " ^ '"'̂ ^ álgebra de quaternions i nn^) ^íí.s * 
n//_2 ês formes nórmiques associades a H. 

(i) discQ(nH,4) = discQ(ni/,3) = 1 i disc<|(nií,2) = ab. 

(ii) Les formes nn^ ^ f^H,z teñen el mateix carácter, definit o indefinit, i no 
son mai definides negatives. 

(iii) La forma nn.é només pot teñir la signatura (4,0) o (2,2); la forma nH,3 
només pot teñir la signatura (3,0) o (1,2). 

(iv) Sv{nH,4) = £v{nH,3) = {-l,-l)v{a,b)v, per a qualsevol plaga v de Q. 
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5.1.2 Relacions entre els invariants. 

Podem reformular els resultats de la secció anterior, que relacionaven els 
isomorfismes i les isometries, en la proposició següent. 

5.1.9 Proposició. Siguin H iH' Q-álgebres de quaternions i considerem les 
formes quadrátiques quaternáries, ternáries i bináries associades. Aleshores, 
son equivalents: 

(i) i í S F' . 

(uj nH,4 nH',4. 

/•••\ Q 
(m) njf/,3 ~ nH',3' 

( v ) nH,4 " / í , 3 - > - n H , 2 -

(vi) ra/f,2, n/í.a J '̂ i?,4 son formes SL{n,Z)-reduídes. 

(vii) nH ,4 es una forma primitiva; simcd(a,6) = 1, Uavors n//,3 J n/f,2 també 
s o n primitives, 

DEMOSTRACIÓ: Els apartats (ii) i (iii) s'obtenen directament en comprovar 
els possibles signes deis valors de la diagonal de les formes, segons els signes 
de a i 6. 

Per a provar (iv), calculeml'invariant de Hasse-Witt d'una forma quadrática, 
en funció deis símbols de Hilbert locáis (cf. [Ser73]). Per a la forma n / j ,3 , 
obtenim les igualtats següents: 

€ « ( n H , 3 ) = {-a, - 6 ) „ ( - a , a6)„(-6, afe)„ 
= ( -a , -5 ) „ ( -a ,a ) „ ( -a ,6 ) „ ( -6 ,a ) „ (~6 ,6) „ 
= (-a,-6)„(—a,6)„(-?),a)t, 
= ( - a , - l ) „ ( a , - 6 ) „ 
= ( - l , - l ) „ ( a , - l ) „ ( a , - 6 ) „ 
= ( - l , - l ) „ ( o , 6 ) „ . 

Per a la forma nH,4, obtenim que £(; {nH,4) = et , (níí ,3)( l , -a)„( l , -6)„( l ,a6)„ 
i notem que ( ! , « ) „ = 1 per a qualsevol plaga v i qualsevol a 6 Q. 

Els resultats deis apartats restants s'obtenen fácilment a partir de les defini­
cions corresponents (cf. cap 4). • 
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DEMOSTRACIÓ: Posem H = { i H' = (^^^. Per la proposició ante­

rior, les algebres H i H' son Q-isomorfes si les formes ternáries corresponents 
son Q-equivalents. Ara bé, n//,3 = < —a, —b,ab > i n/f'.s = < ——b',a'b' > 
son Q-equivalents si, i només si, teñen el mateix discriminant sobre Q, el 
mateix invariant de Hasse-Witt i la mateixa signatura (cf. [Ser73]). 

Directament tenim la igualtat de discriminants, ja que discQ(nií,3) = â 6̂  = 
1 = (a'Y{b'y = discQ(nH',3). Per 5.1.8(ii), una forma nórmica ternaria com 
les anterior només pot teñir dues signatures possibles, (3,0) i (1,2), segons 
que el símbol de Hilbert local a l'infinit prengui el valor 1 o —1. Així, la 
igualtat de signatures es correspon amb la igualtat (a, 6)oo = {a', b')oo- Per 
5.1.8(iv), la igualtat deis invariants de Hasse-Witt, per a cada plaga finita, 
és equivalent a la igualtat deis símbols de Hilbert locáis (a,6)„ = (a', 6%. 

Així, les formes njy^s i Ufíi^^ son equivalents sobre Q si, i només si, els símbols 
(a, b)v = (a', 6')„ coincideixen en totes les places. Per la definició de discrimi­
nant de l'álgebra de quaternions, aixó és exactament equivalent a la igualtat 
de discriminants DH = DH<. • 

La proposició següent relaciona l'invariant de Hasse-Witt de les formes qua­
drátiques nórmiques amb l'invariant de Hasse de l'álgebra de quaternions. 

fa,b\ 
5.1.11 Proposició. Sigui H = '̂ '̂ ^ álgebra de quaternions i consi­

derem les formes quadrátiques nH,2 i n iy . s , associades a H. Aleshores, 

A mes, níf,2 ~ '^//',2 si, i només si, H c::i H' i discQ(n//,2) = discQ(nji//,2) . Q 

Com a coroHari, explicitant les condicions perqué dues formes quadrátiques 
ternáries siguin equivalents, s'obté de nou la caracterització deis isomorfismes 
entre algebres de quaternions en funció de la igualtat deis discriminants (cf. 
1.1.7(ii)). 

5.1.10 CoroHari. Siguin H i H' Q-álgebres de quaternions. Aleshores, 
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(ii) e„(njí.3) = • 

—e 

siv ^ 2, co, 

siv = 2,oo. 

DEMOSTRACIÓ: D'una banda l'invariant de Hasse e 
fa,b' 

coincideix amb 

el símbol de Hilbert local {a,b),j. D'altra banda, el símbols de Hasse-Witt 
de les formes n/f.s i " ^ , 2 també s'expressen en funció del símbols de Hilbert 
locáis. 

Per a la forma nH,2 s'obté directament £t,(n//,2) = {a, b)^. Aixó demostra (i). 

Per a provar (ii), apliquem la igualtat £ « ( « ^ , 3 ) = {—^•i—^)v{(í,i>)„ (cf. 5.1.8 
(v)). Substituint el valor de (—1,—1)„, en funció de v, s'obté el que volíem 
demostrar. • 

Es coneguda la caracterització de les algebres de quaternions no ramificades 
en funció de les propietats de les formes quadrátiques nórmiques associades, 
que resumim en la proposició següent. 

5.1.12 Proposició. Sigui H = 
fa,b' 

una álgebra de quaternions i siguin 

i^H,4 * i^H,3 l e s formes nórmiques associades. Son equivalents: 

i)Hc^M{2,Q). 

ii) nH,A és Q-isótropa. 

iii) Ufí^s és Q-isótropa. 

iv) nH,2 represesenta l'l sobre Q. 

v) ae NL\Q{L), on L = Q{Vb). • 

Estenem aquesta proposició a les algebres ramificades, de manera que per­
met caracteritzar el discriminant d'una álgebra de quaternions a partir de 
propietats de les formes quadrátiques nórmiques associades. 

Recordem que Si{f) denota el conjunt de primers p tais que la forma / és 
Qp-anisótropa. 
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5.1.13 Proposició. Siguin H una Q-álgebra de quaternions i p un nombre 
primer. Son equivalents: 

(i) P\DH. 

(ii) "/f,4 es anisótropa a Qp. 

(iii) nH,3 és anisótropa a Qp. 

És a dir, DH = ^ = ü í'-
P65i (nH,4 ) P65i (nH,3 ) 

DEMOSTRACIÓ: D'una banda, sabem que per ais primers p | DH es té que 
(a,6)p = —1. D'aitra banda, la forma nH,4 és Qp-isótropa si, i només si, 
£p{nH,4) = ( - l , - l ) p , ja que discQp(nH,4) = 1- Com que per 5.1.8(v) tenim 
que ev{nH,4) = (—1,"-!)«(«, el fet de ser anisótropa sobre Qp equival al 
fet que (a,6)p = —1. Aixó demostra l'equivaléncia de (i) i (ii). 

Per a la forma ternaria nH,3j la condició d'isotropia s'expressa també en 
funció de l'invariant de Hasse-Witt: ep{nH,3) = (—1, — discQp(n//,3))p. Tenim 
també que discQp(njí,3) = 1. Així, obtenim una condició análoga al cas 
anterior. Com que £p(nH,3) = £p{nH,4), és ciar que (iii) també és equivalent 
ais apartats anteriors. • 

La proposició següent relaciona el carácter definit o indefinit de l'álgebra amb 
el carácter definit o indefinit de les formes associades. 

5.1.14 Proposició. Siguin H una Q-álgebra de quaternions i nH,i, per a 
i = 2,3,4, les formes nórmiques associades. Aleshores, 

(i) H és definida ^ nH,4 és definida positiva, 
^ "i/.s és definida positiva, 

nH,2 és definida negativa. 

(ii) H és indefinida ^ nH,4 és indefinida, 
4^ nH,3 és indefinida, 
^ iT'H,2 és definida positiva o indefinida. 

DEMOSTRACIÓ: Una Q-álgebra de quaternions H és definida si, i només si, 

i í ® M és un eos, el eos deis quaternions de Hamilton. Si i í = I |, aixó 
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5.1.3 Les formes normiques i les KCR-formes 

En primer lloc, recoUim en els dos lemes següents els cálculs deis determi-
nants, les formes adjuntes, reciproques i polars, i els nivells de les formes 
normiques associades. 

5.1.15 Lema. Sigui H = ^^^^ '""^ álgebra de quaternions. Considerem 

la forma normica ternaria nH,3 associada a H. Suposem que H és indefinida 
i considerem a > 0. Aleshores, 

(i) deti(ní/,3) = â 6̂  i di(n//,4) = -a\b\. 

(ii) a,d{nH,3){y,Z,T) = —ab'^Y'^ — a%Z^ + abT"^; en particular, se satisfá 
ad(nií,3) ~ nH,3-

(m) reci(n; , .3)(Y,Z,R) = | . 5 ^ 2 _ ^^2 + ^2 ¿, < Q 

(iv) N(nH,3) = 4a|& . 

(v) vo\[n„,3)[Y,Z,T) = -bY^-aZ^ + T\U 

5.1.16 Lema. Sigui H — T̂ ^̂  una álgebra de quaternions. Considerem 
\Q. J 

la forma normica quaternária 72^,4 associada a H. Suposem que H és inde­
finida i considerem a > 0. Aleshores, 

(i) deti(ni/,4) = M^HA) = -a\b\, d2{nH,4) = -4a|6|. 

(ii) ad(nH,4)(A:,R, Z,T) = a^b'^X'' - ab'^Y'' - a'^bZ'' + ahT^; en particular, 
a,d{nH,4) ~ nH,4. 

..... , ( -abX' + bY'-\-aZ''-T^ sib>0, (m) rec i (nH.4) (^ , Y, Z , T ) = | _ _ ^. ^ ^ 

Tec2{nH,4) = 2RECI(nH,4)-
A mes, ieci{nH,4){X,Y,Z,T) = d,{nH,4)X^ ® r:eci{nH,3){Y,Z,T). 

está caracteritzat peí valor del símbol de Hilbert sobre R, (a, 6)00 = —1, la 
qual cosa equival al fet que a i b siguin ambdós negatius. Aquesta mateixa 
condició determina el carácter de les formes normiques. • 



140 Cap. 5. Algebres de quaternions i formes quadrátiques 

(iv) N(n//.4) = 4a|6 . 

(v) pol(nH,4)(X, y, Z, T) = a 6 X 2 - - aZ"" + T\ • 

Notem que si les formes fossin definides, canviaria el signe de d̂ - i, per tant, 
el signe de les formes reciproques. 

A continuació explicitem la relació entre la signatura de les formes nórmiques 
i la de les seves formes adjuntes i reciproques. Notem que el carácter definit 
0 indefinit es conserva, pero hi ha algún canvi en els signes, 

5.1.17 Proposició. Sigui H una Q-álgebra de quaternions. Tenim les rela­
cions següents. 

(i) sign(nií,i) = sign(ad(nH,i)) = sign(pol(nír,i))j per ai = 3 , 4 . 

(ii) sign(nH,4) = sign(rec<,(reH,4)). 
(iii) La forma reci{ni{,3) té el mateix carácter, definit o indefinit, que la 

forma UH^S. Si n/f_3 és una forma indefinida, de signatura {1,2), ales­
hores sign(reci(ni/,3)) = (2,1). 

DEMOSTRACIÓ: A partir deis cálculs explícits de les formes adjuntes d'a­
questes formes nórmiques, és ciar que la signatura de l'adjunta coincideix 
amb la de la forma. Notem que aixó en general només és cert per a les 
formes bináries, per a les quals la forma i la seva adjunta son equivalents. 
Per a qualsevol forma quadrática, la forma polaj s'obté multiplicant la forma 
adjunta per un nombre racional positiu. Aixó demostra (i). 

Per a estudiar la signatura de la forma recíproca només cal teñir en compte 
el signe de é.i{nH^z) i d„{nH,A)- Aquest signe és positiu si la forma és de­
finida positiva i és negatiu si la forma és indefinida. Observem que, per 
al cas quaternari, si la signatura és (2,2), en dividir per da{nH,A) continua 
sent (2,2). En canvi, si n/j.s és indefinida de signatura (1,2), obtenim que 
sign(reci(nH.3)) = (2,1). • 

A partir deis lemes anteriors, utilitzant la caracterització de les K<y-formes, cf. 
4.3.10 i 4.3.12, i el fet que la forma nórmica és una forma unitaria, obtenim 
el teorema següent. 

5.1.18 Teorema. Siguin H = f ^ 1 una álgebra de quaternions indefinida 

1 nHA i nH,3 les formes nórmiques associades. Aleshores, 
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a H-> B'(Q!,a) = i tr (a2) . 

5.2.1 Remarca. Considerem la forma bilineal B' restringida a l'espai deis 
quaternions purs, B'^^j^. Per a u,v G iío tenim que B'^fj^{u,v) = |(uu -f-
vu). Així, a l'espai (iío,5|^^), u i v son ortogonals si, i només si, w i u 
anticommuten a iío. Per tant, {i,j,k} és una base ortogonal de ÍÍQ. Així, 
{l,i,j,k} és una base ortogonal de l'espai quadrátic regular {H,B'). • 

5.2.2 Definició. Anomenem formes traga associades a la Q-álgebra de qua­
ternions H les expressions de la forma quadrática anterior sobre H i sobre 
iío en les bases { l , i , i , ú'} i u } , respectivament. Les denotem per tu^ 
i ^H,Zi respectivament. • 

Explícitament, a l'álgebra H = H associem 

la forma quaternária tuAX, Y, Z, T) = -}- aF^ + 6^2 _ ^^^2^ 
la forma ternaria í^.s^V, ^, T) = aF^ + 6^2 _ ^¿y2_ 

(i) nH,4 es una K^-forma, per a cr = 1,2; a mes, és una forma principal. 

(ii) nH,3 es una Ki-forma. • 

5.2 Formes traga d'álgebres de quaternions 

5.2.1 Definició i propietats 

Sigui H = (-^ una Q-álgebra de quaternions, a, 6 € Z, Iliures de qua-

drats, amb base {l,i,j,ij}. Podem associar a H altres formes quadrátiques 
diferents de les formes nórmiques, que doten també l'álgebra de quaternions 
d'estructura d'espai quadrátic. 

Per 1.1.13, la traga indueix una forma bilineal simétrica donada per la traga 
del producte. Si la normalitzem, obtenim: 

B': HxH —^ Q 
(a,/3) ^ itr(a^). 

La forma quadrática associada és: 

i í —> O 
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Hi ha una bona relació entre aqüestes formes quadrátiques traga i les formes 
quadrátiques nórmiques tractades en la secció anterior; alguns resultats pro-
vats per a les formes nórmiques teñen també el seu análeg en aqüestes noves 
formes. Ho expressem explícitament en el lema següent. 

5.2.3 Lema. Considerem les formes quadrátiques nórmiques i traga associ­

ades a una álgebra de quaternions H = (^J^ • 

(i) Per atotke Q , tnAX) = = nH,4(A). 

(ii) tH,3{y.Z,T) = -nHA{Y,Z,T). 

(iii) tjfj^4 és una forma quadrática unitaria, pero no és multiplicativa. 

(iv) Í H A ^ , y, Z, T)^X'® <H,3(n Z, T). 

(v) Les formes quadrátiques tH,4 i íií.s son de coeficients enters. • 

De manera análoga a la forma nórmica, obtenim el resultat següent, que dona 
una equivalencia entre els isomorfismes d'aquestes Q-álgebres i les isometries 
d'aquests Q-espais quadrátics. 

5.2.4 Proposició. Siguin H i H' dues algebres de quaternions sobre Q . 
Considerem la seva estructura com a espai quadratic amb la forma quadrática 
donada per la traga. Aleshores, son equivalents: 

(i) H i H' son Q-álgebres isomorfes. 

(ii) {H,tf{^4) i {H',tH',4) son Q-espais quadrátics isometries. 

(iii) {Ho,tH,3) i (fí¿,íj/',3) son Q-espais quadrátics isometries. 

DEMOSTRACIÓ: L'isomorfisme de Q-álgebres de (i) indueix una forma qua­
drática en H' a partir de la forma quadrática traga associada a H. Per 
1.1.16(iv), aquesta forma quadrática induida coincideix amb la forma traga 
associada a i í ' ; P r̂ tant, obtenim que [H^tjj^^) i {H',tH>,4) son Q-espais 
quadrátics isometries. 

Per a veure que (ii) implica (iii), de manera análoga a les formes nórmiques, 
s'utiHtza el teorema de Witt i el fet que la forma tH4{X,Y,Z,T) = X^ ® 
tH,3{y,Z,T). 
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5.2.2 Relacions entre els invariants. 

A continuado llistem algunes propietats de les formes quadratiques traga. 

5.2.5 Proposició. Siguin H = (-^ una álgebra de quaternions iijj^ i 

tH,3 les formes quadratiques traga associades a H. 

(i) deti(ííí,4) = deti(í//,3) = -a%'^, discQ(ÍH,4) = discQ(íír,3) = - 1 -

(ii) tH,4 és sempre una forma indefinida. Si H és definida, té signatura 
(1,3); si H és indefinida, té signatura (3,1). 

(iii) tH,3 és una forma indefinida, de signatura (2,1), si H és indefinida; 
íií,3 és una forma definida negativa si H és definida; en particular, tn^s 
no pot ser mai definida positiva. 

(iv) e„(ÍH ,4) = Sv{tH,3) = {<íib)y, per a qualsevol plaga v de Q. 

(v) ÍH,4 A tH,3-

(vi) ¿j¥,3 itH,4 son formes SL{n,E)-redmdes. 

(vil) íjfy,4 és un forma primitiva. Si mcd(a,6) = 1, llavors tH,3 també ho és. 

DEMOSTRACIÓ: Aplicant directament la definició de determinant i discrimi-
neint, obtenim (i). 

Els apartats (11) i (iii) s'obtenen en comprovar els possibles signes deis valors 
de la diagonal de les formes, segons els signes de a i b. 

Calculem l'invariant de Hasse-Witt, en una plaga v de Q, de la forma tH,3, 

€v{tH,3) = (a, b)v{a, -ab)y{b, -a6)„ = 
= (a, 6)„(a, ~a)„(a, 6)„(6, a)„(6, - 6 ) „ = 
= {a,b)y. 

Finalment, veurem que (iii) implica (i). Suposem que (fíoj^.a) i (HQ^ÍH^S) 
son Q-espais quadrátics isometries. Aleshores, és ciar que els espais {Ho,nH,3) 
i {HQ,nH',3) també son Q-isométrics, peí lema 5.2.3(ii). Fer a les formes 
normiques, és conegut que, amb la construcció d'álgebres de Clifford, aquesta 
isometria implica que les algebres de quaternions H i H' son Q-álgebres 
isomorfes. • 
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DEMOSTRACIÓ: D'una banda, peí teorema de classificació de les algebres 

de quaternions, l'invariant de Hasse de l'álgebra e ^jr- ] coincideix amb el 

símbol de Hilbert local (a, 6)„. D'aitra banda, l'invariant de Hasse-Witt de les 
formes traga també coincideix amb el símbol de Hilbert (cf. lema 5.2.5(iv)). 
• 

El coroMari següent relaciona directament els invariants de Hasse-Witt de les 
formes traga amb el discriminant de l'álgebra de quaternions. Així, tenim 
una manera de trobar els factors primers del discriminant de la Q-álgebra de 
quaternions a partir de les formes traga. Recordem que denotem per S2{f) 
el conjunt de primers p tais que l'invariant de Hasse-Witt de la forma / a Qp 
és igual a - 1 . 

5.2.7 CoroMari. Sigui H = ( ^ álgebra de quaternions i siguin tjj,3 

i tf£^4 les formes traga associades. Aleshores, 

DH= II P= H p.o 

Per a la forma t^_4, desenvolupant rinvariant de Hasse-Witt local, obtenim 
que 6 y 

(ÍHA) = £«(í//,3)(l,a)„(l,6)„(l,-a6)„. Com en el cas de la forma 
nórmica, deduim (iv), ja que ( l , a ) u = 1 per a qualsevol plaga v i qualsevol 
a € Q. 
Per ais resultats deis apartats (v), (vi) i (vil) només cal aplicar les definicions 
corresponents. • 

El coroMari següent mostra la relació entre els invariants de Hasse-Witt de 
les formes quadrátiques traga, t}j,3 i ÍÍÍ,4, i l'invariant de Hasse de l'álgebra 
de quaternions H. 

5.2.6 CoroMari. Sigui H = (-^^ una álgebra de quaternions i siguin 
\ Q / 

tH,z i tH,4 íes formes traga associades, Aleshores, per a tota plaga v de Q, se 
satisfá que 
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Z tal que | deto.(/)| és un quadrat perfecto. Posem dj^(/) = +-\/|detJ(7J[ si 
la forma quadrática és definida positiva i djr(/) = — /̂\ deto.(/)| si la forma 
quadrática és indefinida; no considerarem formes quadrátiques definides ne­
gativos. • 

5.2.9 Definicions. La forma (7+-recíproca de / és rec+(/) := a-d(/). 

Diem que una forma quadrática / és una K^-íovma, si / i rec j ( / ) teñen 
coeficients enters. Análogament, diem que una K^"-forma / és principal si 
representa l'l sobre Z. • 

5.2.10 Remarca. Es ciar que si / és una Ko.-forma, aleshores / també és 
una K^-forma. Així, les definicions anteriors generalitzen les definicions de 
4.3. Els resultats obtinguts per a K(^-formes que només depenen del fet que 
els coeficients siguin o no enters s'estenen de forma natural a Kjf-formes. • 

5.2.11 Lema. Sigui H = una álgebra de quaternions i tnz la forma 
\Q J 

ternaria traga associada. Suposem que H és indefinida i considerem a > 0. 
Aleshores, 

(i) deti(ÍH,3) = -a'b\ d+(ÍH,4) = -a\b\. 

(ii) a d ( ¿ ^ , 3 ) ( r , Z , r ) = ad (nH,3 ) (F , ^ , r ) = - a 6 2 y 2 _ a'^bZ'+ abT\ 

..... ^ , v ' 7 ^ ^ / bY^ + aZ^-T' sib>0, 
(m) recí-(ÍH,3)(y,Z,T) = ^ _ ^.^^^^ 

De fet, Tect{tH,3) = 1001(^^,3) . 

(iv) N(ÍH,3) = 4a|6|. 

(v) pol(ÍH,3)(y, Z, T) = -bY' - aZ^ + T\ • 

5.2.12 Lema. Sigui H = -~ una álgebra de quaternions i tn^ ^0, forma 

quaternária traga associada. Suposem que H és indefinida i considerem a > 
0. Aleshores, 

5.2,3 Les formes traga i les K-formes 

A continuado generalitzarem les definicions de forma recíproca i Ko.-forma 
donades en la secció 4.3, per tal d'aplicar-les a les formes traces. 

5,2.8 Definició. Suposem que / és una forma quadrática de coeficients a 
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i tfíA i tH,3 les formes traga associades. Aleshores, 

(i) tfíA és una -forma principal, per a a = 1,2. 

(ii) tH,z és una Kf-forma. • 

5.3 Correspondencia entre algebres de qua­
ternions i formes quadrátiques 

Recordem que hem assignat a cada Q-álgebra de quaternions una forma 
nórmica (cf. 5.1) i una forma traga (cf. 5.2), de manera que dues formes 
nórmiques, o traces, son Q-equivalents si, i només si les Q-álgebres de quater­
nions son isomorfes. Així, tenim aplicacions del conjunt de classes d'isomor-
íisme de Q-álgebres de quaternions en el de formes quadrátiques sobre Q de 
3 o 4 variables. En aquesta secció, estudiarem els conjunts imatge d'aquestes 
aplicacions i definirem bijeccions entre aquests conjunts. Les demostracions 
son constructives i donen de manera explícita l'aplicació inversa. 

5.3.1 Notació. D'una banda, considerem el conjunt de les Q-álgebres de 
quaternions módul Q-isomorfisme, que podem identificar amb Br2(Q). D'al­
tra banda, considerem els conjunts de formes quadrátiques enteres regulars 

(i) deti{t^,4) = -a%', d+(t„,4) = -a\b\ i át{t„,4) = -4a|6|. 

(ii) ad{t„,4){X,Y,Z,T) = -a'^PX^ - alf'Y'' - a^Z^ + afeT .̂ 

r•^^ +u ^ í W 7 r p ^ í ahX''hY^ ^ aZ"" - T"" sib>0, 
(lu) recf (¿H,4)(X, Y, Z,T)=^ ^ _ ^.^^^ 

recJ(ÍH,4) = 2re4(ÍH,4). 
A mes, RECI(nH ,4)(X,y,Z,T) = d,{nH,,)X^ 0 ieci{n„,3){Y,Z,T). 

(iv) N(%,4) = 4|a6|. 

(v) VO\{ÍHA){X,F,Z,T) = -abX^ -bY^ - aZ^ + T\ • 

Deis resultats d'aquests lemes sobre les formes traga, conjuntament amb la 
generalització deis resultats de la secció 4.3 al cas de les K^-formes, i el fet 
que la forma traga és una forma unitaria, deduím el teorema següent. 

5.2.13 Teorema. Siguin H = ( - T ^ una álgebra de quaternions indefinida 
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següents: 

: = { / : / forma quaternária no definida negativa, deti(/) = a 

: = { / : / forma quaternária, deti(/) = — Â  a Q } , 

Q'^ := {f : f forma ternaria, deti(/) = Â  a 

: = { / : / forma ternaria, deti(/) = —Â  a 
Denotem per C{Qf) i C((5,~), amb i = 3,4, els conjunts de formes quadrati­
ques anteriors módul la relació de Q-equivalencia. Per a una forma quadrática 
/ , recordem que hem definit els conjunts de places Si{f) i Siif) (cf. secció 
4.2). • 

En primer lloc, obtenim una bijecció entre els conjunts de formes ternáries i 
els conjunts de formes quaternáries. 

5.3.2 Proposició. Les aplicacions 

e{Qt) C{Qt), C{Q^) —> C(Q,-), 
f{Y,Z,T) ^ X' + f{Y,Z,T) f{Y,Z,T) ^ X' + f{Y,Z,T) 

son bijectives. 

DEMOSTRACIÓ: Notem que ambdues aplicacions están ben definides, ja que 
una forma i la seva imatge, per a qualsevol de les dues aphcacions, teñen 
el mateix determinant. A mes, és ciar que les formes imatge no serán mai 
definides negatives. 

La injectivitat de les dues aplicacions també és clara, utilitzant el teorema 
de Witt. Vegem l'exhaustivitat per a cada aphcació. 

Considerem una forma quadrática g 6 C (Q4) . Provarem que g ^ 1. Per 
ser una forma de quatre variables, tenim que g 1 per a tota plaga finita 
p. Si g és una forma indefinida, és ciar que g O i, per 4.2.3, tenim que 
g 1. Si g és una forma definida positiva, aleshores 5» 1 si, i només si, 
g{Xi,... , X 4 ) — XQ és una forma de cinc variables que representa el O sobre 
R. Ara bé, aquesta forma és indefinida, per ser g definida positiva; per tant, 
representa el 0. En qualsevol cas, tenim que la forma quadrática g de quatre 
variables, regular i no definida negativa, representa el O sobre R i sobre Qp, 
per a tot p; per tant, deduím que g ^ 1. Ara bé, si apliquem de nou els 
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resultats classics de representado i equivalencia (cf. [Ser73] o bé [BS66]), 

com que g representa l'l sobre Q, tenim que g és Q-equivalent a una forma 
+ f{Y,Z,T). És dar que deti(/) = deti(^); per tant, / € C{Qt). Com 

que deti(/) > O, / no pot ser definida negativa i té el mateix carácter que g. 
Aixó demostra l'exliaustivitat de l'aplicació de C{Q^) a C{Q'^). 

Considerem ara g € C{Q^). Notem que g és necessáriament una forma 
indefinida. El mateix argument anterior prova que g representa l'l sobre Q; 
per tant, g{X, Y, Z,T)S>X^ + / (F , Z, T). És ciar que la forma / G C{Q^), 
la qual cosa demostra l'exhaustivitat de l'aplicació de C{Q'^) a C{Q'^). • 

A continuado, el teorema següent prova la bijecció entre Br2(Q) i els conjunts 
de formes corresponents, a partir de les propietats de les formes nórmiques 
i les formes traga, provades a les seccions anteriors, i els resultats de teo­
ria de representació i equivalencia de formes (cf. secció 4.2). Notem que 
les bijeccions que obtenim en els apartats (i) i (iii) son explícitos en els dos 
sentits. Així, a partir d'una forma quadrática en les condicions predetermina­
dos construím explícitament una álgebra de quaternions que té com a forma 
nórmica o bé forma traga una forma equivalent a la donada inicialment. En 
particular, deduim una manera de construir algebres de quaternions de dis­
criminant predeterminat a partir d'invariants de la forma quadrática inicial. 
Aixó permet una reformulació, en els apartats (ii) i (iv), deis resultats 5.1.13 
i 5.2.7. 

5.3.3 Teorema. Considerem els conjunts de classes de formes quadrátiques 
ternáries i quaternáries anteriors. 

(i). Les aplicacions 

1/3 : Br2(Q) —^ CiQt), : Br2(Q) - 4 C{Qt) 

son hijectives. 

(ii) Si f e Qt, aleshores J J p = D^-i^jy 

si f eQt, aleshores p = D^-i^y 

peSiif) 

(iii) Les aplicacions 

r3 :Br2 (Q) CiQ^), 74 : Br2(Q) C{Q:) 
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son bijectives. 

(iv) Si f eQs, aleshores J J P = ^^-i^^jy 

peS2U) 
si f e Q4 , aleshores p = D^-i(^jy 

DEMOSTRACIÓ: En primer lloc, notem que les aplicacions Ui i r,-, per a 
i = 3,4, están ben definides, ja que si canviem la base de l'algebra o tenim 
un isomorfisme d'álgebres, les formes obtingudes son Q-equivalents, per 5.1.7 
i 5.2.4, respectivament. Deis mateixos resultats deduim que son aplicacions 
injectives. Cal veure'n l'exhaustivitat. 

Per a veure que U3 és exhaustiva, cal veure que, donada una forma quadrática 

/ G Qt^ existeixen a,6 G Q tais que / ~ n/zs, per a. H = . Llevat 
\Q J 

Q-equivaléncia, podem suposar que / és diagonal; aixi, / ( X , Y, Z) = aiX'^ + 
« 2 ^ ^ + a^Z'^ amb 0102^3 = A ,̂ ai G Z Iliures de quadrats. Posem a = —ai 
. , . ' , , • u "1^2 0102 deti(/) 
1 b = —02; aixi , obtenim que ab = 0102 = 03 on = —̂̂  = 

03 03 03 

- ) G Aleshores tenim que f{X,Y,Z) ^ - a X ^ - 6 y 2 + abZ'' = 

" H , 3 ( X , Y, Z), per a i í = , volíem veure. 
Considerem ara l'aplicació U4. Es ciar que 1/4 s'obté composant uj amb la 
bijecció de C{Q'^) a ^(Ql"), definida a la proposició 5.3.2 anterior. Per tant, 
automáticament U4 és bijectiva. Aixó completa la demostració de (i). 

L'apartat (ii) és conseqüéncia directa de (i), tenint en compte la proposició 
5.1.7. 

La demostració de (iii) és análoga a la de (i). Per a veure que T3 és exhaustiva, 
cal provar que, donada una forma quadrática / G Qs > existeixen a, 6 G Q tais 

que / ~ Í H , 3 , per a i í = ^ ~ Q " ^ - Llevat Q-equivaléncia, podem considerar 

/ diagonal, / ( X , Y, Z) = aiX^ + a^Y"^ + 03^^ amb axa^aj, = deti ( / ) , a,- G Z 
Iliures de quadrats. Ara posem a = a i i 6 = a2; per tant, —ab = —aia2 = 

_ ^ a 3 , on = = Í-V e Aleshores, / ( X , y , Z ) % 
0 3 « 3 «3 \ a 3 / 

aX^ 4- 6 y 2 - «6^2 = ííí,3(X, y, Z) , per a i í = f , com volíem veure. 
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Aquesta construcció d'una álgebra de quaternions de discriminant predeter-
minat es troba implementada en el paquet Poincaré. A la secció d'algoritmes 
comentem les instruccions programades. 

5.4 Algoritmes i taules 

Les instruccions relatives a aquest capítol fan referencia a les formes nór­
miques i les formes traga associades a una álgebra de quaternions i a la 
correspondencia entre formes quadrátiques i algebres de quaternions donada 
a la secció 5.3. 

En primer lloc, obtenim les formes nórmiques associades a una álgebra de 

quaternions H = ( ~— , directament a partir deis arguments a i 6, amb 

les instruccions nf H4 i nf H3. Per a facilitar l'ús de les constants que porten 
associades aqüestes formes, bem programat també les instruccions detlnfH 
i nivnf H, que donen el determinant i el nivell de les formes nórmiques de 
l'álgebra, a partir deis arguments a i b. 

També tenim instruccions per a calcular altres formes associades a les formes 
nórmiques, com adHS, adH4, polH3, polH4, reclH3, reclH4 i rec2H4. 

Per a les formes traga, hem programat les instruccions tfH4 i tfH3. Per 
a calcular els seus invariants i les formes quadrátiques associades es poden 
utilitzar les instruccions generáis de formes quadrátiques comentades en el 
capítol 4 o bé la relació entre les formes traga i les formes nórmiques explici-
tada en aquest capítol. 

Hem implementat explícitament la correspondencia entre formes quadrátiques 
i algebres de quaternions de la secció 5.3, utilitzant comandes de formes 
quadrátiques, comentades ja en el capítol anterior. Un sentit de la corres­
pondencia coincideix amb les instruccions nfH4, nf H3, tf H4 i tf H3. El sentit 
contrari, és a dir, la determinació d'una álgebra de quaternions H a partir 
de formes quadrátiques donades amb certes propietats, es troba implementat 
en les instruccions Hnf 4, Hnf 3, Htf 4 i Htf 3. 

Si utilitzem la proposició 5.3.2 anterior, l'exhaustivitat de T4 es dedueix de 
l'exhaustivitat de T3. 

Finalment, (iv) es dedueix de (iii) aplicant propietats de la forma traga, cf. 
5.2.4. • 
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Les taules següents recuUen l'expressió explícita de les formes associades a 
algebres de quaternions, definides o bé indefinides, de discriminant D < 100, 
i alguns deis seus invariants. 
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Taula 5.1 Formes quadratiques ternáries associades a les Q-álgebres de 
quaternions, definides o indefinides, de discriminant D < 100. 

D H / = nfl-,3 = - ¿ H , 3 d i ( / ) N(/ ) Siif) 
1 (1 , - 1 ) - x ^ + _ -1 4 0 

2 ( - 1 , - 1 ) 1 4 {2} 
3 ( - 3 , - 1 ) 3 12 {3} 
5 ( - 5 , - 2 ) 5X2 ^ 2Y^ + lOZ^ 10 40 {5} 
6 ( 3 , - 1 ) -3X' + 3^2 -3 12 {2,3} 
7 ( - 7 , - 1 ) 7^2 + + 7^2 7 28 {7} 

10 (2,5) -2X2 - 5y2 + 10^2 -10 40 {2,5} 
11 ( - 1 1 , - 1 ) IIX'' -¥Y^ + 11Z'' 11 44 {11} 
13 ( -13 , -2 ) 13X2 + 2Y' + 26Z2 26 52 {13} 
14 (7 , - 1 ) _ 7 X 2 + y 2 ^ 7^2 -7 28 {2,7} 
15 (3,5) -3X2 _ 5 y 2 ^ 15^2 -15 60 {3,5} 
17 ( -17 , - 3 ) 17X2 + 372 + 357^2 357 1428 {17} 
19 ( - 1 9 , - 1 ) 19X2 ^ y 2 ^ 19^2 19 76 {19} 
21 (21,-1) -21X2 ^ y 2 _ 21^2 -21 82 {3,7} 
22 ( 1 1 , - 1 ) - 1 1 X 2 4 . y 2 _ 11^2 -11 44 {2 ,11} 
23 ( - 2 3 , - 1 ) 23X2 -f + 23^2 23 92 {23} 
26 (13,2) -13X2 _ 2y2 ^ 26^2 -26 104 {2,13} 
29 ( - 2 9 , - 2 ) 29X2 + 2y2 + 58Z2 58 232 {29} 
30 ( -10 , - 3 ) 10X2 ^ 3 y 2 + 30^2 30 120 {2 ,3,5} 
31 ( - 3 1 , - 1 ) 31X2 ^ y 2 ^ 31^2 31 124 {31} 
33 (33,-1) -33X2 ^ y 2 _ 33^2 -33 132 {3,11} 
34 (34,-3) -34X2 ^ 3 y 2 _ 102Z2 -102 408 {2,17} 
35 (7,5) - 7 X 2 - 5y2 + 35Z2 -35 140 {5,7} 
37 ( - 3 7 , - 2 ) 37X2 ^ 4 . 74^2 74 296 {37} 
38 (19 , -1) -19X2 + y 2 - 19Z2 -19 76 {2,19} 
39 (39 , -7) -39X2 ^ 7 y 2 _ 273^2 -273 1092 {3,13} 
41 ( -41 , - 3 ) 4 1 X 2 + 3 y 2 ^ 123Z2 123 492 {41} 
42 ( - 4 2 , - 1 ) 42X2 4 . y 2 ^ 42^2 42 168 {2 ,3 ,7} 
43 ( - 4 3 , - 1 ) 43X2 + y 2 ^ 43^2 43 172 {43} 
46 (23 , -1) -23X2 + y - 23Z2 -23 92 {2,23} 
47 ( - 4 7 , - 1 ) 47X2 + y2 + 47^2 47 188 {47} 
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D H / - nH,3 = -tH,3 di ( / ) N( / ) Siif) 
51 (3,17) - 3 X ^ - 1 7 ^ 2 + 5 1 ^ 2 -51 204 {3 ,17} 
53 ( - 5 3 , - 2 ) 5 3 X 2 ^ + 106^2 106 424 { 5 3 } 

55 ( - 5 5 , - 1 3 ) 5 5 X 2 ^ ;L3r2 + 715^2 -715 2860 {5 ,11} 
57 ( 5 7 , - 1 ) - 5 7 X 2 j^Y''- 5 7 Z 2 -57 228 {3,19} 
58 (29,2) - 2 9 X 2 - 2y2 + 58^2 -58 232 {2,29} 
59 ( - 5 9 , - 1 ) 5 9 X 2 + y 2 _̂  59^2 59 236 { 5 9 } 

61 ( - 6 1 , - 1 ) 61X2 ^ y 2 ^ gi^2 61 244 {61} 
62 ( - 6 7 , - 1 ) 6 7 X 2 ^ y 2 ^ 67^2 -67 268 {2,31} 
65 (5,13) - 5 X 2 _ ^3y2 ̂  55^2 -65 260 {5 ,13} 
66 ( - 6 6 , - 1 ) 6 6 X 2 ^ y 2 _̂  QQZ'I 66 264 { 2 , 3 , 1 1 } 

67 ( - 6 7 , - 1 ) 6 7 X 2 + y 2 + 67^2 67 268 {67} 
69 ( 6 9 , - 1 ) - 6 9 X 2 ^ y 2 _ g9^2 -69 276 {3 ,23} 
70 ( - 3 5 , - 2 ) 3 5 X 2 ^ + 70^2 70 280 { 2 , 5 , 7 } 

71 ( - 7 1 , - 1 ) 71X2 + y 2 + 71^2 71 284 {71} 
73 ( - 7 3 , - 7 ) 7 3 X 2 ^ y 2 ^ 73^2 73 292 { 7 3 } 
74 (37 ,2) - 3 7 X 2 _ 2 y 2 _̂  74^2 -74 296 { 2 , 3 7 } 

77 ( 7 7 , - 1 ) - 7 7 X 2 + y 2 _ 7 7 ^ 2 -77 308 { 7 , 1 1 } 
78 ( - 6 , - 1 3 ) 6 X 2 ^ i 3 y 2 ^ 78^2 78 312 {2 ,3 ,13} 
79 ( - 7 9 , - 1 ) 7 9 X 2 ^ y 2 _̂  79^2 79 316 { 7 9 } 

82 (82 , - 3 ) -82X2 + 3 y 2 - 246Z2 -246 984 {2,41} 
83 ( - 8 3 , - 1 ) 8 3 X 2 + y 2 + 83Z2 83 332 {83} 
85 (5,17) - 5 X 2 - 1 7 y 2 + 85^2 -85 340 {5,17} 
86 ( 4 3 , - 1 ) - 4 3 X 2 + y 2 - 43^2 -43 172 {2 , 4 3 } 

87 (3,29) - 3 X 2 _ 2 9 y 2 + 87Z2 -87 348 {3 ,29} 
89 ( - 8 9 , - 3 ) 89X2 ^ 3 y 2 ̂  267^2 267 1068 {89} 
91 (7,13) - 7 X 2 _ i 3 y 2 +91^2 -91 364 {7 ,13} 
93 ( 9 3 , - 1 ) - 9 3 X 2 + y 2 _ 93^2 -93 372 {3 ,31} 
94 ( 4 7 , - 1 ) - 4 7 X 2 + y 2 _ 47^2 -47 188 {2 , 4 7 } 

95 ( 9 5 , - 7 ) - 9 5 X 2 ^ 7 y 2 _ gg5^2 -665 2660 {5,19} 
97 ( - 9 7 , - 7 ) 9 7 X 2 ^ 7 y 2 ̂  579^2 679 2716 { 9 7 } 




