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Capitol 1

Una desigualtat de la regressio
multiple

1.1 Introducci6

Les desigualtats en probabilitats, estadistica i analisi multivariant constituei-
xen una part fructifera de la teoria matematica, doncs permeten acotar certes
guantitats, construir tests, o son Gtils per provar determinats teoremes.

Un exemple del primer tipus és la famosa desigualtat de Cramér-Rao, que
proporciona una cota per a la variancia d’un estimador no esbiaixat.

Amb les desigualtats de Bonferroni, podem construir tests simultanis,
amb aplicacions a les comparacions multiples de I'analisi de la variancia.

La desigualtat de Tchebichev permet provar molts resultats de convergen-
cia de successions de variables aleatories, pero també trobar intervals de con-
..anca en situacions de poca informacid sobre els parametres.

Donades dues distribucions univariants, les distribucions bivariants maxi-
ma i minima (cotes de Fréchet) acoten qualsevol distribuci6 bivariant. Ana-
logament, qualsevol coe..cient de correlacio esta acotat per les correlacions
maxima i minima de Hoerding.

En aquesta memoria presentem, estudiem i iltlustrem diverses desigualtats
d’interés en regressio i analisi multivariant. No tots els resultats obtinguts
son originals, com queda clar en el context. Pero si que és una contribucio
original la relacié entre els resultats, la visio conjunta i algunes il¢lustracions.

11
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1.2 Regressio multiple

Un dels métodes estadistics més importants consisteix en relacionar una vari-
funcié lineal, segons el model

Vi= X +Hee+ o Xip+3; =100 1.1
on n és el nombre d’individus de la mostra, en els quals hem observat els
valors de les variables, 1;:::; , son els parametres a estimar i 2; és un

terme d’error aleatori, que suposem amb mitjana 0 i variancia %?2.
Matricialment podem escriure el model com

Y =X +2, (1.2)

on Y és un vector n £ 1 de n observacions de la variable resposta sobre els
n individus, X és una matriu n £ p amb les observacions de les p variables

regressio i 2 és un vector de termes d’error.t
L’equaci6 (1.2) és el model de regressi6 multiple. ElI nom “regressio”
prové del titol d’un dels primers articles sobre el tema degut a Galton [34].
Suposant rang(X) =p; I’estimacié per minims quadrats ordinaris (OLS)

0= (X'X)* XY

Aqguest calcul pot comportar problemes en cas de multicolinealitat, i.e., quan
les variables estan molt correlacionades, ja que la matriu X°X, (relacionada
amb la matriu de correlacions si X és matriu centrada) t¢ un nimero de
condicié molt alt en el cas en el que almenys un parell de les variables ex-

L’analisi de regressié multiple és una de les tecniques estadistiques més
utilitzada en la practica. O més malament utilitzada, com molt bé explica
Rao [57]. De fet algunes vegades es redueix a I’aplicaci6 de formules, tant per
al calcul dels parametres com per a I’estudi de I'adequacié i I’'acompliment

! Algunes vegades el model s’escriu en la formay; = ¢ + 1Xj1+...+ pXijp+?2;; aleshores
la forma matricial seria la mateixa perd X seria una matriu n £ (p + 1) amb la primera
columna tota d’uns i = passaria a ser un vector (p+1) £ 1.
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de les hipotesis del model. L’Gs massiu de I'ordinador potencia encara més
aquest fet.

En aquest capitol presentem un resultat desconcertant en un primer cop
d’ull pero que ens pot avisar d’alguns dels perills de la utilitzacio, a la
lleugera, de la regressié maltiple.

1.3 Desigualtat de Hamilton - Routledge -
Cuadras (HRO)

Considerem la regressié multiple entre la variable resposta Y i les variables

Si observem aquestes variables en n individus escriurem el vector Y i la
matriu X en la forma

@) 1 (@) 1
Y1 X1 X2 11D Xpp
V=g g xofe e el
Yn Xn1 Xn2 il Xnp

La descomposicié de la suma de quadrats de la variable Y;

) X , X )
iip = @i+ =,
on ¥ és la mitjana de la mostra de la variable Y; ¥ és el valor de la variable
Y en l'individu i predit per la regressio i 2; és la diferéencia entre el valor
observat i el valor predit de la variable Y en I'individu i, suggereix utilitzar
la seglient quantitat, anomenada coe...cient de determinacio,

P

n 22

: T i 9
— - D i=1 i — pi=
A A N - 3
per mesurar I’adequacié del modeksle regressio. R? és el quadrat del coe..cient
de correlacié multiple, R = Corr Y;¥ .

D’una manera informal, observant (1.3), R? és la proporcid de variabilitat
de la variable Y explicada per les variaP)Ies X, X,

Com hem dit, es de..neix R = + R? com el coe..cient de correlacio

de regressio es pot trobar en Cuadras [14].
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Xi

Figura1.1: R2 =r2,_+r2_ . Les variables X; i X, no estan correlacionades.

yX1 yX2

Es com fer dues regressions independents.

El seu valor esta entre 0, si les variables explicatives no tenen intuéncia
en la variable resposta, i 1 si el model de regressié s’ajusta perfectament a
les dades.

pleix la igualtat estricta
2 x 2
R = Mo,
i=1

onN ryy, €s el coe..cient de correlacio simple entre la variable Y i la variable X;.
En aquest cas la regressio multiple es comporta com si féssim p regressions
simples per separat, explicant cadascuna d’elles part de la variabilitat de la
variable Y. En la ..gura 1.1 podem veure la certesa d’aquesta a..rmacid, en
el cas p = 2.

Siguin Y el vector de dades, ¥ el vector estimat per la regressié d’Y sobre

Xy 1 X, conjuntament i Y’\l i Y’\z els vectors estimats per les regressions de Y
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sobre X; i X, respectivament. Tenim

R? = cos?2(V;¥) = &%,
A0 A

— . — Y1 V1.

i, = cos?(Y;X1) = Ug;
A0 A

— . — Y2 Yo.

rr, = co0s?(Y;X;) = g

Per tant, si X; i X, s6n ortogonals (incorrelacionades), tindrem

yxa Ty, = Yy Tyl

r R? .

Es clar que si la condicié d’ortogonalitat (incorrelaci), no s’acomplis, no
hi hauria igualtat. Sén interessants els gra..cs de Hamilton [39] per veure en
quin sentit es veri..cara la desigualtat.

Intuitivament semblaria que, Ott [54], variables explicatives correlaciona-
des només haurien de contenir informacioé redundant i per tant hauriem de
tenir

R - i, .
i=1
Efectivament, part de la variabilitat de la variable Y explicada per la variable
X es pot explicar per les altres variables regressores correlacionades amb
aguesta.
Pero, resulta que la desigualtat contraria també es pot acomplir. Es a dir

R®>  r}, . (1.4)
i=1

Hamilton [39], Routledge [58], Cuadras [10], entre altres, presenten i
discuteixen aquesta desigualtat, desigualtat que anomenem de Hamilton-
Routledge-Cuadras, abreujadement HRC, seguint la terminologia proposada
per Tiit [63]. També és interessant el gra..c, ..gura 1.2, de Kendall i Stuart
[47], com un cas extrem per a la desigualtat (1.4). En la ..gura 1.3 hem
modi..cat aquest ultim gra..c, veri..cant també, pero, la desigualtat HRC.

De fet la desigualtat (1.4) succeeix més vegades de les que la intuici6 ens

podria fer pensar. Aixi, Shieh [59], resulta ser igualment probable tenir com
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X,
Y=
——>
Y.
=]
Xz (Xl'XZ)

Figura 1.2: Exemple extrem per la desigualtat HRC. R? = 1 al trobar-se Y
en el mateix pla que X; i X, . D’altra banda: r7, =0i r7, = 0. Cal
notar, també, que rp " jl.
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Y

|

|

|

|

R 1

Y |

4 —p
Y. -

X,
P

X2 (Xl’XZ)

Figura 1.3: Exemple per la desigualtat HRC. rf,xl =0i rf,XZ " 0. Cal notar,
també, que rp, T 1.

no tenir la desigualtat HRC en el cas d’una regressi6 amb dues variables
regressores absolutament irrellevants per descriure la variable resposta. A
més, aquest mateix autor, déna la probabilitat que aparegui la desigualtat
HRC en diversos casos, segons diferents valors de ri, , 7 i 5, coe.cient
de correlacid entre les dues variables explicatives i els verdaders valors dels
parametres en (1.1) respectivament.

1.4 Interpretacidé per components principals
de la desigualtat HRC

Cuadras [10] interpreta la desigualtat HRC utilitzant I’analisi de compo-
nents principals i demostra que aquesta desigualtat es presenta quan Y esta
sobretot correlacionada amb les components principals amb variancia pe-
tita, extretes de la matriu de correlacions R entre les variables explicatives.
Aquestes components principals, per tant, poden ser importants per predir
Y.
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Indiquem ¥, = (ryx,;:::;yx,). Aleshores
(PR SR (R (1.5)
D’altra banda podem escriure
R? =W, R, . (1.6)

En efecte, suposant X centrada, tenim
2 -
RZ = Corr? Y;¥ =cCor%Y;Xb)
a -

= Corr? Y;X(X'X)" X"y

£ i1 a,
~ L RYIXOXX) XY i

[ ¢ 1wy W0l 1oy ¢
Lyry 1 oxaxy it xey X (xex) XY

¢,

'Y I (XPX) L XY
(YY) 'Y OX (XOX) L Xy

Y OX (XX) XY
YUY

= W R My .

Tenint en compte (1.5) i (1.6) podem escriure la desigualtat (1.4) matricial-
ment en la forma
Yy R My > 1 Yhy (1.7)

yX

Cuadras [10] demostra el segtient resultat.

plicatives obtingudes a partir de la matriu de correlacié R: La desigualtat
Y xRy, > 1, Y, es veri..ca si i només si les correlacions simples entre la
variable Y i les components principals Z; amb var(Z;) = . < 1 dominen les
correlacions simples entre la variable Y i les components principals Z; amb
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var(Z;j) = .i > 1 en el sentit que

Li<<l il
Aquesta condicio equival a

X

r,(Li.i)>0.
i=1

En efecte, obtinguem en primer lloc les components principals de les vari-

generalitat ja que nomes estem interessats en les correlacions. Amb aquesta
..nalitat diagonalitzem la matriu simétrica R,

R =UalU’, (VU =UU"=1,)

o1 . 22 o - o .pdeRi U éslamatriu ortogonal que te per columnes els
vectors propis corresponents.

La matriu, centrada, XU és la matriu de dades en I’espai de les compo-
nents principals, que estandaritzada és Z = XU i%2 tenint en compte que
.i €s la variancia de la i-essima component principal.

Ates que

By = =XV;

Yoy = (Fyzgsii: ryzp)0
— 1-0v.
= 1zl;

Ril = Uoill)
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la desigualtat (1.7) es pot escriure com
1yXUmity'ixXly > 1yixixly
1yXynilZgil2ylixly > 1lyixixly
Iy1Zi(Xumit2)ly > lyixixly
1yiziz'y > 1y'XUemiPooil2yiixly
iyizizly > 1ly'zalZly |
I, per tant
W oyr > By, By,
d’on obtenim
W,(lp i @)y, . 0,

que equival a

(i) .0. (1.8)

1.5 Alguns exemples iltlustratius

En aquesta secci6 comentem alguns exemples que iltlustren la desigualtat
HRC.

Exemple 1.1

Hamilton [39] estudia en extensié un exemple arti..cial amb p = 2, basat
en Kendall i Stuart [47], en el que s’obté R? = 0:99992 , ryy, = 0:025 ,
ryx, = 0:4341; la diagonalitzacio de la matriu de correlacions dona els valors
propis .1 = 191 _, = 0:1002 i les correlacions de la variable Y amb les
components principals son ry,, = j0:22142 i ry,, = 0:97511.
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Amb aquestes dades obtenim

r2 (1j.i)=081144>0,

YzZj
i=1

X
R? = 0:99992 > r§xi = 0:189;

i=1
veri..cant-se per tant la desigualtat (1.4), o desigualtat HRC, aixi com la
condicié donada en el resultat 1 de la pagina 19, resumida en I'acompliment
de la desigualtat (1.8). S’ha de fer notar que la correlacié entre les dues vari-
ables explicatives és ry,x, = j0:8998 i que per tant, malgrat estar fortament
correlacionades, no només contenen informacioé redundant, com demostra el
fet d’acomplir-se la desigualtat HRC.

Aguest exemple també ens alerta sobre I’estudi dels diagrames de disper-
sio entre la variable Y i cadascuna de les variables explicatives X; i Xs.

En les ..gures 1.4 i 1.5, on es creuen la variable Y amb les components
principals, es nota la forta dependencia d’aquesta variable Y en la segona
component principal. També queda clara la poca variabilitat de la segona
component principal comparada amb la de la primera.

Les ..gures 1.6 i 1.7 mostren com Y no té tendéncia lineal al llarg de la
recta de regressio de X, sobre X, en canvi si que en té en un pla perpendic-
ular a aquesta recta. En canvi al llarg de la recta de regressio de la segona
component principal sobre la primera, si que la variable Y té tendencia lineal.

Exemple 1.2

Routledge [58] presenta en detall un exemple real, també per a p = 2, en
el que (1.4) s’acompleix. Discuteix també els gra..cs tridimensionals de la
variable Y amb les variables X; i X, i de la variable Y amb la primera i
segona component principal.

Exemple 1.3

Continuant amb el cas p = 2, Bertrand i Holder [5] construeixen un exemple
amb només 4 dades en el que la desigualtat HRC s’acompleix i citen també
un exemple real en el camp de la bioquimica clinica tret de Bertrand, Rudd,
Weller i Day [6].
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Figura 1.4: Nuvol de punts considerant la variable dependent Y i la primera
component principal. S’observa la poca relaci6 entre elles i la gran variabilitat
de la primera component principal.

13.4

13

12.6

12.2

-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6
CP2A

Figura 1.5: Nuvol de punts considerant la variable Y i la segona component
principal en I’exemple de Hamilton en el que s’observa la clara relacio lineal
entre elles aixi com la poca variabilitat de la segona component principal.
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Figura 1.6: Gra..c tridimensional en el que es veu com Y no té tendéncia
lineal al llarg de la recta de regressio de X, sobre X;.

Figura 1.7: Navol de punts tridimensional en el que es veu com Y té tendéncia
lineal al llarg de la recta de regressié de la segona component principal sobre
la primera.
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Exemple 1.4

Cuadras [10] estudia un exemple real tret de Jecers [43] i comentat per Jollice
[46] i Mardia, Kent i Bibby [51]. A les dades originals, la variable dependent
esta relacionada amb 13 variables explicatives, pero, s’escullen només les
variables explicatives X3, Xg, Xg i X33 trobant-se per tantenel casp = 4. El
coe..cient de determinaci6 d’aquestes quatre variables és el 95% del coe...cient
de determinacio considerant totes les variables. Els resultats son:

R?(4) = 0:695;
Fyx, = j0:055;
Myxs = j0:728;
Myxe = 0:117;
Fyxg = j0:253;

i aleshores la desigualtat (1.4) es veri...ca.
Les correlacions de la variable Y amb les quatre components principals
son
0:471; 0:114; 0:045; 0:677,

essent
.1 = 1211, ,=1:.059; _3=1017; _,=0:712;

els valors propis de la diagonalitzaci6 de la matriu R, considerant només
les quatre variables esmentades. Es veu, per tant, que la variable Y esta
meés correlacionada amb la quarta component principal, la de variancia _ 4 =
0:712; la més petita. S’acompleix també, com era d’esperar, la desigualtat
(1.8)

r2, (1§ .i) = 0:084389 _ O;

i=1
condici6 necessaria i su..cient a .. de veri..car-se la desigualtat HRC.

1.6 Regressio en components principals

Ja comentavem en la seccio 1.1 els problemes que la multicolinealitat entre les
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de les maneres d’evitar aquest problema és utilitzar el métode de la regressio
en components principals. Podem veure, per exemple, Jollice [46].
Destaquem dues de les principals raons que es presenten per justi..car el
seu Us. En primer lloc els problemes computacionals deguts a la multicoli-
nealitat de les variables explicatives, problemes que seran superats utilitzant
la regressio en components principals al fer servir variables que, per con-
struccid, son incorrelaciondes. En segon lloc el fet que totes les variables

les components principals, doncs cadascuna d’aquestes és combinacié lineal
de les variables explicatives originals. Pero precisament és en aquest punt on
hi pot haver problemes. El fet que la desigualtat (1.4) sigui una consequen-
cia de la infuéncia de les components principals amb variancia petita ens
diu que la regressio en components principals pot fallar també, al eliminar
components principals que poden tenir molta importancia.

Sobre aquest tema hem de citar, per exemple, Flury [33], que observa que
sovint s’utilitzen les primeres components principals i s’ignoren les Gltimes, és
a dir les que tenen variancia petita, malgrat que poden ser intuents. Quelcom
semblant apunten Montgomery and Peck [52]. També trobem, pero, autors
que ens avisen dels problemes. Aixi, per exemple, Jollice [45] i [46] comenta
que a I’hora d’escollir les components hi ha conficte: d’una banda eliminar les
components principals de variancia petita per solucionar la multicolinealitat
i de I’altra no eliminar les components principals amb alta correlacié amb la
variable dependent Y . En el seu article déna quatre exemples en els quals les
components principals de variancia petita son importants a I’hora de predir
la variable Y. També Mardia, Kent and Bibby [51] comenten que s’ha de
retenir les components principals que tenen més correlacié amb la variable
dependent. Aquests Ultims escriuen també que, afortunadament, la tendencia
de les dades és tal que les components principals amb variancia gran son les
gue expliquen millor la variable Y .

Més recenment Hadi and Ling [38] presenten un exemple en el qual I’Ul-
tima component principal és de fet I’Gnica que va bé per reduir las suma
de quadrats residual. En aquest mateix article aixi com en les puntualitza-
cions que fa Cuadras [15] al respecte, s’expliquen en quines circumstancies es
poden presentar aquests problemes. Aixo ho expliquem a la secci6 seguent.



CAPITOL 1. UNA DESIGUALTAT DE LA REGRESSIO MULTIPLE 26

1.7 Infuéncia de I’Ultima component princi-
pal

Sigui el model de regressio usual establert per (1.1), matricialment per (1.2).
L’estimador OLS de  és

b= (x'x)"* X"y
Si les variables estan estandaritzades, podem escriure

b=Rily, .

Suposem ara que %yx = 2 X'Y esta en la direcci6 del p-éssim vector propi

n
de R,
Yyx = ®Up;  ® & O:

Aleshores, si R = UalU' és la descomposicié espectral de la matriu de cor-
relacions, tenim que Rit = UailU’ i per tant

A L]
X

b = biilUiUiO (®Up)
i=1
sp

jaque UjU, =11 U)U, =0, per a tot i 6 p.

Per tant, si %yx esta en la direccio del p-éssim vector propi de R, b tambeg,
ide 2D podem dir que, aproximadament, també ho estara .

Suposem doncs que U, = °, aleshores

Y = X +2
= XUU™ +2
= ZU" +2

= %Zp"'z’
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o també

v = 87,42,
sp

essent Z, la p-éssima component principal. Aleshores la suma de quadrats
residual del model (1.2) és

3 ’03 -
RZ = Yixb vy jxb
= Y jbx
= VY igzgv ,
sp

d’on podem concloure que I'Gnica component principal que reduira la suma
de quadrats residual sera la p-éssima.
Finalment fem notar, que en aquestes condicions

] ®?
RZ = 1/Zg/xR |11/2yx =—>= ®2 = 1/Zg/xl/zyx;
sp
atés que ,, < 1. Per tant la desigualtat HRC es veri..ca (Cuadras [15]).
D’aquesta manera queda provat el seglent resultat.

Resultat 2 Si el vector de correlacions %y de la variable Y amb les variables

de R, la p-essima component principal sera I’Unica que reduira la suma de
quadrats residual. Una condicid necessaria és que es veri..qui la desigualtat
HRC.

1.8 Conclusions

La segient frase de Hamilton [39], podria resumir el capitol:
“No sempre variables correlacionades contenen informacié redundant”.
Aquesta frase esta implicitament resumida en la desigualtat HRC, (1.7),
i ens porta a haver d’anar amb molta cura a I’hora d’utilitzar I'analisi de
regressio multiple.
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Resumint, alguns d’aquests perills 0 usos no apropiats de la regressio
multiple sén:

2 Con..ar en els diagrames de punts X-Y i en les correlacions simples.

Pot ser que Fyx, Ya Iyx, Ya i ryx, ¥ 0 ien canvi R? ¥4 1. Aquest feno-
men apareix quan Y té una forta relacié amb les components principals
amb variancia petita, essent la multicolinealitat una condicio su..cient
perd no necessaria.

2 Descartar variables com a remei per evitar la multicolinealitat.

2 Usar el metode de seleccio “forward”, el qual ens pot portar a descartar
variables amb gran infuencia conjunta, amb altres variables, sobre Y .

2 Us de la regressio en components principals, al descartar les darreres
components principals, les de variancia petita, les anomenades “soroll”,
les quals poden ser importants a I’hora de predir la variable Y:

2 Atencio també a I’Gs de les tecniques de representacio gra..ca al llarg
dels primers eixos principals, al poder dependre les variables originals
a representar, dels Ultims eixos principals, els quals s’ignoren en la
representacid per considerar-los com “soroll”.

En de..nitiva: el fet de veri..car-se la desigualtat (1.7) adverteix que la
variable Y depén d’aquest “soroll” més que de la part de variabilitat de les
dades que estiguem considerant. Tenir en compte aquest fet, pot ajudar a
millorar la utilitzacié practica de I’'analisi de regressié multiple, aixi com les
técniques de reduccié de la dimensio.



Capitol 2

L ’efecte d’augmentar les
correlacions simples

2.1 Introducci6

un mateix espai de probabilitats. En aquest capitol abandonem el model de
regressio i ens dediquem a estudiar les correlacions, multiple i simples, entre

Comencarem suposant que les correlacions simples s6n

Ny >0, 1=1,:05s;
Ny =0, 1=s+1;:::p:

Es a dir, Y només esta correlacionada amb s, on s < p, de les p variables
explicatives i aquesta correlacio, a més, la considerem positiva.

Iniciem el capitol amb un altre resultat sorprenent i aparentment poc
intuitiu com és el fet seglient, observat per Tiit [62]. Fixat el nombre de vari-
ables explicatives i mantenint constant la matriu R, encara que augmentem
el nombre s de variables correlacionades positivament amb Y , el coe..cient de
determinaci6 no té per que augmentar, com semblaria normal al augmentar
la intuéncia de les variables explicatives sobre Y: També trobarem exemples
per a la desigualtat HRC estudiada en el capitol 1.

29



CAPITOL 2. L’EFECTE D’AUGMENTAR LES CORRELACIONS SIMPLES30

2.2 \Variables equicorrelacionades

cas que té interes en certs problemes d’analisi multivariant. A més a més,
suposem que la correlacié de la variable Y amb cadascuna de les variables

explicatives X;;:::; X, és 0 6 constant. Es a dir
O 1
1 ¢ i ¢
1
Rzgc 1 g; amb j —— <c<1],; (2.1)
o pil
c ¢ 1
per garantir que la matriu R sigui de..nida positiva, i
O 1
r
S
¢ce
r
Yy = ths = 0 ; (2.2)
W
0
amb r > 0.
En aquestes condicions tenim que
W = sr?;
RZ(S) = 1/205Ri11/25 ’ (2 3)

sri[l+(isil)c
[L+@ilcdic)’

funci6 que no és creixent en s.
Tiit [62] i [63] i posteriorment Cuadras [12] estudien la possibilitat que es
presentin dos resultats sorprenents:

R?2(s)>sr? i R?(s)) >R?(sy) ambs; <s,.

El primer resultat, R?>(s) > sr?, ja ha estat estudiat en el capitol 1.
Es la desigualtat HRC, de la qual trobarem aqui altres exemples. El segon
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resultat, que estudiarem mes endavant, expressa el fet que augmentant les
correlacions amb la variable resposta no té per qué augmentar el coe..cient
de determinacié R2. Seguint Cuadras [12] donarem una explicacié utilitzant
components principals.

2.3 Exemples per a la desigualtat HRC

Exemple 2.1

Suposem el model (2.1) i (2.2) amb p =8, ¢ = 0:5i r = 0:4. Es ben sabut,
Cuadras [14], que per una matriu de correlacions de la forma (2.1) els valors
propis son

a=1+(Pil)e o=tt=_,=1jc, (2.4)
amb vectors propis respectius
o 1 Op ! o 1
A 6 1
o 2 = p(Pi 1)
pk Bl 6
8 ¢¢F?¢ 02 1&% pM¢
H u2 ’ u3 = H ’ up 1
B= toe 0 p(pil)
p 666 B (Pil)
0 0 p(pil)
(2.5)

El vector de correlacions de la variable resposta Y amb les components
principals és
-1
Yy, = @izU, (2.6)

on U és la matriu que té a les columnes els vectors propis ui.
Apliguem aquests resultats teorics a I’exemple que ens ocupa.

L1 =45, =ttt = _g =05
O 1

OF;=1 *% o 1

O 1 2 & p

B pl 6 56
u_8¢¢8¢gu— ’ Uz = p% g¢m§
1 — y U2 — y U3 — .

P%

p%

-
O = O
=
-

O = O
=
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h h
—

| oy | R | (i) ]
(0:4;0;:::;0) 0:2844 | > | 0:16 0:124
(0:4;0:4;0;:::;0) 0:4978 | > | 0:32 0:170
(0:4;0:4;0:4;:::;0) | 0:64 > | 0:48 0:160
(0:4;:::;0:4;0;0;0;0) | 0:7111 | > | 0:64 0:071
(0:4;:::;0:4;0;0;0) |0:7111 | < | 0:8 i 0:089
(0:4;:::;0:4;0;0) 0:64 < | 0:96 i 0:320
(0:4;:::;0:4;0) 0:4978 | < | 1:12 j0:622
(0:4;:::;0:4) 0:2844 | < | 1:28 i 0:996

Taula 2.1: Exemple amb variables equicorrelacionades. Avaluacié de la de-
sigualtat HRC i la condicié d’acompliment.

| tyz |
(0:0667 0:4000 0:2309 0:1633 0:1265 0:1033 0:0873 0:0756)
(0:1333 0 0:4619 0:3266 0:2530 0:2066 0:1746 0:1512)
(0:2 0 0 0:4899 0:3795 0:3098 0:2619 0:2268)
(0:2666 0 0 0 0:5060:41310:34910:3024)
(0:3333 0 0 0 0 0:5164 0:4364 0:3780)
(0:4 0 0 0 0 0 0:5237 0:4536)
(0:4667 0 0 0 0 0 0 0:5292)
(0:5333 000000 0)

Taula 2.2: Exemple amb variables equicorrelacionades. Infuencia de les
components principals.

P, . Py
En la taula 2.1 donem els valors de %y, R?, = {_ o, i = 5, (1 i .i)en
funcié del nombre de variables correlacionades amb Y, s. També donem, en
la taula 2.2, els vectors %y, segons s.

En els primers |c_ugatre casos s’acompleix tant la desigualtat HRC com la
desigualtat (1.8), ? 1 yz (i .i) . 0, és adir, hi ha més intuéncia de
les components principals amb variancia petita. Per tant podem comprovar,
un altre cop, com la desigualtat HRC s’acompleix sempre i quan la condicié
(1.8) es veri..qui. Observant %y, es pot veure també com I’anterior a..rmacio
va relacionada amb la importancia de les components principals de variancia

més petita d’1, de fet sén totes tret de la primera.
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Figura 2.1: Relacié entre el nombre de variables correlacionades amb Y i el
coe..cient de determinacié d’una banda i la suma de r7,, de l'altra.

Es aclaridor el gra..c de la ..gura 2.1 en el qual, a part del que acabem de
dir, s’observa I’'altre resultat sorprenent i poc intuitiu del qual parlavem en
I'apartat 2.1: encara que augmentem el nombre de variables correlacionades
positivament amb Y, de 4 a 5, el coe..cient de determinacié no augmenta. Si
de 5 variables correlacionades amb Y passem a6, de6 a7 ode 7 a8, aleshores
el coe..cient de determinacié no només no augmenta sind que disminueix.

Exemple 2.2

Considerem el segiient exemple inspirat en Tiit [63]. Tirem un dau i estudiem
els seglients esdeveniments A; = f1;4g, A, = 2;5g i Az = £3;69. Tenim
per tant que les probabilitats son: P (Ai) = ;i = 1;2;3. Sigui ara el vector
aleatori (Xy; X5; X3) on cada X; és igual a I'indicador de I'esdeveniment A,.
Aixi tenim

POG=D) =5 POG=0)=2 i=123
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A més a més per a tot i es té

1 2
E[Xi]:§; Var[xi]:§;
i peratoti & j .
Cov [Xi; X;] = i§-
Tenim per tant, fent X3 =Y,
A ! A |
_ 1 oaz o, i
R_ 'l 1 ’ /ZyX_ 'l ’
17 12

és a dir, un cas obvi del model de regressié amb variables equicorrelacionades
ambs=p=2ir=c= j3. Enaquestes condicions i per (2.3) tenim

R?=1>%h =sr? =

N -

veri..cant-se la desigualtat HRC.
En general, si suposems=pir=c= i% tenim, per la formula (2.3),

RZ=1>4h =sr’=

=

és a dir, s’Tacompleix la desigualtat HRC.

2.4 Desigualtat HRC forta

Com una generalitzacio de I’exemple comentat en I'apartat 2.3, Tiit [63]
enuncia el seguent resultat, que podem presentar com una versio forta de la
desigualtat HRC.

Resultat 3 En les condicions de I'apartat 2.2, amb s = p i ¢ = r, donada

una constant k, 1 < k < p, podem trobar un vector aleatori Y, Xy, :::, X,
tal que
RZ
.%F = k:
r2

i=1"yX;
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En efecte, cal prendre

@) 1
1 ljk ..
k(pid) " k(P|l)
lik 1 lijk
R:E k(pil) k(p.l)

lik 1jk
k(pil) k(pil)

o 1
1jk
k(i D
h=0 000 X,
1jk
k(pil)
veri..cant k_(p'T) la condici6 donada en I’equacié (2.1). En aquest cas, de (2.3)
I fent s =p; c =r; tenim
R? = ¥ Rilh,
_ pr2
1+(ir
Wby = pr;
I per tant
2
P R 1 |
. 1 rgx 1 +(ir
expressio, que tenint en compte r = k_(p'T) resulta ser
RZ
2 =k !
=1 M,

que és el que voliem demostrar.

Observem que en aquest cas la variable Y esta relacionada amb la com-
ponent principal de variancia més petita d’1 i en canvi no ho esta amb les
components principals de variancia més gran d’1, veri..cant-se

(L .i) -

i=1

com es pot comprovar tenint en compte que de (2.4) obtenim
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kpijl 1
Pi 1 ’p:E<1;

bl_bz_"'_bpil_mb ]
amb vectors propis els mateixos de (2.5). Cal notar que hem ordenat els
valors propis en ordre decreixent. Per tant el vector de correlacions de la
variable Y amb les components principals és, de (2.6),

| gy
pkil) p

k@ip kO
Tiit [63] generaIiI_J)a aquesta situacio fent que el vector %y sigui %yx =
(Fyxq s Tyxp)' @mb 5 ry, =0, donant en aquest cas

Yy, = (0;:::;0

R2 — 1 sz .
1 - yXi?
1 iC i=1
I per tant
2
pR _ 1.
- rg, lic

2.5 Augmentant les correlacions simples no
té per qué augmentar R?

En aquesta seccié comprovem que I'ajust de la regressié no necessariament
millora afegint variables explicatives correlacionades amb la variable Y; o
augmentant les correlacions simples amb Y .

Continuant amb les hipotesis del model establert per (2.1) i (2.2), el que
acabem de dir és, de fet, el segon resultat que presentavem en I'apartat 2.1,

R?(s1) > R?(s2) amb s; < s;

i per al qual hem trobat un exemple en I'apartat 2.3. No és molt clar, com
en aquest exemple podem veure, que aquest fet sigui una conseqiiéncia de la
infuencia de les components principals de variancia més petita d’1 sobre la
variable resposta Y:

Podem dir, en canvi, Cuadras [12], que per s, = p, Y esta correlacionada
solament amb la primera component principal i R? (s;) - R2(s) per a qual-
sevol s; vegeu taules 2.1 i 2.2.
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Estudiem tedricament aquest fet. El coe..cient de determinaci6 donat en
(2.3) es pot descomposar en la forma

R?(s) = r*[A(s) + B (s)] ,

on
SZ
A(s) = > 0;
®) = E+eiDg
TR
2 "1 1
B(S)_lic s'p -0

Considerem dos casos: primer, 0 < ¢ < 1, variables explicatives equicor-
relacionades positivament, i segon, j LA(p i 1) < ¢ < 0, variables explicatives
equicorrelacionades negativament.

Considerem 0 < ¢ < 1. A(S) és funcio creixent en s, és a dir, A(sy) <
A(sz), amb s; < s,, estant relacionat el seu valor amb la variancia, 1 + (p j
1)c > 1, de la primera component principal.

B(s) esta relacionada amb les darreres components principals, les de va-
riancial j c<1.

B(s) és creixent entre s = 0 i s igual a I’enter més proper al valor %
i és decreixent entre aquest enter i I’enter, no superior a p, més proper a
I+(pil)c

=

Sigui ara §1A(p i 1) <c < 0. A(S) és funcio creixent igual que abans,
pero ara esta relacionada amb la variancia de la darrera component principal,
I’Gnica més petita d’1.

B(s) esta relacionada amb les primeres components principals i és de-
creixent sempre.

En de..nitiva, per 0 < s; < s, - p, sempre A(s;) < A(S,), pero pot ser
B(s1) > B(sy) i per tant també pot ser R%(s;) > R(s,).

Ataquem ara el problema d’una altra manera. En I’exemple citat de
I’apartat 2.3, ..gura 2.1, veiem com R2?(s) va augmentant, per disminuir a
partir d’'un cert s. Podem dir que és quan les components principals de
variancia petita perden pes en el vector de correlacions Y%,;.
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Estudiem en I'esquema actual el signe de I’expressio

(L L)
i=1

el qual donara resposta a la pregunta que ens acabem de fer.

A I,
1
2 -y — - - -
» ryz (1 i .i) Srvp~[1+(p =T flil+(il)cg
XA . I,
+i=s+1 srpi(i =D Li@io)]
M |

=szr2- i(pil)c +_C 1 17"
pll+@ilc lic s'p

_ g tlis+clpil)
Tic)l+(ilcl’

P
- y -, p 2 - ’ -
de tal manera que el signe de I'expressié i, Iy, (1 i .i) és el mateix que
el de I’expressid
ics+c+(pil)ch

F)
H 2 p 2 -
la qual cosa ens diu que sera  [_,; ry,,(1 i .i) . 0quan

s<1l+(il)c

si ¢ és positiu i per tot s si ¢ és negatiu.
Estudiem, per exemple, el cas ¢ = 0:5. Tenim

1+(pijl)c
2C

35 a dir, B (s) assoleix el seu maxim! per al mateix s per al qual I’expressio

b r§zi(1 i .i) canvia a negativa, en altres paraules, quan les components

principals de variancia més petita d’1 perden pes. En la taula 2.3 podem

veure, per diferents valors de p i diferents valors de ¢ > 0, per qllg'ps valors de

s, R?(s) arriba al seu maxim i per quins valors de s I'expressié ~ ©_, r7, (1 j
.i) passa a ser negativa.

=1+(@pilg

INo només B(s), si no també R?(s) si s’estudia directament la funci6 R2(s) =
sr2[1+@isil)c]
[1+@iDc]dic)”
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p=2 =2 p=4 p=4
c maxR2(s) |~ P, r2, (1§ .i)<0|maxR%(s)| P, r,(1i.i)<0
Ol|||s=2 s=2 s=4 s=2
0:2||s=2 s=2 s=4 s=2
03 |||s=2 s=2 s=3 s=2
04 l|s=2 s=2 s=3 s=3
05(|s=1i2 |[s=2 s=2i3 |[s=3
06 |||s=1 s=2 s=2 s=3
07 ||ls=1 s=2 s=2 s=4
08 |||s=1 s=2 s=2 s=4
09 ||ls=1 s=2 s=2 s=4

p=38 p=28 p=10 p=10
c max R? (s) '?1WU|,J<0 max R? (s) '?1%ﬂ|,0<0
0:1(|s=28 s=2 s=9i10 |s=2
0:2||s=6 s=3 s=7 s=3
0:31||s=5 s=4 S=6 s=4
04 1|s=5 s=4 S=6 s=5
05||s=41i5 s=5 s=516 S=6
06 ||s=4 S=6 s=5 s=7
0:7|||s=4 S=6 s=5 s=38
08 ||s=4 s=7 s=5 s=9
09 ||s=4 s=8 s=5 s=10

Taula 2.3: alors de s pels quals R?(s) arriba al seu maxim i pels quals
I'expressio  P_.r yz (1 § .i) passa a ser negativa, per diferents valors de p i
dec>0.
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2.6 Una generalitzacio

Podem fer una generalitzacio del fet que augmentant les correlacions simples
no augmenti la maltiple. Siguin Y; i Y, dues variables resposta i Xy,..., X,
variables explicatives. Es possible tenir d’'una banda

0 X ) 0 X )
Yoyuxyix = Mg = Yoyoxyx = Fyax; 2.7
=1 j=1
és a dir, Y, esta aparentment més correlacionada amb les variables explica-

tives que Y, i d’altra banda

R% = %g/lxRill/zylx < R% = 1/22/2XRi11/ZY2x; (28)

fet que és degut a la infuencia sobre Y; de les components principals amb
variancia petita.

Com abans, caldria matisar aquest fet en el sentit que el que passa és que
Y, esta més intuenciada per les components principals de variancia petita
gue Y;. També cal notar que la situacio expressada en les dues desigualtats
anteriors (2.7) i (2.8) es pot donar tret del cas en que

Ri> rj, i Ri< 1,
=1 =1
a la vegada, la qual cosa ens diu, mirant el compliment de la desigualtat
HRC, que hi ha infuéncia de les components principals de variancia petita
en Y, pero no en Y, (Cuadras [12]).
Justi..quem per queé la situacio plantejada per les desigualtats (2.7) i (2.8)
es pugui presentar i donem condicions en termes de les components principals.

Suposem

i
yx = TyxiiliTyx, =®0U,

amb u unitari, on
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iguin Uy, :::, Uy els vectors propis de la matriu R. Podem escriure u =

R = %, R,

" # " #
X -
= ® a|U| R'l ® aiUi
i=1 i=1
' # ' #
X X
= @2 aiU; Ril aiU;
i=1 =1
' # ' #
X i
= @2 aiU; Ugil’ aiU;
i=1 i=1
o ®2Xa_|2
i=1 =
D’altra banda
hy, = @izU%, (2.9)
A |

Si
b =@U=0 aU;,

i=1
amb u proper a la primera component principal, és a dira; >01ia; = 0 per

]/ZyZX:_¢V: b|Vi y
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amb v no tan proper a les primeres components principals, podem trobar?

Kaz Xy

RI=0 “‘1<2 1=R3,

i=1 =! i=1 =!

i també
W sy = @ > T2 = Yo

fent ® > ~. Es a dir, es veri..ca (2.7) i (2.8) i aix0 ha estat possible gracies
a que Y, esta més infuenciada per les components principals de variancia
petita que Y;, com es pot veure tenint en compte (2.9).

Exemple 2.3

cions
1 031 04 052

1
~_[Bo3 1 05 o:4§
0:4 052 1 031 '

0:52 04 031 1

i dues variables Y1 i Yo, amb vectors de correlacions

@) 1 @) 1
0:6 0:6

b= B 08 1, =f 006
0:3 0:1

que indica clarament que Y; esta aparentment més correlacionada amb la
variable explicativa que Y.
Fent els calculs adients obtenim

R =%, Rl =0:4833;

R} =4 Rilty,, =07162;

1/20 1 — Pp r-2 = 086

y1XY1X J=1"Yy1iXj ]
P

11 — P 2 — N-R2-

Bxyox = Sy 18, = 0:63:

2Donat ®, el minim valor de R? es troba quan %y, = ® ¢ U; que implica R? = ®—j -
2 Z - b - - - ’.
®? P, a— . Esadir, quan Y esta correlacionada amb la primera component principal.
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Tenim per tant el segiient esquema

P
2 p 2
Ri < i=1 Myix;
N
F)
2 p 2
RZ = j=1 rysz ’

altrament dit
Ri< 1, <Ri< 1
j=1 j=1

posant de manifest que per a Y, la infuencia de les components principals de
variancia petita és gran, al veri..car-se la desigualtat HRC. En tot cas, més
infuencia que per Yy, per a la qual no es veri..ca la desigualtat HRC.

També ho podem veure avaluant I'expressié (1.8). En efecte: els valors
propis de la matriu R so6n 2:23, 0:81, 0:57 i 0:39, i per tant

O
i 0:60264

1
0:00000 E
0:13245 X’
0:32026

-1
L —gis % —
fy1z = B 2U Ny, x =

(Suny)

1

j 0:43524
0:05556 E
0:06622 A’

0:72059

e O

-1
1 — gis % —
fy,z = B2 Uy, =

que implica

PP 2 0
i1 rylzi(l i.i) = 1/zylz(lp i @)%y, = j0:3766;

PP 2 0
i1 Moz, (L i L) =Yy, (Ip i ©)%y,, = 0:0862.

Aquest exemple esta basat en Cuadras [12], el qual déna un segon exemple
que iltlustra la idea que tant el métode de selecci6 forward com el metode de
la regressié en components principals poden no ser adients.
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Capitol 3

La paradoxa de Simpson

3.1 Introduccid

La paradoxa de Simpson [60] no deixa de ser sorprenent per molt coneguda
que sigui i estudiada que hagi estat. Ens alerta contra I’analisi de dades de
taules de contingencia, especialment quan les dades no provenen de grups
homogenis.

Aquesta paradoxa consisteix en que pot passar que en cada subpoblacio
un esdeveniment B infueixi favorablement en un altre esdeveniment A i, en
canvi, en el total de la poblacid, B intueixi desfavorablement en A.

Comencem aquest capitol comentant dos exemples per iltlustrar la para-
doxa. A continuacié inclourem una breu descripcio de I'analisi de corres-
pondéncies per, ..nalment, aplicar aquesta técnica a I’estudi d’aquesta para-
doxa, incidint especialment en I’aspecte gra..c. P

En el capitol 1 interpretavem la sorprenent desigualtat R> > = _, rZ
utilitzant components principals. El que fem en aquest capitol és utilitzar
I’analisi de correspondencies per estudiar gra..cament les taules de contingen-

cia.

3.2 Exemples de la paradoxa de Simpson

Siguin A i B dos esdeveniments. Pot passar simultaniament que tant en
la poblaci6 C com en la poblacié C°, I’esdeveniment B sigui favorable a
I’esdeveniment A i, en canvi, deixant de banda la poblacio, I’esdeveniment B

45
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cl|c | c Jc
B | B | B
Mort (A% ][ 950 [ 9000 || 5000 | 5
Curat (A) || 50 | 2000 || 5000 | 95

Taula 3.1: Paradoxa de Simpson. Tant en la poblaci6 C com en la C’, és
millor el nou tractament B.

sigui desfavorable a I’esdeveniment A. Es a dir
P (A=BC) > P (A=B’C) i P (A=BC") > P (A=B'C") ,
I en canvi
P (A=B) <P (A=B") ,

essent B? I’esdeveniment contrari a I’esdeveniment B.
Es la paradoxa de Simpson.
Cosiderem un parell d’exemples arti..cials pero versemblants.

Exemple 3.1

Colin R. Blyth [7] mostra el seglient exemple.

Un metge vol provar I'e..cacia d’'un nou tractament (B) en front d’un
tractament estandar (B'). Obté els resultats de la taula 3.1, tenint en compte
gue ho prova amb pacients locals (C) i amb pacients de fora de la seva
localitat (C").

Observem com, tant en la poblacié local com en la foranea, el nou trac-
tament millora la probabilitat de curar el pacient. En efecte,

P (A=BC) = 0:1 > 0:05 = P (A=B'C) ,

P (A=BC") = 0:95 > 0:5 =P (A=B'C") .

En canvi mirant les dades sense diferenciar la poblacid, taula 3.2, haura
de concloure que el nou tractament no bene..cia el pacient. En aquest cas es
té

P (A=B) = 0:11 < 0:46 = P (A=B") .
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|| | B | B |
Mort(A") [ 5950 || 9005
Curat(A) | 5050 || 1095

Taula 3.2: Paradoxa de Simpson. Sense tenir en compte la poblacid, el nou
tractament B no bene..cia el pacient.

L | Al Al B] B] c| Cc]
| | Nois | Noies | Nois | Noies || Nois | Noies ||
Si 19 20 7 40 10 30
No 31 30 43 210 30 70

Taula 3.3: Frequéncies d’admisio a tres facultats. En cadascuna de les fac-
ultats A, B i C, les noies son bene..ciades en I'admisio.

En el gra..c 3.1 veiem clarament la situacid. Les dades vistes globalment
van en una direccié ascendent mentre que en cadascuna de les poblacions
aquesta direcci6 es capgira. Retrobarem aquest fet en el capitol 4, en el qual
parlarem de desigualtats en distancies.

Exemple 3.2

Les taules 3.3 i 3.5 descriuen les frequéncies absolutes d’admisié, o no, en
tres facultats, A, B i C tenint en compte la variable sexe.
D’una banda tenim

P (SiANoi) = 0:26 > 0:23 = P (SiANoia)

| | Nois | Noies ||

Si 36 90
No [ 104 | 310

Taula 3.4: Frequéncies d’admisio a tres facultats. Globalment, sense tenir en
compte les facultats, els nois soén bene..ciats en I’'admisio.
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B(A/B) P(A/B))
0.95
EncC'
05

0.46

Sense contar la Poblacié

0.11
0.05

0.1

EnC

Figura 3.1: Paradoxa de Simpson. Probabilitats en I’'exemple de I’e..cacia
d’un nou tractament. La probabilitat tenint en compte les poblacions i sense
tenir-les en compte van en direccions diferents.
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i, d’altra,
P (SIANoi\A) = 038 < 0:40 = P (SiANoia\A) ,
P (SIANoi\B) = 0:14 < 0:16 = P (SiANoia\B) ,

P (SiIANoi\C) = 0225 < 0:30 = P (SiANoia\C) ,

49

(3.1)

és a dir, la probabilitat (estimada) d’admisié en cada facultat és més gran
per a les noies i, en canvi, globalment, la probabilitat d’admisié és més gran

per als nois, fet aparentment contradictori.

Pero com sempre, les paradoxes no no ho son tant quan es veu realment

el que passa.

En primer lloc hem de fer notar que P (SiANoi) no és la mitjana de

P (SiANoi\ A), P (SiANoi\B) i P (SiANoi\C) ,
com tampoc ho és P (SiANoia) de
P (SiANoia\ A), P (SiANoia\ B) i P (SiANoia\ C)
En realitat son mitjanes ponderades,
P (SiANoi) = P (AANoi)P (SiANoi\ A) +

P (BANoi) P (SiANoi \ B) +
P (CANoi) P (SiANoi\ B) ,

P (SiANoia) = P (AANoia)P (SiANoia\ A) +
P (BANoia) P (SiANoia \ B) +
P (CANoia) P (SiANoia\ B) .

Si les variables sexe i facultat fossin independents, és a dir
P (AANoi) = P (AANoia) =P (A) = _ ,
P (BANoi) = P (BANoia) =P (B) =1,
P (CANoi) =P (CANoia) =P (C)=1j.i?,
tindriem

P (SiANoi) = _ P (SiANoi\ A) + 1 P (SiANoi \ B)
+(1j.iYP (SiANoi\B) ,
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P (SiANoia) = _ P (SiANoia\ A) + 2 P (SiANoia \ B)
+(1j§. i%Y)P (SiANoia\B).
Si suposem, per exemple, P (SiANoi) > P (SiANoia), arribariem a
[P (SIANoi\ A) j P (SiANoia\ A)] .

+[P (SiANoi\ B) j P (SiANoia\ B)] * >

1i.iYI[P (SiANoia\A) j P (SiANoi\ A)] ,

la qual cosa ens indica que en cap cas poden acomplir-se a la vegada les
desigualtats (3.1). Es a dir, si hi hagués independéncia entre les variables
sexe i facultat no hi hauria paradoxa. El que passa aqui, en el nostre exemple,
és que

P (AANoi) = 0:36 & 0:125 = P (AANoia) ,

P (BANoi) = 0:36 & 0:625 = P (BANoia) ,

P (CANoi) = 0:29 & 0:250 = P (CANoia) .
A més a més

P (SIAA) = 0:39 > 0:29 = P (SiAC) > 0:16 = P (SiAB) ,

i justament és en la facultat B, on es ddna la minima acceptacid, on hi van
més les noies a demanar I'admisié. Podem dir que la paradoxa de Simpson
és el resultat de la interaccio entre la variable sexe i la variable facultat.
Aquesta interacci6é és produida pel disseny experimental al ser diferents les
proporcions de nois i noies que es presenten a cada facultat. Gra..cament,
tornem a veure, ..gura 3.2, que el conjunt de dades van en una direccio
descendent mentre que en cada facultat passa el contrari.

La paradoxa de Simpson es pot descriure, i és interessant fer-ho, amb I'a-
jut de I'analisi de correspondéncies, molt especialment amb els gra..cs propis
d’aquesta tecnica d’analisi multivariant.

3.3 Analisi de Correspondencies

L’Analisi de Correspondencies (AC), té una llarga historia que s’inicia el 1935
amb Hirschfeld [42], el 1940 amb Fisher [32] i el 1941 amb Guttman [37]. Ha
estat extensament estudiat per Benzécri [4] i Greenacre [36].
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FacultatA 0.4
0.38

0.3
Facultat C

0.26

0.25
Sensetenir en compte lesfacultals 0.23

0.16
014 Facultat B

Figura 3.2: Paradoxa de Simpson. Probabilitats en I’exemple d’admisié en
tres facultats, A, B i C. Les dades globals van en una direccié descendent i
en cadascuna de les facultats la direcci és ascendent.
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L’AC és apropiat per representar les categories de les ..les i columnes
d’una taula de contingéncia, essent un dels seus objectius, descriure les rela-
cions existents entre dues variables categoriques i, simultaniament, les rela-
cions entre les categories de cada variable, tot aixd en un espai de dimensid
petita, obtenint, per exemple, una representacié geometrica de les categories
d’una variable en relacio a la distribuci6 de frequéncies relatives de les cate-
gories de I'altra variable, utilitzant la distancia khi-quadrat.

Suposem gque tenim dues variables categoriques A (variable ..1a) i B (vari-
able colaggma) amb | i J categories respectivament, i que han estat observades

enn= ;T individus, obtenint la taula de contingencia I £J

B; B, (6t B
A | i T 060 Foy | Ty
Ay | Tor T 000 Ty | Ty

, (3.2)

Al fll f|2 ¢¢¢ flJ f|¢
f¢1 f¢2 ¢ee f¢J n

on T és la frelgpénma de la intersecco Ai\B;; fi, = i Tij son les frequencies
de Aj i f;j = ;T;; son les freqiencies de B;: Hem de tenir en compte que
la taula (3.2) ressumeix la matriu de dades inicial, que tipicament és de la
forma

1 1 0 ¢¢ O 1 0 ¢¢¢ O

S

1 0
Ar Ay 6 Ay By By (it By

on donem el valor 1 quan es presenta una caracteristica i 0 quan no es pre-
senta.

Indiquem per N = (fj;) la matriu 1 £J amb les freqiiencies de la taula
de contingéncia. Anomenem matriu de correspondéncies a
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i indiquem per r el vector I £1 amb els totals marginals de les ..les de P, i
per c el vector J £ 1 amb els totals marginals de les columnes de P

r=P1;, c=P1:

El problema que tenen les variables categoriques és que no sén gquantita-
tives. La quanti..cacié 0 ¢ 1 anterior és convencional. Assignem doncs a les

I considerem les variables compostes
U=Xa; V =Ybhb:

Volem trobar a; b tals que les correlacions entre U i V siguin maximes.
Clarament, estem en un problema de correlacié canonica, llevat que ara les
matrius de covariancies entre ..les i entre columnes sén singulars.

Aplicant la teoria de la correlacié canonica tenim, en notacié matricial,
la soluci6 general

A, =Dj"?U; By =Dji™?v,

on D, és la matriu diagonal que conté els valors marginals de les ..les i D; la
de les columnes. Com el producte per una constant no altera les correlacions,
també obtenim correlacions maximes considerant les matrius

A=Di¥UD ; B=D{"VD ; (3.3)

on D _ és la matriu diagonal amb, en ordre decreixent, els valors singulars
de la descomposicio singular

Di¥2(P j r)Di¥2 =UD V' . (3.4)

La representacio de ..les i columnes utilitzant les coordenades principals
A; B és la solucio simétrica. La representacio utilitzant les matrius

A=D}™UD ; B,=Di*??v; (3.5)
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és a dir, coordenades principals per a les ..les i coordenades estandar per a
les columnes, és la soluci6é asimetrica. Aquesta solucié reprodueix milllor la
dependéncia entre ..les i columnes.

Per a que les distancies entre punts-..la i punts-columna tinguin sentit
hem de fer intervenir els per..Is de les ..les

o B2 g B2y,

I I 1
matricialment, Q = DJP , i els per..Is de les columnes Di'P’ . La distancia
entre, per exemple, Ax i A, calculada a partir de T, i fi; només ens donaria
la diferencia d’individus entre aquestes dues categories, mentre que si la cal-
culem sobre els per..Is de les ..les avaluem les diferéncies de comportament
en relacio a les categories de la variable B.
La distancia khi-quadrat entre les ..les i;i’ de N és

2 X (plj_rl i pIUJ_rIO)

+&, =
Tijo =
Cj

i=t

i, analogament, podem de..nir la distancia khi-quadrat entre columnes com

2 X (pij=cj i pijr=cio)?.
m/E I '
i=1 !
Es demostra que les distancies euclidianes entre les ..les de la matriu B
(matriu A) obtingudes a (3 3), coincideixen amb la distancia khi-quadrat +? 1550

(la distancia khi-quadrat +3)).

3.4 Aplicacio a la representacio de la para-
doxa de Simpson

Exemple 3.3

Després d’aquesta breu descripcio de I’AC, apliqguem la solucié asimetrica
d’aquesta técnica multivariant a I’exemple 3.2, reestructurant les dades en la
forma donada en la taula 3.5, en la qual considerem només dues variables, la
variable facultat d’una banda i la variable sexe-admisié de I'altra, agrupant
en una sola variable les variables inicials sexe i admisio. ElI métode asimetric
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|| | Al BIC]
Noies si (n-si) | 20 | 40| 30
Noies no (n-no) || 30 | 210 | 70
Nois si (N-si) || 19 7110
Nois no (N-no) || 31| 43| 30

Taula 3.5: Frequéncies d’admisio a tres facultats on considerem com una sola
variable, sexe - admisio, les variables inicials, sexe i admisio.

de I’AC utilitzat és interessant per examinar les diferéncies o similituds entre
les categories de la variable ..la.

En la ..gura 3.3 es troba la representacioé gra..ca dels resultats de I’AC.

La proximitat del punt que representa les noies no admeses al punt que
representa la facultat B, indica una forta demanda a aquesta facultat que és
la que més rebutja.

Aquest ultim gra..c el podriem ampliar afegint-li:

2 |a informacié de les frequiéncies marginals per a les tres facultats, P (A) =
0:19,P (B) =0:56i P (C) =0:26 , a través de tres cercles, I'area dels
quals és proporcional a cadascuna d’aquestes fregiencies

2 |a proporci6 d’admesos i no admesos, part no ombrejada i si ombrejada,
en cadascuna de les tres facultats representades pels cercles correspo-
nents, P (SIAA) = 0:39 , P (SiAB) = 0:16 i P (SiAC) = 0:29.

Tenim el gra..c ampliat en la ..gura 3.4, en el qual s’aprecia gra..cament
el que deiem abans, les noies soltliciten més I'ingrés a la facultat B que és la
gue té més percentatge de no admesos, la qual cosa explica la paradoxa.

Cal notar que les projeccions, amb origen en el vertex A sobre el segment
BC, de cadascun dels punts ..la, representen la proporcié en que la ..la en
questio participa en les columnes B i C. El mateix passa amb les altres
projeccions amb origen els altres vertex, B i C, sobre els altres segments AC
i AB. Aixi, i tal com apareix en el gra..c, els nois no admesos en les facultats
B i C sén 7 i 10 respectivament, per tant, el segment BC queda repartit de

- - TN - 7 - 10
forma inversament proporcional a les freqlencies =55 1 =545 -
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A
B
N-s
o N-n n-n
on-s o
o
N
©
<) C
GC_) FACULTAT
£
a O SEX_ADMI
Dimensio 1

Normalitzacié principal per fila

Figura 3.3: Representacié gra..ca de I’AC asimetric per I’exemple de les tres
facultats. Representem les ..les amb les coordenades principals i les columnes
amb les coordenades estandar. La proximitat del punt que representa les
noies no admeses (n-n) al punt que representa la facultat B, indica una forta
demanda a aquesta facultat que és la que més rebutja. (n-s=noies si admeses,
n-n=noies no admeses, N-s=nois si admesos i N-n=nois no admesos)
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7/(7+10) i
10/(7+10).
Repartint de
manera
inversament
proporcional
ladistancia
BC entre
aguests
valors.

Figura 3.4: Representacio gra..ca ampliada de I’AC asimetric (representem
les ..les amb les coordenades principals i les columnes amb les coordenades
estandar) per I'exemple de les tres facultats. Les noies soltliciten més I'in-
grés a la facultat B que és la que té més percentatge de no admesos, part
ombrejada de cada cercle, la qual cosa explica la paradoxa.



CAPITOL 3. LA PARADOXA DE SIMPSON 58

Tabac
Supervivéncia ||| F NF | Total
NS 139 230 | 369
SS 443 502 | 945
Total 582 732 | 1314

Taula 3.6: EIl fet de ser fumadora (F) té un efecte positiu sobre la super-
vivéncia (NS: no sobreviu, SS: si sobreviu), després de 20 anys, en les dones
d’aquesta mostra.

Edat
18-24 25-34 35-44 45-54 55-64 65-74 75+ | Total
NS-F 2 3 14 27 51 29 13| 139
NS-NF 1 5 7 12 40 101 64 230
SS-F 53 121 95 103 64 7 0| 443
SS-NF 61 152 114 66 81 28 0| 502
Total 117 281 230 208 236 165 77| 1314

Taula 3.7: Taula de frequiéncies, per I'exemple de la relacié entre tabac i
supervivencia, considerant com una sola variable, supervivencia-tabac, les
variables inicials supervivencia i tabac. En cadascun dels grups d’edat, tret
del grup 25-34 anys, el tabac té un efecte negatiu sobre la supervivéencia,
després de 20 anys, en les dones d’agquesta mostra.

Exemple 3.4

Considerem, ..nalment, un exemple real estudiat per Appleton et al. [2].

La taula 3.6 conté les dades reals, que classi..quen 1314 dones segons
les variables tabac i supervivencia. La variable tabac té dues categories:
fumadora habitual i no fumadora (F, NF). La variable supervivéncia també
té dues categories: sobreviu (SS) i no sobreviu (NS), segons segueixi viva o
no després de 20 anys. L’estudi es va realitzar durant els anys 1972-74 i 1995.

Amb aquestes dades,

P (NSAF) = 0:2388 < 0:3142 = P (NSANF) ,

és a dir, sembla que el tabac té un efecte positiu sobre la supervivéncia al
cap de 20 anys. Considerem, pero, la taula 3.7 la qual conté les mateixes
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dades de la taula 3.6 introduint la variable edat i considerant solament dues
variables, la variable edat i la variable supervivéncia-tabac, amb els valors
NS-F si no sobreviu i és fumadora, NS-NF si no sobreviu i no és fumadora,
SS-F si sobreviu i és fumadora i SS-NF si sobreviu i no és fumadora. Ara

tenim s o
0:0161 < 0:0364

%0:0318 > o:oz42§

0:0579 < 0:1284 =

P (NSANF) = _ 0:1538 < 0:2077 _ =P (NSAF) ,

0:3306 < 0:4435
0:7829 < 0:8056

-1 = 1

on es veu que I'efecte del tabac és negatiu. Cal notar, pero, que en el grup
d’edat format per les dones de 25 a 34 anys I’efecte del tabac és lleugerament
positiu i que en el grup de més de 75 anys, per raons obvies, la probabilitat
de no sobreviure després de 20 anys és 1 tant en les fumadores com en les no
fumadores.

Apliquem a les dades en la forma de la taula 3.7 I’AC. Amb les notacions
de la seccio 3.3, tenim

1
2 3 14 27 51 29 13
_gl 5 7 12 40 101 64§
T @53 121 95 103 64
61 152 114 66 81

O0:002 0:002 0:011 0:021 0:039 :0221 0:010 *

Pz% 0:0008 0:004 0:005 0:009 0:030 0:077 0:049§
0:040 0:092 0:072 0:078 0:049 0:005 O ’
0:046 0:116 0:087 0:050 0:062 0:021 0

(@) 1
0:089
(@) 1 .

0:106 0:214

0:175
0:175

= g § c =R 0:158
0:337

0:382 0:180

' 0:126

0:059



CAPITOL 3. LA PARADOXA DE SIMPSON 60

Els valors singulars de la descomposicié (3.4) sén ,; = 0:712, ,, = 0:200
I .3 = 0:108. La variabilitat explicada per les dues primeres dimensions
principals és del 97:9%.

La matriu de per..Is de les ..les és

© 0:019 0:019 0:104 0:199 0:369 0:209 0:095 1
_ B 0:005 0:023 0:029 0:051 0:171 0:440 0:280
~ @ 0:119 0:273 0:214 0:231 0:145 0:015 0
0:120 0:304 0:228 0:131 0:162 0:055 O

Q

La solucié asimétrica (3.5) dona, en les seves dues primeres coordenades
de la representacio conjunta de ..les i columnes,

1

0:763 §0:832

O 1 . '
j0:493  0:544 0:738 j1:022
0:603 0:285

il:423 0:157 .
A= 0:462  0:029 1 Bo = 0:401  1:069 & ,

. ' 0:181  1:572

0:381 j0:105 i0:18 5

il:721 0:420
i2:495 0:959

coordenades principals per a les ..les i coordenades estandar per a les columnes.

La ..gura 3.5 dona aquesta representacié asimétrica ampliada amb la in-
formacié de les freqliencies marginals per als 7 grups d’edat, area de cada
cercle, i la proporcio de no supervivents i si supervivents, part no ombrejada
i si ombrejada respectivament, en cadascun dels grups d’edat. Hem afegit
també els punts ns (no sobreviuen) i ss (si sobreviuen) els quals represen-
ten les mitjanes ponderades de ns-f, ns-nf i de ss-f, ss-nf, respectivament.
Les barres sobre ns-f i ns-nf indiquen el percentatge de no supervivéncia de
fumadores i no fumadores respectivament.

Es pot veure com els fumadors sén més proxims als grups d’edat més
joves, on la supervivéncia és més gran.
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o

55-64

@)

24 %

H 45-54
ns-.f
31 % ns
H u ss-f
SS .l
I ss-nf
ns-nf
35-44
65-74 18-24

g

75+
25-34

Figura 3.5: Representacio gra..ca ampliada de I’AC asimeétric (representem
les ..les amb les coordenades principals i les columnes amb les coordenades
estandar) per a I'exemple del tabac i supervivencia després de 20 anys. Els
fumadors, ns-f, ss-f estan més prop dels grups d’edat joves, on la superviven-
cia és més gran. La part ratllada del cercle indica la proporcié d’individus
que no sobreviuen. Els punts ns (no sobreviuen) i ss (si sobreviuen) sén les
mitjanes ponderades de ns-f, ns-nf i de ss-f, ss-nf, respectivament. Les barres
sobre ns-f i ns-nf indiquen el percentatge de no supervivencia de fumadores
I no fumadores respectivament.
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Capitol 4

Desigualtats amb distancies

4.1 Introduccio

En el capitol 1 hem estudiat la desigualtat
Y R Py > 1 Yoy

La forma d’aquesta desigualtat déna peu a buscar una versié utilitzant dis-
tancies entre dues poblacions, Cuadras, Duran i Fortiana [21].

Aquesta desigualtat expressa el fet que no sempre variables correlacionades
contenen informacio redundant i, si interpretem %@XRill/zyx com una distan-
cia de Mahalanobis (variables correlacionades) i %g,xl/zyx com una distancia
de K. Pearson (variables incorrelacionades), ens suggereix comparar la dis-
tancia de Mahalanobis, la qual conté la redundancia entre les variables, i la
distancia de K. Pearson que no la conté. En el present capitol estudiarem la
desigualtat que podem expressar dient que la distancia de Mahalanobis entre
dues poblacions pot ser més gran que la distancia de K. Pearson entre elles.

En el moment d’estudiar aquesta desigualtat entre distancies veurem, com
hem vist en el capitol 3 en estudiar els exemples iltlustratius de la paradoxa
de Simpson, que les dades es comporten de manera diferent, depenent de
si tenim o no en compte les poblacions. Podem dir que la desigualtat en
distancies, Mahalanobis més gran que K. Pearson, és una versié multivariant
de la paradoxa de Simpson.

Després de generalitzar a més de dues poblacions aquesta desigualtat,
I’estudiarem des del punt de vista de I’'analisi multivariant de la variancia.

63
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Continuarem comentant un exemple clasic de Fisher, i, per I'estudi gra..c
del qual, veurem com representar una component principal en I’espai canonic.

Per acabar el capitol intentarem interpretar la paradoxa de Rao, coneguda
com la “maledicci6 de la dimensionalitat”, des del punt de vista de la de-
sigualtat en distancies, Mahalanobis més gran que K. Pearson.

4.2 Dues poblacions

Siguin §1 = (%1;8)1 32 = (*,; 8) dues poblacions multivariants p-dimensionals,
essent 1; i 1, els vectors de mitjanes respectius i 8 la matriu de variancies-
covariancies en les dues poblacions.

Sigui

2= i8R 1)
el quadrat de la distancia de Mahalanobis entre les dues poblacions §, i § o,
I, com un cas particular, sigui
- 2
iZK = X(ll3/l—212) =i 12)0§81(11 i 12)
i=1 4i
el quadrat de la distancia de K. Pearson, on 8, = diag (8).

Com que la distancia de Mahalanobis conté la redundancia entre les vari-
ables, a través dels elements de fora de la diagonal de 8i?; i la distancia de
K. Pearson no la conté, a I'intervenir només en aquesta la matriu diagonal
8, podriem esperar tenir la desigualtat

th <if, (4.1)

en el sentit que variables incorrelacionades discriminen millor.
Es pot presentar, pero, la desigualtat contraria

L iL)8 ' i) =8>k =ni'8'®i%). @2

Utilitzant components principals, es pot demostrar el segtient resultat, Cuadras
i Fortiana [24], el qual podem veure gra..ca i intuitivament en la ..gura 4.1.

Resultat 4 La desigualtat +2, > +2 es presenta quan if% segueixen la di-
reccié de I’Gltima component principal.
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1la. component

. la. component
principal principal
2a. component
principal
2a. component
principal

Figura 4.1: 2, > +Z . La direccié del segment que uneix les mitjanes de les
dues poblacions segueix, practicament, la direccidé de la segona component
principal.
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66
En efecte.
Sigui U; un vector propi de valor propi ., de la matriu 8. Aleshores
8U; = .U, (4.3)
I, per tant
] Ui
gily; = = (4.4
|
Suposem que els valors propis de 8 estan ordenats,
,l>,2_., . ,pil>,p,
. P, P, .
els quals, tenint en compte que  [_, .i = _; % , veri..quen
essent ¥%;; la variancia de la variable X;.
Aleshores per a qualsevol vector V, tenim
1 ) V2 V72
—VV < VgtV = L +ote+ B (4.5)
.1 11 Yapp

1 ]
—VV > Vgity . (4.6)
sp
Sigui Y; = U)X la i-éssima component principal, la qual suposem que
segueix la direccio de la linea 1,1,, és a dir suposem que veri..ca 1y j 1, = U;.
Per la igualtat (4.4), podem escriure

§1 (i t) ="

I, per tant,

2, =(1 j1,)'811 (1 j1y)= (i o) (i )

Ara, de les desigualtats (4.5) i (4.6) tenim

SN . _ _
Mi)8'M iY== <th=1

1) 8i1 (1, § 1y),

Si ,i:,lai

N . _ _
M iL)8Mi)= >tk =1

1) 8it (1,

12),
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Si ,i = .p,que és el que voliem veure.

Més en general, trobarem la desigualtat (4.2), quan ifﬂ!z segueixi practi-
cament la direccié de les components principals de variancia petita. Aixo és
el que enunciem en el seglent resultat.

Resultat 5 La desigualtat +2, > +% es veri..cara sempre que
Xi i ¢
i1 8 >0,
i=1
essent ® = U!(%; j 1,) el producte escalar entre el vector diferencia de
mitjanes * =1, j 1, i el i-essim vector propi de 8.

En efecte, sense pérdua de generalitat, suposem dues poblacions multi-
variants §; = (O;R) i 32 = (*;R); on R és la matriu de correlacions. (En
tot cas sempre podem suposar * = 1; j 1, i en cas que les variables no
tinguessin variancia 1, sempre podriem seguir la demostracié prenent ﬁ).

La desigualtat (4.2) la podem escriure, per tant,

VRil1 > a0
i també .
11t ¢
R"jl, >0. 4.7)

Sigui R = UalU’ , amb U'U = UU’ = I, , la descomposici6 espectral de
R, que també podem escriure

X
R= ,iUUl.
i=1
De la mateixa manera Ril= Uaily)l j
il X il 0
Ril=" _ilyu’.
i=1

Aixi,
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Figura 4.2: Signi..caci6 del coe..cient alfa, ® = cos|; .

La desigualtat (4.7), i_per tant la (4.2), queda ara
A !

0 X i il ¢ 0
1 Aril Uy >0, (4.8)
i=1
és a dir .
10 TSt ¢ ¢
Uaitjl U 1>0. (4.9)
De..nimperatoti=1;:::;p, el coe.cient ® = 2°U; que podria considerar-

se quelcom semblant a una correlacid, ..gura 4.2. Tenim per tant
®; = cos i kUik : k2'k = cos; ,

considerant també k1'k = 1 , sense pérdua de generalitat, ja que sempre

1
podem fer .

Vectorialment seria
® = 1'U,

Les desigualtats (4.8) i (4.9) queden, com voliem demostrar,

Xi il - ¢ 2
i1l e >0, (4.10)

i=1
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qgue matricialment és . ¢
® miljl, @>0,
respectivamept.

Atés que  P_, ® = 1; d’una manera informal podem dir que la desigual-
tat (4.2) es complira quan ®? sigui proxima 1 pera ,; < 1i®?2 proxim a 0 per
a . i > 1. També informalment podem dir que (4.10) s’acomplira quan I’angle
entre 1 i U; sigui ”petit” (mateixa direccid) per als vectors propis que donen
les components principals Y; amb variancia més petita d’1; i sigui ”gran”
(direcci6 ortogonal) per als als vectors propis que de..neixin les components
principals Y; amb variancia més gran d’1.

Podem a..rmar, per tant, que en aquesta situacid, la direccié geomeétrica
gue segueixen les mitjanes de les dues poblacions és diferent a la direccio
principal que segueixen les variables observades, direccié que ens ve donada
per la primera component principal.

4.3 Exemple iltlustratiu

Flury [33], en I’estudi del discriminador lineal per dues variables i dues pobla-
cions, presenta sis casos tipics, els quals podem veure en la ..gura 4.3.

Els valors dels parametres utilitzats per Flury, suposant 1, = 0, estan a
la taula 4.1, en la qual apareixen 1;, 8, R i els valors de les distancies de
Mahalanobis i de K. Pearson.

En el primer cas i en el cinqué les distancies entre les dues poblacions
coincideixen al ser 8 = 8§,

En els casos 2 i 3 es veri..ca la desigualtat (4.1), la que generalment po-
driem esperar tenir, doncs 8 conté informacié redundant. En la ..gura 4.3
s’observa com en aquests casos el vector * i la segona component princi-
pal van en direccions perpendiculars. De fet podem calcular 'angle [, =
arccos %ﬁ‘jzk = 90°.

En els casos quart i sisé la situacio és diferent. Es veri..ca la desigualtat
(4.2) i en el gra..c s’aprecia com els vectors 1 i u, estan en una direccié més
propera. De fet, en el quart cas g, = 45° i en el sisé p, = 0°.

En la taula 4.2 hi ha els valors i vectors propis corresponents a la des-
composicid espectral de la matriu de correlacions R, aixi com els valors dels
coe..cients ®; i ®, i I'avaluacié de la desigualtat (4.10). Aquesta Ultima
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| W

NN

Figura 4.3: Eltlipses de concentracid pels sis casos presentats per Flury per
I’estudi de la discriminacid lineal entre dues poblacions. En els casos (4) i
(6) s’acompleix la desigualtat (4.2).



CAPITOL 4. DESIGUALTATS AMB DISTANCIES 71

[Cas| sz, | x 8, | xR, [ % | [=]
1 2 10 10 3 —|g
,&2 ' ,&0 1, A 01 '
5 2 2 2 -1 0:8165 5 <33
,&2 ' A 2 3 8.8165 1,
2 2 19 1 0:95
3 205 | < | 4
AZ ' A 1.9 2 ' A 095 1 '
4 2 _2. jl6 _1 j0:8 10 -9
04| W6 7 @8
5 2 2 0 10 ) X
AO ' | A 0 4 ' A 01 '
1 2 il8 1 i0:9
6 1 il8 j0:9 10 gk

Taula 4.1: Vectors de mitjanes i matrius de covariancia i correlacid, aixi com
I’avaluacid de les distancies de Mahalanobis i de K. Pearson pels sis casos de
discriminacio lineal presentats per Flury. S’observa que la desigualtat (4.2)
es veri..ca en el quart i en el sisé cas.
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- .
Cas .1 .2 X Uq . X U, ' ®1 ®2 ,_lu il ®|2
o iol (1) i2 |2 0
A A
2 || 1:82 | 0:18 '8;8; '0%37 §2:83 | 0 i 3:5959 < 0
A 1Y. A .
3 || 1:95 | 0:05 '8;8; '0%37 §2:83 | 0 §3:8974 <0
A 1Y. A . )
4 || 18 |02 1 0:707 0707 | itar 14| 711100
2707 £0:707,
0 il
5 11 |1 . '0 i2 |0 0
A A 1
6 || 1:9 |01 '0%37 8;8; 0 1:41| 17:5260 >0

Taula 4.2: Valors i vectors propis i coe..cients alfa, aixi com I'avaluacié de la
condicié de compliment de la desigualtat (4.2), pels sis casos de discriminacio
lineal presentats per Flury. En el quart i en el sisé la condicié s’acompleix.
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columna iltlustra el resultat 5. Cal fer notar que els valors dels coe..cients
®; 1 ®, no estan normalitzats. Per considerar-los com ®; = cos ; s’hauria de
dividir els valors donats en la taula 4.2 per les corresponents normes.

4.4 Meés de dues poblacions

Considerem ara el cas de g > 2 poblacions.

Siguin §i = (%, 8),amb i =1;:::;9; g poblacions multivariants.

Una generalitzacié natural de la nocié de distancia (al quadrat) entre
dues poblacions és la nocié de variabilitat geométrica, Cuadras, Fortiana i
Oliva [25], entre g poblacions, de..nida per

— 1 *x 2

V=— 4
2 J
2g i;j=1

on J_rizj és la distancia (al quadrat) entre les poblacions §ii §j.
Una generalitzacié de la desigualtat (4.2) tindra, per tant, la forma

1
292

- 0 il - 1 X - 0 il -
@i 8TEii > 2 i) 8 it 411

ij=1 ij=1

De..nint de manera natural la variabilitat geométrica de Mahalanobis, i
simbolitzant-la Vy, i la variabilitat geometrica de K. Pearson, Vi, la de-
sigualtat (4.11) la podem escriure de forma reduida

Vm > Vi .

L’acompliment d’aquesta desigualtat indica que les mitjanes de les pobla-
cions segueixen una direccio diferent a la de les dades observades globalment.
Més concretament, les mitjanes segueixen la direcci6 de les components prin-
cipals, obtingudes de 8, amb variancia petita. De fet és una generalitzacid
del que es deia en I'apartat 4.2 al parlar de I'acompliment de la desigualtat
(4.2) per a dues poblacions.

Un exemple que iltlustra aquesta desigualtat en el cas g = 3, és I'exemple
de Fisher [31], classic en analisi multivariant, el qual comentarem amb més
detall en I'apartat 4.7. En I’estudi gra..c d’aquest exemple, apartat 4.8, es
veu clar el que hem comentat en el paragraf anterior.
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4.5 Generalitzacio

g-dimensional i considerem la hipotesi nultla Hy : 4 2 £¢ %2 £.
La radé de versemblanca per aquest test és

L (W)

N H

L)

on L (u7) és la funcié de versemblanca per I'estimador maxim versemblant

o =

restringit u° de i L(W) és la funcié de versemblanca de I'estimador maxim

versemblant | de p.
Es pot demostrar, Rao [56], la igualtat assimptotica

i2loge = VLFEV,e

P
on Ve = 8= L, Z(1°) , essent Z; (u°) els “eCcient scores” d’una mostra

Tenint en compte, a més a més, que una generalitzacié natural de la
distancia de Mahalanobis és precisament la distancia de Rao, Z'F i'Z, una
generalitzacio de les desigualtats que estem estudiant, (1.4), (4.2) i (4.11), és

i2loga > j2loga; j (¢ § 2logay, (4.12)

on ©; son les raons de versemblanca per a cadascuna de les p variables estu-
diades. Cuadras [11] ja presentava aquesta desigualtat fent notar que el seu
compliment indica una anormal connexié entre model i dades, ortogonalitat
entre la direccid que segueix el model i la principal variabilitat de les dades,
la qual ve donada per la primera component principal.

4.6 Desigualtat en el MANOVA

Estudiem la desigualtat (4.12) en I'analisi multivariant de la variancia (MA-
NOVA).

En I'analisi multivariant, quan ens trobem amb dades corresponents a
un grup de variables mesurades en dues 0 més poblacions, utilitzem moltes
vegades, a part de I’analisi canonica de poblacions i I’analisi discriminant, la
técnica estadistica coneguda com MANOVA.
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La formulacié de I'analisi multivariant de la variancia, en el cas d’un
factor, és com segueix, vegeu, per exemple, Cuadras [14].

Es usual voler contrastar la hipotesi d’igualtat de mitjanes en les g pobla-
cions, contra la hipotesi alternativa de desigualtat d’algun parell de mitjanes,
Ho: 11 =::=25vs. Hy : 16 1y peraalgunai & j.

Per avaluar la desigualtat (4.12) necessitem la rad de versemblanca.

Sabem, Cuadras [14] o Mardia, Kent i Bibby [51], que el criteri de la rad
de versemblanca és!

L _ det(w)
©det(T)’

on I:>n- Pg 0
W = L i i W)in i %)

_ P Py i Ca
T = her = Yih i HDYin i ),
son les matrius de dispersio dintre dels grups i total respectivament, amb
|D“i Vi
¥ = e,
Pni Pg y
—_ = i= ih
y — h lN 1 ,
P
N = ?zl n;j.
ITinguem present que &l . = 2.



CAPITOL 4. DESIGUALTATS AMB DISTANCIES 76

. Especie Setosa | Versicolor | Virginica | Total
Variable
Longitud sepals 5:006 | 5:936 6:588 5:843
Amplada sepals 3:428 | 2:770 2:974 3:057
Longitud pétals 1:462 | 4:260 5:550 3:757
Amplada pétals 0:246 | 1:326 2:026 1:199

Taula 4.3: Exemple de Fisher sobre tors del genere Iris. Vectors de mitjanes
per les tres poblacions i pel total de les dades.

Es demostra que T = W + B, on B = P?zlni(yi i Vi P ésla
matriu de dispersié entre grups.?

Per tant, el criteri de la rad de versemblanca el podem escriure també en
la forma

_ det(W)
~ det(W +B) °

Rebutjarem la hipotesi nultla quan obtinguem valors signi..cativament
petits de ©.

4.7 Exemple de Fisher

Un cop feta aquesta petita introduccid, podem passar a veure I'acompliment
de la desigualtat (4.12) en un exemple, classic en analisi multivariant, degut
a Fisher[31] i comentat per, entre altres, Anderson[1], Cuadras [14], Johnson
I Wichern [44], Mardia, Kent i Bibby [51] i Morrison [53].

En aquest estudi sobre fors del génere Iris, Fisher va observar 4 variables,
longitud i amplada de sépals i pétals (p = 4), en 3 espécies (g = 3), Virginica,
Versicolor i Setosa, agafant 50 individus de cadascuna d’elles.

Els resultats mostrals necessaris per calcular les diferents raons de versem-
blanca i avaluar la desigualtat (4.12) apareixen a les taules 4.3, 4.4 i 4.5.

En aquestes dues Ultimes taules, 4.4 i 4.5, les matrius corresponents a
totes les variables estan descomposades en quatre blocs per diferenciar les

2 H H A 110 PQ 0 0 H
Matr_|C|aIment_ten|m Yi = n_ilniYi s W= L Y7HRYi, T=YH,Y iB=
Y | —

1—
LN YiiY O YiivY.
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QA L A 1
A ' 38:956 13:630 24:703 5:645

W = Wi Wy, _ A13:630 16:962! A 8:148 4:808 ' g
W31 Wy 24:703 8:148 27:322 6:284
5:645 4:808 6:284 6:156

Taula 4.4: Exemple de Fisher. Matrius de dispersié dintre els grups.

O_A LA |
A ' 63:212  §19:953 165:17 71:278
. B, B _ Al 19:953 11:3452 ' A557:23 i22:932!
B2: Bz 165:17 §57:23 436:73 186:69
71:278 §22:932 186:69 80:413

Taula 4.5: Exemple de Fisher. Matrius de dispersio entre els grups.

variables corresponents als sepals de les corresponents als pétals, per aquest
ordre.

En tot aquest estudi hem de fer notar que, Cuadras [14], el test d’homo-
geneitat entre les matrius de covariancies resulta signi..catiu.

Avaluem la desigualtat (4.12) en diferents casos. Primer considerant les
quatre variables, per després estudiar per separat les variables corresponents
al sépals i als pétals. Els comentaris es faran en I'apartat 4.8, en estudiar
gra..cament aquest exemple.

Per a les quatre variables tenim

det(W)

= ————— =0:02344,
det(W + B)

mentre que considerant-les individualment es té

8, = Gl = 0:38129,
B, = Gz = 059922,
By = G = 0:05863
8, = g = 007112,
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Per tant trobem en aquest cas la desigualtat
i2loga=7:5066 < 13:913 = j2logo; j ::: j 2log®ay,

I no s’acompleix (4.12).

Considerem, pero, per separat, les dues variables corresponents als sépals
i als pétals, és a dir, les dues primeres variables d’'una banda i les dues ultimes
de I'altra i tornem a avaluar la desigualtat (4.12).

Tenim en el primer cas, considerant les variables corresponents als sépals,

det(W1,)

Ty, = = 0:16654,
27 det(Wy, + Byy)

d’on
i2log©,,=3:585 > 2:9526 = j2loga; j 2log=,.
En aquest cas, per tant, si que s’acompleix la desigualtat (4.12).
En el segon cas, considerant solament les dues ultimes variables, les cor-
responents als pétals, els resultats serien

det(Ws4)

= = 0:04
% = Jet(Was + Ba) 00438

d’on
i2logrg=6:2562 < 10:96 = j2logas j 2log ay.

Per tant el que tenim en aquest cas és la desigualtat contraria.

També podem veure com aquest exemple iltlustra la desigualtat (4.11)
com ja avangavem en la seccio 4.4. Per a les variables dels sépals, per a les
quals s’acompleix la desigualtat (4.2) tenim

A I
5 = 0:2650 0:0927
0:0927 0:1154 °
essent els vectors de mitjanes els corresponents de la taula 4.3. Es veri..ca,
per tant
Vv = 8:49 > 4:49 = V.

Per ultim, en la taula 4.6 esta avaluada la desigualtat (4.2) per a cada
parell de poblacions. La desigualtat (4.2) no es veri..ca al considerar les
dues variables corresponents al pétals. En els altres casos, considerant totes
les variables o només les variables corresponents als sepals, la desigualtat es
veri..ca sempre que una de les dues poblacions sigui la especie setosa.
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” [ Totes les variables |

Setosa-Versicolor 929 =+#2, >+Z = 750
Setosa-Virginica 195:1 =+, > 42 = 184:1
Versicolor-Virginica 142 =+, <2 = 166
Dues variables corresponents als sepals
Setosa-Versicolor 1919 =4+, >+2 = 80
Setosa-Virginica 2155 =+, >+2 = 111
Vfersicolor-Virginica 1:3 =+, <2 = 17
Dues variables corresponents als pétals
Setosa-Versicolor 625 =412, <tz = 670
Setosa-Virginica 131:6 =tf, <tZ = 1730
Versicolor-Virginica 101 =+, <2 = 149

Taula 4.6: Avaluacio6 de la desigualtat per dues poblacions en I'exemple de
Fisher.

4.8 Estudi gra..c de I’exemple de Fisher

4.8.1 Variables primera i segona corresponents als se-
pals

Hem vist en I'apartat 4.7 com les desigualtats (4.11) i (4.12) s’acompleixen
per a les variables longitud i amplada dels sepals mesurades en les tres pobla-
cions considerades: setosa, versicolor i virginica.

En la ..gura 4.4 observem com, al representar els individus i les dues com-
ponents principals de cada poblacid, eix llarg per a la primera component
principal i eix curt per a la segona, tallant-se en la mitjana de cada poblacid,
en I’espai de les dues variables considerades ara, les corresponents als sépals,
la direccié que segueixen les mitjanes considerant les poblacions setosa i ver-
sicolor i també setosa i virginica, és la de les segones components principals.
De fet, es veri..ca la desigualtat (4.2) en ambdos casos, com podem veure a la
taula 4.6. La direccio que segueixen les mitjanes considerant les poblacions
versicolor i virginica és la de les primeres components principals. En aquest
cas la desigualtat (4.2) no es veri..ca, taula 4.6.

En general, considerant les variables corresponents als sepals i les tres
poblacions, podem dir que les mitjanes no segueixen la direcci6 de les dades
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4.5
o)
3.8 S
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o 3.1
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0
(0]
©
@
E 2.4
Q.
£
< a
=7 o Espécie: SETOSA
O Espeécie: VERSICOLOI
¢ Espécie: VIRGINICA
14 5 6 7 8 e MITIJANA

Longitud dels sépals

Figura 4.4: Exemple de Fisher sobre fors del génere Iris considerant només
les dues variables corresponents als sepals. La desigualtat (4.12) es veri..ca
per als aparellaments en els quals intervé la poblacié setosa. EI segment que
uneix la mitjana de la poblaci6 setosa amb cadascuna de les altres poblacions
tendeix a seguir la direccio de la segona component principal (eix curt).
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Amplada dels pétals

Espéecie: SETOSA
Especie: VERSICOLOR
Espeécie: VIRGINICA
MITJANA

® © O O

0 1 2 3 4 5 6 7
Longitud dels peétals

Figura 4.5: Exemple de Fisher sobre tors del génere Iris considerant nomes les
dues variables corresponents als pétals. La desigualtat (4.12) no es veri..ca.
El segment que uneix les mitjanes de les poblacions segueix la direccid de la
primera component principal (eix llarg).

considerades totes en conjunt.
Com ja es deia en I'apartat 4.4, les mitjanes de les poblacions segueixen
una direccio diferent a la direccio del conjunt de totes les dades, ..gura 4.4.

4.8.2 Variables tercera i quarta corresponents als pe-
tals

Hem vist també en I'apartat 4.7 com les desigualtats (4.11) i (4.12) no s’a-
compleixen per a les variables longitud i amplada dels péetals mesurades en
les tres poblacions considerades: setosa, versicolor i virginica.

En la ..gura 4.5 observem com les mitjanes segueixen clarament la direccio
de les primeres components principals, les de variancia més gran, la direccid
de les quals és la direcci6 al llarg de la qual hi ha maxima dispersié dels
individus. En aquest cas, per a tots els aparellaments possibles de dues
poblacions, entre les tres considerades, la desigualtat (4.2) no es veri..ca,
taula 4.6.



CAPITOL 4. DESIGUALTATS AMB DISTANCIES 82

Tot plegat con..rma I’a..rmacié de Cuadras [11], en el sentit que el model
segueix una direccio ortogonal a la variabilitat principal de les dades quan la
desigualtat (4.12) s’acompleix, indicant una anormal conexié entre model i
dades.

4.9 Representacio d’'una component princi-
pal a I’espai canonic

Si volem representar els individus i les components principals de cada poblacio,
considerant les quatre variables estudiades per Fisher, hem d’utilitzar la re-
presentacio a I’espai canonic.

A continuacié s’explica com obtenir la representacidé de les components
principals a I’espai canonic.

Siguin X, i Xy, X, ..., Xp, la matriu de dades i les variables observables,
respectivament.

Considerem també

Z1=t X+ 1 X,

la primera component principal i V, la matriu de transformacio canonica.

Podem representar les variables x;; 1 = 1;:::;p, per les matrius de dades,
punts alineats en I’espai dels individus,
0 ®; O T
w=f 0 0
0 ®, O
on ®y;; ®y; 111 ; ®y, és la particid
i - ®; - ®; -0 -0®, -R;,

essent rj i R; els valors minim i maxim que pren la variable X;.
En aquestes condicions podem representar qualsevol component principal,
en particular la primera z4, per la matriu de dades en I’espai dels individus
O

1

®11 4®;, i

t,® t,® e
el=t1x~1+:::+tpx~p=§ trel e E

t1®n1 t1®n
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Primer eix canonic

Figura 4.6: Representacié canonica dels individus, les mitjanes de les pobla-
cions i de les dues components principals en I'exemple de Fisher, considerant
totes les variables. La desigualtat (4.12) no es veri..ca. En les poblacions ver-
sicolor i virginica la primera component principal és paraleltla al primer eix
canonic, mentre que en la poblacio setosa és la segona component principal
la que gairebé és paraleltla al primer eix canonic. Recordem que considerant
la poblacio6 setosa amb cadascuna de les altres dues poblacions la desigualtat
(4.2) es veri..ca, mentre que considerant només les poblacions versicolor i
virginica no es veri..ca.

Pp
onn=_ nj.
Finalment la representaci6 de la primera component principal sobre I’es-
pai canonic és la successio de punts alineats, ..les de la matriu

2.V.

Apliguem aquest resultat a I’estudi conjunt de les quatre variables estu-
diades per Fisher.

Recordem que I’espai canonic diferencia grups i que els eixos tenen maxim
poder de discriminacio en relaci6 a la distancia de Mahalanobis. Es a dir,
I’analisi canonica representa les poblacions de manera optima, fent la dis-
tancia de Mahalanobis igual a la distancia euclidiana, al llarg d’uns eixos
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4 | Sepals (Primera i segona variables)
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Primer eix canonic

Figura 4.7: Representacio canonica dels individus, les mitjanes i les compo-
nents principals en I’exemple de Fisher considerant les dues variables corre-
sponents als sépals. La desigualtat (4.12) es veri..ca. Les segones components
principals son gairebé paraltleles al primer eix canonic, la direccié del qual
és la de maxima diferencia entre poblacions. Aleshores tenim la desigualtat
distancia de Mahalanobis més gran que distancia de K. Pearson.

ortogonals, anomenats canonics. El primer eix canonic és la direccié de max-
ima diferéncia entre grups.

En la ..gura 4.6 estan representats a I’espai canonic tots els individus de
les tres poblacions considerant les quatre variables, aixi com les components
principals. Recordem, secci6 4.7, que al considerar les quatre variables la
desigualtat (4.12) no es veri..ca. En les poblacions versicolor i virginica la
primera component principal és paraleltla al primer eix canonic, mentre que
en la poblacié setosa és la segona component principal la que gairebé és
paraleltla al primer eix canonic. Recordem que considerant la poblacio setosa
amb cadascuna de les altres dues poblacions la desigualtat (4.2) es veri..ca,
mentres que considerant només versicolor i virginica no es veri..ca, taula 4.6.

Per veure el que esta passant representem en I’espai canonic tots els indi-
vidus de les tres poblacions i les seves components principals pero considerant
nomeés les variables corresponents als sepals en primer lloc, ..gura 4.7, i només
les variables corresponents als pétals en segon lloc, ..gura 4.8. Recordem, sec-
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6 Petals (tercera i quarta variables)
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Primer eix canonic

Figura 4.8: Representacio canonica dels individus, les mitjanes i les compo-
nents principals en I'exemple de Fisher considerant les dues variables corre-
sponents als petals. La desigualtat (4.12) no es veri..ca. Les primeres com-
ponents principals, maxima variabilitat de les dades, formen un angle agut
amb el primer eix canonic, maxima variabilitat de les poblacions. Aleshores
tenim que distancia de Mahalanobis més petita que distancia de K. Pearson.

ci6 4.7, que la desigualtat (4.12) es veri..ca en el primer cas i no en el segon.

Ara la situacio és clara. En la..gura 4.7 les segones components principals
son gairebe paraleltles al primer eix canonic, en canvi en la ..gura 4.8 son les
primeres components principals les que tenen una direcciéo més semblant a la
del primer eix.

Podem dir, per tant, que I’'acompliment de les desigualtats (4.2), (4.11) i
(4.12) va lligada al fet que la maxima variabilitat de les dades, representada
per les components principals, no tingui la mateixa direccié que la maxima
variabilitat de les poblacions representada pel primer eix canonic.

4.10 Altres exemples

A continuacié fem referencia a dos exemples en els quals també es veri..ca la
desigualtat (4.12).
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Exemple 4.1

Mardia, Kent i Bibby [51], estudien les mesures per dues variables en dues
poblacions, dues espécies relacionades d’escarabats petits, Chaetocnema con-
cinna i Chaetocnema heikertingeri habitualment confoses una amb I'altra. La
primera variable és la mida en micrometres de les primeres articulacions de
les dues primeres potes. La segona variable és la corresponent suma per a
les segones articulacions.

En el gra..c 4.9 s’observa com les segones components principals de cada
poblaci6 segueixen gairebé la direcci6 de les mitjanes de les poblacions.

La direccio de les dades i el model son ortogonals.

Exemple 4.2

Arenas, Cuadras i Fortiana [3], estudien les dades corresponents a les mesures
de I'alcada basibregmatica i I’alcada nasal, en mil.limetres, de trenta cranis
egipcis per cadascun dels cinc periodes estudiats, exemple degut a Thomson
and Randall-Maciver, 1905, (veure Manly [49]). En el gra..c 4.10, és interes-
sant observar les direccions de les components principals en referéncia a les
mitjanes de cada periode.

4.11 La paradoxa de Rao

Rao [55] comenta unes dades que donarien lloc a una paradoxa, coneguda
com la “malediccié de la dimensionalitat”. Un estudi d’aquesta paradoxa es
deu a Healy [41].

Rao presenta les seglients mides mostrals, mitjanes i desviacions tipiques
de dues variables x (longitud del femur), y (longitud del himer), obtingudes
sobre dues poblacions (Anglo-indis, Indis),

Mitjanes X y

n, =27 460.4 345.1
n, =20 444.3 333.2
Diferéncia 16.1 11.9

Desv. tipiques 23.7 18.2

Les desviacions tipiques son estimacions sobre les 47 dades. El coe..cient de
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Figura 4.9: Exemple en el que la desigualtat (4.12) s’acompleix. La direccio
del segment que uneix les mitjanes més aviat segueix la segona component

principal.
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Figura 4.10: Exemple dels cranis egipcis trobats en cinc periodes, en el que la
desigualtat (4.12) s’acompleix. La direccid principal de les mitjanes segueix
gairebe la direccio de la segona component principal (eix petit).
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correlacio entre X;y és

r = 0:8675
i 'estimacié conjunta de la matriu de covariancies és
A !
S = 561:7 374:2
© 374:2 331:24

Suposant normalitat i homogeneitat de variancies-covariancies, volem
comparar les dues poblacions. Ho farem primer amb les dues variables per
separat (test univariant) i després amb les dues variables alhora (test bivari-
ant).

Primera variable. EIl test t (45 graus de llibertat) dona

f = 2 KaiXe) _oa08 (5= 0:0260) .
ni{ +n, S1

Segona variable. El test t (45 graus de llibertat) déna

—
t = e GhiVd)_p05 (b= 00318) .
ni{ +n, So

Dues variables. El test T? de Hotelling,onp=2iD = (X1 i X2;Y; i V)’
déna

n+niglip nin
(n+n2j2)pni+ny

D'ST'D = 2:69» F} .,:1;p (p=0:079)

que segueix una F amb 2 i 44 graus de llibertat.

Per tant, els tests univariants son signi..catius, pero el test bivariant no
ho és, contradint la creenca que un test multivariant hauria de ser més sig-
ni..catiu que un test univariant.

Intentem interpretar aquesta paradoxa des del punt de vista de la de-
sigualtat (4.1). El quadrat de la distancia de Mahalanobis sobre les dues
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variables és
ty = D'SI'D ~ ~
- A 1A v
561.7 374:2 16:1
= el 19 374:2 331:24 11:9
= 0:4783.
El quadrat de la distancia de K. Pearson és
2 — lcil
kT 5 %D R 1A !
561:7 0 16:1
= 161 119 0 331:24 11:9
= 0:8890 .
Evidentment,
0y <tk

Per tant: el vector que uneix les dues poblacions tendeix a seguir la direccio
de la primera component principal.
En efecte, el primer vector propi de la matriu S amb modul unitat és

U = (0:8045; 0:5940)"
i la primera component principal és
Y, = 0:8045x + 0:5940y:

El vector de diferencies és D = (16:1;11:9): EIl cosinus de I'angle entre els

dos vectors dona
DtU

kDk
que correspon a I'angle p = 0: En aquest cas, sorprenentment, el vector
diferéncia segueix exactament la direcci6 de la primera component principal.

També veiem que la distancia bivariant gairebé no augmenta al passar
d’una a dues variables. En efecte, la distancia bivariant hem vist que és
0:4783 , mentre que les distancies univariants sén

cosp = 1

(X1 i X2)? A ) o i y2)?
—e - 0:4614; 1) = ———

+2 =
1 2

= 0:4270:
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Seguidament, interpretem geomeétricament la paradoxa de Rao.

Per al test bivariant, amb un nivell de signi..cacié 0.05, acceptarem la
hipotesi nultla si el vector diferenciaD = (Xy),ambX =X; i X iV =V, i Y,
pertany a I’eltlipse _

1 ]
= Mg s U0

5:62 - 3:2;
Y 3740 33104 y

~

on 3.2 és el punt critic per a una F amb 2 i 44 graus de llibertat. Aixi, no hi
ha signi...cacio si X i y veri..quen

0:04 036 9x? j :0912 1xy + 0:068456y? - 3:2:

Analogament, per a la primera variable, la diferéncia X ha de veri..car

E nin (Xy i 72)5 _
n; +n; S1

2;

on 2 és el punt critic per a una t amb 45 graus de llibertat. Aix6 ens déna
les rectes
0:143x = 2; 0:143x = j 2
Per a la segona variable obtenim les rectes
0:1862y = 2, 0:1862y = j2:

La ..gura 4.11 iltlustra aquestes regions. Podem veure que només el canto
inferior-esquerra i el cantd superior-dret pot donar signi...cacié per a x; signi...-
cacid per a 'y, pero no per a (x;y) conjuntament. La diferéncia, assenyalada
amb una +, cau just sobre la primera component principal al canté dret-dalt
de la ..gura.

També veiem que seguint la direccié de la segona component principal

Y, = 0:5940x j 0:8045y ,

els cantons esquerra-dalt i dreta-baix, podem trobar signi..cacio per a cada
variable per separat, pero aleshores hi haura també signi..cacio per a les dues
variables conjuntament. Tot aix0 ens porta al seglent resultat.

Resultat 6 En el cas bivariant, la paradoxa de Rao es déna si el vector
diferéncia entre les dues poblacions tendeix a seguir la direccié de la primera
component principal, i no es pot donar si segueix la direccié de la segona
component principal. Per tant, no es pot donar si +2, > +Z .
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15+
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Figura 4.11: Explicacié de la paradoxa de Rao. Només els valors sobre el
cantd esquerra-baix i el cantd dreta-dalt (com I'assenyalat amb +), poden
donar signi..caci6 per a Xx; signi..cacio per a 'y, pero no per a (X;y) conjunta-
ment.

Nota: La frase "tendeix a seguir la direccio” vol dir que els vectors
directors formen un angle agut, i queda precisada pel cumpliment de la de-
sigualtat.
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Capitol 5

Densitats a partir de distancies

5.1 Introduccid

Cuadras, Atkinson i Fortiana [19] consideren la possibilitat de construir fun-
cions de densitat a partir de distancies i estudien mesures de divergéncia entre
aquesta densitat i la vertadera densitat. Aixo pot tenir aplicacié en analisi
discriminant al poder utilitzar distancies en lloc de funcions de densitat.

Aixi mateix Cuadras [16] introdueix la nocié de distancia conjunta de...nida
a partir de dues distancies, diguem, marginals, per analogia amb la construc-
ci6 de distribucions de probabilitat amb marginals donades.

En aquest capitol comencarem de..nint les nocions de variabilitat ge-
omeétrica i funcié de proximitat per a variables aleatories, introduides per
Cuadras i Fortiana [22] i Cuadras, Fortiana i Oliva [25].

Tractarem després el tema de la construccié de funcions de densitat en el
cas univariant per acabar amb I’extensié natural al cas bivariant.

5.2 Variabilitat geométrica

En la secci6 4.4 haviem de..nit la variabilitat geométrica com una generalit-
zaci6 natural de la noci6 de distancia al cas de g poblacions multivariants.
En aquesta secci6 de..nim la nocid de variabilitat geometrica en el cas d’una
variable aleatoria.

Sigui X una variable aleatoria de..nida en un espai de probabilitat (—; A; P)
amb valors a E %2 R i amb funci6 de distribucié F (x) absolutament continua

93
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I densitat T (x) respecte la mesura de Lebesgue.
Sigui també + : E £ E j¥ R una distancia, és a dir, pera x;y;z 2 E:

1. £+(X;x) =0;
2. £(xy) =1(y;x) . 0;
3. 1(Xy) - t(y;x) +(y;2):

La variabilitat geométrica de la variable aleatoria X respecte la distancia
t, V. (X), es de..neix com
1 Z
V:(X) = 5 12 (x;y) dF (x) dF (y)
2 ZEE,E

= 2 2oy TOT () dxdy
2 E£E

sempre que aquesta integral existeixi.

Nota: La de..nicié de variabilitat geometrica també s’aplica a una dis-
similaritat, és a dir, a una £ tal que £+ (x;y) = £(y;X) . £(X;X) =0:

La quantitat 2V, (X) és I'esperanca de la funcio distancia al quadrat,
avaluada en dues variables aleatories independents i igualment distriburdes.

De fet, podem entendre V. (X) com una generalitzacié de la variancia de
la variable aleatoria X. En efecte, la variabilitat geomeétrica de la variable
aleatoria X respecte la distancia

(X y)=Xivyi,

és
Z

1
3 e £2 (x;y) F (x) T (y) dxdy
Z

= 2 (xiyi’TOOT () dxdy

E£E
= var (X).

Vs (X)

Considerem ara la funci6 u: E£E j ¥ [0; 1] de..nida per
Y

si t<X
u(t;x) =

0 si t_X

=
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Sigui el procés estocastic X = X0, » amb X =u(t; X) , pert 2 E .
Es a dir, per qualsevol t 2 E , X; és I'indicador de I’esdeveniment [X > t] 2
A , i es distribueix com una variable aleatoria Bernoulli amb probabilitat
p=1jF(t).

La funcié de covariancia d’aquest procés ve donada per

Cov(X) =K (s;t) =minfF (s);F (t)gi F (S)F (1), (5.1)
amb traca
Z
tr(K) = K (s;s)ds
ZE
= F(@B)(@iF(s))ds.
E

Cuadras i Fortiana [22] estableixen el seguient resultat.

Resultat 7 Sigui la variable allcgatbria X tal que limgs ;1 SF(s) =0, i con-
siderem la distancia = (x;y) = jX i yj . Aleshores tenim que la variabilitat
geometrica de la variable aleatoria X respecte aquesta distancia és

V. (X) = tr (K). (5.2)

Per tarB la variabilitat geométrica de la variable X respecte la distancia
+(x;y) = jX iyij, és latraca del procés X. Es, en de..nitiva, una mesura
de la dispersio de la variable X.

En la taula 5.1 podem veure les variabilitats geometriques per diferentes
distribucions en el cas de les distancies = (X;y) = jX i yjpcas en el qual
coincidira amb la var (X) com hem vist abans, i £ (X;y) = jX i Yj.

5.3 Desigualtat per a la variabilitat geomeétrica

El seglent resultat ens dona una cota inferior i una cota superior per a la
variabilitat geomeétrica d’una variable.

Resultat 8 Sigui X una variable aleatoria, amb mitjana 1 i variancia %2
..nites, de..nida en un espai de probabilitat (—;A;P) amb valors a E %2 R
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| Distribucio | Variabilitat geométrica || Variancia |
R
Qualsevol [f (x) = F*(x)] _(Li F@)F@®dt | var(X)
h ) i ¢i
Normal (2%%2) " exp i (x i 1)*=2%> | & %2
Uniforme [1] : =
Exponencial [® exp (j ®X)] 5 o
. X Pxyi2 11 %2
Logistica 2_(e-*+el-X)i 5 2
£l ..o 2
Laplace 1 ei-™ 2 2

Taula 5.1: Variabilitat geometrica per a diferents distribucions i per a la
distancia arrel quadrada de la distancia euclidea ordinaria.

i amb funcié de distribucié F (x) absolutament continua i densitat f (x) re-
specte la mesura de Lebesgue. Sigui V. (X) B variabilitat geomeétrica d’aque-
sta variable respecte la distancia + (X;y) = jx i yj. Aleshores

1 . Y4
gess)iglfE ff (X)g - V. (X) - p§ . (5.3)

En efecte, d’una banda tenim que, Grané [35],

P3
B+ (X;U) = 5V (X), (5.4)

essent %+ (X; U) la correlaci6 maxima de Hoerding, secci6 6.3, entre les vari-
ables X i U, aquesta ultima distribuida uniformement en [0; 1]. Podem ob-
servar que aguesta equacié és equivalent a

P3
HOGF (X)) = 52V (X):

En particular tenim que y
4
13§ . Vi (X).
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D’altra banda també es veri..ca, Cuadras [13], la desigualtat

1/2f Ya y
essinf 100 | Ty (X:Y), (5.5)
x2E g (X) Yay
on Y és una altra variable aleatoria amb densitat g (y) i essent %y i %y les
desviacions tipiques de les variables X i Y respectivament.
Comg(y) =1i% = £= , suposant Y distribuida uniformement en

E H
[0;1], i fent %x = % , tenim
ess inf £f (x) 2 W (X;Y)
x2E g p11=2 ‘ o

i, tenint en compte la igualtat (5.4) podem escriure

P—
Y P— 3
— ; - 3y —— o
T OGY) - L2 VL (X) =6V, (X),

12
és a dir 1
gess)!rzu;ff (X)g - V. (X).
Finalment, considerant un altre cop la igualtat (5.4) obtenim (5.3).

Quan la variancia és ..nita, la variabilitat geometrica també ho és i esta
acotada tal com indiquen les desigualtats anteriors.

Exemple 5.1

En el cas en que X estigui uniformement distribuida en [0; 1] tenim, al ser
f(x) =1,

1 1

= -V.:(X) - =,

6 £ (X) 6
la qual cosa concgda amb el valor de la variabilitat geométrica per a la dis-
tancia t (X;y) = jx j yj d’una variable aleatoria distribuida uniformement
en [0; 1].
Exemple 5.2

Considerem la variable aleatoria exponencial X amb funcio6 de densitat f (x)
®exp (§®x), amb ® >0 i x > 0. Recordem que var(X) = 3 .
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Per a la distancia t (x;y) = Iij i yj sabem que la variabilitat geométrica
és, (5.2),
Z .4
Vi(X) = (1iF(&)F (x)dx
0

= ) (exp (i ®x)) (1 i exp (i®x))dx

- 1
ICH
La desigualtat (5.3) es veri..ca, ja que
1 1 i 1 1
-0 - — - P= 0 - — - p=—.
6 ¢ 2® % > 2® 3®

5.4 Expansions ortogonals

Considerarem en tota aquesta seccio la distancia £ (x;y) = pm.

Sigui X una variable aleatoria, amb mitjana i variancia ..nites, de..nida
en un espai de probabilitat (—; A;P) amb valors a E = [a;bh] %2 R, funci6 de
distribucié F (x) absolutament continua i densitat f (x) respecte la mesura de
Lebesgue. Per (5.3) la variabilitat geométrica també sera ..nita. Suposarem
en tot aquest apartat que es veri..ca la condicio limy s ; 1 YF (y) = 0.

Sabem per Cuadras i Fortiana [22] que existeix una successio completa,
fAjngN de funcions propies ortonormals, solucions de

K (s;t) A, (t)dt = _,A, () amb s2E,
E

i la corresponent successié de valors propis, T, i9jon » €ssent K (s;t) la co-
variancia del procés X de..nida en (5.1).
Aixi mateix fent

hn(X)= A,(t)dt amb x2E,

a
Xn=hy(X) amb n=1,2 :::,
es té que:

1. Les variables X, son incorrelacionades, és a dir

Cov(Xi;Xj)=0 pera i6€]j.



CAPITOL 5. DENSITATS A PARTIR DE DISTANCIES 99

2. Var(Xj)=.,i peratoti.

3V.(X)=tr(K)= P1

i=1 -1 -
i ¢
4. Si X, X' segueixen la mateixa distribuci6 i Xn = hn (X), X. = hy %
n 2 N, aleshores +2 IX; X" es pot expandir en la forma
oo X® . 2
X i X = Xn i X,
n_1
5. h, (X), n 2 N, son solucions de I’equacié diferencial
Jh+(hi1)f=o, (5.6)

amb la condicié h(@a) = h'(@) = 0, essent . = var[h(X)], T =
E [h (X)].

6. La variable aleatoria X és pot expandir en la forma (convergencia en
mitjana quadratica)
X
X=2+ bHXih),
i=1
essent 1, = E [X], 33 = E [h; (X)] = E [Xj] i veri..cant-se que la cons-
tant b; és igual a h; (b).

7. Podem considerar que cada X,, és una component principal del procés
estocastic X de..nit en la seccidé 5.2. Aixi mateix, aguestes compo-
nents X,, poden inBrpretar-se com les dimensions principals per a la
distancia + (X;y) = jX i Yj.

Una condicié per a I’existencia d’aquestes components és que la traca
de K i Iaaariabilitat geomeétrica siguin ..nites. De fet, per a la distancia
t(X;y) = jx i Yj ambdues quantitats coincideixen, (5.2). A més recordem
que, (5.3), si la variancia és ..nita també ho és la variabilitat geomeétrica.
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Exemple 5.3

Si X és una variable aleatoria amb distribucio exponencial, f (x) = ® exp (j ®X),
X > 0, ® > 0, les solucions de I'’equaci6 diferencial (5.6) son de la forma,
Cuadras i Fortiana [22],

hi () = 197 Jo »iexp X i Jo(n) , 12N,
®»iJo (»i)

P, i ¢
essent Jo(X) = o (i1)" n,)2 X" Ja funci6 de Bessel de primera espécie
i d’ordre 0O, i »; la i-éssima arrel positiva de la funcié de Bessel de primera
i‘._.goeme i ordre 2 es %dir, la i-éssima arrel positiva de I'equacié J; (X) =
2n+1

n=0 ( 1 1) nl(n+1)| E = 0.

Cuadras, Fortiana i Lahlou estudien detalladament les expansions ortog-
onals de les distribucions uniforme, exponencial, logistica, Pareto i Laplace.

Vegeu Cuadras i Fortiana [22] i Cuadras i Lahlou ([26], [27]).

5.5 Funcio de proximitat

Sigui § una poblacié representada per una variable aleatoria X amb valors
a E %2 R i funcié de densitat f (x), respecte la mesura de Lebesgue.
Sigui x 2 E un valor de la variable aleatoria X. La funcié de proximitat

de x a la poblacio6 j, respecte una distancia t, és
Z

A= £y F)dy i Va(X).

E

Hem escrit A2 (x) per conveniéncia de notaci6, atés que en general és
positiva. Ho sera, per exemple, si + és una distancia euclidiana. Una condici6
per a que * sigui euclidiana és que 2 sigui condicionalment de..nida negativa,
és a dir,

aiajr?(xi;%j) - 0
ij=1
per a qualsevol nombres reals a;;:::;a, amb P._l ai=01iXq::::Xn 2 E:

Nota: La de..nici6 de funci6 de proximitat també s’aplica a una dissim-
ilaritat, és a dir, a una £ tal que £ (X;y) = £(y;X) . *(x;X) = 0: Aleshores
escriurem VA

AL = £y Fy)dy i Vi(X):

E
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| Distribucio | Funci6 de proximitat

— I:eb 2 - I:ab -
Qualsevol [f (x) = F" (x)] (FO)dy i , (2F(y) i 1)dy

n 3 7 3 7o

Normal N (%;%2) A0 +jrixj © 28 o

Uniforme en [0; 1] X2 § X+

W[

Exponencial [®exp (i®X)] | X+ 2exp(i®) il)2 i =
¢

i B Poxyi2t 1y 102 1
Logistica 2_(e-*+ei-X)i 53x+jln e=-X+1 iz

£l - .n l 1
= i.)X = 2ai.X
Laplace 32, ef -+ el

s N

Taula 5.2: Funci6 de proximitat per a diferents distribucions i per a la dis-
tancia arrel quadrada de la distancia euclidiana ordinaria.

Per citar un exemple, considerem la distancia £ (x;y) = jx jyj, si X
es distribueix segons una distribucié exponencial de parametre ® , la funcié
de proximitat és

A2 (x) = x+ (2exp (i ®X) j 1)1 P =
+ p(i i3 15
essent E [X] = £.

En la taula 5.2 podem veure les funcions dlg proximitat per diferentes

distribucions en el cas de la distancia = (X;y) = jX i Yj.

5.6 Representacio euclidiana discreta

Sigui (E;t) i L un espai de Hilbert real i separable amb producte escalar

1
< ¢;¢ > i norma kuk = hu;ui2. Anomenarem representacié euclidiana disc-
reta d’una distancia +, a I'aplicaci6 A: E ¥ L
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tal que
2 A A 2 X 2
FXY)=KAK) P AWK = i),
i=1
Es ben conegut que aquesta aplicacié existeix si E és ..nit i £ és una distancia
euclidiana, Mardia et al. [51].
Per exemple, Cuadras i Fortiana [22], I'aplicacio
P- 1 il

1
1 . 1 . 1 PR
- ¢S (%x) ; 5 cos (2¥ix) ; 3¢0s (3%x):::

p2

Xi?® AKX
és una representacié euclidiana discreta de la variable ISleat(‘)ria X, distribuida
uniformement en [0; 1], per a la distancia = (X;y) = jX i VYj.

Nota: Farem Us d’aquesta representacié discreta de £ en la construccio de
densitats bivariants. Aqui utilitzarem especialment la variabilitat geométrica
i la funcié de proximitat, que tenen, quan la representacio existeix, una in-
terpretacio interessant. Cuadras, Fortiana i Oliva [25] proven el seglent
resultat.

Resultat 9 Si existeix una repregentacié euclidiana d’una distancia %,
x 1% A(X) tal que E KA (X)k?® < 4, indicant A(X) = (Xq, Xz, ::2) i
E[A(X)] = (E[X4];E[X2];:::); aleshores s’acompleix:

£ . o -
1. V. (X) = E KA (X)K* j kE[A (X)K*;
2. A2 (x) = kA (x) § E[A (X)IK*:
La funcio de proximitat A2 (x) pot ser interpretada com una mena de

distancia al quadrat entre una observacié X i un vector mitja associat a la
poblaci6é que representa X.

Exemple 5.4

Un exemple senzill es dona en el cas £ (X;y) = jX i yj. Com hem vist abans,
seccid 5.2, per aquesta distancia tenim

£ @
V.(X)=E X? j (E[X])’ =var(X),

I per tant
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yA

A = £20y)FE)dy i V:(X)
ZE

= (x i y)*f (y)dy i var (X)
= x? +E£X2 i 2xE [X] i var (X)
= x* j 2xE[X] + (E [X])*

= (x i E[X])*.

En aquest cas la representacié euclidiana A de la distancia & (X; y)
jX i yj és la identitat. Aixi, en el cas uniforme obtenim A2 (x) = 'x X i % 2 i
analogament en els altres casos.

5.7 Transformacio de distancies i funcions de
proximitat

Sigui £ una distancia. Considerem la transformacio
i1¢e,

amb
2 ax?(x;y)+b si x&y i ab_0
& xy) = 0 .
si X=y.
Aguesta transformacié lineal de la distancia al quadrat, coneguda en Escala-
ment Multidimensional, conserva la propietat triangular. En particular, si la
distancia és euclidiana, la transformada també ho és.

Es veri..ca:
1. Ve(X) =aV.(X)+ g

2. R (x)=ali(x)+3

En efecte.
1 2
Ve (X) = 5 & (xy) f () F (y) dxdy
ZEE,E
1

= 3 ax (x; Y)+b F ()T (y) dxdy

2 EE£E
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-Z z

= 1 ax?(x;y) f(x)f (y)dxdy + bt X T (y) dxdy>
2 E£E E£E
_ b
= aV.(X)+ 5
YA
R = €0y Ty i Ve(X)
in ¢ M b‘IT
= _af(xy)+b FOdyi aVi(X)+3
ZE YA b
= a(qy)fy)dy+ bf(y)dyjaVv.(X)is
E_Z E 2
* b
=a Ly fdyiVa(X) +bis
E

= aAzt(x)+g.

5.8 Densitats a partir de proximitats

Cuadras, Fortiana i Oliva [25] presenten un métode molt general d’analisi
discriminant. Aquest meétode suposa, implicitament, la construccié d’una
densitat de probabilitat a partir d’una distancia (o dissimilaritat). Motivats
per aquesta construccio, estudiem algunes densitats que sortirien a partir de
distancies.
Una de..nici6 natural de densitat de proximitat generada per la distancia
t és . ¢
f. () =exp iAL(0) ,

la qual es justi..ca intuitivament si tenim present que I’exponent, la funcio
de proximitat j A2 (x) , és, seccid 5.6, com una mena de distancia al quadrat
entre X i un vector mitja associat a la poblacio, el mateix que tenim en
I’exponent de la distribucié normal, per exemple.

En general, pero, ens podem trobar amb que f. (X) no sigui una funcio

de densitat, és a dir, que
Z .
i, C
exp jAT(X) dx & 1.
E

No obstant sempre podrem trobar valors adients a i b, per als quals la
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distancia transformada
& (xy) =a (x;y) +b,
proporcioni una funcié de densitat de proximitat
i, 0
fo (X) =exp iA;(X) ,

que acompleixi 7 ) A
exp ' iA2(x) dx =1, (5.7)
E

i que per tant sigui una funci6 de densitat de probabilitat sobre E.
En conseqgiiencia, sempre que sigui necessari podrem considerar que

i . ¢
f.(x)=exp A2 (X)

és una funcio de densitat. En cas contrari transformem z en €.
Nota: Evidentment podriem de..nir

1
f =R———f.,(X);
e () =" oax =)
pero aixo és equivalent a considerar
Z

e’ (y) = #3(x;y) i 2In . (x)dx;
E

i aquesta solucié no és més que un cas particular de I'anterior.
Comencem iltlustrant una densitat construida partint d’una + que coin-
cideix amb f:

Distribucié normal
Sigui la distribucié N (%;%?) amb %2 > 0 tal que In(3/4p2_1/4) < 0 i la distancia

X iy,
T

(X y) =

De
1
—2E(X i Y)Y =% EXix?=Xil)?+%%

facilment deduim que

Vi(X)=1;, A% (X)=(xj 1)*=%
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Aleshores exp (i A2 (X)) no és una densitat, perd si prenem a = 1=2; b =
i2In(% 2%) i de..nim la distancia (al quadrat)

- )2 .
&(x;y)% = %(X 3;42y) i 2In(3/4p21/4) Si X Ey;

llavors
f(x; ;%% = fo(X):

P— . o . . .
El cas In(% 2%) > 0; que donaria una “distancia” negativa, es discuteix a la
secci6 5.9. Malgrat aix0, veurem que la construcci6 és també possible.

Distribucié uniforme

Sigui la variable aleatoria X distribuida uniformement en [0; 1]. Considera-
rem dos casos segons la distancia + escollida.

2 Considerem la distancia £ (x;y) = Iojx iyl .
Tenim, taula 5.2, que la funcié de proximitat és

. 1
Azi(x)zxzix+§.

Comprovem que la funcié

i . ¢

f.(x) = exp jA2(x
+ (X) pul p() 1.”.”
= exp i xzix+§
A K 1, !

1
= eXp i Xii

-—
x
N

no és una funcid de densitat. En efecte,
A 1

ex i Xi E i i dx
. P i i3 O
1p. . S 111,1
= - we'zerf xj -
2 2
P Hl'IT
= "Teinerf >

= 0:8488 ,
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essent erf (z) = & Zeitdt la funcio error.
Transformem la distancia en la forma

2 R R
& (xy)=ajxiyj+b,

la qual cosa transforma la funcié de proximitat, com hem vist en la seccio
5.7, en

B0 = akl(o+o

il
= a uxz P X+ 40
i 3 5
i imposem (5.7). Tenim aixi
Z, M puu T 91
_ i ) 1 b
1 = exp § a X jx+=- += dx
0 3
p_eizair  Hip

= 1/4—p— erf 5 a
La solucio és de la forma

2In1e—|—|e—¢

Tierf 1

Podriem considerar el cas, molt més interessant, en el qual la transforma-
cié de la distancia sigui, només, un canvi d’escala i no una translacié. Es a
dir, fem b = 0.

Tenim, doncs,

que no té solucid llevat de la trivial> a = 0.

1 -
2 Ze *p
erf (z) = eitdt=2G6 2z 1,
BT,
on G(z) és la funci6 de distribucid de la normal estandar.
2
i a 81 il

lim p%—p—erf lpé =1
alo 2
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1.44

1.2

0.84

0.64

Figura 5.1: Densitat de la distribucié uniforme i de la generada per la dis-
tancia  jx jyj;amba=11ib= j0:32787 equivalent a la generada per la
distancia jx j yjamba=1ib= §0:1612:

1.4+

1.2

0.8+

0.6+

Figura 5.2: Densitat de la distribucié uniforme i de la generada per la dis-
tancia  jx j yj; amba= j1ib = 0:33897, equivalent a la generada per la
distancia jx j yj;amba= jlib=0:17231:
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2 Considerem la distancia = (X;y) =jX i yj -
En la taula 5.2 tenim que la funci6 de proximitat és
H 1'”2
A= xis
* 2
Comprovem que la funcié

i i2 ¢
£.00 = exp A2 ()

H lﬂz !
= exp i Xi 5 )
no és una funcié de dengitat. En efecte,
Z, A H 1“2! Hlﬂ
exp i Xi=z dx = IO%erf =
0 2 2
= 0:92256 .

Transformem la distancia en la forma
2 )
E(xy)=a(xijy) +b,

la qual cosa transforma la funcié de proximitat, com hem vist en la seccio
5.7, en

Rx) = ak(x)+2

i imposem (5.7). Tenim aixi
z, A Ay 1.”2 1y
1 = exp i a Xj= += dx
0 2

_ Pl 1P
= hpgef sTa

essent la soluci6 en aquest cas general
P
= i2lnp=—rp==.

Teerf 27 a
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Figura 5.3: Densitat de la distribucié exponencial ® exp (j ®x) i de la gene-
rada per la distancia jx j yj , per ® = 8:7513.

Considerem el cas b = 0. Tenim _

i I’Unica solucid és la trivial®.
En les ..gures 5.1 i 5.2 podem veure dos exemples.

Distribucio exponencial

Considerem la distancia + (X;y) = jx i yj i la variable aleatoria exponencial
X amb funcié de densitat f(x) = ®exp (j ®X).
En la taula 5.2 tenim que la funcié de proximitat és

) K 1,
A= xi

A @+

P, M
impéerf %pé =1

|
alo
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Figura 5.4: Densitat de la distribucié exponencial ® exp (j ®x) i de la gene-
rada per la distancia jx j yj; per ® =1 ia = 3:1017.

Figura 5.5: Densitat de la distribucié exponencial ® exp (j ®x) i de la gene-
rada per la distancia jx j yj; per ® = 2:2185 i a = 2: 1336.
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Figura 5.6: Densitat de la distribucié exponencial ® exp (j ®x) i de la gene-
rada per la distancia jx j yj; per® =051 a ="%.

Figura 5.7: Densitat de la distribucié exponencial ® exp (j ®x) i de la gene-
rada per la distancia jx j yj; per® =1,a=11ib =0:98009.
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Comprovem si la funcid

i, ¢
f.(0 = exp A2 ()

TR
= &Xp 1 Xi ® )
és una funcio de densitat. ~
Z . A L 14”2!
. exp i Xi B dx
IJE‘IT

1p-. 1p-
§p1/4+§p1/4erf ®

expressié que per a ® = 8:7513 ddna la unitat.
Suposem, ara, ® & 8:7513. Tenim que, fent el canvi habitual,

R = akk()+2

I L
- |® l
I imposant A
P Z 4 Al 1“2 b!
i i— iz dx=1,
. eXxp ja X|® |2 X
dona la solucio p_
2|n219—|—|—p—¢—¢
U 1+erf
Considerant eIAcas b=0. Tem;n
exp ia xi— dx==p= 1+erf = a
0 ® 2 a ®

Per a diferents valors del parametre ® i imposant que la integral anterior
sigui 1, obtindriem el corresponent valor de a.
En les ..gures 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 i 5.7 podem veure alguns exemples.

5.9 Desigualtat entre la variabilitat geomeétrica
I ’entropia de Shannon.

El seguient resultat, Cuadras, Atkinson i Fortiana [19] i guadras I Fortiana
[23], ens assegura que I'entropia de Shannon, H (f) = j - f (x) Inf (x)dx,
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| Distribucio de probabilitat | Entropia de Shannon |
R
Qualsevol i X Inf(x)dx
h i

Normal (2v%2) " exp (ix%=2%2) | iIn2+Lin%+In%+1

Uniforme [0; 1] 0
Exponencial [®exp (j ®x)] in®+1
£ o}
Logistica 2_(e-X+ei-X)i? 2iIn2jiIn,
£1 xS 1 1
Laplace 5. ef-™ 5In2§ 5In13
o]
Pareto —= j 18iLeine

Taula 5.3: Entropia per a diferentes distribucions.
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la qual, mesura tambe la variabilitat de la variable X, és una cota inferior de
la variabilitat geomeétrica. En la taula 5.3 podem veure I’entropia de Shannon
per a diferentes distribucions.

Resultat 10 Sigui X una variable aleatoria, amb mitjana i variancia ..nites,
de..nida en un espai de probabilitat (—; A;P) amb valors a E %2 R i amb
funcié de distribucié F (x) absolutament continua i densitat f (x) respecte
la mesura de Lebesgue. Sigui també + una distancia que genera la funci6 de
densitat f. (x) = exp (j A2 (X)), essent A2 (x) la funci6 de proximitat respecte
la distancia +. Si | (F;f.) és la divergéncia de Kullback-Leibler, es veri...ca:

1. V. (X) _ H ().
2. 1 (F:F.)=V.(X) i H(F)_O:

En efecte, partint de la de..nici6 de la divergencia de Kullback-Leibler
tenim
K £ (%) il
S f. (0
L)
= fx)In —————
A
i ] ¢
= f(x) 'Infx)+A2(x) dx
ZF Z

= fO)Inf(X)dx+  F(x)AZ (x)dx
E E

I (f; f.)

f(X)In dx

il

iH () +V.(X).

Pero, I (F;f.) _ 0, veri.cant-se la igualtat si T (x) = f. (x), Ellis [30].
Per tant
I f)=iH{E)+V.(X) .0,

i en particular
Vi(X) . H(F). (5.8)

Com que la divergéncia de Kullback-Leibler, I (f; f.) mesura la divergén-
cia entre les funcions f (x) i f. (X) tenim que

Vi(X)=H(f) , T(xX) ™ f.(X).

Es a dir:
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Resultat 11 Les densitats vertadera, f (x), i generada per la distancia %,
f. (X), seran idénticament iguals si la variabilitat de la variable X respecte
la distancia z i I’entropia de Shannon de la funcié f (x) sén iguals.

En particular podem dir que si una densitat f té entropia negativa o
nultla, aleshores no pot ser generada usant el procediment estudiat en la
seccié 5.8. En la taula 5.4 podem veure la divergencia de Kullback-Leibler
per a difeBntes distribucions en el cas de les distancies £ (X;y) = jX j yj i
£(Gy) =" iXiVi

Cuadras, Atkinson i Fortiana [19] demostren, també, que sempre existeiXx,
pero, una funcié simétrica s (x;y) que, suplint la funcié distancia +2 (X;y),
proporciona una funcié de proximitat A2 (x), monotonament relacionada®
amb la funcié de densitat f (x) i tal que Vs (X) = H (f), la qual cosa assegura
que T és idénticament igual a la funcié de densitat de proximitat generada
per s, fs.

Un exemple de funcié simétrica alternativa és s(x;y) = jInf(X) i

Inf (y). En efecte,
YA

Ve(X) = = seqy)F (0 F (y) dxdy
2 zeeey
(i INF () § INF () F () F (y) dxdy

NIl N -
N
o
=)
N
o
}_\

iT ()T (y)Inf (x)dxdy +

+
-
N
R
N
R

NV N~ N

Ro

i F () F(y)Inf (y)dxdy
201 I‘& 1 T[
f(y)dy TF(X)Inf(x)dx j
72°,pz°, |
f(x)dx T (y)Inf(y)dy

0
= i fInfX)dx=H ).
0

La funcié de proximitat queda
z

AL = ES(X;y)f(y)dy i Vs (X)

4AZ (x1) < AZ(x2) si i només si f(x1) >¢F (x2) i per tant fs(x1) > fs(x2) si i només si
f(x1) > F(xp), essent fs(x) = exp ' jA2(X) .
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|| Distancia || Distribuci6 de probabilitat || Divergéencia de Kullback-Leibler H
t(X;y) =X i yj | Qualsevol I(f;T.) = V.(X) i H(F)
Normal N (0; %?) ¥Wiszn2iszin%igln i3

Uniforme [0; 1] i
Exponencial [Rexp (i®X)] | & +In® j 1

s - £ - - a 11/2
Logistica 2_(e-X+ei-X)i2 | LA 5 2+In2+In_

12 .2
£l i,J'XJ'n 2 -1 1
Laplace 5.e > i 3IN2+35In,
Pareto £ ® . ® + i®jl+®In®
xord @i1)*@i2) ®
| Distancia | Distribucio de probabilitat || Divergéncia de Kullback-Leibler ||
P- - ;
+(X;y) = jXx iyj| Normal Pz i3In2 4 3In% jIn%j 3
Uniforme 2
Exponencial = +In® j 1
Logistica = i2+In2+In,
Laplace = izln2+1in,
® i®Rjl+®In®
Pareto zein@in T e

Taula 5.4: Divergencia per a diferents distribucions i distancies.
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A nZ 4 il
= (iInf)ilnfNFMdy i i f () Inf (x)dx
07 Z °z
1 1 1
= j fy)Inf(xX)dy j fy)Inf(y) + T (X)Inf (x)dx
0 0 0
= jInf(x).
Finalment, la densitat de proximitat generada per a la funcié simeétrica
s(Xy) és

i . ¢
fo(x) = exp iAL(X)

= exp(Inf (x))
= f(x).

Aguesta construccid, pero, no és Unica. En el seglient exemple ho podem
veure.

Distribucié exponencial

La densitat exponencial fg (X) = ®exp (j®x), ® >0 i x > 0, té entropia
1
H(fe) = i fo (X) Infg (X) dx
z°,
= i ®exp (i ®x) In(®exp (§®%)) dx
0
= 1ijIn®,

la qual, per ® _ e sera més petita o igual a zero i per ® < e sera positiva.
Aixi per exemple, per ® = 4 tenimque H (f;) =1 j In4 <0, i per tant
en cap cas pot existir una distancia + a través de la cual arrivem a f. = .
Si hjtilitzem, pero, la funcié simetrica alternativa: S(x;y) = 1 + 16xy +
21In '% , tenim
(Z1Za1H T

Vs (X) = 7. . 1+ 16xy + 21In % (4exp (i4x)) (4exp (i4y))dxdy

= 1jijIn4,

que es igual a I’entropia de Shannon. La divergencia és per tant 0 i calculant
la funci6 de proximitat
Z 1M ul‘ﬂ‘ﬂ
AL (x) = 1+ 16xy +2In 2 (4exp(idy))dy i (1i2In2)
0
= jlnd+4x,
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tenim que

fs(X) = expli (i2In2+4x)]
= exp(In4 j 4x)
= 4ei%™
En general, per a la funcié exponencial g (X) = ®exp (j®x) la funcioé
simetrica 1
s(x;y) = 1+®2xy+2ln® ,
dbéna una variai)ilitat
1
Vs(X) = 5 s (x;y) T (x) T (y) dxdy
) P27 1 T
= 3 1+®2xy+2ln® (®exp (i ®x)) (®exp (i ®y)) dxdy
1

gue és igual a I’entropia de Shannon.
La funcié de froximitat queda

A0 = seoy)Fy)dy i Vs(X)
ZF M al
= 1+®2xy+2ln® @exp(i®y))dy j (1§In®)
0
= ®Xx jIn®.
Finalment, la densitat de proximitat generada per la funcié simétrica
s(xy) és
i ¢
fs(x) = exp iAS(X)
= exp(i (® j In®))
= fo(X).

Distribucié uniforme

Com I’entropia d’una variable aleatoria distribuida uniformement en [0; 1] és

Hf) = i 1f(x)Inf(x)dx
zit
= j 1In (1) dx

0
:O’
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mai una distancia podra generar una funci6 de densitat identicament igual a
la funcio de densitat vertadera.

En la secci6 5.8 hem vist com per a la distancia £ (x;y) = jx jyj i la
variable aleatoria X distribuida uniformement en [0; 1], la funcio fg (X) és
funcié de densitat quan

2In1e—|—|e—¢

Yierf

La mlllgr aproximacié sera la que faci minim el valor de la divergéncia
't ;e , que en el nostre cas sera

i ¢
| f;f

)
[l

b'ﬂ

= iH(O+ aV.()+

a In p'a
— j Inp=——+p=¢.
12! Teerf 17 a

iH(f)HL/F(X)

Quant menor sigui el valor del parametre a, més proxima estara la funcio
fe de f.

Cas general

Hem vist que relaxant la condici6 de distancia i considerant només funcions
simeétriques s(x;y); també podem construir funcions de densitat. El cas més
general seria considerar

s(x;y) = i Inf(x) i Inf(y);

perd només té interés teodric, doncs té poc sentit construir una densitat a
partir d’una funcio6 simeétrica de la vertadera densitat.
Partim novament d’una distancia + i considerem la transformacio

ar?(x;y)+b si x&y i a>0;b2R;

& (x'v) =
£ (6y) 0 si X=y.

on ara b pot ser negatiu. Per tant perdem en aquest cas I(zes propietats d’una
distancia i per aquest motiu hem escrit € en comptes de € : La transformacié
de la variabilitat geomeétrica i la funci6 de proximitat és la mateixa
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Ve(X)=aV.(X)+ 2 A3 () =akl () + o

llevat que ara poden ser quantitats negatives. Aix0 no és inconvenient per a
construir una densitat trobant constant adients a; b i aplicant

i ¢
fe (X) =exp'iA; x) :

Exemple: Podem reconstruir la densitat normal N (Z;%2) considerant

o 1(X §y)? P—
& (x;y ZE( 3;42y) i2In( 2%) six6y;

encara que sigui In(3/4p2_1/4) > 0: Aleshores la densitat estaria generada per una
funci6 simetrica que no és distancia. D’altra banda, recordem que generar la
densitat f a partir d’'una distancia mai és possible si H(f) és negativa.

5.10 Cas bivariant. De..nicions

Siguin X i Y dues variables aleatories de..nides sobre un mateix espai de
probabilitats (—; A;P) amb valors a S(X); S(Y) % R. Considerem el parell
(X;Y) amb valors a S(X) £ S(Y) 2 R £R, funcié de distribucié F (x;y) i
funcié de densitat f (X;y).

Recordem que la funci6 de distribucié bivariant de (X;Y) és una funcio
continua per la dreta en R’,

FOGy) =P(X - XY -y);
tal que acompleixi les condicions:
LEFGLY)=FXil)=0:
2. F(1;, 1) =1

3. F(b;d) j F(a;d) i F(b;c) + F(a;c) . 0, per a qualsevol rectangle
(a;b) £ (c;d):
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Indicarem les distancies, variabilitats geometriques i funcions de proximi-
tat, relatives a X i Y pert; it;, Vi, (X) = Vi, Vi, (X) =V, A2 (x) = A% (X)
i A2 (x) = A3 (X), respectivament.

Siguin w; W’ 2 —: Suposem que existeix, seccions 5.4 i 5.6, una successio

ortogonal de variables aleatories Xy, X, :::, tal que
Lo i x)? = kx XK,
P P
vi= L i = L var(Xy),

onXW)=x, XW)=x", Xiw)=x; i X;W)=x!,i=1;2;:::
Analogament, suposem que existeix una successio ortogonal de variables
aleatories Yy, Yy, :::, tal que
P
i YD? =ky i vk,

P P
V.= Lo = Lvar(Y),

onY W) =y, Y W)=y, YW =y;iYiWwW)=y!,i=12;:::
El que tenim son dues representacions euclidianes ortogonals de les vari-
ables aleatories X i Y ,

X B X =(X; %0, 00)" X X=0d:x; )T,

i analogament

y By =@uy2:)t Y By =0hyhi)’
Es a dir
2 0 X 042
(X)) = i i %),
i=1
2 0 X 0y2
B0y) = Gy

5.10.1 Dissimilaritat bivariant

Siguin S(X); S(Y) els suports de les v.a.s X;Y: Volem de..nir una dissimilar-
itat sobre S(X) £ S(Y) a partir de les distancies t; i t,, de..nides en S(X)
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i S(Y) respectivament, tenint en compte la possible informacié redundant
deguda a la dependencia.

Considerem la matriu R = (%3;) amb les correlacions entre les variables
Xi i Yj .

Siguin P = (x;y) i P! = (x%;y") dues observacions de (X;Y).

De...nicié 1 De..nim la dissimilaritat conjunta entre P i P, +1, (P;P?), com

2 0 2 0 2 0 X 0 [ 0¢
L (PIP) = £ (Xx)+£5(1Y) i PG X)) viiy; (5.9)
i;j=1

: N N .
= HX)+5@Y) i xixX) Ry iy).
El terme (x j X")" R(y i V') conté la dependéncia entre les variables X
i 'Y, és a dir representa la interaccio entre aquestes variables.
Al construir una dissimilaritat bivariant conjunta, a més de tenir en

compte la redundancia o dependéncia entre les variables, s’haurien d’acom-
plir certes propietats, intuitives, que la de..nicié (5.9) satisfa.

Propietats de la dissimilaritat bivariant
1. Es simétrica i no negativa
2, (P;PY =%, (P;P)) _ O
En efecte, si (x i X)) R(y i ¥°) - 0 és evident. En cas contrari
2 (PP =kx i XK +ky i YK § (X i X) R(Y iy)
Lk XK Ky B YR G2 X)) (Y 1Y)
=xiXiyiyD'xixXiyiy).o
2. Si la distancia de..nida per a una de les variables és zero, aquesta dis-
tancia no infueix en la dissimilaritat conjunta. Es a dir,

B = 0 ) fp =4,
I = 0 ) o =41
En efecte, si +2 (x; x’) = 0 per qualsevol x, X, aleshores
X

2xx) = (xiix)°=0,
i=1
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el que signi..ca
- W i - 0¢
TG i X)) yiiy; =0,
i;j=1
I per tant

5, (PiPY) = 0+£5(yiy) i 0
= £#:y).

3. Si les dues distancies son iguals, la dissimilaritat és també igual a la
distancia comuna. Es a dir,

X i'Y son idénticament iguals, i 9 9 .2
D Ep=E=E
+, =+
1=

En efecte, al ser X i Y identicament iguals i recordant que X, X5, :::
€s una successio ortogonal de variables aleatories, tenim que %;; = 1
perai=ji%; =0peraié j. Per tant
2 0 2 0 2 0 X 0 0
1 (PiP) = HX)+(y) i (i X)X i X)
i=1
= H X))+ (1Y) 1 4 (xX)

= 5 (y;¥").

4. Si les variables son independents, la dissimilaritat conjunta ha de sumar
els efectes de les dues distancies (al quadrat). Es a dir

. . N . 2 _ 42 2
X 1Y son estocasticament independents ) *7, =+ +15 .

En efecte, cal tenir present que si X i Y son estocasticament indepen-
dents aleshores R = 0, essent R la matriu amb les correlacions entre
els X; i Yj .

Les dues primeres propietats a..rmen que la dissimilaritat (al quadrat)
conjunta no canvia quan una de les distancies és zero o quan les dues dis-
tancies (al quadrat) son identiques. La quarta propietat és el Teorema de
Pitagores aplicat a distancies. En general, la dissimilaritat +;, conté la re-
dundancia entre %, i £,. D’ara endavant suposarem S(X) =S(Y)=E % R:
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5.10.2 Variabilitat geometrica bivariant

De...nicio 2 La variabilitat geomeétrica bivariant, V., (X;Y), del parell (X;Y)
respecte les distancies +; i +, que escriurem Vi,, €S
2 p_.va

X
Vip=Vi1+V, i 1/2ij S o
i;j=1
essent _; = var (X;); % =var(Yj):
La de...nicié es dedueix de
£ i ¢
EGiX)'Y iy, =2cov[X; Y.
En efec%e,

Vi, = % £2(P;PYF (x;y) F (X" y") dPdP’
E£LE EE£E

= % 2 (x; X)) T (x;y) F (X% y") dPdP" +
1':z£E EEE
+5 5 (YD FOGy) £ y)dPdP? +
ZEEEZEEEA\ 1
l - )Kj - Ul i - 0¢ . 0.,,0 0
+3 i R (G 1) Yiiy; TGy fOy)dPdP
ELE E£E =1
L Z Hz Tz T
> +2 (x; X) f(x;y)dy (" y)dy? dxdx’ +
BEE Hz T4z T
+5 2Zy)  fFy)dx O y)dx dydy’
E£E E E
5 i i x) iy Foay)fd;y)dPdp!
: ELE EE£E
1 z 1 z
5 £2 (¢ X)) F (x) £ (X) dxdx’ + 5 £2(y;y) f (y) £ (y) dydy' j

E£E E£E

£ N ,te
WiE O i Xi) YiiY;j

1 X
= Vi+Vs i 5 Yij 2 cov [Xi; Yj]
ijj=1

X p—
= Vi+Vo i W P
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Propietats de la variabilitat geometrica bivariant
1.

X iY son identicament iguals, i
=%

D Vi =V =V,

En efecte, si X i Y son idénticament iguals i +;=%, aleshores V; =V, i
Yij =1 peri=jil;=0peri6j, pertant

X _
Vie = VitVoi TP
i;j=1
x a—
= 2Vii W L2,
i;j=1

P
Tenint en compte que V; = ilzl .i, podem escriure

X
Vip =2V, j i = Vi

sl
i=1
2. En general
Vi - Vi +Vs.
P—p

sl

Cal tenir present que 1/2,2J “j . 0 per a qualsevol valor de i i de j.

X 1Y son estocasticament independents ) Vi, =V, +V,.

En efecte, cal tenir present que si X i Y son estocasticament indepen-
dents aleshores R = 0.

5.10.3 Funcio de proximitat bivariant

De..nicié 3 La funcié de proximitat A3, (x;y) = A% (x;y), per a la dissim-
ilaritat 15, és
X

A2, qy) = AR+Ay) i %0 i ERGD ;i ELYGD)
i;j=1

= R0+Eyixit) RYi)
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on
Xit) = iEXid ;% i E[X];::)",

(Vi)' =0:1iENMl:iy2iEY:),
i R és la matriu amb les correlacions entre les variables X; i Yj.

Amb les no%acions habituals, la de..nici6 es dedueix de
AZ . _ +2 P PU f 0.,,0 dPO - V
L (Xy) = 5, (PP T (XLY) i Vo

E£E
) ) x Z i ¢
= R)+AW i % G ix) Yy FeSy)dP!

ij=1 E£E

) ] X
= AQ+A )+  cov[Xi; Yl i
i;j=1
*x ¢ N ¢ 0.0 0
Yij xiix) yjiy FOGy)dP
=1 E£E
x £
= Rx)+A W)+ % Xii EXiD)(Yj i E[V;DF(xy)dP
=1 E£E
x Z i ¢
. ", _-q'_-qfo.odpo
1 /2|J (XI 1 X|) Yi ij (X:y)
=1 E£E
. . X
= AX)+ATWY) i iy i 1 EDKGD (s 1 ELY;)).
ijj=1

Propietats de la funcié de proximitat bivariant
1. La funcio A212 és no negativa i la podem expressar com
A2, 0Gy) =i i LdiP+iiy i LiP T i B)TRy i 1y) L O

En efecte, I’expressio surt d’aplicar el resultat 9. Aleshores, si (X § 1,)"R(Y i )
- 0 la no negativitat és evident. En cas contrari

A2 (y) =iixi LR +iy i NPT ki B)TRY i 1)
X LRy i NP i 2i )Y i Yy)
=XiNiyYit)xinilyiy).o
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2. X i'Y son idénticament iguals i +; =1, )
A2 . — A2 — A2
A12 (X7y) _Al (X) _A2 (y)

En efecte, si X i Y son idénticament iguals i +;=t, aleshores A2 (x) =
A2 (y) i%i; =1peri=jil;=0peri6j, per tant

A (xy) = A (x)+A%(y) i Yij i 1 EDXGD (y; 1 ELY;])
i;j=1
’ X J
= 2R ()1 i EDXDOG i EDXD)
i=1
X
= 2R (i (i EX]

i=1

I tenint en compte el resultat 9
AL (Gy) =285 (%) 1 AS () = AT (x).
3. X i Y s6n estocasticament independents )
A2, (xy) = A2 (x) + A2 (y): (5.10)

En efecte, cal tenir present, un altre cop, que si X i Y son estocastica-
ment independents aleshores la matriu de les correlacions de..nida en
510.1és R =0.

5.11 Densitat conjunta a partir de la funcio
de proximitat bivariant

Sigui f (x;y) la densitat conjunta del parell (X; Y ). Siguin 1 (x) = exp (i A% (X))
i T, (y) = exp (A% (y)) les densitats generades per les distancies +; i *,, re-
spectivament. Recordem que sempre podem suposar gque son densitats, seccid
5.8. Suposarem també que, malgrat puguin ser resultat de transformar una
distancia, ; i +, admeten una representacio euclidiana en els termes de la
seccio 5.10.

Considerem la distancia + tal que

2 — 42 2
12 =+ + 45,
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que correspon al cas de suposar X i Y estocasticament independents. Aleshores
la funcié de proximitat és positiva, i és, (5.10),

A2, (xy) = A% (x) + A2 (y),
I, per tant
. — i - A2 . ¢ — i - A2 - A2 ¢
f.(xy) = exp iAj, (X,¢Y) =exp iAT(X) i AS(Y)
= exp iA2(0 exp A2 (y)
= f1.(x) f2(y),

és la densitat generada per la distancia =.

En el cas general, considerem la dissimilaritat bivariant, de..nida en (5.9).
Indicant X =x j 1,;Y =Y i *y; ladensitat de proximitat generada per t;,
és .

. I_ 2 - A2 T
fo, (GY) =exp AT () i A (V) + X RY .
En general, pero, ens podem trobar que
Z

i ] ¢
exp A2 (x) i A2 (y)+ X' Ry dxdy
ZEE,E
PPN i, ¢ i ¢
= exp iA7(X) exp iA%(y) exp X' Ry dxdy
ZEE,E ¢
= f,(0f,()exp X' RY dxdy

ZE£E

i ¢
= exp ' Ry f.(x;y)dxdy
E£E
& 1,

I per tant f.,, (X;y) podria no ser una densitat.
En aquest cas podem considerar la dissimilaritat

1, (PPN =H060X) +H5(y) i @ (X i xX) Ry iy), (511
on ® >0 és una coZnstant, gue suposarem que existeix, tal que

i ¢
exp '@XT RY f. (x;y)dxdy = 1.
E£E

Amb aquest canvi la variabilitat geométrica sera

X Zp_pv—
Vio@y =Vi+V2 i ® % i

ij sl
i;j=1
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i la funcio de proximitat (que podria ser negativa)
AL (6Y)e = AT 00 +AL () 1 OXTRY .

Aleshores 3, (P; P?), proporciona una funcié de proximitat que genera
una densitat

Y — I s . A2 Tt
F., (X Y)e=exp AT (X) i AS(Y) +®X RY ,

tal que
Vi=Vi+V, _ Viye . H(F),

amb igualtat si f =, , .
En efecte, partint de la de..nici6 de la divergéncia de Kullback-Leibler i
tenint en compte que aquesta sempre és més gran o igual que zero, tenim
3 - Z z A !
. _ : T (xy)
I Fifee, = f(xy)In . (xy)
E E t12(®)
O
Z Z £ x:y)
= fxy)In@—3— 24 ~ Adxdy
E E exp iA%,, (XY)
Z Z 373
= jH®)i fOGy)In exp AL, (xy) dxdy
ZE ZE 3 -
= iH(()i foay) QAL (xy) dxdy
E E

f12(®)
= jH(f)+ Vi . O.

dxdy

s

Acabem de provar el segtient resultat.

Resultat 12 La densitat construida a partir de z7,, la dissimilaritat con-
junta (5.11) considerant la redundancia de les variables, és més propera a
la densitat vertadera T que la densitat construida a partir de la distancia %,
de..nida suposant independencia estocastica entre les variables X i Y.



Capitol 6

Distancia de Wasserstein i
altres desigualtats

6.1 Introducci6

La distancia de Wasserstein és una mesura de discrepancia entre dues fun-
cions de distribucié, que té relacié amb les correlacions maxima i minima de
Hoerding. Aquesta distancia té aplicacions en tests d’ajust d’unes dades a
una distribucié i per comparar la forma d’una distribucio en relacié a una
altra. En aquest capitol estudiem algunes desigualtats relacionades amb
aquesta distancia, i uns altres tipus de desigualtats per a la variancia d’una
funcié d’una variable aleatoria, que tenen aspectes semblants a la desigualtat
de Cramér-Rao.

6.2 De..nici6 de la distancia de Wasserstein

De...nici6 4 Siguin F (x) i G(x) dues funcions de distribucié absolutament
continues. De..nim la distancia de Wasserstein entre aquestes dues distribu-
cions, W (F; G), per I’expressio
-7 1. .
o) — -1 Al
W (F;G) = Fit() § G (t) "dt
0

N

Aguesta de..nicié té sentit tenint en compte que si X €s una variable
aleatoria de..nida en un espai de probabilitat (—; A;P) amb valorsaE 2 R i

131
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amb funci6 de distribucié F (x) absolutament continua, aleshores la variable
aleatoria F (X) = T esta uniformement distribuida en (0; 1); i reciprocament,
si T és una funcié de distribucié uniforme en (0; 1), aleshores X = F il (T)
té la funcid F (x) per funci6 de distribuci6. En efecte,

T@t) = P(T -1t
= PFX) -1
P'X - Fil(p)
= F(Fil(t) =t
D’altra banda
PX-x) =P iFil(T) - x¢
= P(T -FX)=F ().

6.2.1 Exemples

Siguin F (X) i G(x) dues distribucions uniformes en (a;b) i (c; d) respectiva-
ment. En aquest cas el quzadrat de la distancia de Wasserstein és
1. ¢
W2(F:G) =  'Fil() i Git() 2dt (6.1)
7°,
= (a+(ja)ti(c+(dijc)t)dt
0
_ 1 i - 2 - - - 2¢
= 3 @ic)y+hid@ic)+(id",

essentOenelcasa=cib=d.
Siguin, ara, F (X) i G(x) dues distribucions, la primera uniformement

distribuida en (0; 1) i la segona, exponencial de parametre 1. Aqui tenim
1
W2(F;G) = (t+In(1 j t)*dt (6.2)
0
5

6 .
En el cas general de dues distribucions F (x) i G(x) la primera uniforme
en (a;b) i la segona, exponencial de parametre ®, obtenim
Z M -1 1
W2(F:G) = a+(bia)ti'5|n(1it) dt (6.3)
0
2(@%+b?)®> +a®(2b® § 3) j 9b® + 12

6®2
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Si el que volem calcular és la distancia de Wasserstein per dues distribu-
cions, F (x) i G(x), exponencials de parametres ® i  respectivament, obtin-
drem

ELa il T2
W2(F;G) = 'Eln(l iDi=In(ljt dt (6.4)
0
2@ )

®2 2

essent 0 en el cas trivial ® =

6.3 Classes de Fréchet i correlacions de Ho-
eading

Recordem breument els conceptes de classe de Fréchet i de correlacions de
Hoerding i les seves propietats més importants.

Siguin X;Y dues variables aleatories de..nides en un espai de probabilitat
(=;A;P). Considerem la funcié de distribucié bivariant H(X;y) de..nida en
la seccid 5.10. Siguin també les marginals univariants F; G de H,

FO)=PX-x), G)=P( -y)

De...nicié 5 Anomenem classe de Fréchet F(F; G); a la familia de distribu-
cions bivariants H(x;y), amb marginals univariants F(x) i G(y).

La funcio H°(x;y) = F(X)G(y) pertany a F(F;G) i correspon al cas per
al qual X i Y son estocasticament independents.

Altres funcions de F(F;G) s6n Hi(x;y) = maxfF(x) + G(y) i 1;0g
I H*(x;y) = minfF (x); G(y)g anomenades respectivament cota inferior i
cota superior de Fréchet.

Resultat 13 Es veri..ca:
2 Hi(x;y) - H(X;y) - HT(X;y) per a qualsevol H(x;y) 2 F(F; G):
2 H =H7 siinoméssis’acompleix la relacio funcional F (X)+G(Y) = 1.

2 H = H™ si i només si s’acompleix la relacié funcional F (X) = G(Y).
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De...nici6 6 Suposem que E(X); E(Y) i E(XY) existeixen. Sigui % = %(X;Y)
el coe..cient de correlacio entre les dues variables. Anomenem correlacions
de Hoerding a les minima i maxima correlacions %1 ;%*; que podem tenir per
a qualsevol H 2 F(F; G).

Resultat 14 Es veri..ca:
2 Whi Yo Yt
2h =% giinoméssiH=HT:
2h=4%"siinoméssiH=H™:

Per calcular els coe..cients de Hoerding, en el cas de variables aleatories X
i 'Y, amb mitjana 0 i variancia 1, és interessant expressar aguests coe...cients

en la forma
YA 1 Z 1
Bi= FHEGHLipdp, ¥ = F(p)Gii(p)dp:
0 0
El seglient resultat, Mardia [50], ens dona la correlacio entre dues funcions
utilitzant les funcions de distribuci6 conjunta i marginals.

Resultat 15 Siguin X i Y dues variables aleatories amb funci6 de distribu-
ci6 conjunta H(x;y) i marginals F; G, absolutament continues. Podem ex-

pressar la correlacid entre les dues variables aleatories en la forma
z

WX, Y) = (H § FG)dxdy.

ROOUY) e

Aquest resultat, degut a Hoeading, es pot considerar una consequéncia
del seguent, més general, Cuadras[18], el qual ens permet expressar la co-
variancia en termes de les funcions de distribucid i no de les funcions de
densitat.

Resultat 16 Siguin X i Y dues variables aleatories amb funci6 de distribu-
ci6 conjunta H(x;y) i marginals F; G, absolutament continues. Suposem
®(X) i (y) dues funcions tals que E(jJO®(X)j) < +1; E( (Y)j)) < +1L i
EG®(X) (Y))) < +1. Aleshores podem escriure la covariancia entre ® (X)

i (Y) en termes de les funcions de distribucié en la forma
z

cov@®(X), (YD) = (HOY) 1 FEIGH)d®)d (¥). (6.5)

R
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6.3.1 Exemple

Calculem la correlaci6 maxima de Hoerding, %*, entre dues distribucions
F (X) i G(X) la primera uniforme en (a;b) i la segona, exponencial de parame-
tre ®.

Acabem de veure que % = %™ siinomés siH = H(Xx;y) = minfF (X); G(y)g,
per tant

Z Z
1
W (XY S HiF
7 (X Y) W)Y ) F{2( i FG)dxdy
e Xia Xja i Al
= "¢ minfe——: jei® + 1g + —! iel™ +1  dxdy
0_ a bia ib+
B _Z :|_Z ibei®y+b+aei®y|-lXia xijai. 6y ¢ﬂ
- bia'bia ie'™+1 dxdy
OZlaZb M. ) bl
_ i ¢ xjai . ¢
+ iei®+1 § 1 ei™ 41 dxdy
0 jbei® +h+aei®y b ja
1P-
= 2 3,
2
P—

6.4 Desigualtats per a la distancia de Wassers-
tein

Barrio et al. [29] ddnen una expressio alternativa per a la distancia de
Wasserstein entre les distribucions F i G la qual, amb els conceptes de...nits en
la secci6 6.3, en particular amb la correlacié maxima de Hoeading %™ (F; G),
es pot escriure com

W2 (F;G) = %2 + %2 j 2%¥%%* (F;G) + (X1 i 1), (6.6)

essent 1; i 1, les mitjanes de les distribucions F i G i %2 i %3 les seves
variancies ..nites'. Vegeu també Cuadras ([17]).

YEn el cas de dues distribucions F (x) i G(x) la primera uniforme en (a;b) i la segona,
exponencial de parametre ®, tenim
s

| ge—
bija)? 1 bia?, 1. 1 P=
o e il t =¢Z¢ 3+

ua+b_ 12

| =

W2 (F;G) =

12 ® 2 2
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Siguin les distribucions F i G absolutament continues i amb densitats f
I g respectivament. Suposem que %3 - %,.
Com 0 <%* (F;G) - 1 tenim

2 Yt (F; G) = 2%

i, de (6.6), obtenim una cota inferior per W? (F; G) ;

W2(FG) . % +% i Ddp + (*1 i 22)’
= (i %)+ (1 1)
n o
D’altra banda, de la desigualtat (5.5) i fent %, =ess infyoe % tenim
Y Ya
R 007 Wt
1 —_ - i’ *
o ess)igé 709 %2 n (F; G), (6.7)

d’on
2% % _ i2%mYht (F;G),
i per tant una cota superior per W2 (F; G) és
W2(F;G) - %2+ %2 j 2%23% + (11 j 1,)°.
Tenim, en de..nitiva, les desigualtats
(i %)’ + (1§ 22)" - W2(F;G) - % + 3 (L i 2%0) + (F1 i 22)°.

En el cas en el qual % = Z—; (distribucié normal, Cuesta et al. [28]) les

desigualtats anteriors es converteixen en igualtats.
Una altra expressio per a la distancia de Wasserstein en la ISue entra la

variabilitat geomeétrica, V. (X), respecte la distancia £ (X;y) = jX i Vj, és
1 M lﬂz
WZ(F;U)+V¢(X)=%E+E+ ris (6.8)

1 2b%®? + 2ba®? + 2a%®?2 j 9®b j 3a® + 12
6 ®2 ’

gue coincideix, obviament, amb (6.3).
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la qual es dedueix de les formules (5.4) i (6.6), considerant G = U distribuida
uniformement en (0; 1). En efecte,

W2 (F;U) = %2 +%2 j 2%1%@5/# SI;;U)+(1l i 15)°
—P M

P’
1 13 1
= WA+ = §2% —=—V.(X)+ 1;j=
gl 121 4 12 %, + (X) 112
1 H 1“2
= %%"'E i Vo(X)+ 1 5
d’on surt la igualtat (6.8).
També podem obtenir, inmediatament, la desigualtat
w2+t B +u1 i —ﬂz - W2 (F;U) - 3/2+i+ul i E'Hz-less, inf £ (x)
41 12|p§ 1i 5 ; vt iy g nt g,

de les expressions (5.3) i (6.8), que es convertirien en igualtats si i només si
F fos una distribucié uniformement distribuida en (0; 1).

W?2 (F,; F) és una bona mesura de la bondat d’ajust, Barrio et al. [29],
essent F, la funcié de distribucié empirica i F la funcié teorica.

6.5 Exemples

Cuadras i Cuadras [20] calculen la correlacié maxima de Hoerding entre la
variable aleatoria X, de mitjana 2 i variancia %2, i una mostra x; - :: - Xy
de mitjana X i variancia s?, per a les distribucions uniforme, exponencial i
logistica. Utilitzant aquests resultats podem calcular la distancia de Wasser-
stein per aquests casos.

Distribucié uniforme

Sigui U una variable aleatoria que segueix la distribucié uniforme [0; 1], i
u; <:::<uyn una mostra ordenada. En aquest cas la correlaci6 maxima de
Hoexrding és

%ﬁzT T ui(2i i 1) i

N X

on X i s son la mitjana i la desviacio tipica mostrals. Per tant, de I’expressio
(6.6), obtenim per a la distancia de Wasserstein el valor

W2(F;G) = %W +%2 i Q¥ (F;G) + (T j 12)°
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"o A 14

= 2+l i2istph E L Xu-(Zl'l)'Z +ux-1ﬂ2
12! 2 s 2Nz _ TP '2
L, 11X

= sz+x2+§'m ui(2i j 1)

Distribucié exponencial

Si considerem la variable aleatoria X seguint la distribucié exponencial de
mitjana 1 i una mostra de mida N, aleshores la correlaci6 maxima de Ho-
eading és
+ 1 w £ - n\Nji - - n\N+1ji n.
=gt X 109N i )T g log(N +1 i) + xn log(N) ;
i=1

on X i s son la mitjana i la desviacié tipica mostrals. La distancia de Wassers-
tein és

W2(F;G) = %2 +%2 i 2a¥%h™ (F;G) + (*1 i 1)
) 1 > 3 )
= s +li2¢s¢S—N XiAi+ (X j 1)
i=1
. ) I aS
=S+(Xi1)+1iﬁ XiAi ,
i=1

on Aj =log(N j DNi' j log(N +1 j )N*Lit + xy log(N).

Distribuci6 logistica

En el cas de la distribucié logistica de mitjana 0 i variancia % tenim

P-
o _3OSx[A i B
N N - A

on
Ai= (N ji)log(N ji)+ilog(i),
Bi= (Nji+Dlog(Nji+1)+@(jijDlog(iil):

La distancia de Wasserstein és, per tant

W2(F;G) = %2+%2 § ¥t (F;G) + (X1 § 1,)°
1 2
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" #
- 3! P3N i Sh

1/2 2)(
— Sz+¥2+%iﬁ_ Xi[Ai i Bi].

6.6 Desigualtats per a la variancia

Chernoa [9] demostra que, per una variable aleatoria X amb distribucid
normal de mitjana 0 i variancia 1 i per qualsevol funcié absolutament continua
G, es té h i

E (G'(X))* . var(G(X)), (6.9)

sempre que var (G (X)) < +1. Si la funcid6 G és lineal, la desigualtat
anterior passa a ser una igualtat.

Cacoullos [8], extén la desigualtat (6.9), en la que tenim una cota superior
per a la variancia d’una funcié de la variable aleatoria normal estandar,
donant també una cota inferior per aquesta variancia var (G (X)), en la forma

[E (G (X)F - var (G (X)),

per tant podem escriure, per una variable aleatoria X v N (0, 1) i una funci6

G absolutament continua, les desigualtats
h i
[E (G' (X)) - var (G(X)) - E (G"(X))* , (6.10)

obtenint igualtats si la funcié G és lineal. Cacoullos es basa en les desigualtats
de Cramér-Rao i de Cauchy-Schwarz per demostrar aquestes desigualtats.
Les desigualtats (6.10) prenen, per una variable aleatoria X distribuida

segons una normal de mitjana 1 i variancia %2 , la forma
h i
W2 [E (G (X)) - var (G (X)) - %°E (G’ (X)) . (6.11)

Cacoullos [8] dona també desigualtats d’aquest tipus, relacionant la E (G (X))
amb la var (G (X)), per variables aleatories amb distribucié exponencial, de
Poisson i binomial.

Klaassen [48] generalitza les desigualtats (6.11) a qualsevol variable aleatoria.
Aixi, per una variable aleatoria X , binomial de pahrametres nip,este

1
Y2[E ((n i X)G' (X)) - var (G(X)) - ¥2E (n i X) (G (X)) .
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Per una variable aleatoria Poisson de parametre _, tenim
h i
LE@G OO - var(G(X) - LE (G'(X))°

. - . -z s an o . BN . 2 -
i en el cas de la distribucio logistica de mitjana 0 i variancia 12—2 tenim

L h i

31 E (G0 .

73 [EG OO - var (G (X)) -

2

E3

6.7 Una prova alternativa en el cas logistic

Considerem una variable aleatoria Z seguint la distribucio logistica amb fun-
ci6 de densitat

iz

f(z):m,

il<z<+1, (6.12)
i, per tant, funcié de distribucio

F(z)= i l<z<+1.

1+eiz

Sigui K (X;Y) la covariancia del procés X de..nida a (5.1),
K(;y) =minfF(x);F(y)g i FOOF();, x y21,

on | és el suport. El teorema de Mercer diu que si R és un nucli continu,
simétric i semi-de..nit positiu, aleshores es compleix:

x
R = LiAi(S)AI(D)
i=1
amb convergéncia absoluta i uniforme en les dues variables s i t juntes, on
fA;g és una base ortonormal de funcions propies, essent A; la funcié propia
amb valor propi _j.
Si F és continua K compleix les condicions del teorema de Mecer i per

tant:
X

KeGy) = LiAGAY), x5 y2l,
j=1

on A; és la funci6 propia amb valor propi _;.
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L@ ] A
1], 6F@) | ], "6f
2| "30f(Z) || & | 30(2F if)

Taula 6.1: Dues primeres components principals, valors propis i funcions
propies per a la variable logistica.

En la secci6 5.4, expandint X en termes de v.a.’s incorrelacionades h, (X);
hem vist que

Z X
hn (X) = A,@)dt; x21. (6.13)
il
En el cas que ens ocupa, Z variable logistica estandard, tenim
s
@)= 2 eF@ i G, 1 6.14
@= b @F@iDiGY T L (6.14)

on Ln(2) son els polinomis de Legendre? sobre (0;1). Els valors propis son

1

an = m . (6.15)

Aixi de les expressions (6.14), (6.15) i (6.13) obtenim, per exemple, les
dues primeres components principals, aixi com els respectius valors i funcions
propies. La taula 6.1 mostra els resultats.

Sigui X una variable aleatoria logistica general amb variancia %2. No hi
ha pérdua de generalitat suposant que la mitjana és = = 0. La funcid de
densitat és

IX

1 el”

fxX)==3———=

5, i L<x<+1,
1+el”

P_
- — 3%
on =-—-.

— — ¢ — i ¢

2L, (x)=P3 2xil); L, (x)=P5 '6x2 j 6x+1 ; La (x)=p7 '20x3 § 30x2 + 12x j 1
etc., complint les relacions:

Z, C

Lm(X)Ln(X)dX = 0; per m 6 n;
0

1 per m=n:
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Considerem la logistica estandard Z , amb funcié de densitat de..nida en
(6.12) i, per tant, var (Z) = % . Aixi podem considerar

X =®Z,

P—
amb ® = 3%,
Sigui G una funcié absolutam@t continua. Del resultat 16 i tenint en
R . _ 1 = _
compte que Ai(x)p6f (X)dx = é ’ : - i , al ser Io6f (X) la primera
funcio propia, podem escriure

cov(F (2),G(@)) = _ (MinfF();F()g i FOOF () () dxG' (v)dy
A S !
=, AKAL) TG ()dy
7 A’; '
= LA A (y) T (x) dx®@G' (®z) dy

2 N
A

= (.1A100AL(Y) + . 2A2(x)As(y) +6¢6) T (X) dX®G’ (®2) dy
Z® T
1P P- x X
= 5 6T 6F(Y) +.2A00A(y) + ¢4t ¢
R2
¢p§ 6f (X) dx®G’ (®z) dy
z 11 P 0
= Epg 6T (y)®G’ (®z) dy
= %E [G'(®2)].
Per la desigualtat de Cauchy-Schwarz tenim

(cov(F (2) , G (Z)))2 - var(F (2))var (G (®2)),

®72 (E [G' (®2)])? - var (F (Z2))var (G (®2)),

P-
I considerant que ® = 733/4 i que var (F (2)) = 1—12 , al ser F (Z) uniforme en

(0; 1), tenim la desigualtat
ﬁ—ivar (X)[E (G (X)) - var (G(X)),

valida per a una variable general X = ®Z.



CAPITOL 6. DISTANCIA DE WASSERSTEIN | ALTRES DESIGUALTATS143

6.8 Una desigualtat general

Sigui G una funci6 derivable. Suposem que G' és de quadrat integrable. Al
formar les funcions propies fA,g de K un sistema ortonormal complet, tenim
que

G'=aA +A7%,

A?

essent A; la primera funcié propia de K i una funcié ortogonal a A;
respecte al producte escalar < a(x);b(x) >= a(x)b(x)dx: Aleshores
Z b
a; = A; (x) G’ (x) dx

= h®EG ()],

Ry ~
on hy (b) = ;Al (X)dx i Y és la variable aleatoria amb densitat

A; (y)
T = <y <n.
Recordem que A; és una funcié positiva. A més
f dy=—~- A dy = 1.
. 1 (y) dy ) . 1(y)dy
D’altra banda, integrant G’ obtenim
G= a.lhl + ©;

on h, () = Ra" A; (t) dt; ©(x) = Rax A7 (t) dt; vegeu (6.13). Llavors
var (G (X)) = ajvar(h;(X)) + var(©(X)) + 2a;cov(h;(X); ©(X)):

Tenint en compte que la distribucié de (X; X) és minfF (x); F (y)g; aplicant
la formula (6.5) que déna la covariancia entre funcions:

cov(n(X);00X)) = UK (6 y)dhy ()de(x)

a _a
= "2 K 0 y) A 0K ()dy
=1 Rff A(y)A?(y)dy = 0:
Consequentment
var (G (X)) . a2var(hy(X))

= hy(b)>var(hy(X))(E [G (Y)])*:
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amb igualtat si G és hy:
Hem obtingut el seglent resultat.

Resultat 17 Sigui X una variable aleatoria absolutament continua amb fun-
cio de distribucié F i suport (a;b). Suposem que existeix la descomposicio

x

KXy) = LiAIIA;(Y);

i=1
on K (x;y) = minfF(X); F(y)g i F(X)F(y) ; FAng és el sistema ortonormal
complet de funcions propies i 1 _ .2 . tt¢ els corresponents valors propis.

Sigui Y una variable aleatoria amb funcié de densitat

As(y)
hy (b)

Si G és una funcié derivable i G (X) té variancia ..nita, aleshores es veri..ca
la desigualtat

fi(y) =

a<y<b.

var (G (X)) . hy (b)?var [hy (X)I[EG (Y)F;
amb igualtat si G és hy:

La desigualtat per a la distribucio logistica surt també com una conse-
gueéncia d’aquesta desigualtat general, ates que en el cas logistic tenim

f]_:f

i la distribuci6 de Y és la mateixa que la de X.



Capitol 7

Desigualtats a partir de la raé
de versemblanca

7.1 Introducci6

El test de la rad de versemblanca és utilitzat per contrastar hipotesis com-
postes del tipus

Ho @ (Mi;iiipk) 21
Hy @ (i) 2-1d 1,

sitat d’una variable aleatoria X: — és una regié parametrica k-dimensional i
1 15 — un subconjunt d’—.
Aquest test parteix de la rad de versemblanca

oz LB
L b
on 3 ~
L(®)=supL i L b =supL,
p21 n2-

essent L = F (Xq; 1) ¢¢¢ F (Xn; W) la funcio de versemblanca.
Mitjancant la propietat d’acotacié de la ra6 de versemblanca

0O<o<l, (7.1)

145
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Stefanski [61] demostra les conegudes desigualtats entre les mitjanes arit-
metica, geomeétrica i harmonica

P M2
_— aj P (7.2)
k i=1 k1
i=1 aj
Utilitza el test
Ho . ,l:M&:bk (73)

H; : nototsels ,;iguals, i =1;:::;Kk,

funcions de densitat

fi(x.i)=.iexp(i.ix) ;x>0 ,i>0;i=1;::5;k, (7.4)
THER |
|

X

fi(x;bi)z)’(—;exp ' X>0; ,i>0;1=1;:::;k, (7.5)

respectivament.

Aquest capitol el dediquem a la recerca d’altres desigualtats utilitzant
aquest mateix procediment. En primer lloc donarem una demostracié del
teorema de les mitjanes aritmética i geometrical.

7.2 Teorema de les mitjanes aritmetica i ge-

ometrica
Siguin X;; i1 =1;:::;k , k variables aleatories independents amb funcié de
densitat, exponencial, (7.4).
Considerem el test (7.3). Siguin Xi, ;:ii;Xi,, I = 1;6¢¢;k, mostres
aleatories simples de les variables X; , i =1;¢¢¢; k.
La funcié de versemblanca és
A | A !
> D ¢
L=_7"exp j.1 Xy O0CCCC_kexp j.x X
j=1 j=1

'Hardy, Littlewood i Pdlya [40] expressen aixi la desigualtat (7.8).
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Sota Hy tenim

X X3
InLy = niln, j . Xi;
i=1 i=1 j=1
per tant, de
@InLy, 1 X X 3
e i Xij; =0,
> > i=1 i=1 j=1
obtenim P,
—p
s k i .
i=1 le Xij
El maxim de L sota Hy és
~ . ~ ~
Apc e A P A
i= i _ i= i
L) = PP — exp iP—P— Xi;
_im j= X _ = =X = =1
P
A P, N 1P AX_
= i
= PP exp i N
i=1  j=1Xij i=1
De la mateixa manera, sota H; tenim
< P &
InLy=ngIn_ 1,1 X +eee+nedn ok Xy,
I de
@inL, n; X
@ ] = _ i Xij = 0’
s s j=1
obtenim
n; 1
L0 ln,L ==
j=1%ij Xi
El maxim de L sota H; és
3 7 Y l"l 1 ﬂni
Lb =" — exp(in)
i=1 !
La radé de versemblanca queda
K Py TP s . -
ptﬁ%l—x exXp i i Ni
i= Jj=171j -~
o = p 13 -
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= R (7.6)

Tenint en compte la desigualtat (7.1), podem escriure (7.6) en la forma
Ap, P 1P

ni . i=1Mi
plog .
Nnj k
Qi P i i=1 i

P, . .
Si posem s; = Jf":l Xi; obtenim el seglient resultat.

Resultat 18 Siguin ny;¢¢¢; ng nombres enters positius i S;;¢¢¢; s, nombres

reals positius. S’acompleix la segtient desigualtat
+ 000+
(ﬂ)”lwm(i)nk ) (51 00+ s
Ny Nk

—)n1+¢¢¢+nk.
Ny + 666+ Ny

amb igualtat si els sj=n; son iguals.

Fent els canvis
P

i .
ni=h >0; %‘J:ai>o; i=1:::k, 7.7
1

la desigualtat anterior és un cas particular de la desigualtat més general
(Hardy et al., [40])

Hagh, + 606+ ayh, 1o

by bk .
ateeeecalk - :
! k by + 66¢ + by

(7.8)

onag;ttt;ay;by;tee; b son nombres reals positius, amb igualtat sia; = ¢¢¢ =
ak.-
De (7.6) també podem obtenir la desigualtat

Moy +a, ittt g rmrerac Mg T e Mo N 7.9
by + b, + ¢t + Dy by b '

on ag;tte;a, sén enters i by;¢¢¢; b, son nombres reals positius, amb igualtat
si &2 =1¢6¢= % fent els canvis
1 k
>
n; =a =>0; xijzbi>0; i=1::.:k, (7.10)
j=1
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invertint els termes i tenint en compte la desigualtat (7.1). Com veurem més
endavant, aquesta desigualtat també val si a;;¢¢¢; ax son reals positius.

De fet si haguéssim partit de k variables aleatories independents amb
funcié de densitat (7.5) en lloc de (7.4) arribariem a les mateixes desigualtats
fent els canvis adients.

amb funci6 de densitat Poisson
fi(x.i)=exp(i.i) ;(—'I yX=0;1;2;::0 i1=1:0k,

arribem a les mateixes desigualtats (7.8) i (7.9). Si en aquest cas féssim
n; = ¢¢¢ = nx = 1 obtindriem la desigualtat

XX X e X,

la qual podriem expressar, per k = 3, en la forma més coneguda
81

a+b+ c.na‘“Lb“LC

a?h°c® ,
= 3
amb a;b;c > 0, o, en forma més general

|
Hal 4000+ ay ag +Hitt+ay

ar ak
aeetecads ” ,

7.3 Generalitzacio

Stefanski [61] considera, també, la generalitzacié del procediment comentat
en la seccid 7.1, a variables aleatories amb funcié de densitat del tipus
vl |
XM i bW .
i (X W) = exp ZHi i D) ] (1) +c(X¢) ;¢>0; i=1::k, (7.1
¢
on b és una funcié convexa dues vegades diferenciable i ¢ una funcié bivariant.
Es a dir, considera la generalitzacié a la familia de distribucions exponencial.
Considerant la hipotesi

Hy U1:¢¢¢:|Jk (712)
H; : nototsels y;iguals, i =1;:::;k,
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la ra6 de versemblanca és
= .
P i ¢
exp bIL(R) yxi i kb b IL(R)
3
o1 D11 (x))

o =

T

exp |_’Ii(zlxi b’ il (Xi) i

la qual ens porta a la desigualtat
A o |
X X

xibi'x)i b bit(x) . (7.13)

3 -

Xb it(x)ib bit(R) -

x|~

La funcié exponencial (7.4) és un cas particular de la funcio (7.11), fent
(VU]

W=i.i ; ¢=1; c=0 i b®)=In j (7.14)

|

Amb els canvis (7.14), la desigualtat (7.13) es transforma en

i=1 & HQ T

- ai
K i=1

Un altre cas particular de la funcié de densitat (7.11) correspon al cas de
k variables aleatories independents amb distribucié normal de mitjana %; i
igual desviacid tipica %. Els canvis a fer son
2 3 -

P— . 1
=2 =% c(X¢)= i;—, In 2% i b(t)= Etz, (7.15)
¢
i la desigualtat que dona és la coneguda

X 2
i=1
Si per contrastar les hipotesis (7.12) agaféssim k mostres de mida ny; ¢¢¢; ny;
de les k variables de..nides per les funcions de densitat (7.11), la rad de
versemblanca seria
K HPk Pn T[F) P M HPk Pn ﬂﬂp T[
exp b il PRI T T g g b b RS ) i
_ iz i i=1
o= — — —

exp | LB Mxi By nib (i (X0)
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la qual ens porta, tenint en compte (7.1), a la desigualtat

APy Pn, X : X 3 A APy Pn, X ! X
il gL, =17 - °§1 iz, =17 _
i=1 Ni i=1 j=1 i=1 Ni i=1
x, X x o=
- b 1+ (Xi) Xi; @ nib b (X . (7.16)
i=1 j=1 i=1

Fent els canvis (7.14) i (7.7), de la desigualtat (7.16) sortiria la desigualtat
(7.8) i amb els canvis (7.14) i (7.10), la desigualtat (7.9).

En el cas de k variables aleatories independents amb distribucié normal
de mitjana 1; i igual desviacié tipica %, amb els canvis (7.15) i mostres de
mida nq;¢¢¢; N, , obtindriem

°p, P, 2 °p, 2
i=1 j=1%i XK jnX

i=1 Ni i=1 ni

. . P,
la qual podriem expressar, amb els canvis nj = b > 0; ;":1 Xj; = aj >
0, 1=1;::5k,
(a; +a, +itt+a)? a2 a?

N TS
by + by +00C+ by b1 by

on ag; t6¢; a, sén nombres reals positius i by;¢¢¢; b son enters.
De fet, escollint diferentes funcions convexes b (t), de (7.16) obtindriem

altres desigualtats, com per exemple
3 .

_P_ _P_
(g + (0t +a)mT - kpiT aPi’ +60e+al’ |
que sortiria de b (t) = %tpsp >1jt>0.
2
Finalment, de b(t) = 1+tz obtindriem

1
1iX =k

X

N R

7.4 Altres desigualtats

En les seccions 7.2 i 7.3 hem fet referéncia a variables aleatories distribuides
segons una distribucié exponencial, normal i Poisson com una generalitzacio
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de la familia exponencial de..nida per la funcié de densitat (7.11). Hem
trobat desigualtats a través de la propietat (7.1) de la raé de versemblanca
aplicada a contrastar un test del tipus (7.3).

Bé directament, com hem fet a la seccié 7.2, o com a conseqiencia de
(7.13) o (7.16) podem trobar desigualtats partint de variables aleatories dis-
tribuides, per exemple, segons una Bernoulli, una binomial o una Pascal.

Distribucions Bernoulli i binomial
Partint de k variables independents distribuides segons una Bernoulli
fi(x.)=.50i. )" x=01 0-_;-1 i=1::k,

gue com la binomial, pertany també a la familia exponencial de distribucions,
I tenint en compte els canvis

H il
Wi =1In lf' , (=1 c(x¢)=0 i b®=In(L+exp(t),
i.i
(7.17)
I per tant H q
0 EXP(D) 151 gy — X
b(t)_1+exp(t) b () =1n 1ijx
arribem, de (7.13), a la desigualtat
Pk h 3 - - 3 ’i
7InlJ X ! i |nlJ 1 ! - Xiln g iin 5o 7.18
1ijx ! 1§iX k - (7.18)

De la mateixa manera, considerant la distribucio blnomla& i modi..cant
els canvis (7.17) amb b(t) = nIin(1 +expt) i c(X;¢) = In Q tindriem la
desigualtat

h 3 g 3 i
HY'IT 81 | P!‘ xiln =X jnln -0

_ n i=1 niXj niXi
XIn — jnin —
niXx nijXx k

Distribucié Pascal o geomeétrica

Siguin Kk variables aleatories independents amb funci6 de distribucio

fi(x;.)=.i@i. )" x=01::: 0-

sl
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Com aquesta distribucioé també pertany a la familia exponencial conside-

rant
vl il
C—Ind S 21 e(x)=0 i —n _XP®
w=l@i.) ; ¢=1 ;5 cx)=0 1 bH=in 1ijexp(t)
I, per tant
bO(t) - ; bOil(X) = |n“X i lﬂ
T liexp(D - x
fent servir la desigualtat (7.13) obtindriem
h =3 7 i
1‘[ I:)k Xiil
He i1 iz Xiln 2= i In(xi i 1)
XIn = ilnXil - K

Distribucié de Cauchy i distribucioé de Laplace
Considerant 2 variables aleatories independents amb funcié de distribucié de

Cauchy
1 - il <x<d;,

fi(X;,i):3—X2
Yooi 1+

0 bé 2 variables aleatories independents amb funcio6 de distribucié de Laplace
1 .. .
fix.) =s.iexp(iLifxid) (il<x<1;.i>0 i=12,

obtenim, respectivament, les desigualtats
(X1 i %2)*. 0,

M - -
XX § XXz @ XX
1 X1X2 )

4X1 X,
(x4 + jxai)”

la qual es transforma també en: (X; i x2)2 . 0, fent que x; >01ix, >0.
Considerant k variables distribuides segons Laplace tindriem un altre cop,

considerant, x; >0 ,1=1;¢¢¢; Kk,
P 8 9.
k 7 =
la coneguda desigualtat entre les mitjanes aritmetica i geomeétrica. Per tant

no obtenim desigualtas noves.
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Capitol 8

Resum 1 conclusions

8.1 Resum

En aquesta memoria hem estudiat diverses desigualtats d’interes, principal-
ment, en regressid i analisi multivariant.

En el capitol primer hem presentat un resultat desconcertant en un
primer cop d’ull pero que ens pot avisar d’alguns dels perills de la utilitzacid,
a la lleugera, de la regressio maltiple, com, per exemple, con..ar en els dia-
grames de punts X-Y i en les correlacions simples, descartar variables com
a remei per evitar la multicolinealitat, usar el métode de selecci6 “forward”,
Us de la regressié en components principals i també I’s de les técniques de
representacio gra..ca al llarg dels primers eixos principals. Aquest resultat és
la desigualtat de Hamilton-Routledge-Cuadras, abreujadement HRC,

Rz = r)z’Xi !
i=1

on R? és el quadrat del coe..cient de correlacié multiple i ryy, és el coe..cient
de correlacio simple entre la variable dependent Y i la variable explicativa X;:
El fet de veri..car-se la desigualtat HRC adverteix que la variable resposta
depen de I’'anomenat “soroll”, les darreres components principals, les de var-
iancia petita, més que de la part de variabilitat de les dades que estiguem
considerant. Tenir en compte aquest fet, pot ajudar a millorar la utilitzacié
practica de I’'analisi de regressio multiple, aixi com les técniques de reduccid
de la dimensio.

155
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La desigualtat HRC ens diu que no sempre variables correlacionades con-
tenen informacio redundant.

Hem interpretat la desigualtat HRC per components principals, donant
com a condicié per a que es veri..qui,

i (i i) >0
i=1
on _j és el i-éssim valor propi de la matriu de correlacié R: Aquesta condicio
la podem expressar dient que la desigualtat HRC es veri..cara, en situacions
practiques i parlant de manera informal, quan les correlacions simples entre
la variable dependent i les components principals amb variancia petita siguin
grans, mentre que les correlacions simples entre la variable dependent i les
components principals amb variancia gran siguin petites.

També hem vist com I’acompliment de la desigualtat HRC és una condicio
necessaria per a que la p-éssima component principal sigui I’Gnica component
que redueixi la suma de quadrats residual.

Deixant el model de regressié multiple i considerant només correlacions,
en el capitol segon hem estudiat un altre resultat sorprenent i aparentment
poc intuitiu com és el fet seglient. Fixat el nombre de variables explica-
tives i mantenint constant la matriu R, encara que augmentem el nombre
de variables correlacionades positivament amb la variable dependent, el co-
e..cient de determinacié no té per que augmentar, com semblaria normal al
augmentar la infuencia de les variables explicatives sobre aquella. Hem in-
terpretat, també, aquest fet per components principals i hem estudiat una
generalitzacio. Essent Y; i Y, dues variables resposta i Xj,..., X, variables
explicatives és possible tenir d’'una banda

2 2
rYlXj rszj !
=1 =1

és a dir, Y, esta aparentment més correlacionada amb les variables explica-
tives que Y,, i d’altra banda

R <RS;

fet que és degut a la infuencia sobre Y; de les components principals amb
variancia petita.
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En aquest capitol segon també hem trobat una versi6 forta per a la des-
igualtat HRC en el sentit que
R2

P2
i=1 ryxi

essent k, 1 < k < p, una constant donada.

Un exemple al ..nal del capitol il¢lustra la idea, ja comentada en el capitol
primer, que tant el metode de seleccié forward com el métode de la regressié
en components principals poden no ser adients.

En el capitol tercer examinem la paradoxa de Simpson per a la in-
terpretacio gra..ca de la qual incloem una breu descripcié de I'analisi de
correspondencies. El que fem en aquest capitol és utilitzar I’analisi de corres-
pondéncies per estudiar gra..cament les taules de contingencia. Hem ampliat
els gra..cs habituals de la solucié asimeétrica de I’analisi de correspondeéncies
per interpretar millor la paradoxa. Estudiant els exemples iltlustratius de
la paradoxa de Simpson hem vist que les dades es comporten de manera
diferent, depenent de si tenim o0 no en compte les poblacions.

Aquest fet el retrobem en el capitol quart al estudiar la desigualtat

entre distancies, Mahalanobis més gran que K. Pearson,
(L i5)8 (M iL)=t3 >t =(1i1)8iM (% i1y,

essent 1, i 1, els vectors de mitjanes respectius de les poblacions p-dimensio-
nals §: = (%1;8)i 1, =(*2; 8); amb & la matriu de variancies-covariancies
en les dues poblacions i on 8y = diag (8).

Podem dir que la desigualtat en distancies, Mahalanobis més gran que K.
Pearson, és una versié multivariant de la paradoxa de Simpson.

Es aquest fet el que ha motivat incloure en aquesta memoria la paradoxa
de Simpson.

Si la desigualtat HRC la escrivim en la forma

0 il 0
W R Yy > W

distancies entre dues poblacions.
Aleshores en aquest capitol quart comparem la distancia de Mahalanobis,
la qual conté la redundancia entre les variables, i la distancia de K. Pearson
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que no la conté. La desigualtat entre distancies, +Z, > +Z; expressa, com
la desigualtat HRC, el fet que no sempre variables correlacionades contenen
informacio redundant.

En el cas de dues poblacions hem vist com la desigualtat +2, > +% es
presenta quan la direccié del segment que uneix les mitjanes de les dues
poblacions segueix, practicament, la direccié de la segona component princi-
pal. Més en general, trobarem la desigualtat +2, > +2, quan if'J!z segueixi
practicament la direccié de les components principals de variancia petita. Po-
dem a..rmar, per tant, que la direccié geomeétrica que segueixen les mitjanes
de les dues poblacions és diferent a la direccid principal que segueixen les
variables observades, direccié que ens ve donada per la primera component
principal.

Després de generalitzar a més de dues poblacions aquesta desigualtat,
la qual cosa ens ha permes a..rmar que el seu acompliment indica una anor-
mal conexié entre model i dades, ortogonalitat entre la direccié que segueix el
model i la principal variabilitat de les dades, la qual ve donada per la primera
component principal, ’hem estudiat des del punt de vista de I'analisi multi-
variant de la variancia.

A continuacié hem estudiat de manera exhaustiva un exemple, classic
en analisi multivariant, degut a Fisher, per al que es veri..ca la desigualtat
distancia de Mahalanobis més gran que distancia de K. Pearson.

Hem posat especial émfasi en I'estudi de I’aspecte gra..c de I'exemple de
Fisher i per fer-ho hem hagut, al voler representar els individus i les compo-
nents principals de cada poblacié considerant les quatre variables estudiades
per Fisher, d’utilitzar la representacid en I’espai canonic. Hem explicat com
obtenir la representacié de les components principals en I’espai canonic.

Per acabar aquest capitol quart hem estudiat la paradoxa de Rao coneguda
també com la “malediccid de la dimensionalitat”, i hem vist com aquesta no
es pot donar si es veri..ca la desigualtat +2, > +Z:

El capitol cinque I’hem dedicat a la possibilitat de construir, en el cas
univariant i la seva extensié natural al cas bivariant, funcions de densitat a
partir de distancies o dissimilaritats i estudiar mesures de divergencia entre
aguesta densitat i la vertadera densitat. Aixo pot tenir aplicacié en analisi
discriminant al poder utilitzar distancies en lloc de funcions de densitat.

En el desenvolupament del capitol hem considerat diverses desigualtats,
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comencgant amb la que fa referéncia a la variabilitat geométrica, noci6é que
com la de funcié de proximitat, han estat recordades al principi del capitol.
Aguesta desigualtat ens déna una cota inferior i una cota superior per a la
variabilitat geométrica d’una variable i es presenta en la forma

1 : Y
Eess igéff X)g - V.(X) - p§ :

on V. (X) és la variabilitat geometrica de la variable aleatoria X; amb mit-
jana i variancia, %2; ..nites i densitat f (x); respecte la distancia * (x;y) =
X iyi

Després de donar algun exemple de construccié de densitats a partir de
la funcid de proximitat en el cas d’una distribucié uniforme i d’'una exponen-
cial, hem passat a comentar la desigualtat entre la variabilitat geometrica i
I’entropia de Sh%nnon, desigualtat que ens assegura que I’entropia de Shan-
non, H(f) = j T (X)Inf(x)dx, la qual, mesura també la variabilitat de
la variable X, és una cota inferior de la variabilitat geomeétrica.

Finalment hem fet extensives aquestes nocions al cas bivariant trobant
una nova desigualtat que ens permet a..rmar que la densitat construida a
partir de la dissimilaritat conjunta considerant la redundancia de les vari-
ables, és mes propera a la densitat vertadera que la densitat construida a
partir de la distancia de..nida suposant la independéncia estocastica de les
variables X i Y.

En el capitol sise hem estudiat algunes desigualtats relacionades amb la
distancia de Wasserstein, i uns altres tipus de desigualtats per a la varian-
cia d’'una funcié d’una variable aleatoria, que tenen aspectes semblants a la
desigualtat de Cramér-Rao.

En la primera part del capitol es donen de..nicions per a la distancia de
Wasserstein entre dues distribucions F; G, W? (F;G); en les que apareixen
la correlaci6 maxima de Hoeading, aixi com les mitjanes 1, i 1, de les
distribucions i les seves variancies ..nites %2 i %2 i la variabilitat geométrica,
V. (X) de la variable aleatoria X respecte la distancia +. A partir d’aqui
sorgeixen desigualtats del tipus

G § W)+ (L1 i o) - WE(F;G) - %2+ %2 (1 i 2%0) + (1 i 12)°,
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n o

on Yo =ess infyoe % : F(X) i g (X) densitats respectives de F i G, i també
3/2...i- Y +“1 - Eﬂz W2 (F;U) 3/2+i+“1 i E‘nz-less inf £F (x)
AT IR i : At Trig igEss e,

essent U uniforme en (0;1):

En la segona part d’aquest capitol donem desigualtats per a la variancia,
per qualsevol distribucid, basades en les desigualtats de Cramér-Rao i de
Cauchy-Schwarz. Aixi en el cas de la distribucié logistica de mitjana 0 i

- - 1/42 .
variancia T2 2 tenim

31 (£ (@ OF - var (6 (0) - LE (& 00F
42 2 '

Finalment donem una prova alternativa d’aquesta desigualtat.

El capitol sete i darrer I’hem dedicat a la recerca de desigualtats uti-
litzant la propietat d’acotacio de la rad de versemblanca. En primer lloc hem
donat una demostracié del teorema de les mitjanes aritmetica i geomeétrica,

H o by + 666+ ay, Torwiiehe

by bk _
a,reecetay b, + 000 + by ,

on ag;t6¢;ax; by;tee; b sGn nombres reals o enters positius, segons els casos.
Hem obtingut també expressions semblants com

“al +a, + 000+ akﬂaﬁaﬁw“a" lJa1‘|1'5‘1¢¢¢““ak T, i
by + Dby + 006+ by b1 by ’
K Ty +eeer
a3 ¢Eeceat _ w aak,

essent k > 1.

La part ..nal del capitol ha estat dedicada a trobar desigualtats semblants
utilitzant distribucions diverses, Bernoulli, binomial, Pascal, geometrica, de
Cauchy i de Laplace.

8.2 Conclusions

Podriem resumir els principals resultats i conclusions d’aquesta memoria en
els seguents punts:
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2 La desigualtat de Hamilton-Routledge-Cuadras, que ens diu que no
sempre variables correlacionades contenen informacio redundant i ens
pot avisar d’alguns dels perills de la utilitzacio, a la lleugera, de la
regressio multiple, es veri..cara si les correlacions simples entre la vari-
able dependent i les components principals amb variancia petita siguin
grans, mentre que les correlacions simples entre la variable dependent i
les components principals amb variancia gran siguin petites. De manera
meés precisa:

@i .0)> Gl
Li<l Li>l
El seu acompliment és una condicié necessaria per a que la p-éssima
component principal sigui I’Gnica component que redueixi la suma de
guadrats residual.

2 Essent Y; 1 Y, dues variables respolga i Xq,... )IgB variables explica-
tives es possible tenir, d’'una banda, _1 rf,lxj _1 r§2X I, d’altra
banda, R? < R3; fet que és degut a Ia infuencia sobre Y; de les com-
ponents principals amb variancia petita i que ens avisa que el métode

de la regressio en components principals pot no ser adient.

2 |a desigualtat entre distancies, Mahalanobis més gran que K. Pearson,
versio multivariant de la paradoxa de Simpson i que expressa, com la
desigualtat de Hamilton-Routledge-Cuadras, el fet que no sempre vari-
ables correlacionades contenen informacié redundant, s’acomplira quan
la direccié geometrica que segueixen les mitjanes de dues poblacions co-
incideix practicament amb la direccié de les components principals de
variancia petita. El seu acompliment indica una anormal conexié entre
model i dades.

2 |a paradoxa de Rao coneguda també com la “malediccié de la dimen-
sionalitat” no es pot donar si es veri..ca la desigualtat distancia de
Mahalanobis més gran que distancia de K. Pearson.

2 Ladensitat construida a partir de la dissimilaritat conjunta considerant
la redundancia de les variables, és mes propera a la densitat vertadera
gue la densitat construida a partir de la distancia de..nida suposant la
independéncia estocastica de les variables.
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2 Hem obtingut algunes desigualtats per a la distancia de Wasserstein
en funcié de la variancia, la mitjana i la densitat. També és possible
relacionar la variancia d’una funcié amb I’esperanca de la seva derivada.

2 Finalment, la ra6 de versemblanca aplicada a diversos models estadis-
tics ens permet provar algunes desigualtats classiques, com la que rela-
ciona les mitjanes aritmeética, geometrica i harmonica i altres menys
conegudes.
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