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INTRODUCCIO" 

Certs fenòmens físics, per exemple el soroll tèrmic, la 

temperatura, la pressió i la velocitat del vent en un observa-

tori meteorològic, es formalitzen mitjançant un procés aleato-

ri unidimensional indexat en un interval de la recta real que 

generalment simbolitza el temps. Hi ha però altres situacions on 

és més natural considerar famílies de variables aleatòries inde-

xades en una part de r" (n^2), com són la propagació de les ones 

en una superfície, la densitat electrònica dins el volum de 

l'àtom, la temperatura a la superfície de la terra, les tensions 

mecàniques dins d'un sòlid etc... 

El desenvolupament de la teoria dels processos estocàstics 

a paràmetre multidimensional és relativament recent; no és fins 

els treballs de Wong i Zakai [40] (1974) i Carioli i Walsh [9] 

(1975) que aquesta teoria, i en especial la dels processos bipa-

ramètrics, adquireix importància. 

La teoria general dels processos indexats en R̂  no consisteix 

en una generalització inmediata dels conceptes i resultats ob-

tinguts en el cas uniparamitric. La dificultat que planteja la 

geometria de l'espai a l'hora de definir nocions com "passat" 

i "futur" fa que algunes propietats certes en R ja no ho siguin 

en R i conceptes tan impotants com el de martingala o la pro-

pietat de Markov admetin més d'una generalització. 

Aquest treball s'enmarca en el camp dels processos estocàs-

tics biparamètrics i en especial es centra en les integrals esto-

càstiques en el pla. 

Carioli [ 8 ] (1971) és el primer en generalitzar la integral 

estocàstica d'ItÔ a dues dimensions, més tart Wong i Zakai [40] 
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(1974), per tal de representar les martingales adaptades al 

moviment brownià així com els funcionals de wiener mitjançant 

integrals estocàstiques respecte el procés de Wiener, intro-

dueixen la integral doble. 

Carioli i Walsh en [ 9 ] (1975) a l'objecte d'estudiar els 

processos holomorfs fan un estudi extens de les martingales 

biparamètriques, introduint la integral simple, la integral do-

ble i la integral de línia respecte una martingala. 

Aquesta memòria està dividida en tres capítols que ríjsponen 

a problemes ben diferents, 

1) Teorema Fonamental del Càlcul per a integrals estocàstiques 

respecte el brownià. 

Aqueste qüestió ha estat tractada en els cas unidimensional 

per Issaacson [19 ] i Zabaczyk [46] per a integrals del tipus 

t 
(í!(s)dW(s) . 

0 

En el capítol I estudiem sota quines condicions els límits 

1 

Ja Z' z• 
lím i lím 

z " Z 

ç , ç' )dW dW 

^(^z) l^z' W(A )W( A ,) T r» ' 
A . K 0 

z z 

existeixen i són iguals a <l> i i>iz,z') respectivament. Si els 
z 

processos <}> i són continus obtenim convergència en 
z 

probabilitat. En el cas que l'espai , ,P) sigui separable 

no són necessàries les hipòtesis de continuïtat i la convergèn-

p 2. 
eia és en L^ ( ̂ /pé(0, ). 

2) Lei de probabilitat de la integral estocàstica doble respecte 

dos moviments brownians independents. 

D.Nualart en [28] estudia la distribució de la variable 
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J 
I 5 ,,dW dW I T En el capítol II ens preguntem 

j^ Jj^ iZKZ ) z z 
st st 

sobre la llei de la variable P .= 
st 

\ I , ;dW dW , on W^ 
p J R {z^z•} z z' 
st st 

2 

i W són dos processos de Wiener independents; calculem la 

seva funció característica 
y 

i obtenim la següent expressió pels seus moments 

E [ ( P = 
st 11 pi^P P 

J J t í H T »X V i . ' " 0 = 1 ' 

C 
' J 

^ (X^AX^) (x^AXg) . . . ( Xĵ /NX̂  ) dx^dx^ . . .dXj^ 
[0,1] 

22k ( 
'B,, i ( B, és el k-èssim nombre de 

2(2k)! ' k' ' k 
Bernouilli) 

Finalment les tècniques utilitzades pes aquest estudi ens 

permeten aportar un contraexemple del Teorema Central del Límit 

de naturalesa diferent al mostrat en [28] 

3) Temps local d'una martingala respecte la mesura associada 

a la seva variació quadràtica. 

Una de les aplicacions de la fórmula de Itô és l'obtenció 

del temps local d'una martingala. La complexitat de la fórmula 

d'Itô en dos paràmetres fa que el procés de temps local obtingut 

ho sigui respecte la mesura associada a < M > i no a < M> com 

desitjaríem ( Carioli i Walsh [9 ] , D.Nualart [30] ). 

Si M és una martingala de quadrat integrable, mitjançant 
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el temps local de la martingala M considerada com una martingala 

uniparamètrica, i utilitzant la fórmula de derivació per parts 

obtenim en el capítol III un temps local continu respecte la 

mesura associada a M , tot i impo s ant fortes hipòtesis sobre 

continui'tat i derivabilitat dels processos <M> <M i st . t s 

< M > 
s. t 

Com que el procés J no compleix aquestes hipótesis, això 
S Xt 

ens porta a dedicar l'última part del tercer capítol a 1'ob-

t.e nció del seu temps local. 
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o . TEORIA GENERAL DE PROCESSOS A DOS PARAMETRES 

Aquest capítol està dedicat a introduir els conceptes 

i resultats de la teoria general dels processos a dos paràmetres 

que són necessaris per al desenvolupament d'aquest treball. 

Alguns resultats més específics que s'utilitzaran en certes 

demostracions seran introduïts en el seu moment. 

No farem les demostracions dels resultats que enunciarem, 

tan sols donarem la referència del lloc on es poden trobar per 

tal de no allargar aquest capítol de caràcter introductori. 

La teoria de processos estocàstics indexats en R no es 

generalitza de forma natural quan el conjunt ¿'índexs és R^, 

on no podem definir un "bon" ordre total. El fet de disposar 

solament d'ordre parcial en el conjunt d'índexs del procés 

canvia substancialment conceptes tan fonamentals com el de mar-

tingala o temps d'atur, donat que nocions com "passat" i "futur" 

admeten diverses interpretacions. 

Considerem sobre els elements de R^la relació d'ordre par-

cial, si z,z'é R^ z=(s,t) i z'=(s',t'), 

z ,< z ' <i=í? s í: s ' i t t ' . 

L'ordre parcial sobre R^ és l'únic compatible amb la métri-

ca natural de R'" , és a dir, l'interval [z, z ' ]= { CeR^/ z z' } 

( z <z') està contingut en la bola tancada de centre i 

d(z,z ' ) 
radi —i—2 • 

Definim també les següents relacions, 

z <z ' <3=í> s <s ' i t <t ' 

zxz' <=¡> Sí: s ' i t^t'. 

Si A i B són dos subconjunts de R^ , direm que AaB si 

izíik i tfz'éB, ZTVZ». 
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A tot el llarg del nostre treball, (ü ,F ,P) serà un espai 

de probabilitat, complet, i ÍF , una filtració de sub-

2t + 

a-àlgebres de que compleixen les següents propietats: 

FI) Es una família creixent. 

F cF, 
+ Z — z • y 

F2) Es una família completa. 

FQ conté tots els conjunts negligibles de F . 
• 

F3) Es una família contínua per la dreta. 

V z<i R S F = r* F , 
+ z z'>z z' 

F4) Independència condicional. 

Vz=(s,t)€R^ definim F ^ ^ ^ 
+ st s'eR s't st t' 

F 
«R st + 

1 2 
aleshores, F ^ i F , són independents donat F . 

st st z 

En termes de variables aleatòries, la propietat F4) s'ex-

pressa; ^ X F ^-mesurable i afitada i ^Y F ^-mesurable i afi-
z 2 

tada, 
E [ X . Y / F ] = E [ X / F j E [ Y / F ] . 

z z z 

La família de variables aleatòries X= {X , zeDcR } s'anomena 
Z + 

procés estocàstic. Direm que el procés X és: 

- mesurable si l'aplicació X : n xD > R és 
( 0), z ) X ( ü) ) 

F x6(D)-mesurable. ^ 

_ adaptat si X és F -mesurable per a tot zcD. 

z z 

En general consideràvem tots els processos indexats en R^ o 

un rectangle de R^. Direm que el procés X= {X , zcR^j és z ^ 
progressivament mesurable si lí'zéR^, l'aplicació 

X: [0,z ]xn R és ß ( [O.z] )xF -mesurable 
(Z- , 0)) X(2' , oj) ^ 
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Per a tot interval (z,z'] definim l'increment del procés 

X en aquest interval com: 

X(z,z'J= X , - X . , - X , . + X ( z<z', i z=(s,t), z'={s' ,t' )) 
Z s w s w z 

Martingales 

Com ja hem dit el concepte de martingala en una dimensió no 

es generalitza amb facilitat a causa dels diferents conceptes 

de passat i futur que sorgeixen de l'ordre parcial de R^. 

La definició de martingala en un paràmetre es pot transportar 

a R^^de la forma: 

M= {M^, zéR^} és una martingala si, 

1) M és adaptada. 

2) ^zéR^, M^ és integrable. 

3 ) fz cz ' , E [M , / F j:. M . 

z z z 

Si tenim en compte que en dues dimensions els increments 

són rectangles, tenim la següent definició, 

M és martingala feble si, 

1) M és adaptada. 

2) M és integrable ï/ztR^ . 2 •+• 
3 ) E [ M ( Z , z ' ] / F ^ ] = 0 /Z<2'. 

Observem que tota martingala és una martingala feble. 

Si pensem el procés M com una família de martingales unidi-

mensionals M={(M ) , t :>0 } , podem definir, 

t. s ^ü 

M és ®^ ' 

1) M és adaptada a la filtració z 
2)M és integrable per a tot zeR^. 

z + 

3) E [ M ( z , z ' ] / F ^ ]=0 

Igualment podem definir el concepte de 2-martíngala. 
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Finalment considerant com passat de el conjunt 

{z ' / z ^z '} resulta, 

M és martingala forta si 

1) M és adaptada. 

2) M és integrable ^zeR^ . 
z + 

3) M és nul·la en els eixos. 

4) E[M(z,z']/ • 

z z + 

El següent resultat do'na la relació entre aquestes defini-

cions, (vegeu Carioli i Walsh [ 9 ]) 

- si M és 1 i 2-martingala, iil^go'^sO' s jO } i {M^^, ^Q^.t^O} 

són martingales uniparamètriques =c> M és martingala. 

( aquesta implicació s'obté gràcies a la hipòtesi F4 ). 

M és martingala -=o M és 1 i2-martingala =fc. M és martingala 

feble . 

- M és martingala forta =i> M és 1 i 2-martingala =*> M és martin-

gala feble. 

Necessitem també els següents conceptes de martingales, 

M és una martingala d'increments ortogonals en el sentit 1 si 

1) M és 1-martingala. 

2) Si , z= ^ = 0 , aleshores 

E [M(D^)M(D2) / ]=0. 

Definim de forma simètrica les martingales d'increments 

2£i£ê£IîBiË ££ — • 

Si M és una martingala d'increments ortogonals en els dos 

sentits direm senáillament que M és una martingala d'increments 

ortogonals., aquesta noció va ser introduïda per Zakai [47 ] 

que l'anomena també "matingala amb variació independent de la 
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direcció". 

Per a p $1, sigui 

{la classe de totes les martingales contínues per la dreta 

.M= {M , Z€ R nul·les en els eixos i tais que E [|M ] <cd 
Z + Z 

VzéR' } . + 

íYYlp= {la classe de les martingales continues de } . 

i {la 
classe de les martingales fortes de } . F 

Per a tot z ^ é R ^ p o d e m definir OYL̂  (Zq^ = { l a classe de totes 

les martingales M= { M , z^z^ }, contínues per la dreta i tal que 
z 

E[|M ]<co } , igualment definiríem în^ ( z J i "HIíz^). 
^ o L a 

Si M i N fe definim el produccte escalar 

y 

[M, N ]= E [ M N ] que indueix la norma |ÍM||=E [ | M \ ^ ] . 
2 o z o z Q 

Amb aquesta norma OYl^iz^) és un espai de Hilbert i, Ifl^iz^) i 

'IYLp(Zg) són subespais tancats (vegeu Carioli i Walsh [9 ] ). 

Direm que { X= X , z«R ^ }; és un procés creixent si 

1) X és continu per la dreta i adaptai. 

2) X és nul en els eixos. 

3) X(z,z' ] >^0 z'feRz. 

Donat un procés creixent X sempre podem considerar la mesura 

aleatòria induïda per X sobre R^, definida pels rectangles de la 

forma usual, 

l·xíz-.z· ] = X(z,z']= x , - X - X + X z=(s,t) z' = ( s ' , f ) 
^ Z S u S "C Z 

Definim la tribu previsible P com 'la tribu de parts de 

generada pels conjunts de la forma (z,z'] xA, fz.z'tRS 

z <z ' , i A C . 
z 

- 9 -



Direm que un procés X= {X , ztR^} és previsible si l'apii-

cació X: R^ x n • R és P-mesurable. 
+ 

( z , u) ^ X { 0) ) 

z 

La descomposició de Doob-Meyer d'una submartingala és certa, 

només en part,(vegeu [ 9 ]): 

Si MeOiVl^ , existeix un procés creixent i previsible 
<M> = {<M> , zéRM tal que í M^ - < M > , zeR^} és una mar-z + z z + 
tingal feble [9 ] . 

La unicitat d'aquest procés és una qüestió més delicada, 

no obstant és cert si M^TYV^ i en aquest cas <M > admet una 

versió contínua (vegeu D.Nualart [29] ) 

Si M i N són dues martingales de W , definim 

<M,N>=Já( <M + N> - < M > - < N > ) 

i es compleix que M.N- <M,N> és una martingala feble. 

Direm que M i N són ortogonals (MJ.N) si M.N és una martin-

gala feble, és a dir, <M,N>= 0. 

Per a cada t considerem la martingala M com una martingala 
S u 

unidimensional; sabem , per la descomposició de Doob-Meyer [12 ] , 
2 que existeix un unie procés creixent i F -previsible ,que anome-S u 

narem <M > , tal que M - <M > és una martingala en la coor-
• " U S S o « L S 

denada s. El procés < M > està definit per a cada t, per tant 
• T> S 

no podem esperar bones propietats respecte a t. 

Igualment podem considerar el procés < M > . En alguns 
S • o 1 2 casos notarem < M > = <M > i <M > = <M > .t s st s, t st 

Desigualtats Maximals 

Les desigualtats maximals de Doob van ser generalitzades 

a dos paràmetres per Carioli [47 ] : 
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Sigui M = { M , zeR^} una martingala contínua per la dreta. 

Aleshores, 

(a) XP( sup X) + ^ sup E[ |M llogui M^l ] V x > 0 . 
z z 

Cb) E[sup IM J P ] ̂  ( ^ ) 2 p . s u p E[ |M J P ] típ>l. 
z ^ z ^ 

Una conseqüència d'aquest resultat, demostrada també per 

Carioli [ 47 ] , és la següent 

Lema 

Si M= {M , zfeR^} és una martingala afitada en Llog con-
z + 

vergeix q.s. cap a un límit M^^ i E [M®» / F^ ] ( M és afi-

tada en Llog si t/ zc R^ , E [ | M | log"^ | M | ] < ® ) . 
+ 2 2 

Si M= és una martingala, designarem, en el cas 
z + 

que existeixin, per a a la variable terminal, i per M i 
s«> 

M a les variables terminals considerant la martingala M com 
<»t 

una martingala unidimensional en s o t respectivament. 

Les desigualtats de Burkholder, Davis , Grundy no s'este-

nen amb facilitat a dos paràmetres; en el cas d'una martin-

gala indexada en N , les trobem en els treballs de Metreux [25] 

i Ledoux [20] . Meyer [26] dóna una versió d'aquestes desigual-

tats per a martingales indexades en el pla considerant només 

els seus valors sobre un reixat de R^. Per a martingales de 

'VYlçf, disposem de la següent desigualtat (vegeu Nualart [si] ) 

Sigui F: »R^ una funció tal que, 

a) és creixent 

b) F ( 0 ) = 0 i F(x)>0 per a x>0 
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Direm que F és moderada si 3ot>l tal que sup ^ ̂  < » . 
x>0 ^^^^ 

xf ( X ) 
Direm que F és de Yong si és convexa, moderada, i inf — , — r >1, 

_ rix; 
X >0 

on f és la derivada per la dreta de F. 

Teorema 

Per a tota funció moderada F, existeixen dues constants,c i 

C, que no depenen de F i tals que per a tota martingala M^ 
O 

tancada ( és a dir, sup E [ |M 1 <») 
z ^ 

cE [ F( <M> ) ].< E [ F( sup <M > ) ] < : C E [ F ( < M > ) . 
OOOD • t 00 OO 

i si F és una funció de Yong, 

c E [ F ( < M > ^ )]íE[F(sup|M | ) ] ̂  C E [ F ( < M > ̂  )] . 
Û0 CO 2 oooo 

Z 

MHZÍB^IIÍ bidimenslonal 

Per tal de generalitzar el moviment brownià podem seguir 

diferents camins: 

a) W= {W , ze-R^} un procés gaussià centrat i amb covariancia z + 

E [^st^s'f ^ = (s^s•)(t^t·) . 

b) Sigui W la mesura aleatòria sobre R̂ ^ tal que ^ A ¿ <Sh (rM, 

W(A) és una variable aleatòria gaussiana, centrada i amb 

variància m(A), on n és la mesura de Lebesgue, i tal que si 

A,B«íb(RM i Af\B= 0 aleshores W(A) i W( B ) són independents 

( vegeu Orey i Pruit [32] , Wong i Zakai [40 ] ̂  Park [33] ). 

Definim W =W(0,z] ; aleshores W= { W ,ze R^ } és un procés 
2 2 + 

de Wiener bidimensional. 

Qualsevol d'aquestes definicions dóna lloc al mateix procés 

W = {W , que anomenarem procés de moviment brownià , o 
2 + 

procés de Wiener bidimensional, o també drap brownià. 
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s "fc 
Fixat els processos unidimensxonals { t >0 } 

+ / s 

w 
i { S } són moviments brownians. 

El procés W és una martingala forta respecte la a-àlgebra 

p = a < V , , z > i pertany a tots els p > 0. 
z z ' 

Suposarem sempre que W és un procés continu donat que té 

una versió amb trajectòries contínues (vegeu Park [33] , Yeh 

[ 43 ] ) 

d'atur 

El temps d'atur es generalitza en dues dimensions per dos 

conceptes íntimament lligats, les linees d'atur i les regions 

d'atur. El primer en introduir aquests conceptes és J.B.Walsh 

[37] que els utilitza' per a estudiar el problema de Didchlet 

per a funcions bisuperharmòniques. 

Al llag d'aquest treball utilitzarem regions d'atur, i per 

tant ens centrarem en aquest concepte ( vegeu Carioli i Walsh 

[ 10 ] ) ; les linees d'atur són també una bona eina en la teoria 

dels processos estocàstics a dos paràmetres com mostra el treball 

de Merzbach ( [23 ], [24 ] ). 

Sigui A una aplicació d'n en els conjunts de R̂ ^ . Direm 

que A és un conjunt aleatori si per a tot zfeR^, I.{z) és una B̂MB-M «M MB «M «M ^ ^ 

variable aleatòria. 

Direm que D és una regió d_^atur si 

(1) D és un conjunt aleatori progressivament mesurable, tancat 

i que conté els eixos. 

(2) Si 26.D aleshores [0,z ] c D . 

De fet en la definició que donen Carioli i Walsh en [10 ] , 

les regions d'atur no tenen perquè estar recolzades en els eixos, 
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n'hi ha prou que sobre { 0 ^ 0 } , Z6D, on Z= inf D ; però nosaltres 

utilitzarem tan sols les regions d'atur que hem definit. 

El següent resultat ens dóna les condicions per tal que un 

conjunt aleatori sigui una regió d'atur. 

Proposició (vegeu [10] ) 

Sigui D un conjunt aleatori tancat que conté els eixos de 

coordenades. Suposem que 

(1) Si zfeD, aleshores [0,z]cD, 

(2) V'zeR', {zeD } ̂  F . •í* z 

Aleshores D és una regió d'atur. 

Direm que un procés. M = { M , F t zeR^ } és localment de 
z z + — -—I — . 

si existeix una successió (D^) de regions d'atur i una successió 

de martingales (M^) tals que 

(1) D cD , per a tot n, i U d = R^ q.s. 
n n+1 n n + 

(2) m" fcOnP per a tot n. 

(3) n i quasi per a tot , m'̂ C üj) = M ( u) '^zeB ( w). 
2 z n 

Direm que la successió redueix M. Designarem per 

P p 
'VYL el conjunt dels processos localment de W . 

Integrals E s to c à s t i qu e s 

Em el desenvolupament del càlcul estocàstic en el pla esde-

vé necessari definir diferents tipus d'integrals estocàstiques: 

0 
les integrals simples (t)(z')dM ,, que són una generalització 

R ^ 
z 

de la integral de Itô, les integrals dobles 

introduïdes per Wong i Zakai [ 40 ] , integrals de línia 

R̂ U z '< R 0 R 
z z 

<I) ( z ) dM 
z 

T 
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( o n T és una corba contínua i creixent de R^) i integrals 

mixtes 
R R 

,z")d p ,dM „ i 
z z 

R 
z 

R 
^(z-

z z z z 

Nosaltres utilitzarem tan sols les integrals simples, dobles 

i mixtes, aquestes últimes quan la mesura M és la mesura de 

Lebesgue. 

Donada una martingala M= {M , F , z«R^} , M e O'ïl̂  ̂  considerem 
Z Z -H 

la classe ^ dels processos previsibles $ = í "P ̂  » tals 

que E [ M z ' ) d < M > „ , ] < 
R 

^'zeR^^. Si podem defi-

nir la integral simple de $ respecte M, 

n 
= 

R 
<D (z' )dM , . 

z 

Primer es defineix per a ze [0,2^ ] i per processos ¡j! simples, 
n 

és a dir, <t>(z) = z ^^^ ^-i" i â. són 

variables aleatòries afitades, i cada c es í -mesurable, 
1 z . 

1 
n 

posant en aquest cas $ . M = 2 a . M ( ( z . , z í ] n R ) , després 
Z . . X X z 

1=1 

s'estén per a processos de (vegeu Carioli i Walsh [9] ). 

La integral simple compleix entre d'altres les següents pro-

pietats 

- isometria E ( 
R 

(z-)dM , = 
z 

R 
E [(l)(z' ] d<M> , . 

z 

- «íí.M <£ OYl'· . 

- If.M és contínua si M ho és. 

- <t>.M és martingala forta si M ho és. 

- < í. M , N > = (j) d <M , N > . 
R 
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Si M=W, la integral simple es pot definir per a tots els 

processos mesurables i adaptats $ = {(|) , ze.R^} tals que 

0 
E [ i(iiz')^dz' ]<«> (vegeu [22] ). Entendrem per a «¿̂  ̂  la 

R 
z 

classe d'aquests processos. 

Integral doble 

Per al desenvolupament de càlcul estocàstic n-dimensional 

necessitem de les integrals dobles que van ser introduïdes per 

Wong i Zakai [40 ] per tal de representar les martingales així 

com els funcionals de Wiener mitjançant integrals estocàstiques. 

Siguin M= {M , zcRM i N= {N , z e R ^ , M.NcWl", on M és 
z + z + 

una 2-martingala a increments ortogonals en el sentit 2 i N és 

una 1-martingala a increments ortogonals en el sentit 1. 

Definirem la integral doble respecte M i N per als processos 

4»= {»P ( z , z ' ) , ^ z , z ' e R M tais que 

a) ii{z,z')= O si no tenim ZÂ z ' . 

b) \i) és previsible, és a dir, és me,surable respecte la tribu D 

de ßxR^xR^ generada pels conjunts ( z ^ , ] x(z^,z^ ] xA on 

(z^.zj^J ] i A 

c) E [ 
o n 1 2 

ip( Ç , ç Fd < M > d < N > j<oo Hf ZéR 2. 
R ^ R Ç ç + 
z z 

y 2 

Definim per jiijjj classe dels processos que compleixen a, 

b i c • 

La integral doble es defineix primer en i per a pro-

cessos simples, 

n 
4/(z,z')= z a.I. (z)I^ (z-) 

i=l ^ ^i ^i 

o n U A . = ( 0 , Z J ^ U B . = ( 0 , z j , A . = ( Z ^ . Z ' ] = . A.T^B. 

i=l,2,...n; a és una variable afitada F . -mesurable. 
1 7. E 

Z . V̂  Ç . 
1 1 
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Per aquests processos posarem 
n 

«PMN = l a.MfA.AR i N f B . O R ] 
z i " - ! z - · ' - i z ^ 

1 = 1 

la integral s'estén a tots els processos de ( vegeu Guyon i 

Prun [ 15 ]. ) . 

Aquesta integral té entre d'altres propietats. 

- isometria E [ ( 
R 

4;(z' ,z")dM ,dN „)2 ] = 
2 Z 

R " R 
z z 

E [ tpMz ' ,z" ) ] d< M> ^ , d< N> 
z z 

- 'P.MN és una martingala 

- 'P.MN és contínua si M i N ho són. 

- <1lMN, (t>.MN> = 
z 

R 
z ' ,z" ) z • , z" )d< M> ^ , d <N 

z z 

- Si Pe^íVi.^ i f.P és ortogonal a ^P.MN. 

Si M=N=W, la condició b pot substituir-se per 

b') és <B( R ̂  ) X F-mesurable i I|J(Z,Z') és F ,-adaptat 
+ Z V-Z ' 

^^ indicarà la classe dels processos que compleixen a,b' i c. 

Les integrals simples i dobles són suficients per a repre-

sentar les martingales adaptades a la tribu del brownià i de qua-

drat integrable (vegeu Wong i Zakai [40 ] ) 

Si M= ÍM , zéR^} és una martingala browniana de quadrat 

integrable, existeixen (t) = {0 .zê-RM t / f i {ip ( z , z ' ) , z.z'tfR^)^/^ 
z + W + WW 

tais que 
M = + 
z 0 

(},( z • ) dW , + 
Z 

R 
ip(z' ,z")dW ,dW „. 

z ' z" 
z z z 

Carioli i Walsh demostren en [9] que M és una martingala 

forta si i només si iti = 0 
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mixtes 

Per a poder representar les martingales febles i les 1 i 2-

martingales necessitem d'un altre tipus d'integral, la integral 

mixta introduïda per Wong i Zakai en [33 ]. 

Siguin M= { M , ZfcR^} i N={ N , ze R ̂ } una 1-martingala 
2 4" Z -F" 

a increments ortogonals en el sentit 1 i una 2-martingala amb 

increments ortogonals en el sentit 2 respectivament. 

Sigui tp ( 2 , z ' ) ( repec tivament <¡! ( z , z ' ) ) un procés F^-previ--z . 
2 

sible ( repectivament ^-previsible) tal que 4'(z,z')=0 {z,z')=0) 

si no tenim ZÄZ'. 

Com sempre es defineix primer les integrals mixtes en [O.z^J^ 

i per a processos simples 

n 
ipCz.z' ) = r a,I, (z)I_ (z' ) 

j = l J-

n 
<|,(z,z') = 2 g.I (z)I_ (z') 

j = l 

on UA =i;B =(0,z„] , A =(z ,2l] , B =(ç , c M , A n B fj = l,...,n, 
ü « J J J J J J J J u 

ot . i 6 . són variables aleatòries afitades -mesurable i 
J J z . 

J 

2 
F -mesurable respectivament; per aquests processos s'escriu 

z . 
J 

n 
ip.yM = Z a. ( j ( A . a R ) M [ B . a R ] , i 

z 
j = l 1 J Z J Z' 

(fi.Np = l 8. « [ A A R J u C B . P Í R ) 
z J Z * J z 

J=1 

Després s'estén a la classe dels processos 'P i <t> ja esmentada 

( vegeu Guyon i Prun [l5] ). 

Les integrals ip. p M i (¡¡-N̂  són respectivament 1-martingala 

i 2-martingala pròpia ( [ 15 ] ) . 
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La definició d'integral mixta, que hem introduit inclou sota 

certes condicions la integral mixta, definida en [9] per Carioli 

i Walsh ( vegeu Wong i Zakai [41 ] ). 

Formula de diferenciació d'11ô. 

Una de les eines més importants del càlcul estocàstic és la 

fórmula d M t Ô , En un paràmetre, si X= ( X^ , . . . , x" ) és una semimar-

tingala contínua i FrR^^—>R, una funció de classe tenim 

F(X^)-F(XQ) = 2 
i 

3 F(X )dX^ l 
rO.T]^i ^ ^ i.j [0,T5 1 j 

El primer en generalitzar la fórmula de Itô és Wong [39] 

amb el resultat següent 

Teorema 

contínua, deri-Per a tota funció f: -Í. R 

(u,s,t) f(u,s,t) 

vable de;'primer ordre per a (s,t) i de segon ordre per a u, amb 

derivades contínues, tal que compleix 

3f n + s -, = 0 
3t 3u' 

3f 3^f 
+ , = 0 

3 s 3U' 

i per a tota martingala {X , z eR^} de la forma X = 
R 

!() (z ' )dW , 
z ' 

tenim que f(X ,z) és també una martingala que s'expressa 
z 

f(X ,z) - f(0,s,0)-f(0,0,t)+f(0,0,0)= 

R 
f • (X , ,Z' ) <¡¡(z' )dw , ^ ŷ  

z ' z ' 
R 

f • (X ,z'v̂ z")<|.(z')<t,(̂ ') 
2 V Z 

dW , dW 
z z z 

z ' z' 

Carioli i Walsh [9] donen una fórmula de Itô més general 

que la de Wong [39 ] per a funcions f contínuament diferenciables 

de quart ordre. Més tart Wong i Zakai [ 42 ] consideren els pro-
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cessos {X , z<s R^} que es poden representar com a sumes d ' inte-
z + 

grals estocàstiques respecte el procés de Wiener bidimensional i 

d'integrals deterministes; i demostren una fórmula d'Itô que 

que permet escriure f(X ) com a sumes d'integrals del mateix ti-z 

pus ( en aquest cas f és una funció f :R —ä> R contínuament dife-

renciable de quart ordre) 

M.Sanz dona una fórmla d'Itô per a una funció f(z,W(z)) 

expressant-la mitjançant els operadors de difusió associats 

a les dues famílies de martingales a un paràmetre (W ) i • Xt s 

(W ), (vegeu [34] [35] ). 
S • u 

Per a martingales de tenim també una fórmula d'Itô 

deguda inicialment a Chevalier [11] sota la hipótesi que tota 

martingala de té una versió contínua; i demostrada després 

per D.Nualart [30] sense aquesta hipòtesi, 

Teorema 

Sigui f:R — R una funció de classe ë ' n u l · l a en 0; i sigui 

M una martingala de Aleshores, per a tot (s,t)eR^ tenim, O ^ 

^'"st' -
f'(M )dM + 

R " " 
f"(M )dM + 

z z 

os 

s t st 
R ^ O 

f"(M ^)d< M + 
x t . t X 

r't 

+ f"(M )d<M > -
O ^ -R , 

st 

f"(M )d<M> 
z z 

f" (M )d <M,M > - % 
R 

f^'^^CM }d<M> . 
R 

s t st 

( M és una martingala associada a M , vegeu D.Nualart [ 29 ] 

Lema 3.2). 

Per un argument de localització es pot demostrar aquest Teore-

ma per a martingales de 'M^ 
w 9 X O C 



Si M és una martingala contínua unidimensional, aplicant la 

fórmula d'Itô a la funció F(x)=(x-a)^ obtenim el temps local 

{L^, aéR, t ^ } de la martingala M que compleix: 
L· y 

Teorema (vegeu Azema-Yor [3 ]) 

Per a tota funció \|):R—^R mesurable i positiva, 

Ot 
,!,( M ) d < M > 

0 ® 
a ) L da, 

R ^ 

El procés L és la densitat del temps d'ocupació en el punt 
o 

a de la martingala M durant l'interval de temps [0,t] respecte 

la mesura associada a la seva variació quadràtica. 

Per a dos paràmetres tenim resultats similars. D.Nualrt en 

[30] demostra l'existència d'un temps local per a martingales 

d. 

Teorema 

Sigui M una martingala de Existeix un procés {L*^ , C s t 

(s,t)sR_^ , xéR } continu en (x,s,t), tal que quasi per a tot ü¡, 

tenim 
„ f(M )d<M> 
R . 2 z 
st 

L^^f(x)dx 
R ^^ 

per a tot (s,t)€R^ i per a tota funció mesurable i afitada f. 

Si M=W, aquest temps local va ser trobat per Carioli i Walsh 

[9J . 

Observem que el procés L és la densitat del temps local 
S "C 

d'ocupació de la martingala M respecte la mesura associada a M 

i no a M 

En el cas particular del moviment brownià bidimensional 

Walsh demostra l'existència d'un temps local L^^ continu en 

i per a cada x fix contínuament diferenciable en s i t, 

tal que, quasi per a tot w , 

s ->t 

J f(W )dudv = 
0 

Lg^ dx l/(s,t)c-R^ i boreliana. 



I DERIVADES DE LES INTEGRALS ESTOCASTIQUES RESPECTE EL MOVIMENT 

BROWNIA. 

I.l INTRODUCCIO'. 

Sigui { ^ 't 'Jri moviment farownià, i {ç^ 

procés mesurable , adaptat i de quadrat integrable; en aquestes 

condicions podem definir la integral estocàstica del procés 

respecte el moviment brownià: Y = $ dW . 
t Jo ® ^ 

Issaacson en [ ĵg ] obté un teorema anàleg al Teorema fona-

mental del càlcul, per a integrals estocàstiques respecte el movi-

ment brownià. El resultat al que arriba és el següent: 

Teorema! veure [19 ]): Si es compleixen una de les se-

güents condicions: 

a) El procés { , t ̂ 0 } és continu quasi segurament 

b) L'espai L̂  ( a ,F ,P) és separable 

A -I l, ft+At 
Aleshores : \ 

1 9 dW 
1 s s 
•H convergeix en probabilitat 

w - w 
t+At t 

cap a (fi quan ût->0( ù^t >0). 
' "C 

No cal esperar convergència quasi segura ni en l'espai L̂  . 

Estudiem,per exemple, la integral estocàstica del moviment brow-

nià respecte ell mateix: W dW . Per la fórmula de Itô podem 
Jo ^ 

escriure : 
t+6t 

5 s s 2 t + ût t 
't 

per tant: 

!

t+ &t 

W3 dW ^ 
-

- «t ^.at- ^ 

'̂'t + ût " ^t C.t 
= ^ + _ ( 1 1 ) 

t w^ ^ - W. ^ • 
t + ct t 



El segon sumand de la dreta de ( 1.1 ) convergeix cap a 

zero quasi segurament i en l'espai L^ ; però el tercer sumand 

no ho fa en cap deis dos sentits. 

J.Zabczyk en [ 45 ] estudia per a quins p>0, el quocient 

f t+Ät 

Jt 
^ dW 
s s 

w - w 
t+ût t 

convergeix en L^; i demostra el següent Teorema: 

Teorema ( veure [46 ] ) : Si t e[0,l]^} és un procés mesura-

ble, adaptat, i de quadrat integrable; i 0<p<2/3, aleshores: 

1) 

W^ - W 
b a 

L^ per a tot interval [a,b ]c[0,l] . 

2) Si a més tenim: 

(»b ̂  
•'•((j, _ 4, )2-dt-l >̂0 

t a J n-^® ^ 
n 

n 

E [ b - a 
n n a 

aleshores : 

a n " 

W^ - W 
b a 
n n 

—> O en L . 

3) Per a p = 2/3, existeix un procés {Y , te [0,1 ] } mesurable, 

adaptat i de quadrat integrable; i una successió d'intervals 

[a^, b^] C [0,1] , a^ >0, b ^ — » 0 , tais que: 

1 fb 
H t " 

M • Q n n 

fb 

y' ds ] Î 
s n —• •• 

O 

E [ 

n 

Y dW 
s s 

n 

W, - W 
b a 
n n 

2/3 

] = 4 00 , 

L'autor observa que si 

pel Teorema, .. , 
Pt + h 

Í dW 
Jt s s 

W. , - W ^ 
t + n t 

+ '^t ^^ iù,F,P), aleshores 

Í. en L^ { Q, F ,P) , P <2/3 . 



Hem vist doncs, que amb un paràmetre i sota certes hipòte-

sis podem recuperar el procés integrat a partir de la integral 

estocàstica respecte el moviment brownià; de la mateixa forma 

ens podem preguntar si en dues dimensions això és possible. 

En el següent apartat s'obtenen alguns resultats en aquest sentit 

per a les integrals del tipus ^ i ^ ip ( z, z ' ) dW^dW^, 

^st ^st ^st 
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1.2 TEOREMES DE DERIVACIÓ 

Si ®® procés, notarem, per 

+ h ]x(t,t + k ] 

hk 

z s+h,t+k s+h,t s,t+k st 

Vz=(s,t)«Rj i Vh,k K). 

Teorema(1.2.1) 

Sigui ,z«rM un procés de la classe , 

(p continu Quasi segurament. Definim per Y la 
z 

integral estocàstica de <> respecte el moviment 

brownià: 
= \ 0 dW ^ 2«R ' 

Jo s s + Y 
^ -R 

z 
Aleshores: . 

Y( Û ) 
z convergeix en probabilitat 

quan h i k 0 , i el seu límit és igual a ^, 

per a tot punt z=(s,t)*R \ 

Demostració : 

Fixem un punt z=(s,t). Aleshores: 

rtt-t-k 

^ - <0 = 
W Í A f ) 

ps+h ^ _ ^ 

^^ LdW^. . 

Z 

Y( A^"") 
per tant, - lí" convergeix en probabilitat cap a zero si 

wíAÍ'') Z 

i només, V·e>0, 9 tal que si 0<k<5gi 0<h<6g, aleshores: 

P [l 
pt+k 

t 

s+h $ - • 
"" ^ dw 

s WÍA^*^) ^^^ (1.1). 
Z 

Ara bé , VK>0 podem escriure: 



[ I 

,t + k s + h 

t+k s+h 

(h.k)>3 

w( 
¿t 

it: . I 

w ( A f . 

(hk) 

^ K ] , 

I > K ] ^ 

^ P [ | 

t+k ^s+h 

(hk) 
dW , I> S /K ] + ? [ I 

(hk) 
I >KJ (1.2). 

Per ser p—' una variable aleafbria de llei N(0,1), 
(h.k) 

W( A ^ ^ ) 
podem trobar una constant K^ tal que P [ | ^ ̂  ^ ̂^ (1.3) 

Prenem K=K . Per la continuïtat de 0 podem trobar un 
E 2 

5> 0 de forma que: 

P[ syp U -
t <t ' <t+ 5 
S <s ' <s+ 5 

Definim la regió aleatòria D_={2"eRV sup | 0 j. - | J 

Ij^(z) és un procés de la classe • 

Si h i , tenim, 

E [ 

5t + k «s+h 

(h.k) 

' t + k # s + h 

(h.k) 
dz 

Per un ueß fix, si z'=(s,t) e D , aleshores 0) 

<!> , ( w) - $ ( u) I ^ < € '/4K'' ; en conseqüència, 
z ' z 

E [ 14» - z' ) ]< ^ V4k' , i per tant 

P [| 

t + k íS + h 
u 

I^(z-) 
(h.k) 

^ dW , I> e/K ] < e/4 (1.4) ZL T ' 
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En efecte, si la desigualtat fora contraria, podriera 

escriure : Pt + k 

E [ 

" s+h 

(hk) 

'-'t + k 

" P •P [ 

M+h 

(hk) 
^ d W . |> -i- ] 
4 z ' ' K 4K? 

i això dóna lloc a contradicció. 

Sigui ü)£Sí/(s + h, t + k)tDj^ } . Si wfcSÍ' , 

, ( ü) ) - ( ü) ) 

(hk) 
=0 per a tot z'e[ s, s+h]x[t,t+kj ; 

per la propietat de localitat de la integral estocàstica [12 ] 

deduïm que pt+k os+h 
. , - 02 

^ d W = 0 en n ' . 
, 'z z 

Ij^c(z') 

Per tant: 

t O 

nt + k 

(hk)' 

P [ 

r>s+k 

(hk)'^ 
dW , 

V, z ' 

^ P f (s + h, t + k )€ D^j < p [ sup 
t .<t \< t+ 5 
S s s+ S 

' ' S ] < 4 

Finalment, enllaçant (1.2 ) , (1 . 3 ) , (1.4),i (1.5) obtenim el 

que voliem q. 

Igualment, per les integrals del tipus 

obtenim el mateix resultat: 

R K Z Z 
z z 

Definim A={z=(s,t), z ' = ( s ' , t ' ) eR^ , s ^ • i t^t' }. 

Teorema(1.2.2) 

Sigui (j! = { iji ( z , z • ) , z.z'eR^^ continu 

sobre la regió A en les dues variables quasi se-

gurament . 
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Aleshores : 

I 
A hh< J 

c. c 

h h ' ^ rv 
^ uu- v^kk' ) kk ' 

z 
z z 

convergeix cap a $ (z , z ' ), en probabilitat, quan 

h,h',k,k' —r» O per a tot Z,Z'ÍA, Z/Z'. 

Demostració : 

Fixem z,z'éA, z^z'. Definim: 

B= { Ü) / 
,hh 

<|) ( C, ) - $ ( z , z ' ) 
r-r-; j-T-̂  dW ̂  dW , I > e } 

kk' W { û )W(Û , ) ^ ^ 

(el conjunt B depèn de h,h',k,k',z i z'). Aleshores: 

P(B)^P( B Ol {| 
(hh'kk') 

>R }) + P( 
(hh'kk' 

z z ' 

r U< R ) 

per a tot R > 0 . 
W ( /Ŝ J" ) 

Podem fer h,h',k i k' proapetits per tal que ^ i 

hh. 
z 1- siguin dues variables aleatòries N{0,1) independents 

(kk -

(degut a que z^z•). Existeix una constant R^ >0, independent 

de h,h',k,k',z i z', tal que 

P( 

,,, hh' , ,,, kk ' , 
W ( /I ) W ( Û ) 

' ' ' > 4- )< e/2. 
(hh')^ (kk' 

Tenim doncs: 

P ( B ) + P ( I 
hh 

à 
kk 

"z ' 

<p( ̂  , Ç ' ) - (t)(z.z')|  

(hk)^(h'k')^ 

dW^dW ) 

Prenem z^CR^^ tal que z.z* e [O.z^ ]. 

El procés 0(z,z') ps continu, per tant ^ e>o existeix 

un 5 > 0 tal que, 
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p{ sup I c. «f C z . z ' ) ! > ¿ ) 
I ( ç, Ç' )-(z.z' ) I <3 

Ç • [0,z„ ] A 

Definim la regió aleatòria 

D^, = {( C, Ç' ) ë A :_sup I <D( z.z •)-<()( ç , C ' ) M ^ } • 
if Çif 
•í'í rif 

observem que o), Ç, c/^^-

Prenem h,h',k,k' més petits que i K. 

Aleshores : 

E [ 

hh' kk' 
z z ' 

I ( ç M ^ i l l J ^ I Z - i i i l T J d W dw ,1 

(hk)^(h'k' 

hh 

E [I_( ç, ç' ) I c. ç' )- ) I 

kk hkh'k' e 

i per tant, 

P [| 
hh kk 

u / , , X /2 ,, _ . , . N /a (hk)'^'(h·k· ) 
dW dW , 

< t' 

" z " z ' 

D'aquí tenim : 

p(B) < ^ ; ^ 

+p [ 
hh • kk 

IqcC 
»(ç, c')-»(z,z') 

(hk)^(h'k' 

dW ̂ dWç,! > f ] (1.7) 

Només ens cal demostrar que 1'últim terme de la dreta en 

la desigualtat (1.7) és més petit que e/4. 

Si (s+h,t+h',s'+k,t'+k')eD ,, aleshores per a aquest (¿̂  ' , 

,, s M Ç. 0 ( 0 ) ' ) - (D(z,z')(a)') ^ 
^ d c / ^' ^ ^ . 

ID 

hh 
per a tot ( ç , ç' ) e A x 

z 

(hk)''(h'k' 

kk' 
A^, , i per la propietat de localitat 

de la integral estocàstica, podem afirmar: 
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,hh >kk 

C. c . ) d w .·)=o. 

° (hk) (h'k')^' ^ ^ 
I z z 

Per tant 

hh kk ° (hk)'^(h·k· Ç ^ ^c 

<P [(s + h,t + h' ,s'+k,t'+k' ) D^ ] < 

Teorema(1.2.3) 

Sigui {(¡)̂ ,z6 R^ } un procés de , i 

{il)(z,z"), (z,z') un procés d e / ^ ^ . 

1) Si existeix un z^ =(s,t) R« tal que: 

Ilm 

h,k O 

aleshores 

hk hk ^ ^ - / z j 

1 i 0 dW 
, hk . J hk ^ ^ 

„ ) A „ 

convergeix cap a ¡j) , quan h, k —• O, en l'espai 
^ o 

L^, per a tot p 6 (0,2/3) . 

2) Si existeix un punt ( z „ , z ; ) e A ̂  ( z ̂  jtz; ) , tal que 

1 
l£m 
h,k - O 
h • k '-»O 

hh • kk kk h h - J . , E [U(z,z' ,z; ) i' ] dzdz'=0 

aleshores 
n 

hh ' klf ' 
W( à )W(â , ) J hh- j kk 

z , z • ) dW , dW 
z ' z 

convergeix cap a ^(z^.z;), quan h,h',k i k ' - ^ O , 

en l'espai L^, per a tot p ¿(0,2/3). 

Demostració : 

Demostrarem primer l'apartat 1). 
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Sigui pé(0,2/3) fix. Aleshores : 

1 
E [I 

2o 

hk 

per la desigualtat de Holder 

< ^ o ^ 

M l - i W(AhK) 
Zo 

PP' . 1/p 
E [ hk ( <!> $ )dW ] (1.8) 

Zo Z J 

Prenem p'= 
(2-p) 

i ,(pq = 2). 

(1.8) <E [| 1 ,PP' 1 1/p 

Zo 

1/q 

= ^ í U I J 
11 

hk j hk 
E [ I ^ - , Mdzl^/^' 

Fixem-nos que pp ' <1, i per tant E [ 1 • El 
W 
11 

segon factor de la dreta de (1.9) convergeix a zero per hipòte-

sis; deduïm doncs: 

lím E [| 
h,k 0 W( a'^^ ) ^ hk 

( ()> ~ <t> ) dW ]=0. 

Per a demostrar 2) procedim de la mateixa forma fins a 

obtenir : 

E [ I hh • kk- ' I 
W( A )W( ) J hh- J kk 

T T ' A A 

( »P (2,z' )- I' (Zg ,2; ) )dW dW , 
z z 

E [| 
w( w( ) 

iPP' 1 1/p 
k F ^ I J 

hh kk 
à , 

E [ I )| Mdzdz' I (I'lO)' 

hh' kk' 

Les variables W( a ) i W( a , ), per a h,h',k i k' prou 

petits, són independents perqué ^oi'^ò ; per tant: 
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E [| PP' ] I/P' (hh'kk') M-p/2 PP' 1 2/p' 

11 

Igual que abans, del fet que pp' <1, es desprèn que 

E [ h j — ] < =o . L a desigualtat (1.10) queda de la forma: 
^11 

(1.10) ^ E [I L - iPP' i2/p 
W 
11 

hh'kk' hh kk 
, E [ It' Ç, S)-» '] d ç d C 

El segon factor convergeix a zero per hipòtesis, això fa 

que p 
lím ^ I 1 
hh'kk' -> 0 hh' 

ÎŒ 

^ o ^ o 

kk' W( A )W( A V ) 
Z Z 

com voliem 0 . 

Notes 

1- Evidentment, si ĝ ĵ  -t + î  convergeix cap a en. L^ 

(respectivament '('( s + h , t + h ' , s '+k , t •+k ' ) convergeix cap a 

iji ( s , t, s ' , , t ' ) ) les hipòtes is del Teorema(1.2.3) es compleixen. 

2- Si en lloc de la hipòtesi 1) del Teorema ( 1. 2 . 3 ) posem 

t + k p s + h 
i ( $ - (f )dW p  

t s 2 Z h , k 0 

1 
ïïF ! • ) ^ M l J 0, 

aleshove s 0 

W( A^^ ) ̂  
Zo Zo 

hk 

convergeix cap a 0 , quan h,k 0, en l'espai L^, per a tot 
z o 
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Igualment, si substituïm 2) per 

2') E hh'kk' hh 

aleshores : 

hh' kk' , 
) ) - hh. - kk 

Zo 

Z 2 

convergeix cap a quan h,h',k,k' > O, en l'espai 

l'̂ , per a tot q (0,-^,). 

p + 1 

La demostració és idèntica a la del Teorema(1.2.3), aplicant 

la desigualtat de Holder per a p ' ^ i q'= p/q. 

Si l'espai L ( ¡I ,F ,P) és separable obtenim un Teorema 

més general. Per a poder demostrar aquest resultat necessitem 

el següent lema d'Anàlisis: 

Lema(1.2.4) 

Per a tota funció feL^ÍR"), quasi per a tot x é--r"̂  

tenim : , , 1 
1 im — 

n 
r — 0 r 

f(x')dx' = f(x) , 

A(x,r) 

on A(x,r) = ( x^ , x^+ r ]'x ( x^ , x^ + r ] x . . . x ( x^ , x^ + r ] 

éssent x=(x. ,...,x ). 
1 n 

Demostració : 

Aquest Teorema és una modificació trivial del mateix resultat 

per a cubs oberts de centre x i costats de longitut 2r. ( vegeu 

Guzmán [16 ] ) . 

Per a cada fé L^(R^) i \/xeR", podem definir l'operador 

maximal de Hardy-Littlewood (vegeu [ 16 ],capitol II,pag 35): 

r 
Mf(x)= sup l |f(y)idy 
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on Q(x,r) és el cub obert de centre x i costats 2r. Per la 

demostració del Teorema ens interessa la següent propietat de 

l^operador maximal de Hardy-Littlewood: 

per a tota feL^^^(R^), i per a totax<0, tenim, 

c 

X 

no depèn de f. 

I {xfR , M f ( x ) > A } | ^ — » on c^ és una constant que 

Per a tot ^ >0 definim: 

p , = {x é r", límsup I 
r — ' a¿> r " ^ " ' a ( X , r ) 

I f(x• )-f(x) Idx' I > X } • 

Demostrarem que P és de mesura zero. En efecte, per a tot 
A 

e> 0, prenem una funció contínua g tal que ||h||^< e on h = f-g. 

Aleshores: 
g(y)dy=g(x) degut a la 

A(x,r) 
lím  

r ^ 0 r 

continuïtat de g. Per tant, 
> 

P^ = íxcr'^, lím sup I (h(y )-h(x) )dy I > X } C 
r — • r A ( x , r ) 

C { X r", lím sup I -i f h(y)dy I > A U { x r"; | h ( X ) | > X 
r_,0 r" -JA(x,r) 

= P ^ Ü P 2 ; 

X X n r, 
lím sup I h(y)dy| <lím sup _!. lh{y)|dy ^ 
r —9 0 r 

<lím sup 

A(x,r) r — 0 m ^ A(x,r) 

|h(y)|dy ^2"Mh(x). 
r - ^ 0 |Q(x,r)| ^|Q(x,r)| 

Això ens permet calcular la mesura exterior de , 
n+1 n+1 

1P\| < {x; 2^1h(x)> ^ } cjlhll^ c e 
X n 

p e r a l t r a b a n d a : | P^ I = {x , | h ( y ) | > 1 L l . 
X 

Per ser e > 0 arbitrari, |P^|=0. 
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Teorema(1.2.5) 

Sigui L ( ,P) separable. Sigui {()) ,z R̂  } 

un procés de la classe / ^̂  i í • ( z , z • ) , z , z ' R^ í 

un procés de la classe 

Aleshores : 

a) Vz 6 R V N ( p(N)=0) 

1 O 
lím E [ 1 ^ (!) ,dW , - <() |P ]=0 

^ hh 
z ' z ' z 

-ih 
z 

per tot pÊ(O,2/3). 

b) V (z,z' )€ A/ {( (z.z- ) ;z = z' )UN} ( p(N)=0) 

O l'C C, Ç) dW dW , 
hh ^ ^ A 

l í m E [I 2 - ) 1^] = 0 

W( a"̂ ^ ) W( A^^ ) 
z z ' 

per a tot p€(0,2/3). 

Demstració: 

a) Procedim igual que en el Teorema{1.2.3). Per a tot punt 

-A z 

[ I L|pp'j i/p- 1 1 r E [1 ^ . I M d z ' ! ' / ^ ' 
^ '' z z w ' J ' ? 

"ll h ^ hh 
^z 

Com sempre p'i q' són tais que pq'=2. 

Per a p 6(0,2/3), pp'<l; per tant E [ ] < " . 

11 

Només ftns cal demostrar que el segon factor de la dreta de (1.11) 

convergeix a zero. 

Sigui Q= { Yĵ  ^i^i conjunt numerable i dens d'elements 

de L^ ( ü ,F ,P). Per a cada Q, tenim: 
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n 
1 

h^ •'hh 
A z 

2 [| $ , - d J M dz ' 2 1 , 
h J 

E [ I y J M d z ' + 

hh 

+ 2E [ I y. - . 

Definim la funció .f ( z ) : R > R , f ( z ) =E [ | <(> - v. h ] 
Y. + V. Z 1 '' 

f ^ e J ) ( a tot XeRJ, E [ l Y , M ] d z ' ^ 

¿ 2E [j Y, M ] . I + 2 E [ I A M ] < » ). 

Pel lema (1.2.4) lím 
h—»-0 h 

f (z•)dz•= f (z 
hh ^ i 

E [If - Y- I M P®^ ^ "tot z ê R V n . (on ^(N.)=0). 2 X X X 

Sigui N= U N., evideniment ii(N)=0, 
iél ^ 

Si z <£ R^ /N tenim : + 

lím 

h->0 h' hh 
E [ I <¡>2, - dz- < 4E [ I Y. - Vy . t Q. 

Per ser Q un conjunt dens en L̂  (n , ,P), e> O existeix un 

Y.£ Q tal que E [i y.- -Í^M] < 

Per tant: lím 
hh 

E [I ] dz- < £ O; 

del que resulta la convergència que voliem. 

b) Igual que en a) només cal demostrar que 

,hh . 
E[| ip{2,z') - Iii Ç, dW dW , . 

C C 

Fent servir el conjunt Q numerable i dens de n, , P ) , 

tenim, 

4 .hh hh 
E U(z,z' ) - Ç, ) I 2 ] dW dW , ^ 

Ç C 

í̂  4E [ I ^ ( z , z ' ) - Y . I M 
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Per a tot (z,z')eA/N ( m(N)=0) en virtut del Lema (1.2,4) 

Fent E [| "l'í z , z ' ) - Y ̂  | ̂  ] <e per a un y convenient obtenim el 

que vollem û. 
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H LLEI DE PROBABILITAT DE LA INTEGRAL DOBLE RESPECTE DOS 

MOVIMENTS BROWNIANS INDEPENDENTS 

H.l INTRODUCCIO' 

Aquest capítol pren com a referència el treball de D.Nualart 

en [28] on estudia la distribució del procés 

. . R . 
st st 

^ ^ , , dW(z)dW(z' ) 
Í z ?> z ' } 

El nostre objectiu és obtenir resultats similars per al 

procés p 
I dW(z)dW(z') 

R ^ R , { ZÂZ'} 
st st 

on W^ i Wg són dos moviments brownians a dos paràmetres inde-

pendents . 

El mètode emprat en [28] per a calcular la funció carac-

terística de J ^ no ens serveix per a obtenir la de P ., aquesta 

s t s t 

resultarà d'aproximar la integral estocàstica per sumes de 

Riemman. 

Per l'estudi dels moments de P seguim la pauta donada 
S t 

en [28 ] , arribant a una relació entre els moments de la varia-

ble P^^ similar a la obtinguda en [28] per a 

Finalment , les aproximacions de la integral P^^ permeten 

construir una martingala triangular que compleix la condició de 

de Lindegerg i tal que les seves sumes parcials convergeixen 

cap a una variable amb funció característica del tipus 

E [exp n } ] on n no és el límit de les variàncies condicio-

nals ( tal com estableix el Teorema Central del Límit) donat 

que aquestes només convergeixen en llei. 

Aquest contraexemple és de naturalesa diferent a l'exposat 

en [28 ] on les sumes parcials de la martingala triangular con-

vergeixen cap a una variable no simètrica. 
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IE .2 CALCUL DE LA FUNCIO CARACTERISTICA 

Si W ês un procés de moviment brownià ordinari, la llei 
"C 

de la integral estocàstica W dW (T=[0,1] ) s'obté directa-

ment de la formula de Itô per a la funció F(x)=x^ : 

W^dW^ = % 1) . 

Tanmateix, si W^ i W^ són dos processos de Wiener indepen-

dents, la fórmula de Itô per at producte: 

1) = J W ^ ( t ) d W 2 ( t ) + W^(t)dW^(t), 
^ T 2 1 

no permet deduir de forma directa la llei de la integral esto-

càstica W ^ ( t ) d W 2 ( t ) . 

R.Berthet en [ 5 ^ a fi d'obtenir una llei del logaritme 

iterat per als processos 
•j 

, a W2(t)dW^(t) , ai 8 £ R, 

fa un estudi de la llei de la variable 

Z= a W^(t)dW2(t) +ß W 2 ( t ) d W ^ ( t ) , 

obtenint el resultat següent: 

E[ e ] = 

[ c h M ^ t ) . 

[1 + a't'] 

D'on resulta que la llei de 

si a^Q 

si a = ß 

W^(t)dW2(t) té per funció 

_i/ 

característica cj) ( t ) = [ ch ̂^ ( ) + shM^^t)] 
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M.Yor [ 44 Jobté la llei de la variable Z mitjançant la fór-

mula de Paul Levy [ 21 ] • 

VbéR- ÍO }, E [exp i{b J (W^dW^ + W^dW^ ) } / W^ =x , ̂ ] = 

b 2 2 

,exp ^—ÍZ_[ 1-bcoth b ] . 
sh b^"^ I 

Si {W .ZéR^} és un procés de moviment brownià a dos parà-
Z ^ 

w ( z ) dW(z), que per metres, la distribució de la variable 
£ 

T 

f r raons de simetria és la mateixa que la de j i 
T ̂  ̂  T 

té per funció característica 

M t , . = 0 3 

segons l'estudi que D.Nualart fa d'aquesta integral en ¡"28 ] • 

Aquest resultat s'obté a partir de la relació de la funció 

característica de la integral doble de Itô, 1(f), per a qualse-

vol f de L̂  (T^xT^), amb els valors propis de l'operador K de 

L̂  (TM determinat pel nucli simètric f(z,z') = Ĵ  ( f ( z , z ' ) + f ( 2 ' , z ) ) . 

Si W^(z) i W^Cz) són dos processos de moviment brownià 

indexats en R^, la fórmula de Itô per al producte ens diu: 

P P 
W fz)W (z) = W (z')dW (z') + W (z')dW,(z') + 
1 2 1 2 J R 2 1 

z z 

n n 
Z Z 

^ dpf 
dW^(z' )dW, (z") = P +M +Z +L (2.1) 

j ^ J j ^ { z ' Â z " } 2 1 z z z z 
z z 

De [28 ]podem deduir directament la funció característica 

Pĵ ^ + M^^ i de ^21"* ̂ 'ir sxpi'sssant aquestes sumes com a dife-de 

rència de dues integrals independents del tipus W(z)dW(z) . 
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En efecte, { son 

dos moviments brownians bidimensionals independents. Posem, 

W^(z)dW2(z) + W2(z)dW^(z) = 

r W (z)+W^(z) W (z)+W_(z) 
1 2 _ ¿ ( ^ 2 ^ 

/2 

W (z)-W (z) W (z)^W„(z) 
Ë d( ± í ) 

/2 

P 0 n 

•J- 2 " 'J· 2 

••J> 2 " •J 2 

W (z)+W (z) W (z)+W (z 
I , , ,d( ^ ) d( Í ) + 

/ T 

O n 

)d( 
/ T 

Per tant la funció característica de Pĵ i"'"'̂ !! ^ ^ll^^ll 

és la funció: 

L'objecte d'aquest capítol és estudiar la llei de cada un 

deis sumands de (2.1). N'hi ha prou en trobar la distribució 

de Pĵ »̂ coni ens demostra el següent resultat: 

Propos i ció_(.2^2^12 

Per a tot z=(s,t)íT^, les variables P 
s t 

stP^^, Z^^, stz^^, L^^, stL^^, M^^ i stM^,, 

segueixen la mateixa llei de probabilitat. 

Demostració : 

Es evident que P^^ i L^^ són igualment distribuïdes, el mateix 
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podem dir de Z i M ^. 
st st 

Si {W , zeT^} és un moviment brownià bidimensional, el 
z 

procés {/äbW(-,-^), (s.t)^?^} és també un procès de Wiener, 
SL u 

per tant, només cal demostrar que les variables aleatòries 

Z^^ i P^^ són igualment distribuïdes. 

Considerem els conjunts û^^ = ( i 2 ~ " , ( i + 1 ) x ( j 2 ~ " , ( j + 1 ) ] 

per a 0Í:i,j$:2"-l i n^l. Definim W ( a ^ J = W( ( i + 1 ) 2~" , { j +1) 2""^ ) • 

W( (1 + 1)2""^, j2"")-W( i2~", (j + l)2~") + W( i2~", j2"") ; les varia-

bles P^^ i Z^^ poden ésser considerades com a límit en ,P) 

de les sumes ^^^ , ( \ j ) W, ( A . . . . ) i . ( . ) W^ ( A , . ̂  . ) 

j < j ' j <J • 

respectivament [40 ] , d'on resulta la proposició tenint en 

compte que { W { â . .), W ( A . . ) , 0 < i , j < 2 són variables ale-
-L IJ ¿ XJ 

atòries independents i igualment distribuïdes a • 

La proposició (2.2.1) dóna un resultat anàlag a l'obtin-

gut per D.Nualat en [28 ] , on es demostra, que les integrals 

W(z)dW(z), W(z)dW(z), st 
R T 2 R 
st st st 

pl 

I , dW(z)dW(z') i 
R > 

st I , ,, dW(z)dW(z') , són variables igualment distri-
T 2 Tï {z'^z·l 

buides. Per a estudiar la llei de la variable P^^ necessitem de 

les proposicions següents: 

Proposició (2.2.2) 

irx . oo 
una Les funcions {2cos(2k-l) formgn 

base ortonormal de l'espai L^(T). 
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Demostració : 

Per a tot k/1 les funcions /2"cos(2k-l) ^ i 

•^003(21-1)"^ són ortonormals. En efecte: 

< ^cos(2k-l) , v^cos(2i-l) ̂  >=2 
pi 

cos(2k-l) ̂  cos (21-1) ^ d x : ? 

n 

cos(2k-21) + 
1 

0 

TTX 
c o s ( 2 k + 2 1 - 2 ) d x = 5 

^ X 

Es conegut que { f ̂ =2cos ( 2k-l ) irx , 2sin ( 2k-l x } 
k 

és una base ortonormal de 1' espai L^ (T). Sigui L^ 1T) tal que 

Ml ^ (2k-l)trx ^ 
<t>(x)cos -i 2— dx = 0 . 

Definim, 4'(x)= <))(2x) i <(; ( x ) = -l!(2-2x) 

aleshores 
"1 

t(»̂ (x)dx =• 
^ 1 

$^(2x)dx + 
0 

4'''(2-2x)dx = 
1/ 
/a 

( x ) dx <" , 
0 

per tant é L ( T ) . 
1 

També , 
, , (2k-l) , 

$ ( X ) cos ^̂  TTX dx = 

='4 \ ip(x)cos(2k-l)irxdx = 
0 % 

il̂  ( x ) cos ( 2k-l ) TTxdx . Per tant, 

( x ) cos ( 2k-l ) irxdx = 0 ; i per simetria 
0 

1 

0 
i|/( X ) sin ( 2k-l ) TTX dx = 0. Aleshores 'P(x)=0 q.s. i 'í'( x ) =0 q,s. 0 

Proposició (2.2.3) 

{ /2cos(2k-l , és la base ortonormal 

K — X 

de funcions pròpies de l'operador de Hilbert-

Schmidt de l'espai L̂  (T) que té per nucli la 

funció de L M T ) , f(x,x')=(1-xvx'). A més, 
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la serie de funcions 

convergeix cap a f(x,x') uniformement en[o,l] 

Demostració : 

Suposem que P̂e L̂  (T) és una funció pròpia de valor propi 

X de l'operador de Hilbert-Schmidt que té per nucli la funció 

f; és a dir, 1 
(!)(x) ( 1 - xvx' )dx =A(t> (x' ) . 

(t)(x)dx - x' 1 (|)(x)dx -
J 0 0 

il 

x(t)(x)dx =x<))(x') 

Derivem dues vegades respecte x', 

<t)(x)dx - x'(t)(x') + x ' $ ( x ' ) = ^ ( X ' ) 

0 , 

- (t>(x' ) = -l!l_(x' ) (2.2) . 
0 X 

3 ̂ x • 

Les solucions d'aquesta equació diferencial són de la for-

X X 
ma Asin - — + Bcos — . Tenim, 

/ T ^ 

Oi 
sin — - (l-xvx')dx = /X -x'/x - xsin +X sin 

/ r / r 

n 1 

cos 
/ r 

( 1 - xvx ' ) dx = Xcos 
/ X 

-A.COS 
/X 

si X= 
J 0 

» X X ' 
p e r a k ^ l , cos -==- ( 1 - xvx ' ) = x cos . 

Per la proposició (2.2.2) f.^cos ̂  ^ -- } és una base 
K ^ X 

- 4 4 -



ortonormal de funcions pròpies amb valors propis { ¡——âr—— } 
\ ¿K— 1 ; TT 

de l'espai L^{T). { 2cos-^ .cos—= ^ i • 

2 ¿ K , J 

una base ortonormal de l'espai L^(T^), i la descomposició de 

la funció f(x,x') = (1 - xvx') respecte aquesta base és la següent, 
, « (2k-l)TTx (2j-l)Trx' 
<f(x,x') , 2cos ^ cos ^ > = 

^^ 4 „ (2k-l)irx (2í-1)itx ^ 4 . 
Q 2COS ^ cos 2 ^^ = ' 

, V - 8 (2k-l ) TT X ( 2k-l ) w X 
f(x,x') = g cos 2 

Aquesta sèrie de funcions convergeix unifor rus nient en [0,1] , 

. Il II . 

La varkble P^^ és el límit en n, F ,P) de la successió 

' V k , L i « i ' • >«2< . " a f - K i ' - " s ' i ' i - ' -

- •^'-''s·-l· '-í-'' • r ) t9 1 ). 

Aquest fet ens servirà per a poder donar la funció característica 

de P^^. 

Teorema_ _( 2_. 2^4 ) 

La funció característica de P^^ és: 

0(t) = E re^^^"- 1 =r n ^oshí ^ ^ ) 1 
^ J ̂ k (2k-l)7T ' J 

Demostració : 
n 
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E [e.p,-^^ ? '">1 
y X — X 

ti k 1 2 
E[exp 2 H 'IT^ >] 

k, 1 = 1 

n-1 

n-1 k 1 

n ̂  

n-1 n-1 
= E £ W ( Û )W ( A, , - , ) ( n - k v k ' ) ( n - l v l ' ) 

n-1 n-1 k k> 1 1 < 

k , 1 = 1 k ' , 1 ' = 1 

segons la Proposició (2.2.3) 

J- K j X — X 1. j 

X". = 2 , ? ( A, , )cos(2i-l)^-^cos(2j-l) 
i j k , l = l 1 k l 2n ^ 2n 

= 2 E A,,)cos(2i-l)||.os(2j-l)jl- . 
k, 1 = 1 
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perquè cos ( 2i-l ) "I-=0 . 

Sabem que convergeix en L^ cap a 

Y. . = \ 2cos(2i-l)^cos(2j-l)-^dW (x,y) [.9 ] 

1 k 1 ^ 
La successió —5 , ^ -, ( — , — ) convergeix en L' ( ̂  ,F ,P) 

n k , l = l 1 n n 

cap a Z a .Y.^.. En efecte, Ve>o, per ser 2 a. . <® 

í.j >1 ^^ i.j^l 

( posem 2 a. . = K ) existeix un seN, tal que 
i, j 

2: a. . + r a. . < ^ / 2 0 . 
i>s i^l 

j j > SI 

També E [ I \ ] ̂ E + E[Y.^j]<5, 

perquè la variable aleatòria Y.. segueix una llei N(0,1) com 

veurem més endevant, i les variables X^^ , Yn N i i, j ̂  1 , 

tenen el moment de segon ordre afitat per 4, 

n-1 
z 

k, 1 = 1 
= 4 E [ ( ^ L ^ A^^)cos(2i-l>i|cos(2j-l)|^}M = 

n-1 

k j 1 — X 

K j X — X 

Aleshores, E[| Z a^íx"!^.)^ - Z a. .Ŷ . 

i.j>.l i.j >,1 

v<2E [ 2 a. ! ixl f - Y / | J ^ 
i, j =1 ^^ 
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+ 2E r 2 a. . I (x" . - Y,^ I + 2 a . . | ( x" . ) ? - y' . | ] < 

i>s i^l 
j j > s 

s 
< 2 z a. .E [ I (X" - Y? I ] + 10 ( 2 a. . + 2 a . . ) ( 2 . 3 ) 

= l i>s 

j ̂  1 j > s 

Per a tot e>o, existeix un n̂ fe N tal que si n^^n^, alesho-

res E [| -Y.^jl ] , l/i,j4 {1,2,.. .3} , perquè 

lim E[ 1 X" - Y , J M = 0 Vi,j>i, i 
n iJ iJ 

a raes 

E[I (Xj ] < E [(X" - Y . I X" ^Y^ < 
ij ' -ij• W - " i j J " L I - i j - - j 

< 3E[( X^. J M ^ • 

Substituint en (2.3) tenim: 

2 [I 2 a ( X ^ J ^ - I J < + ^ e ̂  e 
i.J 

si Aleshores, 

i.j ,1 i.j,l iJ ^^ 20 

lím E [| Z a. . (X" . - 2 a. .Ŷ . . |] =0, 

Grácies que la convergència en 1'espai L' ( n,p ,P) implica 

la convergència en llei, per a tota funció contínua i afitada 

g : R—í· R tenim : 

n * 00 1, j ̂  1 

t ̂  Prenem g ( x ) = ( exp { - — x} ) Al, VxeR. Ens queda: 

itT t̂  n-1 
lím E [ e ] = lím E [exp { - — j W, ( - , i } ] = 
n-o» ¿n ^ n n 
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= E[exp Z. }] (2.4) 

f) 
{ Y .= 2cos(2i-l)JL^-c-os(2j-l)i^dW } és una successió 

de variables aleatòries gaussianes i centrades, per ser 

i, j >1, on H és el subespai tancat de l'espai de Hilbert 

n, F,P) generat per l'envoltura lineal del moviment brownià 

{W^(z)} j-fc R ' ® variables { Y^^ ^^ són independents 

i reduïdes, ja que 
E[Y..Y.,.,]= 

1J 1 ' J ' 

( 
T 2 

4cos(2i-l) ^ cos(2j-l)-Lycos(2i •-!) cos ( 2 j '-1 ) ̂ dxdx'dydy' 

11' JJ' 

(recordem que í 2cos ( 2 i-1 ) c o s ( 2 j-1 ) x. és una base orto-
¿ z i-l 

normal de l'espai L M t M . 

Tenim, 2 
lim E [ exp . 2 . ^, a . . Y } ] = 
n - » n — ^ ^^ ^^ 

. ^ ( 1 a. . 
i,J>^l iJ 

2 16 

= [ . c o s h ( J 2 I 1 I 7 7 - ) ( V e g e u [14 ] ) G 
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Corol .lari (2.2.5) 

La integral estocàstica P 

Demostració 

W dW^ té 
11 

la mateixa distribució que la variable: 

i.j^l {2i-l)(2j-l) ^ij ' 

on { Ti . . } . . , i íC . . }. . , són variables 
ij i j ^ l ij x j ^ l 

aleatòries independents i igualment distribuï-

des amb llei N(0 ,1 ) . 

- I J 
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ÏL 3 MOMENTS I CUMULANTS 

El Corolari (2.2.5) ens permet calcular fàcilment els mo-

ments exponencials de 

Lema (2.3.1) 

Per a tot t^R, jfi^os'^i ) 

si |t| <7r74, i EÍe^^ll] = " si lt| >írV4. 

Demostració : 

, . _ [ e x p , t n . . = , . ) i 

El producte de dues variables aleatòries independents normals 

centrades i reduïdes, pot expressar-se, ex,cepte un factor esca-

lar, com a diferència de dues variables aleatòries independents 

amb llei : 

ij ij ^ ij ij ij ij 

Si X és una variable aleatòria amb l l e i ^ ^ , els seus mo-

ments exponencials són: . ,, 
E [e ] = (l-2t)"^' si l-2t>0 i 

E [ê '"̂  ] = a, si l-2t<s: 0 . 

En el nostre cas. 

- ^ (2i-l)(2j-l)w^^ ^ ̂  (2i-l) (2j-l)ir^^ 

= ( 1 - 16t ) . , . (2i-l) (2j-l) 
(2i-l)M2j-l)^7r" 1 
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. 4t , . |.| (2i-l) (2j-l)ir2 

Per tant, gt 16t^ , 

n ^ eos 

i E [e^^ ]= CO si 

Per a calcular els moments de la variable P^^ utilitzem 

el mateix mètode que fa servir D.Nualart en[ 28 ] P®^ ^ trobar 

els moments de la integral \ W dW . 
j.ji2 ^y xy 

Sabem per [ 2 7 ] que si -{u",te[0,l],n:>,l} i 

{ ü" , t e [0,1 ] , n^l } són dues successions de moviments brow-
U 

1 ^ i -i 
nians independents, les sumes ^ z U "U convergeixen feble-

/n s t 

ment cap a W^(s,t) en €{ [0,1]^). 

Recordem que W ( s , t ) . W ( s , t ) = P + Z + L + M . Si 
X ^ So S^ S^ S'C, 

prenem dues successions de processos de moviment brownià indepen-

dents, i també independents de les dues successions anteriors, 

{ v" , t£[0,l], n:^l} i {V^ , tc[0,l], n ^ } , aleshores 

n . . n . 
— { Z U^ Oi )( Z V^ vi ) convergeix feblement cap a 
n . , n t ' . , s t 

1=1 j=l 

W^(s,t)W2(s,t), en [0,1]^ ). Calculem 

Z z v J v : j ) = Í 2 U^uiv^vJ (2.4). 
n i^l s t j.i s t n s t s t 
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Aplicant la fórmula de Itô als productes U^V^ , : S S "tu 

1 " (2.4) = A r ( 
" i.j=i 

ps 
U^dV"^ + 

nS , 

O 
V-^dU^ )( 

,t . 
Ü^dV"^ + V^dÜ^ ) 

n i, j=l 
U^dV-^ ü^dvJ + -i- Z 

n 
n i.j = l 

0 s 

0 
ü^dV-^ 

Pt 

0 
V-^dÜ^' + 

n 
n /) s 

i, j = l 
V-^dU^ 

nt . . , n 

0 
V-'dU^ 

nt , 
v-^dü^ 

'0 

st st st st 

El següent Lema demostra que cadascun dels sumands s" , « Su Su S "C 

i s" convergeix feblement cap a P , Z , L , M en S'C fO, 1 j ) Su S u S o S t S S u 

respectivament. Per raons de simetria, només cal demostrar-ho 
.n per a T s t 

Lema (2.3.2) 
n 1 La successió T ^ = — 2 st n . . , 1 , J = 1 

ps 
U ^ d V ^ conver-

geix feblement cap a Z st 
st st 

Demostració : 

Prenem tj" = k2~'" per a tot k = 0 ,1, 2 , . . , 2"", i per a tot m:>l. 

Definim : 

1, j = l .h,k = 0 
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'st 
h,k = 0 

[W^ít^^^;. s, tl^t) - tl^s, tl^t)] . 
2 k 

l " i i 
Sabem que ( — I U Û ^ , — Z V V^ ) convergeix feblement cap 

n . , s t n . , s t 
1=1 1=1 

a ( W ( s , t ) , W ^ ( s , t ) ). Composant amb la funció g & {T" ) : 
1 2 m 

a " * - ! 
r \ r / . N , . m .m , , , 

g^(x,y) = z [x( t^ AS, t) - s, tĵ -A t) ] . 
h , k=0 

obtenim que T̂ "̂  convergeix en llei cap a la variable Z^^ quan 

n tendeix a infinit. 

Tenim tambe que sup E [ T , - T 
s t s t 

n 
0 , per a tot (s,t)éT\ 

m-i 

En efecte : 
E[ ! t""" - T" i m = 

11 11 

n 

1 " 
1 , 

0 
U^dV-^ 

0 
V^dÖ^ IM = 

1 r" = 2 Z n E [ I 
i, j=l 

ni 
U^dV^ 

ni 

v-^dû^ ] = 

,m - 1 

[ Z U ^ t ^ M tíÑtiJ) - 0 ^ ( t ; " ) ) . 
n h;k=0 ^ k k k h+1 

m. 
v c t - ) + 
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+ ( 
1 . 
U^dV"^ 

o 
V-^dU^)' z 

h, k=0 

o 
V-^dÜ^ J 

Z h2-'"2-'"k2-'"2-'" + -2 r E [ 
h,k=0 h,k=0 ^ m h i 

n n 

Pt 
.E [ 

m 

m k 

Pt m 

m •• 

Donat que E [ < . • • Pt'" 
m h m 

Ot m 
E^ J dx= 2 ^"'h, ens queda 

E [| T^^ - T" r ] = z' . ^ - 2 
h,k=0 h,k=0 

= X - 2 
-4m ( ,, ( 1 - 2 - " ) ^ = là - -;> 0 . 

4 . 

Definim ( 0 , h ] x ( k , k + 1 ] , ( h , h + 1 ] x ( 0 , k ] i 'hk 

D = U A^, xB^, . 
k.h = 0 ^^ 

z"^ coincideix amb 
T' 

I (z,z')dW (z)dW (z'); a més 
T"" m ^ 

Ig convergeix en LMT^xT^) cap a on D= { ( z , z ' ) tR ^ / z xz • }, 
m + + 

II_ ( z . z ' ) - I . ( z , z ' ) I ̂ dzdz- < 
T m 
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a-" - 1 
< 2 2 

h,k=0 "̂ T̂  T 2 hk hk m 

1 1 

n=0 k=0 

Això demostra que Z™^ convergeix en L̂  (ß , F ,P) cap a Z^^ , 

i per tant 

= [I - ^ i i ' ' . . . 

^nm ^ ^n martingales respecte a la filtració 
S s V 

F st ^ CT<U^,, s'¿:s, t'<:t, ic{l,2,...,n}> ; i els 

processos z"" i Z són martingales respecte a la filtració 
S "C s "C 

F = a < W ( s ' , t ' ) , W ( s ' , t ' ) , s'c s , t's:t > . Per les desigualtats 
S W X ¿L 

de Carioli-Doob per a martingales amb dos paràmetres, obtenim: 

„ r I l'I „ „ , I „Hin _H 19 1 
sup E[sup I T^^ - T ^ J ] ̂ csup E[ I T^^ - T^^ ^ 
n s , t n 

i E [sup I Z^^ - Z^ CE[ I Z^^ - Z, J M 
st st ^ ' 11 11 ' m-" 

s , t 

En el conjunt de totes les probabilitats sobre 'íf(T^), consi-

derem la mètrica determinada per la distància: 

d(n ) = IIm - V llgĵ * on II M II = sup { I ]fd M I , llf llßL^ 1} 

i llfIL^ = sup |f(x)| . sup 
^ x.¿r(f-) x^y l!x-y|| 

Aquesta mètrica indueix la convergència feble [ 2 ] . i 
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compleix : 
d{ L(X),L(Y) (sup 

s , t 

Aleshores : 

díLÍT"") , L(Z) ) í d( L ( t " ) , L ( t " ' " ) ) + d( Ld""*) , L Í Z " " ) ) + 

+ d( L(Z ) , L(Z) ) « 

< sup E [sup I ill - T^^l ] + d( Ld""") , LÍZ"") ) + 
n s , t 

+ E [sup I Z ^ . - Z ^ . I ] . 
s , t 

st st 

Fent tendir n i m a infinit obtenim lím d( L( t " ),L(Z) )=0 a 
n -<- CO 

Siguin { Y^ , s éT, ifcN } i { X^, seT, iaN } dues successions 
s s 

de moviments brownians independents. Definim 

^ n pS . . nt . . 
Ji. z ( x^dX-^ ) ( Y^dY-^ ) . 

D.Nualart demostra en [ 28 ] que S" convergeix feblement cap 
S Tü 

a K 
st 

W{z)dW(z), i això li permet d'obtenir la següent 

st 

relació dels moments de la variable 

F FKP 1 - ï ( P - 1 ) ' K PK 
^ f^llJ - 2(p-k) ! ^k^ [^11 J ' 

on 
. . ni . 

0 

0 

ni -

0 
Y - ^ d Y ^ ) . 
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El mateix mètode ens permet calcular una expressió pels 

moments de la variable P̂ ĵ -

Lema (2.3.3) 

,2P 
(2p) ! 

m Per a tot p , peN, E[ P ^ ] = , 

i E =0. 11 
n 

on m = Z ; p m ^ (m^=l) ; 

[0,lj 

Demostració : 
n 

Pel Lema (2.3.2) s", = — z ( 
" " 1,J=1 'o 

U^dV"^ ) ( 
Oi .. 

0 
Ü^dV-^" ) 

convergeix feblement cap a la distribució de que és la 

mateixa que la de Calcularem els moments de la variable s"^ : 

E = 

nP 
Ef n 1 u 

i , j e{i , . . . , n}'̂  k = lJ 0 

•̂ k P 

dv ] E [ n 
k = l 

U ^dV ^ ] 

1 p 

n^ i , jé {i , . . . k = l 

^^ ^k -^k , , 
U ''dV ] on i = (i^ , . . . ,i, ) 

0 1 k 

Si existeix un nombre h€.{l,...,n} tal que 

# { k = l , . . . , p ; o bé # { k = l , . . . , p ; jj^=P> és imparell, 

P i. 
aleshores E[ n u dV^^^j = o . En efecte: 

k=l 
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considerem les martingales X = U U dV , respecte la filtra-0 s s ' 

^k "̂ k D ció F = 0 < U , V ^ , s<t, k = l...p> . Sigui NR el fun-u S S ^ 
p 

clonal F( )= n X. , FéífCR ). Apliquem Itô a 1 p ^ 1 « 

F(X ) I 

i 
p r^ p k h P '1 
t-

h=l 0 k=l ® ® h,m=l ^ 0 
k^h 

„k , „h ,,m n X d <x ,x > s s 
k/h , m (2.5) 

x'"> = < dv'^ s Jq X X 
PS 1 j 

u dV > = 
0 ^ 

Jrr, n „ m 
0 

Jh -̂ m U " U d < V . V > = X X X X 
Jm U ^ U dx 6 . . 

0 ^ ^ Jh^m 

El primer sumand de la dreta de (2.5) és una martingala 

nul·la a l'origen, per tant 
P 

E[ 2 
h=l 

^ P k h 
n x dx ] = 0, 

0 k^- ® ^ 

Calculem E [ n 
k=I 

'k Jk U "̂ dV ] 
0 

E[F(xJ ... xj) 
P 

h,m=l J 
E [ if 

0 k=l 
k̂ ĥ , m 

^ Jh^m 
ds^ (2.6) 

P jç 
Tornem a aplicar la fórmula de Itô a n X 

k=l ^ 
kT̂ h , m 

, tenim: 

S x^ 
k.l n 
k?íh , m 

P 
I 

h • =1 
h 'jíh.m 

p s 
^ / dX^' k=l s 
k?íh,h',m 

-59-



p 
+ Vi z 

h',m'=l " 

h',m'^h,m 

O k = l Jh'-^m' ^ 
ki<íh,h' ,m,in' 

Per tant: Eí n x^ u " u 1 = 
k=i ^ 

k h , m 

= 2 
h',m'=1 
h'^m' 

h'm'^h,m 

ds. 
•'S, p , i u - i ^ i ^ u J 

/ M . x "s " s j . 
o k = l 2 2 2 1 1 Jh<Jrn' 

, h ' , m , m ' 

la fórmula (2.6) queda: 

2^ h,m=l h' ,m' =1 

m • , h ' î m , h 

n 1 

o 

P 
X U U U U " " 1 
S„ S„ S, S, j E [ n 

O k=l "2 "2 "2 
k^h,h',m,m' 

1 1 

. . ° . . ds^ds. 

Podriem re iterar aquest procés tantes vegades com fos ne-

cessari fins obtenir (2.6) com a sumes d'integrals del tipus: 

1 2 
* • • 

u 0 ^ 0 0 J 

í'S - i, i i, i i. i 

E[U u ""I U u '̂ P U ""Pi 
"2 ^2 % % ^ 

s s 
1 1 

. .. 5 . . ds ...ds, . 
Jh Jm P ^ - .... n m 1 1 p p 

Jh Jm 

Si existeix un re{l,...,n} tal que #{k=l...p; j = r } 

és imparell, resulta que tots els sumands són zero, perquè les 

deltes de Dirac agrupen els índexs dos a dos. El mateix podem 

dir si #{k=l...p ; imparell, donat que els moments 

p 
imparells de U són zero. 
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Per tant si p és imparell ^ Tenim, aleshores: 

1 
E l i S ^ y ] = 

n^^ i , j e{ 1, . . . , n} ̂ ^ 

P 
( E [ E 

k = l 
U '̂ dV ^ 1 . 

0 

Definim v- • igual al nombre d'índexs diferents en (i,j) = 
«J 

(i,,...i ). Evidentment 14 v <2p. 
1 p 1 ¿P ij 

Sigui i,j e{l,...,n} ^^ , tais que v^j=h<2p, aleshores: 

2p 
E [ n 

k = l 

^ ^k K 
màx 

r,s {l,2,...n} 
V =h sr 

2p 

2p pi r s 
E [ n U dV =C 

k=l 0 

El valor d'aquest màxim no depèn de n, això ens permet 

escriure, 

2p 
( E n 

k=l ^ 

n i,. j 

0 
("jk-^c- = 

1 n(n-1)...(n-k) , 4p 2 
2p k! ^ n 

0 

2p 

Dels parells i,j é{l,...,n} tais que v^j = 2p, només ens 

cal considerar aquells en què hi hagi p indexs diferents en "i", 

i p indexs diferents en "j"; si no fos així, tindríem que 

2p 
E [ n 

k=l 

'k J'k 
U dV ] = 0 segons hem vist abans. 

O 

Aleshores : 

n i,j€{l n} 
2p 

P^ ^k ^k 

E [ n u ''dv ] 2 = 
k = l 0 

n 2p ^ 2p ' p 
z ̂  

íc G 
( E [ n 

k=l 
U ^ dV 
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on Gp són les permutacions dels elements 

=(l,l,2,2,3,3,...,p,p). 

'li 
Les variables {(s" són uniformement integrables per 

tot p (gràcies que sup , per tot p^l). 
n 

Per tant S^^ convergeix en L^ '̂ P í-l , i tindrem: 

E Í s f P ] = lí. = 
n->-oo 

= l£m (-1- . - í l l ^ Z ( E [ n 

Er( Î 
(P ! i£G k = I 

P 

.1 i 

2p pl i 
U dV ] ) 

0 

k k 1 ,2 

U ^dV (2.7) 

Fixem una permutació í= ( )éG 

1 2 2p p 

Direm que j*-»h ( j ,h £ {1, . . . , p} ) si es compleix alguna de 

les següents igualtats: 

Cada element jfi.{l,...,p} està relacionat amb ell mateix, o 

amb un o dos elements diferents de {l...,p}(si només existeix 

un tal que k<—>j , aleshores no existeix cap altre element 

que es relacioni amb k). 

Definim el cicle ... Jj^l (on 1, j^, •••.J^ 

són elements de {l,2...p} diferents) de forma que és tal que 

i = i „ . o i = i ; si aquest cicle no compren tots els fndexs 
1 ¿Jj^ X 1~ 

{l,2,...p} podem fer-ne un altre començant per i-'índex k més pe-

tit dels restants i procedint de la mateixa forma k^k, . . . k k 
1 m 

( k , k , . . . k ,k diferents) sempre essent K tal que i t=Ío, 
ni X ' S K — l S l í ^ 
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o i = i . Repetim el procediment fins a descomposar el 
2k —1 —i 

conjunt {1,2,...,p} en cicles. 

Tots els cicles que obtenim de la permutació inicial íí^G^ 

defineixen una permutació adel conjunt {l,2,..,p} 

Anomenem G al conjunt de totes les permutacions del con-
P 

junt { l,2,...p} . Donat un element a de G^ podem definir el con-

A 

junt de totes les permutacions determinin la per-

mutació <7 segons el mètode descrit anteriorment. 

Per tal de calcular el cardinal de observem que si 

í= ( i, , , . . . , )<íG determina la permutació atG , tenim: 
1 2 2p p p 

1) Sigui k€{l,2,...p} tal que k no és primer element de cap 

dels cicles que defineixen a . 

La permutació ( i , . . . , i , i ,...,i )€G determina 
1 ÉiK ¿K —X ¿p p 

la mateixa permutació O é G . 
P 

2) Sigui péG , aleshores ( p(i.), p p (i_ ) )£G indueix 

p 1 2 2p p 

la mateixa relació que î entre els elements de{l,2,...p} , 

donat que i^ <*=*> p( i ) = p ( î )̂ ; en conseqüència 

( PÍig^»"*'» ^ determina la mateixa permutació a. 

El cardinal de I és doncs on n„= el nombre de 
CT ^ c 

cicles en què es descomposa a 

2p 
El valor de E [ n 

k = l 

Pi ij, I, 
U dV ] només depèn de la permuta-

ció determinada per (i^,,..,i^p ) . En efecte, calculem el valor 

d'aquesta esperança per la fórmula de Itô: 
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2p i e p 
u dV ^ ]= l E [ n 

k=l J 

2p 
E [ n 
) k=l 

k5¿2h ,2h -1 
J o ^ ̂  

p p = s E 

h =1 h =1 J 

1 ps p 
, E [ n 

O J O k=l 
k^2h ,2h -1 
k5^2h2,2h -1 

0 ^ 

®2 ®2 ^ ^ 

P 
Z 

P 
L 

h =1 h =1 h 
P 1 p-1 0 0 

E [ U U P-1 ^ r „"2hi-l 

0 

s s 
P P 

I d s ...ds, = 
J P 1 

n "'S, 
1 

J 0 . 0 

PS 
P-1 

0 né G 

tt { p ) „^2 7r( p )-
s. s, s s 
1 1 p p 

M 

ds, . . .ds (2.8) . 
1 p 

Els termes E p ) M p )-1] ^^^^^^ 

productes de factors de la forma ( s ./ns . ) si TT( 1 ) *—* IT( j ) I éS a 

dir, îtC i ) = cr( ir( j ) ) o bé » ( j ) = o ( tt ( i ) ) , per tant: 

( 2 . 8 ) = 
í ^ l r s . 

••Jq 

'̂ s p 
2 n ( S . A S 

0 TT^G i = l 
P 

Tornant a la formula (2.7) tenint en compte que 

2p 
E [ n 

k = l 

n i, k̂ T - J ^ ^ 
y k dv J nomes depen de a , 

0 

n 
(p! f 2^ ieG k = l 

U ] ) 
0 
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2p! 
Z p! E [ n 

ip 

ipir cvG k = l 

il 
U ̂  dV ^ ] 

on (l,a(l),2,a(2),..,p,CT(p) ). 

Suposem que atG és una permutació irreductible, aleshores, 
P 

per tota ireG^, ir ̂ o a o tt també és una permutació irreductible. 

Definim la funció f:[0,l]^ >R, 

f(s,,...,s ) = ( s,/ss_ ) ( s„as_ ) . . . ( s .aS ) ( s ) . 
1 p 1 2 2 3 p-1 p p i 

Observem que si p és una permutació irreductible 

P P 

De (2.9) obtenim. 

E [ n 
k=l 

^^ ^k 
U dV ] = 

pl pS 

Jq V 

1 
• • • 4 

0 • • ' % p ( i ) 

ITfeG 

s p , , ) ds ds_. . .ds (2.10) 
0^(1) 1 2 p 

Mentre rr recorre totes les permutacions de G , 
P 

(s, 
P(l) ' • • 

a més la funció 

per tant, 

^pP(l)^ recorre totes les permutacions de (s^ 

r 
íreG 

f( s^ ),..., ir( s ) ) és simètrica, 

{s, . . . s } 
1 P 

(2.10) = 
u 

p-1 . . . z f ( ( s, ) TT ( s ) ) ds . . ds = 
•J 0 - 0 0 TTCG 1 p il p 
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p! J [0,1]^ irtG 
f( 7r(s ) , . . . , Tr(s^) )ds, ; . .ds^ 

1 p 1 p 
{S-. . . s } 
1 p 

ITfeG 
{s . . .s } 
1 p 

[0.1] 

^ (s,AS )(s^As )..(s A s )ds. ...ds = 
p l 2 2 3 p l l p 

[0.1 ] 
( s A S_ ) { s A s. ) . . . ( s s. ) ds. . . . ds . 

p l 2 ¿ 3 p l l p 

Una permutació a qualsevol pot descomposar-se en un cicle 

que conté l'element 1 ( 1 = j j • • • Jh*!^ ^ permutació ö dels 

elements restants. Aleshores 

ZP 
E [ n • 

k = l 

rl 

0 

. a 

U ^ dV ] ̂  
2h 

E [ n 
k = l 

pi Jk 'k - 2(p-h) .1 i? c 
u dv ^ ] E [ n 1 u '̂ dv 12 

k = l ^ 0 
J 

on ( (1,2,2,3,3,. ..,h,h,1). 

Podem generar totes les permutacions - composant tots els 

cicles possibles que contenen l'element 1 amb totes les permuta-

cions dels elements restants. Observem que hi han 

cicles diferents de h elements que contenen el 1. Tenim: 

m = Z 2 
crfeG 

2p 

n 

k = l 

ni ¿a 

U ^ dV ^ 

P rs 1 2p 
£ (P:j)E [ I 

h = l k = l 

p-h 

^ , ^ 2(p-h) 
(E[ n 

k=l 

1 e 
u dv ] ) M = 

(p-1) ! ̂ h-1 

h = l 
h-1 h "'p-h ^̂ ^̂  (p-h)! 

2 Pi m . iu - • 
h p-h 
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Fixem-nos que n =n +1. Finalment, 
"a 

E Í S ^ P ] . ! ^ I 2 P - " E [ n 

crtG k = l 
P 

2p 
U dV ] = 

(2p) ! ^ (2p) ! P (p-1) ! .h-1 m = — ¿ 1 1—T-i ̂  M , fn , 0 ' 

Corol.lari (2.3.4) 

La funció característica de la variable 

seguint la notació del Lema(2.3.3), pot ex-

pressar-se de la forma: 

<t.(t)= exp ( I . 
k=l 2^ 

Demostració : 

Si una llei de probabilitat té tots els moments finits, 

la funció generatriu de moments es desenvolupa en sèrie de Taylor 

per a punts pròxims al zero, 

«> m t 
M(t) = ^ —•^J- on m̂ ^ és el moment d'ordre k 

k=0 

(entenem mQ=l). 

Igualment la funció logM(t) es desenvolupa en sèrie de Taylor 

per a punts pròxims al zero, 

00 c 
log M(t} = 2 t"" . 

k=l 

Els valors Cĵ  s'anomenen cumulants de la llei de probabili-

tat. Els cumulants i els moments estan lligats per la relació: 

^ k = l 

Pel Lema (2.3.3), tenim la relació: 



Pel Lema (2.3.3) sabem també que "p.}^ = (2p-¿k) ! ^^ ̂  

substituint, 

E r(p )2p._l2pj_! P (p-1)! pk-l , (p-k)! p-k . )2p-2k 

(2p) ! i ^ (p-k) ! „2Erfp )2p-2k _ 
= ^ T ^ T (2p-2k) ! ̂ ^k^t^^ll^ J -

K — X 

k=l 

Per tant els cumulants de la llei de P són c = iJ^(2k-l)! XX K K 

i c , 1 0, i la funció característica és : 
2 K-" 1 

« p¿(2k-l)! 
$(t) = exp { 2 (2k)! > = 

k = 1 

= exp{ r a. 
k=l 

Proposició (2.3.5) 

[ t), 1J 

z ( 2 2k_ 2k-l (2 - ! ) „ 
. ^^^ (2i-l ) 7 r ' - (2k) ! '̂ k 

on Bĵ  és el k-èssim nombre de Bernouilli. 

Demostració : 

Recordem que segons el Corol.lari (2.2.5) la variable aleatò-

ria P^^ té la mateixa llei que la variable 

> J 
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on { C , ç .} . . , és una successió de variable aleatòries 
ij ij 1 , j 

independents amb llei N(0,1). 

Es tracta de calcular els cumulants d'aquesta llei. Segons 

el Lema (2.3.1) 

i » J 

per tant, ^ st , , , ,,,, , , 16t' ) (2.11). 
log E [e ]= _ (-3á)log( 1 -

1 t J •̂i· 

La funció log(l-x) admet un desenvolupament per sèrie de 

Taylor per a |x|<l, 

iog(i-x)= - r 
n = l 

Si 111< — , ( ̂ g-T—) 2 j—)2 ̂  ^ ^ podem aplicar el desenvo-

lupament en sèrie de la funció log(l-x) en (2.11), 

T- r St 1 V V r ^ v2n 1 

1 , J >1 n=:l 

. - = ( ^  

= ' ^ ' )' (2.12). 
n.l ' 1 (21-1)^" 

De (2.12) deduïm que els cumulants d'aquesta llei són: 

c-, = 0 i C_.= (2k-l)!( — ^ f , El Corol.lari 
2k-I 2k ' i n (2i-l)^^ 

(2.3.4) ens donava també una expressió dels cumulants 

= '-^k^Sk-D ! , per tant, 
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U , 2 .2k , 1 _ ^ 1 fP̂ -'̂  1) 

2k-l 
, , . B, on B, és el k-essim nombre de 
(2k)! k k 

Bernouilli O . 

Mitjançant la proposició (2.3.5) podem calcular els pri-

mers moments de P^j^- Sabem que 

I 1 = it' V 1 J. 1 =_¡L1 
. (2i-l)^ 8 ' . (2i-l) " 9 6 ' . ̂  . (2i-l)» 960 
1 1 •í·i 1 X 

_2 
1 17.2 ^ per tant, s- Q 1 . (2i-l>T»" 8! 

1 

1 1 1 17 
M , M = — , , U = 
1 2 ' ^ 6 ' 3 3.5 ' 4 3.5.6.7 

d'on obtenim que els moments de P^^ són 

E [(P^^)M 0.25 E [(P^^hj = 0,2292 

^ [(^l)^i ^ 
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n . 3 CONTRAEXEMPLE DEL TEOREMA CENTRAL DEL LIMIT. 

Direm que {S ., F - » l^is^k , n ^ l } (suposem k -»œ quan 
ni ni n n 

n*® ) és una martingala triangular si c^n^l í^^i'-^ni' "^n ̂  

és una martingala iÍF . ̂  ,„ és una successió creixent de 

ni n -iU 

a-àlgebres; és a dir, per a tot n^l 

- S . és F .-mesurable per a tot ió{l,...,k } 
ni ni n - E [S ./F . J = S . , per a tot i ̂  {2, . . . , k } 

ni n 1-1 n i-I n 

- F . F . , per a tot Í5{0,...k , }, i 
m n 1+1 n-1 

F . F , . per a tot ié{0,...k } . 
ni n+1 1 n 

Notarem per X .= S . - S . , les diferencies de martin-
ni ni n i-l 
i 

gala i per = E ^ ^ ^ n ' ^ ^ n '-1^ ^^ variància condicional 

de S . . 
ni 

Per a martingales triangulars es pot enunciar una genera-

lització de Teorema Central del Límit [ 2 ] : 

Teorema 

Sigui ^^^ni'^ni' ^^^'^n' martingala de qua-

drat integrable. Suposem que es compleixen les condicions 

següents : 

k 
n p 

1) Z E [x \ / F . , ] > n , on n és una variable 
n i-2 ^^ ^ 

finita q.s. i tal que P( ri>0) = 1. 

2) la martingala triangular {S . , F . , 1 $ k , n } té 
m m n 

la propietat condicional de Lindeberg, es a dir. 
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n 
2 E[ X 

i = 2 
ni^ n i-1 ̂  

O per a tot oO. 

Aleshores, S 
nn 

k . 
£ X . convergeix feblement cap a Z, on 

i = l "" 

Z és una variable aleatòria que té per funció característica 

E [exp n t M ] . 

Si la condició de Lindeberg es compleix però la convergèn-

k 
n 

eia de 2 e[x^. /F . , ] cap a n és en llei i no eri probabili-
i-2 

tat, la conclusió del Teorema no es manté, com ho demostra un 

contraexemple de Dvoretsky [13 ] . Alvo, Cabilio i Feigin [ 1 ] , 

troben una classe de martingales, els U-estad£stics degenerats, 

tal que V^ —i» n , es compleix la condició de Lindeberg i S^^ 

convergeix cap a una suma de variables aleatòries 'X ^independents 

Nualart construeix en [28] una martingala triangular, definida 

per les diferències de martingala 

-, j-1 
x . = — z ç . . on Ç..= 
ni n ^^^ ^ ij . '̂ ij 

X^dX"^ Y^dY-^ + X^dX^ 

essent { X^(t) , te-T , n^l} i { Y^(t) , te-T, n jl} dues successions 

independents de moviments brownians amb dimensió infinita. 

Aquesta martingala triangular compleix la condició de Linde-

berg i . n i-1 
S = — 2 Z Ç. .= 
"" " i=2 j=l 

n 

n ( 
i, j = l 

U . . pi . . 
X^dX'^jC Y^dY-^) 

0 

n 

n oi 
r 

1 = 1 Jo 
X^dX^ 

01 . 
Y^dY^ 

convergeix feblement cap a \ WdW, que noté una llei simè-
J -„2 
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trica, mentre que les variancies condicionals convergeixen en 
n 

llei cap a ^ • ÛW ^ ) dsdtdu onûW , = -W. . -W , +W , , 
T' stu stu stu llu Itu slu stu 

i {W , (s,t,u)&TM és un procés gaussià centrat amb covariàn-
s tu 

cia E fW ^ W , ]= (S/sS' ) ( t/sf ) (u^-u') . 
^ stu s't•U' J 

Amb l'ajut del Lema (2.3.2) donarem un contraexemple del 

Teorema Central de Límit de caire diferent. Construirem una mar-

tingala triangular, compleix la condició de Lindeberg, i que les 

seves sumes parcials S^^ convergeixen cap a un límit que té per 

funció característica E [ exp { — ^ n}] , on n és una variable 

aleatòria finita tal que P( n >0)=1; a més les seves variancies 

condiconals V^ convergeixen en llei i no en probabilitat cap 

a una distribució que nò coincideix amb la de n. 

Sigui Y. .= 
ij 

01 

0 
U^dV-^ 

m 

0 
Ö^dV"^ + 

m 

o 
U-^dV^ 

n . 
Ü-^dV^ per a i,j , 

O i^j 

Y. . = 
11 

m . 

o 

ll 

o 
Ü^dV^' per a i^l, i 

F .= .a< u^ , . . . »U-̂' , . . . , V^ , . . . , V-̂" , V^ , . . . , vJ> per a l̂ ĵ <n. 
nj 

Definim X , = — Z Y.. ; X . és F .-mesurable i 
nj n ^^^ ij nj nj 

^ [^nj/^n j - J = è ^t^ij/^n j-1 ̂  = ° ^ ^nO ^^ ^^ - a l g e b r a 

trivial). 
i 

Aleshores ÍS . = 2 x , . F . , 1-5 i , n<£N} és una 
m , . nK ni 

k = l 

n 

martingala triangular. Recordem que S =— 2 
nn n . . _ 

1, j = l 

.. Pl 

O J O 
U^dV"^ Ü^dV^ 
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convergeix feblement cap a P^^ ; que té per fun-

ció característica 

$(t)= E fe~2 '] 
16 

on n= 2 (2i-l)'(2j-l)V V j segons el Teorema (2.2.4). 
i > J 

Els resultats següents demostraran que la martingala trian-

gular 1 íC i » n eN} compleix la condició de Lindeberg 

mentre que les seves variàncies condicionals V^ convergeixen 

en llei cap a una variable que no té la mateixa distribució 

que n • 

Proposició (2.4.1) 

La martingala triangular { ̂ jjĵ  » " » ^ 

satisfà la propietat condicional de Lindeberg. 

Demostració : 

Aplicant Schwartz i Txebyxeff, resulta: 

n , n 

x=i ni 1=1 ni 

^ i " E r n" X \ ] ̂ P( |nX . I $ -, r E [ n^ X V ] . 
Til I- ni ni n^ (cn)^ ni 

E[n'*X''.]< 4n^C on C és una constant que no depèn de n ni 
n 1 

de i , en efecte, 

1 J 
E [ n" X " . ] = E [ n"—, Z Y . . Y . . Y . . Y . . ] = 

nj n -iJ -2^ 

r E [ Y . . Y . . Y Y 1 = 
= ̂  Í4J 
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per ser E [Y 

= 3 Z ¿ E [Y ^ Y ^ ] + ¿ E [Y; ] 

ipi, 

. .Y. .Y. .Y. . ] = 0 si algun dels índexs 
i^J - 1' 2' 3' 

o no es repeteix. Per Schwartz obtenim: 

E [n- X " . 3 I I E [Y." . J '^E [Y." . + Z E [ Y ^ . ] . 
nj = l Í2 = l ^^ i = l 

Només ens cal demostrar que E [ y A i , j = 1 , . . . , n , 

perque aleshores 

E [n-XV]^ 3n^C + nC 
nj 

) 1 ^̂  0 0. 
n 

Per a demostrar que E = considerem dos 

casos, quan i^j i quan i = j . 

Si Í5^j, 

E [ Y . V ] = E [ 

ni . 1 . 
U^DV"^ ( \ Ü^DV-^ ] + E [ ( 

pi 

fl . 
+ 6E [ ( ; U^DV-^ ( 

pi . . fi • • r^ _ • - 2 1 
Ü^dV-^ ( U'^dV^f ( U-^dV^) ] = 

•'O io 

= 2E [( \ + 6(4 
'o 

E [ (UJ)^ ( U ¿ ) M D Y D X ) 

= 2 ( 6 
Pl 

0 0 
E [ ( U ^ ) ^ dydx)^ + 6( 4 - I - ( 2 . 1 3 ) . 

X y ^ • ̂  

Calculem E [(U^)^ per a y<x, 

= (x-y)y + 3y' 

Substituint en (2.13), 

pl fx 
E [ Y . M = 2 ( 6 ! 

Jo >0 
C(x-y)y + 3y^ ] dydx)^ + 3/2 = 
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Si i=j, 

E[ Y?. ] = E [( 
^ «J Jo 

= E [( 
0 
U-̂ dV"̂ ')" ] ̂  = ( 4 + 1 ) 

3 3 
Prenem C= 2 ( — + 1)^ + y , i deduïm que ^e >0, 

n 
lim E [ 2 ^f^ni^ilX l>e} ^ -̂ n i 1 ^ ° ' conseqüència 
n*® i = 1 I - ' ' ni 

es compleix la condició de Lindeberg: 

n 
2 E [ X 

i = l 
ni^{IX^. I>e} ^ ̂  n i-1 ̂  

n" 

0 

Lema (2.4.:2) 
n 

La successió z E ¡X /p . , 1 convergeix 
n i-2 m n i —1 

vers la variable aleatòria 
n 

^ [ 0 . 1 ] 
W^^ dsdtdu + 
s tu 

[0.1]3 

( A W ^ ) 'dsdtdu, 
stu 

on AW ^ = W,, - W,^ - W , + W ^ , i 
stu llu Itu slu stu 

^'^stu' (s,t,u)^- [ 0 , l ] i Í (s,t,u) ¿ [0.1]'} 

són processos de Wiener independents amb tres para-

metres. 

Demostració : 
j-1 

^ E r 2 Y. . Y. . /F . , ] + 

1' 2 

j-1 

n^ JJ n J - 1 J 
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j-1 
2 Y. .Y. . 

j-1 
Z 

il i 
U dV-̂  

1 i 
Ü ^ dV^ 

i 
U ^ dV-̂  -J U dV^ + 

+ 2 Z 
j - 1 Pl . r IT -'•jirJ U "dV^ 

JO 

>1 i 
Ö ^dV-^ 

o 

>1 • i p 

U-^dV U^'dV ^ 
O 

j-1 
+ 2 

1 i r^-i U-^dV ^ 1 U-^dV 
1 • ip 

U-^dV . 
O 

(2.18) 

j - ̂  J - ̂  S 1 r^-^i -i j j r^-j -j U "dV^ U "dV^ U^dV^ U^dV-^ + 
o vio Jo -'o 

j - 1 
+ z 

ri . i. .• i pl . . pl -

o -̂ 0 

pl 
Y·^ = ( J J 

U^dV^ f( 

Evidentment E [ Y f . /F ._ ] = E [ Y ' .] = . JO JO 

Només ens cal estudiar tres tipus de sumands: 
fl i^ 

U ^dV^ 
O 

pl i 
Ö ^dV"^ 

"1 i 
U ^dV^ 

i 
O d̂V"̂ ' 

n i 
U dV-̂  

O 

^ 1 i, • P 1 • i p 

) J o 

. _i 
u-^dv 

o 

1 . 
u-^dv^l 

o 

pl • ip 

•JQ 
U^dV per a i.í^j i i o < j i 

o ij^<j i ig^j-

n 
La suma Z U V(A,) ( A , = (k-l,k] ) convergeix en L^ 'í'p >0, 

pl 
cap a la integral U(x)dV(x), d'on: 
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n X n i . 
TT ^ T?J ! 

n i 2 „j 
k=l k = l 

(2.14) 

convergeix en L^ ^p cap a 

E [ U dV-̂  
Pl i 

U ^dvJ 
o 

a i 
U ^dV-^ 

•J o 

-i 
ü dV-J / T? . , ]' O - n j-1 J 

Calculem (2.14): 

[ " ^ ' ^ k ^^^"^^k ^'''^k ^ / ^ n k, ,k_k,,k =1 -^1 -Í2 - 3 ^4 ^2 ^4 J ^ 1 2 3 4 n n n n 
(2.15) 

Si i .i <j, (2.15) = 2 " k ^ k "k "k 

e [ v J ( a , ) v - ^ ( a , ) ] e [ v J ( a , ) ] K3 

n 
T u, u, yj. u - 2 

. , L = 1 Ü2 üi ÍI2 1 ' 2 n n n n 
( U, ( . iu, ^ U, 

que convergeix cap a ( U ^(xTU ^{x) dx )( 
O 

U ^(x)U '^(x)dx) 
JQ 

Si = 

n 
(2.15)= 

i, ip . . . 

X 3 k, = l — 3 - 4 — 1 1 2 3 4 n n n n 

. E [ VJ( A, )VJ( Ak J ] = O. 

Pels altres sumands de (2.13) procedim d'igual forma i obtenim, 
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P l i 
E [ U ^dV^ 

-il -j '' j '2 nJ ../a 

0 
/ ^ n i-1 ] = 

0 

j Í2 <J . o' ii<J J 

E [ 
pl .. i, . 

Û-^dV U-^dV ^ 
0 

j r^-j -'2 
U^dV \ U^dV 

0 
' -n 1 = 

E [(ujv^^ 
ni i 

V ^dU"^ ) (û^v^^ 
ol i 

V ^dö"^ ) (ujv^^ 
, i. .1 Í2 j 

V dU^ ) 
'0 

ni i 

o 
V ^dO^ ) / F 

n j-1 ] = 

r̂ i 

= E [ ( V^^ - V 
Al i 

-J 0 
(V^^ - V ^ 

^^ ^2 ^2 i 

0 

1 i o ^ o 
( v / - V / F . . ] = 

0 1 n j-j 

î l H ^2 

-

si i^,i^ < j 

0 si = j j o Í2 = j 

D'on E [ X ̂  / ̂  • 1 ] = 
nj -̂ n j-1 •• 

j - 1 

1? ^ 

Í2 
U U du 

0 " " 
U ^ U ^ du + 

0 " " 

1 ^^ s s ^2 ^2 

0 
1 u ' ̂  1 u 2n' 

'1 pi j-1 . . j-1 . 
r( 2 U^Ü^ + ( Z (V^ -V^) (V^ -V^) } ' jdudv + 

0 Jo ^ i=l " ^ i=l ^ ^ ^ ^ 
2ni 
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Considerem els processos 

- [nul . 

1 i-i ç (s,t,u) = ^ z V V^ ^n i-l ® 

V ^ - íüzi.^ = z 
->1 

0 

j-1 
[( 2 U^ü^ )' + ( Z (Vj-v;^) (V^-V^) 

0 i=l " i=l 
i „i.,.i ni 

"n 
' üis] . . [ns] _. 

[( Z U^ö^ f + i Z )]dudvds = [0,1]' i = l . 1 1 1 u u 1 u u J 

[0,1] 
[ç^(u,v,s) + (ç^d.l.s)- ç^(l,v,s) - ç^(u,l,s) 

^ ( u , V , s ) )^]dudvds . 

Sigui D el conjunt de les iTuncxons fjT ^ R, contínues per 

la dreta i amb límits per l'esquerra, és a dir, 

lím f(s: 
s f t 
s eQ r r r 1 2 3 

existeix sempre i lím f(s) = f(t) 
s -)- t 
sfrQ 

on r. és o < i Q és el quadrant {( s. , s „ , s „ ) ̂  T V s.r.t. 1 1 2 3 1 1 X 

i=l,2,3 } . 

En D podem considerar la distància de "Skorohod" (vegeu 

O 

Eickel i Wichura [ 6 ] ): 

•J x,yeD^ , d(x,y)= inf {min ( ||x-yX || , || X || ) : XéA } 
on A és el grup de les transformacions 

X : 

tais que cada X^ és continua , estrictament creixent ix^(0)=0, 
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i II x-yx II = sup {|x(t)-y( X(t))| } i |j xll= sup {jx(t)-t|} . 
tfeT^ tcT' 

Una successió (x") , de processos a valors en D„ diem que 
n 3 

convergeix feblement cap a un procés X a valors en D si 
O 

E [f(x") ] E [f(X)] afitada i continua respecte la 

métrica de Skorohod. 

Les successions ( ç^) i ( ç^) convergeixen feblement cap al 

moviment brownià bidimensional ( vegeu Teorema 6,Bickel i Wichura 

[ 6 ] ). 

Considerem les aplicacions 

f: D, r--^ R 
g y \ g M U , V , s ) d u d v d s 

•'[0.1]' 

h:D_j ;; : -> R 
(f(l,l,s)-f(l,v,s)-f(u,l,s)+f(u,v,s))^ dudvds 

[0,1]^ 

són contínues; podem afirmar, doncs, que (V „ convergeix 
n nfcN 

feblement a la variable 

W ^̂  dsdtdu + f -W^^ -W , +W ^ )'dsdtdu, 
J-Q stu «/ j-Q ja llu Itu slu stu 

on W ^ i W ^ són dos moviments brownians a tres dimensions 
stu stu 

independents o . 

Proposició (2.4.3) 

Demostració : 

V^ no convergeix en probabilitat. 

Donat que sup E [(V^ )"]<«. , si V convergeix en probabilitat 
n 

ho farà en l'espai L^ , però això es contradictori amb el fet que 

^^n^nfeN successió de Cauchy en L̂  , és a dir, 
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lim E f I V^ - v M M ^ 
•• n m 

m, n 

En efecte, només cal demostrar que 

m 

HP 
j=2 

1 j-1 . ^ i-i , 1 
( Z U U dudv - z — 

. . U V . « n 
0 •JQ i = l j=2 

(2.16) 

no convergeix a zero quan n i m + <» 

1 
(2.16)=E[| S i 

j=2 

1 j-1 . . 
( Z U û"- dudv r ] + 

• -, u V 
0 1 = 1 

+ E[ I 
n 

j=2 
n • 

1 ni j-1 
( 7 U Ö dudv ] + 

J u V 
0 0 i = l 

m 
+ E[2{ £ —. 

j=2 0 -

" 1 r' 
"^S^U^Ö^ dudv ) ( Z ̂ A i {'z u'-u^)^ dudv) 

0 i = l " ^ j=2" ^0 -'O i = l 

Calculem el primer sumand: 

j=2 

1 r r , ( z u u" ) M u d v ) 2 ] = 
, u V 

0 JO i=l 

= Z 
m X 

. m 

11 

j=2 k=j ^0 J 0 

a ni j-1 k-i j - 1 j-1 
z uuvv + 2 z z ( u AU ) ̂  ( VA V [ 2 

0 ^0 i^=l i =1 
= ̂  h f 

j-1 
+ z ( UÜ + 2 ( Uf̂ ü ) ̂  ) ( vv+2 ( v/\v ) ̂  ) Jdudüdvdv 

— ^ [ ^ S Í m " - 2 m ' + m M + ^a ( "i"-2m'+2m^-m ) + ( 2m ' + m ) ] . 
m 2 ó ¿. j 

Fent el mateix pe»" altres sumands tenim, 
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(2.16) = —, [ -|-s(m''-2m3+mM + -|-3 ( m "-Zm 3+ 2m 2-m ) + ( 2m'-3m ̂ + m ) ] + 

+ J^f-líCn' -2rf ) + "If (n''-2rf ->·2rf -n) + (2n3-3n^ +n) + 
n ¿ o ¿. o* 

mn2' 2? m^ 6n 

(m-n) , ,, 5 5 (2n3-3n2-n) , 
n(n-l ) + ] , 

2.2? 2.3^ m^n^ 

fent m -f <» i n - » ® tenim, 

Ol f̂l j-1 m 

l£m lim E[ I Z —, 
J = 2 0 " 

( £ U^Ü^)2dudv -
0 i = l '' 

1 ^^ i.i 

0 
( 2 U Ü^)2dudv IM 

0 i=l " ^ 

2( ^ > 0 

P r o p o s i c i 5 J. 2 . 4.4 ) 

Seguint les notacions del Lema (2.4.2) i del 

Corol,lari(2.2.5), les variables 

[ 0 , 1 ] 
W^^ dsdtdu + 
stu 

[0.1] 

\ dsdtdu i 
stu 

n = 
16 

, . (2i-l)^(2j-l)^- ij 
1 > J —X 

no són igualment distribuïdes. 

Demostració : 

Provarem que els moments de segon ordre no coincideixen. 

E [ ( j W dsdtdu ] = 
[0,l]3 

r 
[Q.i] 
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= [ 

[0.1 ] 
(ss' + 2sAS')dsds' = ( . 

Per ser les dues integrals independents i igualment distri-

buïdes, i tenint en compte que 

E [ 
1 0 , 1 ] 

W ^ dsdtdu 1 = 
3 stu J [ 0 . 1 ] 

studsdtdu = — p , 

resulta, 

E [( W^^ dsdtdu + 
3 stu 

[0,1] 

D•altra banda, 

E [{ 
16 

] = 

16" E( Ç ' ) 
1.1 kh 

'i,j,k,h^l (2k-l)^ 

= ( 

i^l 
)" + ( 2 

j^l 

16 )2_ J, ^ 1 

7 2 
Q. 
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UrEXISTENCIA D'UN TEMPS LOCAL PER A MARTINGALES DE 'Tfl ̂  c 

nî.l INTRODUCCIO 

Sigui {W , z«-R^} un moviment brownià bidimensional. Carioli 
2Ü "h 

i Walsh demostren en [ 9 ] 1'existència d'un procés, anomenat 

temps local, {ct!(x,s,t) xeR, (s,t)6:R^} , continu conjuntament en 

les tres variables x,s i t, tal que quasi per a tot u , i per 

a tota f:R -> R boreliana i afitada i es compleix: 

® uvf(W .(av)dudv= I (f,(x,s,t)(cu)f(x)dx (3.1). 
0 J 0 H 

El procés $(X,s,t) no és un temps local respecte la mesura 

de Lebesgue, que és la mesura associada al procés creixent de 

W , a causa del factor uv que apareix a la part esquerra de la 
z 

igualtat (3.1). 

Walsh en [ 38 Jdefineix un temps local L(x,s,t), per al mo-

viment brownià W , continu en les tres variables, de la forma z 

següent: /it 
L(x,s,t)= L (x.s.f)dt' 

0 

on L (x,s,t) és el temps local de {W t R } considerat com 
1 S u + 

a moviment brownià unidimensional. Aquest temps local és tal que, 

quasi per a tot oi ,es compleix, 

s 

0 -

r»t 1 

f ( W ( cü ) ) dudv = 
0 --R 

L ( X , s , t ) ( 0) ) f (x ) dx , 

f:R >R boreliana iafitada i V(s,t)eR_^ 

D.Nualart en [30 ],mitjançant una fórmula de Itô per a mar-

tingales a dos paràmetres, defineix un temps local per a martin-

gales M de 'ïïl , respecte la variació quadràtica de íí. 

c , 1 oc 
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Aplicant la fórmula de Itô deguda a Wong i Zakai [ 42 J , a 

les martingales adaptades al procés de Wiener, 

!|;(z' ,z")dW ,dW „ (3.2) M = 
z 

<Íi(z»)dW , + 
z 

R 

on ()} é: S^ ^T^'^w ^ ̂ ^ J,podem expressar el seu temps local respec-

te el procès creixent M, com a sumes d'integrals estocas tiques 

respecte el moviment brownià W . Ens podem preguntar com és el 
z 

temps local de les martingales M del tipus (3.2) respecte la 

seva variació quadràtica 
<r M 7 = 

z 
(z')dz' + 

R R 
z z z 

aquest problema encara resta obert en el cas general. 

En aquest capítol es demostra un teorema d'existència 

d'un temps local continu en les tres variables,L(x,s,t), per a 

martingales f·U'YKl̂  respecte la seva variació quadràtica, sota 
c 

certes condicions de continuïtat i derivabilitat dels processos 

d<M> , d/M > , i d/M . Aquest temps local es defineix a 
s . t . t s 

partir de la família de temps locals {L^(x,s,t), xíO, (s,t)6R^} 

de les martingales unidimensionals {(M ^ t >,0 } , La famí-
• s t s 0 

lia de temps locals { L^(x,s,t) x 0 ,(s,t)éR^} té bones pro-

pietats de continuïtat segons el resultat obtingut per M.Yor[M-4- ] 

Malauradament aquest Teorema no es pot aplicar en general a les 

martingales adaptades al procés de Wiener, puix que les condicions 

de derivabilitat exclouen els processos del tipus 

R 
st 

R 
'l·'(z,z')dW dW , , i en particular el procés 

z z 
st 

) ) 

f = I „ dW dW , 
st ^ (ZkZ' } z z ' 

st st 
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Un estudi particular per al procés J . permet obtenir un s o 

temps local L(x,s,t) continu en les tres variables respecte 

la seva variació quadràtica, es a dir, quasi per a tot u tenim, 
't 

f (x)L(x,s,t) (ü))dx = 
s 

0 0 
Ü)) )uvdudv per 

a tota f:H—>R boreliana i afitada, i Y(s,t)6R_^. 
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nr.2 COMPARACIO DE DUES FORMULES DE ITO PER A MARTINGALES 

BROWNIANES. EXPRESSIÓ DEL TEMPS LOCAL D'AQUESTES 

MARTINGALES RESPECTE LA VARIACIO QUADRATICA DE M. 

Wong i Zakai obtenen en [ 1+2 ] fo'rmula de Itô per a 

processos que poden expressar-se com a sumes d'integrals esto-

càstiques respecte el moviment brownià. Considerem les martin-

gales de quadrat integrable de la forma: 

<t)(z' )dW , + f ¡ z ' , z" )dW dW „ , 
z J r •·Jr 2 z 

Z Z 2 

que es un cas particular dels processos estudiats en [4-2 j . 

Per a tota funció F:R—»R contínuament diferenciab1e de quart 

ordre, F(M ) admet l'expressió: 
z 

F(M )= F(M„)+ 
z 0 

F'(M ,)(}>(z')dW , + f7> ï T ' F" (M , ) 4) z ' ) dz ' + T • 

R ^R 
z z 

R ^ R 
z z 

[F"{M , „ )u(z'vz , z" )a(z' z",z') + 
Z V 2 

R ^ 
z z 

F' (M , „) ̂ (z' ,z") 1 I „ dW dW „ + 
Z 'vz" ^ J <2 'Â z" } z ' z" 

[F"{M , „) ,z")u(z'vz",z') + 
z y z 

]^F'"(M „)u (z'v z",z' )u(z'vz",z") ] I , „,dz'dW 
z 'V z {z A z } 

4^(2' ,z")u(z'vz",z") + 

z z 

-t-)^F"'(M , „)u(z'vz",z' )u (z'vz",z")]I , „ dW ,dz'" 
z V z {Z A z } z 

F"'(M , „)ti(z'vz",z' )u(z' z"),b(z',z") + 
z ' V z " ^ 

. ,„)ÏÏ (z'vz",z')u (z- z", z'idz ' dz" 
Z V Z ^ 

(3.3) 
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onu(z,z')=<f(z')+ i|j(c,z')dW i 
R ^ 
z 

^ f> 
u( z, z ' )= t( Z ' ) + 

R 
z, Ç . 

Observem que si z=(s,t) i z'=(s',t') són dos punts de R̂  

tais que z'<z, aleshores, 

C. z' )dW = 
R C 

<p( C , z • )dW 

t 

t • 

í (0,f ) , (s' ,t) J 

z 

Igualment, 

^ ( z • , Ç)dW = 
Jr ç 1>(z' , Ç )dW 

[(s,0),(s',t)] ? 

Per tant u(z,z') no depèn de s i u(z,z') no depèn de 

t. Entendrem que u(t;s^t')=u( (s,t),(s',t' ) ) i 

u(s;s;f)=u( (s,t),(s',t') ). 

Amb aquesta notació, podem expressar la martingala M com 
Z 

p r> 
M 
st u 

u(t;s'.t')dW = 
R ^ s t ^ 
st 

u(s ; s't• )dw ,^ , . 
s ' t ' 

st 

Sabem que per a tota martingala M ??? , i per tota 
z c,loe 

funció F:R —»R contínuament diferenciable de quart ordre, F{M ), 
z 

z=(s,t), s'expressa[30 ]: 

F(M ) = F(rfl ) + 
z u 

F•( M ,)dM , + 
z ' z ' 

R 
F"(M ,)dM + 

z ' z 

s nt 
* '4 \ F"(M > + Vi F"(M )d^M > 

0 ^^ s . y 

F" (M ,)d<M> . -
z • z ' 

R 

- X i F^'^^(M)d<M> (3.4). 
R ^ ^ 
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Proposició (3.2.1) 
n 

Si M = 1 (|) (z* )dW , + 
z J z ' E R 

z z 

^ (Z-,z")dW^,dW^„ 

i M f e W ' ( o M ^ W ' , ) i F : R - > R é s una 
z C z c, loc 

funció contínuament diferenciable de quart 

ordre, les fórmules (3.3) i (3.4) donen la 

mateixa descomposició per a F(M ). 
z 

Demostració : 

Per a poder aplicar la fórmula (3.4) a la martingala M 
z 

necessitem que sigui localment de 'Tíl.'* • en el nostre cas, donat 
c 

que M és una martingala browniana de això implica que 

sigui de , per a qualsevol p>l [li ]. 
C ^ X O O 

A fi de trobar <: M> , apliquem a F(x)=x^ la fórmula (3.3) 
z 

M^ = M^ + 2 
z 0 

R 
M , <!)( z • ) dW . + 
z ' z ' 

M z ' )dz' + 
R 

R R 
r2u(z·vz",z")u(z'^'z" ,z') + 2M , „^/(z'.z")] 

Z W z 

z z 

dW . dW 
{z'Âz"} z ( „11 

+ 2 
R ^ R 
z z 

^(z' ,z")u(zVz",z' )dz'dW „ + 
2 

+ 2 

R " 
IP (z' ,z")u(z'vz" ,z" )dW ,dz" + 

z 
z z 

,z")dz'dz" (3.5) 
R J R 
z z 

< M> és l'únic procés creixent i continu tal que M - < M ) és 
z z z 
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una martingala feble, per tant, 

cm;» z ' ) dz ' + I 
R ^ R 

z ' , z" ) dz • dz" 

z z 

don^t que totes les Integrals estocàstiques de (3,5) respecte 

el procés de moviment brownià són martingales febles. 

Podem considerar M com una martingala unidimensional en 
S w 

s. Aplicant la formula de Itô en una dimensió a F(M ) on 
S Xi 

F(x)= x^, resulta: 

0 s 
M2 = M2 + 2 
st 0 0 0 

s Pt 

0 ^ 0 
u^ (t;x,y)dxdy. 

Sabem que <i M > és l'únic procés creixent i continu tal 
• "C s 

{M , - ¿ M > ) és una martingala en s, per tant 
4 • O S 

. t S 

t p s 
C M ^ >_ = j u^ (t;x,y)dxdy. 

De forma similar obtenim, 

r ® 

• 0 

pt 

0 
u^ ( s ; x , y ) dydx . 

Ens interessa calcular F"(M )d¿M / . Recordem que 
X "C • u X 

M ^ = 
xt J 

R 
u(t;z)dW , i 

z 
xt 

xt . t x 

A S 
F"{M^. )( u' (t;x,y)dy )dx = 

j 0 

; F"(M , )u'(t;x,y)dydx. 

st 
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Apliquem la fórmula de Itô en t, entre els punts y i t, 

al producte F" {M^^ ) u'·C t ; x, y ) , 

F"(M„^)u Mt;x,y) - F " ( M^^J u ̂  ( y ; x , y ) =F " ( M^^ ) u^ ( t ; x , y )-F " ( M^^J $ M x , y ) = 
xt xy xy 

p t •> X 

y 

F"(M )2u(y ;x,y)^(x',y ;x,y)dW 
0 ^ 1 

•>t 

0 

7 X 

u M y , ;x,y)F'"(M )u(x;x',y )dW + 
0 ^ 

+ Jè 

ot 

y 

p X 

r2F'"{M )2u(y ;x,y) f(x',y,;x,y)u(x;x',y ) + 
0 i i. 

+ F" (M )2 ^ ̂ '(x' .y ;x,y) + 
xy, X 

,(4) 
F' Um ^ )u'(y, ;x,y)u ^(x;x',y ) ] dy dx • 

xy ̂  X X i 

Aleshores : 

F"(M <M = 
xt .t X . 

$''(x,y)dxdy + 

st st 

F "(M , )u(zvz' ,z' ) 'i' (z,z' )dW dz 
Z V 2 ' 

R , R ^ 
st s t 

A 

+ % 

R R ^ 
s t st 

F ' " ( M , ) u ( Z V Z ' , z • ) ù ( Z V Z • , 2 ) I _ . d w d z ' + 
zv 2 ' { Z A Z ' } Z 

+ % 

R R ^ 
s t st 

( 4 ) 
+F' '(M , ) U M Z V Z ' , Z • ) U M Z V Z • , Z ) I + 

Z'̂ Z {ZAZ'} 

+ ) jdzdz' 
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% 

De forma similar obtenim: 

t 
F"(M )$^x,y)dxdy + 

xy 
st 

'st ^st 

F" (M , ) a ( Z V 2 • , z ) { z , z • )dw dz 
2 V z Z 

R ^^ R . s t st 

F'"(M , )û (zvz' ,z)u(z^z' ,z' )I 
zv z ' 

. dV/ ,dz 
{ Z Â z ' } z ' 

+ % 
R ^ J R ^ 
s t st 

[4F'"(M , )u ( 2VZ • , z • ) a( Zv z ' , z ) ( z , z ' ) + 
Z V Z ' 

+ F^'^^ÎM . ) a ZVZ • , z ) u( z v z ' , Z ' ) + 
Zv z 

. ] I dzdz'. 

En particular deduïm, 

o o 
í M = 0 '(z)dz + i t 2u(z z' ,z' ) Uíz.z' )dW dz' + 

• t s j D - J R 

r» 
'l'^z.z' )dzdz' 

st st 

t = J 
2(z)dz + 

st 
R ' 

2a(z z • , 2 ) ̂ (z , z • )dW^,dz + 

st st 

z , z ' ) dzdz ' . 

st st 

Ara ens interessa trobar M . Recordem la següent versió 
st 

del Teorema de descomposició de Doob-Meyer deguda a D.Nualart[29 ]: 
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M ^ = 2 
st 

JR 
M dM + 2M ^ + ¿ M > ^ + 4 M - <:M) 
z z st s . t . t s st 

st 

Comparant amb la formula (3.5) resulta, 

^ n 
M 
st 

R 
<ju(zvz' ,z')0{zvz',z)I . dW dW .. 

^ {ZÂZ'} z z' 
st st 

Per tant, 

F"(M )dM = F"(M . )u(zvz' ,z• )0(zvz' ,z)I , . dW dW 
rr\j «T * ' ' 1 rrîT T ' l rr r 

st 
z • Z J „ J „ • ZV Z ' ' ' • ' ' • ' ' izs z '} z z' 

K , fi ^ 
st st 

i ¿ M > 
st J 

st st 

u ( zv z ' , z ' ) Ü zv z • , z ) I , dzdz' . 
{ z A z ' } 

Necessitem calcular també ¿ M , M > , per això recordem que 
z 

= + - - , a més, 
z z .z z 

M + M > (z)dz + 

st 

"st st 

[i|;(z,z') + I _ u ( zvz • , z ' ) 0 ( zvz • , z )]dzdz' 
i Z \ Z } 

d'on 2 <M,M > 0 z ) dz + 
R 
st 

[ ^^(z.z') + u zvz ' , z ' ) 0 z vz ' , z ) + 
R 

st st 
+ 2'I'( z , z • )u( z VZ • , z ' )0( ZVZ • , z) ] ̂  I , , dzdz' 

{Z A Z ' } 

^(z)dz -
R 
s t 

R ^ " R ^ 
st st 

) dzdz 

0 0 

st st 

u zvz ' , z ' ) ü M ZVZ ' , z ) I . _ ,, dzdz' = 
{ZsZ'} 
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= 2 (z,z' )u(zvz' ,z' ) a ( z y z ' ,z)dzdz' . 

st st 

Substituint a la fórmula (3.4) les expressions obtingudes 

per a M , ¿ M ? , ¿M > , < M > , < M , M > i <1 M > obtenim la 
z •'bx s » y z z z 

fórmula (3.3). En efecte: 

O 

R 
F ' ( M )dM + 

z z 
st 

F"(M )dM 
z z 

st 

F"(M )dtM > + 
Q X V • "C X 

pt 

+ /2 sy s.-̂  y 
„ F " ( M ) d ¿M > 
R . z z 
st 

F " ' ( M ) d ¿ M , M > 
z z 

st 

1/ Í 4 ) 
F ̂  ^ ( M ) d C M > 

z z 
st 

„ F' (M )({) (z)dW + 
R ^ z z 
st 

F • ( M , ) f ( z , z • ) dW dW ,, + 
z V z ' z z 

st st 

n 

R 
F"(M . ) u(zvz' ,z• )a(zvz' ,z)I 

z V z ' {z \ Z • } z 
dW dW .+ 

st st 

+ ! F"(M ) $2(z)dz + 
R 
st 

F"(M . )u{zvz' ,z' }i> (z,z')dW dz ' + 
z y z ' Z 

st st 

+ % 

st st 

F'"(M , )u 2(zvz' ,z' )a(zirz' ,z)I . _ ,,dW dz ' + 
zvz' î z a z ' } z 
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+ X 

n 

st st 
r4F'"(M .)u(zvz',z') z , z ' )2( zvz • , z ) + zvz ' 

+ F ̂  ̂  ̂  (M , )uM zvz·,z')u(zvz·,2) + ZV z ' 

+ 2F"(M )]I dzdz 
^ ^ Í Z Á Z ' > 

F"(M ) (t)^z)dz + F'"(M ,)a(z^^z',z),p(z,z')dzdW + 
^st ^ R ^ -̂ R ^ st st 

T P 
+ % i F ' " ( M , ) ü Z V z ' , z ) u ( Z V z • , 2 ' ) I . , d W , d z + ' Zv2 f . O" ' ^ ' 

st st 
{ z-, Z ' } z 

+ X 
'i 0 

R st st 
[ 4F'"(M ,)u(zvz',z') ü (z«/z',z) ̂ i^íz.z') 

Z V Z ' 

+ F^'^^CM , )u^zvz' ,2' )a'lzv2· ,z) + 
Z V Z ' 

+ 2F"(M ) i,Hz,zn ] I dzdz-Z v Z ' {ZaZ'} 

- % F"(M )$Mz)dz - j F"(M , ) ̂ '^z.z· )dzdz' -
Z z v z 

st st st 

R ^ R ^ st st 
F"'(M ; ) (z.z- )u(zvz' ,z' )a(zvz' ,z)dzdz' z z 

1/ ; /4 I j 
R R 4. s t st 

( 4 ) 2 
F' '(M )u (zvz - ,z' )G(zvz' ,z)I z z { Z Ä 2 ' } 

dzdz ' = 

F ' ( M ) 4, ( z ) dW + o z ^ z R st st st 
F' {M , )p (z,z' )dV dW , + 

Z V 2 ' Z Z ' 

i F"(M . )u(zvz• ,z' )a(zvz• ,z)I , . , dW dW , + z^z' { Z Á Z ' I Z Z ' R " i . st st 

F" (M ) 0 2(z)dz + z 
st 
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R ^ -J R ^ 
st st 

[ )U(ZN/z' ,Z' (Z,Z' ) + 
z ̂  z 

zv/z • { ZÁ z • } J 2 

R . - R ^ 
st st 

)u(zvz' ,z) ̂ (z.z' ) + 

R st st 

rF'"(M . ) u( zv z • , z • )ü( zvz • , z ) t|j( z , z ' ) I- Z ''Z • 

+ F ^ ^ ^ M , )uMz^z' ,z' )üMzvz' ,z) + 
z v z ' 

JáF" (M , ) z , z • ) ] I 
zvz {zT. z ' } 

dzdz 

D.Nualart demostra l'existència d'un temps local continu 

per a tota martingala ^"^^'^^''loc mesura associada 

a la variació quadràtica de la martingala M [ 30 ] , és a dir, 

existeix un procés {L (x,s,t), xt R, (s,t)éRM continu en 

(x,s,t) tal que per a tot punt (s,t) é. R^ i per a tota funció 

mesurable i afitada tenim: 

f ( M ) d < M > 
z 2 J 

L(x,s,t)f(x)dx. 

st 

Aquet procés L(x,s,t) es defineix de la forma: 

L(x,s,t) = lim _ 
0 ^ 

I „ d ; M > 
{ x <M < x + e } z 

K , Z 
st 

= 2/3 [(-x)^J3 - 2/3 + 

+ 2 
. n [(r-'i -X)^]^ dri + 4 (M -x)"^dM + 

z z 
st 

r t -.s 
+ 2 1 (M -x) d<M > + 2 

Jo ^^ ^ 

(K -x) d< M ^ > • 
uv . t u 

p ^ - 2 i (M_,-x) •^d< H > - 4 1 I 

- R . 
st 
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E n e l c a s q u e l a m a r t i n g a l a M s i g u i d e l a f o r m a 

M 
s t 

R 
'P ( z ) d W + 

z 
s t 

s t s t 

'p { z , z • ) dW d w . 
z z ' 

e l t e m p s l o c a l L ( x , s , t ) s ' e x p r e s s a : 

L ( x , s , t ) = 2 / 3 - 2 / 3 [ ( M - x ) ^ ] ' + 2 
S xl 

[ ( M - x ) ^ ] ' i ) ( z ) d W ^ 
z z 

s t 

+ 4 I 1 (M^ z ' ) d W dW , 
J n J D Z V Z ' ^ ' Z Z ' R 4. R ^ s t s t 

+ 4 i 

s t s t 
^ ^ ' ^ z v z · . 2 ' ) a ( z v z ' , z ) I , dW d W . + { z x z ' } z z ' 

+ 2 ( M - x ) ^ 0 ^ ( z ) d z + 

st ^ 

i „ J „ f ^ ^ ' M . > x z . . z . ) u ( z z ' . z ) I 
s t s t Z v Z ' {ZT̂ Z • 

^ ^ ^ ^ z v / z ' - ^ ) ^ u ( z v z ' , z ' ) ^ ( z , z ' ) ] d W d z ' + 

[41 
s t s t 

R ^ " R ^ 
s t s t 

{ M > ^ , u ( z v z ' , Z ' ) u ( z v z ' , z ) I i ; ( z , z ' ) 
z V z 

^ ^ ^ ^ z v z · · ' ' ^ ^ ' ' ' ' ^ J d z d z ' . 
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111.3 TEMPS LOCAL RESPECTE LA VARIACIÓ QUADRATICA DE LA MARTINGALA 

L'objectiu d'aquest apartat és demostrar l'existència, 

sota certes condicions sobre la martingala, d'un temps local 

L(x,s,t) respecte la seva variació quadràtica. El resultat que 

volem demostrar és el següent: 

Teorema (3 « 3.1) 

Sigui {M , F ,zéR^} una martingala de '171} 
z z + c 

nul·la en els eixos i tal que: 

a) ^ 
<M > = 

z 
g(u,V)dudv 

R 

on g(u,v, to) és un procés mesurable respecte 

(R^3X F ,adaptat, continu i amb derivada respecte 

u contínua, en . 

b) >t 
<M ^ > = 

. t s 
f ( u , t ) d u " i t X ) 

0 

on f(u,t{ü) és un procés mesurable respecte 

)ß(RMxF »adaptat, continu, amb derivada respecte 

u contínua, i estictament positiu en (0,+®)^. 

c) 
<M = 

S . t 

^t 
h ( S , V ) d v 

Jo 

on h(s,v,ü) ) és '£)(RMxF mesurable i tal que, 

sup E [ | h ( T ]<" ^s,t ^ 0 i per algun p>4. 

Aleshores existe i* un temps local de la martin—— 

gala {M ,ztR^} respecte la seva variació quadrà-
2Ü "t* 

tica, {L(x,s,t) xeR, (s,t)€RM ,que admet una 

versió contínua en (R-{0})xR^. 
+ 
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Nota Evidentnent les condicions a) b) i c) poden enunciar-se 

intercanviant els papers de s i t, i el resultat del Teorema no 

s'altera. 

Donada una martingala ÍM ,zéR^} de Hïï̂ , podem considerar 
Z 4" C 

la família de martingales unidimensionals i contínues {( M ) t ^ } 
• "C s.̂ 0 

i els seus temps locals{L^(x,s,t),xéR,s^O t^O} respecte la seva 

variació quadràtica <M . > . 
. t s 

Definirem el temps local L(x,s,t) buscat mitjançant aquesta 

família de temps locals. Abans de demostrar el Teorema(3.3 .1 ) 

necessitem alguns resultats sobre l'existència, la continuïtat 

i el comportament en les proximitats dels eixos, de la família 

{L^(x,s,t), xéR, s , t ^ } . 

Lema( 3 . 3 . 2 )_ 

Sota la condició c) del Teorema(3.3.1) existeix una 

versió de {L^(x,s,t),X€R,s,t^O } contínua en (x,s,t). 

Demostració : 

En efecte, recordem el següent resultat, 

Teorema [vê e«. M.Yor [¡+5 ] ] . 

Si disposem d'una família de martingales contínues unidiraen-

X d 
sionals{M,xfeR} , i 3 p £ [ l , < " [ i \i]0,l] amb xp > 4 tal que : 

II M ^ - M ^ IIh .<C|| x - y II ̂  ( 3 . 6 ) , "p 

aleshores existeix una versió dels temps locals d'aquestes martin-

gales, respecte la seva variació quadràtica, ÍL̂ ĵ  , xéR^, atR, beR^ } 

continus en (a,b,x). 

Només ens cal comprovar que la nostra família de martinga-

les compleix la condició ( 3 . 6 ) . 

¥T,S >0 considerem {(M ) , s ̂ cS , 0 ̂ t $ T } . 
• u S 
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Si tí:t', II M t ~ " f " H = j ^^^ 
p 0 es ̂ S 

Per la desigualtat de Doob ( p>1) i.després per la de 

Burkholder tenim. 

(3.7) .<CpE [ iMg^-Mg^jP Cpll ( 
t 

t 

finalment aplicant Jensen i Fubini resulta, 

Pt 

h(S,v)dv)^ llp ; 

<Cpit-f ( E [ |h(S.v)|P/2 dv] 
t' It-t•I 

^C |t-t'|^ [sup E [ | h ( S , T) ¡P/2 J 1/p (3.g) , 
P t^ T < t ' 

La hipótesi c) ens assegura que 3 p >4 tal que 

sup E [ |h( T .S) ] =K <00 . Prenem p = 2p i resulta, 
O «T^t 

(3.8) ^ |t-f ¡ V ^ ^ 

Lema (3.3.3) 

Existeix N tF , P{N)=0, tal que per a tot x& R- {0} , 

existeix una regió d'atur D c R̂  , tal que d'̂  té 
X "f" X 

intersecció buida amb els eixos i L^(x,s,t)( u))=0 

*«'(s,t)eD ii'uiÉ·n/N. 

Demostració : 

Sigui X f e R - {0}fix .Definim 

D^(a))= {(s,t)€R^^; sup 0, ) I < ' ^ 1 ' } . 
"" zéR ^ ^ ^ 

st 

La continuïtat de la martingala M permet assegurar m ) és 
/ X 

una regió d'atur . ^ \ 
è • ' • ^ 

Si üi és tal que la trajectòria M ( w ) és contínua, ' la in.ter-Ĵ  
z I"- • ' ' 
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secció de amb els eixos és buida; recordem que la martin-

gala M és nul·la sobre els eixos. 

Fixem s.té-. R^; sigui A .= {u);(s,t)¿D(ü))} . A és 
^ S j "C X s V 

una part mesurable d' n . 

Suposem que A ·̂ ft); aleshores V' o) e A tenim, 
S u So 

{M >xi('^)=0 ^s'^s si x>0 
S t 

I „ ( tu,i) = 0 s 3 si x<0, 

Per la propietat de localitat de la integral estocàstica, 

f) s 

{M , >x> S - ^ - t = 
w 

0 si X >0 

M ^ si x<0 
st 

i per tant, 

L. (x,s,t) ( 0) ) = 2f(M -x)'·-x"-
1 s t 

0 

Sigui (s ,t ) . u n conjut numerable i dens de R^ . Prenem 
n n n 1 + 

N = U N (la unió s'esten als neN tals que A 4 0 ) . 
X n S t s "t* 

n n n n 

Aleshores, Vü)feí2/N, si (s ,t ) c D ( oo ) resulta que 
n n x 

L. (x,s , t ) ( 0) ) = 0. 
1 n n 

Per la continuïtat del procés L^{x,.s,t) en les tres varia-

bles demostrada en el Lema (3.3.2), L (x.s.t)(ü) ) = 0 '(s,t)tD (u) 
1 X 

i e n/N amb P(N^)= O. 

Observem que si x<x'^ 

D (ü) ) - {(s,t)eR^; sup |M (oj) | < } ^ ^ , ( ai) • 
X * zf^R ̂  ^ ^ "" 

st 
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Prenem N = U N ; Aleshores i'xíR/Q i ^q >x, qéQ, tenim, 
q.Q ^ 

L (r,s,t) ( üí ) = 0 í/(s,t)eD i Tue ñ/N, 
X ^ 

per la continuïtat de L , L ( x , s , t ) {u ) =0 V( s , t )£ D i ^ fi/N 

amb P(N) = 0 Q . 

Amb l'ajut d'aquests dos Lemes podem demostrar el Teorema 

(3.3.1) . 

Demostració del Teorema (3.3.1). 

Hem de trobar un procés L(x,s,t) continu en (0,oo)xR^, tal 

que, execpte en un conjunt N de probabilitat zero, per a tota 

(|) :R •̂R boreliana i afitada, 

rt 

J 0 JQ 
(t>(M ) d < M > 

uv uv 

> t 

0 0 
(M^^)g(u,V)dudv = 

J -

L(x,s,t) (p (x)dx. 

El procés L^(x,s,t) compleix una igualtat similar, concreta-

ment , 
^ s 

(t¡(M )d<M > = i(M )f(u,t)du = 
0 ^^ Jo ^^ 

L^ ( x , s , t ) íi)( X ) dx . 

Sembla natural, doncs, definir el procés L(x,s,t) com, 

L ( x , s , t ) = 
Pt 3L^(x,S,t) 

8S f ( s , v ) 
dv. 

Malauradament no sabem si L^(x,s,t) serà derivable respec-

te s; per solventar aquest problema donem la següent definició 
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del prcxés L(x,s,t), 

ot 
L(x,s,t) = 

g(s,v) 

f(s,v) 

it 
L^(x,s,v)dv 

s 
)L^(x,s,t)dudv, 

3u f(u,v) 
(3.9) 

La continuïtat del procés L(x,s,t) ve donada directament 

per la continuïtat dels processos g ,f , i . 

Observem que quasi per a tot w e n les funcions 

són integrables en [o, T ] i [O, T Jx [0,S ] respectivament, per 

a tot S,T>0 i per a tot x^íO, donat que f(u,v) es estrictament 

positiva en (O, + ») ̂  i pel Lema (3.3.3) podem trobar una 

regió D ( ü) ) (si u / N , P ( N ) = 0 ) tal que L ( x , u , v ) ( to ) = 0 

(u, v) e ü) ) , i per tant 

-II^JlLI L fx.u,v)(a)) = 0 i L (x,u,v)(a,)=0. 
f (u,v) 3u f (u,v) 

Així doncs el procés L(x,s,t) està ben definit i és continu 

en (R- (0 })xR^. 
+ 

Per acabar la demostració ens falta comprovar que L(x,s,t) 

és un temps local de (M ) _z respecte la seva variació quadrà-
z zt 

tica. 

Sigui (]) : R »•R una funció boreliana i afitada. Calculem 

~> +00 

L(x,s,t) (|>(x)dx = 
n t , . 

I L L l U l (x,s,v) 4>(x)dvdx 
0 f(s.v) 

1 t 

—CO i. 0 •• 

j s 

_L( llllZ.^ )L (x.u, v) <t) (x)dudvdx (3.10) 
3u f(s,v) ^ 
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Aplicant Fubini i tenint en compte la propietat de temps 

local de L^(x,s,t), 

(3.10) = 
g ( S , V ) 

f ( s , v ) J 

(M^^)f(u,v)dudv -

0 

ns 
3 g(u,v) 

pu 

3u ^f(u,v) ̂  
0 , v ) d s ' d u d v (3.11). 

Sabem que 

n s 
i l h l l 4'(M )f(u,v)du 
f(s,v) JO 

_i(ilûîJLl) ^(M , )f(s',v)ds'du= 
•"O 3u f(u,v) - 0 ® ^ 

•.s 
g(u,y) 

f(u,v) 

)S 
(KM^^)f (u,v)du = g(u, v) 0 (M^^)du, 

Substituint en (3.11) queda: 

+ M 
L(x,s,t) <t)(x)dx = 

p t p s 

g(u,v) <))(M^^)dudv 

Nota Si D és Unaregió d'atur, i les condicions del Teorema(3.3 .1 ) 

restringides a D es compleixen, la demostració es pot localitzar 

i el resultat és vàlid dins D. 

Per exemple, si (M ) és una martingala de Yiíl 
Z Z é -K 

nul.la en els eixos tal que compleix les hipòtesis a) i b) 

del Teorema (3.3.1) ultra la condUïc' que h(s,v) és un procés 

continu en [O, ^ , aleshores existeix un temps local L(x,s,t) 

continu en (R- ÍO } respecte la seva variació quadràtrica. 

Només cal pretidre les regions d'atur 

D^(ü))= {(s,t) / sup |h(u,v,w)| ^ n } 
(u,v)«R . 

st 
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i aplicar el Teorema(3.3.1) dins D . 
n 

Estudiarem ara com s'interpreta el Teorema(3.3.1) en 

alguns casos particulars com són les martingales fortes i les 

martingales brownianes. 

1 Martingales Fortes 

Sigui {M , ̂  , z&R^ } una martingala forta de . En aquest 
z z + c 

cas <M , > = <M > = <M> . El Teorema (3.3.1) queda, 
• t S S . l . si; 

Si <M > ^ 
st 

o 
g{u,v)dudv on g(u,v) és mesurable respec-

"st 

te ß)(R^)x p, adaptat ̂  continu, derivable respecte u amb derivada 

contínua a (0,co)2 i estricament positiu en ( 0 , oo )2 : aleshores 

existeix un temps local L(x,s,t) de la martingala (M ) 
z ze R 

+ 

respecte la seva variació quadràtica, que admet una versió 

contínua en (R- {0})xR^. 

2 Mar^iliêâi®s Brownianes 

Tota martingala de quaJtrat integrable, contínua, i nul·la 

en els eixos, {M , zeR^ } ,adaptada a la filtració d'un brownià 
z + 

ÍW , zeR^} , admet l'expressió 

M = 
z 

4» (z* )dW , + 
R 
z 

Ip ( z • , z" ) dW . dW ., 
R ^ ^ 

on ^ ^ S ^ 

Veiem quina expressió admeten < M > , <M > ^ i < M ^ > 
^ 2 s. t . t s 

en funció de i 4'(z,z'). 
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<M > = 
z 

(¡î íz • )dz' + tp̂ Cz' ,z")dz'dz" = 
R R R 

z z 

(z')dz' + X , V ; u , y ) dxdydudv = 
R R 
z uv 

[«ti^íu.v) + J Ip ̂  ( X , V ; u ,y ) dxdy ] dudv 

uv 

o ^ 
, í .i. 2 g(u,v)dudv on g(u,v) = <j)^(u,v) + \ tp̂  ( x , v ; u , y ) dxdy 

R 
uv 

nt PS 
<M >. = 1 (<D(x,y) + ,p(x,y;ç)dW dxdy = • t J Q J Q Ç 

sy 

C t AS 
h(s ,y)dy on h(s,y) = ( <() ( X , y ) + ip (x,y; ç)dW )yx 

R ^ 
sy 

i finalment, 
t 

<M ^ > 
. t s 

os 
( 0(x,y) _ ip ( c;x,y)dW dxdy = 

xt ^ 

s .t 
f(x,t)dx, on h(x,t)= ( (t)(x,y) + 

O ^ O 
( ç;x,y)dW 

xt 

Si pßO no és d'esperar que f(x,t) sigui derivable en x, 

degut a la integral estocàstica que apareix en la definició 

de f(x,t). 

Si ipHO , aleshores {M , z 6 R ̂  } és una martingala forta 

Z ^ 

i les condicions que hem obtingut en 1 per a g(u,v) es trans-

porten a (t)(u,v) que ja sabem que és mesurable i adaptada; és 
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a dir, per a que es compleixin les condicions del Teorema(3.3.1 ) 

n'hi ha proA que ¡¡¡^(u.v) sigui un procés continu, derivable 

respecte u en (0,«), amb derivada contínua en (0,+») i no nul 

en (0,® . 

No podem aplicar el Teorema (3.3.1) al procés 

{J = 
z 

f(x,t) = 

R 
I ^ , dW .dW , zeR > donat que 

{ Z Ä Z ' } Z z' + 

pt ft 
( ^ fr-f dW )'dy= (W ^-W )^dy és una 

Q J {çÀ(x,y )} <; J Q xt xy 
xt 

semimartingala amb la part martingala de la descomposició de 

Doob-Meyer, no nul·la. Trobar el temps local del procés J res-

pecte la seva variació quadràtica requereix un estudi especial 

-108-



m . 4 TEMPS LOCAL DEL PROCES J ) „2 RESPECTE LA SEVA VARIACIO 
z zéR 

+ 

QUADRÀTICA. 

L'objectiu d' aquest apartat és trobar un temps local per 

al procés J , respecte la seva variació quadràtica, continu en 
z 

les tres variables. 

No podem utilitzar el factor ) en la definició 3u 
f(u,v) 

de L(x,s,t) tal com ho feiem en el Teorema(3 . 3 . 1) , puix que, 

segons hem observat- al final de l'apartat 3.3, f(u,v) no és 

r> 2 ( V ) 
diferenciable en u. Ara bé, podem interpretar —2(s !— ) com el 

au f(u,v) 

diferencial d'una semimartingala i recuperar, amb certes mo-

dificacions, la definició (3.9) de L(x,s,t). 

Recordem les variacions respecte una i dues dimensions del 

procés J : 
s t 

<J > 
st 

< J 4. > = . t S 

st st 

5 nt 

{Z% Z ' } 
dzdz 

ŝ  t^ 
g(x,y)dxdy 

R 
st 

n s 
on g(x,y)=xy fx,y£R^. 

0 
(W )^dydx = f(x,t)dx, 
' xt xy 

Pt 

on f(x,t) = 
0 
(W -V )'dy. 

xt xy 

<J 
s. t 

ps pt pt 
(W -W ) M x d y = h(s,y)dy 

Q sy xy Jq 

•>s 
on h(s,y) = (W -W )^dx. 

Q sy xy 
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Proposició (3.4.1) 

sup E [|h(s, t) ]<" ^p^l i V^s.t^O. 
O^T^ t 

Demostració : 

E [ |h(s,T)|P ]= E [ I L ^ W - W ].< 
U ^ o T Ä T 
0 

p-i n s 
E [(W -W ] dx = 

0 ' 

ps D +1 
, p-1 2p! p s 
(st-xt) dx=s Î-1-T   

p'a^ p + 1 

on N és una variable aleatòria N(0,1). 

Aleshores, 

2p! tP 
sup E Í|h(s, t)|P]í: s ^ <« \í s , t ̂  0 , p 

it p !2P(p + l) 

Considerem la família de martingales unidimensionals 

H J ^ , . Pel Lema(3.3.2) i el Lemá{3.4.1) existeix 
st s ^ 

una versió dels temps locals d'aquestes martingales 

{L^(x,s,t) t >0, x é R ^ s ^ } contínues en RxR^. 

Per a tot v>0, el procés {f(u,v)= \ (W -W ) ^ d T } 
Jq UV UT u>0 

és una semimartingala, nul.la a l'origen, amb la següent des-

composició de Doob-Meyer, f(u,v) = ^^y » 

M 
UV 

V 
UV 

1 V 
r(W -w )^-u(v-t) ] d t (martingala) 

Q '· UV UT ,1 

0 V j 
u(v-T)di (procés de variació afitada) 

0 ^ 

-110-



Per a tote<0, considerem ij^^tR—>R, contínua i dues vega-

des diferenciable .creixent i tal que ip^(x)=c si -«<x<e , 

'l'e(x)=x si x>2e , i 

Definim la funció F:R xR >R 
+ 

(x, y) —— 

La funció F és contínua i de classe ¿^^a (0, + ®)*R. Apliquem 

la formula de Itô en [O,u ] i tenim. 

F(u,f(u,v) ) = 
u 

«l̂ if (u,v) ) 

r> u 
du 

0 Î'CfCu.v)) 

u 
u 

(f (u,v) )d^f(u,v) + 

0 «f^f (u,v) ) 

0 u 

0 (u,v) 
tpj ( f (u,v) d <M > -Vz 

. V u 

u 
(f (u , y) )u 

0 ip ff(u,v)) 
d <M > , 
2 . V U 

Quan e — i p ^ f ( u , v ) ) —>f(u,v) q.s. , i(jg.'(f(u,v))-^l q.s. 

i tJ¿'(f(u,v)) —5-0 q.s. 

Definim les aproximacions del temps local de J ^ com, 
st 

) t 
L ̂  (x,s,t) = 

sv 
f(u,v) 1 

L,(X,s,t)du -

i>t s 

0 -'O 
L^(X,s,t)d^( 

uv 
)dv = 

'Pj:f(u,v) ) 

At 
sv 

f(u,v) "1 
L, ( X , s , t ) du -

PS 

J o J 
L.{x,u,v)[ 

v du 

"»'̂ (f (u,v) ) 

uv 
{u,v) )d^f (u,v) + 

UV,j>^(f (u,v) ) 
.d< M > 

. V u 

"(f(u,v))uv 

^¿fiu.v)) 
d <M > ]dv (3 12) 

2 . V u 

per a tot x^O i per a tot s,té'R 
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Per a donar una millor expressió de L(x,s,t) calculem 

<M > . Per la formula de Itô sabem: . V U 

(W - W ) = U ( v - T ) + 2 U V u T 0 
(w - Wg^ )d (w -W ) 
a V ax ' I Qy o X 

Aleshores, 

<M > = < 2 . V u 
V 

0 J 

pu 
(W -W )D, (W^ - ) D T > = A V CTT L FFX' 

= 4 
Î V 

0 

nu '̂ U 
(W - w )(W - w ,)(v- TVT')dadT»d 

0 JQ 

lU fsV 
= 4 ( 

0 - 0 ^ 

r> V 
(^av-^aT )(W ^,)(v-tVT')dTdT')da . 

Substituint d <M > en (3.12) tenim: . v u 

L„( X , s - T ) i S V PT P S 

L (X,u,V)dudv+ 

fit 

0 

ns uv ( f T u " ) ^ ^•(f(u.v))L^(x,u.v)d^M^^dv + 

t 

0 

r> s uv 
L, ( x , u , V ) 

0 Jq ^ ^ (f(u,v)Y Jq 

V 

0 J 0 
(W -W )(W -w ) uv u T' ' uv UT ' 

{v- X six' ) dr d T') dudv , 

El Lema (3.3.3) ens permet assegurar que els processos 

1 ̂  ̂  ' " ' . (k = l,2,3) són continus i integrables en [0,S]x[0,T]. 
f(u,v) 

-112-



Per calcular el lim L^(x,s,t) podem aplicar convergència 
e ̂  O 

dominada en tots els termes excepte en la integral 

•i t 

O 

P s UV 

o 

teninl en compte que, 

L^(x,u,v) L^(x,u,v) 
I I 

f(u,v) 

L (x,u,v) L (x,u,v) 

^^ (f(u.v) f(u,vf 

L ( x , u , v ) L ( x , u , v ) 
- ) u I 4-^^(f (u.v) )• TüTTVp" 

La integral 
pt /̂ s L (x,u,v) 

, r (f(u.v)P conver-
O e 

\ 
geix el L2( Uf F,P) cap a \ 

J n ̂  

[it ps L (x,u,v) 
•Z— d.M dv. En efecte, 

O 
f(u,v)^ 1 uv 

^ L^(x,u,v) 
les dues variables són de Í2, F , P ) perque f ( u v ^ 

moments de tots els ordres, com veurem en el Teorema(3.4.2); 

a més, aplicant de nou el teorema de convergència dominada, 

obtenim, 

E[ 

p s p t L (x,u,v) uvL (x,u,v) 

0 

ps pt L,(x,u,v) uvL (X,u,v) 
.<C(s,t)E [ [ I L f ( u , v ) ) ^ -^^(f(u.v)) f(u,v)-

0 '0 

que convergeix a zero quan e — f O . 

Aleshores : 

L{x,s,t) =lím L (x,u,t) = 

e -r 0 

r-t 

0 

sv 

0 
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s 

o 

nt 

O 

V 
IS 

f(u,v) 1 
L (X,u,V)dudv + 

uv 
f(u.v)^ "l 

Í L (x,u,v)d M dv + 
1 uv 

0 ^ 

uv 

it ns 

0 

uv 
T T H T W 

0 V pv 

0 
(W -W )(W -W ) (V-TVT' )dTdT dudv 

J ̂  uv U T uv U 1* 

(3.13) 

ixjéO i ^0. 

Teorema(3.4.2) 

El procés L(x,s,t) definit en (3.13) té una 

versió continua en (R-{0})xR^. 

Demostrac ió : 

Excepte la integral 
os 

0 -J 

tots els sumatv^s que defineixen L(x,s,t) són integrals per trajec-

tòries de processos continus, i per tant seran processos con-

tinus en (R-{ 0 } )xR ̂ . 
+ 

Per demostrar la continuïtat del procés 

^s rt 

0 

uv 

0 

apliquem el criteri de Kolmogorov de l'existència de versions 

contínues [36 ] . 

Sigui S,T,AC-R^-{0}. Per a tot s i s'efO.S], t i t't[0,Tj 

|x| i |x'|e(0,A], i •^p>l, demostrarem que, 

E[| 
uv 

M'ns' 

"0 

uv 
f( 
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E [ I 
O 

os 

Pt 

O 

f s 

Pt* ps' 

t 

^(p.S,T,A) |x-x' H- K^ÍP.S.T.A) |s-s' I + 

+ KgíP.S.T.A) |t-f 

a) E [ I 
t ps 

O 
uv 

f( 

^K^(p,S,T,A) |x-x' En efecte, per Holder, 

ps 
T I 

2p-l E [ sup I 
O S E [ 0 , S ] 

ps 

per la desigualtat maximal i per la de Burkholder, tenim, 

E [ sup 
sc [0,S] 

^ s 

uv ' -I ̂  

C p E [I 
fS 

f( [ L ^ ( X , U , V ) - L ^ ( X ' , u , v ) d <M . 

Aplicant la desigualtat de Schwartz reiteradament i després 
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la de Jensen, obtenim, 

P S 
CpE[ I 

u" [L (x,u,v)-L (x-,u,v)] 

0 

f S 
( 

0 

f(u,v) 

(4 
/IV 

0 0 
(W -W )(W -W ,)(v- TVT' )dT dx')' dul^"^"^ ]<: 

U V U T uv U T ' ' I Js 

N< Cp[E[ I 
PS p/2,, 

f(u,v) 
! [L (x,u,v)-L fx' ,u,v) ]" dujP'^'^]] 

S !sV ,0 V 

' O^"" ^,)(v-TVT')d Td T') dulP/2] 

s< Cp(S)lE [( J^ T T Ï Ï ^ - .[E [( |L^(x,u,v)-L^(x' ,u,v) 1« duf^]; 

.[E [I 

pS ; 
(4 

0 0 ^ 0 

<:C(p,S,T)(E[| 

. E ( 

0 

PS 

f(u,v)^ ] • 

p/2i X .P 
|L^(x,u,v)-L^(x' ,u,v) rdu)P'"'] 2 

.(E [ 
S n V n V 

0 0 

C^{p,S,T) ( E [ i u V 8p , , , 1/8 

8Pl n [ sup E [JL (x,u,v)-L (x' ,u,v) r P ] 
S€ [O.S] 

'S •IV j v̂ 

. 0 ̂  0 ̂  0 
^ ^'^UV-^UT^^'^UV-^ ]• (V- TvT' )dTdT'du) 
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Estudiem aquests factors, 

w - w 
Observem que el procés { — ,T C [0 , V ] } segueix 

la mateixa distribució que el procés { ̂ IV ~'"I T ' ' ^ 

Aleshores, 
pv (W - w ^ UV U 

U dx té la mateixa llei que la 

Ol 
variable I ( W - W d t i per simetria la mateixa que J Q Iv It 

W, d T . IT 

n 
La variable ( W^^ dt té moments de tots els ordres, 

donat que, P( W _ d T < e ),</2 exp(- — — 
0 2 e 

) (Vegeu Lema 8.6 

Ikeda Watanabe [ 18]). Sigui K(q)=E [| 
P 1 

W^^ dxl ], aleshores, 

r S 

4p, 

.E [|W -W , UV u T ' 
W -W 

= Er ]u2P(v-x)P(v-x.)P =K(4p)u2P(v-x)P(v-T.)P, 
u(V-X ) 

on K{p) és el moment d'ordre p de la distribució N(0,1). 
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Per tant, 

1 S 

O -J 

nv f>V 

V AV 

0 Jo 

^ Cgip.S.T) . 

3) El Teoreraa(3.2) de Barlow i Yor [ 45 ] demotra que per a tot 

pè(0,<») existeix una constant universal C tal que per a tot 
P 

parell de martingales contínues (M,N), 

sup II sup I L®(M) - L^(N) II ^ C^ ||M-N||JJ { HmhJ^ + || N || JJ } 
a^R t>,0 ^ ^ lP P "p "p "p 

( on L . (M) i l!(N) són els temps locals en el punt a de les 

w "C 

martingales M i N respectivament, respecte la seva variació 

quadràtica). 

Aplicant aquest Teorema als processos R ^ 
(J -X') „ en el punt a=0, tenim, 

sv seR + 

{ E [sup I L (x,s,v)-L fx- ,s,v) ] 
s.<S ^ ^ 

8p 
H } . 
8p 

Per tant, sup E [ | L, ( x , s , v )-L ( x ' , s , v ) | 

se [0,S] ^ ^ 

Ix-x'l^^^ {||J-x|||| +||j-x'||jj C^(p.A,T)|x-x'|^^^, 
8p 8p 

puix que ||J-x||^ = (E [sup ) ̂  ̂ ^^ ̂ Ĉ ( p ) E [ ( J -x ) ] ̂  
8p s 

,< C(p)E[ = 
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= c(p) ( E[ 
ov 

O ^ 
(W -W ,< vxr v^r ^ t j ^ XV xy 

per la desigualtat de Jensen, 

P S 
< C(p)E([ 

O J O 

= C(p)( o x(v-y)dydx c(p.S.T) 

Recuperant les desigualtats dels apartats 1),2) i 3) resulta, 

nt 
E [I 

ns 

O f( 

s<C^(p,S,T)C2(p,S)C3(p,S,T)C^(p,A,T) |x-x' ( p . S , T , A ) | x-x • | ̂ ^^ 

b) Per a demostrar que 
Pt 

E [ j 
ps 

O ^ 

procedim igual que en a), 

rt ps ' 
E [| J O 

.<t P-1 
Pt fiS 

E [ 

^C t P 
2p-l rst ps ' 2 

E [ 1 
O f( 
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.sup 
ve &),T] 

E [ 1 
i 

[ sup 

.T] s«. [0 

ps ' r'V AV 

J s 0 • 0 

; S • 

E U^ix'.^.v)!®" jl''« 

^ [ ' < V - ' · u «"uv-·'u ) I 11"- tvT' ) ̂ "d ,d T' du) 

f> S ' 
Sabem que. (E [| ] 

rs • 
u I ,1/8 —, rr M ^ d u ] -< 

^ K(8p) 

ps 
i ( 

s ^ 

' pv 

0 

r>v 

^ í • ( W ^ ^ - W ^ , ) ( W ^ ^ - W ^ ^ . ) I ] ( V- WT • ) d Td T • du ) ̂  

2p + l 

Q — T / Ä 
Només queda afitar sup sup [ E|L (x',s,v)| ^ ] 

vtíO.Tlsfc [O.S] 

Tenit en compte que L^{x•,s,0) = 0, 

sup sup E[ Il (x-,s,v) ^ C (p.A.T) 
ve [0,T] se[0,S] 

De tot això deduïm: 

Pt ps • 

0 J s 

c ) Finalment E[ | 

,'t • 

t 

í'S 

f( 

P f pS 
E [ 

t 

^ Kgíp.S.T.A)It-fI^. 



Pel criteri de Kolmogorov existeix una versió contínua 

en les tres variables {x,s,t), del procés, 

/-> t ns 

0 0 

Teorema (3.4.3) 

El procés L(x,s,t) és un temps local de la 

martingala (J ), > 2 respecte la mesura asso-
S'w 

ciada a la sgva variació quadràtica <J> . s "C 

Demostració : 

Sigui : R — ^ R una funció boreliana i afitada. Aleshores, 

+ <» A 4- òò 

L(x;s, t)(|) (x)dx = 
Pt 

sv 
f(s,v) "1 

L, (X,s,V) $(x)dvdx -

p+ «o pt 

- oa J 0 J 

í + " P t 

- CO j 0 

f>S 

0 

s 

0 

-, L, (x,u,v) <l> (x)dudvdx 
f{u,v)"l 

uv ^ L (x. u. v) d) (x) d^M^^dv + 
f(u,v) 

+ <» '̂ t 

0 

ps u v 
2f (u,v)^ "1 

T L. ( x , u , v ) X ) dudvdx -

|)t AS 
U V 

0 

per fubini, 

sv 
f(^^y) ( I L^(x,s ,v) (t) (x)dx)dv -
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nt 

o J 
AS + ® 

f C u . v ) ( L ^ ( X , u , V ) <l>( X ) d x ) d u d v + 

r̂ t n s 

O O 
uv A + OD 

L^(x,u,v) 'Í>{x)dx)d^M^^dv + 

^t PS 3 
2 

O O •fTuTvp 
+ ® 

L ^ ( X , u , V ) <l> ( X ) d x ) d u d v 

n t 
O V 

r>s 
u v 

P + oo 

L^(x,u.v)Mx)dx)d<M^^>^dv 
O ^ — 00 

Recordem que per a cada veR, L^(x,u,v) és una versió con-

tínua del temps local de la martingala J ^ respecte la seva 

variició quadràtica <J > . . V s 

Fent servir la propietat de temps local de L^(x,s,t), tenim, 

1+00 r> s 
L^(x,s,t) <ti(x)dx = s t . t s 

T 

Substituint, 

L(x,s,t) <)>(x)dx = 
Pt 

0 

p t 

0 
u v 

UV3 p u 
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t ps 
UV 

ru 

0 
0 ^(u.v)'(j ())( (x,v)dx)d <M 

Considerem la semimartingala (f{u,v) ) i el procés 
pu 

de variació afitada ( u J f ( u , v ) J ^ ^ ) d x ) Apliquem la fór-

mula de Itô en [ o,s ] per la funció F: R^ 

(x.y) 

R f on , 
.X 

- ^ p J y T 

és una funció : R —>R continua, dues vegades diferenciable 

i tal que IP^(x)=E si x <E , I|< (X)J:X si x>2e amb I» '(x)<l iip"(x)<l. 

0 s 

t(f(u,v)) 

p s 

0 
f(u,v) ${J^^)du 

NU 

0 ^¡f(u,v)) ' J 
f(x,v) <l> { J )dx ) 
k " * 

U 

^ ip|f(u,v) ) 
f(u,v) 0(x)du -

PS 
u 

•(f(u,v))( 
u 

( ( u , v ) d x ) d ^ f ( u , v ) ^ 

rs 
u 

nu 
f'(f(u,v)) ( 

0 
0(J „)f{x,v)dx)d <M > 

XV . v u 

u 
ou 

Q irprüT^TT) 
2 (u,v) ) ( <f ( J^^)f(x,v)dx)d <M ^ 

Igual que abans fent tendir e O, tenim. 

vs p® fi 
r(s.v) (J^^)du = J f(u,v) J "ÎCJ )f(x,v)dx)du -

X V 

/»s ^u 
uv 

fTïï ( Í 

P s «u 
uv ! 



OS 

o 
ps 

vu <ti(J )du + UV 
pU 

U " <t>(J )f (x, v)dx)ci <M > . ßf (u.v)^ J Q ' XV' ' ' ' . v u 

Per tant, 

p + 00 
L(x,s,t) (j)(x)clx = uv <|)( J ) dudv = uv 

Ot 

0 
( J )d< J > uv uv 
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