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INTRODUCCIO

Certs fendmens fisiés, per exemple el soroll térmic, la
temperatura, la pressidé i la velocitat del vent en un observa-
tori meteoroldgic, es formalitzen mitjangant un procés aleato-
ri unidimensional indexat en un interval de la recta real que
generalment simbolitza el temps. Hi ha perd altres situacions on
és més natural considerar families de variables aleatdries inde-
xades en una part de r" (ny2), com sén la propagacié de les ones
en una superficie, la densitat electrdnica dins el volum de
l1'atom, la temperatura a la superffcie de la terra, les tensions
mecaniques dins d'un sdlid etc...

El desenvolupament de la teoria dels processos estocastics
a parametre multidimensional és relativament recent; no és fins
els treballs de Wong i Zakai [40] (1974) i Carioli i Walsh [9]
(1975) que aquesta teoria, i en especial la dels processos bipa-
ramétrics, adquireix importancia.

La teoria general dels processos indexats en R*no consisteix
en una generalitzacidé inmediata dels conceptes i resultats ob-
tinguts en el cas uniparamétric. La dificultat que planteja la
geometria de l'espai a l'hora de definir nocions com "passat"

i "futur" fa que algunes propietats certes en R ja no ho siguin
en Rz, i1 conceptes tan impotants com el de martingala o la pro-
pietat de Markov admetin més d'una generalitzacid.

Aquest treball s'enmarca en el camp dels processos estocids-
tics biparamétrics i en especial es centra en les integrals esto-
castiques en el pla.

Carioli [ 8 ] (1971) és el primer en generalitzar la integral

estocdstica d'It8 a dues dimensions, més tart Wong i Zakai [40]
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{(1974), per tal de representar les martingales adaptades al
moviment brownia aixi com els funcionals de wiener mitjangant
integrals estocadstiques respecte el procés de Wiener, intro-
dueixen la integral doble.

Carioli i Walsh en [ 9 ] (1975) a l'objecte d'estudiar els
processos holomorfs fan un estudi extens de les martingales
biparamétriques, introduint la integral simple, la integral do-
ble i la integral de linja respecte una martingala.

Aquesta memdria estd dividida en tres capitols que raesconen
a problemes ben diferents,

1) Teorema Fonamental del Calcul per a integrals estocdstiques
respecte el brownia,.

Aqueste questidé ha estat tractada en els cas unidimensional
per Issaacson [19] i Zabaczyk [46] per a integrals del tipus

~
j ¢{s)dwW(s).
0

En el capitol I estudiem sota quines condicions els limits

y“z 0, dU_, gAZ jAz' plg, sv)dwgdwg
lim i lim -
]AZI +0 W(AZ) lAZ’ +0 Wwia _Yw(a_,)
la 0 ‘ ‘

existeixen 1 sén iguals a ¢z i ¥{(z,z'}) respectivament. Si els

processos ¢ i ¥(z,z') sén continus obtenim convergéncia en

. . . L 2 s .
prcbabilitat, En el cas que l'espai L°(f, ,P) sigui separable
no sén necessdries les hipdtesis de continuitat i la convergén-

2
2.

cia és en LP ( ¥pe(o,
2) Lei de probabilitat de la integral estocdstica doble respecte

dos moviments brownians independents.

D.Nualart en [28] estudia la distribucié de la variable



N
= dw ¥ i 1
J J) & o I szz'fwz 2 En el capitol II ens preguntenm

st st

sobre la llei de la variable P _= S’ I aw_dwWw_, on w1
st R R {zxz'} 'z 'z

st st
i W2 s6n dos processos de Wiener independents; calculem la

seva funcid caracteristica

_1
(2xst) %

olx) = [;I coshipina 1

0

i obtenim la segilient expressid pels seus moments

2p, 2p 2p 2p (2p)!
El(P )] = (s©)TE[(P, )] = (st) —==F
p!2
p
(p-1)! k-1 _
on mp— kil (?——k—)—T My mp-k ( mo—l)

i Hoo= i[o 1]k (xl;\xz)(xz;\xa)..._(xk/\xl)dxldxz...dxk =

22]»: ( 221{_1)

2(2k)! B

] ( Bk és el k-&ssim nombre de

* Bernouilli)

Finalment les técniques utilitzades pes aguest estudi ens
permeten aportar un contraexemple del Teorema Central del Limit
de naturalesa diferent al mostrat en [ 28] .

3) Temps local d'una martingala respecte la mesura associada
a la seva variacié quadratica.

Una de les aplicacions de la férmula de It és 1'obtenciéd
del temps local d'una martingala. La complexitat de la fdérmula
d'It3 en dos parametres fa que el procés de temps local obtingut
ho sigui respecte la mesura associada a <& > i no-a <M> com

desitjariem ( Carioli i Walsh [9 ] , D.Nualart [30] ).

5i M és una martingala de quadrat integrable, mitjancant



el temps local de la martingala M considerada com una martingala
uniparamétrica, i utilitzant la férmula de derivacid per parts
obtenim en el capitol III un temps local continu respecte la
mesura associada a M , tot i impos ant fortes hipdtesis sobre

continuitat i derivabilitat dels processos <M>st’ <M t>s i
< >
Ms. t

Com que el procés Js no compleix aquestes hipdtesis, aixd

t
ens porta a dedicar 1'Gltima part del tercer capitol a 1l'ob-

te ncid del seu temps local.

-



0. TEORIA GENERAL DE PROCESSOS A DOS PARAMETRES

Agquest capitol esta dedicat a introduir els conceptes
i resultats de la teoria general dels processos a dos parametres
que sén necessaris per al desenvolupament d'aquest treball.

Alguns resultats més especifics que s'utilitzaran en certes
demostracions seran introduits en el seu moment.

No farem les demostracions dels resultats que enunciarem,
tan sols donarem la referéncia del lloc on es poden trobar per
tal de no allargar aquest capitol de caracter introductori.

La teoria de processcs estocastics indexats en R no es
generalitza de forma natural quan el conjunt d'indexs és R:,
on no podem definir un "bon" ordre total. E1l fet de disposar
solament d'ordre parcial en el conjunt d'indexs del procés
canvia substancialment conceptes tan fonamentals com el de mar-
tingala o temps d'atur, donat que nocions com '"passat" i "futur"
admeten diverses interpretacions.

Considerem sobre els elements de R*la relacié d'ordre par-
cial, si z,z'¢ R? z=(s,t) i z'=(s',t'),

Z g2' & sgs' 1 tgtt.

L'ordre parcial sobre R? és l'Unic compatible amb la métri-

ca natural de R*, és a dir, l'interval [z,z' ]= { £¢R?®/ zggg z'}
(z<z') estd contingut en la bola tancada de centre ZZZ' i
radi 213%3;1 .
Definim també les segiients relacions,
z <z' @ gcg'! i t<g!
zxz' <«=> sgs' 1 txt'.
Si A i B s6n dos subconjunts de Ri , direm que ARB si

¥zeA i ¥z'¢B, zAz'.



A tot el llarg del nostre treball, (g ,F ,P) serd un espai

de probabilitat.complet, 1 {E’z, zeRi} una filtracidé de sub-~

og-3lgebres de que compleixen les segiients propietats:
F1) Es una familia creixent.

Y25z'«R?% F < F_,
+ z - Z

F2) fs una familia completa.

FO conté tots els conjunts negligibles de F .

F3) Es una famfilia continua per la dreta.

2 ﬂ 47
v ze =
z R+’ F z ZBZ‘ﬁ z'

F4) Independéncia condicional.

2 .. 1 U . 2 J
= = < > =g<
¥z (s,t)eR+ definim E’St o s'eR+F ot iF t~F t'<R+E1st'
aleshores, Fl i F 2 sén independents donat? .
st st b4

En termes de variables aleatdories, la propietat F4) s'ex-
¥ 1 . . . & 2 : .
pressa; X F z—mesurable i afitada i VY E’Z~mesurable i afi-

tada,
E[X.Y /Fz ]= E[X/ FZ jE{Y/FZ].

La familia de variables aleatdries X= {Xz, zeDeR '} s'anomena
procés estocldstic. Direm que el procés X és:
- mesurable si 1'aplicacié X:§ xD ————> R és
(w.Z) Xz(w)
F x®(D)-mesurable.

-~ adaptat si XZ és Fz—mesurable per a tot zeD.

En general consideraremtots els processos indexats en R: o

un rectangle de Ri. Direm que el procés X= {Xz, chi} és

3

k3 * L » 2~
progressivament mesurable si fzeR+, l'aplicaciéd

X: [0,z ]xq —— R és B ([0,z) )xE’z—mesurable.
(z’y w) X(z', w)



Per a tot interval (z,z']definim l'increment del procés

X en aquest interval com:

X(z,z'] = Xov = K = Xg0p + X, ( z<z', 1 z=(s,t), z'=(s',t')).

Martingales

Com ja hem dit el concepte de martingala en una dimensidé no
es generalitza amb facilitat a causa dels diferents conceptes
de passat i futur que seorgeixen de l1l'ordre parcial de RZ.

La definicidé de martingala en un parametre es pot transportar
a Rfde la forma:

M={MZ, zeR:} és una martingala si,

1) M és adaptada.
z Pl .
2) VzeR+, Mz és integrable.

3){z<z‘, E{MZ,/szzMZ.

Si tenim en compte que en dues dimensions els increments
sén rectangles, tenim la segilient definicid,

M és martingala feble si,

1) M és adaptada.

2) Mz és integrable ézeRi.

3) E[M(z,2'] /F =0 ¥z<z'.

]
g
Observem que tota martingala és una martingala feble.

Si pensem el procés M com una familia de martingales unidi-

mensionals M= { (M, )

t.)s 50" t>0 }, podem definir,

M és l-martingala si,

1) M és adaptada a la filtracié Fi.
Z)Mz 8s integrable per a tot zeRi.
3) E[M(z,2'] /F L ]=0 dz<z'eRr?.

' z +

Igualment podem definir el concepte de 2-martingala.




Finalment considerant com passat de ZeRi, el conjunt

{(z' / z fz% resulta,

M és martingala forta si

1) M és adaptada.

2) MZ és integrable fzeR:.

3) M és nul.la en els eixos.

1 2
1 ped - >t 2
4) E[M(Z,Z ]/ fz\/Fz ]—O VZ(.J e_R+ .

El segiient resultat ddna la relacid entre aquestes defini-
cions, (vegeu Carioli i Walsh o 1)

- si M és 1 1 2-martingala, i { Ms F s>0 } i (M

S0’ £t >0

Fogr® 201

0’ ot’
sén martingales uniparamétriques ==> M és martingala.
( aquesta implicacid s'obté gracies a la hipdtesi F4 ).

-~ M és martingala =M és 1 i2-martingala = M és martingala
feble.

- M és martingala forta =M és 1 i 2-martingala =M é&s martin-

gala feble.

Necessitem també els segiients conceptes de martingales,

M és una martingala d'increments ortogonals en el sentit 1 si

—— s S e

1) M és l-martingala.

2) Si D =(z;,2{ ], D

1 =({z_,z)1 , z= z_Az i b.nD

= 1
2125 i 1" %5 1ND, @ , aleshores

2
1
E[M(Dl)M(DZ)/ F, ]=0.

Definim de forma simétrica les martingales d'increments

ortogonals en el sentit 2.

Si M és una martingala d'increments ortecgonals en els dos

sentits direm senzillament que M és una martingala d'increments

ortogonals., agquesta nocié va ser introduida per Zakai [47 ]

que l'anomena també '"matingala amb variacid independent de 1la



direcciéd”.
Per a p 21, sigui'
qﬂpz {la classe de totes les martingales continues per la dreta
M= {Mz,zeR:} nul.les en els eixos i tals que E [Ilep]<m

¥zeR? }.
+

Qngz {la classe de les martingales continues de mP 1,

i Wﬂ_?: {la classe de les martingales fortes de MP } .

Per a tot z,< R: podem definir QRP(ZO) ={ la classe de totes

les martingales M= { Mz, z2<z, }, continues per la dreta i tal que

E[IM, I® J<wo ) , igualment definiriem MZ(z,) i M2(z,).

°

Si M i N e W¥(z,) definim el produccte escalar

,
M, N]=E[{M_N_] que indueix la norma [[M|[=E[ |M ]4
i
Z, Z, Zo

Amb aquesta norma M¥{z_ ) és un espai de Hilbert i, W%(zo) i

’Wl;(zo) sén subespais tancats (vegeu Carioli i Walsh [9 ]).

Direm que { X= Xz, ZeR: }; és un procés creixent si

1) X és continu per la dreta i adaptat.
2) X és nul en els eixos.

3) X(z,z2'] >0 fz<z'eR:.

Donat un procés creixent X sempre podem considerar la mesura
aleatdria induida per X sobre Rj, definida pels rectangles de la

forma usual,

wlz,z' ] = X(z,2'] = Xoo = X = Xy + X z=(s,t) z'=(s',t').

Definim la tribu previsible P com la tribu de parts de

2
R+xn generada pels conjunts de la forma (z,zq XA, fz,z'eRz,
+

z<z', i ¥A CEE.



Direm que un procés X= {Xz, ZtR:} és previsible si l'apli-

caciéd X: Rixﬁ--———a R és P -mesurable.
(z, w) -—9Xz(w)
La descomposicié de Doob-Meyer d'una submartingala és certa
només en part,(vegeu[ 9 ]):
Si Me™?, existeix un procés creixent i previsible
<M> = {<M>_, ze¢R?} tal que {M?~-<M> , zeR?®} é&s una mar-
z + z z +
tingal feble [9] .
La unicitat d'aquest procés é&s una qilestid més delicada,
no obstant és cert si Mem? i en aquest cas <M > admet una

c

versidé continua (vegeu D.Nualart [29] )
Si M i N sén dues martingales de M?, definim
<M,N> = %( <M+N> —<M>-<N>)
i es compleix que M.N- M,N> é€s uwna martingala feble.
Direm que M i N sén ortogonals (M4iN) si M.N és una martin-
gala feble, és a dir, <M,N>= O.

Per a cada t considerem la martingala MS com una martingala

t

unidimensional; sabem , per la descomposicidé de Doob-Meyer [12] ’

R . . " . . 2 . .
que existeix un Gnic procés creixent i E’SEpreVlSlble Aque anome-

narem <M N tal que Ms+-<M £ s és una martingala en la coor-

denada s. E1 procés <M t>s estad definit per a cada t, per tant

no podem esperar bones propietats respecte a t.

Igualment podem considerar el procés < MS >t' En alguns

1 2
asos notarem <M > =IM> i <M > = <M > .
¢ t st - e Mg

. s S.

Desigualtats Maximals

Les desigualtats maximals de Doob van ser generalitzades

a dos parametres per Carioli [47 ]

-10-



Sigui M= {Mz, zeR:} una martingala continua per la dreta.

Aleshores;

. e e +
> <——M—-—J ————— M i >O.
(a)  aP( sup M 120 $— + ;3 sup E[ M llog M | ] 2

2
(b) E[sup M _|P ]« (2P sup [ IM_|P ] dp>i.
z p-1 z
z z
Una conseqliédncia d'aquest resultat, demostrada també per
Carioli [47 ] , és la segilient
Lema

o i Sty

Si M:{Mz, zeR:} és una martingala afitada en Llog con-

vergeix q.s. cap a un limit M i Mz=E [ Moo / FZ ] (M és afi-

- -]

tada en Llog si HZeRi , E[Ilelog+le|] < o ).

Si M= MZ,ZSRi} €s una martingala, designarem, en el cas

que existeixin, per a My s a la variable terminal, i per Ms& i

th a les variables terminals considerant la martingala M com

una martingala JUnidimensional en s o t respectivament.

Les desigualtats de Burkholder, Davis , Grundy no s'este-
nen amb facilitat a dos parametres; en el cas d'una martin-
gala indexada en N , les trobem en els treballs de Metreux [25}

i Ledoux [20] . Meyer [26] ddéna una versidé d'aquestes desigual-~
tats per a martingales indexades en el pla considerant només
els seus valors sobre un reixat de Ri. Per a martingales de

,mz

c* disposem de la seglient desigualtat (vegeu Nualart [31] )

Sigui F: R+——————-—>R+ una funcid tal que,

a) s creixent

b) F(O0)=0 1i F(x)»0 per a x>0

-11-



. . . F(ax)
Direm que F és moderada si 3a>l tal que sup —5— <=,
F(x)
x>0
. . . . .. xf({x)
Direm que F és de Yong si és convexa, moderada, i inf ?7;7->1,
x >0

on £ és la derivada per la dreta de F.
Teorema
Per a tota funcidé moderada F, existeixen dues constants,c i

C, que no depenen de F i tals gque per a tota martingala Me'm%z

tancada ( és a dir, supE:[Ilez] < o)
z

CE[F(<M> ) ] E[F(sup M t>“)]s CE[F(<M> ) .
t . S0 oo

i si F és una funcidé de Yong,

cE[F(<M>;/2° )IseE[F(suplM )]s CE[F(<M>;/: )]
¥4

Moviment Brownia bidimensional

Per tal de generalitzar el moviment browni& pcdem seguir
diferents camins:

a) w={wz, zeRi} un procés gaussia centrat i amb covaridncia

E [W = (sas')(tnat') .

stws't'}

b) Sigui W la mesura aleatdria sobre R: tal que {A¢65(Ri),

W(A) és una variable aleatdria gaussiana, centrada i amb
varidncia u(A), on p és la mesura de Lebesgue, i tal que si

A,BGGS(R:) i ANB=@ aleshores W(A) i W(B) sén independents

( vegeu Orey i Pruit [32)] , Wong i Zakai [40]‘,Park [33] ).
Definim WZ=W(O,Z] ; aleshores W= { Wz,zeRi} és un procés
de Wiener bidimensional.
Qualsevol d'aguestes definicions déna lloc al mateix procés
W = {Wz, zeRi} que anomenarem procés de moviment browniid , o

procés de Wiener bidimensional, o també drap brownia.



W
Fixat (s,t)CR:, els processos unidimensionals ¢ f%i t >0}

i _St s 20 } sén moviments brownians.

VT

El procés W és una martingala forta respecte la o¢-algebra

Fo=o0<W_,, z'¢z> i pertany a tots els mP pso.

Suposarem sempre que W és un procés continu donat que té
una versid amb trajectdries continues (vegeu Park [33] , Yeh

[ 43 ])

ngions dtatur

El temps d'atur es geﬁeralitza en dues dimensions per dos
concepteé intimament lligats, les linees d'atur i1 les regions
d'atur. El1 primer en introduir aquests conceptes és J.B.Walsh

[37] que els utilitza per a estudiér el problema de Dirichlet
per a funcions bisuperharmdniques.

Al llag d'aquest treball utilitzarem regions d'atur, i per
tant ens centrarem en aquest concepte ( vegeu Caricli i Walsh
[10 ] ); les linees d'atur sén també una bona eina en la teoria
dels processos estocdstics a dos parametres com mostra el treball
de Merzbach ( [23],[24] ).

Sigui A una aplicacid d'Q en els conjunts de Ri . Direm

que A és un conjunt aleatori si per a tot ZERi, Héz) és una

variable aleatdria.
Direm que D és una regidé d'atur si
(1) D és un conjunt aleatori progressivament mesurable,.tancat
i que conté els eixos.
(2) Si zeD aleshores [0,z ] ¢D.
De fet en la definicidé que donen Carioli i Walsh en [10]

les regions d'atur no tenen perqué estar recolzades en els eixos,



n‘hi ha prou que sobre {D#@} , ZéD, on Z=inf D; perd nosaltres
utilitzarem tan sols les regions d'atur que hem definit.

El segiient resultat ens déna les condicions per tal gue un
conjunt aleatori sigui una regid d'atur.

Proposicié (vegeu [10] )

Sigui D un conjunt aleatori tancat que conté els eixos de
coordenades. Suposem que
(1) si zeD, aleshores [0,z] <D,

- 2
(2) ¥2eR+, {zeD } & Fz.

Aleshores D és wuna regid d'atur.

Direm que un procés M:={MZ, E%, zeRi} és localment'gg ™mP

si existeix una successid (Dn) de regions d'atur i una successid

de martingales (Mn) tals que

i J = R S
per a tot n, i nDn R g.s

(1) D D
n n +

+1
(2) M% e mP per a tot n.

(3) ¥n 1 quasi per a tot , MZ( w)::Mz( w) VzeDn( w).
Direm que la successid (Dn) redueix M. Designarem per

qn’ioc el conjunt dels processos localment de@“p.

Integrals Estocastigues

Em el desenvolupament del calcul estocastic en el pla esde-
vé necessari definir diferents tipus d'integrals estocastiques:

les integrals simples y ¢(T)dMT, que sén una generalitzacié
R

4

de la integral de Itd8, les integrals dobles y g w(ZzZ")dM 4N,
R R zt
zZ

introduides per Wong i Zakai [ 40 ], integrals de linia Y ¢(z)sz
T

-14-



( o és una corba continua i creixent de Ri) i integrals

n T &
mixtes f S' W(z',z")d y_,dM_ i y J plz',z")dM_,dy .
R R zZ z R R z z
z z z z
Nosaltres utilitzarem tan sols les integrals simples, dobles

i mixtes, aquestes 0Oltimes quan la mesura Hd és la mesura de

Lebesgue.

Integral simple

Donada una martingala M={MZ, Fz, zeRi} , M éfW“, considerem

la classe ‘XZM dels processos previsibles ¢ = {¢z, z&Ri} tals

que E|[ J’ ¢$2(z')d<M> ] <= JzeRi. Si ¢ €<%, podem defi-
R P
Tz

nir la integral simple de ¢ respecte M,

i )
¢.Mz = f) ¢ (z )sz"
RH
Primer es defineix per a ze [0,z,] i per processos ¢ simples,
n
és a dir, ¢ (z) = I uiIA'(z) on A = (zi,zijczio,zo] i sén
i=1 i
variables aleatdries afitades, i cada ai és F 2 -mesurable,
i

n
posant en aquest cas $.M = & a M((z.,,z! ]V R_), després
z -y i i’%i z

s'estén per a processos de J)Z(vegeu Carioli i Walsh [9] ).

M
La integral simple compleix entre d'altres les segilients pro-

pietats

2] = S\ E [o(z')]d<m> .

R
z

isometria E ( y ¢ (z')dM _,
R z
4

- o.M e ME
- 9.M és continua si M ho és.

- ¢.M és martingala forta si M ho és.

<P.M, y.N>= f ppd <M,N> .

R
z

-]15~



Si M=W, la integral simple es pot definir per a tots els

processoé mesurables i adaptats ¢= {¢Z, zaRi} tals que

E[ J) ¢fz')2dz' [<eo (vegeu [22] ). Entendrem per a xf; la
R

z

classe d'aquests processos.

Integral doble

Per al desenvolupament de cidlcul estocastic n-dimensional
necessitem de les integrals dobles que van ser introduldes per
Wong i Zakai [40] per tal de representar les martingales aixi
com els funcionals de Wiener mitjangant integrals estocastiques.

Siguin M: {Mz, zeRi} i N={Nz, zeRi} , M,NeWl', on M és
una 2~-martingala a increments ortogonals en el sentit 2 i N és
una l-martingala a\increments ortogonals en el sentit 1.

Definirem la integral doble respecte M i N per als processos

<
It

{v(z,z'), ¥z,z'eR* } tals que
+

a) ¥(z,z')= 0 si no tenim 2zaz'.

b) ¢ és previsible, és a dir, é€s mesurable respecte la tribu D

Q 2 2 . v 3
de xR+xR+ generada pels conjunts (zl,zljx(zz,zzij on
1] = ' i F
(21’21] n(zz,zz] iAel oo
12
: 1 2
c) E wieg,z Fd<M> d<N>° J<e ¥ zeR 2.
€ g +
R R
2z z
.. Ll
Definim per MN la classe dels processos que compleixen a,
b i c.

La integral doble es defineix primer en (O,ZO]2 i per a pro-

cessos simples,

n
y(z,z')= E a, I '(z)IB.(z')

on UA;=(0,2,],UB,=(0, 2,1, A= (ziizi] Bi=(cy,c]] . ARB,

V~i=1,2,...n; @, és una variable afitada -mesurable.
zZ,v
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Per aquests processos posarem
n

VMN = £ o, M[A AR |N[B.NR_]

Z i=1 1 1 zZ 1 z

la integral s'estén a tots els processos de ch; ( vegeu Guyon i

Prun [ 15 ] ).
Agquesta integral té entre d'altres propietats,

- isometria E/[ ( 5’ YR W(Z',Z")sz,dNZ")z] =
R
z z

= f r E[ y2(z',2")] d<M:»I,d<IW>2"
R v R z 2
z z

-~ ¥V.MN és una martingala

- ¥.MN és continua si M i N ho sén.

1

- <uMN,¢.MN?Z=f f \p(z',z")¢(z',z")d<M>i,d<N>z"
R_ YR :

Z z

- Si PeM? 4§ feof;, f.P és ortogonal a YiMN.

Si M=N=W, la condicid b pot substituir-se per
b') w,és‘ﬁ(R:)x F-mesurable i w(z,z') és E’zvz,-adaptat

“?Qw indicard la classe dels processos que compleixen a,b' i c.

Les integrals simples i dobles sén suficients per a repre-
sentar les martingales adaptades a la tribu del brownia i de qua-
drat integrable (vegeu Wong i Zakai [40 ] )

Si M= {MZ, ZéR:} és una martingala browniana de quadrat

. . N . . 2
integrable, existeixen ¢={¢Z,ZeRi} ef; i v={y(z,z'), z,z'aRiF?fww

tals que

R

M, o= Mg +f olz')aw_, +f f w(z',zn)dwz,dwz,,.
z RZ RZ

Carioli i Walsh demostren en [9] que M és una martingala

forta si i només si =0

~17



Integrals mixtes

Per a poder representar les martingales febles i les 1 i 2-
martingales necessitem d'un altre tipus d'integral, la integral
mixta introduida per Wong i Zakai en [33 ].

Siguin M={ M , zeR?} i N={ N_, zeRj} una l-martingala
+

a increments ortogonals en el sentit 1 1 una 2-martingala amb
increments ortogonals en el sentit 2 respectivament.

-y

Sigui ¢(z,2') (repectivament ¢ (z,z'}) ) un procés f;-previ—d

sible (repectivament F f—previsible) tal que V¥(z,z')=0 (¢ {(z,z')=0)

si no tenim zAz'.
Com sempre es defineix primer les integrals mixtes en [O,zo}2
i per ‘a processos simples

wWz,z")

|
L
Q
4
./-\
N
S
(]
lve]
.’“\
N
p—

H

oz,2"')
on VA _=UB.=(0,z,] , A, =(z,,2'] , B.=(¢., '], A.=B. fj=1,...,n,
J J J J
a i Bj sbén variables aleatdries afitades Fi -mesurable i
J
F i -mesurable respectivament; per aquests processos s'escriu
J

3

VoM =

A .
. aip(Aj RZ)M[BJ_(\RZ] s i

(5%
1
s

~ 3

¢ Nu =

a siN[AJ,f\RZ} p(BjﬂRz) .

j=1
Després s'estén a la classe dels processos Vi ¢ ja esmentada
( vegeu Guyon i Prun [15] ).
Les integrals y.pM 1 @N; sén respectivament l-martingala

i 2-martingala propia ([ 15]).
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La definicié d'integral mixta que hem introduit inclou sota
certes condicions la integral mixta definida en [9] per Carioli

i Walsh ( vegeu Wong i Zakai [41] ).

Férmula de diferenciacidé d'It8.

o e e o s o

Una de les eines més importants del calcul estocdstic és 1la

1

férmula d*It8. En un parametre, si X=(X ,...,Xn) és una semimar-

tingala continua i F:Rq—eR, una funcié de classe £?%, tenim

. P .
F(X_ )=F(X.) = £ f 3 F(X )dX* + ¥ I 32F (X )a< x"xI>
T 0 D,T]gfi s s i,j J[O,ﬁéﬁgij s s

El primer en generalitzar la férmula de Itd és Wong [39]
amb el resultat segiient
Teorema

o —r— v <eten Sy

Per a tota funcié f: R — 5 R continua, deri-
(u,s,t) f(u,s,t)

vable de.primer ordre per a (s,t) i de segon ordre per a u, amb

derivades continues, tal que compleix

Bi + S-iz =0 i .32 + 3°f =0 ;
3t au? 3 s quz !

i per a tota martingala {Xz, z eR:} de la forma XZ= J‘ ¢(z')dwz,

tenim que f(Xz,z) és també una martingala que s'expressa

f(XZ,Z) - £(0,s,0)-£(0,0,t)+f(0,0,0)=

=f f’(Xz,,z’)d:(z')dwz. +1/zf f f*(XZ,VZ,,,z'vz")¢(z‘)¢(z“)
RZ Rz R
dw_,dw_, .

z Z

Carioli i Walsh [ 9] donen una férmula de Itd més general

que la de Wong [39 ]per a funcions f continuament diferenciables

de quart ordre. Més tart Wong i Zakai [ 42 ] consideren els pro-

-10-



cessos {Xz, ze Ri}que es poden representar com a sumes d'inte-
grals estocastiques respecte el procés de Wiener bidimensional i
d'integrals deterministes; i demostren una férmula d'Itd que
que permet escriure f(Xz) com a sumes d'integrals del mateix ti-
pus ( en aquest cas f &és una funcié f:R —R continuament dife-
renciable de guart ordre)

M.Sanz dona una férmla d'Itd per a una funcid f(z,W(z))
expressant-la mitjancant els operadors de difusid associats

a les dues families de martingales a un parametre (W t)s i

(ws.>t (vegeu [34] [35] ).

N L) . - ~ ~
Per a martingales de Wﬂb Toc tenim també una férmula 4'Itd
?

deguda inicialment a Chevalier [ll] sota la hipdtesi que tota
martingala de WE t& una versid continua; i demostrada després
per D.Nualart [ 30 ] sense aquesta hipdtesi,

Teorema

ot e o e e s ot

Sigui f:R —R una funcié de classe % % nul.la en 0; i sigui

M una martingala de m%ﬁ Aleshores, per a tot (S,t)éRi tenim,

~ S
- [ " 1 < >
(M ) J3 f (MZ)sz + f f (Mz)dMZ + 4 fof"(Mxt)d M. x+

t
Rst Rst

t
+ Zf fU{(M JYd<M > - Z‘f £"(M )d<M> -
sy S. y VA z

0 Rst

-y £ (M_)d<H,M > - zf £ v ya<us .
R Z Z
st st

~

( M és una martingala associada a M , vegeu D.Nualart [ 29 ]
Lema 3.2).

Per un argumenfde localitzacid es pot demostrar aquest Teore-

4

ma per a martingales de WWC loc®
b



J

Si M és una martingala continua unidimensional, aplicant 1la
férmula d'Itd a la funcié F(x):(x-—a)+ obtenim el temps local
{L:, aeR, t 20} de la martingala M que compleix:

Teorema (vegeu Azema-Yor [3 ])

Per a tota funcidé ¢:R—R mesurable i positiva,

t
a
Jﬁo ‘p(MS)d<M>s = J7R w(a)Ltda.

a
t

a de la martingala M durant l'interval de temps [O,t] respecte

El procés L és la densitat del temps d'ocupacid en el punt
la mesura associada a la seva variacid quadratica.
Per a dos pardmetres tenim resultats similars. D.Nualrt en

[30] demostra l'existé&ncia d'un temps local per a martingales

de’wg:
Teorema

Sigui M una martingala de Wﬂé. Existeix un procés {L:t .
(s,t)éRf , XéR } continu en (x,s,t), tal que quasi per a tot w,
tenim

~ -

<M> =

SR f(Mz)d M z 5 Lstf(x)dx
st R

per a tot (s,t)GR: i per a tota funcid mesurable i afitada f.

Si M=W, aquest temps local va ser trobat per Carioli i Walsh

[9] .

Observem gue el procés Lz és la densitat del temps local

t

d'ocupacidé de la martingala M respecte la mesura associada a M
inoa M .

En el cas particular del moviment brownia bidimensional
Walsh [?8] demostra l'existdncia d'un temps local th continu en
(x,8,t), i per a cada x fix continuament diferenciable en s i t,
tal que, quasi per a tot w ,

s (Pt )

_ x , '

o jo f(wuv)dudv = S Lst dx f(S,t)GR+ i ¥f:R—-R boreliana.
R



I DERIVADES DE LES INTEGRALS ESTOCASTIQUES RESPECTE EL MOVIMENT

BROWNIA.
I.1  INTRODUCCIO.

Sigui {wt, F t >0} un moviment brownia, i {@t tsR}un

t’

procés mesurable , adaptat i de quadrat integrable; en aquestes
condicions podem definir la integral estocastica del procés

respecte el moviment brownii: Y = S o dW .
t 0 s 8

Issaacson en [ {9 ] obté un teorema andleg al Teorema fona-
mental del calcul, per a integrals estocadstiques respecte el movi-
ment brownia. El1 resultat al que arriba és el seglient:

Teorema( veure [ 19 ]): S5i es compleixen wuna de les se-
giients condicions:

a) E1 procés { %, t >0} és continu quasi segurament

b) L'espai L2(a,F ,P) és separable

t+ ot
Aleshores g o AW

£ s 8 convergeix en probabilitat

Weoat ~ Yy

cap a q)t gquan at->0( At >0).
No cal esperar convergéncia quasi segura ni en l'espai L?.
Estudiem,per exemple, la integral estocastica del moviment brow-

nia respecte ell mateix: St Wtdwt' Per la formula de Itd podem
0

escriure:
t+ Ot
WodWw = = W - W - At)
£ s s 2 t+ bt t
per tant:
§t+At '
W daw
1 At
t S s = ( W ha W — ):
> c+ &C v
W o
t+4t Wt Wt+at wt
W
Verat ~ Yy Ot
= wt - W W ( l.»l).
2 t+ot t



El segon sumand de la dreta de ( 1.1 ) convergeix cap a
zero quasi segurament i en l'espai L? ; perd el tercer sumand
no ho fa en cap dels dos sentits.

J.Zabczyk en [ 46 ] estudia per a quins p>0, el quocient

t+ at
t %dws

' convergeix en Lp; i demostra el seglient Teorema:
Verat™ Yy

Teorema ( veure [ 46 ] ): Si {¢ t ePp,1].} és un procés mesura-

.t,
ble, adaptat, i de gquadrat integrable; i < p<2/3, aleshores:

8 - ¢ LP per a tot interval [a,b Jea(0,1] .
Wb - wa
2) Si a més tenim:

1%

b
1 n 2 .
n n n

a
_ n
aleshores: b
n
j (¢t -0, )dwt
a n
P 0 en Lp.
Wb - Wa
n n
3) Per a p=2/3, existeix un procés {Y te[0,1]} mesurable,

t’
adaptat i de quadrat integrable; i una successidé d'intervals

[a , b_] c[0,1], a — 0, b —» 0, tals que:

n n
1 bn .
T E [S Y ds ] " 0
n n a e
n
b
( n Y_aw
2f3
E[ an I = 4% ®©
wb - Wa
n n

L'autor observa que si ¢ —> ¢, en Lt(Q,EEP), aleshores

Xt+h
t ¢sdws

pel Teorema,




Hem vist doncs, que amb un parametre i sota certes hipdte-
sis podem recuperar el procés integrat a partir de la integral
estocastica respecte el moviment brownid; de la mateixa forma
ens podem preguntar si en'aﬁes dimensionsg aix0 és possible.

En el segilient apartat s'obtenen alguns resultats en aquest sentit

0
per a les integrals del tipus Y ¢ _dw i ) Y (z,z')dw_d4aw_,.
R z 0z z  z

st Rst st

24



1.2 TEOREMES DE DERIVACIO

Si {Yz, zeR:) és un procés, notarem. per

A:k=(s,s+h]x(t,t+k ]

hk
Y, )= Yoin,t+k ~ Ys+h,t “Ys,tek Vst

¥z=(s,t)eR: i ¥h,k >0,

Teorema{l.2.1)

. . 2 - j 2
Sigui ¢={®z ,z¢R+} un procés de la classe v

¢ continu quasi segurament. Definim per Yz la

integral estocastica de ¢ _respecte el moviment

brownia:
Y = 5 ¢ _dw %zeR*
z S 8 +
R
z
Alesh :
eshores y(,ghk)
4 convergeix en probabilitat
hk
wia o)
quan h i k=0 , i el seu limit és igual a Qz'

per a tot punt z=(s,t)dR+i

Demostracié:

Fixem un punt z=(s,t). Aleshores:

hk t+k s+h
] ~ ¢
Y(le ) 6 = z' z dw
hk z z' '
viaz e Ja wat
v( AR

per tant, - 02 convergeix en probabilitat cap a zero si

w(l&ik)

i només, W ed>0, 3 §_.>0 tal que si O<k<§. O<h<é,, aleshores:

: jt+k js+h o, - o
P (I dw :
£ zr I >€] se (1),

s w(c;:k)

Ara bé , ¥K>O podem escriure:

R N~



t+k ps+h
LA
P z! z . (h.k) ,
[ 4 AT aw_,|> €, — | =« .
t Ww( AZ
t+k s+h .
P ¢l - % dwz') >£ , ' (ﬂk) I > K ] s
*P [ hk hk
wipa ) "RQAN )
t s z z
t+k s+h
< P[] iz._'._;iz__dw |> & /K ] + P[] (hk)12 ]>K] (1.2)
~ 1 “*-——B' . .
(hk)” z! WA k)
t s
w(A B
Per ser ————;— una variable aleatoria de 1llei N(0,1),
(h.k)"?
W(A

podem trobar una constant Ke tal que ":;j:?“—1<1/K <e {1.3)

Prenem K=Ke . Per la continulitat de ¢z podem trobar un

§> 0 de forma que:

2 3
P[  sup o, o, - 0 | >%/4K?) <e /4.
<t <t+ S

s<s'<s+§

st

Definim la regid aleatdoria D ={z"eR?/ sup |o -¢ ‘zS_E_}.
W * gEgz 13 z 4K

2
ID(z) és un procés de la classe-gW
w

Si h i kg§ , tenim,

t+k ¢ss+H 0 - 0
E [ J I_(z') Jz**-—%-dwz|2] =

D %
N s (h.k)
t+k ps+h
- 2 !
_ y f Elle,, - o, |7 I (2] 4,
t s (h.k)
Per un wef fix, si z'=(s,t) e Dw , aleshores

!¢Z,(w)-¢z(m)!2 < €3/4K"; en consegiiéncia,

E[ o, 29 lfID( z') 1< €%/ak® |, i per tant

N
Nt

I_(2') = 2 aqu_, 1> e/k ] < e/a (1.4).
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En efecte, si la desigualtat fora contraria, podriem

escriure:

t+k s+h
¢z' - qJz
E [ ] I,(z") —=dw_, |*%]2
2
& < (hk)
(’ti—k s+h o - e
2 []
22 P [ | 1,(z") ii—-——zﬁ~dwz,|> £.]1 s £
" < (hk) K 4K2

i aixd déna lloc a contradicciéd.

Sigui @ '-{ we® /(s+h, t+k)eD, } . Si wen' ,

¢z|(w)— ¢z(w) i
I_.(z'). =0 per a tot z'e[ s, s+h ]x[t,t+k]| ;

e (hk )%

per la propietat de localitat de la integral estocéstica[lg ]

deduim que Yt+k s+h o _
, .
Ic(z') Z——24W_,= 0 en q'.
P (hk)”*
t s
Per tant: £+k ns+k
¢Z'— q’z ¢
P Iolz!) =—aw_i>5 1 «
(hk)%2 2
t =

<P [ (s+h, t+k )eD®] <P [ sup | 2 >tT€;;]<‘§‘(l'5)
t<t'S t+ 6 4

sgs'gs+ S

’¢S't' - (DZ

Finalment, enllagant (1.2),(1.3),(1.4),i (1.5) obtenim el

gue voliem a.

U

[/
5,\ ' 1
R ¢(z',z )dwzﬂwzn
zZ oz

Igualment, per les integrals del tipus JR

obtenim el mateix resultat:
Definim A={z=(s,t), z':(s',t‘)eRi, sgs' 1 txt' ).

Teorema(l.2.2)

2

ww’ continu

sigui ¢= { ¢(z,z'), z,2'eR? }eL
sobre la regidé A en les dues variables quasi se-~

gurament.
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Aleshores:
o( £, ¢ )dwadwa'

hh' k'
S ueakEh

o s

J ' '
A bh JAkif w(a
z '
convergeix cap a ¢ (z,z'), en probabilitat, gquan
h,h',k, k! —> O per a tot z,z'eA, z#z'.
Demostracid:
Fixem z,z'¢A, zfz'. Definim:

l‘ ol g, £') ~0(2z,2") l

B={w/} J ; : dw _dw N

' hht Jxkt winf ywa KR g =
phR" ke 2

z L4
(el conjunt B depé&n de h,h',k,k',z i z'). Aleshores:

% %

hh'kk’ hh'kk'
P(B)SP( B { ( X ) = >R )+ PO (hh. )kk. | <R)
W
W(Az )W(Az, ) W(AZ ) (Az, )
per a tdt R>0.
kl
w(a )
Podem fer h,h',k i k' proupetits per tal que — i
vy 2
PPLUES (hh')
—_—zy siguin dues variables aleatdries N(0,1) independents
(kk')*

(degut a que z#z'). Existeix una constant R€ >0, independent
de h,h',k,k',z i z', tal gque

hh' kk!

w(a ) wia _, )
P( ]____.Z__.T/_l_,___z_...7|>_1-)<€/2.
(hh')” (kk')? €
Tenim doncs:
[o(e,e') —¢(z,2")]| €
P(B) 5 + P( | hh g ! > - dedW€,|>—R—)
Az /.\.z' (hk)z(h'k')z

Prenem zoeR+ tal que z,z' e [0,z, ].
El procés ¢(z,z') és continu, per tant , ¥ €>0 existeix

un § > 0 tal que,



3
P sup | ol € g)= o(z,2')] > = ) < &
[ (g, €' )=(z,2')] <5 €

£,6' [0,z,] A

Definim la regid aleatdria

3
Dy={( & £ )ea : sup| o(z,z")=olc, t')]2s ;531-

2z 05§

=

ERETY
observem que ID( w, £, £') e «/ﬁw.

Prenem h,h',k,k' més petits que §/2 i X.

Aleshores:

E [ f f ID(g,g')‘”( é:’5')'“’(Z’Z')dwgcwg.l21 -
hh' 7 kk' %
A A,
z V4

(hk)z(h'k')

E[T (g e )l olgs g)-olz,2') 7] L el
= hh' | kk' hkh'k' d&dt ' & ZRe
zZ Az' €
i per tant, .
‘ (&, £)=¢lz,2") -
P[I ? I (5’ E')—Q T k) aw aw .| >‘c") < £,
& hh' | kk' D -~ (ak)%(nrkn)® & ¢ R 4
z A z!

D'aqui tenim:

0]
+P [1y } IDC( £, g!}‘p(g’ f)‘@(z’yz )dwgdwg,! >§5‘, } (1.7).
hh' kk' (hk)/zv(h'k')/é €
z 2!

A

Només ens cal demostrar que 1'ultim terme de la dreta en
la desigualtat (1.7) és més petit que ¢€/4.
Si (s+h,t+h',s'+k,t'+k')eD W'’ aleshores per a aguest G ',

g,)é( §E')(w') —0(z,z2')(w')_,

Ic (&, T 1
Do (hk)*#(n'k" )"
hh' kk' . . .
per a tot ( ¢, g')eAZ X %, , 1 per la propietat de localitat

de la integral estocastica, podem afirmar:

—-2G -



3

1]
(J j I o€, 6y fLegl)- dz,2) 4y gy )(4)-0.
Ahh! &

LKk (hk) (h'k')” ¢

zZ z!

Per tant

( g, z')é o({z,z"')
P | 5 X I c(eg, &) p —dW _ dw | > £.7 <
hh' J kk' D (hk)Z(n'k' )" £ € Re]
bA z'!

<P [(s+h,t+h',s"+k,t'+k") p¢ ] <

o/ m

Teorema(l.2.3)

Sigui {¢z,ze R: } un procés de f; , 1
{viz,z"), (z,z') eijR:} un procés de~J&w.

1) Si existeix un z, =(s,t) R? tal que:

1
1im — f E[l ¢.-9¢_|?] dz= 0,
h,k — 0 hk Ahk zZ 'z,
ZO
aleshores
1 i ¢de
— Rk, J hk z
W(a ) A
ZO ZO

convergeix cap a ¢z » qQuan h,k~> 0, en l'espai

o

LP, per a tot p< (0,2/3).

2) Si existeix un punt (zo,z;)eA/(z°¢zé) , tal que
11 1 E[] o ' ( )12 ] dzdz"
o hh'Kk' | hh' ) kk° Wz,z2")=ylz, ,z!)|*]dzdz'=
h,k -0 '
h'k'-»0 %o Z,
aleshores f n
L wiz,z')dW_,dw
hh! kk! j z z
W(a dwWwla_, ) hh' j kk'
z, z! 4 Ay
2} o

convergeix cap a y(z,,z}), quan h,h',k ik' — 0,

en l'espai Lp, per a tot p €(0,2/3).

Demostraciéd:

Demostrarem primer l'apartat 1).
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Sigui pg(0,2/3) fix. Aleshores :

1 Al
E[I —_— 3 (¢ - o )dw |p}<
w(Ahk) Ahk z zZ, z A
ZO zO

per la desigualtat de H&lder

1 ' 1 ' ~ p ' 1/q"
SE[I —= PP /P ELL e (o, = 0, daw, |[Pa7 ) 2790 (1.8).
W(A ) A 0
z, 2,
Prenem p'=(5f%3 i q'=-§- (pg=2).
3]
1 ! 1 ' 1 '
(1.8) <& [| —e"" 1P ] e e, - e, l2azit/ds
0
W(AZd) Ag
- L1 _ypp' ,1/p' 1 _ 2 1/q' y(1.9).
- E PP o | we B le e razltel ]
11 bz,

Fixem-nos que pp'<1l, i per tant E [IW—— ] <w . E1

11
segon factor de la dreta de (1.9) convergeix a zero per hipdte-

sis; deduim doncs:

1 hi
1im E [} ——— _) ( ¢o_ - o ) aw_ |®? J=o.
h,k — 0 Wi o™y J onk z Tz, oz

zZ, A

Per a demostrar 2) procedim de la mateixa forma fins a

obtenir:

0 N ,
x
E[I ,1 ; \ \ (w(z,z')-qj(zo,zé ))dw aw 'lp}s
W ( :h YW ( Z? ) J hh' [ kk* Z z
° Azo AZo
l L] l [)
SE (] o — PP /p i
W( a ) W, )
zZ, ,
ZO
- | E J E[] Wz,z2")-v(z,,2z! )| ?ldzdz" ll/q'I (1.10).
hh' kk'
z, z;
' 1
Les variables W( Azh )1 w( Ai% ), per a h,h',k i k' prou
° [}
petits, sén independents perqué =z 4z! ; per tant:
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1 1 l 3 - 2 . 2 \
e [ i ! e PP ] /P _ (pnvkk)"P/2 g H’Wl—ipp ] /p
W ) wW( ATy ) 1
Zo zo
Igual que abans, del fet que pp' <1, es despré&n que
' 1 1
E [ W ,pp ]< ® . La desigualtat (1.10) queda de la forma:
11
! pp',2/p"
(1.10) ¢ E [| 3w+ ] .
11

I Y
. i/q!
vy JAhh' RIT [ Wg, 2)-v(z,,25)]%] deag |~/9,

1
Z, Z,

El segon factor convergeix a zero per hipdtesis, aixd fa

que p Y Yo ol ]
1im E | | J g(z.;h? “"Zﬁ;{?u) aw_aw_, |P=0
hh'kk' — 0 7, bh! kk' W( a )W(AZ, )
zZ, z! ° °
com voliem 3.
Notes
_ N . N 'TZ
1 Ev1dedhent, si ¢s+h,t+k convergeix cap a ¢st en: L

(respectivament V¥(s+h,t+h',s'+k,t'+k') convergeix cap a
p(s,t,s',,t'") ) les hipdtesis del Teorema(l.2.3) es compleixen.

2- Si en lloc de lahipdtesi 1) del Teorema(1.2.3) posem

1) L E [ j“kysm (o -9¢ daw_ [P — o,
"k ‘ J s b4 z, 2z h,k — O
aleshores 1 P aw
T e e

convergeix cap a ¢Z y quan h,k —» 0, en l'espai Lq, per a tot
o

p
qE(O, Fl).
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Igualment, si substituim 2) per

N

1 , . P .
2') B g 1 hh"JAkk' plz,z')dw daw | A h Kk ko0 > 200

bz, z,
aleshores: 1 ; P
'
TR B TR J viz A,
bz, bzt hh' v kk'
A A,
ZO ZO

convergeix cap a y(z,,z}), quan h,h',k,k' 5 0, en l'espai

14 (0. B
L, per a tot qe (O’p+1)'

La demostracid és idéntica a la del Teorema{1.2.3), aplicant
la desigualtat de Hdlder per a p'=§§% i q'= p/aq.

Si l'espai L (@9,F ,P) és separable obtenim un Teorema
més general. Per a poder demostrar aquest resultat necessiten

el segilient lema d'Analisis:

Lema(l.2.4)

Per a tota funcidé f ¢ Ll(Rn), quasi per a tot x e R"

tenim: 1im j f(x')dx' = f(x) ,
r— 0 r Alx,r)

on A(x,r) = (xl,xl+r]‘x(x2,x2+r ]x...x(xn,xn+r]

éssent x=(xl,...,xn).

Demostracid:

Aquest Teorema és una modificacié trivial del mateix resultat
per a cubs oberts de centre x i costats de longitut 2r. ( vegeu
Guzman [16 ]).

1
Per a cada fe¢ L (Rn) i V:ceRn, podem definir 1l'operador

maximal de Hardy-Littlewood (vegeu [ 16 ],capitol II,pag 35):
Mf(x)= sup 6"(—)1(—?—) J [ £(y)ldy
r>0 ’ Q(X,I‘)
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on Q(x,r) és el cub obert de centre x i costats 2r. Per la
demostracid del Teorema ens interessa. la segiient propietat de

l'operador maximal de Hardy-Littlewood:

1
per a tota fe;Lloc(Rn), i per a tota A<0, tenim,
n °n
| { xeR™, MEf(x)>21} ]| ¢ - ]lle , on ¢ és una constant gque

no depén de f.

Per a tot A >0 definim:

P,= {x¢ Rn, limsup I-lH J | f(x')-f(x)|dx'|> r1}.
r— o r A(x,r)

Demostrarem que PA és de mesura zero. En efecte, per a tot

e> 0, prenem una funcié continua g tal que Hfﬂ]1< e on h=f-g.

Aleshores: 1
1im -— gly)dy=g(x) degut a la
r— 0 r Alx,r)

continuitat de g. Per tant,

Py, = {xeRn, 1im sup | -L J (h(y)=h{x))dy| > A i <
n
r —a0 A & A(X,r)
c { x R", 1im sup | 2 C hiy)dyl > 2 O{x R"; |h(x)] >r }=
n 2 . z
r—0 r A(x,r)
A RN ,
1im sup _%t l h(y)dy| <1lim sup _LJ [h(y)|ldy ¢
r-—20 r A(x,r) r—20 rn YA(x,r)
n
n
<lim sup 2 j |h(y)|dy 52th(x).
r— 0 [Q(x,r)| “)Q(x,r)|

. 1
Aixd ens permet calcular la mesura exterior de PX ,

n+1 2n+1

1 n 2 <
IP)‘Ie < {x; 2 Mh(x)> .-ZL}< - Cn”h”l — c_ ¢

' 2 - A 2lh 2 ¢
per altra banda: IPXI= x,|h(y)i> 3 i< ”)\”1\< =

Per ser ¢ >0 arbitrari, IPX|=O-
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Teorema(1.2.5)

separable.

Sigui L ( @,F ,P)

un procés de la classe {”% i

un procés de la classe '/;W'

Aleshores:
a) ¥z eR:/N ( u(N)=0)
lim E [ | L ¢ _,dw - ¢
h —0 W hh) z! z! z
) Az hh
Az

per tot pe(0,2/3).

b) ¥ (z,z')e A/ {((z,2');2z=2"')UN} (

[

f w(&,&)dw_dwg,
s
J Ahh . Ahl’l

t
1im E [} ‘Z z
h hh hh
O wca™ ) we )
per a tot pe€(0,2/3).

Demstracid:

a) Procedim igual que en el Teorema{l1.2.3).

z €R -
+ 1 b - p
L =5% | nn 2% o171 s
Wla, ) “a,
' ' P
LR A A S A A T
11 h® J hh

bz

Com sempre p'i gq' sén tals que pg'=2.

B[
11

Per a p ¢ (0,2/3), pp'<1l; per tant

Momés ens cal demostrar que el segon factor de la dreta de (1.11)

convergeix a zero.

} el conjunt numerable i

Sigui Q= [ ¥,

i “iel

hnl

de L?*( Q,F ,P). Per a cada Y, € Q, tenim:

-35-

Sigui

VW(z,z'),z,z"*

2
{¢z,z R+}

R? }

0)

p(N)

- wz,z')]"]=0

Per a tot punt

(1.11).

ll/q'

]
Ipp ]< ©

.

dens d'elements



—

2
h hh Ahh

AZ 4

\

Definim la funcié f (z):R+———a R, £ (z)=E[]| ¢ - v,12]
i

f _ € qf]’ (R?) ( per a tot xeR 2, J Ef{] o ,- v.1%2] dz' ¢
'Vi + R Z 1

Y loc
X
<ok (i, 7] L In | w2 | E(lal?] <.
R
x
{\
Pel lema (1.2.4) 1lim —J§ | £f (zt')dz'= £ (z) =
h—0 h° J,hh Ti '3
z
E {l¢z - yilz} per a tot zeRi_/Ni (on (N, ,)=0).

Sigui N= U N, evideriment n(N)=0.
ieI

Si z € Ri/N tenim:

rd . | e
1inm —l-f E[|¢Z,—¢Z|2] dz' < 4E[|Yi—¢Z|2] ‘v"«,ié.Q.
h-—>0 h hh
A
VA
Per ser @ un conjunt dens en Lz(ﬂ, ,P), €> 0 existeix un

< - 2] < £,
v;€Q tal que E[lYi %I ] =

1
Per tant: 1lim ‘[ E [] ,— ¢ 2] dz'< e de> 0;
h—s0  h° hh % z

del que resulta la convergéncia que voliem.

b) Igual que en a) només cal demostrar gque

1 ) k

— E[(] v(z,2z'") - W g, €)|?] dw W ,——>0 .

n? jAhh j hh g ¢ h-O0
z z!

Fent servir el conjunt Q numerable i dens de L?*( Q, 7,P),
tenim,

1 f f , |
_— E |ylz,z2")=-9pi g, ¢)l2] aw dw | «
h? Agh A:? L

< 4E [|$(Z,Z')—Yi|a]°



Per a tot (z,z')eA/N ( u(N)=0) en virtut del Lema (1.2.4).
Fent E H ¢(z,z')—Yi|z]<e per a un y, convenient obtenim el

que voliem 3,
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I LLEI DE PROBABILITAT DE LA INTEGRAL DOBLE RESPECTE DOS

MOVIMENTS BROWNIANS INDEPENDENTS

II.1 INTRODUCCIO

Aquest capitol pren com a referé&ncia el treball de D.Nualart

en [28] on estudia la distribucidé del procés

o

Joe= JR fRI{ZKZ'} dw(z)daw(z"')
st st

El nostre objectiu és obtenir resultats similars per al

procés '
Pst= S S I dw(z)dw(z"')
R R {zxz'l
st st

on Wl i W2 s6n dos moviments brownians a dos parametres inde-

pendents.
El métode empral en [28] per a calcular la funcid carac-

teristica de Js no ens serveix per a obtenir la de PS aquesta

t t’
resultard d'aproximar la integral estocadstica per sumes de
Riemman.

Per l'estudi dels moments de Ps seguim la pauta donada

t
en [28 ] , arribant a una relacié entre els moments de la varia-

ble P similar a la obtinguda en [28 ] per a J

11 11°

Finalment , les aproximacions de la integral P 1 permeten

1
construir una martingala triangular que compleix la condicid de
de Lindegerg i tal que les seves sumes parcials convergeixen

cap a una variable amb funcidé caracteristica del tipus

2
E[exp {-g-n } ] onn no és el limit de les varidncies condicio-

nals ( tal com estableix el Teorema Central del Limit) donat
que aquestes només convergeixen en llei.

Aquest contraexemple és de naturalesa diferent a l'exposat
en [28 ] on les sumes parcials de la martingala triangular con-

vergeixen cap a una variable no simétrica.
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~ s/ ’,
II.2 CALCUL DE LA FUNCIQO CARACTERISTICA

Si Wt és un procés de moviment brownia ordinari, la llei
N
de la integral estocastica j wtdwt (T=[0,1] ) s'obté directa-
T

ment de la férmula de It3 per a la funcid F(x)=x® :

- 1 -
Sthdwt = %y - 1),

Tanmateix, si wl i W, sén dos processos de Wienev indepen-

2
dents, la férmula de Itd per al producte:

wl(l)w2(1)= J‘Twl(t)dwz(t) o . W_(t)dw

no permet deduir de forma directa la llei de la integral esto-

.
castica j wo(t)aw,(t).
r 1 2

R.Berthet en [ 5 ] a fi d'obtenir una llei del logaritme
iterat per als processos

( QJTWl(t)dwz(t) s B}Twz(t)dwl(t) ) aliBe R,

teT ’
fa un estudi de la llei de la variable
Z= ar W (t)aw_(t) +8 y W_(t)dw, (t),
1 2 2 1
T T
obtenint el resultat segiient:
-%
- 2 - 2
[Chz(ﬁ_ﬁt) - (ﬁiﬁjﬁhz(i_:ﬁt)] si o#8
. 2 (a =8 P
itz
El e ] =
_'/2 Sia=8

ﬂ%-a%z]
D'on resulta que la llei de f wl(t)dwz(t) té per funciéd
T

_1
caracteristica ¢ (t)=[ch?(%t) + sh2(}kt)] %,
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M.Yor [ 44 pbté la llei de la variable Z mitjancant la fér-

mula de Paul Lévy [ 21 ]

¥beR- {0}, E [exp if{b jT(WldWZ + Wzdwl)} / W,=x, W,=y ] =

b X X 2+yz[1-bcothb]
shp*P 3 .

Si {WZ,ZeR:} és un procés de moviment brownia a dos para-

metres, la distribucié de la variable f 2W(z)dw(z), que per
T

) 2
raons de simetria és la mateixa que la de g I, __,.,dw _dw
r2 g {zaz'} "z "z

té per funcid caracteristica

-it/4 2 it -1 S 1 it -%
= I - X 2
¢ (t)= e (I eos (g T L2124 0y ey teng sy '
segons l'estudi que D.Nualart fa d'aquesta integral en [ 28 ].

Aquest resultat s'obté a partir de la relacié de la funcié
caracteristica de la integral doble de Itd, I(f), per a qualse-

vol £ de 1?2 (T2?xT?), amb els valors.propis de l'operador K de

L2 (T?) determinat pel nucli simétric f(z,z2') = %(f(z,z')+flz',2)).
Si Wl(z) i Wz(z) s6n dos processos de moviment brownia

indexats en Rj, la férmula de Itd per al producte ens diu:

wl(z)wz(z) = ? Wl(z')dwz(z') + YR Wz(z’)dwl(z') +

Z 2

A
. 1] "
JR I{z'xz"}dwl(z )dwe(z )+

i) ]
def
1) " —
+ jR J I{z'xz"}dwz(z )dwl(z )= PZ+MZ+ZZ+LZ (2.1)

De [28 ]podem deduir directament la funcié caracteristica

. -
de P + M i de le 1

11 11 17 expressant aquestes sumes com a dife-

réncia de dues integrals independents del tipus y W(z)dw(z).
TZ
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wl(z) +w2(z) Wl(z)--—w2(z)

En efecte, { } 2 1 { } , S6n
Vs zéR+ /5 z«R+

dos moviments brownians bidimensionals independents. Posem,

j wl(z)dwz(z) + y WZ(Z)dwl(Z) =

T2 T?
W_(z)+W_(2z) W_(z)+W_(z) W (z)-W_(z) W.(z)=W_(z)
- f 1 2. g(—1t 2y J L 2 a( L 2 )
T2 2 /2 T 2 vz V2
] N
i o JTZI ( _z,}dwl(z)dwg(z) + Yon szl {ZKZ,}dwg(z)dwl(z)=
I} N
; ‘ W._ (z)+W_(z2) W_(z)+W_(z")
N IR T Tee 2 ) a2 2 )
Ype Jpa {ZRZT] Vs /2
N 4 wl(Z)'wz(Z) Wl(Z)'wz(Z)
+ I L af yd( ).
72 ‘gz BRZT} /2 /2

Per tant la funcidé caracteristica de P11+Ml1 i de le+L11

és la funcibd:

-1 ® t ) )~Z

1 il
- T —— —
(1-16(, L) (sx-1) tanebs—Tys

¢(t) = (,m _cosh t )

k=1 (2k-1)m

L'objecte d'aquest capitol és estudiar la llei de cada un
dels sumands de (2.1). N'hi ha prou en trobar la distribucié
de P com ens demostra el segiient resultat:

11’

Proposicidé (2.2.1)

Per a tot z=(s,t)eT?, les variables Pst’

stL, ., M i stM

z st’ 11 st 11’

stP stle, L

11’ “st’

segueixen la mateixa 1llei de probabilitat.

Demostracid:

Es evident que Pst i LSt sén igualment distribuides, el mateix
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podem dir de Zst i Mst'

Si {Wz, z¢T?2} és un moviment brownia bidimensional, el

), (s,t)eT2} és també un proces de Wiener,

olet

procés {/abw(z,

per tant, només cal demostrar que les variables aleatdries

le i Pll sén igualment distribuldes.

Considerem els conjunts Aij =(12-n,(i+l)2-n}x(j2°n,(j+1)2_n]

per a Ogi,jg¢2 -1 i n3l. Definim W( oy )= W (i+1)27%, (j+1)2™™) -

Wi (i+1)27 7, 527w 27", (je1)2™™) s w( 1277, 527" ; les varia-

bles Pll i le poden ésser considerades com a limit enm L% Q,F,P)
z .
W ) W W
de les sumes ieir 2( %j)wl(Ai'j') iy, l(Aij) Z(Ai'j')
j<J’ j<j'

respectivament [40 ] , d'on resulta la proposicid tenint en
compte que { W_(a, ), W_(a4a_..), 0<i,j <2} s6n variables ale-
1 i3 2 ij

atories independents i igualment distribuides 2 .

La proposicidé (2.2.1) déna un resultat andlag a l'obtin-

gut per D.Nualat en[28 ], on es demostra que les integrals

\
W(z)dw(z), st X W(z)dw(z), f 3 I Zxz') dw(z)dw(z') 1i
2 &
Rst T Rst Rst
st S I dwWw(z)dw(z') , sén variables igualment distri-
T2 e {ziAz'}
buides. Per a estudiar la llei de la variable Pll necessitem de

les proposicions seglients:

Precposicid (2.2.2)

o

Les funcicns {2cos(2k-1) %;4k~1 " formsn una

base ortonormal de l'espai LZ*(T).
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Demostracid:

Per a tot k,l1>21, k#l1 les funcions /§C05(2k-l)j%- i

/§cos(21-l)F§£ sén ortonormals. En efecte:

1
< /2cos(2k-1)3§5, /Ecosle-l)%;->=2‘r 'cos(zk-l)fgicos(zl-l)Egidx=
0

1 1
= k cos(2k-21) X dx + X cos(2k+21~2)-gidx =

0 2 0 kl

’ - - Ffe.2gi -1)7x }
Es conegut que {fk 2cos(2k~1) m1x, €?251n(2k 1)7x K31

és una base ortonormal de l'espai L?2(T). Sigui ¢¢L*{T) tal que

(2k-1)nmx

R
Ak>1, j ¢(x)cos — dx=0.

T
Definim, x) = ¢{2x) Ogx<Y i ¢(x) = -9{(2-2x) B<x< 1,

aleshores

Pl % nl rl
J v3(x)dx ='£ ¢2(2x)dx +j $%(2-2x)dx =J % x)dx <= ,

0 0 4 0]
per tant vel (T).

n 1

També, j ¢(x)cos(2k“l)wxdx =
2
0
% n1
=% S v(x)cos(2k-1)rxdx = % J v(x)cos{2k-1)Txdx. Per tant,

0 %

1
J p{x)cos(2k-1)nxdx = 0 ; i per simetria
0]

1
j p{x)sin(2k-1)mx dx = 0. Aleshores ¥(x)=0 g.s. i 9(x) =0 g.s. 3.
0

Proposicid (2.2.3)

X g .
} és la base ortonormal

/o -
{ Y2cos(2k=-1) 5 fo1

de funcions prdpies de l'operador de Hilbert-
Schmidt de l'espai L® (T) que té per nucli la

funcidé de L*(T), f(x,x'")=(1-xvx'). A més,
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la seérie de funcions

-]
z 8. —1yrx 43T X
k=1 TEE:TTTF,COS(Zk l)—E—cos(Zk 1)-5—

convergeix cap a f(x,x') uniformement en[0,1]2.
Demostracid: |
Suposem que ¢e¢l? (T) és una funcid prdépia de valor propi
A de l'operador de Hilbert-Schmidt que té per nucli la funcid
f; és a dir, (P1
3 d(x)(1=-xyx')dx=Xx¢ (x').

0]

Derivem dues vegades respecte x',

\x' 32¢
—5 o(x)dx - x'¢(x"') + x'¢ (x') ="-—2--(x') ,
o"x d“x!

~o(x') = %;%ﬁx') (2.2).

Les solucions d'aquesta equacid diferencial sdén de la for-

. X .
ma Asin + Bcos - Tenim,

X
X
fl X 1 x'
. s8in — (1l -xvx')dx = /% =-X'/T -aisin -— +Asin —
Y A ey ey

1
1
J) cos —— (1-xvx')dx = Acos — -Acos _i_,

o 2N oy Y X
4 Pl bd x'!
si A= er a k>1 COS —=— (1 - xvx' = ACO08 —.,
(21{—1)2172 P 70 jo YA ( v ) YA

(2k=-1) mx
2 Trs1

rd

Per la proposicid (2.2.2) {/2cos €s una base
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4

ortonormal de funcions propies amb valors propis {(EE:ITK;T

}

{(2k-1) 7 x (2j-1)mx!
-———§—~ﬂ.cos—a———§——- }k,j 51 és

de 1l'espai L2*(T). { 2cos
una base ortonormal de l'espai L?*(T?), i la descomposicié de

la funcié f(x,x') = (1 -xvx') respecte aquesta base és la segilient,

- T '
(2k-1)mx cos(zJ 1)r x

<f(x,x') , 2cos 5 5 > =
1 -
4 (2k=1) 7 x (2j-1)mx - 4 s
= jo (Zk=1)27? 2°°° z °©°s 5 X = ZR-1)Eat kj
8 (2k=-1)mx (2k-1)m x'
"y = I exz2 7% et x
Flx,x') = L) (pporyreT ©0S 5 cos 5
Aquesta série de funcions convergeix uniformement en [0,1] ,
ja que Do 4 2005(2k—-1)1rx cos(%&lillﬁl T
k31" (2k=1)772 - g -
8
= L ST in2 € ® a.
K 31 (2k-1)°T
La varable Pll és el 1imit en L*( qg,7,P) de la successié
n
K-1 1-1 k 1
- z k-1 1-1 ( = X 2y
o=k, 101 W 7 Wpla Ry »oon Wola, )= w0, 2
k-1 i k 1-1 k-1 1-1
—W2(—E—y—n)‘w2(~ﬁ-; -n—)‘f'wg(—n-—’ -r-l—-) (vegeu [9 } ).

Aquest fet ens servirad per a poder donar la funcid caracteristica

de Pll'

Teorema {2.2.4)

La funcid caracteristica de Pll és:
itPu ;
¢(t) =E -7 I 2t -%
[ by 3lCOSh((2k-1) )] .

Demostracid: n
itTh 5 k-1 1-1
= i = ( ————— e—— =

Efe = E [exp {it () 4 W (=, "Z=)w,(a )]
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t2 n -1 1-1 2
= E [exp{ - = 2 W (— ,>~== ) }] =
2n k,l=1 1 n n
2 n-1 LY
k 1.2
= Elexp {~55 & Wo(=,=) 3]
2n k,1=1 1 n'n
, -t K 1.,
e o Wlmeg)t s
k,1l=1
1 n-1 k 1 )
I em— z ( z z W ( A ) ) =
2 t 1
n?® 121 k'e1 1'=1 L K'1
1 n-1 n-1
= = z z w_(a dw_ (a J(n-kvk')(n-1vl') =
2 t ]
n k,1=1 k',1'=1 1 kl 1 k'l
n-1 n-1
k k! 1l 1!
=z z WoCa W Gy I I8 )

segons la Proposicié (2.2.3)

n-1
T 64

= z [ W (A )W (A ' ') — x — s -
k,l,k',l':l 1 k1l 1l k'l i‘,:}‘)l(Zl l) (2J l) T

. nk . Tk . lq P nl? _
.cos(21—1)2—-2-_1-.cos(21—1)2n .cos(2J~1)2n.cos\ZJ-l)gg— ]=

n-1

16 . rk . 7l
= (21_1)2(2\]-1)2“.“(2 z wl(Akl)COS(Zl-l)EECOS(ZJ-l)é"“n)z
, 1 k,1=1
n 16 i
= I a, (X,.,)*, on a,.= - .
i,j 1 ij ij ij {(2i-1)2(2j=17z4+
n n Tk w1l
- Z ._ > . =
Xij = 2 k,l:lwl( Akl)cos(21 1)2ncos(23 1)2n
n K 1
i i 1) T
= Zkzl_l Wl(Akl)COS(21~1)§HQOS(23 1)2n ,
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perqué cos(2i-1) —;—b=0.

Sabem que X?j convergeix en L? cap a

Y, . = 2003(21-1)15-cos(2j~1)lLXdW (x,y) [9 1 .
1] T2 2 2 1

n-1 kK 1 2
L —_— i t{a,F
K, i=1 wl(n '3 ) convergeix en L'{Q,F ,P)

La successié o3
ai.Y;.
1,51 9 i,j31

. En efecte, ¥€>0, per ser b3 aij <=

({ posem z a.,, =K ) existeix un seN, tal que

r a,. + ¢ a,, < £/20.
J>1 J>=

També E[l(x’i’ 2_y2 | J<E [(XP.32] + E[Y.%]<s,

) . . L2
J 1] 1] 1]
perqué la variable aleatdria Yij segueix una llei N(0,1) -~om

. . . n . s s s
veurem més endevant, i les variables Xij , ¥n N 1 %1,J31,

tenen el moment de segon ordre afitat per 4,

n-1

n 2 _ . Tk . xl 2
E[(Xij) ] =4E[( £ W (4, )eos(2i-1)}7—cos(2j-1)5—)*]
k,1=1
n-1 Tk Tl
- T 2 2 o F X 2 ;o i+ o«
4 E[Ml(Akl)) Jcos® (21 1)2ncos (23] l)Zn
k,1l=1
n-1 . 2
< L z ACosz(Zi—l)lgcos2(2j—l)ni»$ 4(2:%) < 4.
n? 2n 2 n
k,1l=1
Aleshores, E[] i ( g.)z - GO I RS
i,j21 MY J 1,5 M9
: gy ]
S2E [z P(X, P - | +
1,521 1 ij ij

-d T



+ 2E[ £ a, | (xD. 32-v2 | + = | (x )% -v* | 1<
[i.>s ij ij ij i1 ij ij ij
i»l i>s
S
< 2 1 a, E[1(XxT)2-v2 ]+ 10( £ a,. + £ a__) (2.3).
i,j=1 *J tJ +J i>s 9 iyl *J
izl j>s

Per a tot €>0, existeix un neN tal que si nyn,, alesho-
n € . s >
res E [} (Xij)2 _Y;jll I , 41,35 {1,2,...8} , perqueé

1im E[ ] X .-Yij!Z'J =0 ¥Yi,j>1, i a més

n % n %
Z.Y2, < E[(X;, =Y, )2)PE[|X,. +Y, |2 <
) sl 1s ELOXE, i P1TELIX 5 Yy ]2

<B3E[ (XD, -v, .
. ij ij

Substituint en (2.3) tenim:

£ [l I a (X?. 2 _ z a,. Y2 |] 2K-5 + 10 € € g,
i3 ij . ij i3 4K 2
i,J 31 i1,j31
si nn,. Aleshores,
1im E [| z i.(xri‘.)2 - a, YL |]=0.
n+ i,j1 td I i,j>1 4

Gréacies que la convergéncia en l'espai L!'( ¢,7 ,P) implica
la convergéncia en llei, per a tota funcib contfinua i afitada
g: R—>R tenim:

n-1
1 k 1.
g = b L. =
Lim E [g( n?k,l=1 wl( n'hn’ J]=E (el 2

n+w i,j21

2

a, Y2 )] .
ij ij

2 .
Prenem g(x) = (exp{-~ é}x})Al, ¥Yxe¢R. Ens queda:

‘ itTn t? n-1 Kk 1
1im Efe ]= 1im E [exp {-5— oz W, (=,=2) 1] =
n-+ « n-+ « n k,l:l 2 "
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2 2

t
= E SULIN X
[exp 3= i 5 >1ainij Y] (2.4)
{y, .= J 2cos(2i-1)-FEos(2j-1) X qw_ } 5 i6
ij . 5 (2j-1) 3 xy i,j>1 &S una successié

de variables aleatdries gaussianes i centrades, per ser Yif:H’

Vi,j >1, on H és el subespai tancat de l'espai de Hilbert
Lz(SL F,P) generat per l'envoltura lineal del moviment brownia

a més les variables ({ Y } 86n independents

{wl(z)}zeRj"; ij i >

i reduides, ja que

E

E[Y 1=

LY
1] 173

(] ]
f 4003(21—1)%? cos(2j—l)%¥cos(2i'-l)Egncos(Zj’—l)"g dxdx'dydy

T2 -T2
= ¢ . 8
ii' 33!
{ 1) XX 1) L 5 -
(recordem que {2cos(2i-1) 5 cos(2j~-1) 5 }iJ 51 &S una base orto

normal de l'espai L?*(T?).

Tenim,

itT . t?2 2
1 n - -— L =
1im E[e ] }1m E[exp{ > i,jzlaijyij}]
n +o il »o
I 2 2
=i,j>,1 E[ exp{--é‘ iJ_YlJ}} =
-%
= g 1 2 2_
i,le( +t%a. .)
L2 16 -%
i, zl( 1+t (2i-1)2(23-1)2¢" ) -
2t %
= s 2 i
[ 5 cosh ( ZIo10s ) ] (Vegeu [14 1) a.
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Corol .lari

(2.2.5)

Demostracid:

E [e

P

La integral estocastica Pllz ITzwldW2 té

la mateixa distribucid que la variable:

4
31 (2i-1)(2j-1) wznij €ia‘ ’

s= . ¢
i,

on { nij}ij;l i {Eij}ij;l sén variables

aleatdries independents i igualment distribui-

des amb llei N{O0,1).

its,
1

z 4 £ )1

Elexp{it( i,j21 (2i-)(2j-1m"ij°ij

= I -Ei. 4 €2 -
= 1, J51 B lexe t% oy 50 -
16t - =%
= n  (1+ - —Ty7 )
i, 21 (2i-1)% (2§-1)2n> =

_ o 2t -%
= 151 [cosh( TEE:IT;)} 0.
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I. 3 MOMENTS I CUMULANTS

El Corolari (2.2.5) ens permet calcular facilment els mo-

ments exponencials de Pll'

Lema {(2.3.1)

% 2%

, tP119_. 1 -
Per a tot teR, Ele ]= ; ;lcos ( 1T )
. 2 - tP : 2
si |t] <n%a, i E[e "1l1] == si |t] >7%4a.
Demostracid:
tP tS 4 \
117 = 1 = i

E[e ] E[ d l,j)lE [exp{t(zl_l)(zj_l)ﬂ.?n iJgij} J

El producte de dues variables aleatdries independents normals
centrades i reduides, pot expressar-se, excepte un factor esca-
lar, com a diferéncia de dues variables aleatdries independents
amb llei Xx.?:

.=1/2[(ﬂij+€ij)2/2 - (nij'— f:ij)z/z I.

s P N - N : 2
Si X &s una variable aleatdria amb 1llei L%, els seus mo-

ments exponencials sén: £x _y
Eje "]=(1-2t) ® si 1-2t>0 i

E [etx] = w si 1-2tgO.
En el nostre cas,
4
B lexp {mrTyoyoanm iyt ay ) 1=
_ at -4 at -%
=1 - Ginmoe? (Pt EimDesone?)
~%
= (1- 16t )7 (2i-1)(2j-1)n2

si Jt]«

(2i=1)2(2j=1)%n"* 2
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4t

n JS(21-1)(2j-1)n2
(2j-1jm2 'ij :

Eij}] = ® si ltl > p

L E[exp {7377

Per tant, St 1 16¢2 -%

j, k21 -(21-—1)2(2j-1)21r2)

_ o -% 2t . P
= i1 cos ‘%( (23—1)ﬁ) si |t] 7

.".2

4

=
3
~—
o
[
il

® si [t[;

Per a calcular els moments de la variable P11 utilitzem

el mateix métode que fa servir D.Nualart en[ »5g ] per a trobar

els moments de la integral S W daw .
T2 XY XY

Sabem per [27 ] aque si gyt

t,'te[o,lj, n>1} 1i

4

{ 32 , te[0,1], ny1 ) sén dues successions de moviments brow-

n

nians independents, les sumes ——— I (f”ﬁl convergeixen feble-
a j=1 S t

ment cap a Wl(s,t) en f([O,l]z).

Recordem que Wl(s,t).wz(s,t)= Pst + Zst + Lst+ Mstf Si

prenem dues successions de processos de moviment browniad indepen-

dents, i1 també independents de les dues successions anteriors,

{V: , te[0,1], n>1} 1 {VZ » te[0,1], n3l}, aleshores
1 S g S, I
= ( ¢z urT )y £ vJ)VJ) convergeix feblement cap a

n i=1 n t o1 s t

wl(s,t)wz(s,t), en ©C( [0,1]? ). Calculenm

T i 1
)( z stt ) 2?1-
i=1 i,J=1

n
z {(2.4).
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Aplicant la férmula de Itd als productes U;Vi , 5tVé :

) 1 n’ s i P i oo toL
(2.4)=2 = f vtavyd «+ j viaut )¢ f otavd o+ f vttt ) =
i,j=1 0 0 0 0
n S . ot . n s . Pt
=L y utavd j 0tavd 4 —%— z X utav? 5 7ait o+
B i,j=1 40 0 i,j=1 Yo 0
1 n s i t—l =J 1 n S i t =1
=z f viau f Ura¥ s =— j vJau 5 vlalt =
i,j=1 Jo 0 i,j=140 0
n n -n on
= Sst + TSt + Tst + Sst .

~

El segiient Lema: demostra que cadascun dels sumands S:t ’ th, T:t

~

i Sn convergeix feblement cap a PS

ot L M en E([0,1] )

z st’ st

t’ “st’
respectivament. Per raons de simetria, només cal demostrar-ho
n

er a T .

P st

Lema (2.3.2)

n 1 n 'S i . ot . .
La successidé T = — I j‘ U dVJ J VJdUl conver-—

st n o, . ‘

i,j=1 -0 ' 0
n 3]
i f = H
geix feblement cap a ZSt J 3 I{zxz’}dwl(z)dwz(z ).
R
st st

Demostracid:

Prenem tm:=k2_m per a tot k=0,l,2,..,2m, i per a tot m>1,

k
Definim:
nm 1 O 2"-1 i, . m j .m i .m i .m
Tor= I 5 Ut (t, ~s) [vJ.(tMl,\s)-vJ(th/\s)] vJ(tk,\t).
i,j=1 h,k=0
gl .m =i .m
[ U (tk+lAt)._U (tkAt)]
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m
k

m

m
Wyt gnss ® k

m
At) - W (B A, BAt)] .

m m m m
[Wl(thAS,tk+lAt) - Wl(thAS,'t ~t)]

k

n -
t L viT7! ) convergeix feblement cap
t n i=1 s t

1
Sabem que (5-
a (Wl(s,t),wz(s,t)). Composant amb la funcié g, ¢ Z(T+):

m

A t) —-X(th

[x( t] as, ~s, thAt) ].

m
tk+1 k

TAt)} .

. m m m
[y(th+1/\ s, th/\t) -y(thA s, tk

obtenim que TZ: convergeix en llei cap a la variable ZZ guan

n tendeix a infinit.

Tenim també que sup E[ITZZ-T:t{}u~——» 0, per a tot (s,t)eT:

n m—+

En efecte: £ !Tnm _ P 2] =

11 11
1 D 2m"l i, _m i, . m i, m J,.m J, . m Jj,.m
=Eflx 1 EoUT(e ) [T e, ) =TT CE ) TV e ) [V (e, )=VY ()]
i,j=1 h,k=0
1 n 1 i .l _i
-= y utav? j 7IaGt 2] -
“i,j=1+40 0
1 n 2m'.1 i, . m =i, m m j , . m j ]
=== & E[L oz ut(e) [ThCe ) =T e )] Ve (vl cep )-vIel)]
i,j=1 h, k=0
L, Lopl
-j utav? [ vlagt 2 ] -
o 0
2m-—l
1 . i, m =i m =1 m = m m
=-—n?E | I 2 g Ty - 2 5J o o Jd _ m,
! b n 0T (e )T CeR) T (e ) 1200 (e 0 v, ) V(t) ]«
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m

;SRS 21 . . .
+ j utav? j Ta0T)r 2z ute [ Tl ) =TT (e ] Tleep).
0 0 h,k=0
o A O B
[vdel -vdel)) y U dVJ§ a0t =
h+l h
0 0
2" -1 -m,.-m, ,—m,_ —m 2" -1 't$+l i, . m j tg R
= ¢ h2""2"Mk2™"2 + (37 -2 3 E | j STt (th)dVJ X ST utavd )
h, k=0 h,k=0 £y £y
tm m
.E [f £t gd ey att f kelogdagt )
Tk Ty

m t

h+1 Ul(tm)dVJ j k+1 UldVJ]=
m h m

h t

k

m
t . .
= j 2'1 E{Ul(tg)Ul(x)]dx= 2_2mh, ens queda:

t h
-m -m
2 -1 2 -1
E [IT?? Til 2] = : hk2™™ L% -2 p  nk2”iM o
h,k=0 h,k=0
—am 22™ (2M_1) 2 (1-2"")2
=% - 2 =% = > 0.
4 4 -+
Definim Ahkz(O,h])c(k, k+1], Bhk=(h,h+1]}<(0 » k] i
27M.1
D = U A _xB .
m k,h=0 hk " hk
|
m s
le coincideix amb f . 5 ;ID (z,z')dwl(z)dwz(z'); a més
T T m )
IB convergeix en L2 (T 2xT2) cap a ID on D={(z,z')&R:xR: / zRrRz'},
m

[Tz j;IIID (z,2') - ID(z,z') | 2dzdz'
m
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m

2" -1
£ 2 Z j y I (z)1I , m -2m_-m
dz' = 2(2" -1)2 2 ——0
h,k=0 T2 J12 Cpi  Ppg(®')dzdz ( t 2 m e

m m

. 27 -1 27 -1
on Chk=(h,h+l]x(k,k+1] iE = ( h\—"o Chk)U ( kgo chk)

convergeix en L2 (g ,F,P) cap a Z

11’

Aixd demostra que Z?l

i per tant

E {*zm - leiz}—m::——ao.

11
Tz: i Tgt s6n martingales respecte a la filtracié
Fle= G<Ui,.,ﬁit,,vi, ,V,ic,, s's s, t'¢<t, i<{1,2,...,n}> ; i els
processos Z:t i zst sén martingales respecte a la filtraciéd

F

st =0< wl(s',t') ,Wz(s',t'), s'¢s , t'¢<t > . Per les desigualtats

de Carioli-Doob per a martingales amb dos parametres, obtenim:

nm n

nm n 2 2

sup E [sup | Toy stl ] §Csup E | To1 - T4 1* ] o O
n s,t n

. : mo 2 n 2]

i EBfsup| 2 , - 2Z_ I?]sCE[] 2., -2 1] —5 0

s,*t

En el conjunt de totes les probabilitats sobre ¢(T?), consi-

derem la métrica determinada per la distancia:

~

d(p,v ) = “u —\)“BL* on H “HBL* = sup {[ )fdul, HfHBLS 1}
i liflly, = sup I£(0)] « sup IE=TGOIT
. xe £(T) X£y ||x..yHaB
x’y&;(TL)
Aquesta métrica indueix la convergéncia feble [ 2 ] , i
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compleix: d( L(X),L(Y) ) <E (:uz | X =Yge )

Aleshores:

nm

A(L(T™) , L(z) ) <d(L(T™) , (™)) + a(L(T™™), (2™ ) +

+ d(L(z™) , L(2)) <

< sup E [sup | 00 = 12 | ] + a(L(t™), L(z™ ) +
st st
n s,t
m
+ E [sup | Zoy - Zst]].
s,t
Fent tendir n i m a infinit obtenim 1im d( L(T"),L(Z) )=0

ns+o

Siguin {Y; , 8¢T, ieN} 1 { X;, seT, ieN} dues successions

de moviments brownians independents. Definim

~n 1 n rs i . t i .
= = I (JXdXJ)(J‘YdYJ).
i,j=1 0 0
D.Nualart demostra en [ 28 ] que S:t convergeix feblement cap
a Kst= y W(z)dWw(z), i aixd 1li permet d'obtenir la segiient
R
st

relacidé dels moments de la variable Kll:

P
P _ (p=-1)! m-p
SR AN T R A S
on v, = E( ) - flxidxj)(jlvid\zj)
k= B8 B3ttt o)k Sk’ 0 %4 T Jy o *
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El1 mateix métode ens permet calcular una expressid pels

‘moments de la variable Pll'

Lema (2.3.3)

(2p)!
] = m
ptaP P

2p
11

Per a tot p 31, peN, E[P

2p-1

i E [pll

]
n
z

Py

o= J[o 1}k (xlez)(szx3)...(X Ax. )(x Axl)dxl...dxk.

Demostraciéd:

‘ n 1 . . . R
Pel Lema (2.3.2) sP ==+ ; ¢ g‘ utavd)( jA gta¥d)
11 n ...
i,j=1 0]

convergeix feblement cap a la distribucidé de Z que és la

11’

mateixa que la de Pll' Calcularem els moments de la variable S?l:

< n p s
E [(Sll) ] o=

p pl i J p 1 i J
=%3 L E[ T devk]rs[nj‘ukd\‘/k}=
i,jeti,...,n}? k=14 0 k=1 J0
P 1 1 J
1
= — z (e[ g U de k 1) on i=(i_,...,1i )
L p 1 k
n" i,jef{i,...,n} k=1 v O

J=(igreeendy)
Si existeix un nombre he{l,...,n} tal que

#{k=1,...,p ; i,=h} o bé #{ k=1,...,p ; jk=p } és imparell,

D .
J
aleshores E[ § u K av k] =0. En efecte:
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considerem les martingales Xt: J Usdesk , respecte la filtra-
0
ik J
ci6 F =o<u® , v.* , sgct, k=l...p> . Sigui F:RP—R el fun-
P P
cional F(xl,...,xp)= I x , FeC;(R ). Apliquem Itd a
1

1
F(X",...,xP):

p 1 p p 1 p
k
F(x>,...,xP) = = J 1 oxfax? o+ oy j 1 xFa<xB,x™
1 1 s s . S s
=1 = L
# h

h 0 k=1 h,m=1 0 k=
k#£h k#h,m (2.5)
s 1 J s i
<x™, x"s = < j u Mg Lf u™mav ™ 5 =
S X X X
0 0
18 1 J rs i
= j Uxhuxmd<vxh,vx’“>=\ UhUxm dx 6 . . .
0 Jvo % Jhdm

El primer sumand de la dreta de (2.5) é&s una martingala

nul.la a lorigen, per tant

P 1 lk Iy
Calculem E[ I f U “dv ]

k=1 0
p "l i i
k Y k
E{F(X]l‘ xl) ] =% z J E[ 1 xs Ush US‘“] s, . dsl (2.6).
h,m=1 Y0 k=1 1 1 Jndnm
h#m k#h,m
. R P
Tornem a aplicar la férmula de Itd a i X , tenim:
k=1 1
kZh,m
p k p S
XS = 3 J LoDk h
k=1 1 ht'=1 J o k=1 s dxs +
k#h,m h'#h,m k#h,h',n 2
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p s o i, i,
+ % z f 1 I x$y Ry m ds

8. .
h',m'= 0 k=1 S5 S5 Sy Jpidge 2
h'#m!* kZh,h',m,m’
h',m'#h,m
. P i i
Per tant: E] T X: UShUSm ] =
k=1 1
k#h,m
P "5 P k  thr fpe iy J
= % z J E [ I X, U, U Uu_U Ty
h',m'=1 Y0 k=1 2 2 1 1 jh'jm
h'#m’ k#Zh,h',m,m’
h'm'#£h,m
la férmula (2.6) queda:
1 k
E[F(Xl,...,Xl)]—
p P 1 s D i1, i i
S L f f g I x£u Py My By,
2*h,m=1 h',m'=1 040 k=1 2 S
h#m h'#m’ k#h,h',m,m’
m!',h'#m,h
s . 8 . ds ds1

Jpd Intdnme 2

Podriem reiterar aquest procés tantes vegades com fos ne-

cessari fins obtenir (2.6) com a sumes d'integrals del tipus:

1l s s 'S i i i i i i
j f 1 f 2... J P=l gfy "1y ™ oy "2y "2, ..y "pou P,
0 0 0 S s S

0 81 S1 2 2 p Sp

Si existeix un re{1l,...,n} tal que # {k=1l...p; jk=p}

és imparell, resulta que tots els sumands sén zero, perque les
deltes de Dirac agrupen els {ndexs dos a dos. E1 mateix podem

dir si #{k=l...p ; ik=r) és imparell, donat que els moments

R r P
imparells de U sdén zero.
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Per tant si p és imparell E[Pil] = 0. Tenim, aleshores:

1 o) 1 i J
E [(s" %P )= — z ( E[ m v Kav K g,
11 n?P i, jel1 ny 2P k=1 J0 ’
’ 9000y =

Definim‘vij igual al nombre d'{indexs diferents en (i,3)=

(il,...ip,jl,...,jzp). Eviderment 1< v ;$2p.

Sigui 1i,j e{l,...,n}2p , tals que vij=I1<2p, aleshores:

2p Pl i J 2p 1 r S
E[ I J u Kav ¥ ¢ max oo B[ T 5 u ¥av k] =C
k=1 Jo r,s {1,2,...n}°°F k=1 J0
v =h
sr

E1l valor d'aquest mé&xim no depén de n, aixd ens permet

escriure,

2p L i ] '
1 - k k 2 1 n, 4p_..
( E it j U "dav 7 ]) <« —=(_ )k “C?

—D z

n P i,je{l,...n}zP k=1 0] n2p k

uij=k

_ 1 n{n-1)...{n-k) k4pcz > 0

2p k! n +w»

n

2p
Dels parells i,je{1l,...,n} tals que Vij=2p’ només ens

cal considerar aquells en qué hi hagi p indexs diferents en "i",

i p indexs diferents en "j"; si no fos aixi, tindriem gque

2 1
g P vk Tk
[ dv ]=0 segons hem vist abans.

k=1 0
Aleshores:
2p 1 i J
1
5 z 2p E[ & y v Kav k]2 =
n i,je{l,...,n} k=1 0
\)1\] =2p
2p 1 i €
1 n 2 2 !
- = (2p)(xf) €~§L (e[ ™ j u Fav kK1 )2
n 2 léGp k=1 VO
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~

on Gp sén les permutacions dels elements (e¢_,...,c ) =

1 2p

=(111:2a293v3’°-'9p’p)-

Les variables {(S? )p} sén uniformement integrables per

1
n

P
11) ]<m

tot p>1 (gracies que sup E [ (S
n

, per tot p31).
Per tant S?l convergeix en L? ¥p>1 , i tindrem:

E[s%P ] = 1im E[(sil)‘?p} =

11
n
2p 1 1
. 1 !
=1t (5 Desy o— * (EL @ j v Kav By )=
nseo n° P p/* 2p(p!)zi€Gp k=1 Y0
) p 1 i
1
{20 oz g f v ®av %y g2 (2.7)
0

(pty 2P 166 k=1

Fixem una permutacid I= ( il,iz,...,izp)eGp .

Direm que jesh (j,he{l,...,p} ) si es compleix alguna de
les segilients igualtats:

1257 '2n t23-17 t2n’ Y257 ton-1’ t2i-17t2n-1

Cada element je{l,...,p} estd relacionat amb ell mateix, o
amb un o dos elements diferents de {1...,p}{si només existeix
un k#j tal que k¢3j, aleshores no existeix cap altre element
que es relacioni amb k).

Definim el cicle lkﬂlfejz . jg4l (on 1, jl, ...,jn

sén elements de {1,2...p} diferents) de forma que jl és tal que

11= 12jl o 11= 12j1—1 ; 81 aquest cicle no compren tots els {ndexs

{1,2,...p} podem fer-ne un altre comengant perl%ndex k més pe~

tit dels restanls i procedint de la mateixa forma ka»kl ...kéek

(k

1° k2,...km,k diferents ) sempre essent Kl tal que 1 =i
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. - . . . £ f£i
o 12k—1 12k -1 Repetim el procediment fins a descomposar el

conjunt t,2,...,p} en cicles.

Tots els cicles que obtenim de la permutacié inicial ier

defineixen una permutacié odel conjunt {1,2,..,p} .
Anomenem Gp al conjunt de totes les permutacions del con-

junt {1,2,...p} . Donat un element ode Gp podem definir el con-

~

junt Ic de totes les permutacions i«Gp que determinin la per-
mutacid o segons el métode descrit anteriorment.
Per tal de calcular el cardinal de I, observem que si

i=(il,12,...,12p)éGp determina la permutacié o@Gp, tenim:

1) Sigui ke{1,2,...p} tal que k no és primer element de cap

dels cicles que defineixeno .

La permutacid (i_,...,1

1 2p)éGp determina

2k’12k-1""’i
la mateixa permutacid <7er.

2) Sigui per, aleshores (o(il), 0 (i2),...,p (i ))éGp indueix

2p
la mateixa relacidé que 1 entre els elements de{1,2,...p} ,

donat que ik=ih <=t p(ik)=b(ih) ;en consegqgiiédncia

(Q(il), Niz),...,o(izp)) determina la mateixa permutacidé g.

Zp-nc

El cardinal de Ic és doncs p! on n,= el nombre de

cicles en qué es descomposaoc .
2 1 lk K
El valor de E[ I f U 7dV 7] només depérn de la permuta-
k=1 0

cid determinada per (i ). En efecte, calculem el valor

1,.o',12p

d'aquesta esperancga per la fdérmula de Itd:
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2p 1 i € p ~1 2p ps i £, i i
gl o } v Kav ¥ )= ¢ j E[ 1 (] Ty Kay x‘)USZhIUSZhl 1as

k=1 JO h,=1 Jo k=1 0 1 1

k#2h ,2h -1

p p 'l ps p NS i € i i
- : j ;f g : (‘J 2y K gy Ky 2n1 g 28p-1
h;=1 h,=1 0JoO k=1 0 1 1

hZ#h, kA2h ,2h -1
kK#2ho,2h -1 i i
272 .USZh2USZh2-l Jds,ds, = ...=
2 2

= 2 ... z [l JSI J’Sp-l E[Uthl g 2hp-1

h =1 h,=1 R N R LT Jo s, s,

h5#h,

i i
2hpU 2h, ~1

U p ] dsp...ds =

s s
p p

Nl opns s i i i i
ot f -l gy 2D ytanortenie) tantp)-n

0 ner Sl sl Sp sp
.o (2. .
dsl dsp (2.8)
i i i i
g T - ™ m -
Els termes E [U 2™(1) U 2 m1) 1...U 2 ™(p) U 27 (p) l] donen
s S s s
1 1 P P

productes de factors de la forma (siAsj) si p(i)e—> 4(j), és a

dir, m(i)=0o(7(j)) o bé n(j)=c(n(i)), per tant:

pL psl Asp p
(2.8)= | | T... ] z n (s.as . )ds_ ...ds (2.9).
"JOjO Jo Tf‘:Gp i=1 1 rt (ol nii))) 1 p
Tornant a la férmula (2.7) tenint en compte que
3] i €
2p Jl T av k ] només depén de o ,
E[ i U
k=1 YO
2p 1 i €
H
.__.__ZE.___. Z-(E[ I j U de k] )2 =
(p'? 2P ica k=10

p
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ip 1 i £
1 - .
- —2P! 3 p1 2P Po( gqm J uKav ¥ 1)
(pt)? 2° %G k=1 Y0
on i‘;= (1,0(1),2,0(2),..,p,0(p) ).

Suposem que gng és una permutacid irreductible, aleshores,

per tota 1rer, 1;l°con també &s una permutacid irreductible.

Definim la funcié £:[0,1]P—>R,

f(sl,...,sp)=(s ASZ)(S As3)...(sp_1Asp)(spAsl).

1 2

Observem que si p és una permutacid irreductible

p
g

tt = o

L (Si/\sp(i)) = i=1 (Spi(l)'\s pi+l(l))= f(sp(l)’s pg(l)v‘-')spp(l))'

De (2.9) obtenim,

jl fsl fsp 1 .
= Cee - z (s yesesS P ) ds_ds_...ds_ (2.10)
} o o=t o, o(1) ot (1) 172 p

reG

Mentre n recorre totes les permutacions de Gp’

(sp(l)""’spp(l)) recorre totes les permutacions de (s ,...,sp),

1

a més la funcié b f{ (s

TeG
{sl...sp}

1),...,"(sp)) és simétrica,

per tant,

V1 151 ‘Sp—l
(2.10) = f j “ o j z f(n(sl),...,n(s ))ds.  ..ds =
) , p p

0 neG: =1
‘sl...sp}
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o

1 j z £ ( ﬂ(sl),...,n(sp) )dslf..dsp =

p! - p
[0,1] G s
1 p

I j‘

= = z (s,as_)(s.as_J)..{(s as_)ds,...ds =
]
p! weG{ . [O,l]p 1 2 2 3 p 1 1 o}
sl‘.. p

= X (s.,as_ )(s.Ars_ )...(s ~s_)ds_ ...ds .
[O,l]p 1 2 2 3 P 1 1 p

Una permutacidé o qualsevol pot descomposar-se en un cicle

que conté l'element 1 (1=ji*j2*... jﬁ’l) i una permutacid T dels

elements restants. Aleshores

2p ¢l i € 2h 1 ] € . 2(p-h) o1 ic €
E[ n'j v ®av ®y2 e[ g j’ v¥av ¥ E[ 1 J U “aqv k]z
k=190 k=1 Y0 k=1 0

on (jiseesydyy)=1(1,2,2,3,3,...,h,h,1).

Podem generar totes les permutacions ost composant tots els
cicles possibles que contenen l'element 1 amb totes les permuta-~

cions dels elements restants. Observem que hi han (ﬁ_%)(h-l)v

cicles diferents de h elements que contenen el 1. Tenim:

2p rl 50 €

m = z 2PMog[ g J g ¥av K 12 =
P sea k=1 Y0
p
P p M oJ €
= I (ﬁ_i)E [ n U kgy B q2aB-tinqyy,
h=1 k=1 40
2(p-h) 1 16 €
—-h=n-
N 2P™P=" (g j\ u ¥av ¥1y2y=
566y k=1 0
I R N TN _ 5 (p=1)! h-l o,
BT nlpen T 7. Tp-n)d “h "p-n-
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Fixem-nos que n =n + 1. Finalment,
c -—

[+
.0
2p 1 i €
N i -
E [sii L DL e I j v Rav ¥y -
pt2P 0eG k=1 J0

_f2p)r - _(2p)! D (p-1)! jh-1

= ——_ . I ., m 0.
p12P P Py (=BT b p-h

Corol.lari (2.3.4)

La funcid caracteristica de la variable Pll’

seguint la notacid del Lema(2.3.3), pot ex-

pressar-se de la forma:
2

o(t)= exp (T —S(-t)F),
k=1 2

Demostracid:
Si una llei de probabilitat té tots els moments finits,
la funcidé generatriu de moments es desenvolupa en série de Taylor

per a punts proxims al zero,

m t

E, on mk és el moment d'ordre k

M(t) = 2
k=0

(entenem mo=1).

Igualment la funcié logM(t) es desenvolupa en série de Taylor

per a punts prdxims al zero,

°k LK
K1 ‘

M8

log M(t) =
k=1

Els valors ck s'anomenan cumulants de la llei de probabili-

tat. Els cumulants i els moments estan lligats per la relaciéd:

(p—l)c m .

P
o = 2 k-1’ “k"p-k

P k=1

Pel Lema (2.3.3), tenim la relaciéd:

E [(P

2p (2p)t P p-1. k-1
1) ] i ( ) 2



. _ (p-k)! _p-k 2p-2k
Pel Lema (2.3.3) sabem també que Mook = (Zp=TKTT 2 E[(Pll) l
substituirdt,
2p . (2p)! P (p-1)! k-1, (p-k)! _p-k 2p-2k, _
EUP ) Iy B ekt 2 Mk (TP F [(Pyy) I =
P
(2p)! 1 (p-k)! ) 2p-2k ., _
=21 2,5 (Zpozot Mk ELPyy) ] =
k=1
. 3 (2P-1y L2(ox_1)1 £ [(p,,)2P72K
= 2k-1" Pk : 11 ]-
k=1
- ”~ = 2 - '
Per tant els cumulants de la llei de Pll sén c,, uk(2k 1)

i CZK-I:O’ i la funcid caracteristica és

-3 }12 (2k“l)§

0(t) = exp { I —Eer—(15)%%) -
k=1 )
=expl I (-t o
k=1

Proposicid (2.3.5)

T Y[O 1]k (xleZ)(szxa)...(xknxl)dxldxz...dxk=

2 2k 2k-1 (22k-—l)

= I ( =)= 2
P51 (2i-1)n

4

(2k)! Bk

on Bk és el k-éssim nombre de Bernouilli.
Demostracid:
Recordem que segons el Corol.lari (2.2.5) la variable aleatd-

ria Pll té la mateixa llei que la variable

L £ ¢
(2i-1)(2j-1)7%1j " ij

w
"
3

i,j31
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on{ €& ., ¢, .} . . és una successié de variable aleatdries
ij ij i,j>1

independents amb llei N(0,1).

Es tracta de calcular els cumulants d'aquesta llei. Segons

el Lema (2.3.1)

2

St 16t2 - . T
Efe”"]= 1 (1= oiyraonee ) st Ity
i,jz1
per tant, 2
St 16t ) (2.11).
log E[e ]= Z ("Z)IOg(l_(zj_l)z(zi_l)znh
i,j 21

La funcid log(l-x) admet un desenvolupament per série de
Taylor per a |[x]|<1,

log(l—x): -

n? 16t? '

Si [tf<:; . |(21~1)2(2j—1Vn“ <1, i podem aplicar el desenvo-

lupament en série de la funcidé log(l-x) en (2.11),

St ® 4t 2n 1
log E[e® )= = % £ (,= ' L) ==
1,551 n=1 (2i=-1)(2j=1)n n
© 2n 2n
- I (&) oo > )2 -
ki i — 3 -
nel 2n 1,321 (2i-1){2j-1)
© 2n
= 2 “%H" (%)21’1( Z —%'——*é'ﬁ)z (2.12).
n=1 ‘ i21 (2i-1)

De (2.12) deduim que els cumulants d'aquesta llei sén:

2

2 4k
Z L Y . E1 Corol.lari

= i = - 1 ——
Copo1 0 i 02k (2k=1)1¢( - ) 5%

i1 (2i-1)
(2.3.4) ens donava també una expressid dels cumulants

= u? - t
Cok Ak(2k 1)!, per tant,
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2.2k 1 2% 1 2k 2k

o= (=) z =  (277-1) B, =
k T i1 (2i-1)2k ek 2(2k)! k
22k—1( 2k 1)
= (3K 1 Bk on Bk és el k-éssim nombre de
Bernouilli Q.

Mitjangant la proposicidé (2.3.5) podem calcular els pri-

mers moments de P . Sabem que

11

1 7?2 1 = 7" 1 -7t

: L =1t g
g »1(21-17° 8 izl i1

-2
i (2.l e 17’? m° , per tant,
iyl i-1 8! )
1 1 1 17
=% M™% M3 35 0 Mat3T5.6.7

d'on obtenim gque els moments de Pll sén

1 11
2 - —— 22— T
E[(Pll) 1= 0,25 E[(Pll%] 3 0,2292
1187 634673
] - = 8 e ——
E [(Pll) ] = 565 - 122367 E [(Pll)] = 50840 =/8704.
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4
IT.3 CONTRAEXEMPLE DEL TEOREMA CENTRAL DEL LIMIT.

Direm que {Sni, Fni’ 1gig kn, nyl} (suposenm kn¢m quan

n+» )} &s una martingala triangular si anl {Sni,g’ni,1<i<kn}

és una martingala i{Fn‘}n>O és una successié creixent de
- g

1sngkn

g-algebres; és a dir, per a tot n21

- S ., és F .-mesurable per a tot iell,...,k !}
ni ni n
- E[Sni/Fn i-1]= 8, ;.1 Per a tot 1@{2,...,kn}
- QH. Fn i.1 Per a tot 16{0,...kn_1}, i
- .
%ﬁ. Foii per a tot lé{O,...kn} .
Notarem per X .= S . - S . les diferencies de martin-
ni ni n i-1
i
gala i per V2 = s E(X2?® /g . . ] la variancia condicional
ni j=1 nj n j=-1
de S ..
ni

Per a martingales triangulars es pot enunciar una genera-

litzacié de Teorema Central del Limit [ 2]

Teorema

s . iy S S St

Sigui {Sn"F , ik _, n>l} una martingala de qua-

drét integrable. Suposem que es compleixen les condicions
seglients:

k
n
5 ] P - .

-——> N, on n és una variable

2 2
n= . ni’Fn i1
i=2

1) Vv

finita gq.s. i tal que P( n>0) = 1.
2) la martingala triangular {Sni,F ni’ 1<ig kn, n>2l} té

la propietat condicional de Lindeberg, es a dir,
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] — O per a tot 0.

k.
Aleshores, Snn= {’xni convergeix feblement cap a Z, on
i=

Z és una variable aleatdria que té per funcié caracteristica
E [exp(=%nt®)] .

Si la condicié de Lindeberg es compleix perd la convergén-

S F . Jcap a n és en llei i no en probabili-
ni n i~1

tat, la conclusidé del Teorema no es manté, com ho demostra un
contraexemple de Dvoretsky [13] . Alvo, Cabilio i Feigin[ 1 ]
troben una classe de martingales, els U-estadistics degenerats,

tal que V; —2x T es compleix la condicid de Lindebag i Snn

convergeix cap a una suma de variables aleatdries Zfzindependents.
Nualart construeix en [28] una martingala triangular, definida

per les diferéncies de martingala

j-1 . : . . N : L, .
xni==€; : g ,. on g .= S x*ax? js yrayd + fxldxl yYJdYJ
i=1 ) J T T T T
essent {Xl(t), teT , n21} i {Yl(t), teT, n>1l} dues successions

independents de moviments brownians amb dimensid infinita.

Aquesta martingala triangular compleix la condicidé de Linde-

berg i 1 B i-1 1 n H1l 5 . 1 i .
Snn=_1-'1- z z E;i,= "a— z ( j X dXJ)( j‘ Y dYJ) -
i=2 j=1 19 i,j=1 0 0
R T B L
- o z S X7 dx f Y 4y
1=1 40O 0
convergeix feblement cap a Y WdW, que noté una llei simé-
'uTz



trica, mentre que les variancies condicionals convergeixen en

llei cap a f . AU o
AW = -W -W W
Ta(wstu awstu) dsdtdu on stu w11u 1tu Vs1u Vstu’
i {wstu’ (s,t,u)eT?®} s un procés gaussild centrat amb covaridn-
cia E mstuws't'u'}z (sas')(tatt)(umu').

Amb 1l'ajut del Lema (2.3.2) donarem un contraexemple del

Teorema Central de Limit de caire diferent. Construirem una mar-
. X Rk . C ez . .
tingala triangular, compleix la condicid de Lindeberg, i que les
seves sumes parcials Snn convergeixen cap a un limit que té per
2

;2 . . t - .
funcidé caracteristica E{exp{-jfn}], on n és una variable
aleatdria finita tal que P( n >0)=1; a més les seves variancies

condiconals V; convergeixen en llei i1 no en probabilitat cap

a una distribucidé que nae coincideix amb la de n.

1 . .opl o 1. .o L
Sigui Y, = f utavd J Gta?d o+ jx udav?t \[ 07a¥' per a 1,j 31,

0 0 0 0 i#j
U
Yi1= f u~dv j U dVJ per a i>1, i
0 0
— s _— o
%j; e<ut, ... ud, 6, ..., 00, v, L L vl @, L., T) per a 1sj<n.
1 J
Definim X .= =— 3 Y.. ; X . és F .-mesurable i
nj n ij nj nj
i=1
1 J
E X = = - P _\
[ nJ/ F, j—l] = ifl E[ 1J/Fn j—l] 0 F,o és la o-algebra
trivial).
i
Aleshores {s .= I X ,F ., 1<$1i<n, neN} és una
ni nk ni
k=1
S S
martingala triangular. Recordem que Snn:% L J Ulva j gt q7d
) i,j=1v90 0
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convergeix feblement cap a P = J‘ W_dW_ ; que té per fun-
T
cid caracteristica

6(t)= E[e”
16

- 2
(2i-1(23-1 )" "]

on N= segons el Teorema (2.2.4).

i,jisl

Els resultats segiients demostraran que la martingala trian-

gular {Sni’Fni’ 1l ¢ig¢n,neN}y compleix la condicié de Lindeberg

mentre que les seves variancies condicionals V; convergeixen

en llei cap a una variable que no té la mateixa distribucid

que n.

Proposicid (2.4.1)

La martingala triangular/{ Sni,f’ni,l<i<n, neN }

salisfad la propietat condicional de Lindeberg.
Demostracid:

Aplicant Schwartz 1 Txebyxeff, resulta:

n n
1
E[ ¢ E[X I /F_ . ] ==, % E[n*X2 I X <
1o1 ni {IXnil>g} n i-1 n: . ni® {|x_.l3en}
n n
1 8oy 4 % % 1 1
< - Se o < = G
Sw I E{n"x , 1#P(InX_,l>en)® g = (Ca ialE [n*Xxe. ] .

de i, en efecte,

J
1
E{n*X*.] = E[n"—= z Y, .Y, .Y . ] =
nj n . . . P o= i.J 1,3 i3 i,
11,12,13,14 1 1 2 3 4
J
= z E[Y., .Y. .Y Y, .]-=
O S I t1d 1pd 130 1]
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J J - J .
=3 z b E[Yy.2 Y * + I E[Y..]
i=1 i_=1 T3 1od i=1 +J
L
2" 71
per ser E[Yi jYi j?i JYi i ] =0 si algun dels {ndexs il’iz’ia’
1 2 3Y 4
3 14 no es repeteix. Per Schwartz obtenim:
J J 1 1 J
E[ntx*. ]s3 1 I E [Yi“. ] %g [Y." . ]/2 + L E[Y*. ] .
J io=1 i_=1 19 29 i=1 1J
1 2
Només ens cal demostrar que E[Yia lJgsc éi,jzl,...,n s
perqué aleshores
E[n“X;j]S 3n2C + nC <4n?C
n 2 1 3 +
< A
iz [Xa:® ¢(x .l>€}] § —m4n’ € —— 0 e>0.
i=1 ni N wo
Per a demostrar que E {Y;j}<c Qi,j:l,...n considerem dos

casos, quan i#j i quan i=j.
Si i#j,

1. T T o
C]=E[( 5 utavd)e ( g 0ravd)* ] o+ E[( f udavt)e j GIav* )4+

E[Y*
1] 0

L X : :
= 2(6 j E [(U;)Z(U;V] dydx)? + 6( 4= ) (2.13).
Calculem E KUi)z(Ui)z] per a y<x,
i i, 2 . i iye iz iy N N SR
E [(Ux>’(uy> l=z [(Ux—Uy) () I+ E [(u)*] =25 [(u UD(u) ]

= (x-y)y + 3y? .
Substituint en (2.13),
Pl (x

E[Yig] = 2(6 E \ ((x-y)y + 3y*] dydx)* + 3/2 = 2(
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1 1 1 . .
.. e 3
E[Y' ]=E [(j udav? K\UJva )*] = E [( j vlavl) )z =(g 1)z .
33 0 - J0 e
3 3 . -
Prenem C= 2(15 + 1) + 5 1 dedufm que Ye >0,
n

P 2 ___ - .

iiﬁ E[ifl E[Xniﬁixni|>€} / Fo. i-1 ] = 0, en consequéncia

es compleix la condicidé de Lindeberg:

n
P
2 xai >
K3 - ‘——-————’ -
I E[anI{|X | >e} / Fr o1 ] 0 €0
i=1 ni - o
n
Lema (2.4.2). i
n
A 2 . 2 K
La successid Vn- I E[Xni /Fn i—1] convergeix
i=2
vers la variable aleatodria
j’ w;tudsdtdu + 5 (A wstu)zdsdtdu,
©,1]° [p.1]°
on Awstu= wllu - wltu- wslu * wstu 3
s ~
{w , (s,t,u)e [0,1] } Lgw_, oo (s,t,u)e [0.1]3%}

stu
sén processos de Wiener independents amb tres para-

metres.

Demostracid:

j-1
1
2 =
BIXS /Py g 1= B0 2 Yy Yy 5 /Fn gl
: 11v12—1 1 2
2
2 Y, .Y, .
r=E[ I lJlJ/F so1 1
io=1 19 2
1
1 2
caE Y R 5 T
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Yo,
JJ

I

i,=170 0 0 0
j-1 I & 1_ _i 1 i 1 _i
sz j udgy 1 5 Gla7 E udav 2 Y gdav 2.
i ,i_=190 0 0 0
172 (2.18)
1 j-1 1 1 71 il Cl . N
Yy . o=z | utavd (75 Lagd U ydayd 3 9479+
1 *pd 3 i,=1J0 0 0 0
j-17r1 il _i 1 . opl
+ ¢ | vavt J glav 1 J udgy? 5 g9 47
i.=1 40 0 0 J0
1
1 i . 1r\l__. s
= y utavd ¢ | GY9479)2
0 0 :
Evideriment E[ Y?Z. / . =E[Y?]= 4.
, [ i3’ Fn J~1] [ JJ]
Només ens cal estudiar tres tipus de sumands:
i, .oeli, g qid RO SR
U “av’ j § Lavd | u 2av? j U “av
0 Jo 0
i { i .0l i PL . __i
v tavd | O Lagd udav 2 1 9947 2, 4
Jo 1o Y0
o Coiopr . i opl L i
udavty | 0947 ! g vdav 2 y gda7 2 per a i.<j i i, <j,
0 0 0 1 2

Coes g <k
o 1,< 1 1,8]

n
La suma £ U V(a. ) (4 =(k-1,k] ) convergeix en LP ¥p >0,
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n
(
k=

i
§]
1 #
. P ¢
convergeix en L p 21 cap a

1 i, . pL i . oploi. Lol
E[J\ UldVJjUIdVJfUZdVJfﬁdeJ /7 l.

0 0 v O

Calculem (2.14):

E[TI( a )Vj(Akd)] - o.

Pels altres sumands de (2.13) procedim d'igual forma i obtenim,
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0 d 0 0 nj-1
. <
xé- 11\< J 12 J»©O 11<J 12\ J
1 i nl i 1 . i 1 i
E[j U‘]dV]'J ﬁJdVIfUJdVZEﬁJdVZ /P . 1=
0 ) 0 0 J
i 1 i 1 1 1 . . A 1
g[(udv:t - | v Laudy (§3v.t - | ¥ tagd) (udv.? y v 24quY)
1'1 1'1 1'1
0 0 0
i 1 i
=Jg 2 _ = 2.=3 _
ATV, fov avs ) /S F iy I =

D'on E[X2? /p

nj n j=-1 . . u u u u
11,12~1 o 0
j=~1 1 i i i i 1 i i i i
1 1 1 2 2 =2 = 2 2 2 1.

*m L y (Vl - v vy Y )du y (Vl -V, )(Vl -V, )du + 3o =

i,,i_=1 Y0 0

1°72

1 pl j-1 j-1

_ 1 i=i,, i i, ,51 2 4 1
=2 j f r( { Uqu) + El(v —V (VD -V )) “ldudv  + 2
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Considerem els processos

mul o .
i-i
%(s,t,u)= & b UsUt
i=1
nul ..
1 i-i
tplsatou) = g 2 VSV
i=1
n 1 nl j=-1 2 j-1 . . s s
R T I R R eI e AR Y
n 2n j=29J0 40 i=1 i=1
? ns) ns] . . . L
L l [z X0 2 + ( p (viT]-vITi-v T 4V T ) ) Jdudvds =
n {O 1}3 i=1 u v i=1 11 1l u ul u u
, = =

{O’l]a{gn(u,v,s)-+(;n(l,l,s)— gn(l,v,s)-;n(u,l,s)

-cn(u,v,s))ﬂdudvds.
Sigui D3 el conjunt de les funcions f:T*——>R, continues per

la dreta i amb limits per l'esguerra,

és a dir,

1im f(s) existeix sempre i 1lim f(s) = £(t)
s+t s+ t
s eQ seQ

r,r,ry 222

. T3

rror és el quadrant {(81’52’53)'T / Siriti
12

i=1,2,3 } .

En D3 podem considerar la distancia de "Skorohod" (vegeu

Bickel i Wichura [6 ] ):
JX,YGDs , d{x,y)= inf {min (

Wx-yx Il, Al )

.

XeR }
on A és el grup de les transformacions
Ao T3 > T?
(t.,t

B ——— t
17850 5) (Aﬁtl),xétz),xéts))
tals que cada Ai és continua , estrictament creixent iki(0)=0,
Ai(l)=l;
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i |l x=yall = sup {Ix(t)-y(a(t))] } i Il all= sup {[a(t)-tl} .
teT? te T

™)

Una successidé (X
nsl

de processos a valors en D_ diem gue

3

convergeix feblement cap a un procés X a valors en D3 si

E &(Xn) ] E [f(X)] Vf:DS-——>R afitada i continua respecte la

métrica de Skorohod.
Les successions (gn) i (Cn) convergeixen feblement cap al

moviment brownid bidimensional ( vegeu Teorema 6,Bickel i Wichura

(6 1).

Considerem les aplicacions

f: D —> R

3
g g*(u,v,s)dudvds

Jo 1y

h:D : > R
3
f —— (f(1,1,s)-f(1,v,s)=f(u,1,s)+f(u,v,s))? dudvds

oo

- P . 2 .
sén continues; podem afirmar,doncs, que (Vn)mN convergeix

feblement a la variable

~

2

3
j W dsdtdu + 5
lo 1] stu
’

~

on wstu i wstu sén dos moviments brownians a tres dimensions

-W - L 2
[O,l]gwllu ltu wslukﬂstu) dsdtdu,

independents O .

Proposicid (2.4.3)

V; no convergeix en probabilitat.

Demostracié:
Donat que sup E [(V; ) “]<> , si V; convergeix en probabilitat
n

ho fard en l'espai L?, perd aixd es contradictori amb el fet que

2

)

n’neN no és una successidé de Cauchy en L?*, &s a dir,
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1im E[|V2 -Vv2]2z] #0.
n m
m,n+wo

En efecte, només cal demostrar que

m 1 1 1 J—lii n 1 *131.
E[] . = I l ( £y 0 )*dudv - 1 — j j( z U U )* dudv|? ]
j=2 0 Y0 i=1 j=2 i=1
(2.16)
no convergeix a zero quan n i m 4 .

] ( 5 U0 )2 dudv |*]+
j=2 070 i=1
m r‘l Jj=-1 . i n 1 p1 j-1 P
+ E[2( =z %. J ( = UiU )? dudv ) ( z %3§ & ( z UiUi)zdudv)
j=2 i=1 j=2° "0 "0 i=1

Calculem el primer sumand:

m 1 ‘/“1 Nl j=-1 i-i
EL( 1 = B ( "z ulTl)tduav )?]=
j=2 io Jo i=1
m m nl 1 1 pL -1 k-1 j-1 j=-1
1 \ | -2
= 3 . —, } J [ = r udvy +2 3 s (ual) " (vA® )+
T - J o = 1 - i = i =
j=2 k=j 0 Jo ‘0 ‘0 i, 1 12¢i i, 1 11#1
271 1" 72
j-1
+ ¢ (ul+2(unti)? ) (v¥+2(va®)?) ]dudiidvd¥
i, =1
i
= 'ig[‘%}( m*<-2m?®+ m?) + %3(m“—2m3+2m2—m) + é§§}(2m3—3m2+m) ] .

Fent el mateix per altres sumands tenim,

-82-



(2.16):-#{ %u(m“—2m3+m2)+-%u(m“-2m3+2m2—m)+

2532(2m’—3m2+m)] +

5
+ —%m[€;g(ﬁ -2n +n? )+~%§(n“-2m +2r2 —n)+-57§ {(2n3-3n2 +n) +

_2[(T—;)(n—l) +_§_(m—n) {n-1){2n-1) 2 1

+—~ — (n*-2n?+2n%?-n)
mn2° F m? 6n 32m2n?
- 3.302 -
(m n‘)n(n_l) 5 , 5 (2n nz-n) 7,
m?n? 2.3 2.3 m?n?
fent m +o i n s« teninm,
m 1 1 pl j=1 i-i
1im 1im E[ | ¢ — J f ( :z Uqu)zdudv -
n-+o Mero j=2 0 0 i=1
n 1 51 j=-1 .
-z 12 f J ( £ U 0 )2dudv [?2] =
j=2 0’0 i=1
1 1 2
=20 5+ 3v) - = > 0.
Proposicidé (2.4.4)
Seguint les notacions del Lema (2.4.2) i del
Corol.lari(2.2.5), les variables
j Ww? dsdtdu +y &Awst\:dsdtdu i
[0,1]° [0,1]3
n @® 16 €2
= A 2 . 2 (]
i, =1 (2i=-1)(2j=-1)*n*1ij
no sén igualment distribufdes.
Demostraciéd:
Provarem que els moments de segon ordre no coincideixen.
E[( } W, dsdtdu )2] = y E[ W2 W? ,  ldsdtduds'dt'du
D,1]° stu [0,1]¢ stu s't'u
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=[J‘ (ss' + 2sas')dsds' 3 = ( 1.53.), .
[0,1]2 4 3

Per ser les dues integrals independents i igualment distri-

buides, i tenint en compte que

’) >~
Bl J wstudetdu } = f studsdtdu = _%3,
(0,177 [0,1]®

resulta,

E [{ y W2 dsdtdu + y {(a W )2 dsdtdu)?] = 2(—l420 +E= iz.
[D 1]3 stu [O 1]3 . stu 2 3 2 24
? ?
D'altra banda,
«® 16 2
E [( z N 2 . 1..*_5. ) } =
i,j=1 (2j-1)2 (2i-1)7*1ij
’ 2 2
_ T 16" E( Ei’i Ekh) =
o 5.k, h=1 (2i-1)* (2j-1) (2k-1)® (2h-1)*x"®
H ’ ’ —
= 4 . 16 a1 1 _
iil(Zl-l)znz) * (jfl (2i-1l)yq+ ~ 2% 82
5
= 7z
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IMEXISTENCIA D'UN TEMPS LOCAL PER A MARTINGALES DE M i

m.1 INTRODUCCIO

Sigui {WZ, zeR:} un moviment brownia bidimensional. Carioli
i Walsh demostren en [ 9 ]1l'existéncia d'un procés, anomenat
temps local, {¢(x,s,t) xeR, (s,t)eR:} , continu conjuntament en
les tres variables x,s i1 t, tal que quasi per a tot w , i per

a tota f:R-—>R boreliana i afitada i V(s,t)eR+ es compleix:

XS Et uvf (W

c@dudv: 5 p{x,s8,t)(w)f(x)dx k3.l).
0

N
o wy K

El procés ¢(x,s,t) no é€s un temps local respecte la mesura
de Lebesgue, que és la mesura associada al procés creixent de
Wz, a causa del factor uv que apareix a la part esquerra de la
igualtat (3.1).

Walsh en [ 38 ]Jdefineix un temps local L{(x,s,t), per zl mo-

viment brownia Wz, continu en les tres variables, de la focrma

segiient: rt
L(x,s,t)=3 L (x,s,t')dt’
1
o]
on L_(x,s,t) és el temps local de {W t'«R } considerat com
1 st'! +

a moviment brownid unidimensional. Aguest temps loczl é€s tal que,
quasi per a tot w ,es compleix,

rs pt P
J [ f(W (u))dudv = k L(x,s,t)(w)f(x)dx,
0 do uv R

f:R—>R boreliana iafitada i V(s,t)eR+
D.Nualart en [30 ],mitjancant una férmula de ItS per a mar-
tingales a dos parametres, defineix un temps local per a martin-

gales M de Vn“ respecte la variacidé gquadratica de 1.

c,loc
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Aplicant la formula de It8 deguda a Wong i Zakal [u2 ] , a

les martingales adaptades al procés de Wiener,

T
M_= fR olz')aw_, +jR XR v(z',z")dw_,dw_, (3.2)

4 z 4

on e J& iWeJ;w [ 42 ],podem expressar el seu temps local respec-
te el procés creixent ﬁ, com a sumes d'integrals estocdstiques
respecte el moviment brownia wz. Ens podem preguntar com é€s el

temps local de les martingales M del tipus (3.2) respecte la

seva variacid quadratica
<P47Z= f 0% z')dz' + f j v z',z")dz'dz"
Rz Rz Rz

aquest probiema encara resta obert en el cas general,

En aquest capftol es demostra un teorema d'existéncia
d'un temps local continu en les tres variables,L{(x,s,t), per a
martingales Meﬂn; respecte la seva variacié quadratica, sota
certes condicicons de continuitat i derivabilitat dels processos
d<M>Z s dtMs? & i d(M‘tvs. Aquest temps local es defineix a |
partir de la familia de temps locals {Ll(x,s,t), x>0, (s,t)eR:}
de les martingales unidimensionals '{(Mst)sao t>»0 }. La fami-
lia de temps localws { Ll(x,s,t) x>0 ,(s,t)eRi} té bones pro-
pietats de continuitat segons el resultat obtingut per M.Yor [ 44 ]
Malauradament aquest Teorema no es pot aplicar en general a les

martingales adaptades al procés de Wiener, puix que les condicions

de derivabilitat exclouen els processos del tipus

5
} f ¢(z,z')dwzdwz, ., 1 en particular el procés
Rst "Rgt '
f )
= W :
I, 5 ja I ogazry 9999,
st st

-86~



Un estudi particular per al procés Js* permet obtenir un
|9

temps local L(x,s,t) continu en les tres variables respecte

la seva variacid quadratica, es a dir, quasi per a tot g tenim,

) s Pt
5 f(x)L(x,s,t)(w)dx = S j f(J ( w))uvdudv per
R o Jo uv }

a tota f:R—R boreliana i afitada, i *f(s,t)eni.
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.2z COMPARACIO DE DUES FékMULES DE ITO PER A MARTINGALES
BROWNIANES. EXPRESSIO DEL TEMPS LOCAL D'AQUESTES

MARTINGALES RESPECTE LA VARIACIO QUADRATICA DE M.

Wong i Zakai obtenen en [ y2 ] una formula de Itd per a
processos que poden expressar-se com a sumes d'integrals esto-

castiques respecte el moviment brownia. Considerem les martin-

gales de guadrat integrable de la forma:

N ~
M =j p(z')dw_, + f ! p(z',2")dw_dw_ .,
R A Z Z

que és un cas particular dels processos estudiats en [uy2 ] .
Per a tota funcid F:R—R continuament diferenciable de quart

ordre, F(Mz) admet l'expressiéd:

5
F(M, )= F(MO)+j Fr(m, )¢ (z')dw_, + —é—f Fr(u_,) ¢%z')dz'+
RZ RZ
+.f f [F"(MZ'VZ,,)L!(Z'VZ,z")ﬁ(z' z",z") +
RZ RZ
’ [ " '
Ft(MZ,vz”)m(z , 2 ] I Z'Rz" ) dwz'dwzn +
n
+Jﬁ J {F"(Mz’vz”) plz',z")u(z'va",z') +
RZ RZ
1 a4 ' '
4F'”(MZ,Vz")u (z'vz'",z')u(z'vz",z") ]I &'Kz”}dz'dwz
It N
+ JR \JR [F"(Mz'vz“) plzt,z")u(z'vz",z") +
Z VA
*ZF"'(MZ-VZ-.)E(Z'VZ"vZ')“ (z'wz",z" ]I z' z"}dwz'dz"
N )
! 1 2 ]
* jR JR I{Z'Kz"}{é v (z"z”)F’(Mz'vz") *
zZ Z F'"(levz")ﬁ(z'vz"’z')u(z‘ z")q,(z',z") +
4 —~
%F( )(Mz’v7”)u (z'vz",z')u (z' zﬁ:ﬂ}@z'dz"

(3.3)
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on u(z,z')= ¢(z') + J v(g,z")dw i
Z
3(z,2)= s(z') + f v(z, £)au
R g

¥4

Observem que si z=(s,t) i z'=(s',t') s6n dos punts de Ri

tals que z'<z, aleshores, -

t’-,—//-/' %“

)] ' | '
j v( g z')dw = vig,2 )dwg 2
R

. € [(0,t"),(s",t)] s! s

Igualment, t}

N

p(z', g)dw
€

2

v(z',g)dw = j t'y——VaL g
XR & J[(s,0),(s",t)] 777
s' s
Per tant u(z,z') no depédn de s i u(z,z') no depén de
t. Entendrem que u(t;s;t')=u( (s,t),(s',t') ) i

i(s;sit')=0( (s,t),(s',t') ).

Amb aquesta notacid, podem expressar la martingala Mz com
= .g! ' = it . .
M, f ultss',tr)dw_, fa u(sss't!)aw_, .,

Rst st

Sabem gque per a tota martingala Mchn; i per tota
b

loc
funcié F:R —sR continuament diferenciable de quart ordre, F(MZ),

z=(s,t), s'expressa [30 ]:

F(Mz) = F(MO) + j) F'( M

'8 t
1 " 1 " S -
. /;_JO FU(M  JdeM >+ % fo F (Msy)d<Ms > 5

1 ~
_QJR Fr(M,, )d<Ms> | - 'fn Fro(m )d<Mm,m,,
A Z

_%f FU 0 ya<is (3.4).
R z z

V4
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Proposicid (3.2.1)

Al
Si M_= S
R

i MeWl2?2 (o
z C

funcid conti

\
¢ (z')aw_, +fR ij(z',z")dwz,dwz,,
Z zZ Z

& 2 . : P
Mz Vﬂc’loc) i F:R—R és una

nuament diferenciable de quart

ordre, les férmules (3.3) i (3.4) donen la

mateixa desc

Demostracid:

omposicié per a F(MZ).

Per a poder aplicar la férmula (3.4) a la martingala Mz

necessitem que sigui localment de ﬂi;; en el nostre cas, donat

P . . mn2 s N . :
que Mz és una martingala browniana de WL, aixdo implica que

éigui de M

¢ M>

p
c,loc

per a qualsevol p>1 [ 11 ].

A fi de trobar ¢ M7y _, apliquem a F(x)=x? la férmula (3.3)

N
2 1
Mo+ ZJ M, o(z')dw_,

R
z

+ Y ¢2(z')dz' +

R
Z

+\I f [Zu(zvvzn’zn)ﬁ(zlvzn ,Z') o+ 2Mz'uz”w(z"zu)]

R R
z z
I (z'7 2"} dWZ,sz” »
D 3 _
+2J J plz',z2")ulz'vz",z')dz'dw_, +
Z
Rz RZ
+2 j J p (z',z")ulz'vz",z")dw_,h dz" +
R R z
z z
+ f [ p(z',z")dz'dz" (3.5)
R R
z z

€s 1l'Unic procés creixent i continu tal que M = <¢M> és
z z
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una martingala feble, per tant,

\

N )

<D4>z = j - ¢Hz')dz' + 3 f p2zt,z")dz'dz"
RZ R R

donal que totes les integrals estocastiques de (3.5) respecte
el procés de moviment brownid sén martingales febles.

Podem considerar Ms com una martingala unidimensional en

t

s. Aplicant la férmula de Itd en una dimensié a F{Mst) on

Vt NS
M2 = M2 H W
Ms 12 + 2 | & M(x’t)u(t,x,y)d Xy +

1 v 8 t
+ —?.j j u? (t;x,y)dxdy.

Sabem que <¢M >s és 1'Unic procés creixent i continu tal

t
(M & - M t))s és una martingala en s, per tant
rt ps
(M > = J J u? (t;x,y)dxdy.
.t s 0 0

De forma similar obtenim,

s pt
S_>t=( X u® {s;x,y)dydx.

<M
0“0
s
Ens interessa calcular \f F"(M__)d<¢M > . Recordem que
0 xt .t ox
Mxt= j\R u(t;z)dwz , 1
xt
is ns »t
LAY ¢ - ] 2 . ) -
EO FU(M_)d<M > J . F (Mxt)(Jo u® (tix,y)dy )dx

{ " p 2 .
] F (Mxt)u (t;x,y)dydx.

1
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Apliquem la férmula de It8 en t, entre els punts y i t,

al producte F"(Mxt)dft;x,y),

2 . - " . -Fn . ~F" 2 -
F"(Mxt)u (t;x,y) F (Mxy)uz(y,x,y) F (Mxt)uz(t,x,y) F (Mxy) $2(x,y)

t px
= f F" (M Youly sx,y) v (x',y ;x,y)dwW_, +
yjo *Yq 1 1 Y

"t px
{ 2 . tn . ] \V
+ fo u (yl,x,y)F (Mxyl)u(x,x ,yl)d X'y, +

nt px
J IRl . . . - .
+ % J {o [2F (Mxyl)Zu(yl,x,y) vix ',y sx,y)U(xx",y,) o+

+ F" (M )2 v Hx',y.ix,y) +

xyl 1

(4) ~
+ F (Mxy )uz(yl;x,y)u ﬂx;x',yl) ] dyldx'.

1

Aleshores:

zf Fr(M )deM > =% f Fr(M_ ) oXx,y)dxdy +
R . :

st ‘ Rst
A
+ fR j . VF"(MZVZ,)u(zvz',z')w(z,z')dwzdz' +
st st
+ Z‘f f F'"(M ,Ju (zvz',z')ulzvz',z)I - dw dz' +
J Zv z {ziz"} z
R R
st st
'l“!
' ] [T
+ %Lj y [4F"'(MZ\IZc)u(Z"Z yz')v(z,z')u(zvz',z) +
Rst Rst (4)
+F (M JJu2(zvz',z')u2(zvz',z) I
ZVZ {ZRZ'}
+FrvM o )2v*(z,2') Jdzdz!
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"De forma similar obtenim:

t )
1 " - 1" 2/
4‘f F {Msy)d(MS.) v = % 53 F (Mxy)¢ (Xx,y)dxdy +

0 st
A
+ j o j’R' F"(MZVZ,)ﬁ(zvz',z)w(z,z')dwz,dz
st st
1 "N 3 1 t '
+ % YR X . F (MZVZ,)u (zvz',z)ul{zvz',z')I {ziz'}dwz'dz
st st
+ % jR f [4F'"(MZVZ')u(2vz',z')ﬁ(zvz',z)w(z,z') +
st st
(4) 52 ' ' !
+ F (M )d zvz',z)ulzvz',z') +
Zv Z
" 2 ] '
+ 2F"(M ) vz, 2 )]I{Z-z, dzdz'.

En particular deduim,

) P b
N - | 2 i .
¢ M.t’s = XJR ¢ (z)dz + JR } . 2u(z z',z')w(z,z')dwzdz' +
st st st
N N
+j ﬁ ¥3(z,z')dzdz"’
R R
st st
p Py
Moy, = J o2(z)dz + | j ] 2t(z z',z)y(z,z')dwW_,dz +
Ret Ret™ Fst
+ ] ﬂ v2(z,2')dzdz'.
N
Rst Rst

”~

Ara ens interessa trobar M £ Recordem la segiient versid
s

del Teorema de descomposicié de Doob-Meyer deguda a D.Nualart[ 29 ]:
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~

; = \ < - .
Mst 2 fR MZdMz + 2Mst + (Ms.> . + M.t>s <M)st
st

Comparant amb la férmula (3.5) resulta,

M = Jﬁ w(zvz!,z")l{zvz',z)I _ dw dw .
st {(zRz'} z z!
R R
st st

Per tant,

" ~ = " 1 Y3 '
J) F (Mz)dMZ y ‘Y F (szz,)u(zvz yz')l(zvz 'Z)I{zxz'}dwzdwz'
R R R
st st st

i M)st f f u“(zvz',z')d *(zvz ’Z)I{zxz'} dzdz
R
st st

Necessitem calcular també <:M,M>z, per aixd recordem que

<M,M>z = Z(M+M>Z - ‘/2<M>Z - %<M>z , a més,
<M+M>z = f 02 (z)dz +

Rst

‘ 1

+ E y [v(z,2") + I (zRz'} u(zvz',z')i(zvz',z)dzdz
Rst Rst
d'on 2 «¢M,M>_ . = J’ p2(z)dz +
. R
st

N
* } f [ v¥z,2') + u?(zvz',z')d Hzvz',z) +
R R

st st
+ 2% (z,z")ulzvz',z2")i(zvz',z)]%1 _ , ,dzdz' -
{zaz'}
N \ \
- j 0%(z)dz - j j v¥(z,z') dzdz' -
R
st Rst Rst
E‘; 8}
- 2 e | YT 2 oy ! N L I—
. j o u?zvz',z')d ¥zvz ’Z)I{ZRZ'} dzdz
st st
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2] .)
= 2 { J ylz,z")u(zvz',z")l(zvz',z)dzdz".

Substituint a la férmula (3.4) les expressions obtingudes

per a Mz, 4M Ly , (M }y, <bI>Z, <M,M>Z i <n4>z obtenim la

R 4 s.

férmula (3.3). En efecte:

L - s
ol = F'(M f F"(M 1 % "
F“st) jn (‘z)sz + . (nz)diz + 4§o F (Mxt)d<M.t>
st st
Lt j
4 F"(M - 1 UG, l -
+ /EJO ( sy)d(Ms.) y % RstF (M_)dem>
mne iy 17 ’ (4) iy
- FUo(M )dgeM,M> - 4 F (M )azgM>y> =
R A VA R zZ z
st st

= t (I i r " h
yR Fr(M_)o (z)dw = + ER jR Frm ., )v(z,z')dw dw . +

t
S st st

»’W

+ j

tH ' t a7 i
. .fq F (MZVZ,)u(zvz ,z')li(zvz',z)1I Ziz')

st st

dw 4aw  +
z =z
F"(MZ) 0%z)dz +

\ .
+ J y F"(M2v2')u(zvz’,z')w (z,z')dwzdz' +
Rst Rst

dw dz'+
z

N )
1 LIS 2 poy ¥ ' S t
+ % jR YR F (MZVZ,)u {zvz'!',z')l0(zvz',2)I tz52'}

st st
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+ % ( [aF (M Julzvz',z') ylz,z')i(zvz',z) +
Zvz

(4)

+ F (M Yuz {(zvz',z!')ilzvz',z) +

zvz!

+ 2F" (M Yp2z,z")]I '
(M, ) w2z, 2")] Iz&z'}dzdz
n "
F”(Mz) ¢Xz)dz + | j F'"(MZVZ,)ﬁ(2vz',z)¢(z,z’)dzdwz'+

R
st Rst st

i : x ~ 2 o
+ B | F'”(Msz,)u (ZVZ',z)u(zvz',z')I{Z:z,} dwz

+ % 3 j [ AF'”(MZVZ,)u(ZVz',z'}G {(zvz',z) Vv(z,z2') +

(4)

+ F (M )uz(zvz',z')fﬂzvz',z) +

zvz!

" 2 t T - -
+ 2F (MZVZ,) pHz,z2') ]I (z7z') dzdz

8

K D
3
- Zj F"(M _ Je23(z)dz - % j S FU" (M DvXz,z')dzdz' -
R z R R zZvz
st st st

- ;R i F'"(MZVZ;)w(z,z')u(zvz',z')ﬁ(zvz',z)dzdz' -

5 ' i(z
X s ( sz,)u (zvz',z2"){(zvz',z)I 23z }dzdz' =

N ~

i
— ' 0l t (M '
= J F (MZ)¢(z)sz + s {YR F (PZVZ')m(z,z )dwzdwz, +
st st st

yui{zvz',z'")l(zvz',z)I aw dw +

i Fr(M
Zv {zzz'} z z!

Z 1

+ % F"(Mz) ¢¥z)dz +
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" v
+ 3 o & o [ F (szz,)u(z z',z')yp (z,2') +
st st -
1 = L5
+ /ZF'"(MZVZ,)uz(z»/z',z')u(zvz',z)l (zaz ') ]d'dzdz'+
g ’
+ 3 . j 5 [F"(MZYZ,)ﬁ(zvz',z)w(z,z') +
‘st st :
1 ~ 2 .
* /éF'"(szz')u (zvz',z)u(zvz',z')I fZ"\Z'v_JdZdwz'+
+ y f [F'"(szz,)u(zvz',z')ﬁ( zvz',z) p(z,z') +
R R
st st (4)
F (M ,)uz(ZVZ',Z')ﬁz(ZvZ',Z) +
zZv Z
L]
+ ZF"(MZVZ,) p2z,z'") ] I (zrz " }dzdz .

D.Nualart demostra l'existéncia d'un temps local continu

per a tota martingala Me?ﬂc"

a la variacid quadratica de

existeix un procés {L (x,s,

loc respecte la mesura associada

LY

M[3 ], &s a dir,

la martingala

t), xeR, (s,t)eRj} continu en

(x,s,t) tal que per a tot punt (s,t) eRi i per a tota funciéd

mesurable i afitada tenim:

D ~
j f{(M )deM>
R z z
st

~

!

~

L{x,s,t)f(x)dx.
R

Aquet procés L(x,s,t) es defineix de la forma:
N ) 1:\ ~
L(x,s,t) = 1lim __j " d<zM> =
e o £Jg { X Quz<X+€} z
‘st
=2/3 [(-x)"]s - 2/3 [(M__-x)T]s +
st
0]
*2 } (1 -x)T]2 am + 4‘f (M -x)7dM_ +
R z z z z
st R
st
?t . S .
! I\ - \ 1 - & -
+2 \ (MSV X) d<MS > + 2 2 (ILUV X) d(I .t>u
~ 0 ~ 0
. p .
-2 (M_-x)Td<H -4 M
JR d< 1>z Jq‘ I{Mz>x}d<B’M>z .
st st



En el cas que la martingala M sigui de la forma

n n
_ ’ - [
Mst = j\R Q\z)dwz + j J V{z,z )dwzdwz, ,
st R

st Rst

~

el temps local L(x,s,t) s'expressa:

L(x,s,t) = 2/3 [((-x)% s - 2/3[(M_ -x)"]* + 2[ [, -x)"]%¢ (z)aw_-

Rst
:’ {‘)
, ; x ot ) R
+4 jR ] . (szz' xj y(z, z )dWZaWZ, +
st st
N it
‘ | )Ty 1 Y
+4 ] | (szz' x) ulzvz',z')i(zvz"',z)I Zxz ') dwzdwz,+
R R
st st :
N
| +
+2 (M -x) ¢2(z)dz +
R Z
st
s A
1
} 2 ] ) ~ 1
+ | } [4I{M N (z z',2')8(z z',2z)1I tzxz 3t
R R zvz!
st st
+4 (M , =X )+u(2vz',z') v(z,z') ] dwzdz’ +
0 »
\ i
} i ~ 2 [ [ '
+ ) {4I{M N x}u (zvz ,z)I{sz,}u(z z',z') +
R R AYR-A
st st
. + .
+ 4(M2vz'-x) i(zvz',z)v(z,z')] dzdwz, +
y "
+ S [4I{M S x}u(2vz',z')ﬁ(2vz',z)w(z,z') +
R R zvz!
st st

ty2
+2(szz,-x) v2(z,z') ldzdz'.
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III.3 TEMPS LOCAL RESPECTE LA VARIACIO QUADRATICA DE LA MARTINGALA

L'objectiu dfaquest apartat és demostrar l'existéncia,
sota certes condicions sobre la martingala, d'un temps local
L{x,s,t) respecte la seva variacid quadratica. E1l resultat que
volem demostrar és el segiient:

Teorema {(3.3.1)

Sigui {M_, F ,z¢R?} una martingala de M2
z z + c

nul.la en els eixos i tal que:
a)

0
<M32= J g(u,v)dudv

R
z

on g{u,v, w) és un procés mesurable respecte
ds(Ri)x4F,adaptat, continu i amb derivada respecte

u continua, en (0,+ =P .

b) rt
< =
M.t >s Jo flu,t)du ¥Nt>0

on f{u,tw) és un procés mesurable respecte
ﬁ(Ri)xF ,adaptat, continu, amb derivada respecte
u continua, i estictament positiu en (0,+e)?2.
c) t
<M > o= h(s,v)dv
0]
on h(s,v,w ) és ﬁ(Ri)xE’ mesurable i tal que,

sup E[}h(f,s)}p]<m ¥s,t > 0 i per algun p>4.
oLtEt .

Aleshores existeix un temps local de la martine--
gala {Mz,chi} respecte la seva variacié quadra-
tica, {L(x,s,t) xeR, (s,t)€Ri} ,que admel una

versié continua en (R~{O})xR:.
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Nota Evidenlment les condicions a) b) i ¢) poden enunciar-se

intercanviant els papers de s i t, i el resultat del Teorema no

gsl'altera.

Donada una martingala {Mz,zeR:} de Q%ﬂ podem considerar
la familia de martingales unidimensionals i continues {(M ,) t301}
i els seus temps locals{Ll(x,s,t),xeR,szo t>0} respecte la seva
variacid quadratica <M.t>s°

Definirem el temps local L(x,s,t) buscat mitjancant aquesta
familia de temps locals. Abans de demostrar el Teorema{(3.3.1)
necessitem alguns resultats sobre l'existéncia, la continuitat

i el comportament en les proximitats dels eixos, de la familia

{Ll(x,s,t), xeR, s,t 01} .

Lema(3.3.2)

Sota la condicid c) del Teorema{3.3.1l) existeix una

versid de {Ll(x,s,t),xeR,s,t;O} continua en (x,s,t).
Demostraciéd:
En efecte, recordem el seglient resultat,
Si disposem d'una familia de martingales continues unidimen-
sionals {Mx,xeRd} , i dpe [1,=] i 1¢]0,1] amb Ap>4 tal que:

X

iow* - Iy sc1l %=y N* (s.6),

aleshores existeix una versid dels temps locals d'aquestes martin-
. . 2 =4 a d
gales, respecte la seva variacidé quadratica, {be s, XéR ,aeR,beR 1}
+

continus en (a,b,x).

Només ens cal comprovar que la nostra familia de martinga-
les compleix la condicidé (3.6).

¥T,S 20 considerem {(M t)s , 0<s &8, 0 ¢tgT ).
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Si tgt',
Per la desigualtat de Doob

Burkholder
p ,1/p |
R IS cpH (Jt'

(3.7) gc
p
finalment aplicant Jensen i Fubini resulta,

1P 11/ (3.7)

ll M.t - E[ sup lMst.Mst'
Ogs ¢S
( p>Ll) i.després per la de

tenim,
t %
h(s,v)dv)zilp ;

E HMSt“MSt'

____1.._ dv )l/p £

t
1 ihs,n (P72
lt-t' |

1
<c It-t'l/2 (
p Vg
1
<e It-t'lé [ sup E Hh(s,r)ip/z]l/p (3.8) .
P t<r<t!
La hipdtesi c) ens asegura que 3p>4 tal que
sup E] [h(<,s)|P ]=K <= . Prenem p=2p i resulta,
0<rst
1,
(3.8) < |t-t' %P |
Lema (3.3.3)
Existeix Ne¢F , P(N)=0, tal que per a tot x< R- {0},
5C té
X

existeix una regidé d'atur D;LRi, tal que
l(x,s,t)( w) =0

interseccid buida amb els eixos i L

V(s,t)er ivrweR/N.

Demostracié:
Sigui xe¢R- {O}fix .Definim
{(s,t)eR2; sup [M (4)] <u§l!}.

+ z 2
z€R
st
*
A

D ( w ):
X
La continuitat de la martingala M_ permet assegurar quw004@r)és
V4 2 X ]
&
o o |

L
7
By

/

'~"\II\,<~

a,;ia iﬁter

&
v

1=

és contin

A

una regid d'atur
Si wés tal que la trajectdria Mz(m)

‘c.,' A R N

4/\”*/)““ TeX h A

(AT
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seccié de BC(-w) amb els eixos és buida; recordem gque la martin-
X
gala Mz és nul.la sobre els eixos.

Fixem s,t eRi; sigui As,t= {w; (s,t)er(w Yy o Ast és

una part mesurable d' g .

Suposem que Ast* $; aleshores Vwe As tenim,

t

1 tM_,, >xt(®)=0 ¥s'<s si x>0

I (w) =0 ¢¥s'<s si x<0,

(Mg >%}

i

Per la propietat de localitat de la integral estocastica,

¥ weA /N

st/ 'st? °0 PgNs

t)-—'ov

0 si x>0

s
i (jI{M, >xp diMgrg M) =
o] s't X
M si x<0
st
i per tant,
s
+ —

Ll(x,s,t)(w) = 2{(Mst-x) -X - JOI{MS,t>X}dlMs't](m) =0,

Sigui (sn,tn) un conjut numerable i dens de Ri. Prenem

n 1

N =gN # 0).

s, ' /
< s t (la unid s'esten als neN tals que AS N

n n n n
Aleshores,Vmeﬂ/N, si (sn,tn)e Dx(w) resulta que

Ll(x’sn’tn)(m) =0.

Per la continuitat del procés Ll(x,s,t) en les tres varia-

bles demostrada en el Lema (3.3.2), Ll(x.s.t)(m) =0 #(s,t)er(w)
i #o € Q/N amb P(N_)oO.

Observem que si x<x',

[x]

-Q—}CD (w).

- 2 M
D (w)= {(s,t)eR?; sup [M (w)]< X!

€
Z RSt
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Prenem N= U N ; Aleshores ¥xeR/Q i Yqsx, qeQ, tenim,
qeQ

i

Ll(r,s,t)(m) 0 G{(s,t)er i T owe Q2 /N,

per la continuitat de L, L, (x,s,t)(s)=0¥s,t)eD i ¥ we /N

l!

amb P(N) =04,

Amb l'ajut d'aquests dos Lemes podem demostrar el Teorema

(3.3.1).

Demostracid del Teorema (3.3.1).

Hem de trobar un procés L(x,s,t) continu en (O,m)xRi, tal
que, execpte en un conjunt N de probabilitat zero, per a tota

¢ :R—>R boreliana i afitada,

s (t Yt Ps
f .g (M )d<M > = } ﬁ (M Jg(u,v)dudv =
o Jo uv uv o Yo uv

«<

o
= \ L(x,s,t)¢ (x)dx.
J -

-]

E1l procés Ll(x,s,t) compleix una igualtat similar, concreta-

ment s [s
’ } (M jd<M > = o (M )f(u,t)du=
0 uv .t u o uv
p+e

J L, (x,s,t) o(x)dx.

Sembla natural, doncs, definir el procés L(x,s,t) com,

t aLl(x,s,t) (s.v)
L(x’syt)= 50 a—g———-—— %(S“:V) dv.

Malauradament no sabem si Ll(x,s,t) sera derivable respec-

te s; per solventar aquest problema donem la segilient definicié
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del proéds L(x,s,t),

't ( ) b s - ( v)
Lix,s,t) = £8,v) Ll(x,s,v)dv —j ( -—3(%J1L—)Ll(x,s,t)dudv.
o f{s,v) o Yo du f(u,v) (3.9)

La continuitat del procés L(x,s,t) ve donada directament

per la continuitat dels processos g ,f , i Ll'
Observem que quasi per a tot w ¢ 2 les funcions

g(s,v) C_a,g(u,v)
f(s,v)Ll(x’S’V)(w) i ax(fTETzs) L (x,u,v)(w) (x£0)

sén integrables en [0,T]i [0,T]x[0,S] respectivament, per
a tot S,T>0 i per a tot x#0, donat que f(u,v) €s estrictament
positiva en (0, +«}2 i pel Lema (3.3.3) podem trobar una

regib Dx(w) (si wgN, P(N)=0) tal que Ll(x,u,v)(m) =0

V(u,V)éDx(w), i per tant

glu,v) _3.8lu,v)

Ll(x,u,v)(w) =0 i

) Ll(x,u,V)(w)=O.
f{u,v) su  flu,v)

Aixi doncs el progs L{x,s,t) estd ben definit i &s continu
en (R- {0 })xRi.
Per acabar la demostracid ens falta comprovar que L(x,s,t)

és un temps local de (Mz)2eR2 respecte la seva variacidé quadra-
-+

tica.

Sigui ¢:R—R una funcid boreliana i afitada. Calculem

-0

v p+e nt (
3 L(x,s,t)q:(x)dx:k j g—f—’—z-)-Ll(x,s,v)fD(x)dvdx -
o) f(s,v)

+ t S ( )
~X Y l —i(.E—ELX-)Ll(x,u,v)¢(x)dudde (3.10).
0 du fs,v)

-104-



Aplicant Fubini i tenint en compte la propietat de temps

local de Ll(x,s,t),

-t 28
(3.10) = j ELELX) 5 ¢ (Muv)f(u,v)dudv -

o f(s,v) 0
t S ( V) u
_[ j' _i(_g__h_.)f ¢(Ms,v)f(s',v)ds'dudv (3.11).
0 Jg flu,v) o

Sabem que

g(s,v) s s 3, glu,v) e ' )
SR oM v)f(u,v)du - ~(=2==r_") \ o (M_, )f(s',v)ds'du=
f(s,v) do0 u 0 au f(u,v) =0 sV

S
MMuv)f(u,v)du = g g(u,v)@(MuV)du.

) S g(u,v)
0

0 f(u,V)

Substituint en (3.11) queda:

+ o t s
5 L{x,s,t) ¢(x)dx = E y g{u,v) ¢(M _)dudv .
uv
- ® 0 Vvo
Nota Si D és unaregidé d'atur, i les condicions del Teorema(3.3.1)

restringides a D es compleixen, la demostracidé es pot localitzar
i el resultat és valid dins D.

" Per exemple, si (Mz)z és una martingala de Yﬂ:

€R?
+

nul.la en els eixos tal que compleix les hipdtesis a) 1 b)

del Teorema (3.3.1) ultra la condwic’ que h(s,v) és un procés

continu en [0, w )2 aleshores existeix un temps local L(x,s,t)

continu en (R- {O})xRi respecte la seva variacid quadratrica.

Només cal predre les regions d'atur

D (w)= ({(s,t) / sup fh(u,v,w)] gn }
(u,v)eRst

b
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i aplicar el Teorema(3.3.1) dins Dn.

Estudiarem ara com s'interpreta el Teorema{3.3.1) en
alguns casos particulars com sén les martingales fortes i les

martingales brownianes.

1 Martingales Fortes

Sigui {Mz, Fz’ zeRi} una martingala forta de ”ﬂi. En aquest

< > = < > = . 3.3,
cas M.t S MS. & <M>St El1 Teorema (3.3.1) queda,

8l
Si <M:g = ‘j g{u,v)dudv on g(u,v) és mesurable respec-

te ﬁ(Rj)x F, adaptat,continu, derivable respecte u amb derivada

continua a (0,»)? i estricament positiu en (0,=)? ; aleshores

existeix un temps local L(x,s,t) de la martingala (Mz)Z R 2
&

+

respecte la seva variacid quadratica, que admet una versid

continua en (R- K)})XR:.

2 Martingales Brownianes

Tota martingala de quaﬁat integrable, continua, i nul.la
en els eixos, {Mz, zeR: } ,adaptada a la filtracidé d'un brownid

{WZ, zeRj} , admet l'expressid

R

)]

M= J o (z')dw_, + f f v (z',z")dw_, dwW_,

zZ z R R z 2z
2z Z ¥4

»2 . 2
on ¢e.fw 1\Delww.
Veiem quina expressié admeten <M >z’ <M > i <M >
en funcid de o¢(z) i vlz,z').
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v¥(x,viu,y)dxdydudv =

i
(S

R

~

—~

N

Q.

N

+
e
D

R R R
2 2 uv
8} 0
= \j [ 0% u,v) + J v2(x,v;u,y)dxdy ]dudv =
R R
Z uv
(o Ia)
= 3 g(u,v)dudv on g(u,v) = ¢*(u,v) + & p2 (x,v;u,y)dxdy.
R R .
Z uv
Nt rs n
<M_ > _ = j ‘ (¢ (x,y) +‘ p(x,y; ¢ )dW _)2dxdy =
s. T 0o R, ¢

t s
= j h(s,y)dy on h(s,y)=j‘ (¢ (x,y)+ f p(x,y; g)dw )¥x
0 0 Rsy &

i finalment,

t
< =
M.t>s X

IS
( o(x,y)+
| f

0 R

v ( z;x,y)dW )2 dxdy =
xt &

'S t N
f f(x,t)dx, on h(x,t)= f ( o(x,y)+ l v ( z3x,y)daw )dy.
0 0 Jth :

Si V#0 no és d'esperar que f(x,t) sigui derivable en x,
degut a la integral estocdstica que apareix en la definicié
de f(x,t).

Si ¢=0 , aleshores {Mz,ze R:} és una martingala forta

i les condicions que hem obtingut en 1 per a g(u,v) es trans-

porten a ¢(u,v) que ja sabem que és mesurable i adaptada; és
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a dir, per a que es compleixin les condicions del Teorema(3.3.1)
n'hi ha proy que ¢2(u,v)Asigui un procés continu, derivable
respecte u en (0,x), amb derivada continua en (0,+®) i no nul

en (0,w)2,

No podem aplicar el Teorema (3.3.1) al procés
{J_= f f I dw_.dw zeR> } donat que
4 {zzaz'} zZ z' +
R R
z b4
ft \ yt
= Zdy= W o - 32 3
f{x,t) ( f I {eR(x,y)} dW;) dy (w c W j*dy és una

b'e Xy
0 th 0

semimartingala amb la part martingala de la descomposicid de
Doob-Meyer, no nul.la. Trobar el temps local del procés J res-

pecte la seva variacidé quadratica requereix un estudi especial.
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II.4 TEMPS LOCAL DEL PROCéS (Jz)zeRz RESPECTE LA SEVA VARIACIO
+

QUADRATICA.

L'objectiu d' aquest apartat &s trobar un temps local per
al procés Jz’ respecte la seva variacid quadratica, continu en

les tres variables.

_3glu,v)

o ) en la definicié
f(u,v)

No podem utilitzar el factor
de L(x,s,t) tal com ho feiem en el Teorema(3.3.1), puix que,
segons hem observat. al final de l'apartat 3.3, f(u,v) no és

. . . . 3,8(u,v)
diferenciable en u. Ara bé, podem interpretar -(5———-) com el
f(u,v)
diferencial d'una semimartingala i recuperar, amb certes mo-
dificacions, la definicié (3.9) de L{(x,s,t).
Recordem les variacions respecte una i dues dimensions del

procés Js

£
f j Sztz )
<J > = ' - =
I . . I{zxz'} dzdz 5 fR g(x,y)dxdy
st st st
o’
on X, =X TX, R .
is ot s glx,y)=xy Tx,yeR,
<J > = J J (W =W )2dydx = J f(x,t)dx,
.t s Yo Yo xt Xy 0

t
_ - 2
on f({x,t) = fo(th ny) dy.

s pt t
<J > =\[ L{ (W__ =W )%*dxdy = j h(s,y)dy

‘\,S

on h(s,y) = (W -W__)*dx.
v 0 sy Xy
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Proposicid (3.4.1)

sup E [|h(s,t)|PJ<=  ¥p31 i ¥s,t2o0.
.05t t

Demostracié:
NS

E [“1(3: T"”p ]= E [l J (Ws'r“wX‘r)2 dx!p IS

0 T X7
-1 .2 s p-1 2p! gP*1
= sP E [N p] X (s t-x1)Pdx=s Pl.P
0 pt2P p+l
on N és una variable aleatdria N(0,1).
Aleshores,
) 5y 2P! P
sup E [lh(s, )Pl sP <= §s,t30, ¥p 31 .
os T &t p!zp(p+1)
Considerem la familia de martingales unidimensionals
{(3_ ) , ¥t201 . Pel Lema(3.3.2) i el Lema(3.4.1) existeix

st 's>0
una versid dels temps locals d'aquestes martingales

{Ll(x,s,t) t 20, xe¢R, s30} continues en RxRi.

v
P - - 2
Per a tot v>0, el procés {f(u,v) jo(wuv WuT) d'r}uao

és una semimartingala, nul.la a l'origen, amb la segiient des-

s oz _ = on
composicidé de Doob-Meyer, f(u,v) Muvi'vuv’ C

oV

— - 2-' —-— i

Muv..\jo [(wuv wurg u(v-1 Jdrt (martingala)

nv v?
VuV'= j u{v-1)4as =E§ (procés de variacid afitada)

0
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Per a tote<0, considerem wezR—»R, continua i dues vega-

des diferenciable ,creixent i tal que we(x)=e si -~e<x<e ,
Ve(x)=x si x>2¢ , fws'lél iy "lel.
€

Definim la funcié F:R+xR-—»R

(x, y)=—
v (y)

La funcidé F &s continua i de classe £ ‘a (0,+=)xR. Apliquenm

la férmula de It6 en [O,u] i tenim,

u

Flu,f(u,v) )= ——————— =
v{f(u,v))
u d a U )
=y ..L___...__-j u oy (flu,v))a flu,v) -
0 ‘be(f(uyv)) O‘i’g(f(u,V))

[u " _ fru
+ VI(f(u,v))?d M > -%J
0 v (flu,v))  F v 0

ve' (f(u,v))u

d <M >u
b (f(u,v))?

-

Quan €—0, v (f(u,v))—>f(u,v}) q.s. , p/(f(u,v)) 51 q.s. ,

i w2 (f(u,v)) —0 q.s.

Definim les aproximacions del temps local de Jst com,
y t sv
LE{X,S,t)= jom Ll(x,s,t)du -
't s uv
i j | rxsit)a (=2 v -
0 Vo vf(u,v))
t sv t fs vd
=[\ -f—(—u——\—’")- Ll(X,S,t)d\.L - ‘( Ll(X,U,V){ —-——-2-—- -
o % o Jo LV (f(u,v))
av vy (£(u,v))
- — w;(f(u,v))dlf(u,v)+ d<M 2
Y (f(u,v))? Yo(f(u,v))? )
p "(f(u,v))uv
-y = d <M V>u]dv (3.12)

bLE(u,v))?

per a tot x#0 1 per a tot s,téR:.
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Per a donar una .millor expressié de L(x,s,t) calculem

<M v>u' Per la férmula de It8 sabem:

» U

- W - - - ( -
(W =w )% =u(v-1) + ejo(wav Wor da (W —w ).

Aleshores,

v pu
> = < - - -
<M.v u 2 jo4fo(wcv wmr)dl(WOV wOT)dT>

IV opu ru
= 4J j‘ J (w - W ) (W -W ) (v- rtvt)dodridr=
0 do gV o aV ogT

Y(w -W yJ(vetvr')drdt)do
ov o7

"
N
Crrsy
=
e
o <
(@] >
<
=
Q
<
]
o=
A

0

Substituint 4 <M v il en (3.12) tenim:

t t s
sV v
Le(x,s-t)= jo 'TTETV)LI(X’U'V)dV - fo EO 7EI?TETVW)Ll(x3u’V)dUdV+

t ps
uv .
*jo jo Wz \pe(f(u,V))Ll(x,u,V)dlMquv +

ot

p s uv
“J, j\o b Oow ) Srrm e ve (Flev))d v pdv -

Nt ] VOp
|

~j Y L, (x,u,v) = pelflunv)), o)
J

| W
0 v (flu,v))? Jo uv. urt uv_ ut

(v-tyt')drd)dudv.

El Lema (3.3.3) ens permet assegurar que els processos

L. (x,u,v)

1 i (k=1,2,3) sén continus i integrables en [0,S]x[0,T].
f(u,v)
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Per calcular el lim .Le(x,s,t) podem aplicar convergéncia
e~ 0"

dominada en tots els termes excepte en la integral

rt ps uv
jo }o We(f(u,v))le(x’u’V)we'(f(u’v))dlMuvdv’

teninl en compte que,

Ll(x,u,v) Ll(x,u,v) Ll(x,u,v) Ll(x,u,v)
TS S I Rt sl B e e eoes SEAEALEA A N s o
Ll(x,u,v) Ll(x,u,v)
* Iwe(f(u,v))3 Wz(f(u,v))ls | flu,v)’ | :

"t ns Ll(x,u,v)

|
Jo v_(£(u,v))"

La integral w;(f(u,v))d Muvdv conver-

JO 1

s Ll(x,u,V)

1t
i 2 , —_— . ,
geix el L2?( g, F,P) cap a So jo fa.v) dlMuvdv En efecte

L (x,u,v)
les dues variables sén de L2( @,F7,P) perqué —————u té
flu,v)
moments de tots els ordres, com veurem en el Teorema(3.4.2);
a més, aplicant de nou el teorema de convergéncia dominada,

obtenim,

s pt Ll(x,u,v) UVLl(x,u,v) 2
E{ l f jo 1{)6 (f(u,v))z ‘P'E(f(U,V)) - Fla, v ) dlMuvdvl ]s

s ML Ll(x,u,v) ule(x,u,v)
L | [2a<M > dv ]
v u

£C(s,t)E [ 5 v (f(u,v)) ‘Wé(f(u,v))— flu,v)”

0

que convergeix a zero quan ¢ —30,

Aleshores:
("t pS SV
Io

L{x,s,t) =1im Le(x,u,t) = o do ?TETVWLI(x’u’V)dV -

€—r (O
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NS t v nS uv
. A - M d
_ “O fo Fu.v) l(x u,v)dudv j’ o Ll(x,u,v)d1 A

s nt
uv
* j ; qu,szLl(x’u'v)dlvuvdu -

O0vwo

nt nNs v pv
uv '
- jo jo Flu.v Ll(x’u’t)A(jo yo (wuv wur)(wuv wuf)(v tv1')dtdt dudv

(3.13)
¥x£0 i ¥s,t 20.

Teorema(3.4.2)

El procés L(x,s,t) definit en (3.13) té una
versid continua en (R-{O})xR:.

Demostraciéd:
t »s
Excepte la integral f J -?73-372L (x,u, V)dlMquv’

tots els sumahds que defineixen L(x,s,t) sén integrals per trajec-
tdries de processos continus, i per tant seran processos con-
tinus en (R-{0 })xR:.

Per demostrar la continuitat del procés

jt Ps uv
e, M
. JO T u,v) Ll(x,u,v)d1 uvdv

apliquemel criteri de Kolmogorov de l'existéncia de versions

continues [36 ] .
Sigui §,T,A €R - {0} . Per a tot s i s'ef[0,8], t i t'«[O,T]

|x] i |x'|e(0,A], i ¥p>1, demostrarem que,

\tlns|
J ZL (x',u,v)d. M dv]|P]
1 uv

t ¢s
E[] 5 j —~—JL—T2L (x,u,v)dlM dv- !
<} O B O

flu,v
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't S
< Cpf E[]| j f ?7§—;7(L (x,u,v)- L {(x',u, v))d M dv}p] +
00

P
+E[|f j —TTG—VTYL {(x' ,u,v)dlMuvdvl ]+

t 1 ) 1)
uv P
+E [| f 50~————-—2L (x! ,u,v)dlMuvdvl 1 1<

& flu,v)
2 4
le(p,S,T»A)!X-X'Ip/ + K2(p359T¢A) ls-—S'lp/ +
+ K (p,S,T,A) [t-t'|P.
Yt Ps uv p
——— - [
a) E[] Js jo Fra v [y (uv)-Lo(x'u,v) Jam dvl® g

SKl(p,S,T,A)lx~x'lp/2. En efecte, per Holder,

E[l y f U. v [L (Xu V) Ll(x"u'v)]dlMuvdvlp ]§
2p-1 ¢ s uv
<t P J E [ sup | I ETE~771[L1(x,u,v)_Ll(x¢’u’v)] L uv,pﬂv,

0 se [0,8]

per la desigualtat maximal i per la de Burkholder, tenim,

]
E[ sup | j —-E—«-QL (x,u,v)=-L (x',u,v) Jd. M ]p ]g
se [0,5] 0 f{u,v)*71 1 1 uv

s
[ l SO ml(x’h’V)-Ll(x"u’v)] d Muvlp ]\(
—u® ' ”
€ CE I Jo Flu,vTe Ly (xu,v)=L (x',u,v)]* d<M.v>u]p/ 1.

Aplicant la desigualtat de Schwartz reiteradament i després
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la de Jensen, obteninm,

< CE[| fs _us [Ll(x,u,v)~Ll(x',u,v)] du]p/4{
h P do f(u’v)a
S v av .
| jo(d fo fo(wuv-wut)(wuv"wur')(v' TVT')derqzdulp/4]$
S , p/2. %
—u ' [L ({x,u,v)=L_ (x',u,v)]* du] .
s c (e[| JO RN 1 ] I
rs AN . o
[ IjO(A 30 jowuv.-wm)(wuv-quJ(v-WdeTa @) dulP/ %«

S 8 S
u p/2 %
< Cp(S)[E[(JO"———‘——‘)‘—N du) }J .[E[( g

f(u,v |Ll(x’U’V)-Ll(X',u,V)P dufﬂﬁ;

0
fs APV av 2p 4
fE [ O(4 Jo _)O(wuv-qu )(wuv-wu T,)(v—rvr ")drdr') du)]f‘s

S p/2 %

]

u't du‘

N
$CSD,S,T)(E []j e,

0

S 3
. E ( y L. (x,u,v)=~-L (x',u,v)ledu)p/zlé. 2P,
0 1 1

NS Cv nv 5 y
. (E [j ( [(W  -W J(w  -w ) p(V-Tvr’)‘drdr’du | DI

0 JO 0 uv ut uv ut!
S u 8p 1/8
€ ¢, (p,8,T) (E ffo‘fm,v)ﬁ dul )",

. Y
. [ sup E[.!Ll(x,u,V)-Ll(x',u,V)l8p] s .

se [0,5]

S pv v

{
| - - 2p ' ' %
. JojoJoE (W =W D =W ) ]5P L (v- turt ) dedr rdu) %
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Estudiem aquests factors,

'S pS
- u o} 1/8 1/8
1 E ( 2 = E
W v-—W
Observem que el procés 2y ur , T e[0,v ]} segueix
v
la mateixa distribucié que el procés { W mWo L e [0,1]} .
v (W -w _)?
uv u’t . . .
Aleshores, I — dr té la mateixa llei que la
0
?1
variable J ( wl --wlT )2 d 1t i per simetria la mateixa que
0
1wz a
o 1t T
1 1
La variable ( f wlT dr ) té moments de tots els ordres,
0
1 - 1
donat que, P/ W, dr<e )g/2 exp(- ) (Vegeu Lema 8.6
1T 7.2
0 2 €
-~ 1
Ikeda Watanabe [ 18 ]). Sigui K(q)=E [I‘y W dc |9 ], aleshores,
0]

S .
(f E [] I:-(Tu-;,—)-z' | °P ]du)l/ss Kep)s'/® - ¢, (p,s).

| 4P) %,

2p .
2) E[I (wuv—wur)( wuv-wut') l I< E“wuv"wuf

1

4p
-E ] LR, 175 ]

Wwoo-W
=E[ |2 _uT4p 4,2p

L

(v=1)P(v=1)P _x(4p)uP(yo1)P(v=1)P
u(v-r1) ’

on K(p) és el moment d'ordre p de la distribucié N(0,1).
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Per tant,

'S pv ooV 2p 5 y
(J J‘ E{ ’(WUV-WUT )(WU.V_WU.T')! }(V— T\/T‘) pdeT'dU)4 <
0J049Y0

. S vV nav 1
< K(4p>4( j g E u?P (v= tr' )P (v )P (v-1)Pdra rrau) ¥ <
ovo Yo

£ Cs(p,S,T).

3) El Teorema(3.2) de Barlow i Yor [ u5 ] demotra que per a tot

pe(0,=) existeix una constant universal Cp tal que per a tot
parell de martingales continues (M,N),

sup || sup lLi(M)-Li(N)ll

% % %
p € Co HM=Nlly  Cllmily  « NI
a<R t> 0 L o]

p p

{on L:(M) i Li(N) s6n els temps locals en el punt a de les

martingales M i N respectivament, respecte la seva variaciéd
quadratica).

s t - i
Aplicant aquest Teorema als processos (JsV x)S€R i

- ' = 5
(Jsv x )seR+ en el punt a=0, tenim,

( E [sup | Ll(x's’v)‘Ll(X',s,v)ISP ])l/8p <

s<&S

stIX-x 1= cllo-xlly  + HI=x"lIF }

8p 8p
Per tant, sup E{]L (x,s,v)-L (x',S,V)‘ap ]1/8 <
1 1
Se [O,S]
1 1,
scr Ix=x' P72 go-xll® s fu-x' 1% 1 < o, (p,A,T)x-x"]P/2,
p H H 4 ‘
8p 8p
: - 8p, . 1/8p 8p.,1/8p
puix que [IJ—X!IH = (E [sup (Jsv_x) 1) 5C(p)E[(JSV-x) ]

8p s

4p

1/8p
S ] )

< C(p)E] g 2
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~S v
- cp) (E[] | f (w02 ayax] *® PO

0 0 Xv

per la desigualtat de Jensen,

S pv
< C(p)E([j) j lwxv-wxy'Spdydx] )1/89 =
0“0
S v 1/8p 1/8p
= C(p)( Jo JOX(V-y)dydx K(8p) < ¢(p,s,T).

Recuperant les desigualtats dels apartats 1),2) i 3) resulta,

tm
—
N
e

~ S
4} f(u?%j![ll(x,u.V)—Ll(x',u,v)J dlMuvdulp I<

$C1(p.S,T)Cg(p,S)Ca(p,S.T)C4(D,A,T)lx—X'lp/z =K (p,S,T.A)lx—X'lp/Z-

1

b) Per a demostrar gque
e s P p/4
; uv ' el
J NI o IR NN RN

procedim igual que en a),

"t ps!
uv . p
E [| jo fs fTﬁT;T7Ll(X ,u,v)dlMuvdvl RS

t
p-1 uv ' p
<t j) E [ y ?TGTVTELI(X ,u,v)dlMuvdvl 1<

t s 2
2p-1 u 2 p/2
< ——— ! < >
Cpt J E[] y f(u,v)“Ll(X ,u,v)dl M.v 11‘ I
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- 2p-1 S e /21 % . p/8
5cpt ( E [Ijs Py du| ] Y%ls,-s'] .

8p ]1/8

.sup [ sup E lLl(x',s,v)l
ve [0,T)] se[0,s']

p/2 s'evo v 2p .\ 2P . %
.\Sz:pk),T]tl ( »Ys yo Jo B =Wy ) (Wyym¥y )T 1 ovet ) Pl rd nt du)

s' s 1
Sabem que, (E [] E ;Tcgzjnedulp/z] )A <
s 14
/8. [S 8 1/8
€ 1s'=s PR 1] gty 1 TPe 1T
S 14
< Iz(sp)ls'-slp/s(Zs)l/8 ,

s'pv nv -
. 2p . 2p . 1/
i | ys fo _}OE[l(wuvaqu)(wuv-wu?')! J(v=tvr') T drdr'du)”® ¢

. 1/ 1
~$K(up)“,T(2p+l)/2 1 Sp/2(2S)A.
2p+1
Només queda afitar sup sup [E!Ll(x',s,v)lsp }1/8,

ve[O,T]se b,S]

Tenit en compte que Ll(x',s,0)==0,

1/8

sup sup E{]Ll(x',s,v)isp] R Ca(p,A,T)

ve [0,T] s¢[0,S]

De tot aixd deduim:

t ps?
uv p
E[] fo fs f(u,v) L, (x',u,v)d M  dv] ]sxz(p,A,s,T)(s-s.lp/zt__

rttps
¢) Finalment E[ | } 'Y f-‘_(-%v_v_)z L,(x.,u,v)dlMuvdv]P <
t VYo ’ * .

£ 'S
- p-l uv 1 p
< [t=-t'] j’t E[So I le(x ’u’v)dlMuvi ldax &

<K (p,S,T,A) -t [P,

20 -



Pel criteri de Kolmogorov existeix una versié continua

en les tres variables (x,s,t), del procés,

ot s uv
—_—1Y a.
jo fo t(u, v)zL (x,u,v)d Muvdv

Teorema (3.,4.3)

El procés L(x,s,t) és un temps local de la

martingala (J__ ) respecte la mesura asso-

st'(s,t)eR?
-+
ciada a la seva variacidé quadratica <J>St.
Demostracid:

Sigui ¢:R—>R una funcié boreliana i afitada. Aleshores,

'+ ® , +8 0t
j L(x;s,tw(x)dx—.-fwjo —Fz—:—‘:]—‘-,—)——Ll(x,s,v)Q(x)dvdx -

- 2O

+® pt s v
- j J j ?TE_;3L (x,u,v) ¢{x)dudvdx

p+epnt ps
+J 5 j‘ ___.Q_——-Z-Ll(XUV)Q)(x)dMVdV+
flu,v)

+o Nt pg 3
+ j f E —E?TX——TYL {x,u,v) ®(x) dudvdx -

u

+® 5t ps v
— X & §O—f—(-a-—,—v—}rgLl(x,u,V)¢(X)d<M.V>udVdX=

per fubini,

't R et
sV

= 3 o T ( j Ll(x,s,v)¢(x)dx)dv -

0 ’ -
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-

t S +
v
- fo JO ?TETVT( f— Ll(x,u,v)¢(x)dx)dudv +

"t ps . P
* ‘YO SO flu,v)? ( 3 Ll(x’u9v) ¢(x)dx)d1Muvdv +

+ -

Nt s uv ? + ®
&OAjoszETVTT—( S-QLl(x,u,v)¢(x)dx)dudv -

r‘t 5 uv + @
- Jo XOW( y-le(x,u,v)tﬁ (X)dX)d<M.V>udV

Recordem que per a cada VveR, Ll(x,u,v) és una versid con-
tinua del temps local de la martingala J v respecte la seva

variaid gquadratica <J v>s'

Fent servir la propietat de temps local de Ll(x,s,t), tenim,

+ @ S
. /
f Ll(x,S.t)¢(x)dx = j1 ¢‘Js )d<J.t>s

-~ OO

S nt (\S
o(J ) ( J (W . -W_)2dy )dx = o (J_)f(x,t)dx.
X 0 xt 0 xt xy J 0 xt .
Substituint,
Ny @ t sv NS
j wL(x,s,t) ¢(x)dx = . m( jo ¢(Jxv)f(x,V)dx)dv -
t s uv ~fu
- ‘j‘o Somﬁ ( jo ¢(Jxv)f(x,v)dx)dlMuvdv +

rt s qvs u
* jo XO 2f(u,v$2( y ¢(Jxv)f(x,v)dx)dudv -
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v uv u
-5 —"'—'-'——f(u,v)s( jo ¢(Jx§)f(x,v)dx)d<M.v>udv‘

Considerem la semimartingala (f(u,v))u i el procés

>0

au
de variacid afitada ( u 5 f(u,V)¢(Jxv)dx) Apliquem la fér-~

u>0"*

mula de Itd en [O,s ] per la funcié F: R*—~ __,R , on ,
: . X
(X,y) —~—>
'Y v (T
és una funcié ¥_.: R —R contfnua, dues vegades diferenciable

i tal que Y (x)=esi x<e, ¢ (x)=x si x>2¢ amb ¥ _'(x)<1 ip"(x)<1.
€ 4 € €

S

s . u
S iy
WFTa,vT) fo f(u,V)¢(Juv)du== jo wI?TUTVTT ( Jof(xyvﬁ ¢(Jxv)dx )

S
u -
- jomf(u,v)*ﬂx)du

s u
{ u , j flu,v
, WS?T_T—TT; (f(u,v))(l 0 (J )f(u.V)dx)d1 (u,v)+

S u
\ u '
+ Xo m———-j—e(f(u,v) v (flu,v)) | jo¢(Jxv)f(x,v)dx)d M >

S AU
1 u )
~/sz mz‘”e(f(“"’”( }e¢(Jxv)f(x,V)dx)d<M'v,>u.

Igual que abans fent tendir ¢ -»0, teninm,

S

vs ) ps v ju
f(s_'v")‘" Of(U.V)@ (Juv du = )Om o ¢(Jxv)f(X,V)dx)du -

s u
uv
- j‘om ( So¢(Jxv)f(x,V)dX)d1Muv-

.Ys T SHNJ J£(x,v)dx 2 d
BEFTACTEZE R A - N
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s
- S vu ¢(J v)du + j
0 u

Per tant,

4+
j L{x,s,t) ¢(x)dx =

- O

s

uv {
offu,vi

0 Y0

~-124-

)

u
. MJxv)f(xnde)d<M.v>u.

t S t s
j y uv.q)(Juv)dudv = jo jow(Juv)d<J.>uv

a.
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