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INTRODUCCIO

Aquesta memdria és la recopilacié dels treballs tedrics i de
simulacié gque constitueixen la tesi doctoral de 1l'autor.
S’estructura en dues parts:

La primera part, formada pels capitols 1,2 i 3, és una
presentacié6 dels conceptes que després s’'han aplicat en els
segiients capitols i es Dbasa fonamentalment en estudis
bibliografics, tot i que inclou alguns exemples que sén
contribucions propies de l’autor. En el capitol 1 es presenta el
concepte d'acoblament de graus de 1llibertat i se’n fa una
classificaci6é. En el capitol 2 s’introdueixen algunes de les
diferents teories que estudien els sistemes amb acoblament, amb
émfasi en la teoria de Landau amb dos parametres d’‘ordre. Al
capitol 3 es presenta la técnica de la simulacié de Monte Carlo que
és una eina imprescindible per a la resolucié de models complexos.

La segona part és una recopilacié de les diferents aplicacions
que s’'han fet en aquest camp durant la realitzacidé d'aquesta tesi.
Cada capitol esta format per un resum introductori en catala que
situa els diferents treballs en el contexte general descrit a la
primera part, i pels propis treballs en anglés que han estat
publicats en revistes internacionals o es troben en procés de
revisi6é. S6n 3 capitols (4, 5 i 6) que respectivament presenten
algunes contribucions concretes en els camps de: cristalls liquids,
transformacions estructurals en aliatges binaris i sistemes
bidimensionals.
| Finalment es presenta una llista de 1les conclusions més
importants de tot el treball i uns anexes que inclouen la llista de

publicacions i resums d’aquesta memdria.



1 SISTEMES AMB ACOBLAMENT DE GRAUS DE LLIBERTAT.
1.1 TermodindAmica i Mecanica Estadistica.

La Termodinamica dels sistemes en equilibri és una ciéncia que
preten trobar relacions entre les diferents magnituds
macroscopiques que es poden mesurar en un sistema. Aquesta
descripcié es fa a partir d’uns pocs principis basics que es
coneixen com a Principis de 1la Termodinamica que sén
generalitzacions preses de l’experiéncia. Aquests principis i les
conclusions que d’ells se’n deriven no permeten descriure el
comportament dels sistemes siné que posen condicions a les
descripcions fenomenoldgiques que puguin proposar-se.

La Mecanica Estadistica comparteix amb la Termodinamica
l1’objectiu de modelitzar els processos que succeeixen a la Natura
mitjancant lleis que lliguin les variables macroscopiques. Ara bé,
parteix d’una descripcié dels sistemes de tipus microscopic, és a
dir, dels elements que componen els sistemes i de quines propietats
tenen. Mitjancant métodes de tipus estadistic dedueix, a partir de
les propietats individuals, les propietats col.lectives de sistemes
constituits per moltes particules. La validesa dels resultats
estadistics que s’obtenen es basa en el gran nombre de components
dels sistemes reals: 10*-10® sén quantitats tipiques en aquests
problemes.

Igual que la Termodinamica, la Mecanica Estadistica pot
dividir-se en dues grans branques corresponents a la descripcié
dels fendmens d’equilibri i de no equilibri. La primera va ésser
establerta a comencament de segle per Gibbs i es troba ara en una
etapa de maduresa, mentre que la segona és molt més recent i les
seves bases no estan encara ben fonamentades.

Els treballs que s’han realitzat en aquesta tesi corresponen
a la Mecanica Estadistica de l’equilibri (excepte alguns aspectes
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del capitol 5). S6n per tant treballs que utilitzen les bases
tradicionals de la Mecanica Estadistica per enfrontar-se a models
complicats i arribar a obtenir resultats que puguin comparar-se amb

els experiments.

1.1.1 Mecanica Estadistica i Mecanica Classica.

Per a la descripcié de les particules que constitueixen els
sistemes que es volen estudiar, i abans de calcular les propietats
col.lectives, cal decidir quin model se segquira. Les diverses
opcions existents (Mecanica Classica, Mecanica Relativista,
Mecanica Quantica...) condueixen a diferents branques de la
Mecanica Estadistica. En aquest treball ens hem restringit a
l’estudi de‘particules newtonianes classiques. Sense menysprear les
altres descripcions cal no oblidar que tot i essent una restriccié
molt forta permet, encara avui, descriure la majoria de fendmens

que ens envolten.

1.1.2 Graus de llibertat.

El concepte de grau de llibertat és dificil de definir en
general ja que depén del model de constituent elemental que
s’utilitza. Aixi, d’acord amb la Mecanica Classica les particules
puntuals tenen graus de 1llibertat posicionals gque es poden
descriure per vectors en espais de d = 1, 2 o 3 dimensions en els
casos habituals. Els s0lids rigids, a més, tenen graus de llibertat
orientacionals que es poden descriure per d(d-1)/2 variables
angulars ( o menys, per exemple en el cas d’'un so6lid lineal).
Particules puntuals i sdlids rigids sén els elements tradicionals
que estudia la Mecanica Classica, perd en Mecanica Estadistica
sovint s’estudien particules més complicades. Per exemple les
particules no rigides tenen els anomenats graus de 1llibertat
conformacionals. Aquests s6n de gran importancia per a la
descripcié6 de sistemes constituits per grans molécules com poden
ésser els polimers o les micel.les.

-3 .



De fet tant els graus de llibertat orientacionals dels solids
rigids com els conformacionals de les particules flexibles no sén
més que resultat dels graus de llibertat posicionals de les
particules puntuals elementals que les constitueixen que s’han
restringit amb hipdtesis com: la distancia entre les particules que
formen un s6lid rigid es constant, les molécules d’un polimer tenen
comportament elastic o d’un altre tipus, etc... Es comprén doncs
que la noci®é de graus de llibertat de les particules que
constitueixen un sistema es pugui extendre mitjancant hipotesis
sobre el comportament dels seus constituents més elementals.

Un exemple s6n els que anomenarem graus de 1llibertat
configuracionals d’'un aliatge binari. Si considerem un so6lid
cristal.li constitult per dos tipus diferents d’atoms A i B que
poden ocupar les posicions d’una xarxa cristal.lina, podem prendre
com elements constitutius els nusos de la xarxa i considerar que
tenen graus de llibertat configuracionals ja que poden ésser de
tipus A o B. La descripci6é complicada de la difusié dels atoms en
la xarxa cristal.lina es modelitza d’aquesta forma senzilla
mitjancant la hipodotesis que la difusié té lloc per intercanvis
d’atoms a una escala de temps més rapida que la que interessa
per descriure altres propietats del material.

Un altre exemple serien els graus de llibertat magnétics d’un
atom determinat gue corresponen, de fet, als graus de llibertat
quantics dels electrons que s’organitzen en capes al voltant del

nucli.

1.1.3 Lligams.

Els graus de llibertat d’un sistema poden estar limitats per
condicions imposades externament. Aixi una particula puntual en un
espai de 3 dimensions pot estar limitada a moure’s sobre la
superficie d’una esfera de radi R, de forma que els seus 3 graus de
llibertat posicionals r = (x,y,z) passen a ésser uUnicament 2 graus

de llibertat angulars. El lligam és en aquest cas r’ = RZ?.
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Podem distingir dos tipus de lligams:
a) Individuals: Afecten els graus de llibertat d’una particula del

sistema, com l’explicat a l’exemple anterior.

b) Col.lectius: Afecten globalment als graus de llibertat de totes

les particules. Un sistema constitult per N particules cada una
amb G graus de llibertat no té perqué tenir NG graus de llibertat
en total. Per exemple els graus de llibertat configuracionals d’un
aliatge binari AB poden estar limitats si el nombre total de

particules A o B en el sistema és constant.

1.2 Diagrames de fases i acoblament.

El coneixement complet d’un sistema, per exemple descrit per
variables termodinamiques P , T i V, s’assoleix quan trobem
l’equacié d’estat Vv = V(P,T) per tot el rang de pressions i
temperatures. Aquesta equacibé ens dbéna informacié sobre els canvis
que experimenta el volum V del sistema davant de qualsevol variacié
dels parametres intensius. D’acord amb la classificacié habitual,
entre aquestes variacions n‘’hi haura algunes que produiran
discontinuitats en el volum V, 1 que estaran associades a
transicions de fase de primer ordre, i d’'altres que sense produir
discontinuitats en el volum V produiran singularitats en les seves
derivades. Aquestes Gltimes s’anomenen transicions de fase
continues. La identificacié dels punts (P,T) on aquestes
transicions de fase es produeixen és important, ja que en les
altres zones el comportament del sistema és analitic i es poden
utilitzar métodes d’extrapolacié per ajustar l’equacié d’estat. En
altres paraules, el coneixement del diagrama de fases és un pas
previ i fonamental per al coneixement d‘’una substancia.

1.2.1 Models.

Per obtenir les caracteristiques essencials dels diagrames de
fase experimentals cal elaborar models —resolubles. Podem

classificar qualitativament els models en tres tipus:
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a) Models ideals: S6n models sense interaccié entre els seus

components. Exemples senzills sén el model de gas ideal, els
oscil.ladors harmdonics, el sdlid paramagnétic. Presenten diagrames
amb una tnica fase i la seva equacié d’estat és senzilla i sense
punts singulars. Aquests models poden, normalment, ésser resolts
exactament amb les técniques de la Mecanica Estadistica.

b) Models amb interaccié simple: S6n sistemes que presenten

interacci6é entre les particules depenent d’un Gnic tipus de grau de
llibertat. Un exemple n’és el model d’'Ising per al solid
ferromagnétic. Permeten descriure transicions de fase senzilles
perd no diagrames de fase complets. La seva resolucié6 exacta és
molt dificil o impossible en alguns casos, perd existeixen
técniques aproximades per resoldrel’s.

Considerem ara un sistema gque té& transicions de fase
associades a diferents tipus de graus de llibertat. Podem proposar
models amb interaccié simple per a les diferents transicions de
fase de manera que cada model tingui en consideracié els graus de
llibertat importants en cada cas i pendre com a diagrama de fases
global del sistema el que resulta de la superposici6é dels diagrames
de fase dels models amb interaccié simple. Generalment 1la
superposicié només reproduira bé aquelles zones del diagrama de
fases experimental en que les diferents transicions de fase siguin
prou separades, i fallara quan més d’un tipus de grau de llibertat
jugui un paper rellevant en el sistema. Direm que en aquestes zones
el sistema presenta efectes d’acoblament entre diferents tipus de
graus de llibertat.

c) Models complexos: S6n models que tenen en compte diferents tipus
de graus de llibertat i la seva interaccié, i que per tant permeten
reproduir zones més extenses del diagrama de fases. La seva
resolucié exacta és gairebé impossible i les técniques aproximades
sén costoses. Per tant cal recérrer de forma obligada a técniques
com la simulacié de Monte Carlo (veure capitol 3) per extreure’n el
seu diagrama de fases. Aquests s6n els sistemes que ens proposem

estudiar en aquesta tesi.



1.2.2 Exemples de sistemes amb graus de llibertat acoblats.

Es impossible de fer una descripci6 detallada de tots els
sistemes que presenten acoblament de graus de llibertat, ja que
gairebé tots els sistemes reals en alguna zona del seu diagrama de
fases tenen competicié entre diferents tipus de graus de llibertat,
que déna lloc a l’aparici6é de fenomens variats. Presentarem alguns
exemples d'aquests sistemes emmarcant-los en algunes de les

diferents fenomenologies que presenten:

a) Alteracié de les temperatures de transicié: L'acoblament entre

graus de llibertat pot afavorir 1l’estabilitzacié d’algunes fases
fins a temperatures molt diferents del que caldria esperar si
s’‘ignora l’existéncia de graus de 1llibertat secundaris que
s’acoblen als graus de llibertat principals. Un exemple clar és el
dels aliatges binaris AB amb un dels components magnétics. Aquests
sistemes han estat profundament estudiats a causa de les seves
importants aplicacions en metal.lGrgia i enginyeria magnética. Un
treball de recopilacié recent sobre aspectes tedrics i
experimentals és [Cadeville M.C. i Moran-Lépez J.L. 1987]. També hi
ha estudis d’aquests sistemes usant técniques de Monte Carlo
[Diinweg B. i Binder K. 1987]. Si hom no considera la interaccié
entre graus de llibertat configuracionals el diagrama de fases que
caldria esperar seria el corresponent a un ferromagnet o
antiferromagnet usual (depenent del signe de la interaccié entre
els components magnétics) que a baixa temperatura presenta una
estructura magnética ordenada i a alta temperatura una estructura
paramagnética. L‘lUnic efecte de la concentracié x seria el de
disminuir la temperatura de transici6 a mesura que disminueix la
densitat d‘'atoms magnétics. La realitat és, perd, molt diferent
quan introduim els termes energétics coresponents a la interaccié
configuracional entre atoms A-A, B-B i A-B. L’'aparicié
d’estructures ordenades tipus B2, produeix l’inestabilitat de la
fase ferromagnética a temperatures inferiors a la que en principi
s’'espera.
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Aquests efectes s’han trobat en sistemes com el Fe-Al, el
diagrama de fases del qual ha estat explicat mitjancant la
resolucié d’un model amb acoblament que inclou ambdés graus de
llibertat (magnétics i configuracionals) per técniques de "Cluster-
Variational-Method" [Cadeville M.C. i Moré&n-Lépez J.L. 1987]. En
particular s’'ha explicat com en la linia de transicié ferro-para,
que és de segon ordre per concentracions baixes d’alumini, apareix
una zona de coexisténcia al voltant de x,,=0.25. L a
fenomenologia és encara més complicada si considerem l’existéncia
de termes energétics d’interaccié entre moments magnétics i 1l’ordre
configuracional, com podrien ésser termes de camp cristal.li,
etc... '

Un cas similar d’efectes d’acoblament sén els observats en els
materials Invar com el Fe-Pt i el Fe-Ni [Wassermann E.F. 1987].
Aguests materials presenten magnetisme produit pels electrons
itinerants que esta fortament acoblat mitjangant termes
magnetoelastics als graus de llibertat posicional de la xarxa
cristal.lina. Aquest acoblament es manifesta en una anomalia que
produeix la no contraccié del sistema quan es refreda el sistema en
un ampli rang de temperatures (d‘aqui el seu nom de materials

Invar).

b) Reaparicié de fases: Anomenem aixi al fenomen pel qual a

l’augmentar o disminuir la temperatura (o qualsevol altre parametre
de control) d’‘un sistema una mateixa fase desapareix i torna a
aparéixer. Aquest fenomen es déna fregiientment en sistemes amb
acoblament de graus de llibertat, tals com els cristalls liquids
(Evans-Lutterodt K.W. et al. 1987], les barreges binaries liquides
[Walker J.S., Vause C.A. 19831, [Walker J.S. i Vause C.A. 1987],
etc..

Com exemple comentarem el cas de les barreges liquides
binaries. Podem distingir dues fases diferenciades: la fase
miscible i la fase immiscible. Si suposem que la interaccié entre
els dos components és repulsiva, la fase miscible té& alta energia

i alta entropia, mentre la fase immiscible té més baixa energia i
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més baixa entropia. A baixes temperatures el sistema tendira a
estar en la fase immiscible, mentre que augmentant la temperatura
es produira la transicié cap a la fase miscible. Usualment aquesta
transicié és de primer ordre excepte per a algun valor concret de
la concentracié en que hi ha un punt critic.

Aquest és el comportament normal d’aquestes barreges. Ara bé,
si els components de la barreja presenten altres graus de
llibertat, l’argument anterior ja no és tant simple. Els nous graus
de llibertat poden fer variar fortament els termes entrdpics i
energétics. Aixi, en barreges d’alcohols (per exemple glicerol i
benziletilamina), els graus de llibertat orientacionals de les
molécules d’alcohol produeixen la reaparicié de la fase miscible
després d’haver-se produit una transicié miscible-immiscible. En
aquest cas se sap que l’acoblament energétic és causat per les
interaccions tipus enlla¢ d’'hidrogen que actuen entre els dos tipus
de molécules que afavoreix 1l’unié en una determinada orientacié. La
fase immiscible orientacionalment desordenada esdeve inestable
front una fase miscible orientacionalment ordenada.

c) Variacié d'’exponents efectius: Les teories d’escala per als

fendmens critics [Ravendal F. 1975) proposen que les transicions de
fase continues poden caracteritzar-se per un conjunt reduit
d’exponents que indiquen la variacié de les magnituds
termodinamiques prop de la temperatura critica. Aquests exponents,
anomenats exponents critics s6n universals, és a dir gque sén
Unicament depenents de la simetria de les fases d‘alta i baixa
temperatura i de la dimensionalitat de l’espai, perd no depenen
dels detalls microscdpics de la interaccié.

Aquesta universalitat dels exponents critics é&s només valida
dins de la zona critica al voltant de la temperatura de transicié.
Aquesta zona és molt dificil de determinar experimentalment, fins
i tot en experiments de simulacié numérica. Aixd fa que molts dels
exponents critics mesurats experimentalment rebin el nom
d’'exponents efectius, sobretot quan aquests contradiuen la
universalitat.

S‘han trobat molts casos de variacié continua dels exponents
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efectius en zones amplies del diagrama de fases que s’'han atribuit
a efectes d’acoblament de graus de 1llibertat. Les mesures més
precises s6n les corresponents a la transicié sméctica-nematica en
els cristalls liquids [per exemple, Thoen J., Marynissen H. i Van
Dael W. 1984], perd també en sistemes micel.lars [Fisher M.E. 1986]
i en microemulsions [Bellocq A.M., Honorat P. i Roux D. 1985},
etc...

L'explicacié d’'aquests fendmens es relaciona amb efectes de
"crossover"” amb altres transicions de fase o amb la proximitat d’un
punt tricritic {[Lawrie I.D. i Sarbach S. 1984], (tal i com es
comenta a l’apartat d). En el cas de les solucions micel.lars
alguns estudis amb técniques de giup de renormalitzacié suggereixen
que la variaci6 és efectivament un cas de no-universalitat dels
exponents critics [Shnidman Y. 1986], encara que altres autors
proposen que l’explicaci6é6 és deu a variacions de l'’amplitud de la
zona critica [Martinez-Mekler G., Al-Noaimi G.F. i Robledo A.
1989].

d) Punts tricritics i multicritics: S6n punts del diagrama de fases

on 3 o més fases que coexisteixen esdevenen idéntiques. En general
corresponen també a punts on una linia de transicions de fase
discontinues esdevé una linia de transicions de fase continues. Es
caracteritzen per presentar uns exponents critics diferents dels de
les 1linies critiques. La seva existéncia no és un fenomen
estrictament lligat a l’acoblament de graus de llibertat. Ara bé,
el sol fet que hom necessita models que incloguin tres fases per
descriure punts tricritics ja fa pensar que els models amb
acoblament de grau de llibertat, donades les numeroses fases que
presenten, sén susceptibles d’exhibir comportaments tricritics. E1l1
model més tipic que s’utilitza com exemple per descriure punts
tricritics és el model d’'Ising antiferromagnétic sotmés a un camp
extern. S‘'ha utilitzat per descriure el cas experimental dels
metamagnets i les barreges binaries. En aquest cas el punt
tricritic no esta associat a una clara competicié de graus de
llibertat, perd si a una competici6 entre les interaccions i un
camp extern. Un altre exemple molt tipic de model amb punt
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tricritic &s el model BEG. [Blume M, Emery V.J. i Griffiths R.B.
1971]. Aquest cas, si bé es pot entendre com un model d’'interaccid
entre spins amb médul 1 (S; = -1,0,1), pot interpretar-se també com
un gas reticular amb vacants i particules amb graus de llibertat
d’'spin (-%, +%). Per tant aquest punt tricritic pot ésser
interpretat com causat per la competicié de graus de llibertat
configuracionals (vacant o no) i d’spin.

Al capitol 4 es presenta un model de tipus "lattice-gas" en
que les particules poden orientar-se, que s’'ha aplicat amb forga
éxit a l’estudi dels efectes d’acoblament gque apareixen als
cristalls liquids. Aquest model també presenta un punt tricritic.
Si bé no pot comparar-se directament al model BEG pensem que
l'aparicié6 del punt tricritic ha d’ésser a través d’'un efecte

similar.

1.2.3 Acoblament control.lat externament.

S’ha comentat anteriorment que l’acoblament sol produir-se en
zones del diagrama de fases en que dues transicions de fase
associades a graus de 1llibertat diferents sén properes.
Efectivament aixd és aixi en les condicions normals d’equilibri,
perd mitjancant processos fora de 1l’equilibri es poden donar
fendmens d’acoblament de graus de 1llibertat entre fases
metastables. De fet tots els exemples comentats al punt 1.3.2 sén
susceptibles de presentar acoblament d’aquest estil. Els exemples
més tipics s6n, perd, el cas dels aliatges binaris amb transicions
estructurals [T.Castédn i A.Planes 1987 i 1988].

Aquests cristalls a alta temperatura tenen una estructura
cristal.lografica determinada, usualment molt simétrica. A una
certa temperatura comencen a aparéixer fendmens d’ordenament dels
atoms de la xarxa 1 es produeixen transicions de fase ordre-
desordre. A molt més baixes temperatures el cristall pot presentar
una transformacié estructural cap a una estructura més compacta.

Aquestes transformacions en principi només afecten als graus de
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llibertat posicionals dels nusos de la xarxa i no als graus de
llibertat configuracionals, ja que es donen sovint sense cap tipus
de difusié (transformacions martensitiques).

En condicions normals d’equilibri ambdés tipus de graus de
llibertat estan desacoblats, perd mitjancant variacions molt
rapides de la temperatura podem aconseguir efectes d’acoblament. Si
des d’'alta temperatura, prop de la transici6é de fase ordre-
desordre, realitzem una trempa ("quench") a baixa temperatura,
l’ordre configuracional dels atoms es congela i aleshores la
transicié estructural té lloc amb un ordre configuracional diferent
del que 1li correspondria en el cas de disminuir la temperatura
lentament. Mitjancant trempes des de diferents temperatures
inicials es pot estudiar la transicié estructural per a diferents
graus d‘ordenaci6 configuracional. Aquest fenomen és el que
denominem acoblament controlat externament. Aquesta és una técnica
molt utilitzada per a fer tractaments metal.ldrgics en molts
materials. Al capitol 5 es mostren diferents estudis que s’'han
realitzat sobre aquest aspecte.

Un altre cas d'acoblament controlat externament que s’ha
estudiat més recentment és l’'efecte que produeix l’ordenacié dels
atoms d’oxigen sobre 1la transici6é a superconductor en les
ceramiques superconductores d’alta temperatura [Xiong Shi-jie
1988]. A temperatures elevades aquestes ceramiques tenen una
transicié de fase en la que els atoms d’oxigen s’ordenen en uns
plans determinats. Mitjancant trempes des d’altes temperatures es
pot estudiar la transici6é a superconductor per a diferents graus
d’'ordenament d‘oxigen. En general el desordre fa disminuir la
temperatura de la transicié a superconductor.

1.2.4 Els sistemes bidimensionals de particules en potencials

periddics.

Aquest é&s un cas en que la identificaci6 de dos tipus de graus
de llibertat que competeixen é&s menys clara. S6n sistemes d’'atoms
0 molécules que es troben per exemple adsorbits sobre una
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superficie com pot ésser grafit, o bé intercalats entre dos plans
d’un cristall. Constitueixen un exemple de sistemes quasi-
bidimensionals i per aixd sén de gran importancia per a comprovar
les prediccions tedriques sobre la influéncia de la dimensionalitat
en les transicions de fase. Les particules no poden moure’s fora de
la superficie a causa d’un fort potencial constant d’adsorbcié, i
a més experimenten un altre potencial atractiu que varia amb la
posicié sobre la superficie anomenat "corrugation potential". El
cas més tipic és l'’adsorbcié sobre la cara (1,1,1) del grafit en
gue el "corrugation potential" té una simetria hexagonal. A baixa
temperatura les particules adsorbides o intercalades es situen
sobre els minims d’aquest potencial i formen un sdlid bidimensional
amb la simetria del substrat. A molt alta temperatura les
particules tenen la suficient energia cinética per moure’s sobre el
substrat sense veure’s gaire afectades pel "corrugation potential"
i constitueixen una fase fluida modulada.

Un exemple clar d’acoblament es produeix si les molécules, a
més, tenen graus de llibertat orientacionals que donen lloc a
l’aparicié6 de noves fases etc. Aquest és un cas similar al dels
cristalls liquids usuals, perd amb més baixa dimensionalitat.

Fins 1 tot en el cas de que les molécules no tinguin cap altre
grau de llibertat, a part dels posicionals, alguns fendmens que es
produeixen a la transicié del so6lid al liquid es poden entendre com
fendmens de competici6é entre dos tipus de graus de llibertat: l’un
és l'associat al moviment continu de les particules dins els pous
(del “corrugation potential”) i 1l’altre 1l'’associat als salts
discrets d‘un pou a un altre. S6n dues vessants dels graus de
llibertat posicionals que competeixen.

Les transicions de fase que apareixen en aquests sistemes
adsorbits no han estat satisfactdriament explicades, tot i que fa
més de 20 anys que es treballa sobre aquest tema. Per exemple
encara no és clar si la transicié so6lid-liquid és de primer ordre,
com en el cas tridimensional, o bé es separa en dues transicions
continues amb una fase intermedia anomenada fase hexatica, tal i
com prediuen algunes teories. [Brinkman W.F., Fisher D.S., Moncton
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D.E. 1982).

La clau per a la resolucié d’aquest sistema sembla estar en
elaborar un model que inclogui ambdés tipus de graus de llibertat.
Des de fa temps s’apunta cap aquesta direccié, (per exemple [Berker
A.N., Ostlund S.(1978)]). Altres models proposen acoblament de
graus de llibertat tipus "lattice-gas" amb graus de llibertat tipus
Potts, ambd6és discrets, similarment al que passa al model BEG que
s’'ha comentat al punt 1.3.2 d).

Al capitol 6 s’introdueix un hamiltonia que inclou dos tipus
de variables, una continua 1 1l'altre discreta, que tracta
satisfactoriament aquest acoblament i que permet d’estudiar el
problema de la transicié solid-liquid en dos dimensions sobre un
substrat utilitzant el métode de Monte Carlo.
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2 MECANICA ESTADISTICA DE L‘'ACOBLAMENT DE GRAUS DE LLIBERTAT.
2.1 Introducciéb.

En aquest capitol es discuteix el proklema general de trobar
la funcié de particié d’un sistema amb diversos graus de llibertat,
i es fa émfasi en la teoria de Landau amb dos parametres d’'ordre,
que tot i ésser una teoria fenomenoldgica, permet descobrir quins
efectes poden aparéixer en un diagrama de fases complex a causa de
la competicié de graus de 1llibertat. Entre d’altres permet
justificar variacions en els diagrames de fase, el canvi d’ordre
d’'algunes transicions, l'aparicié de punts multicritics, fases
reentrants, etc...

2.2 Funcié de particié.

Considerem un sistema d’N particules que tenen dos tipus de
graus de llibertat x; i y;. Abusem del llenguatge en el fet que cada
X; 0 y; pot tenir diferents components (poden ésser vectors,
tensors, etc...) Per exemple, en un cristall 1liquid, X; pot
representar les 3 components del vector posicié del centre de
masses de cada particula en l’espai i y; dues de 1les tres
components del vector unitari que indica 1l’orientacié de cada
molécula. D’una forma molt general l’'hamiltonia que descriu aquest
sistema s’escriura:

H = Hx(Xi)+Hy(Yi)+ny(Xi,Yi) [2'1]

La separaci6é de l'hamiltonia en aquests tres termes no és
Gnica i si bé una solucié exacta del problema seria indiferent a
aquesta separacié, les solucions aproximades (teories
pertorbatives, teoria de Landau, etc...) sén fortament depenents de
l’elecci6 d’aquests 3 termes. Usualment es trien funcions H, y H,
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gue siguin hamiltonians dels quals es coneix la solucié.
La funcié de particié candnica vindra donada per:

7 = @ BHx(X1) o-BHy (v o~BHyy (X410 yy) [2.2]
x;€Q, yjeQ,

on B = 1/kyT (ks €s el factor de Boltzmann i T la temperatura
termodinamica) i Q. (Q,) és el conjunt de possibles valors de les
variables x; (y;). La complexitat de la suma [2.2] dnicament es pot
resoldre analiticament en casos molt excepcionals ( per exemple el
2-color Ashkin-Teller model en 2 dimensions [Baxter R. 1971]) i
usualment calen desenvolupaments aproximats.

2.3 Desenvolupaments pertorbatius.
Si suposem que -fH,, és prou petit es pot desenvolupar 1l‘dltima

funci6é6 exponencial de [2.2] i considerant tnicament l’aproximacié
lineal es pot escriure:

Z = Zppp = ZyZ, (1-<H>) [2.3]
on:
-BH,( .
Ze=Y e PHX [2.4)
X"EQX
- (yy)
z,= 3, et [2.5]
yi€Q,

2 Z ny(xllyi) e-ﬁHx(Xi)e-pHy(yj)
<H >=X1€ xy,GQy [2.6]

Xy szy

En el cas que %, y %, siguin facilment calculables i H,, pugui
factoritzar-se convenientment es podra obtenir una estimacié Zpg; de
la funcié de partici6 global Z. L’energia lliure del sistema podra
aproximar-se per:
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F = ~k,TIn(2Z) = ~K,TIn(Z,5) =Fy+Fy +Fy, [2.7]

on:
F,, = -ky T In(1-B<H,>) = <H,> [2.9]

Notem que la correci6 pertorbativa a l’energia lliure és,
basicament, una correccié de tipus energétic.

El problema principal d’aquest métode és que es basa en la
suposicié que els termes d’acoblament sén molt petits. Pot ésser
Gtil per estudiar petites variacions dels diagrames de fase pero
generalment no ens explicara l’aparici6é de noves fases, canvis en
l’ordre de les transicions, aparici6é de punts tricritics, etc. Cal

per tant un métode que permeti l‘’estudi d’acoblaments intensos.
2.4 Teoria de Landau amb dos parametres d’'ordre.

2.4.1 Introduccib.

En primer lloc desenvoluparem 1l’equacié [2.2] de forma que
ens permeti justificar les hipdtesis essencials de la teoria de
Landau per les transicions de fase. Dos textes classics
d’introduccié sén: [Tolédano J.C. i Tolédano P. 1987] i [Boccara N.
1976].

Suposem en primer 1lloc que podem definir dues funcions
(escalars, vectorials o tensorials) X i Y, denominades parametres
d'ordre, amb dominis , i @, i amb recorreguts Ry i Ry, tals que ens
caracteritzin els diferents estats d’equilibri del sistema.

Aleshores les sumes a [2.2] poden separar-se i podem escriure:

Z= E E XE E e'pHx(xi)e"pHy(Yl)e'pny(xily1) [2.10]
i

XeR, YeR, v
X(xg)=X Y(y;)=Y

Amb eleccions adequades de X i Y es pot aconseguir sumar els
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sumatoris interiors. Una forma de fer-ho é&s, mitjangant hipdtesis
de camp mitja, escriure l‘hamiltonia en funcié de X i Y Gnicament
(8 una determinada T tots els microestats d’equilibri tenen la
mateixa energia), de forma gque els sumatoris interiors tinguin
Gnicament una contribucié entrodpica.

De forma més general, fora de la hipdtesi de camp mitja,
sempre podrem escriure:

Z=e’5F~Zm,=E E o BFx(X) o-BF (V) ,-BFo (X, 1) [2.11]
XERy YER,

on F, i F, corresponen als sumatoris sobre x; i y; de les dues
primeres exponencials de l’equaci6é [2.10] i F,, inclou tots els
efectes d’acoblament, ja sigquin entropics o energétics. Evidentment
les funcions F poden ser funcions que depenguin de la temperatura
( i en el cas de treballar en una col.lectivitat diferent de la
candnica d’altres parametres de control externs com la pressid, el
camp extern, l’esforg...)

En la teoria de Landau, com veurem, les funcions Fy, Fy, 1 Fy
no es calculen a partir de l’analisi microscopica del sistema siné
que es postulen usant arguments de simetria.

El pas essencial ara és que de tots els termes del sumatori
sobre els valors dels parametres d’ordre X i Y a l’equacié [2.10],
unicament aquells que minimitzin F=F, + F, + F,, tindran una
contribucié rellevant. La raé principal per aixd és en el caracter
exponencial del factor de Boltzmann. Aquest pas és una aproximacid
de camp mitja, on s’ignoren les fluctuacions en l’energia lliure.
Per tant F = Fy(Xo,Yy) 6n X,,Y, es trobaran imposant les condicions

d’'extrem:

aFL)
=0
aX X‘Xopylyo [2.12]
GFL) o
Yy X=X,, Y=Y,

i les condicions de minim:



*F,

ox? )x=xo, Y=Y,
&F,

oy? )x=x°, Y=Y,

aZFL) i
0Y? Jxux,. v=v,

El cas que existeixin solucions miltiples d’aquestes equacions

>0

>0 [2.13]

2

0*F
L > 0

) oO%F,
0x? X=X,, Y=Y,

8X8Y)X=xo, Ye¥,

amb el mateix valor de F; correspon a una transicié de fase de
primer ordre. Si, en canvi, les solucions miltiples tenen diferents
valors de F;, la que tingui el valor minim sera l’estat d’equilibri
del sistema 1 les altres poden interpretar-se com estats

metastables.

2.4.2 Trencament de simetria del sistema.

Prenguem per exemple un sistema constituit per particules
idéntiques amb graus de llibertat posicionals uUnicament, i que és
control.lat per les variables termodinamiques P i T. Sigui p({x})dx
la probabilitat de trobar una particula del sistema en un volum
diferencial centrat en x. (En el cas de sistemes amb altres graus
de llibertat caldra considerar alguna altra funcié que descrigui
l’estructura del sistema: en un sistema magnétic la orientacié dels
moments magnétics, etc..).

A cada P i T la simetria del sistema considerat es defineix
com el conjunt de transformacions que deixen p({x}) invariant (en
endavant 1l’anomenarem simplement p). En el cas de sistemes que
Gnicament tenen graus de llibertat posicionals les transformacions
seran transformacions de tipus geométric (translacions, inversions,
rotacions, etc.), perd en el cas de tenir altres graus de llibertat
(orientaci¢, spin, etc...) caldra considerar també les
transformacions corresponents. El conjunt d’aquestes operacions de
simetria constitueix el grup de simetria del sistema a una P i T
donades. Aquest grup pot ésser continu, com al cas d‘un fluid, o
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discret com en el cas d'un cristall.

Considerem ara un canvi dels parametres P i T que produeix una
variacié de 1la funcié p. Aquesta variacié6 pot ésser continua
(rigurosament es pot definir una distancia entre dues funcions de
densitat qualssevulla) o discontinua, i pot involucrar un canvi en
el grup de simetria o no. Distingim, doncs, tres casos:

a) Variacidé continua de p amb canvi de simetria: transicié de fase

continua (segon ordre o superior). Un exemple tipic és la transicid
para-ferro en alguns materials magnétics o transicions ordre-
desordre en alguns aliatges.

b) Variacié6 discontinua de p sense canvi de simetria: transicié de

fase discontinua sense canvi de simetria (primer ordre), com per
exemple la transicié liquid-vapor de l’aigua a pressié diferent de
la pressi6 critica.

c) Variacié discontinua de p amb canvi de simetria: transicié de

fase discontinua amb canvi de simetria (primer ordre). Per exemple
moltes transicions estructurals en so6lids com la tetragonal-
trigonal en el SrTiO; [Miiller K.A. i von Waldkirch T. 1976].

La teoria de Landau es limita Gnicament al cas de transicions
de fase continues (cas a), encara que s’'ha extés als casos de
transicions de fase discontinues amb canvi de simetria (cas c)
sempre que existeixi una relacié grup-subgrup entre els grups de
simetria de les dues fases. Aquesta extensié es justifica pels
acords qualitatius amb els experiments, perd no té una fonamentacid
matematica tan solida com al cas de les transicions de fase

continues.

2.4.3 Energia lliure de Landau.

Tot seqguit s’estableixen de forma resumida les bases d’aquesta
fonamentacié tedrica. Considerem una transicié de fase continua que
té lloc per a un valor T = T, de la temperatura. (Considerem per
simplicitat que P és constant). Sigui Gy, el grup de simetria de la

fase d’alta temperatura (T > T.) i G, el grup de simetria de la fase
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de baixa temperatura (T < T.). Una condicié necessaria per tal que
la transicié sigui continua és que Gy>G;, €és a dir que a T. algunes
de les operacions de simetria que deixaven invariant la fase d’alta
temperatura deixen d'ésser-ho per a la fase de baixa temperatura.
A aquest fenomen se l’anomena ruptura espontania de simetria. La
densitat de probabilitat al voltant de T, es podra escriure com p
= p, + §p, on p, és tota la part invariant sota els elements de G,.
Per tant tindrem 6p = O per a T > T, i §p#0 per a T < T.. Si g és
un element qualsevol de G,, l’accié6 de g sobre les funcions p és

defineix com:
(gp) (xX)=p(g~*x) [2.14]

L’'invariancia de p, s’escriura gpy, = py. Per contra 8§p no sera
invariant sota tots els elements de G,. Ara bé la Teoria de Grups
[Lyubarskii G.Y. 1960] demostra que §&p es pot escriure com una
combinacié lineal de funcions ¢;'*’ que es transformen unes en les

altres segons tots els elements de Gg:

gb” =} D ()oY [2.15]
J

on els index i i j (i, = 1,..,d,) caracteritzen cada una de les d,
funcions que es transformen mituament en elles mateixes per les
operacions del grup G,. Les d, funcions ¢;'* sé6n una base de
funcions de cada una de les representacions irreductibles (n =
1,.., N;) del grup Gy,. D;; (g) s6n les matrius corresponents als
diferents elements g € Gy,.

D’entre totes les funcions ¢J“’n'existeix una que és invariant
sota totes les operacions gf€G,, i que correspon a la representacié
irreductible identitat de G,. Aquesta funcié sera, per tant, p,.
Aleshores 8p s’escriura:

6p= Y " ci"oY [2.16]

(ny, i
on la suma s‘estén a totes les representacions diferents de la
identitat. A més pot comprovar-se que si p i 8p sén reals, totes
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les funcions de les diferents bases es poden prendre reals.-

D'acord amb el que s'ha presentat al punt 2.4.1 podem estudiar
ara la funci6 escalar i real F(T,6p), que anomenarem energia lliure
de Landau i que té la segiient propietat: l’estat d’'equilibri del
sistema a una determinada temperatura T, correspon al valor de &p
que minimitza F. Essent F una funcié escalar, necessariament
involucrara integrals de §p sobre tot el sistema.

L'expressi6é [2.16] ens permet de considerar F com a funcié
dels parametres C,'®. Per tant la minimitzacié anterior es limitara
a una minimitzaci6é respecte a aquests parametres, que seran nuls
per a T>T. (ja que 8p ha d’ésser nul.la per a T>T.) i almenys un
d’ells sera no nul per a T<T., eﬁcara que hi tendiran per T-T.. Com
que estem interessats en el comportament de F prop de T.,, sembla
per tant raonable desenvolupar F en poténcies dels C;'®. En aquest
pas estem assumint moltes hipdotesis sobre el comportament matematic
d’'F(C;'*) al punt de transicié.

Donat que el potencial termodinamic és un escalar, és
invariant sota les operacions del grup G,. De forma senzilla pot
demostrar-se que, sota les transformacions g€G, els coeficients

C;'” es transformen segons:

gci® =Y pj? (9) ¢ [2.17]
1

i de l’invariancia d'F pot deduir-se, per tant, que:
a) No existeixen termes lineals en el desenvolupament de F
b) Existeix un Gnic terme quadratic invariant.

F és doncs del tipus:

P=F(T)+Y 2y c{"*+ ., [2.18)]

(n) 1

2.4.4 Parametre d‘oxrdre principal.

Per a T>T., els coeficients A'™ sén necessariament positius per

assegurar l’estabilitat de la fase d’alta simetria. Per tal que es
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produeixi una transicié a T., cal que almenys un dels coeficients,
per exemple 1’A"? canvil de signe. Una hipdtesi suplementaria, que
anomenarem hipdtesi de desacoblament, és que mai dos coeficients
s'anul.len per al mateix valor de T..

Per tant prop de T, podrem escriure:

3p=Y ;™65 [2.19]
1

El conjunt de parametres {C;"”} constitueixen el parametre
d’'ordre de la transici6, i determinen totalment l’estat del sistema
per a T<T.. La dimensionalitat d,, del parametre d’'ordre és
simplement la dimensionalitat de la representacié irreductible
associada. Normalment es defineixen:

(ng)
c;™

Ve amb my o [2.20]
i

de forma que el desenvolupament del potencial termodinamic fins a
ordre n* es pot escriure:

F(T)=F,(T) +n72A(T) .

n3 (3) n4 @ [2.21]
+TEB‘,(T) £y (Yi)+TE C AL (v )+, ..

on f/® sén els invariants d’ordre k formats a partir de les
amplituts v;.

Pot continuar-se 1l’estudi i pot demostrar-se que els
invariants d’ordre 3 sén també incompatibles amb una transicié
continua, que els coeficients d’ordre 4 han d’ésser positius per
estabilitzar la fase desordenada, etc. Un cop determinada la forma

global d’F(T), la seva minimitzacié permet calcular totes les

propietats termodinamiques (energia, calor especifica,
susceptibilitats, entropia, etc.. ) al voltant del punt de
transicié que ve determinat per A(T.) = 0.
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2.4.5 Parametres d’'ordre secundaris.

Com hem vist una hipdtesi suplementaria a la teoria de Landau
és que Gnicament el coeficient dels termes quadratics corresponents
a una representacié6 irreductible n, s’anul.li a T, (hipdtesi de
desacoblament). Aquesta és una hipdtesi equivalent a dir que
Gnicament els graus de llibertat associats a aquesta representacid
irreductible sén rellevants en el punt de transicié. Els altres
parametres C;® amb n#n, s’anomenen parametres d’ordre secundaris,
i a causa d’aquesta hipdotesis pot demostrar-se que s6n completament
irrellevants en 1l’estudi del canvi de simetria entre les dues fases
[Tolédano J.C. i Tolédano P. 1987, pag 88)], i que tnicament
produeixen 1l’aparicié d’escalars o termes quadratics en el
parametre d'ordre principal gque poden renormalitzar-se en un
desenvolupament similar al de l’equacié [2.21] i donen lloc a un
desplacament de la temperatura de transicié.

Ara bé, és aquesta hipdtesis necessaria? La resposta a aquesta
giiesti6 és similar a la que es dbéna a la pregunta de si la la
hipdtesis de transicié continua és necessaria o no, per fer una
teoria de Landau [2.4.2]. Hi ha multitud de diagrames de fase
experimentals que es poden explicar amb funcionals de Landau amb
dos o més parametres d’ordre que descriuen l’aparicié de punts
tricritics, etc..raonablement bé, justament a causa de 1’'anul.lacié
simultania dels dos coeficients corresponents als termes quadratics
dels dos parametres d'ordre.

La fonamentaci6 matematica més imperfecta per a aquests casos
fa que la teoria de Landau amb dos parametres d’ordre doni
resultats menys concloents que 1la teoria de Landau per a
transicions de segon ordre amb un sol parametre d’ordre, perd ni
molt menys l‘’invalida. La seva utilitat és basica en dos aspectes:
a) El deplagcament de les temperatures de transicié a causa dels
graus de llibertat secundaris (segons s’'ha explicat) ens déna
informaci6é sobre els diagrames de fase de sistemes complexos.

b) L’'aparici6 de punts singulars, si bé no és matematicament ben
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fonamentada mostra com aquests fendmens poden apréixer com a
conseqgiiéncia de la interaccié de graus de llibertat i indica que
potser la seva aparicié no és resultat dels detalls microscdpics
del sistema sin6é que esta relacionada Gnicament amb arguments de

simetria.

2.4.6 Acoblament entre parametres d’ordre.

El desacoblament que apareix a l’equacié [2.18] en els termes
quadratics corresponents als diferents graus de 1llibertat
irreductibles no es pot estendre als termes d’ordre superior. Per

exemple, termes d'ordre 4 que involucrin productes del tipus:
(E ci™ 2)(2 cim 2) [2.22]
1 i

sén obviament invariants perqué sén productes de dos termes
invariants. També en certs casos existiran invariants que no seran
productes d’'invariants perd que en tot cas seran sempre d’ordre 3
O superior.

En els dos propers punts es discuteixen dos exemples senzills
d’acoblament amb termes d’ordre 4 (biquadratics) que s’han mostrat
molt Gtils per descriure diagrames de fase de diferents sistemes.
Al punt 2.4.9 també es comenten altres casos d’intereés.

2.4.7 Acoblament (x%+x‘)+(y*y*)+x%y?.

L’estudi dels possibles termes d’acoblament i els diagrames de
fase que se’n deriven es va iniciar amb l’estudi de 1l‘’acoblament
biquadratic a mitjans dels anys 70 [Imry Y., Scalapino D.J. i
Gunther L. 1974]. [Imry Y. 1975]. Una recopilacié interessant sobre
aquest acoblament es pot trobar a [Watanabe S., Usui T. 1985].
S’'han fet també alguns estudis, amb poc éxit, del paper que juguen
les fluctuacions en aquest cas [Imry Y. 1975]. Seguidament
presentarem resumida 1la solucié d’equilibri, sense considerar

fluctuacions.
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Considerem el desenvolupament d’f en funcié de dos parametres

d’ordre x i y segiient:

f=a, X +=b X' +a,y += b,y -AX’y [2.23]

on a, i a, s6n funcié de T, i s’anul.len a T, i T,, b, i b, sén
positius per tal d’estabilitzar la fase desordenada (x=0, y=0) a
alta temperatura i A és el parametre que governa la intensitat de
l’acoblament que, també per condicions d’estabilitat, ha de complir

A > - (b;+b,). Definint com a nous parametres d’ordre:

x2=/b ¥, y*=/b, ¥ [2.24)
s’'obté:

f=a1x2+%x“+a2y2+%y4+px2y2 [2.25]

on pu>l. Suposem, com es fa usualment, que la dependéncia d’'a;, i a,

amb la tempertura és de la forma:

T-T.
“1,2=A1,2(T—1'2) [2.26]
1,2

amb A, i A, parametres positius. L’evolucié del sistema amb la

temperatura sobre un diagrama («,,a,) ve determinada per:

a2=a1(%)+A2(%ﬂ) [2.27]
1<2 2

és a dir, una recta amb pendent positiu A,T,/A,T, tallant l’eix
a);=0 en el punt A,(T,-T,)/T,. A més el diagrama de fases sera
simétric sota canvis 1-~2. Derivant [2.25] i igualant a zero
s’'obtenen 4 possibles extrems:
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0) (0,0)
D (o)

III)[J 0y -po, J “2‘““1]
p2-1 k-1

La fase 0 é&s una fase completament desordenada, la fase I
presenta ordre respecte el parametre Xx, la fase II respecte l'y i
la fase III respecte els 2 parametres d’ordre.

Un estudi de les condicions d’estabilitat déna els diagrames de
fase de les figures 2.1 per pZ<l i 2.2 per u>1l.

5

I o)
0(2 O [~
11 I1
-5 ]
-5 0 5
o
Figura 2.1 Diagrama de fases corresponent al cas pu=-0.5.

El primer cas (u?<l) s’anomena d’acoblament feble. Totes les
transicions de fase sén continues (linees continues gruixudes). Si

estudiem les possibles evolucions amb la temperatura veiem que,
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2 0 7
7/
7
7
Vs
7
e
o i
d
4
I'd
7
/7
/
5 & —
-5 0 5
®4
Figura 2.2 Diagrama de fases corresponent al cas u=1.5.

depenent dels parametres A,;, A,, T, i T,, poden aparéixer els
segiients comportaments:

I11-11-0, III-I~0, III-0, i si O<p<l també: I1-0, III-0 i
II-III-I-0.

El segon cas, corresponent a un acoblament fort (n>1) presenta
una transicié de primer ordre entre les fase I i II (linea
discontinua) amb una amplia zona de metastabilitat (linees primes).
Els possibles comportaments sén: II-I-0 i I-II~0. En un diagrama
de fases complet (al, a2, p), apareixeria una linia de punts
singulars (p=1, al = a2) on es troben una superficie de transicions
de primer ordre (II,I) i dues de segon ordre (II,III) i (I,III).

Aquesta energia lliure s'ha utilitzat, per exemple, per
l’estudi de la competicié entre diferents ions magnétics [Tuszynsky
J.A. 1983].
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111

-5 L
-5 0 5
o,
Figura 2.3 Diagrama de fases pel cas u=-0.5, n=-1.

2.4.8 Acoblament (x*x‘) + (yHy’*+y*) + xXy?.

Com a segon exemple podem considerar un acoblament biquadratic
entre energies lliures corresponents a transicions de fase de
primer i segon ordre. Considerem el desenvolupament:

f=a1x2+%x4+a2y2+%r|y3+%y4+px2y2 [2.29]

on p ha d’ésser superior a -1. Cal notar que f &s invariant sota
canvis de signe de x i que a més canvis de signe de 1 impliquen
canvis de signe en y. Per tant ens restringirem al cas n<0. La
dependéncia d’a; i d'a, la prendrem igual que al cas anterior.

Derivant [2.29] i igualant a zero s’obtenen els segiients extrems:
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-5 .
-5 0 5
X4
Figura 2.4 Diagrama de fases pel cas u=0.5, n=-1.
0)(0,0)

I) (/=7 , 0)
II)(O,—n;t‘/}TETE;) [2.30]

ITT) (x,y)

on en la fase III, x i y compleixen:

X2+|-|-y2=—(!1

[2.31]
y2(1-p?) +2ny=pa, -a,

L’estudi de les condicions d’estabilitat permet d’establir els
possibles diagrames de fase. La figura 2.3 correspon a ue(-1,0), la
figura 2.4 a pe(0,1) i 1la figura 2.5 a pe(l,®»). Les linees
gruixudes continues i discontinues representen transicions de fase
continues i de primer ordre respectivament. Les linies primes
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-5 :
-5 0 5
X4
Figura 2.5 Diagrama de fases per up=1.4, n=-1.

representen els limits de metastabilitat. Cal notar que la riquesa
de possibilitats de diferents evolucions amb la temperatura
augmenta considerablement. Per exemple a la figura 2.6 es mostra
(a) 1’evoluci6 de l’energia lliure de cada fase (F; linia continua,
F;; discontinua i F, punt-ratlla) i (b) dels parametres d’ordre x
(linea continua) i y ( linea discontinua) en una seqiiéncia: I-II-

reentrant I-0.

2.4.9 Altres acoblaments.

A part dels dos casos anteriors (2.4.7 i 2.4.8) s’'han
realitzat estudis d'altres termes d’acoblament que han resultat
itils en problemes especifics. El treball de [Micciancio S. 1988]
presenta un métode general de resolucié6 de qualsevol terme
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ree. (b)

X.Y

-05  -03  -01 01 0.3
A

Figura 2.6 Evolucié de l’energia lliure (a) i dels parametres
d’ordre (b) al llarg de la linea de punts de la
figura 2.5 (a, = 54, a, = 1+24).

d’acoblament dins el marc general de la teoria del Tractament del
Senyal. També destaca un estudi sobre les discontinuitats en la
calor especifica com a conseqiiéncia de qualsevol tipus d’acoblament
[Mejia~-Lira F., Urias J. i Moré&n-Lépez J.L. 1981].

Un cas interessant és (x?+x‘)+(y?+y‘)+x’y que permet Gnicament
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l’estabilitzaci6 de fases tipus 0, II, i III i presenta un punt
tricritic [Tolédano J.P. i  Tolédano C. 1987]. El cas
(x1+x")+ (yi+y*+y*)+x’y s’ha utilitzat com a model fenomenoldgic per
explicar els fendmens d’acoblament en cristalls liquids [Tolédano
J.P. i Tolédano C. 1987], en particular l’existéncia d’un punt
tricritic en la linea Sméctica-Nematica. Aquest problema s’estudia
més extensament al capitol 4 d’aquesta tesi mitjancant un model

microscodpic.
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3 EL METODE DE SIMULACIO DE MONTE CARLO EN MECANICA ESTADISTICA.

3.1 Introducci6é: la simulacié.

Una gran part de disciplines cientifiques tracten de descriure
la realitat que coneixem a través dels sentits mitjangcant models
logics que expliquin perqué donades unes condicions determinades o
causes s'obtenen uns efectes determinats. Els bons models es
caracteritzen per la seva senzillesa i per estar molt més ben
definits 1 delimitats que la realitat que ens envolta. Aixd
s’aconsegueix a cop de menysprear, reduir i simplificar els factors
que intervenen en la relacié6 causa-efecte. Per tal que un model
sigui Gtil cal també que sigui resoluble, ja sigui analiticament,
numéricament o simplement mitjancant un procediment (algorisme)
que, donades 1les dades d’entrada, ens permeti d’observar els
resultats finals. Aquest Gltim procés és el que s’anomena
simulacié.

Existeixen nombrosos métodes de simulacié, 1 1la seva
classificacié no és senzilla [Bratley P., Fox B.L. i Schrage L.E.
1983]. En aquest treball ens restringirem a les simulacions de
tipus digital que es realitzen mitjangant ordinadors i especialment
en 1’ambit de la Mecanica Estadistica [Heermann D.W. 1986].

La utilitzacié dels ordinadors per a la resolucié de problemes
de la Mecanica Estadistica ha evolucionat de forma paral.lela a com
ho han fet els ordinadors, i recentment estd adquirint una
importancia enorme a causa de l’aparicié d’ordinadors que treballen
en paral.lel o vectorialment. Un gran nombre dels algorismes que
s’utilitzen no sén més que algorismes de calcul numéric pensats per
a la integracié d’'equacions diferencials, sumaci6 de séries, etc.
Ens fixarem, perd, unicament en els anomenats métodes de Monte
Carlo [Binder K. i Stauffer D. 1984],[Mouritsen O.G. 1984],[Binder
K. i Heermann D.W. 1988].

Des d’un punt de vista molt general s’entén per métode de
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Monte Carlo qualsevol algorisme que utilitzi nombres a l’atzar.
En 1’ambit de la Mecanica Estadistica de l’equilibri, en canvi, el
métode de Monte Carlo és un métode que permet calcular mitjanes de
les variables d'interés d’un sistema sobre l‘espai de les fases
generant-hi configuracions d‘'acord amb una funcié de distribucié
donada. Tot i que existeix una interpretacié dinamica del mé&tode de
Monte Carlo, descriurem principalment la interpretacié d’equilibri
o estatica en que la seqgiiéncia de configuracions generada no té cap
interpretacié fisica com a seqiiéncia temporal, i que és la que s'ha
utilitzat basicament en aguest treball.

3.2 Els métodes de Monte Carlo.

Considerem un sistema fisic constituit per un gran nombre
d’elements o particules que pretenem estudiar resolent un model amb
les técniques de la Mecanica Estadistica. Siguin {x;; 1 =1,.., N}
el conjunt de variables microscopiques del model que suposem que
prenen un nombre finit de valors reals, discrets i afitats. Aquesta
hipdtesi pot no ésser molt bona per descriure determinats sistemes
fisics generalment continuus o infinits, perd és una hipdtesi
estrictament necessaria per tal de poder simular els sistemes
mitjangant ordinadors digitals.

Sigui = {9} el conjunt de tots els possibles microestats
del sistema, cadascun determinat per N valors concrets de les
variables x;, també anomenat espai de les fases. Donades les
hipdtesis anteriors Q sera finit i discret (k = 1,.., Ny).

Suposem que l1l’energia de qualsevol configuracié microscopica
ve donada per l’'hamiltonia H(Q,). Les propietats del sistema en
l’estat d’equilibri termodinamic vindran determinades, per:

Ng

k=1

on A(Q,) és una quantitat fisica mesurable qualsevol, i p(Q) és la

funcié de distribucié dels microestats a l‘’espai de les fases, que,
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per exemple, en el cas de treballar a la col.lectivitat canodonica ve

donada per:

'DH(Ok)
Q £ 3.2
p(Q,) = [ ]
on 2 és la funcié de particié candnica:
Na
z =Y ePHEX [(3.3]

k=1

Els sumatoris de les equacions [3.1] i [3.3)] sén normalment
intractables analiticament. L’'avantatge dels métodes de Monte Carlo
és que introduint elements estocastics en el calcul d’aquestes
sumes, permeten trobar el seu valor amb un error estadistic que en
principi pot minimitzar-se tant com es vulgui.

La generaci6é de nombres a l’'atzar en un ordinador digital no
és simple, tal i com es discuteix a 1l‘apéndix 1. Ara Dbé,
considerarem a partir d’ara que tenim algun métode per generar
nombres a l’atzar distribulits d‘acord amb qualsevol funcié de
distribucib.

Existeixen, basicament, dos métodes de Monte Carlo:

3.2.1 Métodes de Mostratge Simple ("Simple Samplig").

Consisteix en generar un conjunt de punts a l’espai de les
fases Q' = {Qj; j = 1,.., M} (M<N,) distribuits uniformement i
estadisticament independents, i substituir les sumes sobre Q per
sumes sobre Q':

M
A>~=Y A(Q,)p(Q) [3.4]
=1

Aquesta aproximacié és forgca dolenta donat que usualment les
funcions de distribucié tipiques de la Mecanica Estadistica sén poc
uniformes. Per a valors baixos i intermedis de la temperatura
presenten pics elevats en els microestats corresponents a l'estat
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d’equilibri, i sén gairebé nul.les en la resta de l’espai de les
fases. Per tant un mostratge uniforme no donara bones estimacions
a no ser que M = N,, amb la qual cosa el guany que introdueix el
métode és, en general, nul. En canvi, per a temperatures molt
elevades, les funcions de distribucié tendeixen a ésser més

uniformes i el métode de mostratge simple pot ésser interessant.

3.2.2 Mostratge d’'acord amb la importancia ("Importance Sampling").

Per contra, suposem ara que podem generar el conjunt de punts
Q'= {Q; j=1,..,M} distribuits d’acord amb p({). Aleshores podrem

aproximar <A> per:

M
CA> = E A(Q)) [3.5]

1
M &

La generacié de punts a l’espai de les fases d’acord amb una
funcié de distribucidé donada es fa mitjancant una Cadena de Markov
discreta [Feller W. 1950]. Sigui la seqiiéncia d’'estats Q;, Q,, ..,
Qy una realitzaci6 de la cadena de Markov determinada a partir
d’una configuracié inicial @, i una matriu estocastica P d’elements
Pxir amb 0 < k,1 < N, que compleix:

No

I=1

P €s la probabilitat condicional que en cada pas de temps és
produeixi la transicié d’un estat Q. cap a un estat ;. Ens
limitarem Gnicament al cas que la matriu P sigui independent del
temps (cadenes de Markov homogénies). La probabilitat p,™ que en

n passos el sistema hagi anat de Q, a Q, sera:
N
Vk, 1: Eﬁf)=§:ﬁﬁgﬂjﬁﬁl; £4})=pkl [3.7]
m=1
Per tal de poder fer l'’aproximacidé6 de substituir el sumatori
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sobre tot l’espai de les fases [3.1] per la suma sobre la successi6
d’estats de la cadena [3.5)] cal demanar que quan n-x els elements
de la cadena es distribueixin segons la densitat de probabilitat
p(Q), és a dir que existeixi el limit:

V1: Limit pi=m >0 [3.8]

=

i que:

Vk: nk'——'p (Qk)

Les cadenes de Markov que compleixen aquests requeriments
s’anomenen ergododiques, i pot veure’s [Feller 1950] que aleshores
les probabilitats mw, sén independents de l’estat inicial, i es
determinen dudnicament per les condicions de normalitzacidé i

equilibri seglients:

Ny Ny
Y mi=1, Vk: m=Y m, opy [3.10]
k=1 1=1

Usualment s’exigeix a 1les probabilitats de transicié una
condicié encara més restrictiva que la condicidé d’equilibri,
anomenada de balan¢ detallat. Es la segilient:

Vk,1: T, D =T 105k [3.11]

Quan es treballa amb la funcid de densitat candnica, de {3.9]
i [3.11]) es dedueix que:

Vk,1: Bl o BHAO)-HQY) o o-BaHy [3.12]
Pix

Tot i amb aquestes restriccions hi ha encara molta llibertat
per escollir la matriu P que permetra, a la practica, generar les
diferents configuracions de la cadena. En els treballs originals de

Metropolis [Metropolis et al. 1953] s’introdueix:
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-BAH, .
1 en altre cas.

Una altra tria que també compleix [3.12] i que s’utilitza

fregiientment és:

e -BAH
1+ e'BAHkI

pg: [3-14]

La figura 3.1 mostra les dues probabilitats de transicié

anteriors en funcié de l’increment d’energia.

)
1.0 = pME -
0.5 r N
PTA
00 | |
-50 0.0 50
AH
k BT
Figura 3.1 Probabilitats de transicié de p™ i p™ en funcié de

l’increment d’energia.

3.2.3 Algorisme de Metropolis.

L’algorisme utilitzat tradicionalment per a la generacié dels
elements de la cadena de Markov és 1l’anomenat algorisme de
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Metropolis, del qual es mostra el diagrama de flux a la figura 3.2.
Es basicament un métode d’'assaig i rebuig que permet generar, a la
practica, les configuracions de la cadena de Markov. Donada una
configuracid inicial Q, determinada per les variables
microscdpiques {x;!; i =1,..,N}, cal proposar una nova configuracié
Q,={x;?}, que generalment s’obté a partir de l’anterior mitjangant
petits canvis, on "petits" significa que BAH;, sigui de 1l'ordre de
la unitat, ja que en altre cas la probabilitat de tramnsicié p,, o
P, serda molt petita tal i com es desprén de [3.12]. Tot seguit
s’extrau un nombre a l’atzar § € (0,1) i es compara amb el valor de
P12 Si 8 > p;; la configuraci6é proposada no s’accepta i es tornen
a proposar canvis diferents sobre la configuracié inicial, i si &
< p;; la configuraci6 proposada passa a ésser el nou element de la
cadena Q,.

El mecanisme pel qual s’'efectuen els canvis en les
configuracions (també anomenat dinamica de la simulacid) és també
molt arbitrari, i depén del model que s’‘estigui utilitzant i del
propdsit de la simulacié. Es important perd que els canvis que
s’efectuen siguin elementals, en el sentit que es pugui arribar a
qualsevol configuraci6 de l’espai de les fases amb una successié
d’'aquests canvis. En el cas contrari pot passar que hi hagi punts
a l’espai de les fases dinamicament innaccessibles tot i que potser
la probabilitat de transicié cap aquests punts sigui no nul.la. Tot
seguit es comenten alguns exemples:

a) Graus de llibertat sense llei de conservacié: Un primer cas és

el cas en que el model és constitult per particules o elements amb
un sol grau de 1llibertat que no é&s sotmés a cap tipus llei de
conservacié. El cas més tipic és el del model d’Ising on les
variables sén els spins S; associats a cada nus d‘una xarxa i que
prenen valors 1 o -1. Els canvis que es proposen aleshores sén
inversions d’un dnic spin escollit a l’atzar (random spin-flip) o
seqgiiencialment (sequential spin-flip).

b) Graus de llibertat amb llei de conservacié: Un segon cas €s

aquell en que existeixen 1lleis de conservacié que lliguen les
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Dades inicials.

Configuraci6é inicial.

Y

Calcul de l'energia inicial.

v
—

Proposta d’una nova configuracié
mitjangant un canvi elemental.

Calcul de l’increment d’energia AE.

Probabilitat de transici6 cap al nou estat:
) W =1si AE < 0.
W =-exp [ - AE/ky T] si AE> 0.

\ n

Escollim 6§ a l'atzar entre 0 i 1.
Si 6 < W accepten la nova configuracié.
Si 8 > W rebutgem la nova configuracié.

Mesura de les variables d’interées.

Repetim.

Figura 3.2 Diagrama de blocs de 1l'’algorisme de Metropolis.
variables del sistema. Per exemple el model gas reticular és un
model reductible al model d’Ising perd en el que les variables S;

tenen la restriccié fisica I S; = constant. Una dinamica que

satisfaci aquesta condicié consisteix en intercanviar el valor de
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les variables entre dos nusos veins de la xarxa (spin-exchange).

c) Casos mixtes: També podem considerar casos mixtes, que solen

aparéixer quan s’‘estudien models amb acoblament de transicions de
fase associats a diferents graus de llibertat. Per exemple en el
problema del model gas reticular de molécules orientables tractat
al capitol 4, les variables microscopiques corresponen a dos tipus
de graus de llibertat diferents. Per un costat unes variables tipus
gas reticular sotmeses a una llei de conservacié que es mouen amb
un mecanisme d’intercanvi, i per 1l’altre les variables que
descriuen l’orientacié de les particules que poden prendre 4 valors
diferents i sense cap llei de conservacié que es tracten amb un
mecanisme tipus spin-flip perd escollint la nova orientacié entre
els 4 valors possibles a l’atzar.

d) Altres: Per tal de tenir algorismes tipus Metropolis molt rapids
s’han proposat moviments de tipus més complex, alguns dels quals
comentarem al punt 3.4

Existeix un conveni per mesurar el nombre de passos que s’han
simulat. En un sistema constituit per N, particules es defineix 1
pas de Monte Carlo (1 MCS) com la seqiiéncia de configuracions
obtinguda quan s’'han proposat N, canvis elementals.

En sistemes que combinen diferents graus de 1llibertat no
existeix un conveni establert. Una possible definicié, que és la
que hem adoptat en la simulacié del model per als cristalls liquids
és:

1 MCS = N, intents de canvi per cada grau de llibertat,
és a dir si existeixen N, tipus de graus de llibertat diferents
(P.E. N,=2 si tenim graus de 1llibertat posicionals i
orientacionals) gque poden moure’s independentment, en 1 MCS
s’intenten N, vegades cada un dels N, tipus diferents de moviment.

3.2.4 Limitacions del meétode.

Tot i que la simulacié6 de Monte Carlo és una eina de gran

utilitat, cal tenir presents quines sén les seves limitacions, que
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estan relacionades, principalment, amb el fet que usem ordinadors
finits (memdria i velocitat) per estudiar models fisics en el limit
termodinamic. Aquestes limitacions poden classificar-se en dos
grups [Binder K. 1985]:

a) Efectes de mida finita ("Finite Size Effects"): S6n els lligats

al fet que simulem sistemes amb un nombre finit de particules i que
pretenem extrapolar els resultats a sistemes infinits. El problema
esdevé de maxima importancia en l’estudi de les transicions de
fase, ja que desapareixen en els sistemes finits. Ara bé, existeix
una teoria, a la qual dedicarem el punt 3.3.4, que permet corregir,
o encara més, treure profit d’aquests efectes.

b) Temps d’'observacié6 finits: Al generar una série de

configuracions en 1l’espai de 1les fases (cadena de Markov)
utilitzant canvis elementals, existeixen fortes correlacions
dinamiques entre una configuracié i les segilients. Aquestes
correlacions s’incrementen dramaticament prop de les transicions de
fase i obliguen a simular durant temps enormement llargs per tal de
disminuir els errors estadistics. Aquestes correlacions no tenen
perqué estar relacionades amb les correlacions fisiques que
existeixen en els sistemes prop de les transicions de fase, ja que
com hem dit, dnicament en pocs casos l’evolucié dinamica dels
diferents estats que es generen esta relacionada amb l’evolucié
fisica del sistema. Tot i que s’'han fet alguns progressos en aquest
aspecte, no existeix cap teoria ben fonamentada que permeti
resoldre aquests problemes. Al punt 3.4.2 es comenten alguns

métodes que els intenten resoldre.

3.3 Mesura de propietats d’interés i efectes de mida finita.

En aquest punt es comenten algunes de les quantitats d’interes
que poden mesurar-se utilitzant l’equacié [3.5] a partir de les
seves expressions en funcié de les variables microscopiques, o bé
a partir de la mesura de les fluctuacions d‘altres quantitats. La
comparaci6 d’aquestes mitjanes amb les quantitats termodinamiques

obtingudes en mesures experimentals no és simple, a causa,
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basicament, de la mida finita dels sistemes que se simulen. D’entre
les diverses técniques que permeten superar aquests problemes de
mida finita al punt 3.3.3 destaquem 1l’anomenat métode dels
subblocks que hem emprat en la simulacié del model gas reticular de
molécules orientables (capitol 4).

Per simplicitat, prendrem com a exemple per il.lustrar els
propers punts el cas del model d’'Ising ferromagnétic bidimensional,
tot i que les conclusions i técniques proposades poden extrapolar-
se als casos més sofisticats que es presenten als capitols 4, 5 i
6. Les figures que es mostren en els segiients apartats les hem
obtingut mitjancant un programa de simulacié del Model d’Ising
Ferromagnétic bidimensional amb dinamica de Glauber que utilitza un

algorisme vectorial.

3.3.1 Sistemes finits: condicions de contorn.

Considerem doncs, que estem simulant un cristall magnétic
mitjancant un model constituit per una xarxa gquadrada bidimensional
LxL d’'spins {S;, i =1,..,N=LxL} que prenen valors +1 o -1 i que

interactuen d’acord amb l‘hamiltonia d’Ising:

H=—JE's.s. [3.15]

on el sumatori s’estén a totes les parelles de primers veins i
J>0.
Donat que el sistema és finit caldra també especificar com
interactuen els spins de 1la frontera. Existeixen diferents
possibilitats:

a) Condicions lliures de contorn: Consisteixen en considerar que
els spins de la frontera només interactuen amb els interns, és a
dir que tenen 3 veins (costats) o 2 velns (cantonades) unicament.
La relaci6 entre la contribucié a l’energia dels spins de la
frontera i l’energia dels spins interns és de l’ordre de 1/L, gens
menyspreable si pensem que els sistemes que usualment se simulen
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tenen L~10'-10? mentre que tipicament els cristalls que s’utilitzen
en experiments tenen costats de 10° Atoms (cal mencionar excepcions
com el cas de les capes primes en que s’aconsegueixen en una
dimensié longituds de l’ordre de 10 distancies atdmiques).

b) Condicions periddiques de contorn: Consisteixen en suposar que

el sistema de LxL spins €s una part d’un sistema infinit format per
répliques exactes d’ell mateix, de forma que els spins d’un costat
interactuen amb els del costat oposat. D’‘aquesta manera
s’aconsequeix fer desaparéixer la contribucié exagerada de
l’energia de superficie. Ara bé, el sistema dista encara de poder
ésser comparat amb un sistema infinit, ja que les correlacions
espaials esdevenen molt importants a distancies de l’ordre de L.
Aquest problema es posa de manifest en l’estudi de les transicions
de fase en que la longitud de correlacié del sistema { es fa molt
gran de forma que el sistema que se simula LxL presenta un
comportament molt diferent del sistema infinit real.

c) Altres possibilitats: Per 1l’estudi de propietats superficials es

poden considerar fixats ©o sotmesos a algun camp extern. Les
condicions helicoidals de contorn que faciliten la programacié
d’algorismes vectorials, consisteixen en considerar com a veins del
darrer element d‘’una fila el primer de la segilient. Finalment cal
esmentar les condicions de contorn de subblock que sén Gtils per a
l’estudi dels efectes de mida finita dels sistemes (veure punt
3.3.4). Consisteixen en considerar com a sistema objecte d’estudi
un subconjunt del sistema total que pot tenir condicions
periddiques d’altres. Els exemples que es presenten en aquest
capitol s’'han obtingut en una simulacié d‘’un sistema total amb
L=128 del que s’han estudiat els subblocs amb L = 64, 32, 16, 8, 4
i 2.

3.3.2 Energia i calor especifica.

Donat l‘hamiltonia, i especificades les condicions periddiques
de contorn podem mesurar directament 1l’energia E de cada
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configuraci6é generada i calcular <E>; fent mitjanes sobre un gran
nombre de configuracions. Aquesta mesura ens donara una estimacié
de la energia interna U, tant més bona com més gran sigui L. La
figura 3.3 mostra 1l1l’evolucié de 1l’energia interna amb la
temperatura per un model d’Ising bidimensional i compara els
resultats de 1la simulacié6 (L=40) amb els exactes. De les
flucutacions estadistiques d’E podem obtenir una estimacié de la

calor especifica:

c.=h__(<g2> —<m>? 3.16
L”KBTZ( L 3 [ ]

Quan L-~» el valor de la calor especifica calculat a partir de
les fluctuacions de l’energia coincidira a partir del calculat com
a derivada de l’energia mitjana respecte la temperatura. La figura
3.4 mostra els valors de C, d'un model d’Ising per diferents valors
d’'L i diferents temperatures. El pic es desplaca lleugerament cap
a T petites i es fa més pronunciat a mesura que L augmenta. La
posicié del maxim es pot pendre com una estimacié (T.,) de la

temperatura critica real T..

3.3.3 Parametres d’ordre i susceptibilitats.

Per l’estudi de les transicions de fase, és molt important
també 1la mesura de parametres d’ordre. Per a la transicid
ferromagnética-paramagnética (a camp extern nul) sabem que la
magnetitzacié espontania M,, és un bon parametre d’ordre. Per a
temperatures superiors a T. els spins del sistema no presenten cap
ordre col.lectiu i es té la fase paramagnetica amb M,, = 0. Per
T<T., en canvi, apareix la fase ferromagnética en qué els spins
s’'orienten paral.lels entre si donant lloc a un valor no nul de la

spe Ja que el

magnetitzaci6é que a més té dues components +M,; o -M
trencament espontani de simetria estrictament només és possible en
el limit termodinamic, cal tenir cura en la mesura de M,, (o de

qualsevol altre parametre d’ordre) durant les simulacions. Si un
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Figura 3.3 Evolucié de E; (L=128) en funcié de la temperatura.
La corba continua correspon al comportament exacte
del model d’'Ising bidimensional.

sistema és finit, per sota T, existeix sempre una probabilitat no
nul.la de passar d’un estat +M,; a un estat -M,,, de forma que si
mesurem la magnetitzacié en el curs de molts passos de Monte Carlo
obtindrem:

N
1
ML=<-I-\72 S5;>=0 [3.17]

i=1

per a. tot valor de T i N. De fet la forma correcta per a la mesura
del parametre d’ordre M,, és considerar M(T,H) amb camps aplicats

no nuls i fer:
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Figura 3.4 C. en funci6 de la temperatura per a diferents mides

dels subblocs. T, és la temperatura critica pel
sistema infinit.

My, = Limit Limit M(T, H) [3.18]
H-0 N-

Seria impracticable intentar trobar el resultat d’aquest limit
mitjangcant els resultats de simulacions de Monte Carlo amb camps no
nuls i s'ha fet Gnicament en alguns casos excepcionals [Young A.P.
i Kirkpatrick S. 1982]). A la practica, quan es simula a T inferiors
a T, ( i no excessivament properes) es troba que la probabilitat de
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saltar des de la regi6é de l'’espai de.les fases de magnetitzacions
positives cap a la de magnetitzacions negatives és molt petita, i
que els estats amb +M o -M sén suficientment metastables. En altres
paraules, el "temps ergddic" (nombre de passos necessaris per tal
que un d'’aquests salts tingui lloc) és prou gran. Mesurant les
mitjanes durant un temps inferior al temps ergddic podem obtenir
valors raonables amb la férmula 3.17. Ara bé, prop de T, el valor
de M disminueix i les fluctuacions d’'M augmenten de forma que es
fan comparables al seu propi valor i aleshores és impossible trobar
el compromis d’un temps suficientment llarg per tenir bona
estadistica i suficientment curt per no fer mitjanes de
configuracions amb signes oposats de M. Per solucionar aquests

problemes es pot mesurar M com:

Mer=J<%f:Si)%L {3.19]

O bé com:

N
ML”=<|71VZ 5,05, ‘ [3.20]

i=1

Totes aquestes definicions donen sempre un valor estrictament
positiu de la magnetitzaci6, fins i tot per a T>T.. En la figura
3.5(a) i 3.5(b) és mostren aquestes mesures en el cas del model
d’'Ising per diferents valors de L. Els cercles buits representen el
valor extrapolat a L-» a partir de les mesures en els subblocs de

mides L=64, L=32 i L=16. (veure 3.3.4) i tal com es troba a la
literatura es comprova com:

Limit M, = Limit M{™ = Limit M =
I—=o0 L IL—00 £ LiT;lot ML Msp [3. 21]

Es encara més interessant, estudiar la funcié de distribucié

de la magnetitzacié PL(M), encara que requereix molta més
estadistica i en models sofisticats és dificil d’obtenir. En el
limit termodinamic aquesta distribucié és sempre simétrica respecte
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Figura 3.5

J

Evolucié de M;*® i M;™ en funcié de la temperatura
per diferents mides de subblock. La corba mes
gruixuda mostra el comportament exacte.
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M=Q0. Presenta dos pics separats a valors - M,, i + M, per a T< T, i
un sol pic per a T > T. a M,, = 0. La figura 3.6 mostra la
distribuci6é de M; per a diferents valors de L i T. Quan T<T., i per
a temps no molt llargs, només és accessible una de les dues
components del parametre d’ordre de forma que només es veuraun pic.
El valor M, on es situen els maxims de la distribucié també es pot

pendre com una estimacié de M,, que compleix igualment:

Limit M; ., = Mg, [3.22]
L~eo
Poden mesurar-se també 1les fluctuacions dels parametres
d’ordre que ens proporcionen informacié sobre les susceptibilitats.
Aixi per exemple en el cas del model d’Ising tenim:

4

NK,T

N N
XL AUY. 5% - (<Y 5> )2 [3.23]
i=1 i

1i=1

La susceptibilitat presenta també un maxim a T, que també es pot

prendre com una altra estimacié de la T, real.

3.3.4 Extrapolaci6 a L-o: métode dels subblocs.

Existeixen diverses técniques per a extrapolar els resultats
de les simulacions amb L finita al 1limit L-». La més senzilla
consisteix en fer simulacions amb sistemes de diferents mides.
Representant els valors obtinguts en front 1/L es poden extrapolar
a 1/L - 0. Aquest métode s'ha utilitzat bastant, perd resulta molt
cost6s perqué cal repetir la simulacié a cada temperatura per cada
mida de sistema a estudiar.

Un métode que s’'ha demostrat forga equivalent és 1‘’anomenat
métode dels subblocs. Consisteix en aprofitar la simulacié d’un
sistema LxL i estudiar també el comportament dels subsistemes de
mides L, = L/2*¥ que el constitueixen. Aixi s’obté informacié sobre
diferents longituds en una sola simulacié. A més cal pensar que per
a una configuracié donada del sistema de costat L hi ha 4*
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Figura 3.6 Distribucié Y de 1la imanacié6 per diferents

temperatures i diferents mides del subblock. El cas
(a) correspon a T=2.25<T, i el cas (b) a T=2.30>T..
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configuracions corresponents a la mida L,, de forma que
l’estadistica per als sistemes petits sera molt bona. La figura 3.7
mostra l’extrapolacié de la T. a partir de les estimacions T
(posici6é del pic de C;) per a diferents subblocs de mides Ly = 2,
4, 8, 16, 32, 64 parametres de xarxa al model d’Ising. En general
aquestes extrapolacions milloren forga els valors que s‘obtindrien
sense fer l'estudi de subblocs. Cal, perd, tenir en compte que el
comportament del sistema LxL difereix substancialment del
comportament dels subblocs, ja que les condicions de contorn sén
periddigues per al sistema global mentre que per als subblocs sén
molt més realistes. Per tant els valors calculats pel sistema
global cal no considerar-los en les extrapolacions.
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3.3.5 Teoria del "Finite Size Scaling".

El 1972 [Fisher M.E. i Baber M.N. 1972] es va desenvolupar
aquesta teoria gque permet extreure informacié sobre els exponents
critics dels sistemes infinits a partir de l’estudi de 1l’evoluciéd
d’alguns parametres de les xarxes finites en funcié d’L. D’acord
amb aquesta teoria l’energia lliure d’una xarxa LxL ve donada per

la funciéb:

(a-2) 1
F(L,T) =N V FO(L"C) [3.24]

on

t =|1-7/T,| [3.25]

La diferéncia entre la pseudo-temperatura critica T, (obtinguda
usualment com a posicié del pic de Cp o %) i la temperatura critica
real T. ve donada per:

1

(l_TcL/Tc) ~ aL-T [3.26]

L’'equacié [3.24] per a l’energia 1lliure permet deduir
equacions d’escala per altres quantitats termodinamiques. Per
exemple, en el cas de sistemes amb condicions perddiques de

contorn:
M, = LP/v M°(x)
Xz = LYY x°(x) [3.27]
c, = L*" ¢%(x)

on x = t LY.

En el cas d’altres condicions de contorn apareixen termes
correctius quan x és gran a causa de l’efecte de les superficies
(Landau D.P. 1976].

La teoria del "Finite Size Scaling" pot formular-se també en
funci6 de la distribuci6 de probabilitat de la energia [Challa
M.S.S., Landau D.P. i Binder K. 1986] o del parametre d’'ordre P, (M)
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Figura 3.8 Vvalors de M;™ escalats d’'acord amb la mida del
subbloc. Vegeu simbols al text.

[Binder K. 1981],[Kaski K., Binder K. i Gunton J.D. 1984].
L’evoluci6é amb L dels cumulants d’aquestes distribucions permet
discernir molt bé 1l’ordre de les transicions de fase. En el
peniltim treball del capitol 4 s’utilitza aquesta teécnica per
justificar 1l’existéncia d’un punt tricritic en un model per
cristalls liquids.
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La figura 3.8 mostra, per exemple, com el parametre d’ordre
escala d’acord amb l’equacié [3.27] prenent per $ i v els valors
exactes corresponents al model d’Ising. Els diferents simbols
corresponen a L = 128 (+), 64 (x), 32 (o), 16 (O), 8 (), 4 (M) i
2 (*). La diferéncia entre utilitzar un métode de subblocs o el
métode de simular per diferents mides Gnicament afecta als termes
de segon ordre en les equacions d’escala [Binder K. 1981].

3.4 Nous métodes de Monte Carlo.

En els darrers deu anys s’han prodult alguns avangos en el
disseny d’algorismes que utilitzen métodes tipus Monte Carlo per
resoldre nous problemes o bé que n’augmenten l’eficiéncia de forma
considerable. Alguns d‘aquests encara no estan prou fonamentats,
tot i que la seva validesa ha estat provada en nombroses ocasions.

Podem distingir-ne de tres tipus:

3.4.1 Métodes informaticament optimitzats.

S6n meétodes que augmenten 1l’eficiéncia de 1l’algorisme de
Metropolis adaptant-lo a les caracteristiques técniques dels
ordinadors escalars o vectorials. Un exemple clar s6n els
algorismes de "Multispin®” (Williams G.O. & Kalos M.H. 1984], [Zhang
M.Q. 1989] en que cada "paraula" de l’ordinador representa l’estat
de 8, 16, etc... spins depenent del nombre de bits. Les operacions
per al calcul de les probabilitats de transicié6 és fan mitjangant
instruccions logiques en llenguatge maquina. S6n métodes especifics
per a cada model i maquina. Un altre exemple és el tipus
d’algorisme que hem utilitzat per simular el model d’Ising i
obtenir els exemples del punt 3.3. Es un algorisme vectorial en qué
l’energia, la magnetitzacié, etc.. es calculen com operacions de

transposicié i suma de la matriu que té enmagatzemada la
configuraciéb.
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3.4.2 Algorismes de Monte Carlo rapids.

Alguns algorismes milloren 1l’esquema de Metropolis introduint
técniques més eficients de generar la cadena de Markov a l’espai de
les fases per anar cap a l'equilibri.

Tal i com hem comentat al punt 3.2.4, un problema important és
que el temps de correlacié entre configuracions prop de
l’equilibri, i sobretot prop de punts critics, és molt gran. Pensem
per exemple en un model d’Ising, en qué partint d’una configuracié
desordenada simulem a una temperatura inferior a la temperatura
critica. Com a conseqgiiéncia de 1la degeneracié 2 de 1l’estat
fonamental es formen dominis +1 i -1 que competeixen entre si. Si
proposem canvis d‘un sol spin cada vegada (spin-flip), la major
part dels canvis no seran acceptats perqué els spins dins dels
dominis estan en situacions energéticament molt favorables, i
Gnicamet quan intentem canviar spins que es troben a la frontera
entre dominis o en zones no ordenades s'’'acceptaran els canvis. Els
nous algorismes intenten proposar canvis Gnicament a les zones en
que hi ha un excés d’energia. Un exemple és el métode "n-fold way"
[Bortz A.B., Kalos M.H., Lebowitz J.L. 1975] que proposa un
algorisme que tendeix a concentrar els canvis (de tipus spin-flip)
sobre els spins que tenen una probabilitat de transicié més gran.
Aixd és fa mantenint actualitzada una taula dels spins que tenen
una determinada probabilitat de transicié i la seva situacié a la
xarxa. Un altre exemple molt més sofisticat sén els algorismes de
Swendsen-Wang [Swendsen R.H. i Wang J.S. 1987] [Edwards R.G. i
Sokal A.D.1988], que fins i tot permeten fer canvis de tipus
inversié d‘un domini sencer. Donada una configuracié dels spins,
generen una matriu que conté la informacié sobre la topologia dels
enllacos que es troben energéticament satisfets (clusters). De fet
el métode de Monte Carlo es realitza per variar la forma d’aquests
clusters, que després s6n novament convertits en una nova
configuracié d’spins, que pot diferir considerablement de la
inicial. Aquest métode s’‘ha mostrat molt potent quan es treballa

amb matrius de grans dimensions, i s'ha utilitzat per simular
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models tals com el g-Potts, 1'XY, etc..

3.4.3 Noves aplicacions.

El métode de Monte Carlo s'ha adaptat per resoldre problemes
diferents als d’obtenir mitjanes de variables d’interés a l'’espai
de les fases. Entre d’altres destaquen:

a) Métode de Monte Carlo aplicat a la Mecanica Quantica: Des de fa
forca temps s'’anomenaven métodes de Monte Carlo quantics als
métodes que utilitzant 1l’'algorisme de Metropolis permetien
minimitzar l’energia d’una funcié d’ona de tipus variacional per
trobar estats fonamentals d’alguns hamiltonians. Diferents exemples
es comenten a [Wood W. W. 1968]. Ara bé, l’any 1977 es va introduir
una adaptacié del métode de Monte Carlo per a simular sistemes
quantics de tipus reticular que és el que es coneix amb el nom de
Métode de Monte Carlo Quantic [Suzuki M., Miyashita S. i Kuroda A.
1977] [Cullen J.J. i Landau D.P. 1983] i que consisteix basicament
en transformar els sistemes quantics d‘una particula en el problema
classic d’un polimer format per N particules gue interactuen. També
existeix un altre métode de Monte Carlo (Monte Carlo de la funcié
de Green) que permet resoldre problemes quantics estimant la funcié
de Green corresponent i que s’'ha aplicat amb exit a problemes com
l’estudi de 1’He‘. Una introduccié general a aquests métodes é&s
[Kalos M.H. i Whitlock P.A. 1986].

b) "Monte Carlo Renormalization Group (MCRG)": Es un métode que

mitjancant la simulacié de Monte Carlo permet reproduir el fluxos
en l’espai de parametres del Grup de Renormalitzacié i cercar-hi
punts fixos [Friedman 2. i Felsteiner J. 1977)]. També existeixen
métodes MCRG adaptats a problemes quantics [Kolb M. 1983].
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4. APLICACIO A CRISTALLS LIQUIDS I CRISTALLS PLASTICS

Els cristalls liquids i cristalls plastics es caracteritzen
pel fet d’estar constituits per molécules amb un eix de simetria
preferent. S6n per tant sistemes en els que, a part dels graus de
llibertat posicionals del centre de masses de cada molécula, els
graus de llibertat orientacionals també juguen un paper rellevant.

En els cristalls 1liquids i de forma molt simple podem
distingir fases sdlides i sméctiques que presenten ordre posicional
i orientacional, una fase nematica que només té ordre orientacional
i una fase isdtropa o liquida que no té cap tipus d’ordre de llarg
abast. Els cristalls plastics, en canvi, entre la fase sdlida i la
ligquida isdotropa presenten una fase plastica amb ordre Gnicament
posicional.

En la literatura existeixen nombrosos models que estudien
aquests sistemes perd normalment consideren només un dels dos graus
de llibertat. Aixi destaca un model simple per a la transicié
nematica-isdotropa [Maier V.W. i Saupe A. 1958], {Lebwohl P.A. i
Lasher G. 1972] que ha estat posteriorment molt estudiat [Fabri U.
i Zannoni C. 1986] ja que conté els elements essencials de la
interacci6 orientacional entre les molécules. Per a la transicié
Sméctica~Nematica els models més aviat s’han basat en sistemes de
cilindres o el.lipsoides durs paral.lels [Stroobants A. et al.
1986], [Somoza A.M. i Tarazona P. 1988], [Taylor M.P. et al. 1989]
gue suggereixen que la interaccié posicional no es d’‘abast gaire
llarg. Els primers intents d’incloure els dos graus de llibertat a
la vegada en un model Gnic per explicar el diagrama de fases van
ésser fets per [Mc. Millan W.L. 1971]) mitjangcant técniques
fenomenoldgiques i de camp mitja, que van posar de manifest la
importancia de 1l’acoblament entre ambdés graus de llibertat. Més
recentment destaquen algunes simulacions Monte Carlo de sistemes
d’el.lipses dures bidimensionals [Cuesta J.A., Frenkel D. 1990].
Aquests efectes d’acoblament s’han inclds en treballs que estudien
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la fase nematica [Palffy-Muhoray P. i Bergersen B. 1987]. També
s’han inclds en estudis detallats sobre la transicié Sméctica-
Nematica per tal d’explicar els nombrosos resultats experimentals
existents. Dues bones recopilacions s6n: [Lubensky T.C. 1983] i
[Johnson D.L. 1983].

L’objectiu que ens proposem en aquest capitol és, doncs,
l’elaboracié d’un model microscopic simple, que pugui é€sser simulat
mitjancant técniques de Monte Carlo, i que inclogui els dos tipus
de graus de 1llibertat posicionals i orientacionals. No podem
esperar reproduir guantitativament els diagrames de fases
experimentals, ja que les interaccions reals entre les molécules
d’un cristall liquid sén molt complicades, perd si entendre alguns
dels efectes que hi apareixen i que sén causats per l’acoblament.

Els treballs que es presenten seguidament desenvolupen un
model gue anomenem Gas Reticular de Molécules Orientables. La seva
resoluci6 s’'ha fet mitjangant técniques de camp mitja i simulacid
de Monte Carlo. Les aproximacions essencials que s’han fet sén:
a) En primer 1lloc una reticulaci6é de 1l’'’espai que permet de
modelitzar els graus de 1llibertat posicionals com a un gas
reticular en qué Gnicament es considera la preséncia o abséncia de
cada particula en una cel.la. En les simulacions de Monte Carlo ens
hem restringit sempre a xarxes quadrades bidimensionals. Aquesta
bidimensionalitat, a part d’ésser un primer pas cap a la resolucié
del cas tridimensional, es pot justificar per a l’estudi de la
transicié sméctica-nematica ja que les fases Sméctiques presenten
estructures en plans.

b) En segon lloc una discretitzaci6 de les possibles orientacions
que les particules poden prendre. Aquesta discretitzacié és
fonamental en el cas de les xarxes bidimensionals perqué permet que
s'estableixi un veritable ordre orientacional de 1llarg abast
[Mermin N.D. 1968)]. L’efecte d'aquesta discretitzaci6 s’estudia
mitjancant técniques de camp mitja. Ara bé, la discretitzacié pot
afectar enormement la forma de les fluctuacions orientacionals i
aixd no es contempla en les teories de camp mitja. Per tant en
aquells fendmens on les fluctuacions orientacionals juguin un paper
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essencial les conclusions no seran extrapolables al cas continu.
Aquest problema és més important en els cristalls liquids que en
els «cristalls plastics perqué en els segons 1l’estructura
cristal.lina (ordre posicional de llarg abast) estableix un conjunt
discret de direccions privilegiades per a les molécules.

A part d’aquestes dues aproximacions també ens hem restringit
a l'estudi d’interaccions forgca simples. Per comengcar ens hem
limitat a interaccions a parelles a distancies curtes (primers i
segons veins en la xarxa). En les energies d’interacci6
orientacionals ens hem limitat a hamiltonians que Gnicament depenen
de l'angle relatiu entre cada parella de molécules. En particular
s'han analitzat termes de tipus Maier-Saupe o bé Potts. Els termes
d’acoblament s’han introduit d’una forma molt simple considerant
que la magnitud de la interaccié orientacional depén de la
distancia a través de dos parametres K,” i K," que mesuren 1’amplitud
d’'aquesta interacci6é orientacional, relativa a la posicional, a
primers i segons velns respectivament. En canvi, no s'han
considerat termes d’acoblament que incloguin l’angle format per les
molécules amb el vector gque uneix els seus c.d.m. Agquesta
simplicitat, perdo, no impedeix que es manifestin nombrosos efectes
que també s’observen experimentalment.

El model té una gran riquesa d’estats fonamentals sobretot
quan s’inclou competici6 de les interaccions entre primers i segons
veins. Per comencar ens hem restringit a l’estudi dels casos sense
competicié en els quals l’estat fonamental esta poc degenerat,
triant la geometria de la xarxa, els parametres d’interaccié i la
densitat de forma que a temperatures baixes s’afavoreixin
estructures posicionalment ordenades de tipus tauler d’escacs
("checkerboard") en un "lattice-gas" i amb tots els eixos de
simetria de les particules paral.lels entre si.

De forma general cal indicar que existeix un acord qualitatiu
entre els resultats de camp mitja i les simulacions de Monte Carlo
quant al desplacament de les linies de transicié de fases com a
conseqiiéncia de l’acoblament. Per altra banda, els diagrames de
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fase descrits permeten reproduir simultaniament (canviant els
parametres) el comportament dels cristalls liquids i dels cristalls
plastics.

En el cas particular dels cristalls liquids s’estudien de
forma detallada les transicions nematica-isotrdpica (associada als
graus de llibertat orientacionals) i sméctica-nematica (associada
als graus de llibertat posicionals). Depenent dels parametres de
l’hamiltonia ambdues transicions poden estar més o menys properes
en temperatura. Esperem que els efectes d’acoblament posicional-
orientacional apareguin en els casos en que les transicions
estiguin suficientment proximes.

Els estudis de camp mitja demostren que si bé les temperatures
de transici6 presenten un comportament lineal amb els parametres de
l’hamiltonia quan ambdues estan suficientment separades, apareixen
curvatures a causa de l’acoblament quan esdevenen més properes. En
particular la temperatura de transicié sméctica-nematica que només
depén linealment dels parametres associats a l’energia posicional
quan les transicions s6n molt separades passa a dependre dels
termes orientacionals quan les transicions s’acosten. El parametre
que controla aquest efecte és K;"-K,", que no &s més que una mesura
de la variaci6é de l’‘energia orientacional amb la distancia entre
molécules .

La transici6 Nematica-Isotropica, tal i com pot esperar-se,
resulta ésser, en aproximacié de camp mitja, de primer ordre sempre
que la discretitzacié de les orientacions sigui superior a 2. Les
simulacions de Monte Carlo s’'han fet en el cas de 4 possibles
direccions, i s’obté que la transicié nematica-isotrodopica és de
primer ordre d’acord amb camp mitja i amb els resultats
experimentals (Per exemple: [Rojas et al. 1987]). Aquest acord perd
cal consi derar-lo com una casualitat més que com un acord fisic a
causa dels efectes de 1la discretitzacié6 orientacional abans
esmentats.

Per a la transici6 sméctica- nematica, en canvi, els resultats
de camp mitja suggereixen que és sempre continua (tipus Ising). La
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simulacié de Monte Carlo déna també aquest resultat sempre que les
dues transicions estiguin suficientment separades. Per contra quan
ambdues transicions sén properes, la transicié6 Sméctica-Nematica
mostra un comportament de tipus primer ordre que es delata per la
histéresi que presenta el parametre d’ordre posicional.

Un estudi detallat dels exponents critics mostra com gquan les
transicions estan separades l'’exponent critic efectiu B associat a
la transici6é posicional és, dins de la incertesa del métode, 1/8
que és l'esperat al model d’Ising, i en canvi a mesura que les
transicions s’aproximen presenta una variacié continua cap a valors
molt més petis o nuls. Aquest comportament &s possiblement causat
per un efecte de "crossover" prodult per la preséncia d’un punt
tricritic en el qual la transicié passa d’'ésser continua a primer
ordre. Aquest punt tricritic també ha estat trobat experimentalment
mitjangant técniques calorimétriques (per exemple Stine K.J. i
Garland C.W. 1989). Alguns resultats experimentals molt recents
(M.A.Anisimov et al. 1990) apunten perd cap a les idees proposades
per (Halperin B.I., Lubensky T.C. i Ma S.K. 1974) segons les quals
el punt tricritic és, de fet, aparent i que la transici6 de fase
Sméctica-Nematica és sempre de primer ordre, encara que molt feble.
Els efectes de mida finita i de les correlacions temporals prop de
les transicions fan impossible discernir aquests detalls amb les
nostres simulacions igual que passa en els experiments
calorimetrics classics. Unicament estudis de la dinamica del
moviment de les interfases poden aportar alguna llum al problema
[Cladis P.E. et al. 1989].
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Lattice-gas model of orientable molecules: Application to liquid crystals

We have analyzed a two-dimensional lattice-gas model of cylindrical molecules which can exhibit
four possible orientations. The Hamiltonian of the model contains positional and orientational en-
ergy interaction terms. The ground state of the model has been investigated on the basis of Karl’s
theorem. Monte Carlo simulation results have confirmed the predicted ground state. The model is
able to reproduce, with appropriate values of the Hamiltonian parameters, both, a smectic-
nematic-like transition and a nematic-isotropic-like transition. We have also analyzed the phase di-
agram of the system by mean-field techniques and Monte Carlo simulations. Mean-field calcula-
tions agree well qualitatively with Monte Carlo results but overestimate transition temperatures.

I. INTRODUCTION

A wide variety of physical systems show properties
which may be understood as arising from the interaction
of two or more ordering modes. These coupling effects
lead to phase diagrams displaying a rich variety of struc-
tures. In recent years, many interesting examples have
been found in general fields such as magnetism, supercon-
ductivity, structural transitions, etc.

Different general studies of systems presenting two or-
dering modes have been carried out by means of the Lan-
dau theory'~? and have shown that when one of the or-
der parameters vanishes the other one presents some kind
of discontinuity. In the case of magnetic alloys micro-
scopic models based on generalized Ising models have
been formulated.*> These models have been solved using
different kinds of mean-field approximations and the
Monte Carlo simulation technique.

Among the systems that exhibit the above-mentioned
behavior, liquid crystals® present a great deal of interest
for their multiple applications. These complex systems
are basically constituted of rodlike (or disklike) mole-
cules. At low temperatures the system exhibits different
crystalline solid phases. In the smectic phase, at higher
temperatures, the molecules are oriented parallel to a pre-
ferred axis and show some long-range positional order.
For example, for the so-called smectic-4 phase, the
center of mass of the molecules sits on planes perpendicu-
lar to the preferred axis. These planes can move freely
one over the other, and the viscosity is low in the direc-
tion of the planes. In the nematic phase, at still higher
temperatures, the center of mass of the molecules is
placed completely at random, but the system preserves
the long-range orientational order. Finally, when not
only the positional, but also the orientational order disap-
pears, the isotropic liquid is obtained.

Different microscopic models have been formulated for
the study of liquid crystals. On the one hand, the Maier-
Saupe model’ attempts to describe the nematic-isotropic
liquid phase transition. In the original form it has been
solved using mean-field approximations. Lebwohl and

575

Lasher apply first the Monte Carlo simulation technique®
to a lattice version of the model. Later, more accurate
simulations’ have proved that this model contains basi-
cally the real orientational interaction between the mole-
cules.

On the other hand, the smectic-nematic phase transi-
tion is commonly studied using models of hard cylinders.
The original model was formulated by Onsager, '° and has
been simulated numerically by molecular dynamics'' and
by the Monte Carlo method. ‘*

Some models try to explain simultaneously both the
smectic-nematic and the nematic-isotropic transitions.
With this idea, the Maier-Saupe model has been reformu-
lated by McMillan, "> who introduced a short-range posi-
tional interaction in a nonlattice model, which has been
solved in the mean-field approximation. Heilmann and
Lieb have proposed a lattice model with positional and
orientational interactions between the molecules.'® The
model has been studied in two and three dimensions. In
the two-dimensional (2D) case the molecules can only be
oriented in two perpendicular orientations in the square
lattice.

The purpose of this paper is to present a 2D model able
to reproduce these two transitions, and analyze their
properties. The model is based on a lattice-gas model of
cylindric molecules with orientational degrees of freedom
and it represents a first approximation towards the mod-
eling and the complexity displayed by real systems.

The outline of the paper is as follows. In Sec. IT we in-
troduce the model mathematically and study its ground
state. In Sec. III we present the mean-field solution of
the model, and in Sec. IV this solution is compared with
the results obtained using the Monte Carlo method. Fi-
nally, in Sec. V we summarize the conclusions of the
work.

II. MODEL

For simplicity we will restrict ourselves to a two-
dimensional square lattice with N, sites per side and pa-
rameter a. The scheme we will reproduce with our model



is presented in Fig. 1. At low temperatures the system
exhibits positional and orientational long-range order
[Fig. 1(a)]. This phase will represent the smectic phase.
At T, the positional order vanishes and the smectic phase
transforms to a nematic one [Fig. 1(b)]. Finally, at a
higher temperature, T,, the orientational order disap-
pears and the isotropic liquid is obtained [Fig. 1(c)]. We
will study also the case T, <Tp. This situation would
schematically correspond to the case of the so-called plas-
tic crystals.

In each site i of the lattice (i =1,...,N; N=N,XN;)
we define two variables S; and 6;. S;=+1 when the i site
is occupied by a molecule and S;=0 otherwise. 6;
(defined only if S; =1), represents the angular orientation
of a molecule. A particular configuration of the lattice
will be completely specified when the set of variables
{S;,06;} for all the lattice sites is known.

The Hamiltonian of our model is constituted by a posi-
tional interaction term plus an orientational interaction
term:

H=H,+H,

On the basis of the lattice-gas model, '* the positional in-
teraction between molecules is chosen as

NN
=1 35S, (1)
Lj

where the summation is made over all the different
nearest-neighbor (NN) pairs. Taking J> 0, the lattice-gas
model could be reduced to an Ising model and solved ex-
actly.'® This model shows a phase transition from an an-
tiferromagnetic positionally ordered state to a disordered
state.

We will add now an orientational interaction guided by
the Maier-Saupe model.” Originally this is a 3D model
with nonpolar NN interactions. The corresponding
Hamiltonian reads

NN
H,=3K 3 P,(cosb;;) , ()

ivJ
where P,(x)=(3x*~1)/2 and 6; is the angle between
two NN molecules. This model has a transition between
an orientationally ordered state and a disordered state

(corresponding to the nematic-isotropic transition).

In our case, we will adapt it to two dimensions and we

T O
ZN\|=
Disred
Zd
N

I\I—I

N
*4

(a) (b) (c)

FIG. 1. Schematic picture of the behavior of the presented
model that is applicable to liquid crystals. (a) Positional and
orientational ordered phase (smectic). (b) Only positional or-
dered phase (nematic). (c) Completely disordered phase (isotro-
pic).

T8

will assume that only four different orientations are al-
lowed. The rotation symmetry of the continuous angular
model is changed by the discrete symmetry of the invari-
ance group of the octagon.

If we take the vertical direction as a reference, 6, (see
Fig. 2) will take values 0, 7/4, 7/2, —m/4. Also, 6, is re-
duced to 6; —6; as a consequence of the change in the di-
mension of the system. In the original 3D and continu-
ous Maier-Saupe model, the mean value of P,(cosf,;)
(Py(cosb,;)), is used as the order parameter. If we i
to mamtam this, the discretization of the orientations im-
plies changing P, by P(x)=2x2—1. With this change
(P(x)) takes a O value in the disordered state and 1 in
the completely ordered one.

We will use the following notation:

46,
O3 ——— (3)
m
which will take the values 1, 2, 3, and 4 for the different
values of 6; (see Fig. 3). Now P(8;—6;) will be written
as Plo;,0;). At this point we are able to propose the
complete Hamiltonian for our model as follows:

NN NN
ij &

NNN
+K, 3 SiS;Plo,,0,) | . @
hj

The first term is a lattice-gas positional interaction, the
second one is a NN orientational interaction, and the
third represents the next-nearest-neighbor (NNN) orien-
tational interactions. The last term has been found to be
necessary for stabilizing a ground state with orientational
and positional order as we will see in Sec. IT A.

We can reduce the number of parameters of the model
using the dimensionless quantities
b APPSR T DAL K 1A
F i S e dodel o SovL el e,

where kjy is the Boltzmann constant. With this notation

H*=

Si

FIG. 2. Variables defined on the two-dimensional square lat-
tice. S; takes values 1 or O if the i site is occupied or not by a
molecule. 6, is the angular orientation of the molecule.



|
|
|
|

FIG. 3. Discretization of the orientations of the molecules.
The number shows the values of o, associated with each direc-
tion.

the energy depends on only two parameters:

XESRL
7{‘2

NN NN
3 SS5+K1 3 SiS;P(0;,0))
ivj ij

NNN

+K3 3 S;S;Plo;,0)) | . (5)
ij

Note that this energy may be simply written in the form

NNN

1 NN )

with a};=1+K}P(0;,0;) and a};=K3P(0,,0)).

A. Ground state

Knowledge of the ground state of the system is neces-
sary if we want, as a first step, to solve the model using
the mean-field theory. We are looking for the
configuration {S;,0,] that minimizes the energy given by
expression (5). The standard minimization method based
on analytical derivation is not impossible but is very com-
plicated. For this reason we have used a different method
based on Karl's theorem.'” Karl proposed that if the in-
teraction between atoms in a lattice system is symmetric
and is restricted to NN only, the ground state has a
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translational symmetry with parameter 2a. With NNN
interactions (as in our case) the theorem is still true if the
interaction is weak enough and probably even if the
NNN is of the same order as the NN interaction and has
the same sign. When interactions are competing (as in an
ANNNI model'®) longer modulated structures could
minimize the energy. Using this result and keeping in
mind its limitations, we have prepared a computer pro-
gram for searching the ground state of the system. The
program tests the 5* possible configurations with 2a
translational symmetry, and evaluates the corresponding
energy. In Fig. 4 we present the phase diagram at T* =0
obtained for the cases J* >0 [Fig. 4(a)] and J* <0 [Fig.
4(b)]. For the present work we will restrict our discus-
sion to the case J* > 0.

Looking at Fig. 4(a) we observe that the zone we are
interested in is zone A, since in this zone the particle den-
sity is 0.5 and by increasing the temperature it is reason-
able that a positional disorder appears. In the B and C

-
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FIG. 4. Phase diagram of the model at T=0 calculated by
using Karl’s theorem. (a) Case J> 0. (b) Case J <0. [In case (b)
KT and K7 are defined as K,/|J | and K,/|J |.] (c) Struc-
ture of the phases in the different regions.



zones, the lowest energy state is reached with a particle
density equal to 1, and when working with a lower densi-
ty (0.5, for example) we will find a clustering tendency.
The existence of an energy associated with the boundaries
limiting these clusters enables us to extend slightly the 4
phase into B and C zones.

The role played by the NNN interaction term in the
Hamiltonian is clearly seen when looking at the 4 phase:
it stabilizes the orientational order at T*=0. It should
be noticed that in the top-left and bottom-right qua-
drants, Karl’s theorem is not applicable; however, the
states A4, B, and C represented in Fig. 4(a) have been cor-
roborated by means of Monte Carlo simulations as we
will discuss in Sec. IV.

Finally, it is worth noting the existence of a high de-
generation of the ground state concerning the zone we
are dealing with (the 4 zone). On the one hand, there is
a symmetry in exchanging the occupied sublattice with
the empty one, and on the other hand, there are four pos-
sible orientations, all with the same energy.

if site { is in the — sublattice

if site i is in the + sublattice ,

I1II. MEAN-FIELD SOLUTION

In order to obtain the solution of the model, on the
basis of the mean-field approximation, we will introduce
the notation based on the occupation numbers. Once the
ground state is known, we can divide the system into two
sublattices which will be called + (occupied) and —
(nonoccupied). Then, we define N and N as the num-
ber of particles with orientation o, in the + or — sublat-
tice, respectively. It is clear that these quantities must
verify:

4
2 (NG ,N;

o=1

=N, ,

)]
where N, =cN is the number of particles and c is the den-
sity. As we are interested in a ground-state-type 4, we
will take ¢=0.5.

The mean-field approximation is applied by substitut-
ing the NN or NNN interaction effects on a molecule in
the i site, respectively, by

—1%- > Nf(Po,,0) if site i is in the — sublattice
4

ZSJP(O',-,UI)=
NN

2,
N

2 S;Plo;,0;)=
NNN

where ¥ \n represents the sum over the g, NN of site i,
and ¥ ynn the corresponding sum over the g; NNN. In
our case ¢, =¢, =4.

We now assume that

P(o,0')=P(0,3)P(3,0"), (8)

which is an approximation commonly used in solving the
Maier-Saupe model.®!? Note that we have supposed that
at T*=0, the molecules are in the + sublattice and
oriented in direction 3. We also assume that directions 2
and 4 are completely equivalent since there is no reason
for this symmetry to be broken. Under these conditions

Nf=N}, Ny=N;. 9)

With these variables we are able to define the order pa-
rameters of our system. It is easy to see that we need five
order parameters in order to characterize the phases
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q { Lic- .
—N—l S N;P(o;,0) if site i is in the + sublattice ,
[

> N;P(c;,0) if i is in the — sublattice
o

q9 PRk ,
TZZN;'P(UI,G) if i is in the + sublattice ,
o

occurring in the present model. We have chosen them as
follows:

/
EIN;-2N;
R d SRR
, N,
mi =3 N}P(3,0)=(N} =N} /N, ,
g

mi =(N{ =Ni)/N (10)

P

mp =(Ny =N7 /N, ,

my =(Ny =N7)/N, .
The first one, m,, describes the positional order, and
the rest are orientational order parameters. This set of

orientational order parameters will be denoted by m,,
and the complete set of order parameters (m,,m,) by m.



According to the ground state studied before, at
T*=0, m,=1 (or —1if the sublattice — is the occupied
one), m{ =m3 =1 (if the direction of the molecules is 3),
and the remaining order parameters vanish, whereas in
the completely disordered state, all the order parameters
vanish.

With these order parameters, in the mean-field approx-
imation the energy of the system takes the form

E*=(1—-m))+4Kimim +2K3(m{2+mi?) . (1D

It is worth noting that in the mean-field approximation
there is no interaction between the orientational order
parameters and the positional one. All coupling effects,
will come from the entropy S *, evaluated as

J

S*=hnW, (12)

where
W(NF ND) &
o S ol H(N;!)[NP-EN; ]!
o o
& (13)

2 N le—zzv; ]! ;

S* can be expressed as a function of the order parame-
ters using (7), (9), and (10). Then the free energy
F*=E*—-T*S* is written as

Fimymi,m3,m7,m7)=(1—m2)+4Kim{m +2K3(m{*+m?)

+T*(4[(14+m,)=3m{ +2mF In{{[$(14+m,)=3m | +2m ] ]}

+4[414my)+mi2mF In{{{4(1+my)+mi —2m ] ]]
+H L0 +my)+m{ +2mF In{L[H(1+m,)+m{ +2m7 ])
+3(1=m,)In[$(1—m,)])

+ T*(the same but m,——m,, m{* —mp, my —mj). (14)
5
Now F* must be minimized with respect to the five or- 2m, 1+m,
der parameters in order to obtain the equilibrium R i amn
P

configuration at each temperature. We have used two
methods. On the one hand, we have solved numerically
the set of five nonlinear coupled equations which are ob-
tained from

aF* oF* aF*

Ly =y, =0,

om, om omy

ap 3F* (15)
=0, =0 .

am s amy

In fact, this set of five equations reduces to three because
two of them can be reduced to

mi(1+m,)+2(mi P=2mf(1+m,), #ick
mi(1—m,)+2my ¥=2m; (1-m,) .

On the other hand, we have directly minimized F* by
means of a computational program that uses the SIMPLEX
method to find the absolute minimum of a given function.
This method finds the stable solution directly. With the
first method the stability must be studied with the second
derivatives of F*.

Let us comment on some simple solutions.

(a) m=(0,0,0,0,0). This solution is always an extreme
of the function F*, for all the possible values of the pa-
rameters K} and K 3, but it is only stable at high temper-
atures as we will see later.

(b) m=(mp,0,0.0,0). If we restrict ourselves to these
kinds of solutions, Egs. (15) can be easily simplified to the
following expression:

=i 7S

By expanding in series both sides of this equation, for
mp—>0, we can find the temperature Tp‘, at which m,
vanishes while m,=0. For all possible values of K} and
K3, Tp‘=1. This is obviously the mean-field transition
temperature of the 2D lattice-gas model with only NN
interactions.

(c) m=(0,m,). In this case we can also easily find the
variation of the order parameters with temperature. Tak-
ing into account Egs. (16), we need to solve only two
equations. If we do not consider degenerated
configurations, there are two possible solutions: (1)
m{=my and (2) mjf =—my. In this case it is also
possible to find the temperature T, at which the orienta-
tional order parameters vanish while m, =0. A straight-
forward calculation leads to

T =—(K? +K3 (18)
for solution (1) and
T =K} —-K3 (19)

for solution (2).

In the general case it is not possible to find the transi-
tion temperatures analytically. In Figs. 5-8 we have
represented the four possible solutions calculated by the
method of directly minimizing F*. In the cases m,=0
and m, =0, the transition temperatures 7," and T, corre-
spond well with those calculated analytically at points (b)
and {c). We have only represented m,, m i,and m [ asa
function of temperature. In Fig. 9 we indicate the region
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