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Tesis doctoral

Capitulo 9.

Sumario, conclusiones e
implicaciones del estudio

9.1. Introduccion

En este estudio se han analizado los elementos del proceso de aprender a
ensefar las transformaciones geométricas en la Educacion Primaria: los
conocimientos del contenido matematico y del contenido didactico. A partir del
estudio del conocimiento del contenido matematico hemos podido conocer el
significado del concepto de transformacion, asi como relaciones y jerarquias, el
concepto de transformacion como proceso o cambio y como los futuros
profesores comunican y razonan sus ideas sobre este concepto. El estudio del
conocimiento didactico nos ha permitido conocer los conocimientos de los
estudiantes sobre la ensefianza - aprendizaje de las transformaciones
geomeétricas durante el mismo proceso, para investigar las capacidades de los
futuros profesores sobre ensefianza - aprendizaje de transformaciones en

Primaria.

En este ultimo capitulo presentamos las conclusiones del estudio: primero
hacemos un sumario del conjunto de resultados obtenidos en diversos capitulos
dedicados a los aspectos socioculturales de ambos paises, luego ponemos los
resultados del analisis del tratamiento de la transformacion geométrica en la
practica de formacién de profesores y al final la sintesis de las conclusiones
fundamentales del trabajo sobre el proceso de aprender a ensefar las

transformaciones geométricas.
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9.2. Sumario general de los resultados sobre aspectos
socioculturales de la educacion en Kosova y
Catalunya

A partir del analisis de los elementos curriculares en la formacién de los futuros
profesores de primaria en Catalunya y Kosova en el ambito geométrico, y
especialmente en el tratamiento de las transformaciones geométricas (capitulo
2), hemos identificado los aspectos socioculturales que intervienen en la
formacion de futuros profesores de Primaria en ambos paises. También hemos
analizado el contexto de la investigacién sobre los factores que determinan el
proceso de aprender a enseiar las transformaciones geométricas en Primaria,
asimismo hemos estudiado los elementos de la educacion, como es el sistema
educativo en ambos paises, Kosova y Catalunya, los curriculos, los libros de

texto y cual es la formacion de profesores de primaria.

9.2.1. Sobre los elementos curriculares de la educacion

Sobre este aspecto podemos concluir que se ha encontrado:

A. Tanto en Catalunya como en Kosova, en e/ sistema educativo actual esta
planteada la educacion obligatoria elemental, dentro de la cual se encuentra la
Educacién Primaria.

Mientras que en Kosova la duracién de la Educacion Primaria va de los 6 afos
hasta 11 anos, en Catalunya va desde los 6 hasta 12. Para este nivel de
escolarizacion, los maestros se forman en las Facultades de Formacion de
Profesores (Catalunya) y en la Facultad de Educacion (Kosova).

Antes, los maestros se formaban en las Escuelas Normales en ambos paises,
aunque en diferentes momentos estos centros de formacion de profesores se
transformaron en Facultades de Universidad: las Escuelas Normales se
convirtieron en las Escuelas Universitarias en el afio 1983 en Catalunya, y en el
ano 1974 en Kosova, y éstas se transforman en las Facultades de Formacion
de Profesores (o en las Facultades de las Ciencias de Educacion) en el afio
1990 en Catalunya, y en Kosova en la Facultad de Educacioén en el ano 2002
(figura 9.1).
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Duracién Catalunya Kosova
Educacion Hasta el afio 1991 5 afios Hasta el afio 2002 | 4 afios
Primaria

A partir de 1991 6 afios A partir de 2002 5 afios
Centros de Hasta 1983 Escuela Normal Hasta 1974 Escuela Normal
formacion de 1983-1990 Escuela_ ’UnlverS|tar|a de 1974-2002 Escuelg .Un|ver3|tar|e
profesores Formacion de Profesores Pedagdgica
de Primaria

Desde 1990 Facultad de Formacion Facultad de

de Profesores Desde 2002 Educacion

Figura 9.1. Escolarizacion Primaria y formacion de profesores

A partir de los afios '90 en la educacion matematica en Catalunya/Espafa
aparecen las tendencias de globalizacion de los curriculos, donde se puede ver
la valorizacion de la construccion sociocultural, la representacion y los recursos
tecnolégicos en la construccion de conocimientos, considerando la idea del
analisis didactico y del aprendizaje como proceso. Mientras que a partir del afo
2002 en la educacion matematica de Primaria en Kosova se plantea la
incorporacion de experiencias internacionales en la educacién matematica
tradicional del pais, se valora el desarrollo personal, las relaciones
interpersonales, la espiritualidad (religioso, étnico, filosofico), los valores
sociales y culturales y los recursos tecnoldgicos; considerando las diferencias

en las maneras de comprension de conocimiento matematico.

La finalidad de /a educacion Primaria se describe de forma parecida en ambos

paises en el momento de la investigacion: En Catalunya se considera que la
Educacion Primaria hace posible la adquisicion de los elementos badsicos
culturales de escritura y el calculo, ademas de otros conocimientos, asi como
una progresiva autonomia de la accion en su entorno. En Kosova la Educacion
Primaria permite que los alumnos conozcan mejor su entorno y contempla la
formacion de ciudadanos con capacidades, actitudes y valores para aplicarlos
en la sociedad.

En el curriculo escolar de Primaria en Catalunya /a enseranza de /as

matematicas se considera que contribuye a la adquisicion de un conjunto de

instrumentos para explorar la realidad. En Kosova, /a ensenanza de las

matematicas hace mas énfasis en el desarrollo de /as capacidades, como
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clasificar, organizar y procesar caracteristicas del mundo para adquirir el nivel

abstracto de utilizacion de los simbolos y operaciones matematicas.

Los contenidos geométricos en general en los curriculos escolares de la

educacion Primaria tienen un lugar importante dentro del area matematica.

Mientras que en Catalunya el aprendizaje de las matematicas en general y de

la geometria en particular se consideran los nociones basicas, mas intuitivas

sobre el aprendizaje constructivo de los alumnos, en Kosova se considera que

un maestro bien cualificado es capaz de desarrollar el aprendizaje geométrico

con toda su complejidad. Dentro del contenido geométrico estan planteadas las

transformaciones geométricas. La ensefianza/aprendizaje de transformaciones
geométricas en los curriculos escolares de Catalunya y Kosova plantea lo

siguiente:

- La idea estatica de transformacion geométrica identificando diferentes
tipos de isometrias (en Kosova y Catalunya) y proyecciones (so6lo en

Catalunya),

- Las relaciones entre isometrias y propiedades identificando,
reconociendo y estableciendo la relacién (transformacion) entre dos
figuras dadas, construyendo la figura congruente con la figura dada en
relacion de una isometria (Kosova), composicién y descomposicion de

figuras(Catalunya),

- La transformacion como una operacién, realizando transformaciones de
figuras de forma manipulativa (Catalunya), construyendo, describiendo y
clasificando diferentes cambios de posiciones (Kosova), vy
reconocimiento del objeto que ha generado una sombra determinada

(Catalunya)

- El razonamiento en el proceso de creacion del concepto de
transformacion geométrica, demostrando la verdad de las conclusiones
como las regularidades de las figuras a partir de las simetrias (Kosova) o

del reconocimiento de los giros y de las simetrias complejas (Catalunya)

- El uso del contexto en la construccion del significado de transformacion,

utilizando modelos y situaciones del entorno (en ambos paises).
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La ensefianza de proyecciones se plantea en el curriculo Catalan, mientras que
no se plantea en el curriculo central (Espana) y en el curriculo Kosovar. Como
consecuencia de esto, podemos explicar el hecho de que los participantes de la
investigacion del grupo FEUP muestran un grado mas alto de conocimientos

iniciales sobre proyecciones que los del grupo FEUP.

Las actividades sobre las transformaciones geométricas aparecen en los /ibros
de texto de Primaria en ambos paises. La idea del objeto de simetria es la

transformacién mas aludida en los libros de texto de primaria en ambos paises

aunque en los libros de texto de primer ciclo nunca se alude a la simetria
explicitamente como transformacién. Se introduce un poco y la rotacion y la

traslacion. En Catalunya se considera también la perspectiva.

La principal diferencia entre estos dos paises es que en los libros de texto del

primer ciclo catalan se inicia el trabajo con el uso de un recurso manipulativo
mientras en los libros de texto kosovares, se acentua el hecho de “construir e/

simétrico’. Parece pues que se desea distinguir entre construir y transformar.

En los libros del segundo ciclo de ambos paises se habla de transformar. Las
tareas suelen ser mas auto explicativas en Catalunya. Mientras en Catalunya
se acentuan los procesos de visualizacién, en Kosovo se acentua el uso de
términos matematicos. En los materiales kosovares se analizan
inmediatamente propiedades, y en cambid en los catalanes se reconocen

procesos.

En los libros de texto de tercer ciclo se muestra un tratamiento de las
propiedades de la transformacion con representacidon en coordenadas
cartesianas (Kosova) con formato cuadriculado, mientras en los de Catalunya
con la visualizacion. Por otro lado, las actividades de tercer ciclo en el caso de

Kosova son mas ricas de contenido que en Catalunya.

En ambos casos se alude al papel cuadriculado como forma mas simple de
ejecucion. Se privilegia los contextos de accion por encima de la observacion
de lo real-social. Los contextos reales estdn mas presentes en la publicacion
catalana, que utiliza un lenguaje mas coloquial en muchas actividades. La

busqueda de ejes de simetria es el elemento comun mas evidente. En el texto
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catalan se pone un mayor énfasis en aspectos que relacionan el contenido con

la realidad.

En general podemos concluir que las actividades que plantean los libros de
texto de matematicas para la educacion primaria no dan la posibilidad que los
alumnos comprendan y tengan claro el concepto de transformacion geométrica.
Para que sea posible esto, es necesario un conocimiento profesional del

maestro de primaria, que no siempre se consigue.

El nivel bajo de conocimientos sobre transformaciones geométricas en la
Prueba Inicial muestra el hecho que a los participantes de la investigacion les

faltan conocimientos sobre transformaciones desde la educacion primaria.

En forma de tabla 9.2., mostramos las diferencias y semejanzas de los
aspectos socioculturales que intervienen en la formacion de futuros profesores

de primaria en Catalunya y Kosova.

Catalunya Kosova

Tendencias de globalizacion de los curriculos, - Laincorporacion de experiencias internacionales

Valorizacién de construccion sociocultural, Valorizacién del desarrollo personal, relaciones
interpersonales, la espiritualidad (religioso,

- La representacion y recursos tecnolégicos en la A
étnico, filosdfico),

construccion de conocimientos

Incorporacion de valores sociales y culturales y
los recursos tecnoldgicos;

Considerando la idea de analisis didactico y
aprendizaje como proceso;

La educacion matematica

Consideracion de las diferencias en las maneras
de comprension de conocimiento matematico.

Hace posible la adquisicion de los elementos Permite que los alumnos conozcan mejor su
basicos culturales de escritura y calculo, entorno

Posibilita una progresiva autonomia de la accién Formacion de ciudadanos con capacidades,
en su entorno actitudes 'y valores de aplicar las
conocimientos en la sociedad.

La educacion
Primaria
]

- la ensefianza de matematicas se - la ensefianza de matematicas hace
considera que contribuye a la adquisicion énfasis en el desarrollo de las
de un conjunto de instrumentos para capacidades de clasificar, organizar y
explorar la realidad. procesar caracteristicas del mundo para

adquirir el nivel abstracto simbolos y
operaciones matematicas.

El curriculo escolar de Primaria
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Los contenidos geométricos y
las transformaciones geométricas

- Los contenidos geométricos

estan dentro del area matematica

- Se consideran los nociones basicas, mas intuitivas -
sobre el aprendizaje constructivo de log

alumnos

Un maestro bien cualificado es capaz de
desarrollar el aprendizaje geométrico con
todo su complejidad

- Idea estatica de transformacion geométrica

- Identificacion

de diferentes tipos de isometrias

- Proyecciones, sombras

-Relacion entre dos figuras dados

- Composicién y descomposicion de una isometria

- Construir la figura dada en relacion de una isometria

- Transformacidén como operacion manipulativa

- Transformacién como un cambio de posicion

-Reconocimiento de isometrias complejas

-Demostracion con las regularidades

-El'uso de contexto en la construccién del significado de transformacién, utilizando modelos y situaciones

de

| entorno

Libros de textos de Primaria

- Simetria, Propiedad simétrica, Traslacién, Rotacién

- perspectiva

-Se inicia con el uso del recurso manipulativo (|
ciclo)

- Se inicia construyendo lo simétrico (I ciclo)

-Introduce el concepto

de transformar (Il Ciclo)

-Reconocimiento del proceso
-Uso de visualizacion

- Analisis de las propiedades
-Uso de los términos matematicos

- El tratamiento de propiedades de transformacion con
visualizacién

-El tratamiento de propiedades de transformacion en
coordenadas cartesianas

- El papel cuadriculado como forma de ejecucion

- Privilegio de los

contexto de accion

- Relacion del contenido con la realidad

Tabla 9.2.Resumen de los aspectos socioculturales de la educacion en Catalunya y Kosova
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9.2.2. Tratamiento del contenido matematico en la formacién de
profesores de primaria y en el disefio

En el ambito de la formacion de profesores, en Catalunya tenemos las

Facultades de Formacion de profesores de Primaria (o Facultades de
Educacién) y en Kosova la Facultad de Educacion. El curriculum de formacion
de maestros que se da en estas facultades (Catalunya) esta compuesto por

seis semestres mientras que en Kosova por ocho.

El programa de formacion matematica de profesores de Primaria en Catalunya

corresponde a las dos asignaturas de Didactica de las Matematicas | y Il o bien

una asignatura para la especialidad de Educacion Fisica y Lengua Extranjera,
mientras que el programa de formacion matematica de profesores de Primaria

en Kosova corresponde a las cinco asignaturas de Matematica elemental | y I,

Matematica | y Il y la asignatura Metodologia de formacién de conceptos

matematicos.
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9.3. Tratamiento de la transformaciéon geomeétrica en la
formacioén de profesores de primaria

Para responder al objetivo 2 de la investigacion hemos elaborado el tratamiento
del contenido matematico de transformacién geométrica en la formacion de los
futuros profesores de primaria. Referido al del caso de Kosova hemos
considerado el programa de la Facultad de Educacién de la Universidad de
Prishtina y sobre el caso de Catalunya/Espafa al programa presentado dentro
del proyecto EDUMAT Matematicas y su Didactica para maestros planteada
como material para estudiantes de Formacion de Profesores de Primaria en dos

semestres académicos (Godino y Ruiz, 2003).

El programa de geometria en FEUP, trata por la ensefianza formativa, y plantea
los contenidos como un conjunto de conocimientos y procedimientos.
Asimismo, se procura que se resalten los aspectos inductivos y constructivos
del conocimiento geométrico, y no soélo los aspectos deductivos de la

organizacion formalizada que le caracteriza como producto final.

El estudio de la geometria en este programa tiene por fin el conocimiento
matematico, que segun la postura calificada como formalista se puede entender
como “las reglas por las cuales de unas cuantas afirmaciones se siguen
logicamente otras” (Guzman 1998). La metodologia planteada en el programa
FEUP no esta pensando en la posibilitad de adaptar los conocimientos a la
ensefianza de primaria, no consiste en lograr el transporte de muchos
conocimientos de un nivel a niveles mas bajos y aun incluir en los contenidos

novedades que se vayan creando en la escuela.

En el programa de EDUMAT el objetivo principal de la ensefianza de las
transformaciones geometria es el saber informativo. La importancia de las
transformaciones se basa en la idea que una geometria inmévil ha producido
una limitacion en cuanto a la generacion de imagenes mentales, y es necesario
cambiar esta perspectiva e introducir conceptos, esquemas, material, etc., que
potencien una vision de la geometria mas dinamica donde las figuras y las
formas en el espacio se muevan y se transformen. La formalizacion y la
estructuracion del conocimiento matematico como sistema deductivo no ha de

ser el punto de partida, sino mas bien la meta de un largo proceso de
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aproximacion a la realidad, de construccién de instrumentos intelectuales que
permitan interpretar, representar, analizar, explicar y predecir determinados
aspectos de la realidad. Las actividades sobre transformaciones geométricas

hacen repensar el contenido matematico.

En general se prefiere disenar actividades en las que se aprecie la presencia de
la simetria en la naturaleza asi como sus elementos de identificacion
conceptual y procedimental; disefiar entornos interactivos y dinamicos de
aprendizaje de las transformaciones mediante programas de dibujo por
ordenador; relacionar las producciones correspondientes con diversos
materiales manipulativos, descomponer y componer, buscar regularidades,

pegar y dibujar.

Comparando dichos programas, podemos decir que en el programa de
EDUMAT el objetivo principal de la ensefianza de las transformaciones
geometria es el saber informativo, mientras que el programa de geometria en el
FEUP (Kosova), apuesta por la ensefanza formativa, destinado a cultivar y
practicar el razonamiento légico. La tradicion formal de estudiar la geometria
desde un punto de vista euclidiano (con algunas observaciones no euclidianas)
en los paises del Este de Europa, donde estd Kosova, hace que la geometria
en Kosova tenga una relevancia mayor en cuanto al contenido matematico a

ser tratado por los maestros.

Nosotros consideramos que ninguno de los dos extremos es bueno para una
formacién equilibrada entre pensamiento y accidén, o entre el saber culto y el
saber practico. Una buena ensenanza debe balancear adecuadamente las dos
formas de la matematica, pura y aplicada. En ambos centros de formacién de
futuros profesores no se plantea un tratamiento realista del papel que juegan

las proyecciones, sombras, y deformaciones.

Este fue un punto de partida ante el disefio de la practica de formacion sobre

aprender a ensefiar las transformaciones en nuestra investigacion.

En la formaciéon de profesores en Kosova domina la preocupacion por la
matematica por encima de lo didactico-profesional. Las dificultades en
apropiarse los conocimientos matematicas en general y de la geometria en

particular son multiples y diversas. Los analisis que se realizan en ambos
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paises coinciden con el bajo nivel matematico de los estudiantes que entran en
la Facultad, y coinciden también en el hecho de que la actitud ante la geometria

no mejora.

9.3.1. Situacién inicial del profesorado. Implicacién para el disefio

En la respuesta de la segunda parte del objetivo 2, buscamos identificar la
situacion inicial de conocimientos de futuros profesores sobre el aprender a
ensefar las transformaciones geométricas en Primaria. Por esto, a partir de lo
observado de la Prueba Inicial se presentan los resultados segun los
componentes del proceso de aprender a ensefar las transformaciones: el

contenido matematico y lo didactico.
9.3.1.1. Situacion inicial sobre el contenido matematico

Mostramos los resultados sobre: objeto transformacion, terminologia y tipos;
relaciones y jerarquias en la nocion de transformacion geométrica; proceso de

transformacion; y razonamiento y comunicacion con transformaciéon geométrica.

|. Sobre el objeto transformacion, terminologia y tipos. Al principio del proceso

de la formacion profesional de los futuros profesores sobre aprender a ensefar
las transformaciones geométricas en primaria, encontramos los estudiantes con
un grado bajo del 46% en el FEUP y 64% en el FFPUB; y con un grado medio
de 64% en el FEUP y 46% en el FFPUB de conocimiento sobre el objeto
transformacion, terminologia y tipos. En ambos grupos no encontramos
estudiantes con un alto grado de estos conocimientos. En general, la mayoria
de los estudiantes no muestran una imagen conceptual completa de la

transformacion geométrica.

El significado de transformacion para los participantes de la FEUP se identifica
como repeticion o movimiento que presenta la relacion entre dos conjuntos de
puntos o otros elementos en cuestion; mientras para los participantes de la
FFPUB la transformacion significa el sentido comun de la palabra presentando
como relacién entre dos conjuntos e/ objeto y su estado con el cambio de

alguna caracteristica.

Una parte importante de los estudiantes en ambos grupos alude a la repeticion

como fenomeno. Encontramos estudiantes que muestran confusiones
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terminologicas. Pocos estudiantes reconocen explicitamente los elementos que

caracterizan (propiedades) cada tipo de isometria.

En muchos casos, en ambos paises, se reconocen ejemplos asociados a las
semejanzas, sin que se muestren todas sus caracteristicas. Y solo alguno
evoca la semejanza como aplicacion de puntos del plano. La semejanza se
interpreta en FEUP como diferencia de tamafo, conservando la forma. No es

asi en FFPUB, donde la semejanza fundamentalmente se reduce a lo parecido.

Buena parte de los estudiantes no reconocen las caracteristicas de la
proyecciéon como transformacion. Las representaciones y visualizaciones de las
transformaciones no isométricas no parecen ser suficientes para reconocer
dichas transformaciones por los estudiantes de FEUP, mientras encontramos
respuestas mas consolidadas en FFPUB.

Mediante la tabla, mostramos las diferencias encontradas entre ambos grupos:

Catalunya Kosova

El grado de

80 80

conocimiento
60

60

40

40
ar.

@ P. Inicial 20 Inicial

20

0
Grado C GradoB Grado A Grado C Grado B Grado A

El significado | © El sentido comun de la palabra o cambio | o  Repeticion o movimiento
de de alguna caracteristica o Relacion entre dos conjuntos de puntos
transformacio | ©  Relacion entre el objeto y su estado.

n

Las o Pocos reconocen explicitamente las propiedades de cada tipo de isometria

propiedades

Semejanza o Semejanza=parecido o Un cambio de tamafio conservando la

(homotecia) forma

proyeciones o Reconocimiento de proyecciones con | o Ni visualizacion ni representacion no
visualizacion ayuda a reconocer la proyecion

Tabla 9.3. Situacion inicial sobre el objeto transformacion, terminologia y tipos

Il. Sobre relaciones y jerarquias en la nocién de transformaciéon. En principio
no identificamos ninguno de los participantes de la investigacion en ambos
grupos con el grado alto de conocimientos sobre relaciones y jerarquias en la
nocion de transformacion. Sélo un 21% en la FEUP y 38% en la FFPUB

muestran un grado medio de conocimientos sobre las relaciones y jerarquias en
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la nocion de transformacién, otros muestran un grado bajo de conocimientos.

En general se da un grado bajo de conocimientos reflejando en:

- no asociacion a las distintas transformaciones de las propiedades
correspondientes como caracteristicas que las distinguen y relacionan,

- no muestran bases suficientes para reconocer la estructura de grupo de
las isometrias que dejan invariante una figura, y

- no perciben buenas relaciones entre transformaciones distintas como

jerarquia conceptual.

I1l.Sobre transformacion como proceso. Los resultados de la Prueba Inicial

muestran que no hay estudiantes con un grado alto de conocimiento sobre los
procesos dinamicos de transformacion. EI caso mas explicitado en ambos

grupos es la rotacion.

En las explicaciones correspondientes identificamos que los rasgos descriptivos

son predominantes.

Identificamos que las explicaciones del grupo de Kosovo de grado intermedio,
son mas precisas matematicamente que las correspondientes del grupo de
Barcelona. Para los estudiantes de Kosova transformar significa un cambio no
bien definido o un desplazamiento sin explicacion adecuada. Otros identifican la
rotacion y la traslacién como desplazamiento, pero no como una transformacion
del conjunto de puntos. La isometria se comprende como cambio de posicién,
son capaces de realizar traslaciones y rotaciones con materiales concretos,
mientras realicen transformacion simétrica de figuras utilizando el proceso de

plegado o doblado.

Los estudiantes de grado medio del grupo FFPUB interpretan el proceso de
transformacién diferente del movimiento. Esta interpretacion de la diferencia
entre el movimiento y la transformacion nos ayuda a entender que la
transformacién es un proceso mas amplio que el movimiento. No es posible
interpretar como movimiento las transformaciones isoperimétricas de un
rectangulo en otro con el mismo perimetro (cuando es posible no “mover” todo el

rectangulo sino una parte), o homotecias y proyecciones,.

IV. Sobre razonamiento con transformaciones. La situacion inicial de los

conocimientos sobre razonamiento es que ninguno de los estudiantes de la
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FEUP ni de la FFPUB no consigue un grado alto de capacidades de aportar
justificaciones correctas y argumentaciones basadas en simbolizaciones
adecuadas, apoyandolas en otras proposiciones conocidas. Algunos estudiantes
de ambos grupos consiguen dar argumentos para establecer conexiones.

Dominan las argumentaciones de tipo figural.

En general en ambos grupos se da un nivel bajo de capacidades del futuro
profesor para razonar, justificar, argumentar, comunicar y expresar el proceso de
transformacion geométrica. Algunos estudiantes muestran dificultades en
expresar verbalmente razonamientos deductivos sobre la transformacion como

proceso.
9.3.1.2. Situacion inicial sobre el contenido didactico-estratégico

Varios autores confirman que, aunque los estudiantes antes no hayan realizado
cursos de formaciéon para docentes, ellos comparten unos conocimientos
intuitivos sobre contenido didactico basado en el hecho de que ellos han sido

estudiantes en fases anteriores de su educacion.

Las capacidades de los participantes sobre el tratamiento de aprendizaje como
elemento del componente estratégico en ambos grupos es de nivel bajo en la
mayoria de los casos. Ellos muestran la identificacion superficial de relaciones,
la atencién superficial a las dificultades en el aprendizaje de la transformacion
geométrica y la falta de organizacion de actividad la adecuada a las dificultades

en aprendizaje.

Otra parte de los participantes muestra un grado medio de capacidad de
identificar los procesos significativos de transformacion geométrica, una
atencion a las dificultades en aprendizaje de transformacion y explicitacion del

progreso que quiere que hagan los alumnos.

La mejor situacion se muestra y sobre otro elemento del componente
estratégico en la instruccion de transformacion geométrica. Un poco mas de la
mitad de los participantes muestran un grado medio de capacidad de utilizar
materiales y recursos didacticos conscientemente para asociar al significado de
la transformacion mostrando coherencia entre actividad y el contenido de

transformacioén. Otros participantes muestran un grado bajo de esa capacidad.
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En esta fase hemos identificado el obstaculo de ausencia de capacidad de
instruccion por parte de los participantes de la FEUP que poseen conocimiento
del contenido matematico pero les falta conocimiento didactico, y el obstaculo de
ausencia de capacidad de instruccion por parte de los participantes de la FFPUB

por falta de conocimiento del contenido matematico de transformacién.
9.3.2. Sobre el disefio de una propuesta de formacion de profesores

Respecto al objetivo 3 de la investigacion, se cumplié en el disefio y la
realizacion de la practica de formacion de profesores de Primaria para aprender
a ensenar las transformaciones. La explicacion con detalle de esta practica esta
en el capitulo 5 de acuerdo con la propuesta de metodologia de la

investigacion.

En forma de tabla 9.4. mostramos los elementos culturales de la propuesta de

formacion docente.

Kosova Catalunya

. Presentacion de un proyecto europeo
Comprension de

elemenltos dela Imagenes de cultura islamica - mosaicos Imagenes de la cultura kosovar
otra cultura

Imagenes de los bordados kosovares

Secuencias de una clase de Catalunya Secuencias de una clase de Kosova

Imagenes de isometrias en arquitectura de | Imagenes de simetrias en bordados
Catalunya kosovares

Reconocer elementos de la historia cultural europea cientifica perpsectiva,
Cultura europea arte(Duirer,Escher, Pitagora, Thales)

Juegos, espejos, pantografo, papel, natuleza

Tabla 9.4. Valores interculturales de la practica de formacion

Estos elementos de cultura general, europea, catalana y kosovar, las hemos
incluido en las actividades planteadas en la Prueba Inicial, en la practica de

formacion docente como en la Prueba Final.
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9.3.3. Resumen de los resultados obtenidos sobre aprender a
ensenar las transformaciones geométricas en primaria

Respecto el objetivo 4 de la investigacion, hacemos una sintesis de los
resultados del analisis de los elementos de las construcciones de significados
personales de los futuros profesores de ambos grupos (la de FEUP y de la
FFPUB) sobre las transformaciones geométricas en el proceso del desarrollo
de la practica de la formacion de los futuros profesores mostrando las
trayectorias para los participantes con diferentes grados de conocimientos en
ambos grupos. Al mismo tiempo identificamos las peculiaridades de los
estudiantes para comprender, relacionar y organizar contenidos, términos y
propiedades geométricas asociadas a las transformaciones caracterizando

elementos del desarrollo profesional de los futuros profesores implicados.

9.3.3.1. Resumen de los resultados obtenidos sobre el desarrollo del contenido
matematico de transformacion geométrica

Los resultados sobre el desarrollo del contenido matematico de transformacion
geométrica durante todo el proceso de formacién profesional, a partir de lo
observado en el desarrollo de las actividades de la practica de formacion hasta
la prueba final, se presentan segun sus componentes: el objeto transformacion,
terminologia y tipos; relaciones y jerarquias en la nocion de transformacion
geomeétrica; el proceso de transformacion; y razonamiento y comunicacion con

transformacién geométrica.

- Sobre el objeto transformacion, terminologia y tipos.

Durante el desarrollo de las actividades de la practica de formacion profesional
para aprender a ensenar las transformaciones identificamos un avance de los

conocimientos del contendido matematico de transformacion.

El perfil inicial de la trayectoria de los estudiantes de nivel medio alto se
caracteriza por el hecho de conseguir hablar de la simetria como caracteristica
comun de las figuras formadas por repeticion con una regla. De esta forma se
mejora la imagen de la definicion de isometria, separandola de la simetria como
caso particular. En general podemos concluir que los estudiantes del grado
medio-alto reconocen la transformacion por repeticion con una regla pero no

llegan aun a establecer relaciones estructurales con imagenes conceptuales
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bien definidas respecto a la simetria como generador de las transformaciones
isométricas. Tampoco construyen la idea de isometria como conjunto de
transformaciones que, en el plano pueden ser traslaciones, giros o simetrias.
Pero comienzan a basar la definicion en la organizacion de ejemplos y
contraejemplos. Consiguen distinguir la rotacion, traslacion y simetria como
tipos diferentes de isometria. Su nivel no es alto, aunque su visualizacion es
buena. Distinguen entre hacer un simétrico como “accior’” y figura simétrica
como “situacion o un momento’. Un estudiante es capaz de identificar
fendbmenos mediante transformaciones de figuras distinguiéndolo de lo que

seria reconocer formas e identificar propiedades.

En general, podemos concluir que los estudiantes de nivel medio-alto
reconocen la transformacion isométrica como desplazamiento fisico. La
isometria se asocia a la transformacidén por repeticidon con una regla, pero no
llegan aun a establecer relaciones estructurales con imagenes conceptuales
bien definidas respecto a la simetria como generador de las transformaciones.
Tampoco construyen la idea de isometria como conjunto de transformaciones
que, en el plano pueden ser traslaciones, giros o simetrias. Pero comienzan a
basar la definicién en la organizacion de ejemplos y contraejemplos. Consiguen
distinguir la rotacion, traslacion y simetria como tipos diferentes de isometria.

Los estudiantes de nivel medio bajo, tienen una concepcion claramente figural
basada en la repeticion. Ellos expresan habitualmente su convencion de que la
repeticion de un médulo (parte) es la propiedad caracteristica solo de simetria
(la repeticion es la propiedad de isometrias). En general generalizan estructuras
y propiedades a partir de los distintos ejemplos de isometrias.

Los estudiantes de nivel bajo les cuesta reconocer las propiedades
caracteristicas de las isometrias. Su concepcioén es figural (Fischbein, 1996).
Identifican caracteristicas de las transformaciones como el eje de simetria y la
equivalencia entre imagenes simétricas. Asocian simetria a transformacion por
coincidencia, pero no establecen imagenes conceptuales bien definidas
respecto a las transformaciones donde no se puede utilizar el doblado o espejo
qgue, en el plano pueden ser traslaciones o giros.

Mostramos a continuacion el progreso de conocimiento como resultado de la
construccion personal del futuro profesor enfrentado a tareas problematicas
planteadas en las actividades de la practica. La serie de estados producidos en
la realizacion del proceso de aprender a enseiar las transformaciones, produce
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una trayectoria del proceso de construccion personal de futuro profesor sobre la
imagen conceptual de transformacion geométrica. Dentro de esta serie de
estados, mostramos los momentos My, como estado inicial que le corresponde
a la Prueba Inicial, My, My, M3 en la practica y M4 que le corresponde a la
Prueba Final.

A continuacion mostramos las trayectorias del progreso de un estudiante de
grado alto, uno de grado medio y uno de grado medio-bajo de ambos grupos de
los participantes de la investigacion.

En forma grafica (Figura 9.5) mostramos la trayectoria del estudiante que en el
momento My ha mostrado un grado bajo de conocimientos.

FFPUB (Catalunya) FEUP (Kosova)
2 2
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MOMENTOS de construccion de conocimiento MOMENTOS de construccion de conocimiento

Figura 9.5. La trayectoria del estudiante con el grado bajo de conocimientos sobre el objeto
transformacion terminologia y tipos.

Como podemos ver en el grafico, el progreso de conocimiento del futuro
profesor (el estudiante Fi del grupo FEUP y el Al del grupo FFPUB) de grado
bajo de conocimiento sobre el significado de transformacién, ha crecido con la

realizacion de las actividades de la practica de formacion.

En el caso del grupo de FFPUB, se muestra que los estudiantes con el grado
bajo de conocimientos puedan lograr el grado alto de conocimientos si realizan
una cierta serie de actividades. Las actividades del momento M3 hacen que se

incrementen los conocimientos de los estudiantes.

En la figura 9.6, mostramos el grafico de la trayectoria de los estudiantes (el
estudiante Em del grupo FEUP y el Mc del FFPUB) con el grado medio-bajo de

conocimientos sobre transformacion, en ambos paises.
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.Figura 9.6. La trayectoria del estudiante con el grado medio- bajo de conocimientos
sobre el objeto transformacion terminologia y tipos.

Para los estudiantes del grado medio-bajo, las actividades del momento M;
influyeron al crecimiento de conocimientos y asi conseguir un grado medio. En
los momentos M2, y M2 notamos un estado estable del estudiante Mc
(FFPUB), mientras un crecimiento ligero del estudiante Em (FEUP). El
estudiante Em, en las actividades de la prueba final muestra un grado alto de

conocimientos.

Como no tenemos el caso de grado alto, en la tabla de la Figura 9.7,
mostramos la trayectoria personal de un estudiante con el grado medio de
conocimientos en la situacion inicial (Pl) que al final del proceso ha logrado un
grado alto de conocimientos sobre significado de transformacion. Esto es el

caso de Ad del grupo FEUP y el estudiante Jo del grupo FFPUB.
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Figura 9.7. La trayectoria del estudiante con el grado medio de conocimientos sobre el objeto
transformacion terminologia y tipos.
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Como podemos ver, los estudiantes con el grado medio, aumentan su grado de
conocimiento a partir del primer momento (M1), que podemos ver en la figura
9.7, lo que no ocurre con los estudiantes con el grado bajo. La mayoria de los
estudiantes que en la prueba inicial han mostrado un grado medio, al final del
proceso de formacion han llegado a tener el grado alto de conocimientos sobre

objeto transformacion, terminologia y tipos.

- Sobre relaciones y jerarquias en la nocion de transformacion.

Los participantes de la investigacion, en las tareas de la practica de formacidn
profesional sobre aprender a ensefar transformaciones, establecen relaciones
estructurales respecto a la simetria como generador de las isometrias. Pero, las
actividades de la practica, no han facilitado la produccion de una conjetura
sobre la relacion entre diferentes isometrias y la construccion de su prueba. En
general, hemos identificado intenciones de produccion de las conjeturas,
identificando regularidades, y también las condiciones bajo las cuales ocurren
tales regularidades. También hemos identificado la ausencia de formulacién del

enunciado que expresa la relacion entre simetria, rotacion y traslacion.

Las actividades de experimentaciéon con los espejos hace posible que los
participantes de la investigacion obtengan facilmente la imagen de la
composicion de varias simetrias con diferentes posiciones del eje. Hemos

identificado que los estudiantes no expresan su conjetura producida sin que

construyan su prueba - con esto queremos decir que el proceso de produccidn

de una conjetura vy la construccion de su prueba es un componente integrado y

no es posible realizarla por separado. Después de la realizacidén de estos tipos

de actividades, no fue dificil que los estudiantes lleguen a conclusiones sobre

las relaciones entre varias isometrias en funcion de sus propiedades.

La realizacién de las actividades de la practica de formaciéon ha cambiado la
situacion respecto la situacion en la prueba inicial. En ambos grupos (la de
FEUP y de FFPUB) notamos un crecimiento de la capacidad de los
participantes a la hora de establecer el sistema conceptual identificando las
jerarquias sobre transformacion geomeétrica a partir de sus propiedades. Pero,
s6lo un 21% (3 de 14) en FEUP, y un 15% (2 de 13) en la FFPUB, reconocen la
multiplicidad de ejemplos de diferentes transformaciones y establecen

correctamente relaciones entre diferentes transformaciones y sus propiedades.
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Otra parte (79% en FEUP y 85% de la FFPUB) llegan a identificar algunas
transformaciones y las propiedades relevantes sin lograr de establecer la

relacion adecuada entre diferentes transformaciones y sus propiedades.

Aunque la mayoria de los estudiantes (en ambos grupos) reconocen que el
resultado de dos simetrias es la traslacion (en el caso de ejes paralelas) y
rotacion (en el caso de ejes concurrentes), solo un par de estudiantes del grupo
de FEUP y ninguno de los de FFPUB, son capaces de establecer
completamente la relacion entre simetria y traslacion y simetria y rotacion,
identificando los elementos y propiedades relevantes, identificando el vector de
traslacion, el centro y angulo de rotacion.

Todos los estudiantes son capaces de identificar la transformaciéon proyectiva
con el fendmeno de la sombra, las relaciones entre elementos de proyecciéon y
la relacion entre objeto (espacial o plano) y su imagen proyectiva que es
siempre plano. Y en este caso, la imaginacién de experimentacién de dichas
relaciones juega un papel importante en la produccion de conjetura.

La trayectoria del estudiante con el grado bajo de conocimientos mostrados en
la Prueba Inicial (el estudiante Fi en el grupo FEUP y el Al en el FFPUB, como
representantes) siguen mostrando un grado bajo en el momento My, en el
momento M, el del grupo FFPUB consigue un grado medio, mientras que el
estudiante del grupo FEUP consigue un grado medio solo al final - momento My
(ver la figura 9.8), identificando la relacion entre la repeticion y simetrias,
rotacion y traslacién. Ellos no consiguen reconocer la relacion entre simetria
axial y transformacion isométrica.

FFPUB (Catalunya) FEUP (Kosova)

GRADO de conocimiento

GRADO de conocimiento

1
|
1
M, P My M, M M, PF)

D - - s
Tm, P My M; M, My PF)
MOMENTOS de construccion de conocimiento

MOMENTOS de construccion de conocimiento

.Figura 9.8. La trayectoria del estudiante con el grado bajo de conocimientos sobre relaciones y
jerarquias en transformaciones.
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La trayectoria del estudiante de nivel medio-bajo, (figura 9.9) en ambos grupos
de participantes de la investigacion, muestra un crecimiento de capacidad a
partir del primer momento My, respecto a la situacion en la Prueba Inicial
(momento Mp) como se puede ver en los graficos de la figura 9.9. A veces,
estos estudiantes consiguen lograr un grado alto de conocimiento, como es el
caso del estudiante Al (el grupo FFPUB), pero lo mas habitual es conseguir el

grado medio o medio-alto (como es el caso de estudiante Em del grupo FEUP).
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.Figura 9.9. La trayectoria del estudiante con el grado medio- bajo de conocimientos
sobre relaciones y jerarquias en la nocién de transformacion.

Con los imagenes de la figura 9.10, mostramos las trayectorias de dos
estudiantes con el grado medio (en la Prueba Inicial) de ambos grupos de
participantes de la investigacion. Como mayoria de los estudiantes con el grado
medio de conocimientos, y los estudiantes Jo (del grupo FFPUB) y Ad (del
grupo FEUP) participando en el desarrollo de las actividades de la practica de
formacién, consiguen aumentar sus conocimientos hasta un grado alto en la
mayoria de las actividades.
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Figura 9.10. La trayectoria del estudiante con el grado medio de conocimientos sobre relaciones
y jerarquias en la nocién de transformacion.
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Estos estudiantes muestran la capacidad de producir conjeturas correctas
sobre las relaciones entre diferentes transformaciones isométricas (en el caso
del grupo FFPUB se muestra el nivel mas bajo del grupo FEUP), realizando su
prueba a menudo no en forma deductiva pero s/ con utilizacion de diferentes
materiales didacticos. Lo que no se consigue es el hecho de formulacion del
enunciado, que consideramos que es como consecuencia de su escolarizaciéon

anterior.

La mayoria de los estudiantes que en la prueba inicial (M,) han mostrado un
grado medio, al final del proceso (M4) de formacién han llegado tener el grado
alto de conocimientos sobre relaciones y jerarquias en la nocion de

transformacién geométrica.

- Sobre transformacién como proceso.

En el analisis de las producciones y actuaciones de los estudiantes sobre el
proceso de transformacion durante la realizacion de las actividades de la
practica de formacién, vemos como los estudiantes con el grado bajo de
conocimientos, aprendian el proceso de transformaciéon primero como
movimiento de figura intuitivamente utilizando el espejo (en la mayoria de los
casos), luego como aplicaciéon punto por punto utilizando el papel cuadriculado,

papel con trama de puntos y la propiedad de puntos alineados.

Los estudiantes con el grado medio de conocimientos utilizaron el concepto de
paralelismo, el concepto de perpendicularidad y el concepto de equivalencia
(medir los lados para que sean iguales) como herramientas para hacer
reproduccion de la figura en otro lugar. El significado de reproduccion para estos
estudiantes es una regla (aplicacion) basada en equivalencia de los segmentos
(isometria), equivalencia de los angulos (angulos rectos en angulos rectos) y
paralelismo (direccion de vector). Todos estos elementos son caracteristicas de

una traslacion.

Las actividades realizadas de la practica, contribuyeron a que la mayoria de los
estudiantes consiguiesen identificar la proyeccion como una transformacion y
como un cambio. Identificaron los tres elementos de proyeccion: la fuente de la
luz, el objeto y el lugar donde se produce la proyeccion. ldentificaron la

dependencia funcional entre estos tres elementos de proyeccion. A partir del
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analisis de las producciones no hemos identificado algun caso de comprensién

de la idea o hipoétesis de proyeccion puntual.

Al final del proceso de formacién, a partir de los resultados de la Prueba Final
encontramos que la mayoria de los estudiantes de la FEUP (10 de total 14 o
72%) muestran un grado medio de conocimientos sobre la transformacion como
cambio o proceso. Otra parte (4 de 14 o 28%) muestran un grado alto en
mayoria de las actividades de la PF. En el grupo de FFPUB, notamos un nivel
mas bajo de conocimientos sobre el proceso de transformacion geomeétrica,
debido a que ni un estudiante no muestra grado alto de conocimientos en la
mayoria de las actividades de la PF, mientras que con el grado medio de
conocimientos sobre el proceso de transformacion es habitual casi en todo el
grupo (12 de total 13 o0 92%). Solo un estudiante de FFPUB ha mostrado
conocimiento débil del proceso de transformacion en mayoria de las actividades
de la PF.

El analisis del desarrollo de las actividades de la practica sobre la construccién

de conocimiento sobre transformacion, nos lleva a concluir:

Para los estudiantes que reconocen la transformacion como un proceso de
aplicacion de puntos (mayoritariamente el grupo FEUP), resulta facil identificar la
dependencia funcional entre posiciones, las propiedades importantes de la
transformacion como son el eje de simetria, vector de traslacion, centro y angulo
de rotacion, elc., consiguliendo establecer la imagen conceptual completa sobre
transformacion. Los estudiantes que consideran la transformacion como un
plegado, cambio de posicion o repeticion de un objefo o una figura
(mayoritariamente el grupo FFPUB), resulta dificil establecer los elementos
importantes del proceso de transformacion.

En otras palabras, los que asumen la idea de transformacion como
correspondencia entre conjuntos de puntos no les resulta dificil tener la imagen
conceptual completa sobre transformacion, tanto isometrias como
deformaciones, identificando correctamente las propiedades y elementos de
dicha transformacién como la orientacion de la imagen, el eje de simetria, el
angulo de rotacion, el vector de traslacion, la invariante de deformacion etc.

Mientras que a los que asumen la idea de transformacién como correspondencia
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figural les resulta dificil identificar correctamente las propiedades y elementos de
transformacién: no identifican el angulo de rotacion, el vector de traslacion y no

reconocen las propiedades de deformaciones.

Esto lo ilustramos con las trayectorias de la construccion de aprendizaje para
tres estudiantes de diferentes grados de conocimientos en ambos grupos de

participantes de la investigacion.

Graficamente con la figura 9.11 mostramos la trayectoria del estudiante con el
grado bajo en el momento My (prueba Inicial), en el proceso de construccion de

su aprendizaje del concepto de transformacion como cambio o proceso.

FFPUB (Catalunya) FEUP (Kosova)
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Figura 9.11. La trayectoria del estudiante con el grado bajo de conocimientos sobre el proceso
0 cambio de transformacion.

Como se muestra en el grafico (9.11), en ambos grupos de participantes, los
estudiantes con el grado bajo, les cuesta crecer el grado de conocimientos
sobre el proceso de transformacion, y este crecimiento se poco a poco con el
desarrollo de las actividades de la practica. Esto significa que los estudiantes
con el grado bajo, necesitan realizar mas actividades que otros estudiantes con

el grado mas alto de conocimientos. .

En la figura 9.12., mostramos la trayectoria del estudiante con el grado medio-
bajo, en ambos grupos. Como muestra el grafico, el estudiante del grupo
FFPUB, ha conseguido mejorar su comprensioén sobre el cambio o proceso de
transformacién, aunque se notan las tendencias de crecimiento mas alto en los
momentos del desarrollo de las actividades. El caso del FEUP, muestra un

crecimiento bastante alto.
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Figura 9.12. La trayectoria del estudiante con el grado medio bajo de conocimientos sobre el
proceso o cambio de transformacion.

Que los estudiantes del grupo FFPUB, no consigan tener la imagen completa
de transformacion, es debido a que su conocimiento sobre el proceso de
transformacién esta basado en la idea que la transformacién es un actuacion de
cambiar el sitio (desplazamiento) o cambiar alguna propiedad (deformaciones).
En contrario, el conocimiento de los estudiantes del grupo FEUP, se basa en la
construccion del significado de transformacion como correspondencia punto a

punto que ha ayudado a crecer el grado.

Continuamos con el grado medio de conocimiento.
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Figura 9.13. La trayectoria del estudiante con el grado medio de conocimientos sobre el proceso o
cambio de transformacion

Los estudiantes que en la prueba inicial (M,) han mostrado un grado medio, al
final del proceso (M) de formacion han llegado tener el grado alto de
conocimientos sobre el proceso de transformacidn. En momentos
determinados, se nota una inestabilidad del estudiante del grupo FFPUB, y esta

inestabilidad se recupera en momentos seguidos. Esto nos lleva a conclusion
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de la necesidad de realizar mas actividades sobre el tema. La situacién es

parecida en el caso de los estudiantes con el grado medio alta.

- Sobre el razonamiento con transformaciones.

Las actividades de la practica de formacion ofrecieron la posibilidad de mejorar
la situacidn sobre la justificacion y la argumentacion de las conjeturas
producidas por los participantes. Como conclusion podemos identificar que se

ha desarrollado la capacidad de:

A- la produccién de una conjetura y la construccion de su prueba que
implica conseguir conocimientos sobre multitud de ejemplos diferentes
de isometrias relacionando con la identificacion de mayoria de las

propiedades y la identificacion de las diferencias entre las mismas.

B- la presentacién dinamica de transformacion, hace posible la justificacion
y argumentacion de las propiedades de transformacion utilizando la
demostraciéon deductiva apoyandose en las proposiciones conocidas

anteriormente.

Como consecuencia de las actividades de la practica de formacion profesional
de futuros profesores tenemos un avance importante de la capacidad de
razonar en ambos grupos de participantes de la investigacion: la mayoria de los
estudiantes de la FEUP (9 de total 14 0 65%) y todos de la FFPUB son capaces
de comprobar alguna proposicion o conjetura sin errores significativas
justificando correctamente. Sélo tres estudiantes de la FEUP aportan una
justificaciéon correcta con una simbolizacion adecuada usando reglas y
propiedades explicitas y apoyandola en las proposiciones conocidas
anteriormente. Encontramos dos estudiantes de la FEUP que muestran la falta
de comprension de la tarea de argumentacion y justificacion de conjetura

producida.

Como resumen podemos mencionar aquellos momentos en que se produjeron
avances en algun aspecto del razonamiento de los estudiantes. La situacion
problematica de explicar las caracteristicas de tres bordados funciona
suavemente, considerando el fendbmeno de una continuidad posible entre la
produccion de una conjetura y la construccion de su prueba que implica

conseguir conocimientos sobre multitud de ejemplos diferentes de isometrias
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relacionando con la identificacion de mayoria de las propiedades y la

identificacion de las diferencias entre las mismas. También, la presentacién

dinamica de transformacion, hace posible que un gran numero de estudiantes

logren justificar y argumentar las propiedades de transformacion (invariancia

del superficie) utilizando la_demostracién deductiva (la formula del calculo de

superficie del paralelogramo y del triangulo) apoyandose en las proposiciones

conocidas anteriormente. La conjetura de asignacion correcta de la posicion del

eje de simetria (el espejo) se basa en /a regla de la propiedad simétrica de la
figura, identificando asi el eje con el espejo. Luego, se identifican los
argumentos para sostener la conjetura aplazada estableciendo
correspondencia entre una parte (simétrica) de la figura y la parte del modelo.
Como unas figuras tienen mas de un eje de simetrias, y ninguna parte simétrica
no es igual a una parte del modelo, los participantes justifican la conjetura
basando en los conocimientos de la composiciéon de dos simetrias. Como
resultado vemos un pensamiento logico-concreto, haciendo un analisis

deductivo, en el que partiendo de una hipotesis se ha de verificar el resultado.

Con el fin de obtener la generalizacion de obtener la figura a partir de un

modelo con el espejo, los estudiantes descompusieron la estructura global en

elementos primitivos visuales, v entonces aplicaron una sintesis cuantitativa

abstracta en la que combinaron las unidades visuales y el numero de piezas

que aparecen. Esta aproximacion a la solucion es analitica en el sentido de que

una totalidad es construida desde la descomposicién en pequenas unidades

reconocibles y contables, y recompuesta (reconstruida) a partir de ellas. El

resultado final del proceso de obtencion y el razonamiento involucrado es visual

a partir de analisis (descomposicion en unidades) y sintesis.

Pocos estudiantes de FEUP y menos del FFPUB consiguen identificar los

elementos estructurales de traslacion y rotacion basados en simbolizacion

adecuados, mientras que la mayoria de ellos domina la argumentacién figural

identificando las propiedades de cambio y de conservacion.

Continuamos la ilustracion de este avance de conocimiento presentando las
trayectorias de mismos participantes como hemos presentado anteriormente

sobre otros aspectos del contenido matematico de transformacién geométrica.
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Figura 9.14. La trayectoria del estudiante con el grado bajo de razonamiento sobre transformacion
geomeétrica

Como podemos ver en el grafico de la figura 9.14, en ambos grupos los
estudiantes con el grado bajo, después de la realizacion de actividades de la
practica de formacion, consiguen colocarse en el nivel de estudiantes de grado
medio de conocimiento. Esto quiere decir que al final, estos estudiantes son
capaces de justificar correctamente la proposicion, habitualmente con un

ejemplo y sin errores significativos.
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Figura 9.15. La trayectoria del estudiante con el grado medio-bajo de razonamiento sobre
transformacion geométrica

Los estudiantes que en la Prueba Inicial (M) han mostrado un grado bajo, y a
veces un grado medio de capacidad de razonamiento sobre transformacion
geomeétrica, realizando las actividades de la practica (los momentos M4, My y
Ms) consiguen esforzar su conocimiento del grado medio (figura 9.15). Esto
quiere decir que su capacidad se limita a poner ejemplos como comprobacién

de su proposicion y no cometen errores significativos.
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Los estudiantes con el grado medio en el principio de la realizacion de la practica
(momento MO0), desde un primer momento (M1), realizando las actividades de la
practica consiguen aportar justificaciones argumentativas de las proposiciones,
usando reglas y propiedades explicitas (el caso del grupo FFPUB), utilizando
una simbolizacion adecuada y basando su argumentacibn en otras
proposiciones conocidas anteriormente (el caso de FEUP). La trayectoria de

estos dos estudiantes se presenta en la figura 9.16.
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Figura 9.16. La trayectoria del estudiante con el grado medio de razonamiento sobre
transformacion geométrica

9.3.3.2. Resumen de los resultados obtenidos sobre el desarrollo del
conocimiento del contenido didactico

El desarrollo de las actividades de la practica de formacion sobre aprender a
ensefnar las transformaciones hace posible que gran numero de participantes
consigan el grado medio de capacidad en la identificacion de elementos de
metodologia y del disefio del aprendizaje de transformaciones geométricas,
mientras que un numero mas pequefo consiguen relacionar la secuencia del

contenido con el disefio de aprendizaje de transformacion geométrica.

También hemos identificado el aumento de la capacidad de los participantes en
la consideracion de la coherencia entre actividad y el contenido de
transformacion geométrica, en la identificacion de los elementos claves en la
secuencia del contendido sobre las transformaciones y en la identificacion de la

adaptacion de los materiales y recursos didacticos a la actividad.

A partir de los analisis de las producciones de los participantes podemos
concluir que el desarrollo de las actividades de la practica de formacion ha
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mostrado que la mayoria de los estudiantes identifican el marco referencial del
entono, saben hacer la comparacién entre diferentes modelos del trabajo,
dialogan, imaginan y justifican gestiones asociados a la ensefianza de las
transformaciones.

Es evidente que a partir de los analisis del desarrollo de las actividades de la
practica de formacion, no hemos podido conocer si los futuros profesores son
capaces de proponer el analisis del proceso de aprender la transformacion
geométrica por parte de los alumnos. De esta manera se puede saber

analizando los disefios de la clase que es parte de la prueba final.

El analisis de los resultados mostrados en la Prueba Final muestra un avance
significativo en ambos grupos de los participantes. Pero, todavia la mayoria de
los participantes de ambos grupos (57% del FEUP, y 54% del FFPUB)
muestran el grado medio de capacidad de explicar y organizar el aprendizaje de
transformaciones geométricas en primaria. Otra parte de participantes en
ambos grupos muestra un grado alto de comprender y explicar el aprendizaje

de transformaciones geométricas.

La conclusion general sobre el proceso de aprendizaje de transformacion
simétrica visto por la mayoria de los participantes de ambos grupos al final del

proceso consiste en:

I - identificar y distinguir la propiedad simétrica en un conjunto de objetos
(imagenes o figuras) conocidas por los alumnos,

Ii - identificar y encontrar el eje (o efes) de simetria y justificar la propiedad
simétrica con el doblado, espejo u otro instrumento de justificacion,

/i - construir la imagen simeétrica respecto a la imagen dada.

La conclusiéon general sobre la instruccidon de transformacion geométrica

formada por la mayoria de los participantes de la investigacidn consiste en:

La introduccion debe consistir en actividades basadas en un contexto conocido
para los alumnos, para pasar luego a las actividades principales que daran mas
posibilidades de construir detalladamente el concepto de transformacion y sus
propiedades, y dejar para el final las actividades semejantes con las actividades
desarrolladas y que serviran para la verificacion y profundizacion de
conocimientos sobre transformacion. La diferencia entre el grupo de FEUP y de
FFPUB consiste en el hecho de que los futuros maestros de FEUP plantean un
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papel destacado del maestro en la clase y los alumnos pueden hacer
actividades semejantes despuées de que el maestro las haya hecho, mientras
que a los de FFPUB les dan mas libertad a los alumnos para que hagan
actividades ellos mismos.

9.3.4. Resumen de los resultados obtenidos sobre el componente
cultural en el aprender a ensenar las transformaciones
No encontramos un grado alto de aprovechamiento de los elementos culturales
e histéricos en el conocimiento y la explicacion del significado de
transformacién. No llega a la mitad de los estudiantes los que reconocen la
importancia del contexto en la comprension de transformaciones geométricas,
usan términos matematicos adecuados a los elementos culturales pero no

ejercen una contextualizacién completa.
A partir de los resultados de la prueba inicial sacamos la siguiente conclusion:

Los participantes de FFPUB usan las imagenes de contextos cotidianos en la
construccion del conocimiento sobre las figuras geométricas, la propiedad
simétrica y el concepto de transformacion simétrica mucho mejor que los

participantes de la FEUP.

Que la utilizaciéon de las imagenes de contextos cotidianos y conocidos por
parte de los estudiantes son buenos ejemplos de asociacion a las
transformaciones geomeétricas lo muestra el tratamiento de las imagenes de los
bordados kosovares. En este caso, todos los participantes de FEUP consiguen
identificar diferentes elementos generadores del bordado, e identifican /a

repeticion como proceso de obtener todo el bordado.

La importancia de utilizar los contextos conocidos por parte de los estudiantes,
lo demuestra el hecho de que la mayoria de los participantes de FFPUB
consiguen identificar diferentes elementos generadores del bordado Kosovar,
mientras que solo la mitad de los participantes de la FFPUB identifican

elementos generadores.

En ambos casos se nota que pocos participantes usan el contexto en el

reconocimiento de procesos constructivos sobre transformaciones.
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La consecuencia de la tradicion kosovar de no utilizar los mosaicos en la
escolarizacion anterior de los participantes, aunque ellos afirman el deseo de
utilizar los mosaicos en la clase, en un aprendizaje geométrico, hace que ellos
no utilicen en las actividades este recurso, aunque si muestran el deseo de
incorporarla. Ellos ven el mosaico como una figura geométrica y no conocian
sus observaciones del mundo real con el geométrico porque no forma parte de
su cultura.

Las imagenes de la vida cotidiana como contextos de experiencia (como por
ejemplo de SIA1, SIA2 y SIA3) sirven mejor para la construccién del
conocimiento sobre la propiedad simétrica y el concepto de transformacién
simétrica.

Las técnicas empleadas en ciertos contextos pueden servir en la construccion
de conocimiento sobre el significado de transformacion - como muestra la
actividad SIA4. Esto es un buen ejemplo del proceso de transformacién-
convertir los elementos de un contexto en elementos de transformacion
geométrica. La integracion de elementos del proceso de hacer bordado ayuda
significativamente en la construccion de los conocimientos sobre la
transformacién geométrica, en los estudiantes que poseen la experiencia de
hacer bordado, identificando correctamente el modulo de repeticion, el eje de
simetria, el tipo de isometrias, y transformacion isométrica como aplicacion

punto a punto.

Consideramos que el desarrollo de la actividades parecidas al actividad SIA4
esta asumida como un potencial para el desarrollo de las capacidades de
diversidad individual, referida a las caracteristicas particulares de cada
individuo. Esto quiere decir que la actividad propuesta responde a las
experiencias diferentes, promoviendo el desarrollo de capacidades y de
intereses diversos y apoyando, de manera especifica, a aquellas personas que
tienen experiencias especiales, sabiendo que en Kosova todas las chicas (y
so6lo las chicas) desde los primeros afios aprenden y hacen bordados. Que el
proceso de hacer bordados es un contexto de experiencia de chicas, se justifica
con el hecho de que en el discurso del desarrollo de la actividad SIA4, la
participacion de las chicas es absolutamente mayor que de los chicos. También

identificamos una observacion principalmente matematica sobre las
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transformaciones aparecidas en los bordados que una observacién a base de

hacer practicamente el bordado, por parte de los chicos.

Durante la realizacion de las actividades de la practica de formacion se muestra
que la utilizacién de varios materiales como espejos, ayuda a los estudiantes
de grado bajo de conocimientos a obtener la imagen de transformacion,
mientras que los estudiantes que tienen un grado alto de conocimientos, no
sienten la necesidad del uso del espejo o lo utilizan s6lo como demostracion de
la validez de su produccion. Las actividades SRA6, SRA8, SRA9, SRA10 y
SRA11 principalmente se basan en el uso de espejos, lo que hace posible
comprender la transformacién geométrica de figura a otra figura. Mientras que
las actividades SIA6, SRA1, SRA2, SRA3, SRA4, SRA6 y SRAS8 desarrollan las
capacidades de comprender la transformacion geométrica como aplicacidon
punto a punto. En las actividades SRA6 y SRA8 se trabaja en los papeles
cuadriculados y papeles con trama de puntos, apoyandose con los espejos.
Los resultados de las producciones de los participantes en estas actividades

nos hace posible concluir lo siguiente:

La utilizacion de espejos es caracteristica de los estudiantes que perciben el
concepto de transformacion figural (figura -> figura); mientras que la utilizacion
de papeles cuadriculados y con la trama de puntos, es caracteristica de

comprension de transformacion como aplicacion punto a punto.

Los resultados de la prueba final nos sirven como confirmacién del avance en la
incorporacién de los elementos culturales por parte de los futuros profesores en
el proceso de ensenanza/aprendizaje de transformacion geométrica. En
realidad, los resultados de la prueba final muestran que los participantes de la
investigacion, ademas de reconocer algun contexto cultural asociado a
significados de la transformaciéon geométrica y su importancia en la
comprension de transformacién geométrica, la mayoria de ellos consiguen
aprovechar de los contextos y elementos culturales en el conocimiento y la
explicacion del significado de transformacién. En este proceso, hemos
identificado las caracteristicas culturales diferentes entre el grupo de FEUP y el
de FFPUB:
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Como caracteristica cultural del grupo de FEUP sobre el discurso de
Justificacion y acercamiento a la concepcion de transformacion geomeétrica
identificamos la transformacion geométrica como aplicacion punto a punto
(transformacion puntual). Este acercamiento a la transformacion geométrica
hace posible reconocer diferentes tipos de transformaciones, sus propiedades y
caracteristicas correctamente. La caracteristica del grupo FFPUB es /la
transformacion como desplazamiento o reflexion de la figura en la otra figura
(transformacion figural) que como consecuencia muestra la dificultad de
reconocer correctamente las deformaciones y los elementos de traslacion y

rotacion.

Nos parece importante el hecho de que todos los participantes de la
investigacion (del grupo FEUP y del FFPUB) muestran un grado medio o alto
de incorporacion del contexto o de los elementos culturales en el proceso de
aprendizaje y ensefianza de las transformaciones en la Educaciéon Primaria. En
otras palabras, reconocen contextos o elementos culturales asociados a
significados de la transformacion geométrica, contextualizando y usando con el
fin de integrar la comprensién y el razonamiento de transformacién geométrica.
Que el desarrollo de las actividades de la practica de formacion es importante
para futuros profesores, confirma el hecho de que, los participantes de la
investigacion como futuros profesores de Primaria, en las decisiones de
incorporar contextos socio-culturales y recursos didacticos en sus clases de
ensefnanza, aprovechan de su experiencia durante su formacion. Mediante la
tabla 9.17, mostramos los elementos principales de las escrituras culturales de

los futuros profesores de ambos grupos de la investigacion:

Escritura cultural del estudiante de FEUP Escritura cultural del estudiante de FFPUB

Formacion universitaria de profesores de primaria

La transformacién como un proceso de aplicacion La transformacién como un plegado, cambio de
de puntos posicion o repeticion de un objeto o una figura
Identificacion de las propiedades relevantes de Identificacion de propiedades visuales de
transformacion, transformacion.

Reconocimiento de la composicidn de dos simetrias - identificacion de elementos.

Ausencia de conocimientos sobre la definicion Proyeccion - el fendmeno de la sombra
conceptual de proyeccién.
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Utilizar los instrumentos de dibujo es habitual en Utilizacién y manejo de diferentes materiales
la clase de geometria, mientras que otro material didacticos es habitual (espejo, y otro material). No
(espejos, ...) sirve como material segundario se nota importancia de los instrumentos del dibujo
(verificacion, curiosidad, atractividad...). (regla, compas,...).

Influencia de las experiencias de formacion en los disefios de las clases en primaria.

Atencion superficial a las dificultades de los alumnos Ante las actividades en Primaria propone situaciones
ante las actividades en primaria segun dificultades de los alumnos
Trabajo individual es preferible. Trabajo en grupo es habitual.
En el trabajo de primaria: “primero maestro En la clase de Primaria: “primero alumno y
luego alumno”. luego alumno”.

El aprendizaje de transformacion: — contexto conocido, identificacion del eje, construccion de la imagen de
transformacion.

La introduccion de transformacion en la clase de primaria: identificacion de propiedades (en un contexto
conocido), construccidn del concepto (actividad principal), verificacion y profundizacién de conocimiento
(actividad final).

Tabla 9.17. Los elementos de las escrituras culturales

9.4. Limitaciones e implicaciones para los procesos de
formacién de profesores

Igual que cualquier otra posible alternativa, el disefo elegido no carece de
limitaciones inherentes a sus propios rasgos definitorios. Las videograbaciones,
en si misma y como instrumento de recogida de datos, asimismo la propia
eleccion de las tareas puede haber influido en las respuestas obtenidas. En
nuestra opinién, la opcidén que tomamos de presentar la mayor variedad posible
de tareas era la mejor estrategia para despertar la mayor variedad posible de
respuestas y reacciones de futuros profesores de primaria. No obstante,
siempre quedara la duda sobre cémo habrian reaccionado los futuros
profesores ante tareas diferentes. En este sentido, los resultados estan ligados
al material que hemos utilizado, que puede ser consultado en los Anexos 3, 4,
5,6,7y8.

Igualmente la temporalizacion de la recogida de datos introduce
particularidades limitantes innegables, como, por ejemplo, la decisién de
realizar las actividades en momentos convenientes a las agendas particulares
de los programas de FEUP y de FFPUB.

Los resultados estan ligados a un contexto cultural y linguistico especifico. En
otras palabras, casi resulta obvio decir que esperariamos resultados diferentes
en los dos contextos socioculturales y linglisticos diferentes - por la propia
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lengua y por la propia tradicion escolar. La indagacion de la misma tematica
(aprender a ensenar las transformaciones geométricas en la educacion
primaria) habria exigido en otro contexto un disefio de instrumentos
notablemente distinto, que diera cuenta de las peculiaridades de la situacion.

La seleccidn de individuos, en tercer lugar, comporta también condicionantes a
la interpretacién de los resultados. A esto, podemos contestar que se trataba en
nuestro caso de querer analizar los cambios en el desarrollo a lo largo de
realizacion de una practica profesional sobre transformaciones en futuro
profesor de primaria, precisamente, de la recopilacion de la mayor diversidad
posible.

En cuanto a la posibilidad de realizar indagaciones futuras, consideramos que
las propuestas deberian centrarse fundamentalmente en cuatro ambitos: el
objeto de estudio, los sujetos estudiados, la metodologia de investigacion y el
contexto de estudio. En referencia al primer punto, consideramos interesante la
posibilidad de realizar un estudio similar que incluya otros ambitos
matematicos.

Incluso consideramos interesante la exploracién de otras areas de contenido
claramente contrastadas entre si, a fin de comparar los resultados con el area
de transformaciones geometricas: ; Como conciben los futuros profesores otras
tareas?, sen qué se parecen y en qué se diferencian los resultados que hemos
podido documentar en el presente estudio referente al area de
transformaciones geometricas?

El interés del contraste de los resultaods de los participantes respecto a las
distintas areas curriculares responde a la importancia de la habilidad de
aprender a ensefar como bjetivo de centros de formacion de profesores y de su
uso como metodologia didactica y evaluativa general y transversal.

La metodologia distinta permitiria asimismo el seguimiento de los futuros
profesores durante un tiempo mas prolongado. Este seguimiento, obviamente,
no se refiere Unicamente a un criterio temporal, sino también al tipo de datos
que se pudiesen recoger de la practica de formacion de profesores mediante
una opcion observacional, complementaria y contrastiva.

Debido a la dificultad de la amplitud del trabajo realizado, no se han podido
establecer resultados con profundidad respecto al contenido actitudinal, porque
los futuros profesores no han podido poner en practica la unidad disefiada en
la escuela.
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Capitulo IX — Sumario, concluisones e implicaciones del estudio

El estudio realizado se podria complementar también con un analisis
sociocultural, que permitiia reconocer las normas y técnicas en las
interacciones del proceso de implementacion de la practica escolar. Aunque
este aspecto ha sido poco desarrollado ya que el énfasis del estudio se centrd
en los aspectos culturales y de su formacion.

En un futuro préximo creemos que se podran aportar datos interesantes, que
no fueron planteados en este estudio.

Por ultimo, quisiéramos afiadir unas reflexiones sobre las implicaciones de
nuestro estudio desde una perspectiva de intervencion educativa, en lo que
concierne a la formacién del profesorado. Nuestro interés en la tematica surge y
se desarrolla tras diversos afios dedicados a la formacién de futuros maestros
en la Universidad de Prishtina y un en la Universidad de Barcelona. Todavia es
largo el camino por recorrer en la modificacion de las practicas del profesorado
en la direccion que desde hace ya muchos afos se viene indicando desde la
literatura académica. En nuestra opinién, es en la formacion inicial del
profesorado donde se debe empezar a combatir y nivelar este desfase.

Los resultados de nuestra investigacion, aportan evidencias de que este
propoésito no es sencillo. El conocimiento que tenemos de la diversidad y el
nivel de conocimienteos sobre ensefianza de transformaciones geomeétricas,
tras este trabajo constituye un sustrato de partida para el disefio de programas
de formacion del profesorado, tanto en formacion inicial como continua, que
sean mas efectivos en la formacion de profesores.
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ANEXO 1. Libros de textos de Primaria - Kosova
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ANEXO 2. Libros de textos de Primaria - Catalunya
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Anexo 4: Prueba inicial- une ejemplo del caso de FFPUB
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ANEXO 5: Sesion de la practica - ejemplo del caso FEUP
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ANEXO 6: Sesion de la practica - ejemplo del caso FFPUB
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ANEXO 8: Prueba Final - un ejemplo del caso FFPUB
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ANEXO 10: La planificacion de una clase - un ejemplo de FFPUB
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Significado de iniciales

Significado de iniciales:

CA - Categoria sobre el contenido profesional en el comportamiento actitudinal.

CAa - Subcategoria sobre la assumpcion de la actividad profesional.

CAr - Subcategoria sobre las actitudes criticas y reflexivas.

CC - Categoria sobre los elementos culturales e historicos en transformaciones.

CE - Categoria sobre el componente estratégico en la formacion de profesores.

CEa - Subcategoria sobre aprendizaje de transformaciones.

CEi - Subcategoria sobre instruccion.

CM - El aspecto conceptual matematico.

CM;j - Categoria sobre las relaciones y jerarquia en la nocion de transformaciones.

CMt - Categoria sobre el objeto transformacion, terminologia y tipos de transformaciones.

CP - Los procesos y la idea de transformacion.

CPc - Categoria sobre las transformaciones como cambios.

CPr - Categoria sobre la comunicacion y razonamiento con transformaciones.

FEUP- Facultad de Educacion de la Universidad de Prishtina.

FFPUB- Facultad de Formacion de Profesores de la Universidad de Barcelona.

MASHT - Ministerio de las ciencias, educacion y tecnologia de Kosova.

PFD - Practica de formacidn profesional de profesores sobre transformaciones geométricas.

PF - Prueba Final de conocimientos sobre transformaciones geométricas.

Pl - Prueba Inicial de conoimientos sobre transformaciones geométricas.

SA - La sesion de la PFD: Razonar, argumentar y justificar transformaciones geométricas.

SAA - Actividades de la sesion SA sobre razonar, argumentar y justificar las transformaciones
geométricas.

SAP - Presentacion del tema en la sesion SA.
S| - Lasesion de la PFD: Isometrias y la vida cotidiana.
SIA - Las actividades de la sesién Sl sobre transformaciones isométricas.

SID - Actividad didactica en la sesion Sl: Presentacion en video de una clase de primaria sobre
simetria.

SIP - Presentacion de la tema en la sesion Sl: “Una experiencia sobre isometrias” en la sesion
Isometria.

SP - La sesion de la PFD: Proyecciones y sombras.
SPA - Actividades de la sesion SP sobre proyecciones y sombras.
SPP - Presentacion en video de una clase de primaria sobre sombras en la sesion SP.

SR - Lasesion de la PFD: Recursos para aprender a ensefiar las transformaciones
geométricas.

SRA - Actividades de la sesion SR sobre recursos didacticos y transformaciones geométricas.
SRP - Presentacion en la sesion SR: Articulo cientifico como recurso
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