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Capitol 3

Atractors en un model de

bifurcacio de Silnikov-Hopf

En aquest capitol estudiarem una familia de difeomorfismes bidimensionals definits
en la reunié de dues corones i que depenen, essencialment, de dos parametres.
Cada difeomorfisme és 1’aplicacié de Poincaré d’un flux autonom de IR® amb dues

propietats basiques:

1) existeix un punt d’equilibri del tipus sella-focus que desenvolupa una bifur-

cacié de Hopf quan un parametre creua el valor 0;

2) el camp presenta una reinjeccié (no simétrica) de les dues branques d’una
varietat invariant del punt d’equilibri. Aquest comportament global ve regit
per un altre parametre essencial i permet tenir orbites homocliniques. En

conseqiiéncia, el sistema pot presentar el fenomen de Silnikov.

A més, en una zona adequada dels parametres (corresponent a l’existéncia d’una
dissipaci6 forta en el sistema) els difeomorfismes bidimensionals es poden aproximar
bé per aplicacions del cercle. Aquesta reduccié de la dimensi6 permet analitzar més
facilment els diversos atractors que poden aparéixer.

Aixi doncs, el model que proposem serveix d’escenari per a una bifurcacio de
Silnikov-Hopf. A part del seu interés intrinsic, també serveix per a explicar els
resultats d’alguns estudis fisics recents. Aixi, per exemple, a [47] s’estudia un

dispositiu Optic que consta d’una cavitat interferométrica del tipus Fabry-Perot,
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formada per una pel-licula semiabsorbent i un mirall dieléctric, entre els quals hi
ha N capes de materials diferents, amb coeficients termo-Optics alternativament
oposats. Un feix laser de poténcia Pg incideix sobre la pel-licula d’entrada i (su-
posant que els materials sén transparents a la longitud d’ona utilitzada) hi ha dos
feixos de sortida: un de reflexid, de poténcia Pgr; i un de transmissi, de poténcia
Pr. La diferéncia P4 = Pg — (Pr + Pr) és la poténcia absorbida, la qual es trans-
forma en calor. D’aquest, una part és dissipada a ’exterior i una altra provoca
un escalfament dels materials, els quals veuen aixi alterades les seves propietats
optiques. Tenim, doncs, un mecanisme de realimentacié. A [47] es poden trobar
tots els detalls sobre les equacions que governen el sistema i els resultats (tant ex-
perimentals com de simulacié numérica) que s’obtenen. Naturalment, ’augment
del nombre de capes N incrementa la riquesa de comportaments. Quan N > 3
s’observa ’existéncia d’orbites homocliniques que donen ”caos de Silnikov”, amb el
punt d’equilibri transformat en una orbita periodica de tipus sella.

D’altra banda, mentre preparavem aquest estudi ens ha arribat un preprint([29])
en qué també s’estudia la bifurcacié de Silnikov-Hopf com a model per a explicar
els atractors de tipus espiral que apareixen en resultats experimentals sobre la
reaccié de Belousov-Zhabotinskii ([1]). De fet, en el citat preprint apareixen alguns
resultats que estan completament d’acord amb els nostres.

En qualsevol dels dos casos, el treball directe sobre les equacions que regeixen
aquests experiments és molt costds; per aixd ens interessava un model senzill que
capturés els fendmens observats.

L’estudi de la dindmica d’un sistema en una zona proxima a una orbita ho-
moclinica a un punt d’equilibri sella-focus es remonta a Silnikov ([50]). D’aqui
el nom de "fenomen (o caos) de Silnikov” que sovint s’aplica al comportament
complex que presenta un sistema amb una oOrbita homoclinica que verifica unes
condicions adequades. Posteriorment hi ha hagut moltes contribucions a diversos
aspectes d’aquest fenomen; destaquem, per exemple [21], [30], [59], [19], [22], [60],
[49] i,finalment, [29].

El tipus d’analisi que nosaltres farem per als difeomorfismes bidimensionals
associats al flux usa técniques semblants a les de [22], encara que alli només hi ha

reinjeccié d’una de les branques i no es considera la possibilitat d’una bifurcacié
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de Hopf que crei un cicle limit. A més, cap dels treballs anteriors fa la reduccié
posterior a aplicacions del cercle.

Una versid preliminar d’alguns resultats d’aquest capitol, feta amb la col-labora-
cié de C. Simé, va ser presentada a: NATO Advanced Research Workshop "Homo-

clinic Chaos” a Brussel-les, el maig de 1991. Hem dividit el treball en els apartats

segiients:

e Construccié detallada de 1’aplicacié de Poincarés i analisi geométrica.
o Existéncia d’orbites homocliniques i periddiques.

e Recerca numeérica d’atractors de ’aplicacié bidimensional; en particular, re-

cuperacid dels resultats experimentals.

Reduccié a una aplicacié unidimensional sobre S1.

Estudi de I’aplicacié del cercle: varietat d’atractors en aquest cas.

3.1 Una familia de difeomorfismes bidimensionals

Volem construir una aplicacié de Poincaré d’un camp de IR® que modeli els resultats

experimentals obtinguts a [47]. Les propietats essencials del camp que ens interessen
son:

1) Existeix un punt d’equilibri, O, amb valors propis A i € + iw; A,e,w € IR,

A #0,w # 0. Per a fixar idees suposarem A > 0. Ens interessa que O pugui

desenvolupar una bifurcacié de Hopf; per aix0 permetem que € varii en un

entorn de ¢g = 0, moment en qué es produeix la bifurcacié: el punt O canvia

I’estabilitat i es crea una orbita peritddica, C, que existeix per a ¢ > 0.

2) Les dues branques de la varietat inestable de O o C (segons el signe de ¢)
associada al valor propi A > 0, després d’allunyar-se, es reinjecten a prop de la
varietat estable corresponent. Mesurarem la proximitat a la varietat estable

mitjangant un altre parametre b.

Construirem el difeomorfisme en dues etapes, cadascuna de les quals capturara
una de les propietats anteriors. La figura 3.1 déna una idea geométrica d’aquestes

aplicacions.
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Comencem amb la part local. Suposem que el punt d’equilibri, O, esta fixat
a origen. El model més senzill de camp a IR? que modela 1) és, en coordenades

cilindriques (r, ¢, z):

r = er—ar’,
P = w, (3.1)

z = Az,

amb A, a > 0. No és restrictiu suposar w = 1 ja que aix0 es pot aconseguir escalant
el temps. També escalem r i z per tal que el camp sigui de la forma (3.1) a I’entorn
cilindric "unitari”

E={(re,2)|0<r<1,|z{< 1}

Remarquem que qualsevol camp de IR?® amb un punt d’equilibri que desenvolupi
una bifurcacié de Hopf genérica es pot passar a una forma normal en la qual els
primers termes sén els de (3.1), i que el teorema de bifurcacié de Hopf assegura que
el comportament local del sistema (en un entorn prou petit del punt d’equilibri) no
canvia si suprimim els termes d’ordre superior([24]). Aquest caracter universal de
(3.1) fa que ja hagi estat considerat anteriorment, com, per exemple, a [19].

Si € < 0, Dorigen és del tipus sella-focus amb varietats invariants locals: estable

Wioe(0) = {(r,,2) | 2= 0,7 € (0,1)},

i inestable
Wl';c(o) = {(T,(p, z) I r= 0’2 € ("1, 1) \ {0}} .

Quan ¢ creua el valor 0, es produeix una bifurcacié de Hopf en el pla z = 0, de
manera que, per a € > 0, 'origen ha passat a ser repulsor i ha nascut una orbita
periodica

Ce={(r,p,2)| z2=0,r =1, =/€/a}
que té multiplicadors caracteristics 1,exp(—4me),exp(27A) i varietats invariants

estable
WIZC(C() = {(T’ (,0,2) I z=0,r¢€ (01 1)} y
i inestable

Wise(C) = {(r,p,2) | r =1,z € (-1,1)\ {0}} .
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Figura 3.1: Geometria de I’aplicacié ¥. Cas ¢ > 0.

Per a unificar notacié convenim que r, = 01 C, = {0}, Ve < 0. Suposem, de
moment, que € < « per tal que C¢ C & si € > 0. Remarquem que ¢ és el parametre
essencial en aquesta etapa.

Definim també subvarietas locals bidimensionals transversals al flux definit per

(3.1) en la frontera de &:
Cy={(np2)|r=1,2€(0,2)},
C-={(r,p,2)|r=1,2€(-%0)},
Dy ={(r,0,2)| z=1,7r € (r,F)}, i

D_={(ne2)|z=-1,r€(r,7)},

on 0 <Z<1i0<7<1s6n fixats. Els conjunts Cy sén cilindres laterals de £ i
Dy sén corones en les tapes superior i inferior de £.
Ens convindra definir les aplicacions en aquests conjunts. Aixi, per tal que D4

no siguin buits suposarem que € < a7? si € > 0.
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El camp (3.1) defineix una aplicacid, F, de la frontera lateral de £ (r = 1) en
les tapes (z = +£1), la qual es pot escriure explicitament en termes de funcions
elementals. Aixo és aixi perque la solucié de (3.1) pel punt inicial Py = (ro, 0, 20)

és

[% + (TL2 - %) exp(—2et)] 1z , sie#0,
) ®-1/2 .
[;3-+2at] R sie=0,
e(t) = @o+t, (3:2)
z(t) = =zgexp(At).

r(t) =

El temps d’estada, T, de la solucié per Pp dins de £ ve determinat per la condicidé
1 = [z| exp(AT), aixo és
1
T = —5log(l2]) , (33)

i, per tant, ’aplicacié F esta definida per a zp # 0 com

F(To = 1’900’ 20) = (TI)VQIazl) )

on

-1/2 .
[¢+ (1~ 2)exp(Flogllzol)] ", sie#0,

n -1/2 .
[1- Zlog(lzo])] " sie=0,
1
P1 = @o-— X108(|20|) ) (3.4)
+1, siz>0,
21 =
-1, sizp<0.

Notem que si € # 0 perd €/) és petit, Havors el terme de dins dels paréntesis

quadrats en la definicié de r, pot aproximar-se per

2a 2 2a
1- Tloglzol +€ (X log |zo| — F(loglzolf) +...;

aixo demostra la continuitat de la solucié per a ¢ — 0.
D’altra banda, no podem estendre F' als punts amb 29 = 0 ja que sén de la

varietat estable de C. i, en conseqiiéncia, la solucié que determinen no tallard mai,
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en temps positiu, els plans z = +1. En les férmules anteriors aix0 correspon a fer
T — +00. Més endavant comentarem el problema que aixé comporta en el domini
de definici6 dels difeomorfismes.

Si prenem Z i 7 adequats (depenent de ¢, o i A) llavors F aplicara C = CL UC_-
dinsde D =Dy UD_.

Lema 3.1.1 Siz < [% log (%@2)] llavors F(C) C D.

Demostracié. L’expressié explicita de F mostra que r; és funcié monotona
creixent de |2g]. A més, ry tendeix a (%)_1/2 quan |zo] — 0. Per tant, la condicié

F(C) C D és equivalent al fet que el radi maxim de la imatge estigui fitat per 7:

i aquesta és, precisament, la condici6 de I’enunciat. O

Nota. Prop de zp = 0, F és ezpansiva si € € (—A/2,A/2). Aixd vol dir que si
A és un conjunt de mesura positiva situat a la frontera lateral de £ en una banda
|zo| < p prou estreta aleshores %%(‘S%u és més gran que 1. A més, aquesta
quantitat tendeix a +o0o quan p — 0. D’altra banda, si |¢] > A/2 llavors F és
dissipativa. Aquestes propietats estan relacionades al fet que la divergéncia del
camp (3.1) és 2¢ + A — 4ar? (és un calcul elemental en coordenades cartesianes).

Aixo tindra importancia a ’hora de buscar atractors.

Passem ara a definir la part global de ’aplicacié de Poincaré; aixo és, la que
correspon a la modelitzacié d’un flux a I’exterior de £ i que verifiqui la propietat
2). Siguin

Co={(re,2)[r=1,2=0},

E=C+UC_UCO,
D: = {(ryp,2)| 2z = £1,7 € [r, 7))}, i
D=D,uD..

Per a definir G : D — C, cal definir G4 : Dy — C i G- : D — C separada-
ment. Suposem que el flux és suficientment regular i que estem en una situacié

d’existéncia d’orbita homoclinica ( o bé proxima a aquesta). Llavors el temps que
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una solucié comencant a D necessita per a passar a C és finit i depén diferencia-
blement del punt i dels parAmetres del flux. Podem considerar, doncs, el desen-
volupament de Taylor al voltant d’un dels punts r = 0, 2 = *1 de les aplicacions
que el flux determina entre Dy i C; i prenem, com a aproximacions, truncaments

a primer ordre. Obtenim aix{ aplicacions afins. Concretament, definim

G(T], P1,21 = :tl) = (Tz, 502)22) ]

on
T2 =1 y i
0 71 COS .
LG + R, fri i w1 ,si z1 = +1, (3.5)
) b pfrisiney
P2 | _ 0 +R, gricosg; —a sz =1,
z b 1gT18in @1

cosy sin7y

Hem posat R., per a indicar la rotacié . Expliquem el signifi-

—siny cos7y

cat geométric de les expressions anteriors. Prenem un punta z=+4+loaz=—1,el
passem a coordenades cartesianes (ry cos ¢,y sin¢y) i li apliquem una compressié
de rad f o g, respectivament. Aixd estd justificat si la component radial del camp
és, en un entorn més gran que £, de la forma 7 = r(e — a(r? + 22)). A continuacié
comprimim verticalment per un factor p i separem les imatges de les dues tapes: a
mesura la distacia entre les imatges dels centres. Finalment girem un angle v i fem
una translacié vertical de llargada b.

Nota. Una forma més general per ala transformacié afi (3.5) és a [7]. S’obtenen

els mateixos resultats qualitatius.

Observem que b és el parametre essencial d’aquesta etapa, ja que control-la
directament les possibilitats de tenir una orbita homoclinica. Aixi, quan b = 0 la
varietat de O associada al valor propi A és reinjectada en W*(0) o W*(C,), segons el
signe de € (donem més detalls ala seccié 2). Laresta de parametres tenen un interés
secundari, i els considerarem constants. Cal destacar, perd, que no és admissible
qualsevol eleccié de valors. D’entrada prenem f, g € (0,1),a > 01i p € [0,1] (el

cas 4 = 0 correspon a la situacié degenerada de tenir compressié infinita en una
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direccié). A més, si G ha de ser un difeomorfisme, cal G(D4)NG(D-) = §; i si
busquem atractors del camp (3.1) és natural demanar G(D4) C C.

Lema 3.1.2 a) Sia > (f + g)F llavors G(D4+)NG(D-) = 0.
b) Si|bl+a+ (f+ 9)T < Z llavors G(D4) C C.

Demostracid. Es evident; les hipotesis s’obtenen en els casos més desfavorables i

son, per tant, només suficients. 0O

El model final d’aplicacié de Poincaré és la composicié ¥ = F o G. Cal fer
una observacié sobre el domini de definicié de ¥, ja que és singular en el sentit
segiient. Si G(D) interseca Cp, aquests punts sén de la varietat estable de C,
i, en consequéncia, no és possible aplicar posteriorment F. Per tant, el domini de
definicié de ¥ és D = D\ G~'{(r,,2) | r = 1,z = 0}. En endavant, no distingirem
especialment aquesta possibilitat.

Una vegada definida la familia de difeomorfismes remarquem una altra vegada
que els unics parametres que considerarem en la definicié de ¥ sén €i b. La resta
sén constants que prenen valors admissibles; aixo és, lligats per les condicions dels
lemes anteriors.

A continuacié donarem algunes caracteristiques geométriques de F' i G.

Proposicié 3.1.3 a) F aplica qualsevol segment horitzontal

Hz = {(r,p,2z) | v = 1,0 € (0,0 + B), z = 20}

en un arc de circumferéncia situat @ Dy (si 29 > 0) o a D_ (si 25 < 0), de radi
-1/2
T = [a/e +(1- a/e)lzolz‘/’\] / i de la mateiza longitud angular 3.

b) F aplica qualsevol segment vertical sencer de Cy4.:

Voo = {(r"P’z) [r=1,¢0=¢0,z € (0’7)}

(respectivament C_ amb z € (—%,0)) en una espiral continguda a D (respectiva-

ment D_) que talla transversalment i infinites vegades qualsevol radi de D :

Ry, = {(r,0,2) | 7 € (r,7), 0 = 1,2 = +1}

(respectivament D_ amb z = —1); i els valors corresponents a talls successius

s’acumulen mondtonament a r..
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¢) F aplica qualsevol segment vertical parcial de C:

Vwo = {(T’(P,z) I r=1,p=¢0,2 € (ZO’Z(I))}

amb 0 < zy < 2§ (respectivament C_ amb 0 > 25 > z) i -z—:')- = exp(27]) en

ezactament una volta d’espiral continguda a Dy (respectivament D_).

Demostracié. L’apartat a) es dedueix trivialment de (3.4), observant:

1) el radi imatge r; no depén de ;i

2) per a un valor constant de z, ’angle inicial i ’angle imatge varien la mateixa
quantitat: ¢, = ¢g + ctant.

Passem a b). Quan z varia des de Z fins a 0, el temps d’estada T dins de £ varia
mondtonament a (— log(Z)/ A, +0) i, en conseqiiéncia, I’angle imatge 1 = o+ T
déna infinites voltes; per tant talla qualsevol radi de D4 infinites vegades. També
el radi imatge ry és funcié mondtona de zg i tendeix a (a/€)~1/2 = r, quan 2y — 0.

Finalment, siguin (r(h), ¢(h),+1) = F(1,¢0,z + k), Vh € (-2,2), z € (0,%).
Per a veure que la interseccié és transversal és suficient comprovar que

h) — (0
Efectivament, usant I’expressi6 (3.4) obtenim
i 200 —#(0) _
h—=0 r(h) — r(0)
— lim [po —log(z + h)/A] — [0 — log(2)/A] _
10 [a/e + (1- a/e)(z + b [afe+ (1 - afe) ()] T2
— lim ~1/A(z+h)
A0 (Z1/2) [afe + (1 - afe)a + B =7 (1 - a/e)(ze/A)(z + hy2e/A-1

=(e—-a) [(e/a)z'4‘/3’\ +(1- a/e)zz‘/a’\} #0 ,Vz€(0,%) .

A la segona igualtat hem aplicat la regla de I’Hépital. El cas de C_ és totalment
analeg.
La part c) és immediata a partir de I’expressié de I’angle imatge com a funcié

de zp; a Cy és 1 = o — log(zp) = f(20). Per tant,

f(z0) = f(20) + 27 & —log(z0)/A = —log(2)/ A + 27 & 29/zf = exp(27A). O
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Proposicié 3.1.4 La imatge per G de la circumferéncia de Dy de radi r € (0,7)

és una el-lipse amb component vertical z compresa entre els valors

b+ fr\/sinz‘y + u?cos?y .

Andlogament per a D_ amb els valors

b— asin7igr\/sin27+u2 cosZy .

Demostracid. Parametritzem el cercle S, = {(r,,+1) | ¢ € {0,27]} mitjancant

P’angle ¢; la component vertical de la imatge és
z= f(p)=b+ fr(sinycosp + pcosysinyp) ,

i els valors extrems de z s’assoleixen per a valors de ¢ que verifiquin
0= f'(z) = fr(—sinysing + pcosycos ¢) ,

o sigui, tan ¢ = pcoty. Per tant existeixen dos extrems, ¢; i (3, separats per una

distancia 7. Un és un maxim i ’altre, un minim; i verifiquen
singy 2 = £s/V1+ 352, cospy 2 =21/V1+ 52,

on s = ucoty.

Els valors corresponents de z sén, efectivament, els de I’enunciat:

212 = f(p1,2) = b+ fr(sinycospr 2 + pcosysingy2) =

siny

=bx fr (‘/——ﬁ+pcos'y—l\/_‘f—l__?) = b:tfr\/sin27+/t2c0327 .0

Els resultats anteriors ens permeten donar una descripcié de 1’aplicacié de

Poincaré ¥.

Teorema 3.1.5 Sigui 5, = {(r,¢,+1) | ¢ € [0,27]}, 7 € (0,T) una circumferéncia
de D, i definimk, = fr\/sin2'y + pcos?y > 0. Aleshores es verifica:

a) 5t b > k. llavors W(S,) estd contingut a D4 1 és un cercle topologic, estirat

i cargolat en forma espiral de manera que déna 31 log (i—f—f:—) voltes.
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b) Si b € (—k,,+k,) lavors ¥(S,) té una part continguda a Dy 1 una altra a
D_. Cadacuna de les dues espirala infinitament, convergint cap als cercles de radi
ro = JeJa.

c) Sib < —k, llavors ¥(S,) estd contingut a D_ 1 €s un cercle topologic, estirat
i cargolat en forma espiral de manera que déna 211r—,\10g (%;—ﬁf) voltes.

d) Sib =k, ob= —k, llavors ¥(S,) estd contingut totalment a Dy o D_,
respectivament, i espirala infinitament.

En els casos b) i d) existeizen 2 i 1 punts, respectivament, de S, en qué ¥ no
estd definida, ja que s’apliqguen per G en la varietat estable de C..

Un resultat totalment andleg és cert quan el cercle estd situat a D, canviant f
per g i b perb— asiny.

Demostracié Es una aplicacié immediata de les proposicions anteriors. En el cas
a) la quantitat de voltes completes és el valor n > 0 determinat per la condici6

b+ k,
b— ky

Aixd dobna el resultat de ’enunciat. La resta de casos es tracten analogament. O

= [exp(27A)]™ .

Nota. Acabem ’apartat remarcant que, encara que ’aplicacié de Poincaré ¥
sigui un model, és també una bona aproximacié de qualsevol camp que verifiqui
les propietats 1) i 2). Ja hem fet alguns comentaris sobre la genericitat de F i de
G; per a una relacié més precisa respecte a la semblanga entre ¥ i I’aplicacié de
Poincaré d’un camp real qualsevol, es poden usar les técniques exposades a [62,

pig. 191-198].

3.2 Orbites homocliniques i periddiques

En aquesta seccié usarem les propietats de ¥ per a localitzar les orbites homoclini-
ques del sistema en el pla de parametres (¢€,5) i veurem com es creen i destrueixen.
La importancia d’aquestes orbites és que sovint van lligades a I’existéncia de caos.
Concretament, recordem el segiient resultat de Silnikov per a un flux tridimensional
([50], [24], [62]): si existeix un punt d’equilibri del tipus sella-focus amb una drbita
homoclinica associada i si el valor propi real té magnitud més gran que la part real

dels valors propis complexos, llavors 'aplicacié de retorn bidimensional definida
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en la proximitat de ’drbita homoclinica presenta una infinitat de horseshoes. En
particular, coexisteixen infinites orbites periddiques de tots els perfodes.

A més, sota pertorbacions de classe C2 prou petites es conserva una quantitat
finita dels horseshoes([60], vegeu també [48]). Com a primer pas per a entendre
com es creen aquests horseshoes, localitzarem també algunes orbites periodiques
proximes a Orbites homocliniques.

El nostre model és més general que un sistema del tipus de Silnikov, ja que:

1) Ens interessa també el rang de parametres en qué no es verifica la hipotesi
sobre els valors propis.

2) Admetem també la possibilitat que 1’0orbita sigui homoclinica respecte un
cicle limit.

Distinguim doncs, d’entrada, dues possibilitats, segons el signe de ¢. Quan
€ > 0, considerarem orbites homocliniques associades al punt d’equilibri hiperbolic
0. En canvi, si € > 0 llavors les drbites homocliniques ho seran respecte C, (notem
que O ha passat a ser repulsor i no pot tenir érbites homocliniques). Els dos casos
sén essencialment diferents, la causa és que dim W*(0) = 1, Ve < 0, mentre que
dim W¥(C,) = 2,Ve > 0; aixo fa que en el primer cas existeixin orbites homocliques
per a valors discrets del pardmetre b (fixat el valor de €), mentre que en el segon una
orbita homoclinica existeix per a un interval no trivial de valors de b. En aquest
ultim cas és convenient detectar el moment. en qué neixen o moren les orbites.

Finalment, cal dir que també cal considerar una possibilitat diferent per a cada
branca de W* (superior,W¢, o inferior,W*, segons el signe de la variable z). La
nostra analisi serd semblant a la de [19] , encara que alli només hi ha reinjeccié d’una
de les branques. Un estudi semblant és [22], perd en aquest cas no consideren la
possibilitat del cicle limit i, per tant, és suficient considerar un model local lineal;
aixo simplifica els calculs.

Cas ¢ <0

Considerem el cas més senzill en qué una de les branques de W*(0), després
de sortir de £ verticalment, es reinjecta novament a £ en un punt de W, (0) ala

primera tornada; les anomenarem orbites homocliniques a la primera o OH — 1.

Lema 3.2.1 Quan ¢ < 0, es verifica:
a) Ezisteiz alguna OH -1 de W{ & b=0.
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b) Fzisteiz alguna OH — 1 de W* & b =asiny.

Demostracid. Usem la definicié (3.5) de G per a la branca inferior. Cal que la

imatge del punt amb r = 0 tingui component z nul-la; o sigui
0=pr,0G_(0,0,-1)=b+siny(—a) .

Aix0 déna b); per a I’apartat a) cal canviar g per f (aix0 no influeix) i fera = 0. O

Suposem ara que a la primera reinjeccié no obtenim exactament una orbita
homoclinica; en aquest cas la branca considerada de W* tornari a creuar £ i
sortira novament per alguna de les tapes. Hi ha la possibilitat que obtinguem
I’6rbita homoclinica en una reinjeccié posterior. Considerem, per exemple, orbites
homocliniques secunddries (OH-2); veurem que n’hi pot existir per a una infinitat
de valors de b ( els quals s’acumulen a I’OH-1). Una referéncia classica per a aquest
fenomen és [21].

El mecanisme és explicat seguidament. Siguin Py = (0,0,%1) i P, = G(F);
suposem que P; € Cp (aixo vol dir que no existeix una OH-1) i definim P, = F(P,)
i P35 = G(P,). La condicid per a tenir OH-2 és que P53 € (Cy.La figura 3.2 mostra
les dues possibilitats que hi ha segons P € Cy o P, € C_.

Explicitem aix0, en el cas de la branca inferior, usant les definicions de F' i
G. Usem la notacié P; = (i, ¢i, 2),Vi = 0+ 3. En aquest cas, Pp = (0,0,-1) i
Py =(1,—acosy,b— asiny). Aleshores,

1) si P, € C4 (o sigui, b > asinvy) llavors s’ha de verificar

0=23=0b+ fry(sin-ycos s + pcosysinep,), (3.6)

on
Ty = [a/e + (1 ~-afe)(b- asin7)2‘/’\]—l/2 ) 1

@2 = —acosy — log(b— asiny)/A;
2) si P, € C_ (o sigui, b < asin+) llavors la condicié és
0 =23 =b—asiny + gra(sin-y cosp, + g cosysing,) , (3.7)

on

, 1

Ty = [a/e +(1-afe)(|b- asin7|)2‘/’\]_l/2
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Figura 3.2: Orbites homocliniques a la segona. Cas € < 0. Les dues possibilita’s

per a la branca inferior.

w2 = —acosy — log(|b— asiny|)/A.
Volem resoldre (3.6) i (3.7) per a valors de b proxims a asin-y. Fem, pero, unes

consideracions prévies. Sigui t(z) = r(z)s(z), z > 0, on

r(z) = [a/e +(1- a/c)z2‘/)‘]_l/2

s(z) = siny cosp(z) + pcosysinyp(z),
¢(z) = —acosy —log(z)/A.
Suposem que z varia en un interval (0,6), amb § > 0 petit. D’una banda, la funcié

angular ¢(z) recorre un interval infinit, des de +o0 fins a —acosy —logé/\. Per

_tant la funcié trigonométrica s(z) realitza una infinitat d’oscil-lacions d’amplitud

2y/sin? v + p? cos? y que s’acumulen a z = 0.
De D’altra, la funcié r(z) té comportaments diferents depenent de la magnitud

de ¢/A. Efectivament, es verifica

xlf& r(z)=0,i
0 siefA< -1, -
IE%1+ (z)=q (1 -—afe)"1? siefdA=-1.
+00 sie/A>—1.
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t(x) t{x)

€E<—A €e=—A €E>—-A

Figura 3.3: Els diversos casos de la funcié ¢(z).

Ajuntant la informacié de r(z) i s(z) obtenim que ’aspecte qualitatiu de les
grafiques de les funcions t(z), per a z > 0 petit és el de la figura 3.3.

Passem ja a resoldre (3.6).

Proposicié 3.2.2 Sigui§ > 0. La resolucid de (3.6) a linterval (asin+y, asiny+§)
és:

1) Sie< =X isisiny > 0 llavors no ezisteiz cap solucié per a § prou petit.

2) Sie < —X isisiny < 0 llavors ezisteiz una tnica solucié per a § prou petit.
Aquesta solucid tendeiz cap al valor b = asiny (la qual representa I'OH-1) quan
siny — 0~.

3) St € > —X i sisiny = 0 llavors eristeir una quantitat numerable de solucions
per a qualsevol § tan petit com vulguem. Aquestes solucions s’acumulen al valor
b= asiny (que correspon a 'OH-1).

4) Sie> —X\isisiny # 0 llavors ezisteiz una quantitat finita de solucions per
a qualsevol § tan petit com vulguem. Aquesta quantitat pot ser eventualment 0 si

[siny| és prou gran (depenent de €) i augmenta quan |sin~y| s’acosta a 0.
Demostracié. Escrivim (3.6) com
—b = fry(sin-ycos @y + pcosysing,) = h(b),

amb o = r9(b) i ¢ = p3(b) adequats. Les solucions corresponen a valors d’inter-

secci6 entre la grafica de h(b) i la de la recta y(b) = —b.
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—b+asm¥ —b+asmn¥y

h(b) h(b

asiny asmny

€L —A €>—-A
Figura 3.4: Resolucié de I'equacié (3.7).

Fem 1s de la funcié anterior ¢(z) amb =z = b — asiny. Cal intersecar {(z) amb
Y(z) = —z —asiny. El resultat és evident a partir de la comparacié entre la grafica
de la funcié #(z) de la figura 3.3 i la posicié de la recta 7(z) per als diversos signes

de siny. O

Resolem (3.7) de manera equivalent.

Proposicié 3.2.3 Sigui § > 0. La resolucid de (3.7) a linterval (a siny—§, asiny)
és:

1) Si € < =X llavors no ezisteiz cap solucid per a § prou petit.

2) Si € > —X llavors ezisteiz una quantitat numerable de solucions per a qual-

sevol 6 tan petit com vulguem. Aquestes solucions s’acumulen al valor b = asin~.
Demostracié. Escrivim (3.7) com
~b + asiny = gray(siny cos g2 + pcos vy sin ;) = h(b)

amb 7, i ¢, funcions adequades de b. Fent el canvi £ = —b 4 asiny les solucions
corrresponen ara a interseccions entre la grafica d’una funcié com t(z) introduida
anteriorment, i de la recta fiza y(z) = —z. Per aixd hi ha menys possibilitats, les

quals son representades a la figura 3.4. O
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Fins aqui hem tractat les diverses possibilitats de tenir alguna OH — 2 deguda
a la branca inferior de W*. El cas de la branca superior és totalment analeg; per
aix0 ens limitem a donar les condicions explicites i els resultats.

Ara, Py = (0,0,+1)1 Py = (1,0,5). Aleshores,

siPA€Cy (b>0)cal

0 =2z3=>b+ fro(sinycospy + pcosysing,), (3.8)

on

y 1

re = [a/e +(1- oz/e)(b)z‘/’\]—l/2

2 = —log(b)/A;

2)siPpeC-(b<0)cal
0=2z3 =b—asiny + gra(siny cosz + pcosysinys) , (3.9)

ra= [afe+ (1= afoQel] " i

2 = —log([b[)/A .

Proposicié 3.2.4 Sigui § > 0. La resolucid de (3.8) a linterval (0,6) és:
1) Si € < = llavors no ezisteiz cap solucid per a § prou petit.
2) St e > — llavors ezisteiz una quantitat numerable de solucions per a qual-

sevol § tan petit com vulguem. Aquestes solucions s’acumulen al valorb= 0.0

Demostracié. Analoga a la de la proposicié 3.2.3. O

Proposicié 3.2.5 Sigui § > 0. La resolucid de (3.9) a Uinterval (-6,0) és:

1) Sie < =X isisiny > 0 llavors no ezisteiz cap solucid per a § prou petit.

2) Sie < —A isisiny < 0 lavors ezisteiz una tnica solucid per a § prou
petit. Aquesta solucio tendeiz cap al valor b = 0 (que representa I'OH — 1) quan
siny — 0~.

3) Ste > —A isisiny = 0 llavors ezisteir una quantitat numerable de solucions
per a qualsevol § tan petit com vulguem. Aquestes solucions s’acumulen al valor

b =0 (que corrrespon a 'OH — 1).
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Figura 3.5: Aspecte global de les bifurcacions homocliniques a la segona degudes a

la branca inferior de W+,

4) Sie> X isisiny # 0 llavors ezisteiz una quantitat finita de solucions per
a qualsevol § tan petit com vulguem. Aquesta quantitat pot ser eventualment 0 si

sinvy| és prou gran (depenent de ¢) i augmenta quan |sinv| s’acostaa 0.0
p P

Demostracié. Aniloga a la de la proposicié 3.2.2. O

Nota. Per a cadascuna de les branques, hem considerat diverses possibilitats
separades pel cas critic € = —\ i pel signe de siny. No hi ha cap problema a lligar
entre si els diversos casos encara que semblin qualitativament molt diferents. La
figura 3.5 (que s’ha obtingut numeéricament) mostra com es produeix la transici.
Hem dibuixat el lloc geométric dels valors de € i de b per als quals existeixen OH-1{
0 OH-2 en el cas de la branca inferior de W* (equacions (3.6) i (3.7)).

Cal dir que sén només esquemes qualitatius, ja que les figures numeéricament
correctes (per a valors representatius dels parametres) presentarien unes acumula-
cions geométriques que no deixarien veure res. Per exemple, considerem 1’equacié

(3.7) per a € > —A i siguin
v < b < bpy1 < bpya <...(— asiny)

les solucions. A causa que h(b) fa una oscillacié cada vegada que I’angle ¢,(b)
varia 27 radians, resulta de la resolucié geométrica de 1’equacié que by i bxyo estan

lligats, asimptoticament, per la relacié
©2(bk) + 27 = a(biy2) .
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Figura 3.6: Condicions d’existéncia d’OH — I en el cas € > 0.

Usant I’expressié de (2 que segueix a (3.7) aixd és equivalent a

—log(|bx — asiny])/A + 27 ~ —log(|br+2 — asiny|)/A;

o sigui,
br42 — asiny
— | ~exp(—27A).
by — asiny exp( )
Lase>0

Ara, tant W*(C,) com W*(C¢) sén de dimensié 2 i, en conseqiiéncia, la condicié
d’interseccié a IR3 és persistent.

Busquem, en primer lloc, drbites periodiques a C, a la primera (OH — 1). Cal
que les el-lipses definides com la interseccié primera de W*(C,) amb la frontera
lateral de £ tinguin punts amb component z nul-la. La figura 3.6 mostra diverses
possibilitats qualitatives. Hem dibuixat G(D4UD._) al cilindre (¢, z). En el primer
cas no existeix cap OH — 1; en el segon n’existeix dos, corresponents a la branca
superior WY(C) i representades pels punts Qy i Q2; i I'iltim cas correspon al

moment de "creacié” o tangéncia d’'una OH — [ corresponent a W*(C,).

Lema 3.2.6 Sigui M = sin?y + u?cos?y. Quan € > 0, es verifica:
a) Ezisteiz una OH — 1 tangencial de C¢ corresponent a Wi & b? = £f2M.
b) Ezisteiz una OH — 1 tangencial de C, corresponent a W¥ <=

<= (b~ asiny)? = —:;gzM
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b b=+fy/Mrg

. b=asinP+gV Mr,

b= a SinV

b:asinV—g\/M e

Figura 3.7: Parametres per als quals existeixen OH — I.

Demostracié. La condicié de tangéncia de OH — 1 és que la imatge per G
d’alguna de les circumferéncies de radi r, situades a Dy o D_ sigui tangent a
I’eix z = 0. El resultat es dedueix doncs de la proposicié 3.1.4; on tenim expressats
els valors extrems de les imatges de les circumferéncies de radi ». Només cal fer

r=r.=+/€/aiigualar a 0. O

Les expressions de la proposicié anterior representen, al pla (¢, b), dues paraboles
amb D’eix paralllel a & = 0 i tangents a l’eix ¢ = 0. L’interior de les paraboles
correspon a l’existéncia de dos OH — I. Ajuntant la informacié del cas ¢ < 0
obtenim la figura 3.7. Notem que les branques superior i inferior de W*(C,) donen
orbites homocliniques totalment independents; aixi, si siny = 0i f = g hi ha
superposicié total, perd la quantitat d’orbites homocliniques no disminueix.

Passem a l’estudi de orbites homocliniques secunddries (0H — 2) associades a
C¢. Concretament, busquem les tangéncies a la segona reinjeccié corresponents a
la branca superior de W*(C,) (la inferior es fa analogament).

La condicié d’existéncia d’OH — 2 és
GoFoG(S, )N{z=0}#90.

La figura 3.8 mostra les imatges consecutives de S,, per G, F i G (les notarem 5,
S2 1 53, respectivament), en el cas que b sigui prou gran per tal que no existeixi cap
OH - 1.

Si b és suficientment gran llavors S3 no talla z = 0 i, per tant, tampoc no existeix
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Figura 3.8: Procés de creacié de OH — 2 quan € > 0.

cap OH — 2. Quan b disminueix es produeixen els segiients efectes:

1) 51 baixa globalment la mateixa quantitat que b.

2) S2 es va cargolant per la part interior (F(@Q1)) i descargolant per ’exterior
(F(Q2)), perd la part interior avanca més de pressa que I’exterior. Aixd és aix
a causa de la propietat c¢) de la proposicié 3.1.3. Encara més: la velocitat de
cargolament tendeix a infinit quan Q; s’acosta a l'eix z.

3) La imatge posterior per G ja no deforma gaire S;. Remarquem només que
si posem S i S3 a la mateixa figura, llavors S3 és totalment exterior a .

Tot aixd fa que, aixi com b s’acosta al valor by = fv/Mr, corresponent a
tangéncia homoclinica primaria, es van produint una infinitat de tangéncies ho-
mocliniques secundaries que creen parelles de OH — 2. Notem que, al mateix
temps, el descargolament de la part exterior pot fer desaparéixer algunes OH — 2
Jja creades anteriorment, pero a una velocitat més lenta.

Quan b passa sota by, perd es manté per sobre del valor b_ = — fv/Mr, coexis-

teixen una infinitat d’OH — 2, perd aix{ com ens acostem a b_ es va accelerant el
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procés de desaparicié (@2 és més lluny de 1’eix 2 que no pas Q1), de manera que
per sota d’aquest valor ja només en queda una quantitat finita que va disminuint

molt de pressa.

Orbites periodiques

Completem aquesta seccié amb alguns comentaris sobre la creacié d’orbites
periodiques en regions dels parametres en un entorn dels d’existéncia d’orbites
homocliniques.

Aquestes orbites periodiques del flux tridimensional es corresponen amb punts
periodics de 1’aplicacié de Poincaré associada. Com a primera aproximacié a la
complexa estructura que pot tenir la dindmica, només considerarem principalment
punts fixos; aixo0 és, orbites periodiques que tanguen a la primera tornada (només
creuen una vegada el domini £). De fet, en experiments de laboratori d’un sistema
real, o bé en simulacions numeériques, també és dificil anar més enlla.

Comencem recordant el treball de Glendinning i Sparrow ([22]) en un cas més

senzill que el nostre; concretament, alli es fan les hipotesis segiients:

o La part local és lineal ( <= a = 0); en particular, no pot existir el cicle limit

C.. Aixo0 correspon a considerar només el nostre cas ¢ < 0.

o Només es reinjecta la branca superior de W¥(O); per tant, ’aplicacié exterior

G només esta definida a D4, i els punts de D_ no tornen al domini £.

En el treball esmentat es considera una seccié diferent ( perd equivalent a la
nostra frontera lateral de &), i ’expressié de G' també és diferent; aixo, perd, no és
essencial.

Els resultats que s’obtenen sobre la quantitat de punts fixos en una zona z > 0

proxima al cas homoclinic z = 0, aixi com el seu caricter respecte estabilitat sén:
1) En el cas —A < € < 0 es verifica

a) si b = 0 llavors existeix una quantitat numerable de punts fixos;

b) si b # 0 llavors existeix una quantitat finita de punts fixos.

La creacié d’aquests punts fixos es fa mitjancant bifurcacions sella-node en

valors {b;}i>0 que convergeixen cap al valor de bifurcacié homoclinica b = 0
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amb rad asimptotica b;y1/b; — —exp(—em). A més, cal distingir les possi-

bilitats:
e si —A/2 < € < 0 llavors es crea una sella i un node inestable;

e si —\ < € < —A/2 llavors es crea una sella i un node estable.

2) En el cas € < =\ < 0 es verifica

a) si b < 0 llavors no existeix cap punt fix (excepte el corresponent a 1’orbita
homoclinica del cas b = 0, el qual pot considerar-se com un punt fix amb
z=0;

b) si b > 0 llavors existeix un dnic punt fix i Pérbita peridodica que representa

aquest punt fix tendeix a ser ’homoclinica quan b — 0%.

A més, el punt fix del cas b > 0 (aixi com 1’drbita homoclinica del cas b = 0

sén estables o atractors.

Notem que la separaci6 entre el caracter atractor o no, es déna per a ¢ = —A/2;
aixo estd en relacid directa amb el caricter expansiu o dissipatiu de la part local.

D’altra banda, el cas en qué hi ha el cicle limit C¢, quan ¢ > 0 petit, ha
estat estudiat per Gaspard ([20]), i s’obtenen resultats totalment analegs al cas
1) anterior: existeixen una quantitat numerable de bifurcacions sella-node, {bf} i
{b;}, que s’acumulen als valors de tangéncia homoclinica ( en la nostra notacié:
by = £fM /€]a); 1a rad de convergéncia és ara b ~ by £ C exp(—4er).

En el nostre model hi ha reinjeccié de les dues branques de W*. De cara a buscar
punts fixos de I’aplicacié de Poincaré, aixd no representa cap diferéncia respecte al

cas anterior, ja que s’ha de verificar alguna de les condicions segiients:
1) PeDy S G(P)eCy 5 ¥(P)= P, 0
2) Pe D_ % G(P)eC. 5 w(P) = P;

i cadascuna d’aquestes correspon, de fet, a reinjeccié d’una de les branques, sense
tenir en compte 1’altra. Les diferéncies apareixen per a punts de periode més
gran que 1. Considerem, per exemple, punts 2-periddics. D’una banda, tenim les

possibilitats
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1) Pe Dy % G(P) € Dy -5 ¥¥(P) = P, i
2) Pe D_ -5 G(P)e D - ¥*(P) = P;

les quals depenen només de la reinjeccié d’una de les branques; perd, a més, hi ha

la tercera possibilitat
PeD, LGP eD. L ¥¥(P)=P.

Aixd correspon al fet que el punt 2-periddic estd associat a una orbita periodica del
flux amb "forma de 8”.

Quan augmentem el periode, la diversitat és encara més gran. Tenim resultats
numeérics que confirmen aquesta tercera opcié. A tall d’exemple, mostrem un cas
corresponent a la zona ¢ < —A < 0; aixd és, no existeix el cicle limit C, i hi ha
forta dissipacié ( a la proxima seccié donarem més resultats numerics per a una
diversitat de casos).

Considerem fixats els valorsa = 1, A =0.02,¢ = -0.03, f=g=a=0.1,u =1
i v = 57 /4. Busquem les possibles orbites periddiques atractores que hi ha per a
b proxims al de bifurcacié homoclinica (b = 0). Per a p i ¢ naturals, anomenarem
orbita de periode p+q a una Orbita periodica de periode p + g amb p puntsa D_ i
g punts a D. S’obté el resultat de la taula 3.1.

Rang de b Orbites atractores
b > 0.00029589... 0+1
0.00029589...>b>0 0+1i141
0>b>-0.0703922... 1+1
—-0.0703922...> b > —0.0707106... 241
—-0.0707106...> b 140

Taula 3.1: Orbites peridodiques atractores per a diversos valors de b

Notem que aquests resultats depenen dels valors de a i de v; concretament, del
valor asin, o posicié relativa entre les imatges per G dels punts @4 definits per

r = 0, z = 1. Les Orbites periddiques atractores representades a la taula sén
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Figura 3.9: Diverses orbites periodiques atractores.

recisament els conjunts w-limit d’aquests punts. La figura 3.9 mostra les diverses
P ) q p g

possibilitats qualitativament:

1) G(Q+) i G(Q-) tenen components z prou positives.

2) G(Q+)1iG(Q-) tenen components z positives, perd G(Q +) la té molt proxima

a zero.
3) G(Q4) té component z negativa i G(Q-) té component z positiva.

4) G(Q4+)1iG(Q-) tenen components z negatives, perd G(Q-) la té molt proxima

a Zero.

5) G(Q+) i G(Q-) tenen components z prou negatives.

Notem, particularment, la possibilitat de coexisténcia de dos orbites atractores.
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3.3 Simulacions numeériques

A la seccid 1, després de definir el flux local, hem notat que si |¢] > A/2 llavors el
punt d’equilibri O o el cicle limit C, (depenent del signe de €) eren dissipatius. Per
a la desigualtat contraria, I’aplicacié local F' és expansiva per a punts de la frontera
lateral de £ suficientment proxims a z = 0. Per tant, no podem esperar de trobar
atractors de ¥ molt proxims a ’eventual orbita homoclinica en aquest segon cas.
Ara bé, des d’un punt de vista global, aquesta expansié és pot compensar amb la
dissipacié causada per G. Aix0 es pot aconseguir prenent els factors f i g prou
petits.

Podem conjecturar les possibilitat segiients respecte als possibles atractors de
¥ per a situacions proximes a les d’existéncia d’orbites homocliniques:

1) Si € és prou negatiu (falla la hipotesi de Silnikov sobre els valors propis)
llavors I’eventual orbita homoclinica, que podem associar a algun dels punts r = 0,
z = %1, situat a D4, és atractora i, per a situacions proximes, sera substituida per
una orbita periddica atractora de ¥, segurament de periode baix.

2) Si € és prou positiu llavors estem en una situacié aniloga perd amb els punts
canviats per cercles de radi \/e/a.

3) Per a valors intermitjos de € (i, per tant, més proxims a la bifurcacié de Hopf)
Peventual orbita homoclinica és repulsora i no podem esperar de trobar atractors
completament continguts en zones proximes ar = 0 (enel casquee < 0)oar =r,
(si € > 0). Aix0 no obstant, encara pot existir algun atractor ( si considerem valors
adequats dels parametres per tal que ¥(D) C D) situat a distancia finita d’aquells
valors de 7.

El cas que té més interés per a nosaltres és quan ¢ > 0, perque és el menys
estudiat i el que correspon a la situacié fisica que volem modelar. Donem uns
quants resultats numérics en aquest cas.

Comencem reproduint la situacié trobada a [47]. Alli, usant valors caracteristics
dels parametres i prenent una seccié de Poincaré de 1’atractor del flux, s’obté que
les interseccions successives semblen estar situades sobre un segment. Si prenem
una coordenada sobre aquesta linia i considerem 1’aplicacié de primer retorn, s’obté

una aplicacié unidimensional amb les caracteristiques segiients:

¢ Presenta oscillacions d’amplitud gairebé constant, la qual coincideix amb
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l’amplada del cicle limit.

o Quan els pardmetres s’acosten a la situacié d’homoclinic, augmentala freqiién-

cia de les oscil-lacions.

e Quan existeixen orbites homocliniques, hi ha una infinitat d’oscil-lacions i
la grafica de D’aplicacié te diverses components connexes situades a diferents

algades.

Els detalls precisos es poden consultar a {47]; perd destaquem que els resultats
sén qualitativament idéntics als que passem a explicar tot seguit, com era el nostre
proposit.

Considerem el cas Iimit g = 0. Les imatges de D sota G' degeneren en
dos segments. Parametritzem aquests segments usant la coordenada ¢ i estudiem
I’aplicacié de retorn ¢ = Go F sobre la frontera lateral de £: per a qualsevol valor ¢g
proxim a zero, siguin 2o = b+@gtanyirg = 1;1i calculem ¢y = pr,0Go F(1, o, 20).
Comengant a un valor arbitrari de ¢, dibuixem ¢, front a g per a successius iter-
ats, després de deixar passar un cert régim transitori. D’aquesta manera obtenim el
graf d’una aplicacié unidimensional, la qual representa la dinamica sobre ’atractor.
Aquest es pot pensar com la projeccié del graf sobre qualsevol dels dos eixos (aixd
déna la coordenada ¢, la z es pot obtenir de la férmula anterior).

La figura 3.10 mostra els resultats obtinguts. Hem fixat valors a = 0.4, A = 0.02,
f=0.1v2, g = 0.08/2, a = 0.03y/2, v = 57/4 i ¢ = 0.001. Els valors de b sén
0.05, 0.01, 0.005, 0, —0.005, —0.01, —0.015, —0.025, —0.03, —0.035, —0.04 i —0.06,
i la finestra en la coordenada ¢ és (—0.02,0.06).

Sembla que 'atractor esta format per un o dos segments; la distinci6 entre les
dues possibilitats és conseqiiéncia del valor de b. Per als dos primers valors de b,
®(D4) C D4,1 aixo fa que ’atractor sigui un dnic segment confinat ala zona z > 0.
Per als tres segiients, ®(D4) C D_ i D_ encara és enviat a Dy ; per al sisé i seté
valors de b, D4 ésenviata D_, i D_ a D,; per als proxims tres casos, (D) C D-
pero D_ té una part de la seva imatge a D4 i unaaltraa D_. En tots aquests casos,
I’atractor consta de dos segments; observem que les grafiques presenten una infinitat
d’oscil-lacions només en els casos d’existéncia d’orbites homocliniques. Finalment,

per als ultims dos valors, tant D4 com D_ sén enviats a D_, i, per tant, ’atractor
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Figura 3.10: Aplicacié de

retorn sobre I’atractor en el cas limit g = 0.
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consta d’un unic segment, contingut a z < 0. Aquestes figures sén qualitativament
coincidents amb les que hi ha a [47].

L’aplicacié retorn (¢o — ¢1) és una aplicacié unidimensional definida en la
reunié de dos intervals. El cas u = 0 és, pero, degenerat; i per aixo és millor consid-
erar que aquests dos intervals sén casos limit de el-lipses quan # — 0. Com que una
el-lipse és topoldgicament equivalent a S, un model millor (quan la dissipacié en
un entorn de atractor és prou gran) és considerar una aplicacié definida a S*U S,
Aix0 ho farem a les proximes seccions.

De P’ultima figura es podria pensar que ’atractor en aquesta versié unidimen-
sional és sempre estrany (no és una oOrbita periddica), i contingut en un o dos
intervals. Aixo no és pas aixi, siné que també existeixen finestres de valors dels
parametres per als quals ’atractor és una orbita periodica (encara que aquests ca-
sos s6n més dificils de localitzar, especialment en situacions proximes a l’existéncia
d’orbita homoclinica). Aixi, si fixem tots els parametres amb els mateixos valors
que abans i variem b en un rang més petit, obtenim que quan b = —0.06552649,
"inic atractor és un punt fix estable; aquest atractor persisteix fins a —0.065704.. . .;
aleshores comenca una cascada de bifurcacions de doblament de periode, la qual
crea, successivament, orbites peridodiques de periodes 2, 4, 8, ...; aquesta cas-
cada s’acumula a —0.065833.... A continuacid, es poden trobar altres finestres
d’atractors periddics; per exemple, per 10(b 4 0.065) igual a —849, —879, —891 i
—943, existeix una orbita periodica estable de periode 6, 5, 3 i 4, respectivament.
Per a b = —0.065955 torna a aparéixer un atractor estrany gros, en el sentit que el
seu suport sembla ser tota la imatge d’una corona per G (o les dues). Per a valors
intermitjos, a més de les finestres periddiques, hi ha també una gran abundancia
de moviment aperiddic, pero els atractors estranys que aparéixen sén petits, ja que
només omplen una part petita dels anteriors atractors estranys. Tot sembla indicar
que al rang de valor de b entre —0.065526...1 —0.065954 ... 'aplicacié de retorn
es comporta de manera similar a ’aplicacié logistica. Refermarem aquesta opinié
a I'iltima seccid, on treballarem amb un model simplificat unidimensional.

Fins aquf hem considerat el cas de compressi6 infinita en una direccié. Passem
ara a "engreixar” els atractors anteriors. A la figura 3.11 hem dibuixat, a la fron-

tera lateral de &, les successives interseccions d’una orbita qualsevol després d’un
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Figura 3.11: Atractorsen el cas p = 1.
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cert régim transitori; o sigui, una seccié de l’atractor del sistema. Hem usat els
mateixos parametres que a la figura 3.10, excepte que hem posat g = 1. Els valors
successius de b sén 0.02, 0.01, —0.01, —0.02, —0.03 i —0.05. Es veu I’aspecte global
de 1’atractor; en els casos extrems, aquest sembla omplir un anell o corona; per
als casos intermitjos, I’atractor estd situat dins de dos anells. La raé d’haver-n’hi
un o dos és analoga al cas degenerat p = 0. Mirem amb més detall ’estructura
de ’atractor quan es veuen dues corones. Considerem, per exemple, b = —0.01.
La component superior de ’atractor (AS) no talla z = 0 i, per tant, és enviada
per @ a la component inferior (Al). Aquesta, en canvi, interseca z = 0 i té una
petita part a z > 0. La imatge d’aquesta part déna lloc a la component interior
que s’observa en Al, mentre que la part amb z < 0 és enviada a la component
superior de I'atractor (AS). Aix0 fa que AS tingui també una component interior.
Aixi doncs, una de les corones és, de fet, una ”corona doble”. Aixd passa sempre
que hi hagi interseccié amb ’eix z = 0. Pero la complicacié no acaba aquf; siné que
considerant imatges successives d’aquestes components interiors es pot veure que
Pestructura més detallada de AS i Al és de tipus cantoria.

Aixo, de fet, ja es veu encara que hi hagi una inica corona. Aix{, per exemple,
la figura 3.12 correspon a una situacié totalment analoga a la primera de la figura
3.11; hem canviat els parametres per tal de poder observar més detalls. Hem usat
a =04, A =002 f =02/2, g = 00842, a = 0.05v2, v = 57/4, ¢ = 0.001.
p=11ib=0.075. A la primera figura, la zona de les variables és ¢ € (—0.04, 0.04),
z € (0.035,0.115). Alld que semblava una corona en les figures de 3.11, és, en
aquest exemple més clar, una corba de tipus espiral, la qual s’embolica entorn
d’un cercle imaginari. La quantitat de voltes que s’observen té una explicacié molt
natural: la imatge per $ de I’atractor és ell mateix, i la deformacié que provoca ¢
és deguda, fonamentalment, a l’efecte de F'; en conseqiiéncia, el nombre de voltes
es pot calcular de manera semblant a I’apartat a) del teorema 3.1.5: el valor maxim

en la variable z és, aproximadament, 0.1064, i el minim 0.0436; per tant, obtenim

. 1 0.1064
nim. voltes =~ P log (0.0436) ~7.1.

Aix0 es correspon molt aproximadament amb la primera figura de 3.12. Final-

ment, la segona figura és una ampliacié de ’anterior en la proximitat de 1’extrem

exterior de l’espiral; observem que, amb aquesta resolucié, I'estructura és molt més
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Figura 3.12: Detalls d’un atractors estrany gros en el cas g = 1.

complexa. Aix0 és natural, com correspon d’aplicar el mateix raonament de de-
formacié a imatges successives de ®; es pot distingir clarament que l’espiral és
"gruixuda” i es veuen espirals subsidiaries. La finestra és, en aquest cas, ¢ €
(—0.031375,-0.031374) i z € (0.07515,0.07530), mentre que la quantitat de punts
calculats és 2 x 108; és dificil, doncs, fer una nova ampliaci6, perd ja s’intueix que
I’atractor té una estructura cantoriana. D’altra banda, aixo esta relacionat amb el
fet que I'atractor ha d’estar contingut en la clausura de Wg,.

Naturalment, i encara que no n’hem dibuixat cap cas, també existeixen finestres
de valors dels parametres en qué I’atractor és, o bé una orbita peridodica, o bé un
atractor estrany petit.

Notem, finalment, que no obtindriem cap diferéncia essencial si uséssim p €

(0,1) en lloc de = 1: només cal substituir I’aspecte circular per el-liptic.

3.4 Reduccié a una aplicacié unidimensional

En els apartats anteriors hem intuit que una reduccié a dimensié 1 podria servir
per a estudiar caracteristiques de ¥; ara ho farem efectivament. La idea que usem
és la mateixa que usa Levi ([35]) per a fer una analisi qualitativa d’un sistema del
tipus de Van del Pol.

Sigui § = S} U S! la reunié de dues circumferéncies, on els signes + serveixen
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per a diferenciar-les. Escriurem els punts de S com (¢, 2), amb z = +1 o —1 segons
pertanyi a S} o S1, respectivament.

De manera natural, podem associar a cada aplicacié ¥ : D — D una familia
d’aplicacions unidimensionals ¥, : § — § que depenen d’un parametre r; concre-

tament, per a qualsevol r € (r¢,7), sigui
Ve (p,2) = Pr(p,z) © (1, 9, 2) = Pr(y,z) © F 0 G(r, 0, 2)

on pr, ) : (r,9,2) — (¢, 2) és la projeccié que suprimeix la component r.
O sigui, cada ¥, és aplicacié6 de Poincaré ¥ restringida a les circumferéncies
Sr+={(r"y0,2) | ' = 1,0 €[0,2),z = £1}, seguida de la projeccié natural.
L’expressié explicita de ¥, té diverses possibilitats, amb analogia a les de V.

Notem (%,z) = ¥(¢p, 2); si z=+1 llavors
1 .
@ = fr(cosycosp — psinysing) — Xlog{|b + fr(siny cos ¢ + pcosysing|},

i Z=+1 0 —1 depenent de si Pexpressié de dins del valor absolut és > 0 o < 0,

respectivament. En canvi, si z = —1 llavors
@ = —acosy + gr(cosvycos ¢ — psin~ysin )

—ilog{]b —asiny + gr(sinycosp + pcosysin |},

amb el mateix conveni per a z.

La figura 3.13 mostra alguns exemples d’aplicacions ¥,. Hem usat a = 0.4,
A=0.02 f=01,9=0.08,a=01,7y=57/4,p=1,¢=0.041ir = 0.35. Hem
posat junts §1 i §1. Observem que és possible que ¥, no estigui definida per a 1,
2, 3 0 4 punts. Aixd correspon al fet que G(S1) talla z = 0, i en aquests punts no
esta definida ’aplicacié posterior F.

A les figures, aquesta possibilitat es manifesta amb ’existéncia de discontinuitats
dins d’alguna de les dos circumferéncies (casos b) i d)). En aquest cas, el comporta-
ment de ¥, és extremadament complicat. En endavant, ens restringirem al cas, més
simple, en qué aixo no es produeix; aixo és, suposarem que el sistema no té Orbites
homocliniques a la primera, encara que ens interessen especialment les situacions
proximes. Segons com es transformin entre si les dues circumferéncies, tenim quatre

possibilitats:
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Figura 3.13: Exemples d’aplicacions unidimensionals ¥,.

1) §1 — 81§81 — 51,
2) 51— §1i 51 — 81,
3) S1 — §1i 81— S
4) S} — S1i 81— S1.

En el primer cas, ¥, es pot estudiar mirant separadament dues aplicacions de
S'. Els casos 2) i 3) també és poden reduir a una aplicacié del cercle després
d’una iteracié. L™ iltim cas, en canvi, correspon a la composicié alternada de dos
aplicacions diferents de S!. Nosaltres, ens concentrarem en els primers tres casos, i
per aixo sera suficient estudiar aplicacions de S! en 5! definides per les expressions
¢ — ® anteriors. Notem que laimpossibilitat d’6rbita homoclinica fa que I’expressié
del valor absolut no es pugui anul-lar.

Mirem de buscar un model més simplificat d’aplicacié unidimensional. Les dues

expressions de % es poden tractar de la mateixa manera; per tant, considerarem
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nomsés el cas z = +1 ( per a l’altre només cal canviar f per g,i b per b — asiny).
La idea de la simplificacié és la segiient.
Notem

7= hu(p) - ¥ log (ha(%))

i suposem que hy, hy prenen valors petits i que h2 no canvia de signe. Aixo correspon
a suposar que les constants r, f, g, a i el parametre b sén petits (pero sense donar
homoclinics). Aleshores la contribucié de h2(¢) a la variacié de P és més gran
que no pas la contribucié de hy(y), perqué apareix com a argument d’una funcié
logaritmica (per aix6 podrem aproximar h;(¢) per una constant). A més a més,
podem transformar la part trigonométrica de h2(p) en M cos(¢ + B) i eliminar la
fase B canviant ’origen d’angles. Finalment fem un escalat per a aconseguir una

aplicacié h : §1 — S! de la forma
h(p) = ¢ — elog(1 + d cos ), (3.10)

on e > 01id és el nou parametre essencial, el qual pot variar a (0,1). El cas limit
d — 1 correspon a |’existéncia d’una orbita homoclinica. Entendre la dinamica
de (3.10) és un primer pas per a poder descriure les caracteristiques de 1’aplicacié
de retorn V¥ i, en conseqiiéncia, per a conéixer els atractors que poden existir en un
entorn de la bifurcacié de Silnikov-Hopf.

Donem uns quants detalls més de la reduccié anterior; podem escriure

T = Neos(p+p) - ylog(b+ Mecos(p+ ) =
- et )~ Loy (1 M o).
on N>0,M >0, pif han de verificar les relacions
Ncosp= frcosvy,
Nsinp = frusiny,
Mcosf = frsiny, i

Msinf = —frucosy .
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En particular, N i M prenen valors petits (si f i r ho sén). A més,cal 0 < M < b
si no volem homoclinics. Fem ¢* = ¢ + 3; llavors
logh 1

M
? = Ncos(p"—B+p)+h-—— -5 og(1+7c05(so*))-

A continuacid, tornem a dir ¢ a ¢*, i introduim nous parametres d = M/b, ¢ =
Ncos(p— B +p)+ 8 — (logb)/Aie=1/A. Notem que d i e depenen només dels
parametres anteriors, mentre que ¢ depén també de la variable ¢. Ara bé, com que
ens interessen principalment els casos en qué M és proxim a b, la variacié relativa
de ¢ sera molt més petita que la provocada pel logaritme; aixo fa que puguem
considerar també ¢ com a parametre ( correspon a fer N = 0). D’aquesta manera
obtenim Paplicacid h.

Remarquem que h és de grau 0. Una aplicacié molt similar, pero de la forma
¢ — ¢+ h(p) (i, per tant, de grau 1) apareix com un cas limit en 'estudi de
I’aplicacié retorn a un domini fonamental per a difeomorfismes del pla proxims a
tangéncia homoclinica, i ha estat estudiat a [8].

L’estudi de h, tant analitic com numeéric, és més simple que el de ¥, a causa de
la reducci6 de la dimensié. Aixo, ho farem a la propera seccid; abans, perd, provem
de justificar quan es correcta la simplificacié de ¥ a h.

Observem, en primer lloc, que ¥, depén de r. En el cas que existeixi un anell A,
molt estret (suposem que el radi varia a [rg, 79+ §), amb § molt petit), contingut a
D, ital que ¥,(A) C A, aleshores sembla natural eliminar la dependéncia respecte
la variable r i suposar que pren un valor constant i igual a qualsevol dels radis de
A. Per tant, convé que ¥ sigui fortament dissipativa. En el cas que 0 < € < A/2,1a
part local F' és expansiva per a components z proximes a 0; aixd vol dir que A no
pot tenir radis proxims a r. i que G ha de ser fortament dissipativa. Aixo es pot
aconseguir prenent f i g suficientment petits. En la notacié anterior, el raonament

precedent justifica que & és una bona aproximacid de ¥ quan N/d és petit.

3.5 Atractors de P’aplicacié del cercle

En aquest apartat estudiarem quins sén els atractors que pot tenir ’aplicacié h :

S§1 — S deduida a la seccié anterior. En lloc de considerar el parAmetre original
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b, és més comode usar el nou pardmetre d, el qual depén inversament de b. D’altra
banda, recordem que e és una constant (no depén de b) i que la variacié de ¢ respecte
b (fonamentalment — logb) no és gaire important en la regié que ens interessa (d
proxim a 1) en relacié a la que provoca el logaritme. Per tant, podem considerar
també constant el valor de c.

Aix{ doncs, considerarem una familia d’aplicacions de S§! = IR/27Z = [0,27)

definida per
h(p) = c — elog(l +dcosy) (mod2r), Vo€ ST . (3.11)

La funcié h depén del parametre d € (0,1),i e > 01i c € IR sén constants. Si convé
refermar la dependéncia paramétrica, escriurem hq(-) o h(d, ).

Associem a cada hy : S — §1! ’aplicacié Hy : IR — IR definida mitjangant
Hy(p) = H(d,p) = ha(p) = c— elog(l + dcosyp), Vo€ IR.

Cada Hy és una funcié 2w-periddica i, per tant, només cal estudiar-la a [0,27). Un
dels avantatges de H respecte h és que podem usar 1’ordenacié natural de IR per a
definir intervals de monotonia.

Els resultats que vénen a continuacié precisen com és la variacié de H respecte
la variable ¢ i respecte el parametre d. S6n evidents i només indiquem les de-

mostracions.
Lema 3.5.1 Per a qualsevol d € (0,1) es verifica

a) la grafica de Hy és simétrica respecte la recta p = 7 :
Hy(m + ¢) = Ha(m — @) Vo € IR ;

b) ¢ =0 és un minim (relatiu i absolut) de Hy ;

¢) ¢ =7 és un mdzim (relatiu i absolut) de Hy ;

d) Hy és estrictament monotona creizent (respect. decreizent) a (0,7) (respect.
(m,27) ).

Demostracié. L’apartat a) es dedueix del fet que cos(r + ¢) = cos(r — ¢). A

. . _ edsi . _ ed +d
partir de les expressions Hy(¢) = {57es | Hi(p) = %%% s’obtenen la resta
d’apartats. O
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Lema 3.5.2 a) Vo € [0,7/2)U (37/2,27) fizat, Hy(p) és funcid estrictament mo-
notona decreizent dels parametre d i varia una quantitat finita i fitada uniforme-
ment respecte ¢ quan d recorre (0,1).

b) Vo € (/2,37 /2) fizat, Hq(p) és funcid estrictament monotona creizent dels
pardmetre d. A més, si ¢ # 7« llavors la variacid total de Hy(yp) quan d recorre

(0,1) és finita, pero tendeiz a 0o quan ¢ tendeiz a .
Demostracid. La derivada de la funci6 respecte el parametre és

oH —ecos
2a b )

= T deosq”
El denominador és positiu, i el canvi de signe del numerador en 7/2 i en 37/2 de-
terminen els intervals de monotonia. Quant a la variacié de Hy(p) = ¢ — elog(1 +
dcosy) quan d varia a (0,1), només pot ser infinita si 1 4+ dcos¢ s’acosta ar-

bitrariament a 0; aixé només és possible si cosp = —1. 0

Notem que, quan d recorre (0,1), la variacié de H(p = 0) és a (¢ — elog2,c),
mentre que la de H(¢ = 7) és a (¢, +00).
Els resultats anteriors permeten intuir com és la creacié de punts fixos de hq

quan d varia. La ra6 és que es verifica
p €[0,2n) = S'és un punt fix de hg <> 3k € Z | Hy(p) = o + 2k .

Per aix0, quan d augmenta, la variacié descrita a 1"iltim lema fa que pugui ser
certa ’expressié de la dreta per a valors de ¢ proxims a w o a 0. La figura 3.14
mostra un exemple d’aplicacié Hal[o 2x) i els punts fixos de la h4 associada. Com que
estem interessats, especialment, en la zona d ~ 1, ens centrarem en la proximitat
de ¢ = 7. Veurem que existeix una quantitat numerable de bifurcacions sella-node
que creen punts fixos en el sentit creixent de d. A més, aquests punts fixos i els seus
valors propis associats varien monotonament respecte d. Les bifurcacions associades
al minim ¢ = 0 es tractarien analogament, perd només n’hi ha una quantitat finita

i, per tant, no n’hi ha cap en un entorn prou petit de d = 1.
Proposicié 3.5.3 Vk € Z i VA € IR considerem el sistema

{ Hop) = ¢+ 2% (3.12)
Hi(p) A
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‘H(‘P)

Figura 3.14: Aplicacions Hy i hgq, amb els punts fixos senyalats.

a la regio (d, ¢) € (0,1) x [0,27). Aleshores es verifica:
Vk prou gran, ezisteizen Ay < —1 i A} > +1 tals que, si definim I = (A[, A})

llavors

o A € Iy = exzisteiz una tnica solucid (di,pr) del sistema (3.12), i ¢ €
(7/2,37/2),

o A g Iy = el sistema (3.12) no té solucid.

Demostracié. Fixem d’entrada el valor de k > 0; per comoditat, no escriurem el

subindex k enlloc. El sistema (3.12) és equivalent a

edsin

it

1+dcosep = exp (—ﬁﬂ%'“—c)
A(1 4+ dcosp)

Notarem E(¢) = exp (—ﬁ'z—’;"—'—f) Fixat el valor de ¢, com que e > 0 i volem
¢ € [0,27)i d > 0, si prenem k > 0 prou gran, deduim de la primera equacié que
cal cos ¢ < 0; o sigui, ha de ser ¢ € (7/2,37/2).

{d — E(p)~1

Cos @
_ ed sin ?

A= T+dcose

i considerem ¢ € (7/2,37/2) com a parametre. Per a cada valor de ¢, les equacions

Reescrivim el sistema com

anteriors determinen univocament d = d(¢) i A = A(¢). El comportament de d(¢)

és el seglient:
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b limtp—-nr/2+ d(‘P) = 1im<p—>31r/2- d(‘p) = +o0.

o d'(p) = (E(‘P)“I)Si:o“s’;f("’) cose/e i per tant, d(p) és estrictament monotona

decreixent a (7/2,) i creixent a (g,37/2), on g estad determinat per la

condicié d'(pp) = 0, o sigui, tanyg = ?(ﬁEE%)_ﬂ' Notem que tan¢g < 0 i, per
w0)—

tant, ¢ € (7v/2,7). A més, aquest valor ¢ = o déna A(p) = +1 a la segona

equacid; aquesta és la bifurcacié sella-node de la proxima proposicid.

Lafigura 3.15 pot ajudar a seguir ’argument que farem ara. Si volem que d(y) €
(0,1), cal imposar algunes limitacions a la variacié permesa de ¢. Concretament,
la resolucié de la primera equacié en el cas extrem, d = 1, déna dos valors, ¢t €
(r/2,7)i ¢~ € (7,37/2), que limiten el rang de validesa de . Quan k augmenta,
els valors % s’acosten molt rapidament a .

D’altra banda, observem que cos g = a +tan‘21¢°)l 7= @ E(:S,fjf;z);;g)(%)z)? i
d(po) = (e2(E(po) — 1)2 + E((pg)z)ll2 > 0. Per tant, d(¢) € (0,1) si i només si
¢ € (¢t,¢7). Substituim ara els valors ¢ = ¢t i d = d(¢*) (respect. ¢ = ¢~ i

d = d(¢™)) a la segona equacié obtenim At (respect. A~). La proposicié quedara

demostrada si veiem que A = A(¢) és una funcié estrictament monotona decreixent

ala zona (%, 7)1 que els valors extrems verifiquen A* > +1i A~ < —1. Fem-ho:

o Sip=¢ llavorsd = 1, cosp = E(p) — 1, sinp = — (2E(yp) ~ E((p)2)l/2 i,

. 1/2
s e —~ __ esin - _ 2 . . e s
en conseqiiéncia, A~ = —ﬁﬁ-l_'_cow e (W 1) . Aixi doncs, la condicié

A~ < —1 és equivalent a

exp (——~——(P+2f7r_c) (1+el2) <2,

i aixo és cert Yo > 7/2, Vk > 0 prou gran i Ve > 0 (és facilment comprovable
que la part de I’esquerra de la desigualtat és monotona creixent respecte e si

¢+ 2km —c > 1,1 té valors extrems 0 i 1).

o Anilogament, si ¢ = ¢t llavors obtenim consecutivament d = 1, cos¢p =

1/2
E(p) -1, sinp = (2E(yp) - E(‘P)2)l/2 iAdt=e (E(<2p—+5 - l) / . La condicié
At > +1 es dedueix, doncs, com al punt anterior.

¢ Finalment, un calcul directe a partir de les expressions de d(y) i de A(¢) déna

E(e)

") =
Ne) = (1 + dcos )2 cos?

" [-sinpcosy + e(E(p) — 1)] .
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Figura 3.15: Una corba de punts fixos de h,amb indicacions del valor propi associat,

Si ¢ € [r, ™) Nlavors sinp < 0 i és immediat que A(p) < 0. Suposem, doncs,
que ¢ € (p*,7) i vegem (- sinpcosp)? < €2[1 — E(p)]2.

La condicié ¢ > ¢* implica d < 1 i, per tant, [1 — E(p)]?> < cos?¢; com
que es verifica —sinpcosp = —1sin2p = 1 (1 - [2cos? ¢ ~ 1]2)1/2, I"iltima
desigualtat és equivalent a (- sinp cos p)? < 1 [1 - (21 - E(p))? - 1)2} . Per
consegiient, cal veure 1 - (2[1 — E()]? - 1)? < 4€2[1 — E(¢)]?, o, equivalent-

ment, 2E(¢p) ~ E(p)? < €2; i aixd és cert si k és prou gran. O
El cas particular A = 1 de la proposicié anterior déna les bifurcacions sella-node.

Corol.lari 3.5.4 Eristeiz una successid, (dk)k>0 C (0,1), de valors del pardmetre,
verificant limy_,o, di. = 1, tal que Vk > 0, hq t€ una bifurcacid sella-node de periode
I en un punt ¢i € (n/2,7), la qual fa néizer dos punts fizos que ezisteizen Vd €
(dk,1) i el seu valor propi varia mondtonament respecte d; encara més, -el punt fiz

que neiz atractor t¢ una bifurcacid flip per a un valor posterior d € (d, 1).

La figura 3.16 mostra (qualitativament) la posicié relativa dels punts fixos als
quals fan referéncia els resultats anteriors. Sén tots situats a (w/2,37/2) i, per
aquest motiu, diem que estan associats al maxim (¢ = ) de la funcié h. Notem
que també hi pot haver naixements de punts fixos associats al minim (¢ = 0), perd,
en aquest cas, només és possible una quantitat finita de bifurcacions; encara més,

si € > 0 és prou petit, no n’hi ha cap.
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Figura 3.16: Corbes de punts fixos associats al maxim.

Hem vist, doncs, que coexisteixen molts punts fixos. Vegem, perd, que en un
rang considerable del parametre, no en pot coexistir més de dos que siguin atractors.
Recordem que una eina itil per a fitar la quantitat d’orbites periddiques atractores
que pot tenir una aplicacié unidimensional és la derivada schwarziana, definida

mitjangant

_W(p) 3 (RU(p)\?
5000 = 75 -5 ()

Se sap que si S(h) < 0 llavors la quantitat d’drbites periddiques atractores de h

esta fitat per la quantitat d’extrems relatius ([14] o [9]).
Lema 3.5.5 S(hg) < 0 <= d € (0,d*), on d* ~ 0.9770419.

Demostracidé. El sumand ci el factor —e de I’expressié de k no afecten el cilcul de
S(h); suposem, doncs, que ¢ = 0 i e = —1, de manera que h(p) = log(1 + d cos p).
Un calcul directe déna
2sin?(p)(2d* + d cos ¢ — 1) — 3(d? + 2d cos ¢ + cos?
() < 25N )~ 3( ptcosty)

2sin? (1 + d cos )2
El signe de S(h)(p) depén només del numerador. Fent el canvi cosp = y, aquest

s’expressa

N(y) = —2dy® - (1 + 4d%)y* ~ ddy + (d* - 2) .
Volem trobar els valors de d € (0,1) per als quals N(y) < 0V € [-1,+1]. Es
immediat calcular N(~1) = -3(d-1)2< 0i N(+1) = —3(d + 1)? < 0; i imposant
la condicid que el maxim relatiu de N(y) a (-1, +1) prengui un valor negatiu s’obté
d<d.o
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Per tant, si d € (0,d*) llavors hq només pot tenir dues orbites periodiques
atractores (una associada a cada extrem), mentre que no podem assegurar res per
ad € [d*,1). Ara bé, en les diferents simulacions numériques efectuades, no hem
trobat mai més de dos orbites periddiques atractores. D’altra banda, és evident
que en poden coexistir dos. Per exemple, si volem que hi hagi dos punts fixos
superestables (aixd és, que tinguin valor propi associat 0), el lema 3.5.1 ens diu que

aquests punts han de ser 0 i 7. Per tant, s’ha de verificar

c—elog(l+d) = 2k«

c—elog(l—-d) = =+2r
Per a cada k,l € Z fixats, resolem les equacions anteriors. Genéricament, fixats c i
e, no existeix cap solucié comiu d; ara bé, és facil trobar valors particulats de ci e
per als quals existeixi solucié. De fet, com que tenim dos equacions i tres variables,
sembla natural trobar-ne una familia uniparameétrica. Efectivament, eliminant d
entre les dues equacions s’obté

2k7re— c) + exp (_ (2l + ) — c) '

2=exp(— -

D’aquf es pot aillar ¢:

[

2
c= elog y
l:exp (_ 2k1r) +exp (__ (2ltl)w)]
i, tot seguit, expressar també d en funcié del parimetre e:

p (-35) - o (-2

d= .
exp (— 2—";’5) + exp (— i—)—wtl ")
Per exemple, si k = 0i! = 1, podem prendre e > 0 qualsevol, ¢ = elog l+exp2—31r -

id= %Z—g:% Si e = 10 llavors ¢ ~ 3.640872 déna la coexisténcia de dos punts
fixos superestables per a d ~ 0.4392.

El nostre proxim proposit és entendre més coses sobre la diversitat d’atractors
que poden aparéixer en 1’aplicacid (3.11) per a d 2~ 1. La variacié de la seva grafica
respecte d fa pensar que, després de cada bifurcacié sella-node, existeix un interval
de valors de d en el qual {h4}q, restringida a un interval adequat [r — §, 7 + 6}, és
comporta com I’aplicacié logistica f,(z) = a — z2. Per a estimar aquests intervals

de semblanga de hy amb f,, també ens serviran els punts fixos superestables.
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Lema 3.5.6 a) 0 és un punt fiz (superestable) de hy <=

)

2kr — ¢

<> d=di=—-1+exp(—

onk € Z ha de veriﬁcarC—Te—,‘l,‘;;‘i‘22 >k>£.
b) © és un punt fiz (superestable) de hy <=

@rdzdgsl—exp(—glc-i-i—)zr———c),

ambk>2%r~%.

Demostracié. ¢ = 0 és fix per h si i només si es verifica ¢ — elog(1 + d) = 2kn
per a algun valor k¥ € Z. Quan d recorre (0, 1), ’expressié de 'esquerra varia a
Pinterval finit (¢ — elog2,c). Per tant, només una quantitat finita de valors de k
donen alguna solucid, i aquestes sén precisament les de 1’enunciat.

El cas de 7 es tracta analogament. Cal ¢ — elog(1 — d) = m + 2k, per a algun
valor k € Z. La part de I’esquerra varia a (¢, 400) i, per tant, existeix una solucié

(inica) només en el cas que (2k + 1)7 > ¢, i és la de ’enunciat. O

Nota. Si e > 0 és prou petit (concretament, si elog(2)/(27) < 1, o sigui,
e < 27 [log(2) ~ 9.0647) llavors el conjunt de valors de I’apartat a) és buit. En
qualsevol cas, fixats ci e, no existeix cap valor d = di de ’apartat a) en un rang de
valors de d de la forma (1 — §,1), amb § > 0 suficientment petit; és per aixd que,
en endavant, no considerarem aquest cas. D’altra banda, els {d(k):}kzko de P’apartat
b) convergeixen al valor 1 geométricament:

L= df = exp(2r/e).

1—d2+1

Per semblanga amb 'aplicaci6 logistica, en un entorn de cada df} podem buscar

dos valors, di" i d} tals que

e per a d = d}", I’aplicacié presenta una bifurcacié sella-node de periode 1 en

un punt @f" proxim a 7 (sén els valors di i ¢ de la proposici6 3.5.4) ; i

e per a d = d}, la segona imatge de 7 és el punt fix inestable creat en la bifur-
cacié sella-node (vegeu la figura 3.17); o sigui, aquest punt té una oOrbita ho-

moclinica degenerada o tangencial (aix0 correspon al valor a = 2 en ’aplicacié
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logistica f,(z) = a — z2, = € [-2,2]). Notem que 'interval [h%(x), h(7)}, que

escriurem [r — A, 7 + Ag], es transforma en ell mateix.

Notarem l'interval o finestra limitat per aquests valors com I = [d§", d}].
Substituint h per una aproximacid polinomial de segon grau, es poden estimar

els dos valors anteriors a partir del valor d}. Com que aquest métode el tornarem

a usar més endavant (per a periode més gran que 1), en lloc de fer-ho per al nostre

cas particular, ho expliquem en un context més general.

Estimacid de les finestres de semblanga amb ’aplicacic logistica
Sigui f : IR”Z — IR una funcié de les variables (b,z). Suposem que volem

resoldre les equacions que determinen genéricament una bifurcacid sella-node:
fb,z2) = =2
sz(b, Z) =1
i que coneixem valors b* i z* corresponents a punt fix superestable:
f(b', zlk) = Z*
Dyf(b*,2*) = 0
Aquestes condicions fan que els primers termes del desenvolupament de Taylor de
f en un entorn de (b*, 2*) siguin

f(by2) = f(b,z) = 2* + Dy f(b*,2")(b—b*) + %Dggf(b", )z - 2*)2.

Aquests termes son els dominants localment; per tant, podem aproximar el

sistema, original per

*

it

z—2

le(b*, Z*)(b - b*) + %Dng(b*, 2’*)(2 - Z*)2
Danaf(b*,2*)(z~2") = 1

i la solucié (b*", 2°™) d’aquest sistema és
2’ — 2" = 1/ Doy f(b*,2%) , i

b — b* = 1/ (2D, f(b*, 2*) Daa f(b*, 2%)) .
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Figura 3.17: Orbita homoclinica tangencial de 'aplicacié unidimensional.

Passem a la condicié d’existéncia d’un punt homoclinic tangencial; com que f és
parell respecte 2* s’ha de verificar (mireu la figura 3.17) f(b, 2*)—2* = z*— f2(b, z*),

o sigui,
Dyf(b*, 2)(b — b%) = 2* — (z* + DL, 2%)(b = 6°) + 3 Do f(5°, 2°)( - b"‘)") .

La solucié b — b* = 0 correspon a 1’0rbita peridodica superestable i no ens interessa;

volem I’altra, que és
b — b* = —4/ (D1 f(b", 2*) D2 f(b*, 2*)) .

Aixi doncs, una estimacié de I’amplada de la finestra (b°*,b%) és

9
" 2D, f(b*, 2*)Daa f(b*, 2*)

Observem, finalment, que per a aquest rang de b, I’drbita del punt 2 = 2* no surt
de l'interval [f2(b, 2*), f(b, z*)]. L’amplada d’aquest interval és

-8

2[f(bh,z*) - Z*] = 2D1f(b*,2*)(bh - b*) = W .

Apliquem aixo al nostre cas. Substituim f, * i z* per h, df i 7, respectivament.

Les derivades que ens fan falta sén
* Dik(d},7) = graslam = =
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ed(cos <p+d; —ed°
b D22h(d’0‘7’7r) ~ (1+dcosy |( )
Substituint aquestes expressions en el resultats anteriors obtenim valors aproximats
1-d9)?2
o din - df = -105%) ezd:’ ,
_ 4(1-d9)?

[} d;:_d2=__u_.62d:) H

i una estimacié de ’amplada de la finestra Iy és
Y

9(1-dp)?
2 e32d0 ’

mentre que I’amplada de ’interval en la variable ¢ és

Si introduim la notacié E; = exp (—1%—+:)ﬁ), Vk > = — 1, aleshores es

verifica 1 — d@ = Ej, mentre que la finestra I; associada a aquest valor té amplada

2
h SN~ Elg
d d - 262 1-E;

com I’aplicacid logistica es un ordre de magnitud més gran que la distancia al valor

= O(E}). Aixd és,’amplada de cada finestra on h es comporta

limit (homoclinic) d = 1. Amb uns quants calculs més, es poden obtenir expressions

més acurades dels valors anteriors.

Proposicié 3.5.7 Els valors di*, oi*, d i Ay definits anteriorment depenen de

manera analitica de Ey (si k és suﬁczentment gran), i tenen erpressions

¢ d*=1-E; - —le2 Lt B3 _ 16431 412¢' pd 4 O(E}
. (P.Iscn =r-1 _-%_E2 9-~l>-16e37-{-6e4 E3 8-{-‘20c7-{-1513‘-}-386 E;: + O(E,f) ,
e df=1-Ei+ ;:E2 + AE ’E3 + 406- 2°°’+3e‘)134 +O(E})

e A = %Ek + %EZ + ————5'}——"3%? 12¢ Eg + ——5—1'——4_3?2 de’ E,‘: + O(EE) .

Demostracié. Com a la proposicié 3.5.3, les equacions que caracteritzen 1’exis-

téncia d’un punt fix sella-node associat a I’i/ndex k es poden escriure

14+ dcosep Eiexp (—5%':)

14+dcosp = edsing
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i busquem solucions (¢, d) de la forma
p=74+a;Ex + 2B} + a3E} + a4EL + ...,

d:l—Ek+b2Eg+b3Ez+b4E;:+ .

Es immediat aillar d:

g Exexp(=(p—T)/e)

esin¢ ’

i, tot seguit, trobar ’equacié que ha de verificar ¢:

-7

esinp 4+ Fpexp (—‘P )(coscp—singo):();

o bé posant 2= ~—m,
F(E,z)=esinz + Epexp <_§) (cosz~sinz)=0.
F és una funcid analitica que verifica:
e Si B = 01llavors z = 0 és solucié de F = 0, i

aF -
® 37 |(Ey=0,=0) = €> 0.

Pel teorema de la funcié implicita, existeix solucié analitica de ’equacié anterior
en la forma z = z(Eg), si E) és suficientment petit; i aixd és equivalent a dir que &k
sigui prou gran.

Desenvolupant en poténcies de E, en un entorn de 0, les funcions sin(z), cos(z)
i exp(—z/e), i agrupant els termes del mateix grau, s’obtenen, recurrentment, els
coeficients de ’enunciat per a . Usant, seguidament, I’expressié de d s’obté di".

Un raonament analeg demostra la part referent a df i Ag. Caldra, perd, eliminar
una solucié no desitjada. Com que la funcié h és simétrica respecte ¢ = 7, les

condicions que determinen 1’6rbita homoclinica associada a 'index k son

ha(r) = m+2kr+ ¢
Ri(x) = w+2kz—¢

Notem que les equacions anteriors es verifiquen també per a ¢ = 0i d = df
(valor d’existéncia d’un punt fix superestable). Aquesta solucié no ens interessa;

volem ¢ > 0 (i prenent un valor petit).
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Substituim ’expressié de h i obtenim

1-d = Egexp(—¢/e)
1—dcosp = Epexp(p/e)

De la primera equacié aillem d = 1— Ey exp(—¢/e), i de la segona obtenim I’equacié

que ha de verificar ¢:
1 —[1 — exp(—¢/e)Ex} cosp — exp(p/e)Ex = 0.

Per a evitar la solucié que no ens interessa (¢ = 0), considerem 1’equacié

1— (1 - exp(—p/e)Ex] cosp — exp(@/e)Ex _
@

G(Ek,9) =

. . — . 3_G — . .’
Es comprovaimmediatament que G(0,0) = 01 36 |(Exmp=0) = 1/2,1la demostracié

s’acaba de manera totalment analoga al cas de I’orbita sella-node.O .

En el rang de parametres d € Iy = [di*,d}], i per a la variable ¢ a l'interval
[r — Ak, 7 + Ag], Paplicacié h(d, ) presenta tot el ric comportament caracteristic
de l’aplicacié logistica f(a,z) = a — 22, z € [-2,2], a € [-1/4,2]. La figura (3.18)
-que es pot comparar amb la que hi ha a [14]- mostra una d’aquestes finestres de
semblanca.

Per a cada valor de d hem dibuixat ’atractor del punt ¢ = 7 sota [’aplicacié
(3.11). Hem usat ¢ = 0, e = 20 i k = 10, de manera que E; =~ 0.0369321,
di™ ~ 0.963066 i d}} ~ 0.963082.Aix{, I’amplada de la finestra en el pardmetre d és,
aproximadament, 1.6-1075; i I'interval en la variable ¢ on queda confinat ’atractor
té amplada 0.015. A la figura, hem considerat uns rangs lleugerament més grans,
tant en d com en ¢. La disminuci6é aparent de la densitat de punts fora del rang
estricte del parametre d és a causa que aquests s’han de repartir en un interval (en
¢) molt més gran.

Constatem I’existéncia dels fenomens segiients:

» Cascades de bifurcacions de tipus flip després de cada bifurcacio sella-node,
amb acumulacié asimptoticament geométrica ([18]). La corresponent a pe-
riode 1 ocupa una part important del rang del parametre. S’en veu també

d’altres.
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Figura 3.18: Finestra de semblanca amb ’aplicacié logistica. Atractor del maxim

en funcid del parametre,

e Finestres corresponents a existéncia d’0rbites peridodiques atractores; la seva
reunié forma un conjunt dens. Aquestes, a més, apareixen en ’ordre deter-
minat per la kneading theory o dindmica simbolica ([14]), i la primera de cada
periode segueix I'ordre de Sarkovskii ([23]). A la figura es veuen clarament

les de periode més baix.

¢ Abundancia (conjunt de mesura positiva) de comportament aperiodic ([34],
[2]). En particular, hi ha valors de d per als quals h té, a prop de ¢ = 7, un

atractor estrany, el qual suporta una mesura invariant absolutament continua.

A [57] es poden trobar estimacions analitiques i numériques (per a ’aplicacié
quadratica) de les finestres de parametres en les quals s’observen els fenomens
anteriors. Aquesta complexitat de comportament estd d’acord amb els resultats
numérics de la seccié 3. Notem, particularment, el cas de moviment aperiddic; el
fet que 'atractor estrany estigui confinat a un petit entorn de 7 ([x — Ak, + Ag))

justifica ’adjectiu "petit” que li aplicivem.
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Les diferéncies amb 1’aplicacié logistica comencen immediatament després de
cada valor homoclinic d = dj; mentre que per a f,, amb a > 2, ’orbita del maxim
escapa (i, per tant, no déna cap atractor), en el nostre cas 1’orbita de ¢ = 7 va
viatjant per S'. El que s’observa numéricament és que, sovint, aquesta orbita
omple tot S, i aixd justifica el nom airactor estrany gros. Remarquem, perd, que
aquesta no és I’inica possibilitat. Més endavant veurem quan aquesta orbita pot
ser atreta per un punt fix proxim al minim. Tornant a les finestres de semblanga
amb D’aplicacié logfstica, vegem que aquest tipus de comportament és rar (des d’el

punt de vista de mesura de Lebesgue) quan d s’acosta a 1.
Proposicié 3.5.8 Sigui Jg = |JI;, on la reunio s’estén a tots els indezs i € Z tals
que I; C [d,1); aleshores

° hmd—»l M_a&l =0 y

. mes (J,
e limg,y (1_4%24‘1) = 2e2[l~exg(-4”/a} )

Demostracié. La mesura de la finestra associada a I'index i és 37,5, ajE{,
on els coeficients a; depenen del valor de la constant e (alguns sén donats a la
proposicié 3.5.7). Sigui k el primer index tal que la finestra I esta continguda a
[d,1), de manera que Ef < 1—d;isigui M = exp(—2n/e) la constant que compleix
E;11 = M E;, Vi. Aleshores es verifica

mes szzzang=ZajZ(Mi—kEk) ZaJl...MJ :

i>kj>2 22 >k i>2

Per tant,

mes (Jyg) < mes (Ja) Z Ei™!
a;

1-d = E 1= 10

322
ja que I’index k tendeix cap a +00 quan d — 1 i, per tant, F — 0.

De la mateixa manera,

mes (Jq) . az
(1-dz ~'i-m2

i usant P’expressié de a; obtenim el que volem.O
En particular, el conjunt de valors del parametre d per als quals existeix un

atractor estrany petit té mesura petita. Cal precisar, pero, que a més de les finestres
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Figura 3.19: Orbita superestable de perfode dos, amb k; = 11 kg = 0.

I}, associades a periode 1, també hi ha finestres de semblanga amb 1’aplicacié
logistica associades a qualsevol periode, encara que de mesura més petita. Per
a aquestes, el comportament limit de ¢ = 7 (tant si és una orbita periodica atrac-
tora com un atractor estrany) estd també confinat a una petita zona en la variable
¢, amb la diferéncia que aquesta consta de diversos intervals que s’apliquen uns en
els altres.

Considerem, per exemple, les finestres associades a perfode dos; comencem bus-
cant Orbites superestables. Com abans, només considerarem l’extrem ¢ = 7. S’ha

de verificar (vegeu la figura 3.19)

Hd,m) = n+2kn+§
H(d,7+8) = m+ 2k

amb ky,k; € Z, 6 € (-7, 7)1 k2 < k1. Les solucions (d, §) més proximes a d = 1
corresponen a valors grans de ky (i, per a cada k; fixat, a valors petits de k).

El sistema anterior també s’expressa

c—elog(l-d) = (2ky+ 1) +4
¢ — elog(1 — dcos §) (2ky + 1)7
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o bé, equivalentment,

1-d Eg, exp(—6/e)
1—dcosé = FE,

De la primera equaci6 aillem d = 1 — Ej, exp(—6/e); I'altra es transforma en
1— Ey, =[1 ~ Ei, exp(—é/e)]cosé .

Recordem que ens interessen valors grans de ky, i també ky < ky. Aixo implica
Ex, > Ex, > 0, amb Eg, molt petit. En un entorn de § = 0, la part de la dreta de
I"iltima equacié té un comportament oscil-latori respecte §, amb un maxim molt
proxim a @ (on val 1 — Ey ), mentre que la part de I’esquerra és constant, i es
verifica 1 — E, < 1 — Ey,. Aixo fa que I’equaci6 tingui dues solucions proximes a

é = 0, una a cada banda. En podem obtenir aproximacions resolent
1- Eg, ~(1— Eg, (1 - 52/2) .

Aixo doéna é§ ~ £,/2(Ex, — Eg,). Substituint a ’expressié de d obtenim els dos
valors

V2 [ Ey V2 a2 V2 [ E; 12 4
dgl.kzzl_Ekli?(Ei_l) Ek1 =dgxi_e_(E_k:—l) E'kl/ .

Una vegada conegut un valor d, , , podem usar el mateix métode del cas dels
punts fixos per a estimar ’amplada de la finestra limitada pels valors de bifurcacié
sella-node, di?, , i de tangéncia homoclinica, d,f:x k,- Ara, la funcidé f ha de ser h2.

Notem ¢ = h(d, ¢); Havors

e D1h%(d, ) = D1h(d, 1) + D2h(d,p1)D1h(d, ¢),

o Dyh%(d, ) = Dah(d, 1) D2h(d, ) ,i

o Dyh%(d, ) = Dash(d, 1)(D2h(d, 9))? + Da2h(d, 1) D22h(d, ) .

Si substituim les expressions de les derivades D,h(d, ) = 1—?%’52%, Dyh(d,¢) =

dsi . __ ed(cos p+d) - _ o .
Trdeses | Dnah(d, ¢) = {—l—f_ﬁ—ﬂ%, ielsvalorsd =d} , ,p=7mig; =(2k+1)r+6
obtenim
ezv.i?‘l'k2 siné

° Dlh2(dgl'k2)7r) = ecos§ =

- i
1~—d‘,:l'k2 cos§  (1— "1k cos&)(l—d‘,"hk?) ’
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e (d° k2 )2sin§(~ <:osé"+d(,’cl )

2 = —
 Dyzh (d?chkz’ﬂ.) - (1-d49 kp €058)(1- d?q k)
Usem ara les aproximacions anteriors per a obtenir expressions amb els termes
dominants:
d} 18 2(1—Ex, )6
o Dih2(d9 , 7)o~ —S Kby -—,—-1—"
1h*( k1k2? ) l“d?:,,k? 0= kz) kx
26(1-d} ) . €2(1-Ey,)6 2
2 'a) - E(1-Ex )8 . 25
[ Dggh (dghkz,?l') 2‘ (1 kﬁ)s o~ E,E 1. ~ -E—,z— .
1 1
En conseqiiéncia, obtenim
dsm 40 1 E:x 1 E3
— ~ ~s ~
® kb, — Ok ke = DR, M Dk (@, ) 28T = 434(15,; _3 ko
k1
h - ~ =9 ~ =9 3
* dkl.kz d(’:lka T 2D, M) Dk (& ) T, (gﬁlml) Ekx
ky

Remarquem que ’amplada de cada finestra (di";,,d ;,) on h? es comporta
com P’aplicacié logistica és de I’ordre de O(E,:jl). Aquest fet es podria usar per a
veure (de manera aniloga al que hem fet per a periode 1) que la mesura relativa de
les finestres associades a les orbites periddiques superestables de periode 2 tendeix
a 0 quan ens acostem a 1.

Aquesta analisi es pot continuar per a periodes més alts, pero els calculs sén cada
vegada més pesats. En qualsevol cas, els resultats que hem obtingut ja ens permeten
veure que 1’atractor del punt ¢ = m té una variacié molt complexa respecte d. La
figura 3.20 mostra aquest atractor en tot el rang d € (0,1). Es poden veure unes
quantes finestres de semblanga amb 1’aplicacid logistica. Observem que a la zona
externa a aquestes finestres, no sempre existeix un atractor gros (en el sentit que
el seu suport sembla ser tota la circumferéncia) associat al punt ¢ = 7. El cas
més clar és quan existeix un punt fix atractor associada al minim ¢ = 0 i el punt
¢ = 7 és de la seva varietat estable. Aix0 es pot veure facilment en la proximitat
de d = 0, perd pot ser també cert arbitrariament a prop de d = 1 per a un conjunt

de mesura relativa positiva.

Proposicidé 3.5.9 Eristeiz un conjunt obert de valors (c,e) € IR x IR* tal que, si

definim

Ja, = {d € [do,1)] el conjunt limit de ¢ = 7 no és un atractor estrany gros } ,
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Figura 3.20: Atractor del punt ¢ = 7 en funcié de d a tot el rang (0,1). Hem usat

¢ = 01ie = 20.La variable horitzontal és ¢ € (0,2r); creix cap a l’esquerra. La
variable vertical és el parametre d € (0, 1); creix cap a dalt.
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llavors és verifica

. mes (Jq,)
dlolgll —dy # 0.

Demostracié. Aqui, ens interessa més considerar S! com (-, 7] (en lloc de
[0,27)). Fixem e > 0 i suposem que d < 1 pren un valor suficientment gran (més
endavant donarem les condicions precises). El valor ¢ = co(d) = elog(1 +d) verifica
que ¢ = 0 és un punt fix superestable de hq. Siguin c4(d) i c_(d) els valors de ¢
proxims a cg(d) corresponents, respectivament, a les bifurcacions sella-node i flip;
i siguin @4(d) > 0 ¢_(d) < 0 els punts fixos quan es produeix la bifurcacié
respectiva.

Com que la variacié de la grafica de Hy respecte ¢ és, simplement, una translacié
vertical, és evident que V¢ € (c~(d), c+(d)), la conca d’atraccié del punt fix proxim
a ¢ = 0 conté linterval I(d) = (—¢4+(d), p4+(d)). Calculem explicitament aquest
interval. La condicié de derivada igual a 1 s’expressa 1 + dcos(p) = edsin(yp).

Elevant al quadrat i fent el canvi y = cos(y) obtenim 1’equacié
d?(1 4+ e?)y* 4+ 2dy+ (1 + €2d?) =0,

que té dues solucions reals

—1xe/(1+e€2d?2-1

d(1+ €2) ’

yx(d) =

sempre i quan el discriminant sigui positiu. Suposarem que d > d = 711?5-, de

manera que aix6 passa. Obtenim, doncs,

-1 +Cm]

¢+(d) = arccos(y4(d)) = arccos [ d(1 + e?)

Estudiem ara com varia l'interval I(d) respecte d. Un calcul elemental déna

Oys(d) _ 1

1+ c >0
od ~ d%(1+e€?) VI +et)d? ~1 '

Per tant, y,(d) = cos(¢4+(d)) augmenta quen d augmenta; o sigui, ¢4 (d) disminueix

quan d augmenta. Podem calcular el seu valor minim fent d = 1; en aquest cas

tenim

“14e/1F+e)-1 e2-1

= = i = arccos e -1
y= 1+ e? T e +1 Pr=arccos\ @)
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Aixo déna 'interval minim I = I(d) = (-<p+(1),go+(1)j, que notarem (—e¢,€).

Resumint, per a cada e > 0 fixat, considerem d = 711?2-, isiguine_; = ¢_y(e) =
ma‘xdeg’ll{c-(d)} icyr =cyi(e) = mindg[&’,z]{c-l-(d)}' Notem que per a cada valor
fixat de d es verifica c_(d) < co(d) < c4(d), perd podria passar que c_1 > c41.
Aixd s’evita considerant un interval [d, 1] suficientment petit. Considerem, doncs,
d prou gran, de manera que ¢—; < C41.

Prenem {(c,e)|le > 0,c-1(e) < ¢ < ct1(e)} com el conjunt de valors (c,e) de
’enunciat. Hem vist que, donat (c, e) d’aquest conjunt, llavors ¥d € [d, 1) I’aplicacié
h4 té un punt fix atractor proxim a ¢ = 0, la conca d’atraccié del qual conté un
interval (—¢,€) (independent de d).

Sigui ara do € [d, 1); el conjunt Jg, de 'enunciat conté els valors de d € [do, 1)
per als quals la imatge del punt ¢ = 7 sigui a (—¢,¢€). Imposem aquesta condicio;
cal

—€+2km < c—elog(l — d) < e+ 2k

per a algun k € Z; aixo0 equival a

1~—exp(——-———-—-~€+2ek7r—c) <d<1—exp(-——————€+2iﬂ"c) .

O sigui, associat a 'index k, existeix un interval en la variable d d’amplada

oxp (<2225 [o (£) - ox0 (-9)]

contingut a Jg,, si k és suficientment gran.

El minim valor de k, que notarem ko, el trobem imposant c—elog(1—dp) = 2kom;
aix0 déna la segiient equivaléncia entre kg i dg: 1 — dg = éxp (-— 2k :‘C). En
conseqiiéncia, es verifica ‘

s G () e () - () -

k>ko

() o) - (] 5 0 ()

k>ko

_ exp(=(2hkor = c)/e) [exp(e/e) — exp(=c/e)] .
1 — exp(—27/e) '
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i, per tant

S et

Els resultats que hem vist en aquesta seccié confirmen la varietat i la natura dels
atractors que existeixen, en la proximitat de la creacié d’orbites homocliniques, per
al model que hem definit al comencament del capitol. En particular, hem obtingut
una explicacié raonable dels resultats que es coneixen per al sistema fisic original
([47]). A més, poden servir per a justificar a posteriori que 1’aplicacié del cercle
és una bona eina per a descriure ’aplicacié de Poincaré del flux. D’altra banda,
pero, encara hi ha una gran feina a fer per a entendre completament aquest model
unidimensional, el qual pot tenir interés per ell mateix, independentment del fet

que sigui una simplificacié d’un sistema real.
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