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1. CONDICIONS GENERALS SOBRE EL MÈTODE D'EXTENSIÓ DE DANIELI..

Sigui R un A-anell; G un A-modul per l'esquerra sobre R. En

tot el que segueix considerarem només mòduls per l'esguerra sen-

se fer-ne menció explícita; la teoria podria desenvolupa&se igual^

ment per a mòduls per la dreta.

.* **Per a aquest capítol adoptem les següents notacions ; G desig_

na el con dels positius de G; si L CG, P(L) designa el conjunt

L HG = {x£L; x^o}; en general L CG significara que els elements

de L son positius . A cada subconjunt L CG li associem els dos

conjunts L=L - L i Lf={xeC; x , x CL }.

2.1.1. Proposició. Sigui L un subsemigrup subreticulat de G

estable pel producte per elements de R . Aleshores

a) El conjunt L es un ¿-submodul de G.

b) El conjunt L1 és estable per les operacions reticulars però no

per la suma en general. De fet P(L')=L , de manera que son equiva_

lents ,

b.j) L' = L,

b ) L' és estable per la suma.

En efecte:

a) Que L es subgrup es immediat ja que si x=x,] - x2 i y=y1 - y2

amb x., x„, y., y. e L, aleshores x-y = (x +y )-(x +y )e L -L .
I 2 1 2 T I ¿ ¿ i -r -r

Quant a ser subreticular , basta veure que x 6L per a qualsevol

xeL. Ara bé, x+=(x -x2>
+ = x1 v x2-x26L+-L+=L.

b) De la definició de L1 i de les igualtats, vàlides a G, (x v y) =

= x"*" v y+, (x v y)~ = x~ A y~ , (XA y) =x A y , (XA y) =x v y ,

se'n segueix que L' és un subreticle de G. A partir de la defini-

ció també és clar que P(L')=L . D'aquí l'equivalència de b amb

b . Pel que fa a la de b amb b, només cal observar que si L' és

estable per la suma, aleshores L=L - L C L1 - L1 = L1 i per tant

L'=L; recíprocament, si L=L', aleshores L' és A-subgrup."



-95-

Observació ; En l'apartat b) de la Proposició anterior diem

que en general L1 no es estable respecte la suma ó, pel que hem

vist, que P(L) ? L+ . Efectivament, consideri's el següent

2.1.2. Exemple. Sigui R=Ä i G l'espai vectorial reticular

de les funcions reals definides en [0,1], Aleshores el conjunt

L de les funcions f : [ 0 , 1 ] -*v R inf eriorment semi-continues es

un subsemigrup subreticulat estable pel producte per elements

de R+ ([12], Cap. XII) pel qual P (L) ̂  L+.

En efecte: Per a cada re[0,l] sigui la funció f : [ 0 , 1 ] •> R

definida per f (x) =0 si x=r i f (x)=1 si x^r. Cada f es de L .

Les funcions constants positives també són de L . Per tant si

r^s, la funció g=1+£ -f £L, g>0 i g^L .
JL S i

2.1.3. Proposició. Tot morfisme d'ordre positivament homo-

geni I:L •*• R definit en un subsemigrup subreticular L de G,

estable pel producte per elements positius de R admet una única

extensió com a morfisme d'ordre homogeni al &-submodul L, i per

tant a L' .

En efecte:

Si x=x -x amb x , x d L i I':L -»- R ha d ' estrendre a I:L + R
I ¿t \ £f T * *

sent morfisme de grup, només pot estar definit per I ' Cx -x ) =

I (x )-I(x ). És immediat que així definit I' té les propietats

desitjades pel que fa a la monotonia, al ser morfisme de grup i

a la independència de l'expressió d'un element de L com a dife-

rència de dos elements de L (.la demostració és anàloga a la que

fa referència a l'extensió d'un morfisme d'ordre homogeni definit

entre els cons dels positius de dos ¿-grups, a un morfisme d'ordre

i de grup entre els dos Ä-grups) .

Quant al producte per elements de R, tenim, si ae R ,

ax=(a x +a~x ) - (a+x +a~x ) , on cadascun dels termes entre paren-
I ¿t ¿t \

tesi es un element de L , de manera que, de la definició i de les

propietats de I en L se'n segueix que I'(ax)=I(a x +a x )-
T \ ¿t.

-I (a+x+a~x = a+I (x ) +a~I (y. -a+I (x) -a~I (x ) =al (x ) -al (x) =

=al' (x) .
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Com es usual designem l'extensió de I amb la mateixa lle-

tra I. -

Suposem a partir d'ara que G i R son C-c.c. i que el produ£

te en G per elements de R és seqüencialment o-continu.

2.1.4. Definicions i notacions. Sigui L un £-submòdul de G

i sigui L =P(L). L es un subsemigrup subreticulat estable pel

producte per elements positius de R. Considerem un morfisme d'or-

dre positivament homogeni I:L -»• R seqüencialment o-continu. Diem

que una successió {x }CL, es I-afitada si la successió {l(x )}————— n + ' n es

o-afitada en R .

Designem per M el conjunt dels elements xeR1 pels quals exis-

teix una successió (x } CL tal que x £ x. En aquest cas diem que

{x } determinat x

El conjunt d'elements xeM que admeten una successió determi-

nant {x }rL I-afitada el designem per L_(I_) . Sigui L_ (I)=Î  (D-Î  (I) ;n T — u — tu u u
L-(I) = { x e G;, x"1", x"eL (I)}.
— w — a

' Designem per HI) el conjunt dels elements xeG pels quals exisr
~~ tf ~~

teix una successió {x }CL tal que x *x.n + "

Observi's que M i Lr són respectivament la a-clausura i la

o-clausura de L .

Si la referència a I es pot donar per sobreentesa, escriurem

La,Lw,L- en lloc de L0(D/ k^
1) L L5(I) respectivament..

2.1.5. Proposició. Se satisfan les següents propietats:

a) L , LP i M són subsemigrups subreticulats de G, estables pel
ffo +

producte per elements de R .

b) Si x , y C M + , O <x <y i y6La aleshores x6L a-

c) L es un A-submód,ul de G que conte L^; L- es subreticle de R' .

d) Si xeL0 i yeL 0 , aleshores x-yeLa quan x >y i x-yeL^ quan x <y.

e) Si {x } CM i x=V x , aleshores xeM .
n + n +
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En efecte:

a) Siguin x,yeM i {x }, {y }CL. successions tais que x -h x i y f y .+ n n + n0 H O
Aleshores x +y tx+y, x v y t x v y i x A y -f-xAy i per tantn • 'no Jl n 1 no •* n n 1 *

x + y, x v y , xAyeM .

Si x,yeL , es a dir, {x },{y } son I-afitades aleshores tam(j n n — *
Toé ho son {x +y }/ (x v y }, {x Ay } ja que per les propietats

de I en L és

Quant a l'estabilitat respecte el producte per elements positius

de R observem que si aquest producte es seqüencialment o-continu

de x tx i a >0 se'n segueix que ax ta i per tant que ax6M. . Enn0 • • ^ no x ^ +
cas de ser x£L / com que I(ax ) =a I (x )/ resulta que {a x } . es

Q" n n n n
I-afitada i per tant ax£L .

Anàlogament provaríem la proposició relativa a L..

b) es dedueix immediatament de les definicions.

c) Segons 2.1.1, de les propietats de L se'n segueix que LU és

un ^,-submòdul de G i que L- es un subreticle. Vegem que L-CL..:
Cl) ' o (u

Sigui xeL_ i ix JCI« una successió tal que x x̂. Aleshores
d n -f- n

x. -x tx-x; però x. -x 6L. i I(x.-x )=I(x ) -I (x ) <I(x„), de mane-1 n 1 1- n 4- 1 n 1 n 1

ra que x -xeL . Per tant x=x -(x-x)eL -L =L , tal com voliem veure,

d) Siguin {x }CM i x=Vx ; cal veure que xCM . Per a cada xn + n + n

existeix una successió {y } CL tal que y tx . Per a cada n con-J.m +• m n
siderem l'element z =y" v... v y eL . La successió {z }CL ésn n n +• n +
monòtona creixent, ja que

n ^ , n+1
z=y'v...vy < y , 1 v · . . . v y = z .,n n n n+1 •'n+l n+1

i superiorment o-afitada per x, car per a cada n, z <x v. ..v x <x

Vegem que z tx, amb la qual cosa quedarà provat que xeM .
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Com que per a uns n,meN qualssevol, y < z , , . , seràm max ín,m)

V yn < V z < x ;Jm nn/m n

però V y = V V y = V x =x. Per tant x=Vz tal com volíeme m "'m n nn , m n m n

veure. •

2.1.6. Proposició (Teorema d'extensió) . Siguin R un Jl-anell

(j-c.c i G un ¿-mòdul sobre R, cj-c.c. Sigui L un £-submòdul de G

i L =P(L) . Cada morfisme d'ordre positivament homogeni i seqüen-

cialment o-continu 1:1» -»- R , admet una única extensió com a mor-

fisme d'ordre homogeni i seqüencialment o-continu cap amunt

I ' : L- ->- R . Aquesta extensió ve donada de la forma següent: Si
(j +

x eL i (x } determina x, aleshores'I'(x)=VI(x ).er n n

En efecte:

Quant a la unicitat és clar que si l'extensió ha-de ser seqüen-

cialment o-contínua cap amunt, per a un element x£L amb x tx i

{x } C L , ha de ser necessàriament I'(x)=VlCx ). Es tracta den + n
veure que així definida I' te les propietats desitjades.

En primer lloc cal comprovar que esta ben definida, dit

d'una altra manera, que si x t x i y t x amb {x }, {y }CL ales-

hores {x } és I-afitada si i només si {y } ho és i, en aquest cas

VI (x ) = VI (y ). És clar que n'hi ha p.rou en veure que si xeL i

existeix VI(x ) per a alguna successió {x }CL tal que x t x alesn n + n —
hores existeix v{l(y);yeL , y <x} i concideix amb VI(x ). Sigui

yfiL amb y <x; aleshores {x Ay}CL és tal que x Ayt y de manera

que, sent I seqüencialment o-continua en L , I(y)=VI(x Ay). D'al-

tra banda I és morfisme d'ordre; d'aquí que I(y) <VI(x ). Amb ai-

xò queda provat que existeix V{l(y); yeL , y<x} i que és VI (x ).
+ n

De la definició se'n dedueix de forma immediata que obtenim

una extensió, car si xel» , la successió constant {x } amb x =x

determina x i per tant I1(x)=VI(x ) = I(x).

Pel que hem vist en 2.1.5. e) de les propietats de I en L

se'n segueix que si x,yeL i aeP(R) aleshores I'(x+y)=1'(x)+1'(y)

i I ' (ax) =al ' (x) . També si x<y, hom pot suposar que x <y per a

cada n, i per tant I1(x) <!'(y). D'aquesta manera queda provat
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que I1 es un morfisme d'ordre positivament homogeni. Vegem que

es seqüencialment o—continu cap amunt.

Sigui xe La i {x } CL una successió tal que x tx. Volem veu-

re que I1(x )ti'(x). Considerem els elements z definits com enn n
la demostració de 2.1.5. e); resulta que z < x per a cada n, de

manera que per a la successió {z } CL , que determina x, I1(x) =

= VI (z }< VI1

n
voliem veure.

= VI(z }<VI'(x )<I'(x). En conseqüència, I'(x)=VI'(x ) tal comn n n

Observi's que és la o-continuitat seqüencial de I en L- la

que ens permet provar la independència del valor de I'(x), res-

pecte la successió determinant de x, i per tant definir l'exten_

sió a L0.

Com és habitual, continuarem denotant l'extensió I' amb la

mateixa lletra I.

Conseqüència directa de la monotonia de I en L és la següent:

2.1.7. Proposició. Si {x } CL és I-afitada i x tx, aleshores* n o" n

En efecte:

Si {x } CL , x tx i considerem la successió {z }CL / definida comn o n n +
en 2.1.5. e), que determina x, resulta- que és I-afitada i per tant

Hem vist com l'extensió de I a L hereta de forma natural la

propietat de ser seqüencialment .0-contínua cap amunt. Si L és es_

table respecte les diferències positives, és a dir, si L =P(L ),

aleshores és immediat veure que I és tambe .seqüencialment 0-conti-

nu cap avall. En efecte: si x 4-x en L , aleshores x-x , x-xeL i
n u 1 n 1 (J

com que x-x tx -x, resulta que I(x -x)=VI(x -x )=I(x.)-Ai(x ),
I n i i i n i n

>!.d'on se segueix que I (x) = Al (x ).

En general P(L )jí L ; ara bé, en el desenvolupament d'aquest

capítol ens interessaran aquells cassos en que sigui L =P(L ).

Per això, a més a més de saber-ne la seva existència, cosa que

comprovarem en l'apartat següent, ens serà útil la següent propo-

sició que dona una condició suficient per tal que sigui L =P(L }.
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Aquesta condició es que M sigui ^-subreticle. Com que M és la
T ' T

a-clausura de L , dir que M és a-subreticle és dir senzillament

que (L+)cr6=(r'+)cT·

Hem vist que M és estable respecte el suprem de famílies

numerables que existeixen en G, per tant M és cr-subreticle si

i només si és estable respecte l'ínfim de famílies numerables.

En aquest cas L també ho és. Direm que L és g-complet per a

expressar que L és estable respecte l'ínfim de famílies numera_

bles.

2.1.8. Proposició. Siguin M ,M,L ,L com en 2.1
: + cr . w

.4. Alesho-: - +• • • o• : w
res,

a) M L és Cf-subreticle •<*• P (M) =M ,+

b) M CT-subreticle =* L 5-complet,

c) L_ és 6-complet •»• P (L ) =L .
o tu CT

En efecte:

a) Suposem que M és CT-subreticle i siguin x,yeM tais que x-y> O .
T ' "T

Volem veure que aleshores x-yeM . Si {x },{y }C L són successions

tais que x fx i y ^y i suposem que x > y , que no és restrictiu,

resulta que x -y -+ • x-y amb {x -y }CL. • Aleshores si z = V (x -y ) ,n n , n n + n . r rr> n
resulta per 2.1.5. e), que z eM. . Així, d'acord amb la hipòtesi

feta, x-y = A zn
 £M+.

n

Recíprocament, suposem que P(M)=M. , volem veure que si {x }CM
+ n +

i x= AX , aleshores xeM . Podem suposar que x 4-x, car M és subre-n + n +
ticulat; díaquesta manera x -x t x -x on { x -x }CP(M)=M per hipò-

"tesi. Per tant, segons 2.1.5 e) , és x -xe M . En conseqüència, x=x1~(x-x1)

és un element de M positiu i doncs de M , tal com voliem veure.

b) es deriva de les definicions com hem observat més amunt.

c) es demostra exactament igual que a) amb la única diferència que

les successions que apareixen son I-afitades i que cal substituir

les referències a 2.1.5. e) per 2.1.7.

Quant al que hem dit que en general P (.1̂  ) jt 1̂  , tenim el se-

güent
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2.1.9. Exemple. Consideri's el conjunt L de les funcions

reals positives contínues definides en l'interval [0,1]. Ales-

hores M es el conjunt de les funcions f: [0,1] •*• R inferiorment

semi-continues i M no es a-subreticle. Si I:L •*• R està defi-
r' + +

nit per I (£ ) = J f(x)dx aleshores LO (I) ¿P (LW (I) ) .

En efecte: Observi's que M es el conjunt que en 1'Exemple: 2.1.2

hem denotat per L,. Les funcions f i f que allí hem conside-r + r s ̂
rat són òbviament de L0(I) de manera que la funció g=1+f -f

que es de P (1,̂ (1)) no es de L0(I). Per tant La (I) ̂ P(L^(I)) .

Com que L (I) no és 6-complet, per la proposició anterior

M no pot ser 0-subreticle.

D'altra banda, consideri's per exemple ([ 12], Cap. XII), la

col·lecció numerable de funcions {f ; re^n[0,1]}, definides com

en L'Exemple 2.1.2. per f (x)=0 si x?¿ r i f (x)=1 si x^r. Aques-

tes funcions són de M i de L_.(I) i en canvi la funció f= Af no

és de M , ni de L (I), ja que f is la "funció de Dirichlet" que

és igual a 1 per a tot nombre irracional en [0,1] i igual a O

per a tot nombre racional. Aquest exemple ens mostra doncs direc_

tament que M no es a-subreticle i que LG(!) no es «S-complet.

Segons 2.1.3. i 2.1.5, I:k "*" R s'estén alhora de manera

i al

homogeni.

única al £-submodul L =L -L- donant lloc a un morfisme d'ordre

2.1.10. Proposició. Quan LCT es 6-complet. se satisfan les

següents propietats:

a) I:L ->• R és seqüencialment o-continu.

b) Si {x }CL és I-afitada aleshores o-lim x , o-lim x e L , si
n 0 n n 0

aquests elements estan definits, i a més

I(o-lim x )< o-lim I (x )< o-lim I (x )< I(o-lim x ) . ( * ) .
n —— n n n

o
c) Si {x }CL és una successió tal que x ->• x per a algun ele-

n w n
ment xeG i |x |*í y per a cada neN i algun y e L , aleshores xeL

i I(x)=o-lim I(x ).
n

En efecte:

a) Per 2.1.7. i pel que hem observat immediatament abans de! 2.1.8
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resulta efectivament que I is seqüencialment o-continu en L .

b) Sigui {x }C L I-afitada i suposem que estan definits els

elements o-lim x i o-lim x . Posem, per a cada ne N ,- n n

y = A x ', z = V x.
n ^ r n ^ rr ̂  n r > n

En ser I*-, S-complet resulta que y eL i I(y ) < A I (x). A mes,
n n r =** n

com que y f o-lim x i {y } es I-afitada tenim que o-lim x eL
^ •'n - n -"n ^ - n a

i I(o-lim x ) = V I(y )< V A. i(x )= o-lim I (x ). D'altra- n n -̂ r - nn n r^ n

banda, z eL segons hem vist a Z.1.7 i I (z ) > V I (x ). Però com
n u n ^ rn

que z io-lim x novament resultarà, per ser L _ <$-complet, quen n o

o-lim x eL„ i I (o-lim x )= A i (z ) > A V I (x ) = o-lim. I (x ) .n O n n ^ r n
n n r> n

Amb això queda provat b).

Díaquí se'n dedueix directament que si {x }C L es I-afitada
n o~

i x $- x, aleshores xeL i I(x)=o-lim I (x ) .n . o~ n

c) Siguin {x }CL , y L i xCG tais que x S- x i | x |<y per a ca_

da n. Considerem els elements y =y+x eL . Com que Ix I <y i P(L )=L ,n n w l n i w CT
resulta que y ,|x | eL . A mes y =y+x -̂ y+x i com que {y }C L és

I-afitada, ja que I(y )=I(y)+I(x )< I(y)+I(y)/ resulta que y+xeL .

= o-lim [l(x ) + I (y)] , d'on se'n segueix l'existència de o-lim ï(x )

Per tant x = (y+x)-y eL^-L^L^ i a mes I(x+y)=o-lim I (x +y) =

= o-lim [l(x ) + I (y) ] , d'on se'n seg-

i que o-lim I(x ) = I (x+y)-I(y)=1(x) . •

Sembla que c) podria generalitzar-se demanant que {l(|x |)}

fos o-afitada en lloc d'exigir que Ix I <y per a algun yeL . Ara1 n ' er
be si {I(Ix I)} es o-afitada resulta que els elements y =[x [eL1 n ' n ' n i o"
son tais que {y } es una successió I-afitada i per tant y=Vy CL

n n ¡j
es un element pel qual se satisfà |x | <y.

És important observar que en totes les demostracions d'aques_

ta proposició es essencial que si (x } CL aleshores x= A x eL ,
n er n (j

es a dir, que L sigui ô-complet.

Per acabar obtenim la següent proposició que generalitza

2.1.7. i 2.1.10, b) a L :
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2.1.11, Proposició. Siguin x,yeL i {x } una successió I-afi-ço n
tada en L . Quan L es 6-complet se satisfan les següents propie-

tats:

a) Si x + x aleshores x£L i I(x) = VI(x )..n o n

b) Si x > y per a tot ne N, aleshores o-lim x , o-lim x CL , sin n n u
aquests elements estan definits, i valen les desigualtats (*) de

2.1.10 b)

En efecte:

Quant a a) tenim que x -x„t x-x„ on {x -x„}CL es una successió
n i o 1 n 1 CF

I-afitada, de manera que, per 2 . 1 . 7 , x-x CL . Per tant x£L . A

mes I ( x - x , ) = V T ( x - x „ ) = V I ( x ) - I ( x , ) , d 'on I ( x ) = V I ( x ) .1 n 1 n 1 n

Pel que fa a b) resulta que {x -y}CL es una successió

I-afitada; en conseqüència, per 2.1.10 b), o-lim(x -y)eL i

I(o-lim (x -y)) < o-lim I(x -y)=o-lim I(x ) -I (y) ; d'on se segueix
n n n

que o-lim x eL i que I (o-lim x )' <o-lim I (x ) . Anàlogament es
n (j n n

provaria per a o-lim x .•

2. R-INTEGRALS. CONSTRUCCIÓ DE LA PRIMERA EXTENSIU.

Sigui x un conjunt qualsevol i R un ¿-anell cr-c.c. amb el

producte seqüencialment o-continu. Considerem el ¿-anell produc

te R que amb el producte (a, f) -»• af es un ¿-mòdul per l'esque-

rra, per exemple, sobre R, pel qual el producte per elements de R

és seqüencialment o-continu.

2.2.1. Definició. Sigui L un 2,-submbdul de RX i I:L -*• R un

morfisme d'ordre homogeni seqüencialment o-continu, es a dir, que

satisfà per a qualssevol f,g,f € L, aeR,

1) I(f+g) = I(f)+I(g) ,

2) I(af) = a I(f) ,

3) f < g =* I(f) < I(g) ,

4) f t f => I(f ) t I(f) .
n . n
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El parell (L,I) l'anomenem una R-integral en x i diem que I és

una integral en L.

Si I:L •*• R es un morfisme d'ordre positivament homogeni

i seqüencialment o-continu cap amunt definit en un £-subsemigrup

L , estable pel producte per elements de R , diem que el parell

(L , I) es una integral positiva en x i que I es una integral en

V

(L ,1); Primera extensió positiva d'una R-integral (L,I) en x.

Sigui (L,I) una integral en X i considerem la restricció de

I a P(L) ; (P(L) , I) es una integral positiva en x. Seguint les np_

tacions introduides a 2.1.4, considerem el conjunt

L = {feRX; a{f }CP(L); f t f i existeix VI(f )}.
(T n n „' n

2.2.2. Definició. Sigui (L,I) una R-integral en x. Anomenem

pjrimera extensió positiva de (L,I) la integral positiva (L ,1)
- . g-

definida per I{f)=VI(f ) , on f eL i {p }C e^ és una successión <j n -r
determinant de f.

Per extensió diem que I:L ->• R es la primera extensió po-

sitiva de la integral I:L -*• R.

Segons 2.1.6. i 2.1.7, (L ,1) és efectivament una R-inte-

gral en x.Per la mateixa 2.1.6. és a més I(f)=V{I(g); g CL , g< f }

per a tota feL^. Aquesta R-integral s'estén de forma natural al

¿-submòdul de les funcions de L =L -L donant lloc a una aplica-

ció I:L •> R que satisfà 1), 2) i 3) de la Definició 2.2.1 és a
ü)

dir, que es morfisme d'ordre homogeni. Pel que f a a 1 o-continuJL

tat seqüencial, 2.1.7 juntament amb 2.1.6 ens dona el clas-sic

2.2.3. Teorema de convéxgència monòtona a (L ,1): Si {f }cL
o n (T

és una successió de funcions I-afitada tal que f t f aleshores
n o

feLg. i I (f) = VI (f ) .

Pel que hem observat al final de 2.1.7 sembla en principi

que no podem afirmar ni la o-continuïtat seqüencial de I en Ln

cap avall ni els altres teoremes clàssics de convergència domi-

nada i Lema de Fatou a menys que suposem que P (.LW) = La, o equi_

valentment, que L és ô-complet. En aquest cas obtenim, segons

2.1.11 b) i 2.T. 10 c),
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2.2.4. Lema de Fatou a (L ,1). Si L_ es 6 -complet i {f }- . -- —u— — - — a r n
és una successió I-afitada per a la que, per a alguna 9eL ,

da neN / aleshores o-lim f , o-lim f CL , si- n n tu
nites, i a més

f > g per a cada neN / aleshores o-lim f , o-lim f CL , si són fi-n - n n tu

I (o-lim f ) < o-l im I (f ) <o-lim I (f ) < I (o-lim f ) .
- n - n n n

2.2.5. Teorema de Convergència Monòtona generalitzada a

( L , I ) ( T . C . M . ) ; Si L0 es ò -complet i {f } C L̂  es una successió

I-afitada tal que f * f, aleshores f eL i I (.f ) = VI tf ).
n - w n

2.2.6. Teorema de Convergència Dominada a (L ,1) (T. C .D) ; Si
-- . - (¿J - , - o

L es 6-complet, {P }CL , g eL i f eRx son funcions tais que f -»-f
er n w er n

i If I <g per a cada ne#, aleshores f eL i I(f)=o-lim I(f ) .1 n tu n

Resumint, podem, donar el següent:

2.2.7. Teorema; Sigui (L,I) una R-integral en un conjunt x.

Si L es 6-complet, aleshores CL ,1) és una R-integral en x que

estén (L,I) i es la única extensió possible que conserva les prp_

pietats 1)-4) de la Definició 2.2.1.

En efecte: Hem dit ja que l'extensió I:La) "*" R conserva les

propietats: 1)-3) de 2.2.1. Ara, si L es 6-complet, el T. C. D.,

2.2.6. ens assegura també la propietat 4). Efectivament, si f t f
o n ».

en LW, aleshores f-f ^o en L , i per tant I (f-f } ̂ o? és a dir,

n

Així com hem vist que en general P (L̂ ) í Lff , es a dir, que

L no és 6-complet, donem a continuació un exemple de R-integral

per a la que és P(L )=L . En la secció següent en comentarem al-

guns més.

2.2.8. Exemple. Sigui R un £-anell a-c.c. amb el producte

seqüencialment o-continu i consideri's el R-mòdul L de les fun-?.

cions ftN-*- R de suport finit. Tot element f e L és representable

com una successió (b ) d'elements de R. Sigui (a ) una successión n
d'elerae«its positius ó-sumable, és a dir, tal que o-Z a < +00.

n
Aleshores ,



-106-

a) L'aplicació I:L •* R definida per I(b )= 2 a b és una R-inte
n n n —

gral en L per a la que La(I) = P (1,̂ (1)).
 n

b) M ={ (b ) ; b > o, tf ne N } i (b )eL (I) <*• o-Z a b < +00.
+ n n n o n n

c) (b )eL (I) «• o-Z a I b |<-H» i en aquest cas I (b ) =o-Z a b .
n u ) n1 n1 ^ n n n

En efecte:

a) En primer lloc observi's que I(b ) està definit per a tot

(b }6L perquè la suma o-Z a b es en realitat la suma d'un nom-
,neN n n

bre finit de termes.

És immediat provar que així definit I és un morfisme d'or- ,

dre homogeni en L. Vegem que és seqüencialment o-continu: basta

provar que si f V o en L, aleshores I(f )-t-o.
n n

Sigui f =(b.). De f -t-o se'n segueix que b.^o per a cadan i n i
ieN, d'on, tenint en compte que supp(f )C supp(f ) i que supp(f )

és finit, en resulta que I(f )4-o, ja quen

I(f ) = Z a. ï>n < 2 a. b1? 4- o.n . . . . i i . , , - . 1 1 .le suppGf ) iesupp(f )
n 1

Observi 's que M ={ (b ) ; b > o ne N }; per tant M és cr-sub-

reticle i en conseqüència L (I) és 6-complet; és a dir, L (I) =

- P ( L M ( I ) ) .

b) Ja. hem dit que M , = {(b ) ; b > o per a tot ne/I/}. Donat f = ( b )eM ,+ n n n -r
posem f =(b1 ,b2, . . . ,bn,o, .. .) ;

 f
n
eL

+
 i f

 n t
 f * Per tant feL^d) si

i només si {f } és I-afitada. Però

n
I(fn) = Z a bn i=r l 1

de manera que (l(f )} o-afitada si i només si la serie de termes

positius o-Z a b és a-convergent, és a dir, si o-Z a b <-H<» . A
n n n n

més, en aquest cas resulta que I(f)=VI(f )=o-Z a b .

c) Com que L (I) és 6-complet, f£L (I) si i només si f ,f~eL (I);
cr u + - &

en conseqüència si f=(b ) , feL (I) si i només si o-Z a b <+<»
n . tu n n

i o- Za b <+oo, parella de condicions que equivalen (veure 0.5.4.b))
n n

a que o- Za |b [<+<».
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En aquest cas es a mes I (b )=I(b ) -I (b~) =o-Sa b^-o-S3 b~ =
n n n n n n n

= o- 2a (b -b ) = o- Sa b .
n n n n n

2.2.9. Una segona extensió d ' una R-integ.ral? . El mateix teo-

rema de convergència monòtona a L ens mostra que la reiteració

del procés que ens ha permès estendre la integral de L a L no ens

aporta cap nova extensió. Per tant, si volem obtenir una classe

més amplia de funcions a la que tingui sentit estendre la integral

caldrà recórrer a altres mètodes. La idea serà fer integrables a-

quelles funcions que poden ser aproximables , en un sentit que hau-

rem de precisar, per funcions que ja ho són.

De la mateixa forma que es construeix la integral per a fun-

cions reals respecte una mesura real pot construir-se/ amb certes

restriccions, una R-integral, per a funcions valorades en un A-a-

nell R, respecte una o-mesura que pren valors en el mateix ¿-anell

R.

Les seccions que segueixen estan dedicades a l'obtenció d

ta R-integral i es per a aquest tipus de R-integral que estudiem la

construcció d'una segona extensió. Deixem pendent per a un possible

desenvolupament posterior, la consideració del problema de la sego-

na extensió per a R-integrals amb més generalitat.

3. INTEGRACIÓ DG FUNCIONS SIMPLES.

2.3.1. Definició. Sigui R un A-anell cr-c.c. i m:a -*• R una

O-mesura definida en una a-àlgebra à de parts d'un conjunt X.

Anomenem funcions a-simples les funcions f:X ->• R que prenen

un nombre finit de valors distints i que són constants sobre con_

junts. d' a. Son aquelles funcions que poden escriure's en la for

ma

n
f = 2 a XA , t*)

i=1 i

on a.eR, A.eá per a cada ie{l,...,n} i a . V designa la funció
3. X _ 1 A .

que pren el valor a. en A. i O en A. . Per representació cannica
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d'una funció a-simple entendrem la representació en la forma .(.*)

en la qual els a. que hi figuren son tots distints i els A. son

mútuament disjunts.

El conjunt de tais funcions s'indicarà per e(a). Si la re-

ferència a et es pot donar per sobreentesa, parlarem senzillament

de funcions simples i escriurem e en lloc de e(a).

e es un Jt-subanell y submòdul de R , com es desprèn de les

següents igualtats, la comprovació de les quals is rutinària:
n n

Si f - 2 a-.vC g = 2 b. xn ^ a£Rr aleshores:
• -i 3- " t , - 3 S .1=1 i 3-1. J D

f+g = 2 (a.+b ) x , f- g, Z í^-
1=1,..., n i J i=1,. ..,n

fvg - 2 (aiVVX-A.B. ' . . -
i=1 , . . . , n i j 1= 1 , . . . , n i j

n
a f = 2 (a. a) X

•! - 1 1 A •1=1 1

Quan R=R les funcions a-simples sj5n les funcions reals sim-

ples a-mesurables definides en X. Aquí, i en general, donem per

entès que en R hi considerem la a-algebra de Borei.

2.3.2. Definició . Anomenem integral respecte m en £ l'aplica

ció I: e •*• R definida per

n n
K 2 a . X a ) = 2a.m(A.).

i-1 1 Ai i=1 X x

És una comprovació veure que el valor de I (f) no depèn de la

representació escollida per a la funció f e e . D'aquí que podrem

suposar, sempre que ens convingui, que tenim la representació ca-

nònica.

De les igualtats abans esmentades, de 1 ' additivitat de m i

de les propietats de les operacions en R se'n segueix que la in-

tegral I: e -*- R satisfà, qualssevol que siguin f, ge e i aeR,
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1) I(f j- g) = I(f)+ I(g) ,

2) I(af) = a I (f) ,

3) f < g -f I(f) < I(g) ;

més breument, I és un morfisme d'ordre homogeni.

Quan R=R aquesta integral és la integral de Lebesgue de les

funcions simples finites a-mesurab.les respecte la mesura m. En

aquests cas I es a més seqüencialment o-continu,. és a dir,

4) f 4-0 => I (f ) 4-0,
n n

propietat que permet, en definitiva, utilitzar el mètode d'ex-

tensió de Danieli per a definir la integral de funcions a-mesu

ràbies.

Creiem que aquesta propietat no se satisfà necessàriament

en el cas general d'un A-anell cr-c.c., perquè les demostracions

de 4) que coneixem depenen fortament de la total ordenació de R

([11] r[ ff] i[33 ]) .

Si R es totalment ordenant, aleshores evidentment se satis

fa 4) , ja que en ser R cr-c.c., R és també arquimedià i tot anell

totalment ordenat arquimedià és isomorf, com a tal, a un subanell

de 5(12.3.1. de [?]).

No obstant, encara que R no sigui totalment ordenat, 4) pot

satisfer-se, com mostren els dos exemples següents, on R és un

¿-anell (J-c.c. no totalment ordenat. En aquests cassos podem dir

per tant que (s,I) és una integral en X en el sentit de la Defi-

nició 2.2.1.

2.3.3. Exemple. Si R és c.c. i el producte en R és seqüen-

cialment o-continu la o-mesura m:Ç(x) -> R associada a una fun-

ció F:x -»• R o-sumable (veure 1.6.2) determina una integral

I : e -»• R que és seqüencialment o-continua.

En efecte: Sigui m:5?(x) -*• R la o-mesura determinada per

una funció F:X -*• R o-sumable, és a dir, definida per

m(A) = 0-2 F(x) i m(0) = O,
xe A
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i sigui {f } C e^ tal que f 4-0. Cal veure que I(f ) 4-0 . Per a ca-n. T n n

da fn considerem el conjunt [f ¿o] = {xeX; f (x)?£o}, que és un

element de a , i l'element a = víf (x); xex), que esta definit
n n

per ser f a-simple i R un reticle. Aleshores si

' P

f = S a X. (*)
n i-l x Ai

es té

P Pn n
I (f ') = 2 a

n m(An)<a S m(An) = a . m[ f ¿o] ,
n • _ .i 3. i n • _ * •"• n n

Pn
car [f 7*0 ]= U A./ si suposem que tots els elements a. que fi-

ü * A •*• i

1 E*n
guren en (*) son no nuls, i m[ f 7̂ 0] = u m(A.) si suposem a mes

* i-1 1

que (*) es la representació canònica de f .
n

D'altra banda de f 4- O se 'n 'segueix que [f j^o} 4-0 i per tant

sent m o-mesura, que m[ f 5̂ 0] 4-0 , d'on

O < I (f ) < a -m[ f ¿o] < a -mi f ¿o] 4-0,n n n 1 n

sempre que en R el producte sigui seqüencialment o-continu, re-

sultant I (f ) 4-0 tal com voliera veure.
n

2.3.4. Exemple . Si I es un conjunt d'índexos qualsevol i o.

una cr-àlgebra de parts d'un conjunt x -, tota o-mesura positiva

m:a -»• R determina una integral I : e ->- fi que és seqüencialment

Q-contlnua .

La o-continuïtat seqüencial de I en e es dedueix de la se-

güent observació:

Sigui F:x ->- R a-simple. Aleshores, si F. i m . designen

les components i-èssim de F i m respectivament, resulta que ca-

da F. és una funció real finita simple ^-mesurable i I (F) = ( /F . dm. )

En efecte: Si

F = ^ ak XAk=1 k Ak

on a =(a )eß , aleshores
fi ÍC
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n
i per tant F. es a-mesurable i simple. A mes, de I(F)= 2 a -m(A ),

1 k=1
se'n segueix, com voliem veure, que

n
. = £ a, .m . (A, ) = / F . .dm . .
i k=1 k i k' { i i

D'aquí, que si F 4-0 en e, es a dir, F 4-0 per a cada ie i,n . • • n
resulta que (F dm.4-0 i per. tant que I (F )4-0.

4. LA PRIMERA EXTENSIÓ DE LA INTEGRAL RESPECTS UNA Q-MESURA.

Suposem d'ara endavant que en R el producte es seqüencial-

ment o-continu i que la integral respecte m en e es seqüencial-

ment O-contínua, es a dir, que el parell (£,I) és una integral

en X en el sentit de la Definició 2.2.1 ,

D'acord amb les notacions introduïdes a 2.1.4. adoptem la

següent terminologia:

Anomenem funcions fortament mesurables positives els ele-

ments de M ; es a dir, les funcions f:X -»• R per a les quals exis_

teix una successió {f } de funcions de e, tal que f ff, es a dir,n + n o
f (x)ff(x) per a cada xe X. Les funcions de M=M -M les anomenem
n X + —

mesurables i les de M'^feR" ; f , f eM } fortament mesurables^

Considerem com en 2.1.4. el conjunt L constituït per les

funcions fortament mesurables positives determinades per una suc-

cessió I-afitada. L'indicarem per L (m).

2.4.1. Definició. Si la integral respecte m en e es una R-inte-

gral en X en el sentit de la Definició 2.2..1, anomenem integral

respecte m en L (m) la primera extensió positiva de la integral
u

respecte m en e.

Segons hem vist en l'apartat anterior, (L (m)',I) es una R-
Cf

integral positiva en X per a la que es compleix el teorema de con

vergència monòtona. Si Ltf(m) is 6-complet, aleshores (L (m),I) és

una R-integral en X i es compleixen els teoremes de convergència

2.2.4, 2.2.5. i 2.2.6.
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Analitzem a continuació alguns exemples en els que I, (m)

és 5-complet.

a) Si R=A.

En aquest cas e és el conjunt de les funcions reals simples a-me_

surables, tal com hem observat, i la integral respecte m és la

integral de Lebesgue respecte m. De les definicions i del fet que

tota funció real a-mesurable positiva és límit puntual d'una suc-

cessió creixent de funcions simples a-mesurables, es dedueix que

les funcions de M són les funcions a-mesurables finites positi-

ves i que les funcions de L^Cm) són justament aquelles que són

m-integrables Lebesgue. Se'n segueix també, que el conjunt de les

funcions reals a-mesurables »^FftZ, coincideix amb el conjunt M1 i

per tant amb M. Finalment, donat que el Límit puntual de funcions

reals a-mesurables és encara a-mesurable, M és CT-subreticle i per

tant L (m) és ô-complet i P(L (m) ) =L (m).
cr ü) a

D'aquesta manera, com que una funció f real, finita i ct-mesu_

rabie és m-integrable Lebesgue si i només si f i f ho són, re-

sulta que L (m) és el conjunt de les funcions reals finites a-me-
— U - : - - -

surables m-integrables Lebesgue.

b) Exemples on R no és el cos real i M és cr-subreticle i per tant

P (L (m) ) = L (m) .
ü) 0

2.4.2. Exemple. Considerem' un conjunt numerable, posem #, i

una o-mesura m:P(tf) ->• R valorada en un £-anell a-c.c. qualsevol.

Si en R el producte és seqüencialment o -continu aleshores M és

cr-subreticle.

En efecte: Cada funció f:N •*• R pot representar-se com una

successió de nombres reals. Si f = (b ), resulta que les funcions

g = (b ,b ,...,b ,o,...} són simples i g t f . En conseqüència to-

ta funció positiva f:N •*• R és de M+ i per tant, si f if en M , és

feM . Això basta, juntament amb 2.1.7 e), per a provar que M és

cr -subreticle.

2.4.3. Exemple. Sigui I un conjunt d'índexos qualsevol i

sigui q(A ) el Ä-anell constituït pels elements aeR pels quals

I = {iei; a.5^0} és finit o numerable, q (p ) és a-c.c. i en ell
a i
el producte es seqüencialment o-continu. Considerem una a-algebra
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<Xde parts d'un conjunt X.

El conjunt de,les funcions fortament mesurables positives,

obtingut a partir de les funcions simples a-mesurables és un

cr-subreticle.

En efecte: Sigui F:X -»• q (R )/ F. la component i-èssima de

F i considerem el conjunt I ={ie I ; F . 7*0}. Vegem per començar que

si FCM aleshores I es finit o numerable.T* F

Suposem primer que Fee . Sigui

F = * ' ak *Ak=1 K Ak

i I ={iei; a /¿o}? cada I és finit o numerable. Vegem que
JC K. K.

n
I C U I , / amb la qual cosa quedarà provat que I es finit o nu-
F k=1 k F

merable.

Si ie I is que F. tx) 7*0 per a algun xe X. Aleshores serà

F(x)=a , per a algun k tal que F. (x)=a 7*0. És a dir, ie I. i per
Jc x Jc Jc

tant I C U I,-
F k=1 k

n
De fet, I = u Iv Ja çue si ieI per a algun k es que

•í « k K ok=1 o

a 7*0 i aleshores per a cada xe A és F. (x)=a 7*0 i per tant ie I .
jC /C X JC F
o o o

Observem a més que cada F. és una funció simple real a-mesu-

rable.

Suposem ara que F eM ve determinada per la successió {F )C£

es a dir, que F t F. Per a cada n considerem el conjunt i =
n o' n

= (i^i; F 7*0} ? I és finit o numerable pel que acabem de veure.

En conseqüència !_,= U I també ho és. A més, com que cada F és
n

una funció real simple a-mesurable, de F I F. en resulta que ca-
o

da F. és una funció real a-mesurable.
i

Vegem ara que M es 0-subreticle. N ' h i ha prou en provar que

si {F ) C M , i F ?G aleshores Ge M . Com que I_={ie l ; G . 7*0 } Cn + n + G i

CÍiél; F 7*0}, I és numerable i G està efectivament valorada en
G

g(R ). Volem veure que existeix una successió {l·l } de funcions de

£ tal que H ÎG.+ ^ n o
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Per a cada ieI es F ^G. i com que les funcions F són a-me-n i ^ n
surables resulta que cada G. també ho es. En conseqüència existi^

X • • """"
ran funcions reals simples a-mesurables h : X ->• R tais que h"LtG..

n + ^ n i

Posem I ={i ,i ,...,i ,...} i considerem les funcions H :X -*• q(R )G 1 2 n n
següents:

h (x) si ie {i ,i , ,i },
± . , n 1 2 n

H = (H ) on H (x) =
n n n

si

que per construcció son a-simples, es a dir de e . La successió

{H }Ce, es la desitjada,ja que per a cada xe X és H (x)tG.(x).n + ' n i

En particular si I es numerable, per a qualsevol cr-klgebra

de parts d'un conjunt X, el conjunt M de les funcions fortament

mesurables positives F:X •+ R és a-subreticle i en aquest cas to^

ta o-mesura m: a-*- R dona lloc a una integral I:L ->• R amb els
• ca

teoremes de convergència monòtona i dominada i la propietat de

Fatou. Mes endavant analitzarem amb mes detall aquesta integral.

De moment fem notar que, encara que si m: o. -*• q (A ) es una o-me-

sura aleshores el conjunt J ={ieij m.^o} es finit ó numerable i

per tant donar m equival a donar una o-mesura m: & ->• R °, en can-

vi les funcions F:X •*• q (A ) no poden ser redui'des'a les funcions

F:X -*ff °, de manera que el cas d'una mesura m: a -»• R (exemple

2.3.4.) amb I numerable no es realment un cas particular del que

acabem d'estudiar.

5. CONJUNTS m-NULS.

Sigui N =ÍAea; m(A)=o}. De la a-additivitat en ordre de m i
m

del fet que a es una cr-àlgebra se'n segueix, exactament al cas

que R=í?, que N es un cr-ideal de a.

Diem que un conjunt ACX es m-nul quan existeix algun con-

junt BeN tal que B3A. Designem per N* la classe dels conjunts

m-nuls. as també un 0-ideal.

Com és usual, diem que una propietat P, predicable deis ele-
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ments de X, se satisfà m-guasi arreu, i escrivim m-q. a. per abre-

viar-ho, si el conjunt dels elements que no satisfan P es m-nul.

Una funció f :A •*• R definida en un subconjunt AC x es diu que

à definida m-q.a. quan A és m-nul. Designem per r> (.X, R;d/m) , 6

si X, R, ¿t poden donarse per sobreentesos , la classe de les fun-

cions definides m-q.a. en X i valorades en R. En h hom considera- m

la relació que notem per f - g, i enunciem dient "f es m-equiva-

lent a g" per a dir que f i g estan definides i coincideixen en X

m-q.a.

Aquesta es una relació d'equivalència en T* que és compatible

amb la relació de preordre definida per

f < g •»• f < g m-q.a.
m

Designem per F el quocient de t1 per la relació - ; per [f] la
m m m

classe de fe h .
m

En K és possible definir, com sempre, una suma, un produc-
m

te i un producte per elements de R (definits m-q.a.) que son coin

patibles amb la relació d ' equivale'ncia a i amb el preordre <

de tal forma que indueixen de forma natural estructura de &-anell

cr-c. c. i R-modul per l'esquerra (per exemple) en F .

Diem que una funció f ê  és mesurable (resp. fortament mesu-

rable) quan es m-equivalent a una funció, definida en tot X, mesu-

rable (resp. fortament mesurable).

Si f.qe'Ü denotem per [f >q ] el conjunt dels elements x ex en
m

els que f i g estan definides i f (x) >g(x). Anàlogament es definei_

xen els conjunts [ f>g] , [f=g], [ f^g] , [f.|| g] . '

Tenim la següent

2.5.1. Proposició.

a) Si f,qee + , aleshores [f >g], [f>g], [f=g], [ff|g]ea.

b) Si fee i qeL (m), aleshores [f ̂ g]ea.

c) Si feLp. (m) , aleshores [flojea .

d) Quan L (m) és 6-complet resulta que si f,qeL (m), aleshores
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En efecte:

n m
a) Si f= S a. X,. i g- 2 b . X_ tenim que

, . 1 A . . - "1 B .1=1 i -,=1 -j -,

[ f > q] = U A . B . e a .

Anàlogament [f>g], [f=g], [f|| g] son elements de a.

b) Si fee i qeli (m) i {q } Ce es una successió tal que g tg es

te [f>g] = n[f>g ] i com que cada [f>q ] es de a i a es
n n n

a-algebra resulta que [f >g]ea .

c) Si feL (m) i {f }C e es una successió tal que f t f alesho-
0 n + . n0

res [ f ^ o ] = U [ f ¿¿o] i, per tant [ f ^ o ] e a .
n

v

d) Com que es un ¿-subgrup de R podem reduir l'estudi al cas

g=o. Aleshores si feL (m) i L (m) es o-complet resulta que

f ,f~ eL (m) i com que [ f > o ] = [ f ~=o] , [ f < o] = [f =o] ,

[ f^o l = [f"%]U [f>o] , [ f=o ] = [ f " H = o ] n [ f ~ = o ] i [ f H. o ] = [ f 7 É o ] - ( [ f > o ] u

U [ f <o] )U [ f=o] resulta que [ f >o] , [ f < o ] , [ f = o ] , [ f ̂ o] i [ f | | o ]

son de a. •

Si AC x i fe^ denotem per fx, la funció definida m-q.a.
Iti A

Q

en X que coincideix amb f en A i val O en A .

2.5.2. Proposició. Qualssevol que siguin fe L (m) i A^à, is

fv eL (m) i si A es un conjunt m-nul, aleshores I(fx )=0.
Â ü) A

En efecte:
n n

Suposem primer que fe e . Si f= S a. xa aleshores fx - S a. x
i-r l i i=i 1 AA._

de manera que fxa és encara simple. A mes si m(A)=0 resulta que
f\

I(fX )=0. Sigui ara feL (m); si -{f }Ce+ és una successió tal que

f -t-f, aleshores f Xa+
fXa

 i' com *íue I ̂ f Xa ) <Kf )/ resulta quen Q n f\ ° x\ n ¿\ TI
fXaeL (m)• Ä m®s ai m(A)=0, I(f X,)=° per a cada n i per tant

*4 O " **

KfxA)=o.
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Finalment si fer, tm) i és f=a-h amb g,hei, (m) es f y =gY -hY
ü) O" A- A A

i per tant fXA
eL ,(m) • I en cas de ser m(A)=0 també I(fX ) =

Conseqüència d'aquesta proposició és la següent propietat

que ens serà útil per a l'obtenció de la segona extensió de la

integral:

2.5.3. Proposició. Si h,geL (m) són tais que g^ h m-q.a.,- • ta
aleshores I(q)<I(h).

En efecte:

Sigui k=h-g; k^L (m) i k >0 m-q.a. Posem B =[h >q]; serà BeN*,

és a dir, existirà un conjunt A6N tal que mCA}=0 i. A B. Alesho-
C C f*

res A C B ; i' com que en A és h >q, la funció kx c ' <ï
ue es de

A

L.. (m) segons hem provat en la proposició anterior, és positiva;

en conseqüència I(kXaC) >0. D'altra banda kxa també és de L (m)
f\ ' *"* CU

i,essent m(A)=0 té integral nul.la^de manera que I(k)=I(kxa)+A

+ I(kx-c) = I(kxaG) >0. I com que I Ck) =1 (h)-I (g) , queda provadaA A

la proposició. •

6. SEGONA EXTENSIÓ DE LA INTEGRAL RESPECTEUNA o-MESURA.

Estem ara en condicions d'obtenir una segona extensió per a

la integral respecte una o-mesura.

Sigui, com fins ara, una o-mesura mtO. -+ R definida en una

tf-àlgebra de parts d'un conjunt X i valorada en un £-anell a-c.c.

amb el producte seqüencialment o-continu. Suposem que la integral

respecte m sobre les funcions simples és seqüencialment o-conti-

nua i considerem la primera extensió positiva (L (m),I).

a) L'extensió (<£, (m) , I) .

La forma més natural d'ampliar la classe de funcions integra_

bles, que ara és L (m) ó L (m), sembla que pot ser fent integra--

bles les funcions que són m-equivalents a una d'aquestes. En aquest

sentit donem la següent
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2.6.1. Definició. Diem que una funció f eh es m-integrable— — — — — — — — — — — — jß _____________
si existeix alguna funció qei, (m) tal que f - g. En aquest cas

definim la integral de f per I(f)=I(g).

~p +
Indicarem per <*, (m) el conjunt de tais funcions m-integra-

r»

bles.

És clar que I (f) esta ben definit i que I :ot (m) -*• R es una
A r*

aplicació monotona i positivament homogénea definida en el conjunt

Ji (m) que es estable respecte la suma, el producte per elements de
A

R i les operacions reticulars definides m-q.a. Quant a la 0-conti^

núïtat de I en¿£ (m) es d'esperar que anirà lligada a la de I en
n>

L (m) . Així efectivament tenim el clàssic

2.6.2. Teorema de Convergència Monòtona a (¿£„ (m) ,1) ; Si
"" "— • - ------ ' " ' - rr — ........ "" ...... """" ........ " :: -~r-̂ _:..r _."- - :.... — - - - _.. _.... - -i ^ _.... -

{f }CaL (m) és una successió de funcions I-afitada tal que f ffn A n

m-q.a. aleshores f e (m) i I(f) = VI (f ).
A II

En efecte:

Per a cada ne N existirà una funció g eL (m) tal que g = f . Siguin u n n

Aea un conjunt pel qual m(A ) =0 i es g =f i f +f en A. Aleshoresn n no

les funcions g x, s°n de L (m) i són tais que g x,+fX*' *• com *îue
H A O ' Î 1 Ao A

Kg X,)=I(f ) resulta que {g x,} és I-afitada. Per tant, pel T. C. M.H A n H A

(2.2.3), fx £L (m) i en conseqüència f e& (m) tal com voliera veure.

Ames I(f)=I(fXA)=VI(.gnXA)=VI(fn) . *

Si M és a-subreticle , aleshores L (m) es 6-complet de manera

que en aquest cas resulta que ¿C (m) =X (m) -X Cm) ={ f e^ ; f-g, geL (m)}
A A A Hi In * Cu

i els teoremes de convergència/ vàlids en (L (m) , I) ; també es complei-

xen en (¿ (m),I). Tenim en efecte:
f\

2.6.3. Teorema de Convergència Monòtona generalitzat a (oC (m), I)
MÎ  •« <̂  P— MMlll»̂  MM— B̂ Ĥ M.̂ ^̂  I | _»KMK^

(T. C. M . ) : Si M és 0-subreticle i {f }c< (m) és una successió I-afita
+ Jl A ""**

da tal que f tf, aleshores fe<£ (m) i I(.f)=VI(f ).n

( !) Per f -».f m-q.a. entenem que existeix un conjunt Bea de manera

que fn(x) V f (x) per a cada x6B i m(B
c)=o.
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La demostració es pràcticament analoga a la del teorema ante-

rior i no la fem.

2.6.4. Teorema de Convergència Dominada a (¿L (.m), I) (T.C.D.):

Si M es o-subreticle, {f ]c£ (m) , ge<& Cm) i fe^ son funcions
+ n A A m

O

tais que f -»• f m-q.a. i |f | <g m-q.a. per a cada nel?, aleshores

fe£ (m) i I(f)=o-lim I(f >.
** il

En efecte:

Siguin h, h eL (m) funcions tais que h=g i h -f ; sigui Aea tal que
o

m (A ) =0 i f =h , h=g, If I <g i f ->• f en A. Aleshores les funcions
n n ' n ' n

k =h x* s°n de L (m) i son tais que k -> fxa i |k |< hxa - Com quen Zl A U) Î1 A XI A

eL (m), pel T. C. D. (2.2.6) resulta que fx £L (m) i per tant
U A *̂

fe (m) . A mes es I (f ) =1 (f Xn ) =o-lim I (k ) = o-lim I(f ) . •
A A n n

2.6 .5 . Lema de Fatou a (&., (m) , I) . Si M L es cr-subreticle i {f }c<£(r- A— - + n A
Is una successió I-afitada per a la que, per a alguna funció fe¿L (m)

t\

és f > f m-q.a. per a cada n^N, aleshores o-lim f , o-lim f e (m) ,ji ~̂"̂ ~™* n n t*

si son finites m-q.a./ i a mes

I (o-lim f ) < o-lim lCfn) < o-lim Kfn) < I (o-lim f^) .

En efecte:

Siguin h,h eL (m) funcions tais que h=f i h =f ; sigui Aea un con-
n w . n n

junt en el qual h=f» h =f i o-lim f i o-lim f són finites i tal

que m ( A c ) = 0 . . Aleshores les funcions hx, / h„Xa són de L (m) , ih„X a}
A n A uj li A

es I-afitada i h X ^ hX ' ̂ e manera que per la Propietat de Fatou
n A A

a ( L w ( m ) , I ) C 2 . 2 . 4 . ) , las funcions o-j-im hnX& i o-lim h nXA / que són

finites, son de L . . ( m ) . Per tant o-lim f , o-lim f e£ (m) i a me's
ÜJ ^̂•M··̂̂  Ĵ  Ĵ  ^̂

valen les desigualtats de l'enunciat. •
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Recordem que si m: a -*-_.5 es una mesura real, el conjunt

¿£ (m) de les funcions m-integrables està constituït per aque-

lles funcions f:X -»• 5 que son m-equivalents a alguna funció

real finita a-mesurable i m-integrable . Tenint en compte que

tais funcions son justament les del conjunt que nosaltres hem

indicat per L Cm) i que quan R= R M es a-subreticle , resulta

que £. (m)=¿€ (m) . És a dir amb la segona extensió (<f (m) ,1)
I *i **

aquí introduïda recuperem exactament el conjunt de totes les

funcions m-integrables en el cas en que R es el cos dels nom-

bres reals.

Ara bé, hi ha moltes formes equivalents d'obtenir, en el

cas real, el conjunt cjC (m) . Una d'elles consisteix en conside-

rar els conjunts, que en la nostra notació hem designat per

L r (m) i Lg-Cm), i prendre com a funcions integrables aquelles

funcions fe'fc per a les que

inf{l(h); heii (.m) i h>f m-q. a. } = sup{ I Cg) ; geL (m) i g^f m-q.a.}
cr o '

(per exemple en [11] ho fan d'aquesta manera. L1 única diferèn-

cia que hi ha es que allí consideren funcions reals no necessà-

riament finites; però com que tota funció real integrable es fi_

nita m-q.a. la construcció que fan és equivalent a aquesta que

aquí exposem) .

Aquesta condició,que determina la integrabilitat d'una fun-

ció fe^ ,es expressable en forma equivalent dient que per a tot

£>0 existeixen dues funcions geL« (m) i he I»., (m) tais que
o o

g < f < h m-q. a. i I C.h-g)<e .

Naturalment si R is un Jl-anell arbitrari aquestes dues formes

aquí citades no són equivalents i poden donar lloc a dues possi-

bles segones extensions de la R-integral CL (m),I). En aquest sen-

tit, i veient que en tot cas apareix la idea que una funció es diu

integrable si és aproximable per funcions que ja són integrables,

passem a considerar una altra segona extensió de la R-integral

CLCT Cm) ,1) .
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b) L'extensió (<£, (m) , I)
"'" """" — ~"" - - ~ ̂3

Consideri's el conjunt

que es estable respecte la suma, el producte per elements de R

i les operacions reticulars, segons hem vist a 2.1.5. a), i que

està contingut en P (L (m)). En general P (L (m) ) j¿L (m) i per tant

L^ (m) <jL La (m) .

2.6.6. Definició. Diem que una funció fe.̂  es m-integrablem
si existeixen successions {g }C L (m) i {h }c L (m) tais que

n o n Q-

a) g < f < h m-q.a., per a tot nei//

b) I (h -g ) -*• o.n n

Designem per¿C (m) el conjunt de tais funcions,s

Com que L» (m) i L (m) son subreticles, i I es monòtona en.
o <r

L (m) es immediat que en la definició es pot suposar que g fiu) n
que h "t; Aleshores I (h -g )4-0. Tenim la següentn n n

2.6.7. Proposició. Si fe<£ (m) i g ,h són funcions com en-- B n n
la definició anterior, aleshores:

a) Al(h )= VT(g ) i aquest valor no. depèn de les g , h escolli-n n , n n
des d'entre les que satisfan les condicions de la definició.

b) I (h }=A{l(h); heL (m) i h >í m-q.a.},
n a

VI (g )=v{l(g); geL. (m) i g <£ m-q.a.}.
n o

En efecte:

a) Pel que hem vist a 2.5.3., serà I(g ) <I(h ), qualssevol que

siguin n i m, i com

O < A I (h ) - VI (g ) » A I (h -g ) < A[ I (h )-I(g )]= On n n m n n j

n m . n,m n
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resulta AI(h )=VI(g ).
n n

Quant a la independència d'aquest valor de les g ,h escollides,

suposem que tenim

g < f <h m-q.a. amb g €"LS (m) , h &L- (m) i I (h -g ) -»• O,n n n o n ( T n n

g1 < f < h ' m-q.a. amb g1 e rud i i ) , h1 e L_ (m) i I (h 1 -g1 )•*• 0.n n n u n u n n

Aleshores de g1 <h m-q.a., valia per a tots els m,nevV, tindríem

Kg1 )< I(h ) i per tantn m

VI (g1) < Al(h ) = VI(g ) .n m nn m n

Recíprocament també" seria VI(g ) < Vl(g') i per tant VI (g )=VI(g').
n n

b) Siguin h , g com en la definició" i considerem una funció
n n

tal que g<f m-q.a. Aleshores gvg eLr(m), gvg <f<h

m-q.a. per a cada n i I (h -gvq )< I (h. -g ) ; per tant {gvg }i{h }n •* 'n n •'n n n

compleixen les condicions de la definició i tindrem VI(gvg )=Ai(h ),

Però I (g) <I(qvq ). D'aquí que tinguem I (.g) < Ai (h ), qualsevol
J J n n

que sigui g6L (m) amb g ̂  f m-q.a.; i com que per a la successió
6

{g } C L (m) es VI (q )= I (hn> resulta que existeix VÍI (q) ,-qeL» (m)

i g <f m-g.a.} i que aquest suprem es VI(g ).

Dualment provariem que existeix A{i(h); h^L (m) i h> f m-q.a.}

i es Al (h ). «n

Aquesta proposició permet definir la integral d'una funció

feci, (m) com el valor comú de VI (g ) i Al (h ) que designem perB n n
I1 (f) : • '

2.6.8. De f ini c ió. Anomenem integral respecte m en£ (m) l'a-

plicació I':£+(m) -> R definida per I ' (f ) =VI (g ) =Al (h ), on h ,g
B + n n n n

són funcions com en la definició anterior.
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2.6.9. Proposició. I':á (m) ->• R és un morfisme d'ordre po-
~" H T

sitivament homogeni que estén la integral respecte m en LCT(m) .

Precisant:

a) L (m) Cá̂ (m) i les dues integrals coincideixen en L

b) f, fea* (m) => f+f 'ê (m) i i • (f+f ' ) =1 ' (f ) +1 ' Cf ' ) ,
D D

c) f ,f • e d n ) , f < f ' m-q.a. =* I ' (f ) < I ' Cf ' ) /
D

d) fe£*(m), a€R => af ê * (m) i I ' Caf ) =al ' (f ) ,
o "r S

e) f ,f 'e^^dn) =>fAf, fvf'ec£
+(m).

En efecte:

a) Sigui f e L -Om) i sigui {f }C£ tal que f ff i I(f)=VI(f ).u n -l- n n

Aleshores les funcions g =f , que són de e i per tant de Lj.(m) ,
n n + o

i les funcions h =f, que son de L (m), satisfan les condicions

de la definició, car g < f < h i I (h -g )=I(f -f ) 4- 0. En conn n n n n n —

seqüència fed. _ (m) i a mes I(f)=I' (f) .B

Quant a la resta de propietats, considerem dues funcions

?<£"!" (mB
tais que:

f,f'e<£ (m) i siguin {g },{g'-}/{h },{h'} successions de funcionso n n n n

g < f < h m-q.a. , g eL~(m), h eL (m) i i (h -g ) 4-0,

gn < f A^ hn m-q-a- ' g
n
eL6(m)/ hneLO(m) i I (hn~gn} 4'° *

b) Tindrem g +g ' < f+f < h +h ' m-q.a.; i com que L,-(m) ) i L_ (m)n n n n o «

són subsemigrups, g +gf f en L,.(m) i h +h ' 4- en L (m) ; a més

I(h +h ' -g -g 1 ) = I C h -g ) + I ( h ' - g ' ) de manera que I (h +h ' -g -g 1 )^ 0.n n n n n n n n n n n n

Amb això queda provat que f+f'£c£ (m). D'altra banda serà

I1 (f+f')=VI(g +g')=Ai(h +h'); vegem que coincideix amb I' (f)+1' (f ' )n n n n

i(f+f')=vi(g +gn)=v[ Kgn)-i·i(gn5 ] < v [ i (gn)+i.(gm) ] =i'(f )+i'(f ' ) =
n n n ,m

= Al (h )+ A I (V) . . = A [ i(hn)+l(.h¿)l< A[ i(hn)+l(h¿)l =
n n n n n,m n

= I1 (f + f) .
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c) Si f < f ' m-q.a. serà g < f < f < h ' m-q.a. per a qualssevol
n ia

m , n e t f de manera que I (g ) < I ( h 1 ) , i per tant I 1 ( f ) = V I ( g )
n m n

n
< A I(h')=I' (f') .mm

d) Si a> O aleshores, ag CL „Cm), ah CL (m) i se satisfà a més
n o n o"

ag < af < ah m-q.a. i I (.ah -ag )=I(a(h -g ) ) =al (h -g ) de taln n n n n n n n
forma, essent el producte en R seqüencialment o-continu, es

O »

I(ah -ag ) -*• 0. Amb això queda provat que afe¿_(m). D'altra ban-r* n B

da tindrem I1(af)=VI(ag )=V al(g ); però, com que {g } es crei-
n n n

xent, {ag } també ho es, i per tant V al(g )=o-lim a I(g ) =

= a o-lim I(g )=a. VI(g ) = a.I1(f),n n

e) Com que L „.(m) i L (m) son subreticles resulta que (g vg1 },
o u n' n

(g A g 1 }C L (m) {h vh ' }, {h A h ' }C L ( m ) són successions tais .que

et vg ' < f v f 1 ^ h v h 1 ig A g ' < f A f ' < h A h ' m-q.a. Podem
"n n n n 'n n n n ^

escriure per tant les relacions

h v h ' -g v g' < h v h 1 + h A h ' - g A g ' - g v g' = h + h ' - ( g + g ' ) ,
n n n n n n n n n n n n n n ^n n

h Ah'-g Ag 1 <h Ah1 + h vh'-g v g'-g Ag 1 = h +h'-(g +g'),
n n - n yn n n n n "n 3n 3n n n n ^n ^n '

amb les desigualtats satisfetes m-q.a. que permeten concloure
0 » »

que I (h v h'-g v g ' ) -»• O i que I (h Ah'-g Ag 1) -* 0. Amb això que_

'.da provat que f v f, f &£'e£„
3

Com que es tracta d'una extensió de la integral I:L (m>-*-R-.f

la continuarem denotant per I.

Observi's que de la definició es dedueix que si f=g i ge<£_ (m) ,
S

aleshores fe«£"!" (m) i I(f)=I(g). fis a dir, la integral I :<£ (m) -*• RL
S O T

és compatible amb la relació d'equivalència que tenim definida en
g^j ' ' ' ~ " - - - - - - - - - - - — -.. -- •

b . Definint I[f] - I (f) queda determinada una aplicació

I:L (m) -»• R que te totes les propietats b)-e) de 2.6.7, en el
B +

_, , ^
conjunt L_ (.m) =^ (m)/K . Com que L (m) es subsemigrup subreticulat,

ß B ~

estable respecte el producte per elements de R de F , I s'esten_
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drà de forma única al 5,-submòdul L (.m) =L* Cm) -L* (m) i al subreti-
B B B

cle L-(m)={ fe F ; f. , f . 6L (m)}, pels quals serà de nou P(L-(m))=o m Q ß

=L_(m) i, en principi, L_Cm)?í P (L„ (m) ) .
JD Ü B

Podem també estendre la integral I:¿C_(m) ->- R als conjunts
B T

(m) =^I(m) -cC (m) i /- (m) ={ fe^ ; f+ , f ~e<£t Cm) } , de tal forma que
m

-X i Lg(m) = <£-(m)/ * .

Aquí, i en general d!ara endavant, cometem l'abús d'escriu-

re felí Cm) en lloc de [ f ] e L (m) . També escriurem =: en lloc de
B B

- sempre que la referència a m pugui donar-se per sobreentesa.

En una forma semblant a com la condició de ser M o~-subre-

ticle era suficient per a que fos P(L (m) ) =L_. (m) resulta que tam

bé ho es per a que sigui P (L (m) ) =L (m) . Efectivament tenim:
B , B

2.6.10. Proposició. Si M és a-subreticle , aleshores:

a) f6L (m) si i només si existeixen funcions g,h£L (m) tais que
B ü

g <f < h m-q.a. i I(g)=I(h).

b) P (L (m) ) =L*(.m) , i per tant L_ (m) =L- (m) .
H B o o

c) f CL (m) si i només si f , f eL (m) i en aquest cas |f|eL (m) i
B B B

|Kf)

En efecte:

En ser M a-subreticle P (.L (m) ) =L (m) i per tant L.(m)CL (m).+ ( ú O O u

a) Si fel/Nm) i {g }CL,.(.m) i {h }C L (.m) son successions tais que

g f, h -I-, g < f < h m-q.a. i I (h -g ) 4-0 aleshores g=Vg eL (m),n n n n n n n u

ja que L.diOC L (.m) i ígn> es I-afitada, i I (g) =VI (gn) =1 (f ) ; i

h=Ah eL (.m), perquè L (m) és 6-complet, i I (.h) =Al (.hn) =1 (f ) . A més

g < f < h m-q. a .

Vegem, recíprocament, que si g, h e L (.m) són funcions tais que

g< f < h m-q.a. i I (.g ) = I (.h ) aleshores fei^Cm). Considerem una

successió {g }Ce tal que g t g i la successió {hn> amb ^n=h. Re-

sulta que {g } C L.(m)- {h } CL (m) , g < f < h m. q. a. i I (h -g ) =
^ 3n o n o n n n n

= I(h -h)+i(g-g ) -^-0. Amb això queda provat que feLß(m).
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b) Sigui feP(LB(.m)). Volem veure que feL*(m). Si f=f -f amb

f 1 / f 2
£LB ̂ i f1^ f2f considerem funcions g ,g ,h ,h eL^ (m) com

en a) ; és a dir, tais que

5l < f 1 <h1 m-q.a. i I (h., ) »JE.̂  ) = ICf.,),

92 < f 2 ̂  h2 m-<ï-a. i I0i2)=l(g2) = lCf2).

Aleshores <3^-^2 <
 f
1~

f
2 ̂

 hi~92 m~^-a- i sent f 1"
f
2 > °

m-q.a. serà O < ^gi~h2^ ^ f1~f2 ^^h1~g2^ m-q.a. La funció

g=(g1~h2) és de La (m) car g^ -h2eLCT (m) -La (m) =LW (m) i per hipòte

si PCL^ (m) ) =L0 (m) .

Anàlogament h= (h -g ) eLg (m) . i com que h -g_ O m-q.a. serà

(h -g ) ~il·\~^2 de manera ̂ ue tindrem I (h -g ) =1 (h -g ) . Així,

g,heL (m) son tais que g <f <h m-q.a. i I (g) < I (h) . Vegem que

I(g)=I(h). Tenim

Kg)=I(g1-h2)
+ > I'(g1-h2)=l(g1)-l(h2)=l(f1)-l(f2)

mentre que per altra banda,

Kh)=I(h1-g2)
+= I(h1-g2)= I (h1 ) -I (g2) -I (f 1 ) -I (f 2) .

Amb això queda provat, segons hem vist en a), que f e L _ (m) .s

c) Essent P (L_ (m) ) =L (m) es clar que feL (m) si i només si
B B ü

f ,f~eL (m) i aleshores es te que |f|e L (m) i que

| I (f) |=|l(f+)-I(f").| <-lCf+) -f I (f") = I(|f|).B

Com ja hem observat, de la Definició 2.6.6. de m-integrabi-

litat se'n- deriva en particular que tota funció de h m-equiva--

lent a una funció de L (m) es m-integrable , és a dir, <£ (m)cJC_, (m)
o ./v o

Quant a la inclusió contraria tenim una condició suficient que

l'assegura:
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2.6.11. Proposició. Si M és 0-subreticle, una condició su-

ficient per a que sigui <£ (m) =<£_(
m) és que en Lœ(m) es compleixi

1C |f |) = 0 =* f =0.m

En efecte:

Segons la proposició anterior, si f e ¿C (.m) i M és a-subreticle,
B T

existeixen funcions g,he L (m) tais que g < f < h mr-q.a. i

I (h) =1 (g) =1 (f ) ; és a dir, I(h-g)=0. Però h-g>0 m-q.a. i per tant,

I(h-g)=1(¡h-g|)=0 d'on, per hipòtesi, se'n segueix que h-g^ O, és

a dir que h ̂ g i per tant que f = g. En conseqüència feX (m). Amb
A

t ' -P "È" "P "^ maixò queda provat que ¿L (m) = <*x (m) „ "

Aquesta condició suficient es expressable en termes relatius

només a la mesura. En efecte, tenim la següent

2.6.12. Proposició. Si M és o-subreticle, aleshores una con<

dició necessària i suficient per a que es compleixi

I( f ) = O =* f A O
m

en L (m), és que m(a) ={m(A)?Aea } no contingui divisors de zero.
u

En efecte:

Vegem que la condició és suficient. Suposem que m(o. ) no té divi-

sors de zero i que fe L (m) és una funció tal que I(|f[)=0. Volem

veure que [ f ¿¿o] es m-nul.

Si fe E i f= S a.xA / amb a.^0, aleshores de
+ i=i x Ai i

n
iCf) = 2 a^íA^

se'n segueix, en la hipòtesi feta, que ha de ser m(A.)=0 per a

n ^
cada ie { 1 , . .. , n} , d ' on [ f ̂0] = .U A¿ es m-nul.

Si fe L (m) i {f } £ es una successió tal que f +f/ de
0 n -f- n

I(f)=Vl(f ) =0 se'n deriva que I (f ) =0 per a cada nepj , i per tant
n n

que [ f ¿o] es m-nul. D'aquí que [ f ¿Q] = Ü[ fj/0] sigui m-nul.
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Finalment si feL^ün), | f | eL (m) i per tant si I(.|fÍ)=0/es

] = [ | f | j* O.] m-nul.

La condició també' és necessària, ja que si m (a ) te divisors

de zero, aleshores existeix al menys una funció fe L (m) per a la

qual és I ( l f l ) = O i en canvi [ f ¿Q] no es m-nul. En efecte, con-

siderem dos elements a,b ¿ O tais que ab=0 i sigui b=m(A) per a

algun Aea. Aleshores la funció f= ax, es simple, [ f7*0] = A no es
A,

m-nul i I(f)=a m (.A) = ab = O. •

D'aquestes dues darreres proposicions, juntament amb les

propietats de la integral (£(m),I), se'n dedueix finalment el
¿\

següent

2.6.13. Teorema. Sigui R un ¿-anell O-c.c. amb el producte

seqüencialment o-continu; nuo. -»• R una o-mesura definida en una

cf-álgebra a de parts d'un conjunt X. Si se satisfan les següents

condicions :

1) La integral respecte m en e es seqüencialment o-contínua,

2) El conjunt M de les funcions fortament mesurables positi-

ves es a-subreticle,

3) m(a) no conté divisors de zero.

aleshores

a) £ (m) = ¿£ (m) i <jC (m) = ¿£ (m) es a dir, fe¿£ (m) si i només

si f ĝ per a alguna funció ge L ..(m) i si feoL_ (m) , alesho-
CU Q

res es pot prendre geLa(m).

b) Si Fefc és una funció mesurable, aleshores feò^,(m) si i
m B

només si |f | e&„ (m) i en aquest cas |l(f)| < I C |f | ) .

c) Per a la R-integral (06 (m) I) = (o£ (m) ,1) es compleixen

els teoremes clàssics de convergència monòtona, dominada

i propietat de Fatou, 2.6.3, 2.6.4 i 2*6.5 respectivament.

En efecte:

a) En aquestes hipòtesis hem vist (.2.6.11) que e£ (m) =<£ (m) i per
A o

tant cf_(m)=¿ (m) = íf e^ ; f - <3 > geL^U) }.ü A m «j
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b) Ja sabem que si f (m) aleshores If Uf-, Cm) . Recíprocament su-
ü B

posem que f er_ es mesurable i que |f[edL(m) i vegem que aleshores

fe<£ (m) . Sigui g una funció definida per tot m-equivalent a f io

mesurable. Aleshores |g|~ If I i com que I f |e<f t Cm) també |g|e<fl"
' • l i i l B ' l l ]̂i

A mes g ,g e M i per tant g ,g e L (m) de manera que ge L (m)( i

essent f =g, pel que acabem de veure en a), resulta que fe<£ (.m),

tal com voliera provar. •

Observi's que quan R=R se satisfan les tres condicions del

teorema 2. .5, i per tant ¿£ (m) =oi (m) =c£ (m) . En la secció següent
o A \

estudiem en quines condicions se satisfan les hipòtesis del Teo-

rema anterior en el cas particular d'una o-mesura m:a ->• R .

Abans d'estudiar aquesta integral, volem fer observar que la cori

dicio sobre m (a ) no es necessària per a que sigui ¿f (m) =oi (m) i
5 A

per tant per a que en (¿f (m) ,1) es compleixin els teoremes de con
B ~~

vergència. Efectivament tenim:

2.6.14. Exemple. Sigui nu^tf) -»• R+ una o-mesura valorada en

un ¿-anell (j-c.c. amb el producte seqüencialment o-continu. Ales-

hores per a la integral respecte a m de funcions fi/V-*- R es <£ (m)
r> ------------ ........ ~ B .....

= «; .(m) independentment de si m(V(N)) conté divisors de. zero o no.
A

En efecte: Segons hem vist en l'Exemple 2.4.2, en aquestes

hipòtesis M es a-subreticle i M ={f:# -»• R,}. D'altra banda la in+ + + —
tegral respecte m en e es seqüencialment o-continua, j a que pot

considerar-se com un cas particular de l'Exemple 2.3.3.

Sigui (a ) la successió que determina m (veure 1.7. 7.). Si
n

f = (b )eM , aleshores les funcions f = (b ,b ,...,b ,0,...)ee so'nn + n i ¿. n T
n

tais que f |f, de manera que, essent I(f )= 2 b. a., feL (m) si
n n • _ , i i v

i nome"s si la sèrie o-2 b a es o-convergent.
n n •

Un conjunt AC N és m-nul si R. C A. Q= {.ne N ; an=o}.

, A . - i

Vegem que ¿L (m)Cct Cm). Sigui feX (m) . Com que M es a-subre-
B A ' -o *"



-130-

ticle, existeixen funcions g,heL (m) tais que g<f<h m-q.a. i

I (h)=I Cf)=I(g) . Sigui Be9(#) tal que g<f<h en B i m(B°)=0; ales-

hores gxB ^
fXB

!^ hXB
 de manera que com que hXB

eL (m), també és

fxB
£L (m). Finalment, de f~fx se!n segueix que fe<& (m) .

7. LA INTEGRAL RESPECTE UNA O-MESURA m;a -»• fl.

Sigui I un conjunt d'índexos qualsevol; m:d •> fí una O-mesu-

ra positiva definida en una a-àlgebra de parts d'un conjunt X; i

sigui F una funció F:X •*• n . Designem per F. i m. la component

i-essima de F i m respectivament; cada m. es una mesura real posi-

tiva definida en a.

(4)
Segons hem vist a l'Exemple 2.3.4, la integral respecte m es

seqüencialment o-contínua en el ¿-submòdul de les funcions a-sim-

ples F:X -»• a , i per tant pot aplicar-se el mètode de Danieli per

a estendre-la als conjunts L (m) i L (m) i d'aquests estendre-la

a c£ (m) i ¿t (m) . Recordem que si com és usual designem per L^Crn.)
B B ' i

l'espai vectorial de les funcions reals m.-integrables Lebesgue,

definides en X, aleshores L·1 (m. ) =L_ (m. ) , mentre que L (m.) e's el
1 £> 1 U I

conjunt de les funcions reals finites i positives definides en X,

a-mesurables, m-integrables Lebesgue.

2.7.1. Proposició. Si F:X •+ R es una funció definida m-q.a.

en X i Fe L (m) aleshores F.ei,1 (.m.) per a cada ie i . i jFdm=(J F . dm. )

En efecte: Desglossarem la proposició en diversos cassos. Te-

nim :

1) Fee =* F .e e per a cada ie I i jFdm = ( |F . dm. ) . Aquest cas ja

l'hem estudiat en l'exemple 2.3.4. abans citat.

2) F6L (.m) =*• P. e L Cm'.) per a cada ie I i /Fdm= (/F. dm. ) . Sigui {F }Ce

una successió tal que F tF. Aleshores F -f-F. per a cada ie I in 0 n0 i

{F1}C e ; com que ÍF dm=( fF1dm.), de l'existència de V fF dm se'n
n + ' n - ^ n i ^ nn

deriva la de V fF1dm. per a cada ie I. D'aquí que F.eL (.m. ). A mes
• ' n i i u i

n

ÍFdm = V ÍF dm = V ( /F 1 dm.) = (V /F^ d m . ) = ( / F . d m . ) ,J ' . . n n i n i 1 1N n n

(1) A partir d'aquí usem indistintament els signes I ( f ) i f dm per a indicar

la integral de f respecte a m.
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tal com vollem veure.

3) FeL (m) =*• F . eL 1 Cm. ) per a cada ie i i f Fdm = ( Í F . d m . ) . Siguin
ö 1 1 ^ i i

{G } C L Cm) , {H }C L (m) successions de funcions tais que G i,n Q n 0 n
o

H 4-, G < F ̂  H m-q.a.,per a cada n natural, i / (H -G ) ̂  0.

Aleshores, com que N = H N , és
m i wi

G < F, < H m.-q.a.n i n i

per a cada n natural i iel; a més H CL (m.), com acabem de veu-
n a i

re, i G ei» »(m.) com anàlogament es provaria, de manera que
n o i •

f(H1-G1) 4- O per a cada ie i.1 n n

Amb això queda provat que cada funció F. és m.-integrable,

és a dir, que F . e L * ( m . ) , i a més

j Fdm = A ÍH dm = A (/ H1 dm. ) = (A /H1 d m . ) = ( f F . dm. ) .y ' n n i n i ^ i i
r» i-i i*»n n - -

Ara es immediat veure que si FeL (m) , aleshores F.eL1 (m ) i
B 1 1

també /Fdm = C /F. dm. ) , ja que si FeL (m) i es F=G-H amb G , H e L ^ ( m ) ,
X X o H

es té F.=G.-H. de manera que G.,H.eL·1(m.). Per tant F.eL1(m.). A

més

J Fdm = /Gdm - / Hdm =(/G.dm.)-(./H.dm.) =/F.dm..

Amb això queda demostrada la Proposició. •

2.7.2. Ob s e rva c i on s. Aquestes observacions fan referència a

un possible recíproc de les diferents parts en que hem dividit la

demostració de la proposició anterior.

a) Si F.ee per a cada iel i I és f init, aleshores F= (.F. ) e E • i no

pot suprimir-se la condició de finitut de I.

En efecte, per a cada F. queda determinat un nombre finit de con-

junts {Â }C a, sobre els quals F. és constant. Aleshores si I és
JC X

finit les funcions {F.} determinen globalment un nombre finit de



-132-

conjunts íAk)iek sobre els quals F és constant,i per tant F is

a-simple.

Per a veure que no pot suprimir-se la condició de finitut

de I considerem el segú'ent cas:

Sigui X={x ,x , ...,x ,...} un conjunt numerable; a= (X) i

I=X. Per a cada neN considerem, la funció F : X -»• R definida per

F (x)=n, si x=x , i F Cx)=0, si x¡¿x . Aleshores cada funció F
n n n n n

és simple i F= (F } no ho es ja que el conjunt de valors que pren

F es el conjunt {a. e R ; a = (.0 , . . . , O , n , O , . . . ) } que és numerable. •

b) Si F .e e per a cada ie I i I és numirable, aleshores F= (.F . )e L (m)

A mes no pot suprimir-se el que I sigui numerable. Posem

I={i ,i ,...,i ,...} i considerem per a cada n natural la funció

G : X -v A p e r a l a que

(
F. sii < i ^ i ,

x

O si i < i.
n

Pel que hem vist a a) cada G és cr-simple; 0 < G < F i G t F ,
' n n n 0

ja que per a cada i=i ei tenim G =F . per a tots els n 'S* p . A mésp n i

{ [G dmj és o-afitada car /G dm < ( /G1dm.) < ( /F. dm.); per

tant FeLg. (m) .

Que la numerabilitat de I no pot ser suprimida ho veurem al

final de c) .

c) Si F.eLa. (m.) i I és numerable aleshores F= (.F . ) €L0 (m) . A més

no pot suprimirse el que I sigui numerable.

En efecte: Si per a cada iel, {g }Ce ss una successió de funcions

tal que g1 t F., resulta que les funcions Gn
=.(9̂  son de L

pel que acabem de veure en b) , i G + F; a més {/ G dm] és o-afit^n n ~*
da. Per tant Fe L (m) .

Conseqüència immediata de c) és el resultat que ja hem ana-

litzat en l'Exemple 2.4.3: quan I és numerable L (m) és ¿-complet.er
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Efectivament; si {?n}CL i Fn |F , aleshores, per a cada ¡el,

n i F 4-F . , de manera que cada F. es real mesurable

positiva; per tant F .e L (m.) i, com que I és numerable, F=(F.)

es també de L (m) .

Vegem, amb l'exemple següent, que no pot suprimir-se la nu-

merabilitat d'l ni en b) ni en c) :

2.7.3. Exemple. Consideri's la funció F-[0,1] -*-&• ' * defi_.

nida per F(x)=x6 , Cada component F de F és simple i F / L (m).
x Y cr

En efecte: Observem en primer lloc que per a cada ySR és
F =y 5 t i per tant F és simple, ja que

I y si y=x
F (.x) = Cx6x) (y) = = (,yOy) (x) .

l o s

D'aquí se'n segueix que si G:[0,1] •*• R ' ' és una funció tal

que 0^ G ^F, ha de ser 0^ G(x) ̂  x<5 per a cada xe[0,1] i
JÍ.

per tant G(x)=a 6 per a algun nombre real a tal que O < a <x.x x A x
En conseqüència, si O ̂  G ̂  F i x^z, aleshores G(X)AG(Z)=O, és

a dir, G no pot pendre el mateix valor no nul en dos punts dife-

rents. D'aquesta manera, si G és a més simple, ha de ser necessa^

riament nul.la,excepte en un nombre finit de punts com a màxim.

Si tenim funcions G ee tais que 0< G < F, el conjunt

[G ^O] és finit, per a cada ne N, de manera que si G t alesho-n n 0
res [ VG ^O] = U[ G 5̂ 0] és com- a màxim numerable i, per tantxno pp_

n
dra ser mai G fF.ja que [F^O]=[O,1].n o

Designem per N el a-ideal dels conjunts m-nuls de a i per
m

N. el dels conjunts m.-nuls de a. És clar que N= H N. i per tant
x iel

la m-equivalència de dues funcions F,G:X -*• R implica la m.-equi
3. ~""

valència de cadascuna de les components F.,G.:X -> R. El recíproc

és fals en general. En efecte, tenim la següent propietat

d) Sigui F= (F . ) , G= (.G . ) ; I numerable. De la m-equivalència de F.

amb G. per a cada iel,se"n segueix la m-equivalència de F i G si

i només si H.=N. per a tots els i,jel.
•
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Quant al "si" tenim que si per a cada i el existeix un conjunt

AieNi tal que Fi=Gi en A°/aleshores A= u A- és un conjunt de a,
c i

m-nul, pel qual F=G en A .

Pel que fa al "només si", provarem que si N. j¿N . per a alguna

parella d'indexos i,je I aleshores existeixen al menys dues fun-

cions F,G tais que cada F. es m.-equivalent a G. però F no es

m-equivalent a G.

Sigui A eN. -N.. Aleshores m. (A)=0 i m.(A)^0. Per tant
1(3 ^ IQ 3 .

m(A)?íO. Considerem la funció G= (G. ) definida així: G. = ax,/ G.=0
3» 1 A. 1

O

per a tots els Í5¿i . Cada component G. de G és m.-nul. la i si
O ' 1 1

,G no és m-nul.la. •

: És fàcil veure que en la demostració de la part "si" és

essencial que I sigui numerable. Si no ho fosf no podríem asse-

gurar que A=UA.ea ni, en cas de ser Aea, que m(A)=0. Efectiva_

ment, si considerem la funció F:[0,1] ->A ' com en l'Exemple

2.7.3. definida per F(.x)=xS., aleshores, prenent per a cada com
3C ^̂ ^

ponent ye[ 0,1] la mesura de Lebesgue de la longitud en a = 2u ., ,

és N =N per a tot y,ze[0,1] i es té F -O per a cada ye[0,1],

mentres que F#0, ja que [F^O] = [0,1 J.

e) La condició N.=N . , per a totes les parelles d'indexos i,je I,

és equivalent a la de no haver-hi divisors de zero en m(a).

Per acabar, i com a conseqüència de tot el que s'ha vist

tenim la següent

2.7.4. Proposició. Sigui I un conjunt numerable i m:a ->• #

una o-mesura positiva per a la que m(a) no conté divisors de ze-

ro, és a dir, per a la que N.=N. per a tot i,je I. Aleshores

a) o£B(m) = ¿A(m)

b) F = t F . ) e L (.m). •»• F . e L 1 ( . m . ) per a cada ie I, i en aquest cas
1 B 1 3 -

/Fdm =('. /F .dnu) .
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En efecte:

a) Segons hem vist en 2.3.4. i en c), es compleixen les hipòte-

sis del teorema 2.6,13. i per tant <f (m) =cP(m) .

b) Com que la Proposició 2.7.1. ens dóna la implicació en el seri

tit ( => ) , només ens cal provar l'altra. Sigui F=(F.) amb F ß I/* (m.)

per a cada iel. Podem suposar que F > O. Aleshores per a cada F.

existeix una funció G.eL (m.) tal que G. - F.. Per ser I numerable
x. a x ^ a. i

G=(G.)eL (m.) i si a mes m(a) no conte divisors de zero resulta

que F=G. Per tant pe<í (m) , es a dir, FEL (m).*
A . o

8. LA INTEGRAL INDEFINIDA.

Sigui R un ¿-anell o-c.c. amb el producte seqüencialment

o-continu i m:a •*• R una o-mesura definida en una a-àlgebra a

de parts d'un conjunt X.

Recordem que donades una mesura real m:a -+R i una funció

£e L** (m) , l'equació, ü (A) = f f dm =JfXadm defineix una nova mesura
A A

en a, que s'anomena la integral indefinida de f respecte m. És

sabut que Jt es absolutament m-continua, és a dir que

lim ¿(A) = O,
m

o equivalentment, que ü (A)=0 quan |m|(A)=0.

En aquest apartat estudiem l'anàleg de la integral indefi-

nida respecte una o-mesura.

2.8.1. Definició. Donades una o-mesura m:a •*• R i una fun-

ció f m-integrable anomenem integral indefinida de f respecte m

la funció de conjunt í, :<* -»• R definida per

£(A)=

sempre que aquesta integral existeixi per a cada

Es tracta de veure en primer lloc si £, està definida per a

totes les funcions fe<£ (m) o, en tot cas, per a quines funcions
B „

fe¿P (m) hi està,. i d'estudiar les propietats fonamentals de Ä.
H
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2.8.2. Teorema. Per a tota funció fe<£ (m) està definida la
B

integral indefinida de f respecte m. A mes £ es una o-mesura

o-afitada, seqüencialment m-contínua.

En efecte:

Suposem primer que f és simple i positiva. Aleshores si

n
f = 2 a. Y

- ï iAA.x=1 i

i Aea resulta que la funció

es també simple i positiva i per tant,per a cada Aea;està defi-

nit £(A) = / fdm.

És immediat que £ es additiva en a. Quant a la 0-additivi-

tat observem que si {A }Ca es una successió tal que A 4-0 ales-
P P

hores A A. 4-0 per a cada iê.{1 , . . . ,n}; essent m o-mesura sera

o-lim m(A A.)=0; per a cada ie(1,...,n } ; per tant

£(A ) = 2 a.m(A A.} + 0.
P i=| i P x

Pel que fa a la m-continuïtat, observem que de la definició es

dedueix, si a=v{f (x) ; xe x}=a. v. . . va , quei n

n n
£(A) = S a.m(AA.) ̂  a. S m(AA.)=a.m(A),

on donem per suposat qut treballem amb la representació canòni-

ca de f, és a dir, que els conjunts A. són mútuament disjunts;

essent el producte en R seqüencialment . Q-continu, is clar que
o o

£(A ) -*• O quan m(A ) -* O, is a dir, que £« m.

Sigui ara feL_(m) i if} E una successió tal que f t f io n + n 0

J fdm = vjf dm. Aleshores per a cada Aea resulta que f XA
e£ >

^ Xa ̂ X -i ' {f i( ®s I-afitada; per.tant fxa
eL (m) i /fx dm=

=V /f Xn
din. La integral indefinida està doncs definida. Quant a

n
les propietats de Ä, observem que si designem per £ la integraln
indefinida de f . tenim £ t A ; així tant la cr-additivitat com

n n p '
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la convergencia de la successió de o-mesures{¿ } es uniforme i
n

per tant, segons 1.4.5. es també a-additiva. (l\ Vegem que
o o

£« m. Cal provar que si m CA.) •*• O aleshores J¿(A.) •*• O, on
S X X

{A.} és una successió d'elements de a.

Com que % t í uniformement en a existeix una successión p '

ò ió tal que, per a cada A.e{A.} i p natural,p x x

O < £(A..) - £ (Ai) < 6 . (*)

Vegem que existeix o-lim£(.A.) i Is O. De (*) i prenent suprems

se'n dedueix que per a tot p,ne#,

V ¿(A.) < V ü (A.) + 6
• -s. 1 • ̂  P !• Px ̂ n x >n *

d'on, tenint en compte que p« m,
S

0 < o-lim ¿ ( A j L ) < o-lim £ ( A ± ) = A V £ ( A J L ) <
n i > n

< A _V^ A p ( A i ) + 6p - o-lim A p ( A . _ ) + 6p= «p ï

i com que p is arbitrari i 6 ^0 resulta que existeix o-lim j£(A.)

i que es O, tal com vollem veure..

Observem de pas que en ser &« m i A 1 2, les ü resulten
S ¿-t- ií

ser uniformement seqüencialment m-contxnues, és a dir: Si {A.} a
— — — . o !

es una successió de conjunts tal que m CA . ) -*• O, aleshores

teix una successió 6 .̂ 0 tal que, per a cada n natural i cada

A.ea, es té 0< £ (A. ) < 5. .x n x x

Finalment, sigui f e£_, (m) . Si g t, h 4- són successions de
D ri n

funcions {g }CLr(m) i íh }CL_(m) tais que, per a cada n natu-
^n o n o

ral, g < f< h m-q.a. i /(h -g ) dm iO , resulta que per a ca-

( :) En (1.4.5.) el grup G on prenien valors les o-mesures era c.c.

i el resultat feia referència a xarxes; no hi ha problema en veure

que si G es a-c.c., aleshores el resultat es vàlid per a succe-

ssions .
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da Aea gs gn ̂ < f ̂  < hnXA ra-q.a.., on {ĝ } C i (m) i

i com que J (h \ -<3 x , ) d m = J (h -g ) x * d m < (h -g ) d m ," -- - n A n A * • n - n A n n

J
o „ .

(h Y,-g X a ) d m -»• 0. Per tant f x, e<£0 (m) i, en conse-
il ** il ** ^̂ \̂ ' O

qüencia, està definida la integral indefinida de f respecte m,

¿CA) = JfXAdm.

A més A(A)=V / g dm = AJ h dm.. D'aquí que si £ designa laA' n A n n

integral indefinida de h , el que tenim és que £ 4- £ en Cl . De

nou. les o-mesures £ són uniformement cr-additives i £ 4-£ unifor
n ^n —

mement en o. i per tant, segons 1.4.5. resulta que £ és o-mesura.
o

També, com que per a cada ne# és £ « m resultarà de m (A.) - » - O
o

i O <£(A.) < £ (A.) que (A.) •+ O , es a dir, que £« m.
i n i i s

Ara no hi ha cap problema en considerar una funció fe£ (.m) .
B

Si f=g-h amb g,he<£ (m), serà fx,. = gX,-hX,f de manera que estarà
o A A A

definida la integral indefinida de f i serà

(A) = /fX dm = JgX dm - /hx dm -A

on per Ä i 5, designem les integrals indefinides de g i h res-

pectivament. És clar que ü no depèn de l'expressió de f com a di_

ferència de dues funcions de X„ (m) . D'altra banda, ja que ü i
o 1

A són dues o-mesures positives i seqüencialment m-contínues í, es

una o-mesura o-afitada i .seqüencialment -m-contínua.

Amb això queda acabada la demostració del teorema. •

9. LA INTEGRAL RESPECTE UNA O-MESURA I EL TEOREMA DE. RADQN-NIKODYM.

És clar que si fe£ (m) i f- g aleshores f i g defineixen la
B

mateixa integral indefinida. Per tant el teorema anterior ens per-

met associar a cada funció fe L (m) una o-mesura o-afitada 0 se-ts x
quencialment m-contínua i per tant m-contínua. Serà possible es-

tablir algun anàleg del teorema de Radon-Nikodym?. És a dir, si

m:a •* R i A:<z •*• R son dues o-mesures, i A és seqüencialment

m-contínua o', senzillament, m-contínua, existeix alguna funció f

m-integrable tal que ¿(Aj= J.f dm per a cada Aea ?. I en cas d'exis_
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tir es única?, is a dir, si h és una altra funció d'aquestes,

es h=f m-q.a.?.

Pel que fa a 1'existència de la funció és fàcil veure que

el teorema no es compleix. En efecte, el següent exemple, ins-

pirat en un de Wright [34] , ho mostra:

2.9.1. Exemple. Sigui X={a,b} un conjunt de dos elements;

a l'àlgebra dels subconjunts de X. Considerem les mesures

£,m:tt ->• R2 definides, per m(a) = £(n) = (.1 ,O, i m (b) = A(.a) = (.0 , 1 ) .

Aleshores £« m, i per tant també &<<m, i no existeix cap funció
2 ^

f:X -»- R tal que ¿(A)=/ fdm en a.
£\'

Efectivament. Si existís una tal funció per a A={b} tindríem

(1,0) =£(b) = fda = f(b) m(b) = (0,f(b))

i això is impossible.

La unicitat de la possible derivada de Radon Nikodym, supo-

sant que existeixi, tampoc es pot assegurar. En primer lloc és ne_ ; ,

cessari que m(a) no tingui divisors de zero. Precisant, tenim

2.9.2. Proposició. Siguin m:o.-*- R, una o-mesura; f,g funcions

m-integrables i & ., & les o-mesures m-contlnues definides per f i

g. Una condició necessària per tal que

£_ = ü =*• f = g m-q.a.
f g

és que m{a). no tingui divisors' de zero.

En efecte: Si m(.a) ti divisors de zero aleshores la mesura

idènticament nul.la pot obtenir-se tant de la funció f=0 com de

la funció fee , l'existència de la qual ha estat provada en 2.6.12,

que is no m-nul.la i per a la que Jfdm=0. •

Queda pendent la qüestió de si aquesta condició necessària

is també suficient.

En una aproximació a l'anàlisi d'aquest problema hem vist

que en el cas particular de o-mesures valorades en el ¿-anell

R=tí f aquesta condició, juntament amb la de que I sigui numerable,

ens assegura no sols la unicitat si no també l'existència de la de_
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rivada de Radon-Nikodym.

2.9.3. Proposició. Sigui I un conjunt numerable, m:Ct ->• R

una o-mesura positiva en una a-àlgebra et de parts d'un conjunt

X i £:tt ->• R una o-mesura qualsevol m-contínua. Si N. =N. per a

tot i,j£I (N. es el cr-ideal dels conjunts m.-nuls), aleshores

existeix una funció Feot, (m) tal que &(A)=J F dm, per a tot

Si H es una altra funció amb la mateixa propietat, alesho-

res H=F m-q.a.

Abans de provar aquesta Proposició, ens es util fer les se-

güents observacions, que apleguem en un Lema previ.

2.9.4. Lema. Siguin ¿,m:Ct •> R dues o-mesures en una cr-al-

gebra de parts o, d'un conjunt X; m positiva. Designem per £. ,m.

les components i-essimes de ¿ i m respectivament. Aleshores

1) i.« m. per a tot iei =*" ¿«m.

2) &«m =* 5,. «m, per -a cada iei, si i nome's si m(a) no te divi-

sors de zero.

3) Si m(a). no te divisors de zero, &s a dir, si N =N'. per a tot

i,jei, aleshores A«m si i només si £«m.

En efecte:

1) es immediat: si m(A)=0 aleshores m.(A)=0 per a cada ieI i per

tant £. (A) =0 per a cada iei. D'on resulta que A(A)=0.. Amb això

queda provat que £«m.

2) Per a veure el "si", suposem que m(a) no té divisors de zero,

es a dir que N.=N. per a tot i,jei/i que í,«m. Volem veure que

aleshores ¿.«m. per a cada ie i.

Sigui m.(A)=0. Aleshores serà m(A)=0.i per tant £(A)=0, d'on

se segueix que A.(A)=0.

Per a veure el "només si" basta provar que si m(a) té divisors

de zero aleshores no és cert que £«m =*•£.« m.. El mateix Exemple 2.9.1

ho mostra: allí £«m i en canvi ni ̂ «m^ ni ̂ 2
<<m2"

3) Tota mesura seqüencialment m-contínua és m-contínua; per tant

només cal veure el recíproc. Sigui Jl«m i sigui {Ä }C o. una successió
o no

tal que m (A ) -*• O. Cal, veure que aleshores £ (A ) ^-0.
n n
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Si m(a) no té divisors de zero serà A.«m., segons acabem

de veure en 2); i, com que per a mesures reals definides en

tf-àlgebres els dos conceptes coincideixen, resulta que A. << m..
1 S X

Així, si m CA ) -»- O, serà m. (A ) -* O i per tant ü. (A )-»• O, per a
n í n „ i n

cada ie I, i en definitiva £(.Â ) -»• O, tal com voliem provar. •

Demostració de la Proposició 2.9.3. Sigui í, «m. Volem veure

que existeix una única (m-q.a.) funció £e¿ Cm) tal que A(.A)=/ fdm
Jj A

per a cada Aea.

Segons el que acabem de veure serà -A. «m. per a cada ie I / i

per tant, existiran funcions f .eL' (m.) tais que

VA) - /A fi dmi'

per a cada ie I i Aea. Podem suposar que f. 6L..(ni.), ja que si

f. e I* (m.), existeix alguna funció g.eL^(m.) tal que g . =: f . i i
X X *• , X ^ X ~ XX

aleshores g. i f . determinen la mateixa integral indefinida A. .

Aleshores les funcions F =(f. ) i F =(f. ) són de La(m) i per

tant F=F -F e L (m). Finalment, tenim que FX, = (f-Xa) d'on
t ¿ Cu ** X /*

/ n F dm =/ FXn dm =(/f,Xa dm ) = (/ f dm ) = ( ü (A) ) = ¿(A),
A A X r * X ra 1 J- X

es a dir, F es la funció que buscàvem. Per a veure crue es única,

suposem aue Ge& (m) es una altra funció tal aue , per a tot Aea,
B

/A F dm = /A G dm.

Aleshores serà / F . dm . = /_ .G .- dm. per a cada iel i Aea, de

manera que serà F.- G.. P"érò, essent I numerable i N . =N . per a
1 1 1 3

tot i,jel, això significa que F~ G. •

_10. SOBRE ALTRES FORMES DE CONSTRUCCIÓ DE LES EXTENSIONS DE LA

INTEGRAL RESPECTE UNA O-MESURA.

a) Integral no positiva.

En lloc de treballar inicialment només amb funcions positives

podiem haver partit del Jk-mbdul E de totes les funcions simples i
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considerar els conjunts

ü = { fe R ; 3 { f } c E^ f t f } ,
n + / n 0

L = { fe R ,- a { f n} c e , f í f } ,

en una forma semblant a la construcció de la integral que es fa,

per exemple, en [ 22] i [ 1 1] . Aleshores U i L, que contenen la

funció idènticament nul. la, son estables respecte la suma, el

producte per elements de R i les operacions reticulars, i U=-L.

Posant

I (f ) = V I (f ) si feu.
n

i
Kf) =-i(-f) si feL

(que equival a posar I(f)= Al (f ) quan feL=-U) , s'obté una apli-

cació I: U<J L -*-R, valorada en l'ampliat de R, que resulta ésser

ben definida, com es comprova de forma totalment anàloga al cas

estudiat, i per a la qual

feu+ , I(.f)< + oo <*• feigem),

«»• f eL(m) .

Quan feuyL i iCf)^*00 diem que f te integral finita. En L (m) i
~ a

Lj.(m) aquesta nova integral coincideix amb la primera extensió de

la m-integral I en e .

Si considerem el conjunte^ (m) de les funcions f e *& per aÇf m

les que existeixen dues successions« {gn>C L i (hn) C U, de fun_

cions amb integral finita, tais que

a < f <h m-q.a. per a cada ne# ,
n n

1 I(hn) - lCgn) -^0,

resulta, de la mateixa definició de * c (.m) i de les observacions

fetes aquí dalt la següent



-143- y

2.10.1. Proposició, ge satisfà P (¿g (m))=ä^(m) i per tant
n C B

En efecte:

La inclusió <£ (m) C P (<£ (m)) es immediata, car L r C-U i L

les .dues integrals coincideixen. Vegem la inclusió en sentit

contrari: sigui fe£> (m), f 5*0; cal veure que aleshores fe«6 (m).
c B

Si f ^ O i g , h son funcions tais que, per a cada n natural,

es g eL, h eü, g < f <h m-q.a. i I (h ) - I (g ) •+• Q, aleshoresn n n n n n

g eL = L r ( m ) i h eU ; com que h >0 m-q.a. és h = h i, pern + 0 n + n ' n n

tant, I(h ) = I (h ) és finit. En conseqüència h e L _ ( m ) . A mesn n n cr

lCh + -g + )= I (h ) - I ( g + ) < I (h ) - I ( g ) + O . Amb això resulta que les
n n n n n n

successions {h } C r, (m) i {g } C L . ( m ) compleixen les condicions
n CT n ò

que asseguren que fe<&_ Cm) . •
H

D'aquesta proposició se'n segueix de forma immediata que si

M es cj-subreticle, aleshores, ¿£ (m) =oü (.m) .
"** C o

b) Per m-equivalèncie.s.

A partir de la primera extensió (L (.m),I) de la integral

respecte una o-mesura m (e., I)/ poden ser considerats diferents

conjunts de funcions "m-integrables", tots ells introduits a tra

ves de les relació de m-equivalència.

En aquest sentit ja hem considerat el conjunt^ (m) (defini-
%

ciò 2.6.1). En general podríem prendre també els conjunts

(m) = {fevK ; f= g, gè L
CO m uu

¿-(m) = {fe1* ; f = g, ge L-Cm) }
u m w

pels quals tindríem «¿-Cm) C<í r (m). C <£a Cm) Ccf Cm) . Si M és a-subre-
(¿) A A Cu T

ticle, aleshores L Cm)=L^(m), i per tant en aquest cas els qua-

tre conjunts coincidirien.

En relació als conjunts cí Cm) i oC-(m) tindríem a mes que
O o
*ï Cm) cae Cm) i ¿fin) C ct.. Cm) .
** o Cu tí
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Finalment si consideréssim, per a l'obtenció de la segona

extensió, el conjunt de funcions f:X ->• R per a les que existei^

xen dues successions {g }CL,Cm) i {h >CL (m) tais que g < f< h ,
n o n o" n n

o
per a tot ne# , i I (.ĥ -ĝ ) -> O , en una forma semblant a com es fa

en [22] i a partir d'aquest conjunt, que indiquem per L (m), con-
H

sideressim el conjunt

_; f = g, ge L (m)} ,
-* Ui £«

obtindríem funcions m-r integrables de manera que tindriem

X . (m) C dC Cm) C í, (m) .
A E* S

Resumint, podriem representar les relacions entre aquests dife-

rents conjunts de funcions m-integrables en el quadre que segueix

l
£-

J

X (m) c—» <£,
w f* "

Per tot el que hem vist, si M es G-subreticle, els quatre

conjunts de la primera columna coincideixen. La Proposició 2.6.10,

ens prova que també coincideixen ¿- (m) i ¿¿^ (m) . Finalment, una de-

mostració anàloga a aquesta que acabem de citar ens provaria que

Si a mes m(a) no conté divisors de zero, aleshores, segons

hem vist en 2.6.13, £ (m)= d. (m) i per tant, en aquest cas, tots
B A

els conjunts que apareixen en el quadre coincideixen.

c) Integració de funcions no finites.

En el plantejament que hem fet, en aconseguir els conjunts

oLCm) o£ (m), estem treballant amb funcions definides m-q.a., d<
A B

manera que podem incloure-hi aquelles funcions f :X -»• R definides
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m-q.a. i valorades en l'ampliat del Ä-anell R per a les quals

el conjunt [ f= + »] és m-nul.

Ara bé, si d'entrada admetéssim, per a les funcions defi-

nides en X i valorades a R els valors impropis +°°, resultaria

que tota successió íf
n^

ce+ monòtona creixent tindria límit

puntual. Podrien considerar el conjunt

La = {f : x ->• R; a {fn}ce+, f n t f } .

i definir I f (fi = VI(f ), com usualment es fa, en construir lan
integral-de Lebesgue respecte una mesura real.

Apuntem aquí uns problemes, que, per quedar pendents de re_

solució, poden justificar el que hàgim treballat només amb fun-

cions finites.

Primer. El primer problema que apareix és que així defini-

da I1 pot no estar "ben definida": volem dir, que si {g }ce, és

una altra successió tal que g f f pot ésser que - VI (g ) no coin
n 0 n —

cideixi amb VI(f ).
n

En efecte, el raonament que utilitzàrem per a provar que

era una "bona definició" quan consideràvem només funcions fini-

tes ('2.1.6) no val aquí. Efectivament, de g i f i f t f non o n o

se'n pot deduir que g Af + 9 Af=g , ja que per a un xeX pel

qual f(x)=+o> resulta que (ĝ f̂ ) (x) =gn (x) Afm(x) 4. gn (x) , (vegi's

el comentari al final de l'apartat 2 del capítol Q).

I de fet, al menys en general, I1 no pot definir-se en L°°,

com mostra le següent:

2.10.2. Proposició. Si m(a) conté algun divisor de zero,

amb co-divisors positius per l'esquerra, que no és annulador

per l'esquerra de l'anell R,aleshores no pot definir-se la int£

gral a L°°.

En efecte: Sigui asm (.Al un divisor de zero pel qual exis-

teixi algun element be R, tal que ba=0 i algun ce R+ tal que

c a >0.

Considerem la funció f: X -*• R { + 00} definida per f (,x)=0
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si x/A j. f ( x ) = +00 si xeAi aleshores feL°° ja que les funcions

frTnbXAe£+ s6n tals que fn f f- A mes lCf ) = n b m ( A ) = n b a = 0 per
O *̂

a tot n natural. En conseqüència hauria de ser I'(£)=0.

D'altra banda també les funcions g =ndX e £ son tals que
n ¿T •

g t f. Però I Cg ) =n, c .m(.A). =n . c .a f+« i per tant hauria de sern P n

I« (f}= +00. B

Per tant, la construcció de la primera extensió de la inte

gral respecte una o-mesura per a la que se satisfan les hipóte

sis d'aquesta proposició, es inviable.

El cas de la integral respecte una o-mesura m:tt •+• R f per

a la que fos N . j¿N . per a algunes components m., m,, es un cas

concret on no pot treballar-se amb L .
XJ

Segon. Suposant que sigui possible definir la integral en
ço
L apareix encara un segon problema.

Per a poder considerar els conjunts L (m), L- (.m) i, en de-
o + w ca

finitiva,X (m), cal sumar funcions de integral finita; i per a
B oa

poder-les sumar caldria veure abans que si feL i I'(f)< + <»

aleshores f es finita m-q.a. En aquest sentit tenim la següent

2.10.3. Proposició. Suposi's que pot definir-se la integral

en L°°. Si no tots els elements de R, són divisors de zero, ales-
CT OQ

hores tota funció feL amb integra.l finita, per a la que [f=-H»]ea,
CT

és finita m-q.a.

En efecte:

Sigui be R un element positiu que no sigui • divisor de zero;

{f } C e una successió tal que f f f ; A=[ f=+oo] . Considerem les
n + n. o

funcions

- fn XA' + n b XA

i suposem que mCA)=.a>0. Aleshores gnee+, per construcció, i

gn +f i,per tant(I'(f).=VI.Cgn). - Per¿ I Cgn> =1 tf nXA, ) +1 UbxA) =1 (f nXA , )

+ n.b.a i, com que per hipòtesi es ba>Q, resulta que I(.gn)t+oo, con

•tràriament a la hipòtesi que I'(f)< +°°. •
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Queda obert el problema de determinar condicions que perme-

tin, d'una banda, definir la integral a L°° i, d'altra, assegurar

que les funcions de L°° amb integral finita són finites m-q.a. Te_

nint en compte que si m(_a) no té divisors de zero, aleshores pot

aplicar-se la Proposició anterior, queda també pendent, per l'in-

terès que pot tenir, el determinar si per a les funcions fe'L- és

[ f s + oo]ea o', si no és aixi, en quines condicions seria cert.

Per acabar i tornant a l'exemple de la o-mesùra nua -»• R re-

sulta la següent situació:

2 . 1 O . 4 . Exemp le . Sigui I un conjunt numerable. Considerem

una o-mesura m:a -+R amb N . = N . per a tot i , j e l . En aquest cas

OO j>

pot definir-se la integral per a les funcions PCL . A mes si

{F } Ce es una successió amb F tF i V /F dm <+<*> aleshores
n + n » n

F es finita m-q.a., Fe<£ (m) i /Fdm = V J F dm.
n

En efecte: Com que N.=N.=N podem suposar d'entrada que a.

es la a-àlgebra completada amb els conjunts m-nuls .

Sigui FeL°°(m) i {F }C e una successió tal que F f F. Per a
01 n T " o

veure que podem definir I' (F) per V/F dm, bastarà provar que si

ÍF dm<a> per a algun element aeR aleshores {/ H dm} també és•i n «• . a . n

o-afitada, per a tota altra successió íH
n}C£+ tal que- HnfF, i

q u e V F d i u ^ V H d m .
' ' n - ' n

Per a cada iei la successió {F̂ }cs+ de funcions reals sim-

ples es monòtona creixent. Sigui GÍ la funció GÍ:X -*• R definida

per G. (x) = V F"(X). Com que /F^ dnu < a.^ per a tot n natural,
n

resulta pel T.C.M.a. L'(m.), que ~G^ es it^-integrable . En conse-

qüáncia el conjunt [G±= +«] és m-nul. En suposar que m (a) no te'

divisors de zero es N . =N i per tant resulta que [G = +«]e Hi m x m

per a tot i el -

Com que P Cxi- +«> si i només si VFiCx)-+.« per a algun Índex

iel és [ F=+co ] - U[G. =+«>]' de manera que si I és numerable [F=-i-oo}ea
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i és m-nul. Es a dir, F és finita m-q.a. Vegem ara que Fect+(m)
H

i que Fdm= V / F dm.
nn

Com que cada GÌ es finita fora de A i A es m-nul, is G. =
 G-X,

on G. X, es una funció finita en tot X i m.-integrable. En conse-j. » i

qù'encia la funció G= (G. X- ) és de ¿6 (m) , ja que se satisfan les hi-
i Ä S

pòtesis necessàries per poder utilitzar 2.7.2, i a mes G=FX . Per
A

tant Fe<£_ (m) i seràB

/Fdm = /FXAdm = ( /G.x^nu) = ( /G^m ) = (V/ F^dnu) = V( jz^dm' ) =

= V f F dm.} n

Naturalment , si {H }Ce, és una altra successió de funcions
n T

tal que H t F, aleshores, com que Fe<£_ (m) , es ÍH dm < /Fdm; es a
n „ B n

dir, {/H dm} is o-afitada i, aplicant el raonament anterior a {H }.
'n n

resulta de nou que V /H dm = /Fdm.

00

En aquest cas podria per tant definir-se la integral en L

de manera que si Fe L°° i I'(F)<+<» aleshores F is finita q.a. i
^ a

I- (F)= jFdm.
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