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1. CONDICIONS GENERALS SOBRE EL METODE D'EXTENSIG DE DANIELL.

Sigui R un f%-anell; G un f%-modul per l'esgquerra sobre R. En

. . A
tot el gue segueix considerarem nomé&s moduls per l'esgquerra sen-

se fer-ne mencio explicita; la teoria podria desenvolupa=xse igual -

ment per a moduls per la dreta.

Per a aquest capitol adoptem les segﬁents notacions: G+ desig

na el con dels positius de G; si L CG, P(L) designa el conjunt

Lr1G+ = {x€L; 3220}; en general £+ cCaG significaréAgpe els elements

de L, sdn positius. A cada subconjunt L+‘CG 1i associem els dos

. . + -
conjunts L=L+ - L, iLn'={x€Gc; x , x EL+}.

+

2.1;1. Proposicid. Sigui L+ un subsemigrup subreticulat de G

estable pel producte per elements de R+. Aleshores

a) El1 conjunt L &s un f£-submodul de G.

b) El1 conjunt L' &s estable per les operacions reticulars peré no
per la suma en general. De fet P(L‘)=L+, de manera que sdn equiva

lents,
b,) L' = L,

b,) P(L) = L+,

b3) L' 8s estable per la suma.

En efecte:

a) Que L és subgrup &s immediat ja que si x=x, - X, i Y=Y, = ¥,

amb x_, x

1 2’

Y1 ¥, €L, aleshores x-y = (x1+y2)-(x2+y1)€ L ,-L, .

+
Quant a ser subreticular, basta veure que x 6L+ per a qualsevol

+ =
)} = X, V X_,-X EL+ L+ L.

- +
x€L. Ara be, x =(x_,-~-x 1 2%,

1 72

b) De la definicid de L' i de les igualtats, valides a G, x vy =

- - + _+ + - -
¥ X Ay +» (xay) =x ay , (xay) =x vy,

+ -
=x vy, (xvy)

it

se'n segueix que L' &s un subreticle de G. A partir de la defini-
cid també@ é&s clar que P(L‘)=L+. D*aqui l'equivalencia de b1 amb
b,. Pel que fa a la de b, amb b3només cal observar que si L' &s
estable per la suma, aleshores L=L_ - L+C L' - L' = L' i per tant

L'=L; reciprocament, si L=L', aleshores L' &s L~subgrup.®
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Observacil: En l'apartat b) de la Proposicid anterior diem

que en general L' no &s estable respecte la suma &, pel que hem

vist, que P(L) # L+. Efectivament, consideri's el seguent

2.1.2. Exemple. Sigui R=R i G l'espai vectorial reticular

de les funcions reals definides en [0,1]. Aleshores el conjunt
L, de les funcions f:[0,1] > R+ inferiorment semi-continues és
un subsemigrup subreticulat estable pel producte per elements

de R+ ([12]1, cap. XII) pel qual P(L) # L_.

En efecte: Per a cada re[0,1] sigui la funcid fr:[0,1]+ R
definida per fr(x)=0 si x=r i fr(x)=1 si x#r. Cada fr és de L, .
Les funcions constants positives també& sdén de L, . Per tant si

r#s, la funcid g=1+5r-fseL, g=0 i g¢L+.

2.1.3. Proposicid. Tot morfisme d'ordre positivament homo-

geni I:L+ - R+ definit en un subsemigrup subreticular L+ de G,
estable pel producte per elements positius de R admet una lnica
extensid com a morfisme d'ordre homogeni al g-submddul L, i per

tant a L'.
En efecte:

> —_ - 5 s l= ‘~ .3 R >
Si x x1 x2 amb x1, x2 & L+ i I':L > R ha d'estrendre a I L+ R

sent morfisme de grup, només pot estar definit per I'(x1—x2) =

+

I(x1)-I(x2).-Es immediat que aixiI definit I' t& les propietats
desitjades pel que fa a la monotonia, al ser morfisme de grup i

a la independéncia de l'expressid d'un element de L com a dife-
réncia de dos elements de L, (lé demostracid &s andloga a la que
fa referéncia a l'extensid d'un morfisme d'ordre homogeni definiﬁ
entre els cons dels positius de dos {-grups, a un morfisme d'ordre

i de grup entre els dos 2-grups).

Quant al producte per elements de R, tenim, si aeR+,

ax—(a+x +a ) (a+x
173 %5 2

tesi &s un element de L+, de manera que, de la definicid i de les

+a-x1), on cadascun dels termes entre parén-

. + -
propietats de I en L+ se'n segueix que I'(ax)=I(a x1+a xz)—

+ - + - + A - - -
-I(a x,+a x1) = a I(x1)+a I(xz)-a I(xz) a I(x1) aI(x1) aI(xz)

=al'(x).H
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Com &s usual designem l'extensid de I amb la mateixa lle-

tra I.

Suposem a partir d'ara que G i R sdn O-c.c. i gue el produc

te en G per elements de R &s seguencialment o-continu.

2.1.4. Definicions i notacions. Sigui L un 2-submddul de G

i sigui L+=P(L). L+ €s un subsemigrup subreticulat estable pel
producte per elements positius de R. Considerem un morfisme d'or-
dre positivament homogeni I:L+ -*R+ sequencialment o-continu. Diem
gque una successid {xn}CL+ és I-afitada si la successiGA{I(xn)} es

o-afitada en R+.

Designem per §+ el conjunt dels elements x€R' pels quals exis-—
teix una successié‘{xh} CL+ tal gque xng x. En aquest cas diem gque

'{xn} determind x.

El conjunt d'elements x€M+ que admeten una successid determi-
nant {xn}ch ifafftada el designem per L _(I). Sigui Ew(lkqb(lrdb(l);
Ez)g_)f{.xec;,,-, x , xeLc(I)}.

"Designem. per Lé{}el conjunt dels elements x€G pels quals exis:

teix una successid {xn}CL+ tal que x_¥x.

Observi's que M, iLg son respectivament la ¢-clausura i 1la

§-clausura de L+.

Si la referéncia a I es pot donar per sobreentesa, escriurem

LO’LQ’LG en lloc de LG(I), La(I) i Lm(I) respectivament.

2.1.5. Proposicid. Se satisfan les seguents propietats:

a) Lc, L5 i M+ sén subsemigrups subreticulats de G, estables pel
producte per elements de R+.

b) Ssi x,y€M+, oxgy 1 yeLc aleshores xéLo.
c) L, 8s un f%-submddul de G que conté Lgi L és subreticle de R'.

w
d) Ssi xeL0 i yeLG, aleshores x?-yeL0 quan x>y i x-yeLG gquan x Y.

e) si {x }cwMm i x=V x , aleshores xe€M .
n + n +
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En efecte:
a) Siguin x,yeM_ i {xn}',{yn}CL+ successions tals gque xntx i ynty.
Aleshores xn+ynix+y, X, Vv yntx vy i anyn+xAy i per tant
X + Yy, X VY, xAy€M+.

si X'YELd' és a dir,’{xn};{yn} sdn I-afitades aleshores tam
bé& ho sdén {xn+yn}, {xn v yn}, {x Ayn} ja que per les propietats

de I en L+ es

I(xn+y)

n I(xn) + I(yn).

I(xn v yn) < I(xn) + I(Yn)'

<
I(xn A yn) \.I(xn).

Quant a l'estabilitat respecte el producte per elements positius

de R observem que si aquest producte é&s seqﬁencialment o=-continu

de x tx i a >0 se'n segueix gue ax_ta_ i per tant que axéM,. En
Nao i ne X +

cas de ser XGLG, com que I(axn)=an I(xn), resulta que {a xn}.és

I-afitada i per tant ax€eL .

Analogament provariem la proposicid relativa a EV

b) &s dedueix immediatament de les definicions.

c) Segons 2.1.1, de les propietats de Lc se'n segueix que Lw és
un %-submdédul de G i que Lﬁ €s un subreticle. Vegem que HSCLw:
Sigui xEL; i {xn}CL+ una successid tal gue xn+x. Aleshores

: A
x, xn+x -X; pero x

- i - = - < -
1 N xneL+ i I(x1 xn) I(x1) I(xn) \I(x1), de mane

ra que x1-x€L0. Per tant x=x17(x1-x)eLc-L =Lw,tal com voliem veure.

o

a .. . - . eM .
) Siguin {xn}CM+ i x=Vx_; cal veure que x€M . Per a cada x_

. . . - n n .
exlisteix una successiO {ym}<ZL+ tal que ym+xn. Per a cada n caon=-.i
. n .
siderem l'element z_=y' V...V €L,. La successid C e
. n Y n yn + {zn} I‘+ es

" 1 . .
monotona creixent, Jja .gque

z =y! V...V yn < y! V.e.oV yn+1 = z
nfin °°° n > Yn+1 : n+1 n+1’

i superiorment o-afitada per x, car per a cada n, zn<x1xn.ﬁrxn<x .

Vegem que zn+x, amb la gual cosa quedaré‘provat que xeM+.
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n [y
Com que per a uns n evol < z sera
a P ‘ (meN gualssevol, ym S Zndx(n,m) ’ r
o ‘
vV y <Vzn<x;
n,m n
n n .
pero V ym =V Vv ym =V xn = x. Per tant x=Vzn tal com voliem
n, nm n

2.1.6. Proposicid (Teorema d'extensid) . Siguin R un %-anell.
g-c.c i G un g—médul sobre R, g-c.c. Sigui L un 2-submddul de G
i L+=P(L).'Cada morfisme d'ordre positivament homogeni i seqguen-
cialment o=-continu I:L+ - R+, admet una unica extensié com a mor-

fisme d'ordre homogeni i seqUencialment o-continu cap amunt
I':L_+ R_. Aquesta extensid ve donada de la forma seguent: Si

X €LG i‘{xn} determina x, aleshoreS'I‘(x)=VI(xn).
En efecte:

Quant a la unicitat &s clar que si l'extensid ha de ser segien-
cialment o-continua cap amunt, per a un element xeL0 amb xnfx i
{xn} C:L+, ha de ser necessariament I'(x)=VI(xn). Es tracta de

veure que aixi definida I' té les propietats desitjades.

En primer lloc cal comprovar que esta ben definida, dit

d'una altra manera, que si xné x i yn¢ X amb'{xn};{yn}CIL+ ales-
hores {xn} és I-afitada si i només si'{yn} ho &s i, en aquest cas
VI(xn) = VI(yn). Es clar que n'hi ha prou en veure que si xeL; 1
existeix VI(xn) per a alguna successié'{xn}C:L+ tal que x * x ales
hores existeix V{I(y);yeL , y <x} i concideix amb VI(x ). Sigui
yeL+ amb y <x; aleshores {any}CIL+ és tal que any‘fy de manera
que, sent I sequencialment o-continua en L+, I(y)=VI(any). D'al-
tra bagda I és morfisme d'ordre; d'agqui que I(y)séVI(xn). Amb ai-

xé‘queda provat que existeix V{I(y): yeL+, y<x} i que &s VI(xn).

De la definicid se'n dedueix de forma immediata gque obtenim
una extensid, car si xeL+, la successid constant'{xn} amb X =x

determina x i per tant I'(x)=VI(xn) = I(x).

Pel gque hem vist en 2.1.5. e) de les propietats de I en L+
se'n segueix que si x,yeLU i a€eP(R) aleshores I'(x+y)=I'(x)+I'(y)
i I'(ax)=al'(x). També si x<y, hom pot suposar que xn=<yn per a

cada n, i1 per tant I'"(x) <I'(y). D'agquesta manera queda provat
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gque I' &s un morfisme d'ordre positivament homogeni. Vegem que

€s sequencialment O-continu cap amunt.

Sigui x€Lg i {xn}CLO una successid tal que xn+x. Volem veu-
re que I‘(xn)+I'(x). Considerem els elements z definits com en
la demostracid de 2.1.5. e); resulta que z;g x per a cada n, de
manera que per a la successid {zn}(:L+, que determina x, I'(x) =
= VI(zn)<'VI'(xn)< I'(x). En consequéncia, I'(x)=VI'(xn) tal com

voliem veure. ®

Observi's que &s la o-continuitat seqiencial de I en Ly la
gue ens permet provar la independéncia del valor de I'(x), res-
pecte la successid determinant de x, i per tant definir l'exten
sié a Lg.

Com &s habitual, continuarem denotant l'extensid I' amb la

mateixa lletra I.

Consequéncia directa de la monotonia de I en L &és la seglient:

2.1.7. Proposicid. Si'{xn}CL0 és I-afitada i xn+x, aleshores

XeL .
€ g

En efecte:

Si {xn} CLy, xn+x i considerem la successié'{zn}CL+, definida com
en 2.1.5. e), que determina x, resulta que &s I-afitada i per tant

.n
xeL0

Hem vist com l'extensid de I a LG hereta de forma natural la
propietat de ser seqliencialment 0O-continua cap amunt. Si LG €s es
table respecte les diferéncies positives, s a dir, si Lc =P(Lw)'
aleshores &s immediat veure que I &s tambt .sequencialment O-conti-
nu cap avall. En efecte: si xn+x en Lc' aleshores x -xn, x1—xeLG i

1

com que x1-xn+x1-x, resulta que I(x1-x)=VI(x1-xn)=I(x1)— AI(xn),

!d'on se segueix que I(x)= AI(xn).

En general P(Lw)# LG; ara bé, en el desenvolupament d'aguest
capitol ens interessaran agquells cassos en que sigui L0=P(Lw).

. Al - - . ) .
Per aixo, a més a més de saber-ne la seva existencia, cosa que
comprovarem en l'apartat segient, ens sera {til la seguent propo-

sicid que ddna una condicid suficient per tal que sigui Ls=P (L) .
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Aquesta condicid &s que M, sigui O-subreticle. Com que M, és la
g-clausura de L,» dir que M &s O-subreticle &s dir senzillament
que (L+)66=(L+)G'

Hem vist gque M, é€s estable respecte el suprem de families
numerables gque existeixen en G, per tant M+ €s g-subreticle si
i només si &s estable respecte 1'infim de families numerables.
En aquest cas Lc també ho &s. Direm que LG és §-complet per a
expressar gque LG €s estable respecte 1l'infim de families numera

Ibles.

2.1.8. Proposicid. Siguin M+'M'LG'Lw com en 2.1.4., Alesho-

res,

a) M €s O-subreticle # P(M)=M+,

b) M+ O-subreticle = LU 5-complet,

=4 - L =
c) Ly &s S~-complet P(Lw) LO.

En efecte:

a) Suposem que M &s O-subreticle i siguin x,yeM_ tals que x-y> 0.
Volem veure que aleshores X-yeM . si {xn},{yn}C L, sbén successions
tals que‘xn+x i yn*y i suposem gue xn>=yn, gque no &s restrictiu,

° ‘ 1 = -
resulta que X -y, + X-y amb {xn—yn}cL+. Aleshores si z v (xr yr),

: r>n
resulta per 2.1.5. e), que z eM_. AixI, d'acord amb la hipotesi

~ -y = A .

feta, x-y z eM+
n

Reciprocament, suposem que P(M)=M+, volem veure que si {xn}CM+

1 x= Axn, aleshores xeM+. Podem suposar que xn+x, car M+ €s subre-

ticulat; d!agquesta manera x -xn+ X,-X on {x1—xn}CP(M)=M+ per hipé—

. 1 1

‘tesi. Per tant, segons 2.1.5e), és x1—xeM+. En conseqﬁéncia, x=xf%x—xﬂ

€s un element de M positiu i doncs de M+,tal com voliem veure.
b) es deriva de les definicions com hem observat més amunt.

c) es demostra exactament igual que a) amb la dnica diferéncia que

les successions que apareixen sdén I-afitades i que cal substituir

-

les referéncies a 2.1.5. e) per 2.1.7.

Quant al que hem dit que en general P(qn)# Ly s tenim el se-

dﬁent



-101-

2.1.9. Exemple. Consideri's el conjunt L, de les funcions
reals positives continues definides en l'interval [0,1]. Ales-
hores M_ és el conjunt de les funcions £:[0,1] +.R+ inferiorment
semi-continues i M+ no &s g-subreticle. Si I:L+ >R, esta defi-

nit per I(f£)= f f(x)dx aleshores Lg (I)#P(L,(I)).

o

En efecte: Observi's que M+ és el conjunt gque en l'Exemple: 2.1.2
hem denotat per L, Les funcions fi i‘fs que allil hem conside-
rat sdn obviament de LU(I) de manera gue la funcibd g=1+fr_f§

que és de P(Lw(I)) no és de Ly (I). Per tant Lg(I)#P (L, (I)).

Com que L, (I) no €s d-complet, per la proposicid anterior

M+ no pot ser O-subreticle.

D'altra banda, consideri's per exemple ([ 12], Cap. XII), la
col.leccid numerable de funcions {fr; reqr\[0,1]}f definides com
én L'Exemple 2.1.2. per fr(x)=0 si x#r i fr(x)=1 si x#r. Aques-
tes funcidns sén de M, i de L (I) i en canvi la funcid f= Afr no
€s de M. ni de LG(I), ja que £ &s la "funcid de Dirichlet" que
és igual a 1 per a tot nombre irracional en [0,1] i igual a O
per a tot nombre racional. Aquest exemple ens mostra doncs direc

tament que M+ no &s O-subreticle i que LO(I) no es 5—c¢mplet.

Segons 2.1.3. i 2.1.5, I:Lg * R, s'esté&n alhora de manera
ﬁnica al fL-submodul Lm=LG—L0 donant lloc a un morfisme d'ordre

homogeni.

2.1.10. Proposicid. Quan L €s O-complet se satisfan les

seguents propietats:

a) I:L_> R, 8s sequencialment o-continu.

b) si {x_ }CL _ &s I-afitada aleshores o-lim x_, o-lim x €L _, si
n o == “n n o

aquests élements estan definits, i a més

I(o-1lim xn)<_ o-lim I(xn)< o~1lim I(xn)< I(o~-1lim xn) . (*) .
’. [+]
c) 8si {xn}<:Lw-és una successidé tal que x 7 x per a algun ele-
ment xeG i ]xnl<’y per a cada ne¥ i algun yeLU,aleshores xeLw

i I(x)=o0~-1lim I(x ).
n

En efecte:

a) Per 2.1.7. i pel que hem observat immediatament abans de 2.1.8
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resulta efectivament que I &s sequUencialment o-continu en Lc.

. b) Sigui {xn}C LG I-afitada i suposem gque estan definits els

elements o-lim X i o-1lim X - Posem, per a cada n€ jy,

"En ser Lg S-complet resulta que yneL0 i I(yn)SQ A I(xr). A més,
rZn
com que y to-lim x i {yn} és I-afitada tenim gque o-lim x €L

i I(o-lim x ) =V I(y )S V A I(x )= o-lim I(x ). D'altra
=~ “n n > r —_— n
n n r=n :

banda,'zneLG segons hem vist a 247 i I(zn) > V I(x ). Perd com
r=n

que zn+o—lim X novament resultaré, per ser L0 S~complet, que

o~-lim xneLC i I(o-1lim xn)= A I(zn) =A v I(xr)= o-llm.I(xn).
n nr=n

Amb aix0 queda provat b).

D'aquil se'n dedueix directament que .si {xn}C LOéS<I-afitada

i xn 3 x, aleshores xeLO i I(x)=0-1lim I(xn).

c) Siguin {xn}CLw’ y Ly, 1 x€G tals que x 3 x i |xn|<y per a ca

da n. Considerem els elements y =y+x €L . Com que[xn |<y i P(Lw)=Lc'
resulta que Yn’lxnIeLGf A més Y =YX % y+x i com que {yn}C %Iés
I-afitada, ja que I(yn)=I(y)+I(xn)<§ I(y)+I(y), resulta que y+xelb.
Per tant x =(y+x)-y € Ly=Lg=L, i a més I(x+y)=o-1lim I(xn+y) =

= o-lim [I(xn) + I(y)], d'on se'n segueix l'existéncia de o-lim i(xn)

i que o-lim I(xn) = I(x+y)-I(y)=I(x). m

Sembla que c) podria generalitzar-se demanant que {I(lxn[)}
fos o~afitada en lloc d'exigir que ]xn]=<y per a algun yeLa. Ara
bé si {I([xn[)} 8s o-afitada resulta que els elements yn=[xn[eLG
sdén tals que {yn} 2s una successid I-afitada i per tant y=VynEL

€s un element pel qual se satisfé‘lxnls;y.

BEs important observar gque en totes les demostracions d'aques
ta proposicid &s essencial que si'{xn}c:Ld aleshores x= \x €L .
' g

és a dir, gque Lc sigui d-complet.

Per acabar obtenim la segUent proposicid que generalitza

2.1.,7. 1 2.1.10, b) a Lw:
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2.1.11. ProposiciS. Siguin x,yéL i {xn} una successid I-afi-
tada en Lw' Quan Ld €s §-complet se satisfan les seguents propie-
tats: o

a) Si x_ %t x aleshores x€L i I(x) = VI(xn).
. (-]

b) si xn2=y per a tot n€e€pl, aleshores o-1lim xn, o-lim anLw, si
aquests elements estan definits, i valen les desigualtats (*) de
2.1.10 b)

En efecte:

Quant a a) tenim que x -x 4 x-x on'{xn-x1}C:La és una successid
[+]

1

I-afitada, de manera que, per 2.1.7, x-x16LU. Per tant xeLw. A

més I(x-x1)=v1(xn—x1); VI(x )-I(x,), d'on I(x)=VI(xﬁ).

Pel que fa a b) resulta gque {xn-y}C:LG &s una successid
I-afitada; en consequencia, per 2.1.10 b), o-lig(xn—y)ﬁLU i
I(o-lim (xn-y))séo-iig I(xn-y)=o—l£§ I(xn)-I(Y); d'on se segueix
que o-lim xneLm i gue I(o-lim xn)iéo-lig I(xn)u Anélogament es

provaria per a o-lim xn.l

2. R-INTEGRALS. CONSTRUCCIO DE LA PRIMERA EXTENSIO.

Sigui X un conjunt gualsevol i R un f{-anell O-c.c. amb el
producte sequencialment ©-continu. Considerem el f-anell prbdug
te R que amb el producte (a,f) + af &s un f-modul per l'esque-
rra, per exemple, sobre R, pel qual el producte per elements deR

” (1) . .
8s sequencialment o-continu.

2.2.1. Definicid. Sigui L un ¢-submodul de R® i I:L + R un
morfisme d'ordre homogeni sequencialment o-continu, &s a dir, gque

satisfa per a qualssevol £,9,£ € L, aeR,

1) I(f+qg) I(E)+1(g),
2) I(af) = a I(f),
3) £< g =I(f) < I(q),

4) £ 4+ £ = I(£ )+ I(£f).
n , n
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El parell (L,I) 1l'anomenem una R-integral en x i diem que I és

una integral en L.

Si I:L+-+ R+ €s un morfisme d'ordre positivament homogeni

i seqUencialment O-continu cap amunt definit en un g-subsemigrup

L+, estable pel producte per elements de R+, diem que el parell
(L+,I) €s una integral positiva en X i que I &s una integral en
L, ..

+

iEG,I): Primera extensid positiva d'una R-integral (L,I) en X.

Sigui (L,I) una integral en X i cohsiderem la restriccid de
I a P(L); (P(L),I) é&s una integral positiva en X. Seguint les no
tacions introduides a 2.1.4, considerem el conijunt
X

= A € . : . . . .
L, {fer”; g{fn}C P(L); fn 3 f i existeix VI(fn)}.

2.2.2., Definicid. sigui (L,I) una R-integral en X. Anomenemn

primera extensid positiva de (L,I) la integral positiva (LU'I)

definida per I(f):VI(fn), on feL0 i {Pn}C €, s una succegsid

determinant de f£.

Per extensid diem que I:L;, > R, €s la primera extensid po-

sitiva de la integral I:L * R.

Segons 2.1.6. 1 2.1.7, (LO,I) €s efectivament una R-inte=-
gral en X.Per la mateixa 2.1.6. &s a més I(f)=V{I(g);_g€L+,_g<’f}
per a tota feLgy. Aquesta R-integral s'estén de forma natural al
{-submddul de les funcions de Lw=L0~LG donant lloc a una aplica—
cid I:L > R que satisfd 1), 2) i 3) de la Definicid 2.2.1 é&s a
dir, que és morfisme d'ordre homogeni. Pel que fa a 1! o-continui

tat sequencial, 2.1.7 juntament amb 2.1.6 ens ddna el classic

2.2.3. Teorema de convérgéncia mondtona a (LO,I): Si {fn}cL

g
&s una successid de funcions I-afitada tal gque fn + f aleshores
-}

felg i I(£) = VI(£ ).

Pel que hem obser&at al final de 2.1.7 sembla en principi
que no podem afirmar ni la o-continuitat seqﬁencial de I en Lg
cap avall ni els altres teoremes clissics de convergéncia domi-
nada i1 Lema de Fatou a menys gque supoéem que P(Lw) = Lgs O equi
valentment, que L és S-complet. En aquest cas obtenim, segons

2.1.11 b) i 2.1.10 ¢),
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2.2.4. Lema de Fatou a (Lw,I). Si Ls és S-complet i {fn}C:Lw

&s una successid I-afitada per a la gque, per a alguna geLw, €s
fn> g per a cada nelN, aleshores o-1lim fn, o-lim fneLw, si sén fi-

nites, i a més

R <Comli T T
I(o-1lim fn)~\o lim I(fn)=<§ lim I(fn)=< I(o~-1lim fn).

2.2.5. Teorema de Convergéncia Mondtona generalitzada a

(L ,I)(T.C.M.): Si Ly 8s §~complet i {fn}(:Lw és una successid

I-afitada tal que £ $ £, aleshores feL i I(f) = VI(f ).

2.2.6. Teorema de Convergencia Dominada a (L ,I)(T.C.D): Si
(') T o

LU és S-complet, {Pn}CLm’ geLcy i fer* sdn funcions tals que fn -~ £

i Ifn|=<g per a cada nel, aleshores feLw i I(f)=0-1lim I(fn).

Resumint, podem donar el seguent:

2.2.7. Teorema: Sigui (L,I) una R-integral en un conjunt Xx.

si Lo €s §-complet, aleshores (Lm,I) és una R~integral en X que
estén (L,I) i &s la ilnica extensid possible que conserva les pro

pietats 1)-4) de la Definicid 2.2.1.

En efecte: Hem dit ja que l'extensid I:Lm + R conserva les
propietats: 1)-3) de 2.2.1. Ara, si L, es §-complet, el T.C.D.,
2.2.6. ens assegura timbé la propietat 4). Efectivament, si fn tf
en L, aleshores f-fn+o en Lg, i per tant I(f-fn)+o; és a dir,

I(fn)+I(f)-.l

Aixi com hem vist que en general P(Lw)# Lc' es a dir, que
L no s §-complet, donem a continuacid un exemple de R-integral
per a la que &s P(Lw)=Lc' En la seccid seglent en comentarem al-

guns més.

2.2.8. Exemple. Sigui R un f£-anell o-c.c. amb el producte

sequencialment o-continu i consideri's el R-mddul L de les fun- .
cions £: N+ R de suport finit. Tot element felL &s representable
com una successid (bn) d*elements de R. Sigui (an) una successid
d'elemeaits positius 8-sumable, &s a dir, tal que o-3Z a_ < e,

Aleshores,
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a) L'aplicacid I:L > R definida per I(b )= z a b €s una R-inte

gral en L per a la que LO(I) = P(Lw(I)). nen

= - = ' : - h
p) M, ={(b ); b >0, ¥neN } i (b )eL_(I) ®o-Z a b < +=.

had - i ; =0 -
c) (b _J)eL,  (I) CEDY an|bn|<+w i en aquest cas I(b )=o z a b .

En efecte:

a) En primer lloc observi's que I(bn) estd definit per a tot

(bn)eL perque la suma o-% a b &s en realitat la suma d'un nom-
-neN
bre finit de termes.
Es lmmediat provar que aixi definit I &s un morfisme d'or- .

dre homogeni en L. Vegem gue &s seqiiencialment o-continu: basta

provar gue si fn+o en L, aleshores I(fn)+o.

Sigui fn=(b2)' De fn+o se'n ‘segueix que b?%o per a cada
ieN, d'on, tenint en compte gque supp(fn)C supp(f1) i que supp(f1)

é€s finit, en resulta que I(fn)+o, ja que

I(£) = I a. b’i‘ < = a, 1::’.11 + o.
iesupp(fn) iesuPP(f1)

Observi's que M+={(bn); bn> o nelVN }; per tant M, és g-sub-
reticle i en consegiiéncia L, (I) és §-complet; &és a dir, L (1) =

= P(Lw(I))'

i = . = =

b) Ja hem dit que M+ {(bn), bn/ o per a tot neN}. Donat £ (bn)eM+,
) :

posem fn=(b1,b2,...,bn,o,... fneL+ i fn 4 £. Per tant feLc(I) si

o,
i només si'{fn} 8s I-afitada. Perd .
.
I(fn) - .E aibi
i=1
de manera que‘{I(fn)} o-afitada si i només si la serie de termes
=

positius o-2 anbn s a-convergent, és a dir, si o-2Z anbn <4 . A

més, en agquest cas resulta que I(f)=VI(fn)=o-E anbn'

¢) Com que LG(I) é€s S-complet, feLw(I) si i només si f+,f-eLc(I);

. . . s s - . +
en consequencia si f=(bn)’ feLw(I) si 1 només si o-ZX anbn <t

i o- Zanb; <+, parella de condicions gque equivalen (veure 0.5.4.b))

a gque o- Ean|bn|<+m.
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- - + - + -
En aquest ca = - . =0=- ~o- =
q s &s a més I(bn) I(bn) I(bn) oAEanbn o zanbn

= o~ Za (bY -b7) = o- Za b .
n n n nn

2.2.9. Una segona extensid d'una R-integral?. El mateix teo-

rema de convergencia monotona a Ly, ens mostra que la reiteracid
del procés que ens ha permés estendre la integral de L a Lc no ens
aporta cap nova extensid. Per tant, si volem obtenir una classe
més amplia de funcions a la gque tingui sentit estendre la integral
caldra recbrrer a altres métodes. La idea sera fer integrables a-
quelles funcions gue poden ser aproximables, en un sentit que hau-

rem de precisar, per funcions gue ja ho sdn.

De la mateixa forma que es construeix la integral per a fun-
cions reals respecte una mesura real pot construir-ée, amb certes
restriccions, una R-integral, per a funcions valorades en un %-a-
nell R, respecte una o-~mesura gque pren valors en el mateix L -anell

R.

Les seccions que segueixen estan dedicades a l'obtencid d‘aqﬁeg
ta R-integrél i €s per a aquest tipus de R~integral qﬁe estudiem la
construccid d'una segona extensid. Deixem pendent per a un possible
desenvolupament posterior, la consideracid del problema de 1la sego-

na extensid per a R-integrals amb més generalitat.

3. INTEGRACIO D€ FUNCIONS SIMPLES.

2.3.1. Definicid. Sigui R un f-anell g~c.c. i m:a - R+ una

O-mesura definida en una O-algebra d de parts d'un conjunt X.

Anomenem funcions @-simples les funcions £:X - R que prenen

un nombre finit de valors distints i que sdén constants sobre con
junts.d' a. Son aquelles funcions que poden escriure's en la for

ma

n
£ = E a XA [ (*)

on a.€R, Aied per a cada i€{1,...,n} i a;%p designa la funcid
N i :

. c . .
que pren el valor ai en Ai i 0 en Ai' Per representacid canodnica
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d'una funcid @¢-simple entendrem la representacid en la forma (*)
en la qual els a, que hi figuren sén tots distints i els Ai‘sén

mituament disjunts.

El conjunt de tals funcions s'indicara per eg(a). Si la re-
A . .
ferencia a @ es pot donar per sobreentesa, parlarem senzillament

de funcions simples i escriurem gen lloc de £(a).

X

£ &s un f—-subanell y submobdul de R , com es desprén de les

e . " - . 1 »
seglients igualtats, la comprovacid de les quals &s rutinaria:

n n
Si £ = .E a: X g = 5 Xg i a€R, aleshores:
i=1 i j=1 j
f+g = Z (a,+b.) ¥ r £°g=2 (a,*b.)X '
i=1,...,n AB i=1,...,n * 3 "R;P
J=lreee,m ij=1,...,m
fvg = Z (a.vb.)¥% r fag= 3% (a,ab.)X B
A.B.:
i=1,...,n 3 AiB] i=1,...,n o lBJ‘
j=1,...,m j=1,...,m
n
a £ = .2 (aia) XA.
i=1 i

Quan R=R les funcions a-simples sdn les funcions reals sim-

ples @a-mesurables definides en X. ‘Aqui, i en general, donem per

entes gue en R hi considerem la O-Elgebra de Borel.

2.3.2. Definicid. Anomenem integral respecte m en € l'aplica-

cid I:€ * R definida per

n
IC T ay Xy )<=

n
i=1 i i=

1aim(Ai) .

Bs una comprovacid veure que el valor de I(f) no depen de 1la
representacid escollida per a la funcid f£€ ¢. D'aqui gque podrem
suposar, sempre que ens convingui, que tenim la representacid ca-

9 .
nonica.

De les igualtats abans esmentades, de l'additivitat de m i
de les propietats de les operacions en R se'n segueix gqgue la in-

tegral I:e > R satisfa, gqualssevol que siguin f,g€e i a€R,
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1) I(f + g)

I(f)i’ I(g9),

I

2) I(af)y a I(f),

3) £f< g = I(f) < 1(9);

més breument, I &s un morfisme d'ordre homogeni.

Quan R=R aquesta integral &s la integral de Lebesgue de les
funcions simples finites g-mesurables respecte la mesura m. En

aquests cas I &s a més sequencialment o-continu, &s a dir,
4) £ Yo = I(f ) Yo,
n n

propietat que permet, en definitiva, utilitzar el métode d'ex~-
tensid de Daniell per a definir la integral de funcions a-mesu

rables.

Creiem que aquesta propietat no se satisfd necessdriament
en el cas general d'un f-anell O-c.c., perqué les demostracions
de 4) que coneixem depenen fortament de la total ordenacid de R

T111.0 81.[33]).

Si R és totalment ordenant, aleshores evidentment se satis
f& 4), ja que en ser R O-c.c., R &s tamb@ arquimedil i tot anell
totalment ordenat arguimedia é&s isomorf, com a tal, a un subanell

de R(12.3.1. de [7]).

No obstant, encara que R no sigui totalment ordenat, 4) pot
satisfer-se, com mostren els dos exemples segﬁents, on R &s un

f£-anell O0-c.c. no totalment ordenat. En aquests cassos podem dir

per tant que (g,I) &s una integral en X en el sentit de la Defi-

nicid 2.2.1.

2.3.3. Exemple. Si R &s c.c. i el producte en R &s sequen-

cialment ©-continu la ¢o-mesura m:@(x) > R+ associada a una fun-
cid F:x ~ R, o-sumable (veure 1.6.2) determina una integral

I:¢ + R que és seqUencialment ©-continua.

En efecte: Sigui m:® (x) - R+ la o-mesura determinada per

una funcid F:X - R, o-sumable, €s a dir, definida per

m(A) = o-Z F(x) i m(g) = 0,
X€A -
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i sigui {fn}CIe+ tal que fn+0. Cal veure gue I(fn)+0. Per a ca=-
da fn considerem el conjunt [fn#o] = {x€X; fn(x)#o}, gue &s un

element de @ , i l'element un= V{fn(x); xex}, que esta definit

per ser £ @-simple i R un reticle. Aleshores si

P
noa
f =2 *
n PR XA. (*)
i=1 i
es té
Pa Pn
If. =E n n 2 n = -
( n) = a; m(Ai)sgan : m(Ai) a m[fn#o],
i=1 i=1
n n ) n
car [fn#o ]= u Ai' si suposem que tots els elements ai gue fi-
. i=1 P
- . n v -
guren en (*) sdn no nuls, i m[fn¢o] = U m(A?) si suposem a més
i=1

. A3 .
que (*) &s la representacid canonica de fn.

) ]
D'altra banda de fn+ 0 se'n segueix que [fn#o]#ﬁ i per tant

sent m g-mesura, gque m[fn#o]+0, d'on

o

i < . .
0 < I(f) a, m[ fn#d < o m[ fn#o} Y0,

sempre que en R el producte sigui seqlencialment o-continu, re-

sultant I(fn)+o tal com voliem veure.

2.3.4. Exemple. Si I &s un conjunt d'indexos qualsevol i @

una o~algebra de parts d'un conjunt X, tota O©-mesura positiva
I . , I - o .
m:@ > R~ determina una integral I:g - R gque &s seqliencialment

@-continua.

La o-continuitat seqﬁencial'de I en £ es dedueix de la se-

guent observacid:

. . I ; ; : .
Sigui F:x - B~ a-simple. Aleshores, si Fi im, designen
les components i-eéssim de F i m respectivament, resulta que ca-

da Fi és una funcid real finita simple G-mesurable i I(F)=(fF,dm_).
ii

En efecte: Si

i I
on k~(ak)€R , aleshores
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v n
i per tant Fi €s a-mesurable i simple. A més, de I(F)= 2 a

‘m(A ),
k=1 S

k

se'n segueix, com voliem veure, que

_ i _ )
[I(F)]i = ak.mi('Ak) -_[ F,.dm,.

k

Mo

1

D'aqui, que si Fn+0 en g, és a dir, Fi 40 per a cada i€I,

resulta gque fF: dm 40 i per tant que I(F_)40.

4. LA PRIMERA EXTENSIO DE LA INTEGRAL RESPECTE UNA O~MESURA.

Suposem d'ara endavant que en R el producte &s seqﬁencial-

ment @-continu i que la integral respecte m en ¢ és sequencial-

ment Q-continua, &s a dir, que el parell (€,I) &s una integral

en X en el sentit de la Definicid 2.2.1.

D'acord amb les notacions introduides a 2.1.4. adoptem la

seguent terminologia:

Anomenem funcions fortament mesurables positives els ele-

ments de M_; é€s a dir, les funcions £:X + R per a les quals exis

teix una successié‘{fn} de funcions de ¢, tal que fnff, es a dir,
. o .

fn(x)¢f(x) per a cada x€X. Les funcions de M=M+—M+ les anomenem

. X + -
mesurables i les de M'={fer ; £ , £ €M } fortament mesurables.

Considerem com en 2.1.4. el conjunt Lg constituit per les
funcions fortament mesurables positives determinades per una suc-

cessid I-afitada. L'indicarem per Lc(m).

2.4.1. Definicid. Si la integral respecte m en € &s una R-inte-

gral en X en el sentit de la Definicid 2.2.1, anomenem integral

respecte m en L (m) la primera extensid positiva de la integral
U

respecte m en €.

Segons hem vist en l'apartat anterior, (Lo(m),I) €s una R-
integral positiva en X per a la que es compleix el teorema de con
vergéncia mondtona. Si Lg (m) €s §-complet, aleshores (Lw(m),I) és
una R-integral en X i es compleixen els teoremes de convergencia

2.2.4, 2.2.5. i 2.2.6.
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Analitzem a continuacid alguns exemples en els que L 4(m)

és &complet.
a) Si R=A.

En aquest cas € &s el conjunt de les funcions reals simples a-me
surables, tal com hemvobservat, i la integral respecte m gs la
integral de Lebesgue respecte m. De les definicions i del fet que
tota funcid real G-mesurable positiva &s limit puntual d'una suc-
cessid creixent de funcions simples a-mesurables, es dedueix gque
les funcions de M+ sén les funcions G-mesurables finites positi—>
ves i gue les funcions de Loim) sén justament agquelles que sén
m-integrables Lebesgue. Se'n segueix tamb&, que el conjunt de les
funcions reals a-mesurables,QWR, coincideix amb el conjunt M' i
per tant amb M. Finalment, donat que el limit puntual de funcions
reals QG-mesurables &s encara G-mesurable, M+ éé g -subreticle i per

tant Lg(m) és §-complet i P(Lw(m))=Lc(m)..

D'aguesta manera, com gue una funcidé f real, finita i @-mesu

- . . . - L + . - -
rable eés m-integrable Lebesgue si i només si £f i £ ho sbn, re-

sulta que Ew(m) €s el conjunt de les funcions reals finites G-me-

surables m-integrables Lebesgue,

b) Exemples on R no &s el cos real i M, és g-subreticle i per tant

P(Lw(m)) = Lc(m).

2.4.2. Exemple. Considerem un conjunt numerable, pasem J, i

una o-mesura m:P(N) - R+ valorada en un g£-anell g-c.c. qualsevol.
Si en R el producte &s segliiencialment o-continu aleshores M+ és

g-subreticle.

En efecte: Cada funcid f£:§ - R+ pot representar-se com una
successid de nombres reals. Si f=(bn), resulta que les funcions
gn=(b1’b2""'bn’°"") son simples i 9, & f. En conseqiidncia to-
ta funcid positiva f:§ - R és de M_ i per tant, si £ ¥f en M_, és
feM . Aixd basta, juntament amb 2.1.7 e), per a provar que M, és

g -subreticle.

2.4.3. Exemple. Sigui I un conjunt d'indexos gualsevol i

sigui q(RI) el f-anell constituit pels elements ae}?I pels quals
Ia = {ie1; ai#o} és finit o numerable,q(RI) €s g-c.c. i en ell

el producte &s segiiencialment O-continu. Considerem una c-algebra
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ade parts d'un conjunt X.

El conjunt de,lesvﬁuncions fortament mesurables positives,
obtingut a partir de les funcions simples a-mesurables &s un -

o-subreticle.

En efecte: Sigui F:xX - q(RI), Fi la component i-essima de
F i considerem el conjunt IF={i€I;Fi#o}. Vegem per comengar dque

si FEM+ aleshores IF s finit o numerable.

Suposem primer que F€€+. Sigui

n
F= 2 a, X
R

i Ik={i€I; a;#o}; cada I, és finit o numerable. Vegem que

n
I, . CuI,
F k=1;k

merable.

amb la gual cosa quedaré provat que IF és finit o nu-

Si ieIF &s que Fi(x)#o per a algun x€X. Aleshores sera

F(x)=ak, per a algun k tal que Fi(x)=a;#o. Bs a dir, i€I, i per

k
tant I_ C 3 IL.
k=1

De fet, I =
k

Nl

1Ik ja que si 1eIko per a algun ko és que

i . - i . v .
ak #0 1 aleshores per a cada xeAk és Fi(x)=ak #0 1 per tant 1eIF.
o o o
Observem a més que cada F. €s una funcid simple real a-mesu-

rable.

Suposem ara que FeM_ ve determinada per la successid {Fn}c:e+,

es a dir, que Fn f F. Per a cada n considerem el conjunt In =
Qo

-

= {i€1; F; #o}: I és finit o numerable pel gue acabem de veure.

- - i -
= U In tambe ho &s. A més, com gue cada Fn eés
n
una funcid real simple d-mesurable, de F

ee 3 .
En consequencia IF

ﬁ Fi en resulta que ca-

i
n [+]

da Fi s una funcid real a-mesurable.

Vegem ara gque M+ &€s O-subreticle. N'hi ha prou en provar que

si {Fn}c M_ i F ¥G aleshores GEM_. Com que IG={leI; Gi#o }

c{ier1; Fl#o}, IG és numerable i G estli efectivament valorada en
g(RI); Volem veure que existeix una successid {Hn} de funcions de

ta.
€+ tal que Hn °G
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. i \ . i
Per a cada ieI &s F +G. i com que les funcions Fn sén a-me-
s 8 . . .
surables resulta que cada G també@ ho é&s. En consequencia existi

ran funcions reals 51mples a-mesurables h X > R+ tals que hifGi.

Posem IG={i1,i reeesi_,...} i considerem les funcions Hn:X - q(RIf

2 n
segiients:

i . . . . .
hn(x) si 16{11,12,...,1n},
i i
H = (H) on H (x) =
n n n
o s1i igli, ,i.,¢0.,1
L 3’{ 17107 rn}r
que per construccid sdn a-simples, &s a dir de €, La successid

{Hn}C€+ és la desitjada,ja que per a cada x€X &s H (x)+G (x).

En particular si I &s numerable, per a gqualsevol O—élgebra
de parts d'un conjunt X, el conijunt M+ de les funcions fortament
mesurables positives F:X > Rt &€s O-subreticle i en aquest cas to
ta o-mesura m: a> R* ddna lloc a una integral I:Lw +~ RT amb els
teoremes de convergéncia monotona i dominada i la propietat de
Fatou. Més endavant analitzarem amb més detall aquesta integral.
De moment fem notar gue, encara due si m:a - q(RI) és una o-me-
sura aleshores el conjunt J —{161- m, #o} és finit & numerable i

per tant donar m equlval a donar una O-mesura m:4a > R ° en can-
3 : RI ¢ r . .
vi les funcions F:X = g(®~7) no poden ser reduides a les funcions

F:X K o’ de manera que el cas d'una mesura m:a > RI (exemple
2.3.4.) amb I numerable no &s realment un cas particular del que

acabem d'estudiar.

5. CONJUNTS m-NULS.

sigui Nm={A6a; m(A)=0}. De la O-additivitat en ordre de m i
del fet que a4 &s una G—élgebra se'n segueix, exactament al cas

gue R=pR, dque Nm es un O0O-ideal de a.

Diem que un conjunt ACX es m-nul quan existeix algun con-
junt BeN tal que B DA. Designem per N; la classe dels conjunts

m-nuls. Es també un c—xdeal

Com &s usual, diem que una propietat P, predicable dels ele-
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ments de X, se satisfa m-gquasi arreu, i escrivim m-g.a. per abre-

viar-ho, si el conjunt dels elements gue no satisfan P &s m-nul.

Una funcid £:A - R definida en un subconjunt ACX es diu que
esta definida m-g.a. quan A% &s m-nul. Designem percF(X,R;a,m): 6

CFm si X,R,2 poden donarse per sobreentesos, la classe de les fun-

cions definides m~g.a. en X i valorades en R. En km hom considera
la relacid gue notem per fcimg, i enunciem dient "f es m-equiva-

lent a g" per a dir que £ i g estan definides i coincideixen en X

m-g.a.

- - » N i - »
Agquesta &s una relacid d'equivalencia en %; que és compatible

amb la relacid de preordre definida per
f€< g & £« g m-g.a.

Designem per Fm el quocient de %g per la relacid =m; per [£f] 1la
W

classe de f€
' En<F"m és possible definir, com sempre, una suma, un produc-

te i un producte per elements de R (definits m-g.a.) que sdn com

patibles amb la relacid d'equivaléncia = i amb el preordre <m

de tal forma que indueixen de forma natural estructura de £%£-anell -

g-¢.c. i R-modul per l'esquerra (per exemple) eanm.

Diem que una funcid feQ; €s mesurable (resp. fortament mesu-

rable)quan és m-equivalent a una funcid, definida en tot X, mesu-

rable (resp. fortament mesurable).

Si f,qe%ﬁ‘denotem per [f >q] el conjunt dels elements x€X en
els que £ i g estan definides i f(x) >g(x). Analdgament es definei

xen els conjunts [£f>g], [f=g], [£f#g], [£] gl.

Tenim la seglient

2.5.1. Proposicid.

a) si f,qee+, aleshores [f 2g], [£f>g]l, [£f=q], [f] gl€a.

b) Si fee i qeLG(m), aleshores [f >glea.

+

c) si fe€Lj(m), aleshores [£#cl€ea .

d)}) Quan Lc(m) és 8-complet resulta que si f,qeLw(m), aleshores

[£#q), [£>qg], [£=g], [£|j glea,
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En efecte:

n m
a) si f= Z a; X i g= Xb, X tenim gque

Analogament [£>g], [£f=g], [£ll g] sén elements de a.

b) si f€a+ i qeLo(m) i {qn}»CE+ €s una successido tal queAgn+g es

té [£>4q] = ﬂ{f}én} i com que cada {f>qn] €s de a i a és

g-algebra resulta que [£>glea .

. ¢) Si fehg(m) i {fn}C €, &s una successid tal que fn+ f alesho-
. [+]

.res [f#o] = U[fn¢o] i per tant [ f#olea .

n .

d) Com gque &s un 2-subgrup de rX podem reduir l'estudi al cas

g=o. Aleshores si feLm(m)i Lc(m) é€s §-complet resulta que

f+,f- eLO(m) i com que [f=20] = [£ =0], [£<0] = [f+=0],

[£#0] = [£ #0lU [£ #0], [f=0] = [£ =o]lnl £ =o] i [£] ol=[f#ol-([£>0]U

U [£<c])U [ £=0] resulta que [£>0], [£<o], [£f=0], [£f#0] i [£]o]

son de a. ®

si aC€x 1 fe@ﬁ denotem per fo la funcid definida m-g.a.

en X que coincideix amb f en A i val 0 en ac.

2.5.2. Proposicid. Qualssevol que siguin fELw(m) i a€a, és

foELm(m) i si A &s un conjunt m-nul, aleshores I(fXA)=O.

En efecte:
n
Suposem primer que feeg . Si f= z a;, X, aleshores £X 4=
, i .

™M

a; X

1 AA,
i

i=1 i
de manera que fXA és encara simple. A més si m(A)=0 resulta que

I(fo)=0. Sigui ara fELG(m); si {fn}ce+ €s una successid tal que

fn+f, aleshores anATfXA i, com que I(anA)=<I(fn), resulta que

-]
foeLc(m). A més &i m(A)=0, I(fnxA)=o per a cada n i per tant
I(fo)=0.



Finalment si f€L (m) i &s f=g-h amb g,heL (m) &s £X,=9X,-hX,
i per tant fXAEijm). I en cas de ser m(A)=0 també I(£X,) =
= I(gXA)-I(th)=0. u

Conseqiiéncia d'aquesta proposicid &s la seglient propietat
gque ens sera fitil per a l'obtencid de la segona extensid de la

integral:

2.5.3. Proposicid. Si h,geLw(m) sén tals que gS< h m-g.a.,
aleshores I{g)<I(h).

En efecte:

Sigui k=h-g; k?Lw(m) i k>0 m-g.a. Posem Bc=[h‘>q]; sera BeN;,
8s a dir, existira un conjunt A?Nm tal que m(A)=0 i A B. Alesho-
res 23°cB®; i com que en A° &s h 2q, la funcid kXAc' que é&s de
Lw(m) segons hem provat en la proposicid anterior, &s positiva;
en conseqﬁéncia I(kXAc) 20. D'altra banda kxA també &s de Lw(m)
i,essent m(A)=0,té integral nul.la,de manera gque I(k)=I(kXA)+

+ I(kXAc) = I(kxAc) 20. I com que I(k)=I(h)-I(g), queda provada

la proposicio. ®

6. SEGONA EXTENSIO DE LA INTEGRAL RESPECTE UNA o-MESURA.

Estem ara en condicions d'obtenir una segona extensid per a

la integral respecte una ¢o-mesura.

Sigui, com fins ara, una o-mesura m:a-+~R+ definida en una
0-$lgebra de parts d'un conjunt X i valorada en un f£-anell o-c.c.
amb el producte segiencialment o-continu. Suposem gue la integral
respecte m sobre les funcions simples é&s sequUencialment o-conti-

nua i considerem la primera extensid positiva (Lc(m),I).

a) L'extensid (ii(m), I).

La forma més natural d'ampliar la classe de funcions integri;
bles, que ara é&s Lo(m) o Lw(m), sembla que pot ser fent integra--
bles les funcions gue sdn m-equivalents a una d'aquestes. En aquest

sentit donem la seguent
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2.6.1. Definicid. Diem que una funcid fé?; és m-integrable

si existeix alguna funcid qeLO(m) tal que f=%g. En agquest cas

definim la integral de f per I(f)=I(g).

. + . .
- Indicarem perifA(m) el conjunt de tals funcions m-integra-
bles.

. + -
Bs clar que I(f) esta ben definit i que I:ih(m)-» R+ s una
aplicacid monotona i positivament hompgénea definida en el conjunt

+ - -
iA(m) gue &s estable respecte la suma, el producte per elements de
R+ i les operacions reticulars definides m-g.a. Quant a la O-conti
o + - : .
nuitat de I enéﬂA(m) és d'esperar que anird lligada a la de I en

Ly(m). Aix1 efectivament tenim el cldssic

. + R
2.6.2. Teorema de Convergéncia Mondtona a GfA(m),I): si

{fn}Cig(m) és una successid de funcions I-afitada tal que fnff

mM-g.Q. (1) aleshores f€£2(m) i I(f) = VI(fn).

En efecte:

Per a cada nélV existira una funcié_gneLO(m) tal quelgn= fn. Sigui
A€a un conjunt pel qual m(Ac)=O i és‘gn=fn i fn:f en A, Aleshores
les funcions anA son de Lc(m) i gson tals que'anAthA, i com gque

I(anA)=I(fn) resulta que {gnxA} és I-afitada. Per tant, pel T.C.M.
(2.2.3), fXAeLd(m) i en consequencia fei;(m) tal com voliem veure.

A més I(f)=I(fXA)=VI(anA)=VI(fn). =

Si M 8s O-subreticle, aleshores L_{(m) &s §-complet de manera

T + +
que en agquest cas resulta que iA(m)—ik(m)%ith) —{fe%h; f—mg,Age%u(m)}

. . b . - .
1 els teoremes de convergénCLa,vallds en (Eu(m),I),tambe es complei-

Xen en (ih(m),l). Tenim en efecte:

2.6.3. Teorema de Convergéncia Mondtona generalitzat a (i%(m),l)

(T.C.M.): si M 8s g-subreticle i'{fn}Ci%(m) s una successid I-afita

da tal que fn$f, aleshores fei;(m) i I(f)=VI(fn).
o .

A o > + »
(1) per fn + £ m-g.a. entenem gue existeix un conijunt Bea de manera

que £ (x) > £(x) per a cada x€B i m(B%)=0.
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T A . .
La demostracid es practicament analoga a la del teorema ante-

rior i no la fem.

2.6.4. Teorema de Convergencia Dominada a (&A(m),l) (T.C.D:):

Si M és O-subreticle, {f Fiif(m), g€£f(m) i f€T s8n funcions
+ n- A g A m
(-]
tals que fn + £ m-g.a. i {fn} <g m-g.a. per a cada n€l, aleshores
.£ . s
fe A(m) i I(f)=o=1lim I(fn).

En efecte:

Siguin h,hnELw(m) funcions tals gque h=z=g i hnzfn; sigui A€a tal gue

. o
m(Ac)=0 i fnzhn, h=g, lfn[ ég i fn + £ en A. Aleshores les funcions
o ,
= - * - > < .
kn hnXA son de Lw(m) i sdon tals que kn - fXA i [knl\.th Com que
hXAeLc(m)’ pel T.C.D. (2.2.6) resulta que foeLm(m)i per tant

- - = P . = - . [
fe A(m). A més és I(f) I(fXA) o-lim I(kn) o-lim I(fn).

2.6.5. Lema de Fatou a (ih(m),I). Si M+ €s o-subreticle i {fn}cixr

s una successid I-afitada per a la que, per a alguna funcid feih(m)
é€s fn> f m-g.a. per a cada n€l, aleshores o-1lim fn' o-lim an A(m),

si sdén finites m-g.a., i a més
I(o-1lim £ ) < o-lim I(f ) K o-1lim I(f ) < I(o-lim f ).
- "n — n n n

En efecte:
Siguin h,hnELm(m) funcions tals que h=f i hnzfn; sigui A€a un con-
junt en el qual h=f, h =f i o-lim £ i o-lim £ sdn finites i tal
n n ~—— "n n
' c . 2
que m(A " )=0. Aleshores les funcions hXA' hnXA sén de Lm(m). {hnXA}
és I-afitada i hnXA = hXA' de manera que per la Propietat de Fatou

a (Lm(m),I) (2.24.), las funcions o-lim hnxA i o-lim hnXA’ que son

finites, sdn de Lw(m)‘ Per tant o=-lim fn' o-1lim fnei%(m) i a mes

valen les desigualtats de l'enunciat. ™
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Recordem gque si m:a +“R+ €s una mesura real, el conjunt
‘£1(m) de les funcions m-integrables esta constituit per agque-
lles funcions £:X - R que sén m—eqﬁivalents a alguna funcid
real finita a-mesurgble i m~integrable. Tenint en compte que
’tals funcions sdn justament les del conjunt que nosaltres hem
indicat per Lw(m) i gue guan R=R M+ &€s O-subreticle, resulta
quecf1(m)=gg(m). Bs a dir amb la segona extensid (i%(m),I)
aqui introduida recuperem exactament el conjunt de totes les
funcions m-integrables en el cas en gque R es el cos dels nom-

bres reals.

Ara bé, hi ha mdlteé formes equivalents d'obtenir, en ei
cas real, el conjunt<£1(m). Una d'elles consisteix en conside-
rar els conjunts, que en la nostra notacid hem designat per
Lg(m) i Lq(m), i prendre com a funcions integrables aquelles
funcions feﬁh per a les que

inf{I(nh); hGLG(Am) i h2f m-q.a.}=sup{I(g); geL_(m) i g<f m-q.a.}

)
7 . .

(per exemple en [11] ho fan d'aquesta manera. L' Unica diferén-

cia que hi ha &s que alli consideren funcions reals no necessa-

riament finites; pero com que tota funcid real integrable és fi

nita m-qg.a. la construccid que fan é&s equivalent a aquesta gque

aqui expasem).

Aquesta condicid, que determina la integrabilitat d'una fun-
cid fe?m,és expressable en forma equivalent dient que per a tot

€>0 existeixen dues funcions:geLa(m) i heLG(m) tals que
'gS< £S h m-q.a. i I(h-g)<e.

Naturalment si R &s un 2-anell arbitrari aquestes dues formes
aquil citades no sén equivalents i poden donar lloc a dues possi-
bles segones extensions de la R-integral (Lg(m),I). En aquest sen-.
tit, i veient que en tot cas apareix la idea que una funcid es diu
integrable si &s aproximable per funcions que ja sén integrables,
bPassem a considerar una altra segona extensid de 1la R-~integral

(yj(m),l)k
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b) L'exténsid (&%(m), I).
Consideri's el conjunt
- C o
={fe
Ls(m) {£f mvz{fn} €+r fn‘{’f}
-que &s estable respecte la suma, el producte per elements de R+
i leé operacions reticulars, segons hem vist a 2.1.5. a), i que

estd contingut en P(Lw(m)). En general P(Lw(m))#Lg(m) i per tant
Lg (m) £ Ly (m) . |

2.6.6. Definicid. Diem gque una funcid feﬂk s m-integrable

si existeixen successions‘{gn}c LG(m) i'{hn}c Lg(m) tals que

a) g, < f < hn m-g.a., per a tot ney,

[}
b) I('bn-gn) - 0.
+ . ;
Designem peréﬁB(m) el conjunt de tals funcions.
Com gque La(m) i Lw(m) s8n subreticles, i I s mondtona en
Hﬂ(m) es immediat que en la definicid es pot suposar que 9, 4+ i

que hn Y. Aleshores I(hnfgn)+0. Tenim la seglient

- . + . - .
2.6.7. Proposicid. Si feiB(m) i gn'hn son funcions com en

la definicid anterior, aleshores:

a) AI(hn)= VI(gn) i aquestlvalor no depén de les 9, hn escolli-~
des d'entre les que satisfan les condicions de la definiciéd.

b) I(hn)=A{I(_h); heLO(m) i h 2f m-q.a.},

‘VI(gn)=V{I(g): geLJ(m) i g <f m-g.a.}.
En efecte:

a) Pel que hem vist a 2.5.3., sera I(g ) <I(h ), qualssevol que

siguin n i m, i1 com

0 < AI(h) - VI(g) =ATI(h-g)< AI(h)-I(g)]=0
n m .n,m n
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resulta AI(hn)=VI(gn).

Quant a la independéncia d'aquest valor de les gn,hn escollides,

suposem gue tenin
< £ - . i -
g S £<h m-g.a. amb ‘gneLs(m) ' hneLc(m) i I(hn qn) -+ 0,
L Pl G M - ] ' i " wg! A
g' < £<h , M-d.a. amb g' €Lg(m), h' €L (m) i I(h' ~-g' )> O.

Aleshores devg'n$§hn m-g.a., valia per a tots els m,neA, tindriem

I.(,g'n)< I(h ) i per tant

VI(gr'l) <A1(hm) = VI(gn).
n m n

Reciprocament tambe seria VI(gn) <fVI(g;) i per tant VI(gn)=VI(gé).
n n

b) Siguin hn,gn com en la definicid i considerem una funcid

qeLs(m) tal que g< f m-g.a. Aleshores gvgne LS (m), g_vgn< f<hn

- . . - < - : ‘ .
m-g.a. per a cada n i I(hn qun)\‘ I(h.n gn) per tant {gvgn}l{hn}
compleixen les condicions de la definic¢id i tindrem VI(gvgn)=AI(hn).
Perd I(g) SZI(gvgn). D'aqui qgue tinguem I (g) <;AI(hn), qualsevol

que sigui g€éL _(m) amb g < f m-g.a.; i com que per a la successid

§
{gn}CILs(m) és VI(qn)= I(hn) resulta que existeix V{I(g);qeLs(m)
ig <f m-g.a.} i que aquest suprem €s VI(gn).

Dualment provariem que existeix A{I(h); heLd(m) i h> f m-qg.a.}
i &s AI(hn). =

Aquesta proposicid permet definir la integral d'una funcid
fei;(m) com el valor comi de VI(gn) i AI(hn) gque designem per
I'(£): '

2.6.8. Definicid. Anomenem integral respecte m enéﬁg(m) l1'a-
: s 2 + ini ' = =
plicacid I'.&B(m) - R+ definida per I'(f) VI(gn) AI(hn), on hn,gn

sén funcions com en la definicid anterior.
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. e + - .
2.6.9. Proposicio. I':&B(m) -+ R+ eés un morfisme d'ordre po-
sitivament homogeni que estén la integral respecte m en Lc(m).

Precisant:

a) Lg(m) Cﬁ;(m) i les dues integrals coincideixen en Ld(m),
B) £,£'eX] (m) = f+£tedl(m) 4 IV (£+4£0)=I' ()+I'(£"),

c) £,£'efl(m), £< £ m-q.a. = I'(£) < I'(£"),

d) fei;(m), a€rR,_ = afexg(m) i I'(af)=aI'(f):

e) f,f'eéeg(m) = faf', fve'el (m).

En efecte:
a) Sigui fe€L_(m) i sigui {fn}C€+ tal que £ 4f i I(£)=VI(f ).

Aleshores les funcionsvgn=fn, que s6n de g, i per tant de La(m),

+

i les funcions hn=f' gue sdn de Lc(m), satisfan les condicions
de la definicid, car g_ < £f< h_ i I(h_-g_)=I(f -f )% 0. En con

n n n °n n n =
seqiiéncia fei;(m) i a més I(£)=I'(f).

Quant a la resta de propietats, considerem dues funcions
f,f’ei;(m) i siguin {gn}:{gé},{hn},{h;} successions de funcions

tals que:
g < £f<nh m-g.a. ' gneLa(m), hneLU(m) i I(hn-gn)+0,

1 < |<~ ] - 1€ re s o 1 .
LS £<n! m-g.a. , gp€Llgtm), hl€L (m) i I(hy gn)+0

’ [ |< ‘ L] - . .; s . .
b) Tindrem gn+gn~< f+f' < hn+hn m-g.a i com que gg(m)) i Lg(m)
- . t ' ' . -
sbn subsemigrups, 9,*%9, 4+ en Ld(m) i hn+hn ¥ en Lo(m), a més

[~]
| - - ] = - v 1 + | . - [ 3

I(hn+hn gn gn) I(hn gn)+I(hn gn) de manera gque I(hn hn'gn gn)+ o.

i + [\
Amb- aixo gqueda provat que f+f'€£B(m). D'altra banda sera

I'(f+f')=VI(gn+gé)=AI(hn+h$); vegem que coincideix amb I' (f)+I'(f'):

I(f+f’)=VI_(gnj§-gr'1)=V[I(gn)*'I_(.gI'l)] < nvm{ I,(gn)+I,(g!;‘)]=I' (£)+1'(£') =
n n ) ’

AI(hn)+ AI(.hx'l)- o = A [I(hn)u(_hr;l)K A[I(hn)+I(hI'1)] =
n n n,m n

I'(f+£').
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c) Si £ S£' m-g.a. sera gn< £f <f <hr'n m~g.a. per a qualssevol
m,n€N de manera gque I(gh) < I(h;), i per tant I'(f)= VI(gn)
n

< CYy=T? 1
A I(hm) I'(£').
m

d) si a= o0 aleshores,agneLa(m), ahneLq(m) i se satisfa a més
< < $ = -
a af ah m-qg.a. - = - = -
g, S = ah g.a. i I(ahn agn) I(a(hn_gn)) aI(hnvgn) de tal
forma, essent el producte en R seqUencialment O-continu, &s

° N
I(ahn~agn) + 0. Amb aixo queda provat gque afeig(m). D'altra ban-
da tindrem I'(af)=VI(agn)=V aI(g )iz pero, com que'{gn} és crei-
xent, {agn} també ho &s, i per tant V aI(gn)=Q~lim a I(gn) =

= a o=-1lim I(gn)=a. VI(gn) = a.l'(£f).

e) Com que LG(m) i Lc(m) sdn subreticles resulta que'{gnvg;},

{gﬁ\gé}c Lé(m)'{hnvhg},{hﬁAhA}C H}m) sdn successions tals gque
[ r < [ ] VI [

g‘nvgn SfvESs hn v hn i gn‘Agn KL EfAf hn Ahn m-g.a. Podem

escriure per tant les relacions

| - L ] . ' _ o 1
hnv hn gnv‘gn \.hnv hn + hnAhn_gn Agnvg v g

[ 1
n n hn+hn ‘gn+gn)’

LI | ] 1 " ' '
hn Ahn’ gn Agn < hn Ahn * hHth gnv gn' gn Agn

+h'- '
hn hn (gn+gn)'

amb les desigualtats satisfetes m-g.a. que permeten concloure

-] ) N
v ] s AR T o t . . .
que I(hnv hn gnvAgn)-* 0 i que I(hn hn gnAgn)-+ 0. Amb aixo que

+
‘da provat que £ v f£', £ Af‘ei,B(m). u

Com que es tracta d'una extensid de 1la intggral I:%I(m)-?R¥,

la continuarem denotant per I.

Observi's que de la definicid es dedueix que si f=g i gefg(m),

. . +
aleshores fei;(m)i I(f)=I(g). Bs a dir, la integral I:iB(m) + R,

€s compatible amb la relacid d'equivaléncia que tenim definida en

s

m

Definint I[f] = I(f) queda determinada una aplicacié.

I:L;(m) - R+ que t& totes les propietats b)-e) de 2.6.7, en el

+ - . .
conjunt L;(m)=£;(m)/=. Com gque LB(m) és subsemigrup subreticulat,

estable respecte el producte per elements de R+,de Fm' I s'esten
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dra de forma unica al f%-submodul LB(m)=L;(m)—L;(m) i al subreti-
+ -+
cle Lg(m)={ fEFm; f.,f_eLB(m)}, pels quals sera de nou P(Lg(m))=
+ . . . s +
=LB(m) i, en principi, LB(m)% P(LB(m)).
Podem també estendre 1la integral Izig(m) - R+ als conjunts
<fB(m)=i;(m)-£;(m) i¢f~(m)={f€$ ; f+,f-&£+(m)}, de tal forma que
B m B
Ly (m = (m) /2 i Lo (m) =L zm)/ =.

Aqui, i en general d'ara endavant, cometem l'abis d'escriu-

re feLB(m) en lloc de [ fle LB(m). També escriurem = en lloc de

%, Sempre que la referencia a m pugui donar-se per sobreentesa.

En una forma semblant a com la condicid de ser M+ o-subre-
ticle era suficient per a que fos P(Lw(m))=Lc(m)_resulta que tam

- Dl » * + » »
bé ho é&s per a que sigui P(LB(m))=LB(m). Efectivament tenim:

2.6.10. Propasicid. Si M, és o-subreticle, aleshores:

a) feL;(m) si i només éi existeixen funcions g,hGLo(m) tals gque
g<f< h m-g.a. i I(g)=I(h).
+ . 7
b) P(LB(m))-LB(m), i per tant LB(m)—LB(m).
- + - _+ . + .
c) fELB(m) si i nomes si £ , £ eLB(m) i en agquest cas ]fIELB(m) i
lz(£) | <z(}£]).
En efecte:
En ser M_ o-subreticle P(Lw(m))=LG(m) i per tant L,(m)CL_(m).
a) si feL;(m) i {gn}CLé(m) i {hn}C Lc(m) sdn successions tals que
_gn+, hn+'>gn=< £< h m-q.a. i I(hnfgn)+0 aleshoresvg=VgneLc(m),

ja que L (m)C L _(m) i {gn} és 1-afitada, i I(g)=VI(g )=I(f); i

)
h=AhneL0(m), perqué L (m) és G-complet, i I(h)=AI(hn)=I(f). A més
g< £< h m-g.a.

Vegem, reciprocament, que si g,h €L_(m) sén funcions tals que
gs< £< h m-g.a. i I(g)=I(h) aleshores feLBLm). Considerem una

successid {gn}Cg+ tal quevgnfg i la successid {hn} amb hn=h. Re-
sulta que {gn} c Lé(m)- {hn} CLO..(m) ’ gn g £ hn m.gqg.a. 1 I(hn’.gn):

=I(hn_h)+r(g_g ) = 0. Amb aixo gueda provat que fELB(m).
n :
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b) Sigui feP(LB(m)). Volem veure gue feL;(m). Si f=f1--f2 amb

+ . . .
f1,f2€LB(m) i f1> ’f2' considerem func10ns_g1,g2,h1,h eLG(m) com

2

en a); €s a dir, tals que

g, <-f1 <h, m-q.a. i I(h,)=I(g,) = I(£,),
< - i - =3
g, \~f2 s;hz m~g.a. i I(hz) I(gz) I(fz).

Aleshores g1~h2 < f ~-f, <nh

1-%, m-g.a. 1 sent f1-f2 >0

1792
m-g.a. sera 0 < (g1-h2) < f1—f2 sﬂh1fgz)+ m-g.a. La funcid

+ . ~
g=(g1-h2) és de Lg(m) car g1—hzeLc(m)-LG(m)=Lm(m) i per hipote-
si P(Ly(m))=Lg(m).

1 + ‘ 3
Analogament,h=(h1—g2) €Ly (m). Icom que h.-qz()nrq.a. seri

1
- + " _ . e ,,—_ . +-
(h1-92) *h, -g, de manera gque tindrem I(h1 g,) =I(h

1f-gz). Aixi,

g,heLo(m) soén tals que g <f <h m-qg.a. i I(g) < I(h). Vegem que-
I(g)=I(h). Tenim

I(g)=I(g,-h,)" > I(g,~h,)=I(g,)-T(h,)=I(£)-I(£,)
mentre que per altra banda,
. ,
I(h)—I(h1—g2) = I(h1-g2)~ I(h1)-I(92)—I(f1)~I(f2).

. +
Amb aixo0 queda provat, segons hem vist en a), que feLB(m).
N + - . . -, 13
c) Essent P(LB(m))=LB(m) és clar que fELB(m) si i nomeés si

+ _- - + :
£ ,£ GL;(m) i aleshores es t& que |fle LB(m) i que

1) [=|T(eH)-T(£T)| <T(ET) + T(£7) = T(|£]). m

Com ja hem observat, de la Definicid 2.6.6. de m-integrabi-
litat se'n-deriva en particular que tota funcid de ?; m-equiva--

. ) . ) + +
lent a una funcidé de Lc(m) és m-integrable, es a dir, J;&(m)cxé(m).

Quant a la inclusid contraria tenim una condicid suficient que

l'assegura:
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2.6.11. Proposicid. Si M, €s o~subreticle, una condicid su-

. . . + + - c s
ficient per a gue s;gu1¢ﬁB(m) ;f%(m) és que en Lw(m) es compleixi

I(lely =0 = £ =o0.
m

En efecte:

Segons la proposicid anterior, si fei;(m) i M+ &€s o-subreticle,
existeixen funcionsig,heLc(m) tals que g < £ < h m~g.a. i

I(h)=I(g)=I(f); és a dir, I(h-g)=0. Pero h-g>0 m-g.a. i per tant,
I(h-g)=I(|h-g|)=0 d’'on, per hipdbtesi, se'n segueix gue h~-g= 0, 8&s

a dir que h=~g i per tant que f =g. En conseqgiiéncia f&ﬁZ(m). Amb

aixo queda ,prc.:vat quei;(m) =£;(m) . =

Aquesta condicid suficient &s expressable en termes relatius.

només a la mesura. En efecte, tenim la segilent

2.6.12. Proposicid. si M+.és o-subreticle, aleshores una con-

. . 1 . . . . . N
dicid necessaria i suficient per a que es compleixi

n
o

1(lg]) = o - £z

en Lw(m), &s que m(a) ={m(A);A€a@ } no contingui divisors de zero.
En efecte:

Vegem que la caondicid &s suficient. Suposem gque m(@) no té divi-
sors de zero i que f€L (m) &s una funcid tal que I(|£f])=0. Volem
veure que [ f#o] es m-nul.

n
Si feg, i £f= ¥ a.x, . amb a,#0, aleshores de
+ i=1 1 Ai i

n
I(f) = aim(Ai)
=1

i
se'n segueix, en la hipbtesi feta, que ha de ser m(Ai)=0 per a

n -
cada ie{1,...,n}, d'on [ £#0]= y A, &s m-nul.
i=1

Si feLg(m) i {fn} €, es una successid tal que fn+f, de
I(f)=VI(fn)=0 se'n deriva gque I(fn)=0 per a cada néy, i per tant

que [fn#O] es m-nul. D'agui que [ £#0]= U[fn#O] sigui m-nul.
n
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Finalment si feL (m), |f|eLc(m) i per tant si I(|£])=0, &s
[£#0 }= [ |£]/#0] m-nul.

La condicid tambévés necessaria, ja que si m(ag) té divisors
de zero, aleshores existeix al menys una funcid feLw(m) per a la
qual &s I(lf]) = 0 i en canvi [ £#0] no es m-nul. En efecte, con-
siderem dos elements a,b f 0 tals gue ab=0 i sigui b=m(A) per a
algun Ae¢a. Aleshores la funcid f= aXp 8s simple, [ f#0]= A no &s
m-=nul i I{(f)=a m(a) = ab = 0. =

D'aguestes dues darreres proposicions, juntament amb les

propietats de la integral (iA(m),I), se'n dedueix finalment el

seguent

2.6.13. Teorema. Sigui R un f%-anell O-c.c. amb el producte

seqUencialment o-continu; m:a - R+ una o-mesura definida en una

g-algebra a de parts d'un conjunt X. Si se satisfan les segﬁents
condicions:
1) La integral respecte m en € és sequencialment o-continua,

2) El1 conjunt M+ de les funcions fortament mesurables positi-
ves es O-subreticle,
3) m{a) no conté divisors de zero.
aleshores

a) ‘f,B(m)=%(m) ioﬁ;(m)=aﬁ;(m) gs cji dir, feofBEm) si i només

. . . . +
si £ =g per a alguna funcio geLw(m) i si f&iB(m), alesho-

res es pot prendre geL, (m).

b) si Fe$§ €s una funcid mesurable, aleshores feJ%(m) si i
només si lfleiﬁ(m) i en aquest cas |[I(f)| < I(|f}]).

c¢) Per a la R-integral (xA(m) I) = (£B(m),I) es compleixen

els teoremes classics de convergéncia mondtona, dominada

i propietat de Fatou, 2.6.3, 2.6.4 i 2.6.5 respectivament.
En efecte:

a) En aquestes hipdtesis hem vist (2.6.11) quecﬁz(m)=1;(m) i per
t - - H o~ -
ant & (m)=f, (m)={teh ; £=29, geL (m)}
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b) Ja sabem que si £ B(m) aleshores |f!a£;(m). Reciprocament su-
posem que fe?& es ﬁesuiéble i gue |fkﬁ%(m) i vegem ‘que aleshores
feﬂh(m). Sigui g una funcid definida per tot m-equiva;ent a £ i
mesurable. Aleshores 1g|: lf‘ i com que |fla£;(m) també 1g¢efg(m)'
A més g+,g-eM+ i per tant‘g+,g-eL0(m) de manera que g€Lw(m),1
essent £ ~g, pel que acabem de veure en a), resulta que f€£B(m),

tal com voliem provar. ®

Observi's que guan R=p . se satisfan les tres condicions del

teorema 2. .3, i per tant¢£B(m)=J;(m)=J;(m). En la seccid seguent

estudiem en gquines condicions se satisfan les hipdtesis del Teo-
. . I

rema anterior en el cas particular d'una o-mesura m:a +> PR .

Abans d'estudiar aquesta integral, volem fer observar gque la con

dicid sobre m(@) no és necessaria per a dque sigui¢j;(m)=da(m) i

per tant per a gque en (i;(m),I) es compleixin els teoremes de con

vergéncia. Efectivament tenim:

2.6.14. Exemple. Sigui n:Pw) - R+ una o-mesura valorada en
un g-anell g-c.c. amb el producte seqiencialment o-continu. Ales-
hores per a la lntegral respecte a m de funcions f: A/+ R eS<f (m)

—d?(m) independentment de si m(@NN)) conte divisors de zero o no.

En efecte: Segons hem vist en l1'Exemple 2.4.2, en aquestes
hipdtesis M, €s g-subreticle i M+={f:N > R+}. D'altra banda la in
tegral respecte m en ¢ &s seqgliencialment o-continua, ja que pot

considerar-se com un cas particular de l'Exemple 2.3.3.
Sigui (an) la successid que determina m (veure 1.7.7.). Si

f=(bn)eM+, a;eshores les funcions fn=(b1,b2,...,bn,o,...)Ee+ son

n
tals que fnff, de manera que, essent I(fn)= i§1biai' feLc(m) si

i només si la série o-I b a &s o-convergent.

Un conjunt ACN &s m-nul si A(:Ao={neN; an=o}.

+ -
Vegem que‘ig(m)ciz(m). Sigui fe&B(m). Com gue M+ &és O-subre-
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ticle, existeixen funcions g,h€L (m) tals que g< f<h m-qg.a. i
I(h)=I(£)=I(g). Sigui BEY(H) tal que g<£<h en B i m(B%)=0; ales-
hores gX <§fxB<§ hX, de manera que com que hXg €L (m), també@ &s

. +
fXBeLc(m). Finalment, de f::fXB se!n segueix que fEi%(m).

7. LA INTEGRAL RESPECTE UNA ©-MESURA m:a - RI.

-

Sigui I un conjunt d'indexos qualsevol; m:a - RI una O-mesu- .
ra positiva definida .en una 0-élgebra de parts d'un conjunt X; 1
sigui F una funcid F:X - RI. Designem per Fi i mi la component
i-éssima de Fim respectivament; cada mi es una mesura real posi=-
tiva definida en a.

 _
Segons hem vist a l1'Exemple 2.3.4, la integral respecte m €s

sequencialment o-continua en el 2-submodul de les funcions a-sim-
ples F:X ~» RI, i per tant pot aplicar-se el métode de Daniell per
a estendre-la als conjunts Lc(m) i Lw(m) i d'aguests estendre-la
a<i;(m) i‘iB(m). Recordem que si com €s usual designem per L1(mi)
l'espai vectorial de les funcions reals mi-integrables Lebesgue,
definides en X, aleshores L‘(mi)=LB(mi), mentre gque Lc(mi) €s el
conjunt de les funcions reals finites 1 positives definides en X,

G-mesurables, m-integrables Lebesgue.

- . I - . - . .
2.7.1. Proposicid. Si F:X > R é&s una funcid definida m-qg.a.

en X i FGLB(m) aleshores Fi€L1(mi) per a cada i€I- . i dem=(f Fidmi).
En efecte: Desglossarem la proposicid en diversos cassos. Te-
nim:
1) Fee+fé Fi€g+ per a cada ie; i dem = (fFidmi). Agquest cas ja
l'hem estudiat en l'exemple 2.3.4. abans citat.
€ = € . d i€I i |FAm=(/F.dm.). Sigui {F
2) P Lo(m) Fi Q#ml) per a cada i f (f i l) ig { n}Cg+
i . .
una successid tal que Fn 4F. Aleshores Fn+Fi per a cada ieI i
-] [-)

.1 . - i ' . \ . .
{Fn}C €,7 com que andm (:andmi), de l'existencia de V andm se'n

deriva la de V ]Fldm. per a cada i€I. D'aqul que F.€L _(m,). A més
n 1 i C i
n

[Fam = ; fr am = X ( fF;dmi) = (X [r dm.) = ( fFiami),

(1) A partir d'aqui usem indistintament els signes I(f) i f dm per a indicar

la integral de f respecte a m.
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tal com valiem veure.’

+ : -
= ent ¢ o . . - . .
3) FeLg(m) F. €L (mi) per a cada i€I i [Fdm ([Fidmi). Siguin
{Gn}'C Eém),'{Hn}C Ld(m) successions de funcions tals que Gn+,
Q
. < - :
Hn+, Gn S F S Hn m-g.a. per a cada n natural,i f(anGn) + 0.

Aleshores, com gue Nm= NN, és

Gl <F, <Hu" m,-qg.a.
n i

i
n i
.. - i
per a cada n natural i i€eI; a més Hn eLd(mi), com acabem de veu-
. i : .
re, 1 GneLS(mi) com anélogament es provaria, de manera que
i i, ° .
f(Hn—Gn) ¥+ 0 per a cada i€I.

Amb aixd queda provat gque cada funcié F, &s m,-integrable,

€s a dir, que FieL‘(mi), i a més

- - i - (A [yt -
Jram = A fu dm = A ([ 5> dam) = (A f5_dm) = ( [F.dm).
n n n

Ara és.immediat veure que si FeLB(m), aleshores FieLq(mi) i

a . : . . . +
tambeé dem = ( fFidmi), ja que si FeLB(m) i és F=G-H amb G,HeLB(m),

es té F.,=G,-H, de manera que G,,H.,eL'(m,). Per tant F.eL‘(m.). A
i i Ti 171 i’ i i

més
[ Fdm = [Gdm - [ Hdm = (f Gidmi)—(f H dm,) =/ F.dm,.

Amb aixd queda demostrada la Proposicid. ®

2.7.2. Observacions. Aquestes observacions fan referéncia a

un possible reciproc de les diferents parts en que hem dividit 1la

demostracid de la proposicid anterior.

a) si Fiee per a cada ieI i I &s finit,aleshores F=(Fi)e€ no

+ 41

pot suprimir-se la condicid de finitut de I.

En efecte, per a cada Fi queda determinat un nombre finit de con-
junts {A;}C a sobre els guals Fi &s constant. Aleshores si I &s

finit les funcions'{Fi} determinen glocbalment un nombre finit de
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. i - . P
conjunts {Ak}iek sobre els quals F és constant,i per tant F és
a-simple.

Per a veure que no pot suprimir-se la condicid de finitut

de I considerem el seguent cas:

Sigui X=-k1,x2,...,xn,...} un conjunt numerable; a= (X) i

I=X. Per a cada nelN considerem la funcid Fn:x - R definida per
F (x)=n, si x=x_, 1 P (x)=0, si x#x . Aleshores cada funcid F
n n n n n

€s simple i F=(Fh) no ho s ja gque el conjunt de valors que pren

F &s el conjunt -bnng; an=(0,...,0,n,0,...)} que &s numerable. ®

b) Si Fiee per a cada i€I i I &s numirable, aleshores F=(Fi)€Lc(m).

+

A més no pot suprimir-se el gque I sigui numerable. Posem

I={i1,i2,...,i s+.-} 1 caonsiderem per a cada n natural la funcid

n

Gn:x - RI per a la que

F, si i, <i <i_,
0 si i < i.

Pel que hem vist a a), cada Gn és d-simple; O <—Gn=< F i Gn 4+ F,

ja gue per a cada i=iP€I tenim G =Fi per a tots els n= p. A més

8 H

: i
. - - . < -
{ fGndm} és o-afitada car fGn dm < ( fGndmi)~\ ( fFi dmi), per
tant FELG(m).

Que la numerabilitat de I no pot ser suprimida ho veurem al

final de c¢).
c) Si FieLd(m.) i I &s numerable aleshores F=(Fi)€L0(m). A més
i
no pot suprimirse el que I sigui numerable.
En efecte: Si per a cada ieI;{g;}Cs+ €s una successid de funcions
i | . i . |

tal quevg; 4 Fi, resulta que les funcions Gn=Lgn) son de Lc(m),

-]

pel que acabem de veure en b), 1 G t+ F; a més'{fGndm] é€s o-afita
-]

da. Per tant FeLc(m)- n

Consequbncia immediata de c) &s el resultat que ja hem ana-

litzat en l'Exemple 2.4.3: quan I &s numerable Ej(m) és §-complet.
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o
Efectivament: si {Fn}(:Lc i Fn VF, aleshores, per a cada i€ I,

i ’ R R -
{Fn}<:LG(m) i Fn +Ei, de manera que cada Fi és real mesurable

positiva; per tant FieLG(mi) i, com que I és numerable, F=(Fi)

és també de Lc(m).

Vegem, amb l'exemple segiient, que no pot suprimir-se la nu-

merabilitat 4'T ni en b) ni en ¢):

~r 0 qers

2,7.3. Exemple. Consideri's la funcid F-[0,1]

nida per F(x)=x6x. Cada component Fy de F és simple i F ¢ Eg(m).

En efecte: Observem en primer lloc gue per a cada y€R &s

F = i per tant F_ &s simple, ja que
v Yﬁyr P y P ¢ ] q

: ‘j v si y=x .
Fy(x) = CXGX)(Y) = = (yﬁy)(x).

0 si y#x

[o,1]

D'agui se'n segueix que si G:[0,1] - R &s una funcid tal

gque 0S G XPF, ha de ser 0 G(x) < x§,_ per a cada xe[0,1] i

per tant G(x)anﬁx per a algun nombre real dx tal gue 0=§dx=<x.
En consequéncia, si 0 SG< F i x#z, aleshores G(x) aG(z)=0, &s

a- dir, G no pot pendre el mateix valor no nul en dos punts dife-
rents. D'aquesta manera, si G €s a més simple, ha de ser necessé-

riament nul.la,excepte en un nombre finit de punts com a maxim.

Si tenim funcions G €€ tals que 0 < Gn5§ F, el conjunt

+

[Gn#O] és finit, per a cada n€elN, de manera gque si Gn 4 alesho-
[

res [VGn#O] = U[ano] és com a maxim numerable i, per tant,no po
n
dra ser mai Gn AF, ja que [F#0]=[0,1].
-]

Designem per Nm el g-ideal dels conjunts m-nuls de a4 i per
Ni el dels conjunts mi-nuls de a. Bs clar que N=N N, i per tant
ieI
la m-equivaléncia de dues funcions F,G:X + R~ implica la mi—equi
valéncia de cadascuna de les components F.+G;:X ~ R. El reciproc

€s fals en general. En efecte, tenim la seglient propietat

d) sSigui F=(Fi),G=(Gi); I numerable. De la m-equivaléncia de Fi
amb Gi per a cada ieI,se'n segueix la m-equivaléncia de F i G si

i només si Ni=Nj per a tots els i,jelI.
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Quant al "s1" tenim que si per a cada i€I existeix un conjunt
' c - .
A.eN, tal que F ,=G, en A ,aleshores A= U A, &s un conjunt de a,
i i i i i ; 1
m-nul, pel qual F=G en ac.
Pel que fa al "nom@&s si", provarem que si Ni#Nj per a alguna
parella d'indexos i,jeI aleshores existeixen al menys dues fun-
cions F,G tals que cada Fi €s mi—equivalent a G, pero F no &s
m~equivalent a G.
Sigui AeNi -Nj. Aleshores mi (A)=0 i mj(A)#O. Per tant
o "o

m(A)#0. Considerem la funcid G=(Gi) definida aixi: Gi =aX, Gi=0
o
per a tots els i#io. Cada component Gi de G és mi-nul.la i si

a#0,G no &s m-nul.la. nm

-

Bs facil veure que en la demostracid de la part “si" és
essencial que I sigui numerable. Si no ho fos, no podriem asse-
gurar que A=lJAi€a ni, en cas de ser Aea, que m(A)=0. Efectivg
ment, si considerem la funcid F:[0,1] -+R[0'1].com en l'Exemple
2.7.3. définida per F(X)=x6x, aleshores,>prenent per a cada com
ponent ye[ 0,1] la mesura de Lebesgue de la longitud en a= [0’11,
és Ny=Nz per a tot y,ze[0,1] i es té Fy==0 per a cada yﬁ[0,1],

mentres que F# 0, ja que [FA0]=[0,1].

e) La condicid Ni=Nj’ per a totes les parelles d'indexos i,jeI,

€s equivalent a la de no haver-hi divisors de zero en m(a).

Per acabar, i com a consequéncia de tot el gue s'ha vist

tenim la seglent

2.7.4. Proposicid. Sigui I un conjunt numerable i m:a - E;

una o-mesura positiva per a la que m(a) no conté& divisors de ze-

ro, és a dir, per a la que Ni=Nj per a tot i,jeI. Aleshores

ayd, m =&, @)
b) F:(F')ELB(ﬂQ~® E&€L1(mi) per a cada i€ I, i en aquest cas
i

fram =( [F am,).
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En efecte:

a) Segans hem wvist en 2.3.4. i en ¢), es compleixen les hipbte-

sis del teorema 2.6.13. i per tant iB(m)=J;(m),

b) Com que la Proposicid 2.7.1. ens ddna la implicacid en el sen
tit ( =), nomé@s ens cal provar l'altra. Sigui F=(F,) amb FiﬁL‘(mi)
per a cada i€I. Podem suposar que F 2 0. Aleshores per a cada Fi
existeix una funcid Gich(mi) tal que Gi= Fi. Per ser I numerable
G=(Gi)e%'(mi) i si a més m(a) no conté divisors de zero resulta

gque F= G. Per tant FEJA(m), és a dir, FSLB(m).'

8. LA INTEGRAL INDEFINIDA.

Sigui R un f%anell o-c.c. amb el producte seqiiencialment
o-continu i m:a ~* R, una o-mesura definida en una g-ilgebra a

de parts d'un conjunt X.

Recordem que donades una mesura real m:a -+R1una funcid

ﬂEL1(m), l'equacié.l(A)=IAfdm =ffodm defineix una nova mesura

en @, que s'anomena la integral indefinida de f respecte m. Es

sabut que L és absolutament m-~continua, &s a dir que
lim 2(a) = 0,
|m | (R)+0
o equivalentment, que £ (A)=0 quan |m| (a)=0.

En aquest apartat estudiem l'analeg de la integral indefi-

nida respecte una ¢o-mesura.

2.8.1. Definicidé. Donades una o-mesura m:a@d - R+ i una fun-

cid f m-integrable anomenem integral indefinida de f respecte m

la funcid de conjunt £:4 +~ R definida per
g(a)= [, fdm = [fx, dm,

sempre que aquesta integral existeixi per a cada a€a .

Es tracta de veure en primer lloc si & esta definida per a
totes les funcions feib(m)vé,en tot cas, per a gquines funcions

fefB(m) hi esti, .i d'estudiar les propietats fonamentals de 4.
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2.8.2. Teorema. Per a tota funcid feég(m) estd definida la
integral indefinida de f respecte m. A més £ &s una oc-mesura

o-afitada, sequencialment m-continua.
En efecte:

Suposem primer que f &s simple i positiva. Aleshores si

i A€Q resulta que la funcid

n
fXA = z

225 Xan
h h

1

€s també simple i positiva i per tant,per a cada Aea,esté defi-

nit 2(a) = [ fdm.

Bs immediat que 2 &s additiva en a. Quant a la o-additivi-~
tat observem que si {Ap}%:a és una successid tal que AP+¢ ales-
hores APAi+¢ per a cada i€{1,...,n}; essent m o-mesura sera

o-1lim m(APAi)=O; per a cada ie{1,...,n}; per tant

(-]

a.m{A A, ) > 0.
i p i

U e

L(a_) =

Pi=n
Pel que fa a la m-continuitat, observem gque de la definicid es
dedueix, si a=V{f(x);xeX}=a1v...van, que '

m{AA,)=a.m(A),
1 1

I N e

n
2(a) = Z a.m(aa,) ¢ a.
. i i | .
i=1 i
on donem per suposat qut treballem amb la representacid candni-
ca de £, és a dir, que els conjunts A, sén mdituament disjunts;
essent el producte en R sequencialment . 0 ~continu, &s clar que
o Q
Z(An) ~ 0 quan m(A_ ) * 0, és a dir, que 2<§ m.

Sigui ara fe€L (m) i {£} € una successid tal que £ +f i
o n + : n

ffdm = vffndm. Aleshores per a cada Aea resulta que anA6e+,
3 . -~ - : - : e . -
anA *fXA‘l {fnkh és I-afitada; per .tant fXA Lq(m) i ffodm

=V ffnxAdm.'La integral indefinida esta doncs definida. Quant a
les propietats de %, observem que si designem per ln la integral

indefinida de fn’ tenim 2n g 2; aixi, tant la O-additivitat com
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la convergencia de la successid de o-mesures{ﬁn} és uniforme i
per tant, segons 1.4.5. és també& o-additiva. (1{ Vegem que

2<; m. Cal provar que Si'm(Ai) > 0 aleshores 2(Ai) 5 0, on
{Ai} €s una successid d'elements de a.

Com que Qn g 2 uniformement en a,existeix una successid
5p+0 tal que, per a cada Aie{Ai} i p natural,

< - <
0 z(Ai) zp(Ai) <ap. (*)

Vegem gque existeix o—limz(Ai) i és 0. De (*) i prenent suprems

se'n dedueix gque per a tot p,nel,
vVe(a,)< v g (p,) +§
i®n ' i»n P *
d'on, tenint en compte gue p<g m,

0 o-1lim £(A.) < o-lim 2(A,) = A V 3(a.)<
— i i . i
n izn

<A v lp(Ai) + Gp = o-lim zp(Ai)+ 5P= gp;

>

n i2>2n

i com que p és arbitrari i ap+0 resulta que existeix o-limf&Ai)

i que &s 0, tal com voliem veure.

Observem de pas gue en ser £<§ m i Zn+2 les zn resulten

. ¥ h . N
ser uniformement segliencialment m-continues, es a dir: Si {Ai} a
]
* . .
es una successid de conjunts tal que m(Ai) + 0, aleshores exis
teix una successid 6i+0 tal que, per a cada n natural i cada

€a 8 < .
Ai . es tea O<Zn(Ai)\6i

Finalment, sigui feig(m). Si gt hn+ sén successions de
funcions {gn}CjLG(m) i {hn}C:Lc(m) tals gque, per a cada n natu-
ral, 9, < £ ‘hn m-g.a. i f(hn~gn) dm Y0, resulta gue per a ca-

(1) En (1.4.5.) el grup G on prenien valors les o-mesures era c.c.
i el resultat feia referéncia a xarxes; no hi ha problema en veure
que si G es g-c.c., aleshores el resultat &s valid per a succe-

ssions.
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da A€a &s 9. % < f‘XA <hnXA m-g.a., on'_{gnxA}C L6 (m) i

{hnxA}C Lc(m); i com que f(hnfoanA)dm = f(hnfgﬁ)XAdm < (hnfgn)dm,

[+
+ .
resulta que f(hnfognxA)dm + 0. Per tant fXAng(m) i, en conse-

[T )

quencia, esta definida la integral indefinida de f respecte m,

L(A) = ffXAdm.
e = ' = A 1 * : . .
A mes L(pay=v ngndm , fA'hndm, D'agquil que si gn designa la
. . - , Lo ' b
integral indefinida de hn' el que tenim &s que zn v+ & en @& ., De
nou, les o-mesures £ son uniformement g-additives i gn+2 unifor

mement en @ i per tant, segons 1.4.5. resulta que £ &s o-mesura.

. o
També&, com que per a cada nélN &s 2n<§ m resultara de m(a,) -+ 0

-]
i 0osf(a.,) < 2 (A.) gque (A,) -+ 0, es a dir, que Q<< m.
i n i i s
Ara no hi ha cap problema en considerar una funcid f€£B(m).

Si f£=g-h amb g,h&ﬁg(m),seré»fo =_gXA-th, de manera que estara .

definida la integral indefinida de f i serd

2(a) = [£x, dn = fgx, am - [ny, dm =% (B)-L,(a)

A
on per 21 i 22 designem les integrals indefinides de g i h res-

pectivament. Es. clar gque £ no depén de l'expressid de £ com a di
. . + . .
feréncia de dues funcions de iB(m). D'altra banda, ja que 21 i

2 sdn dues o-mesures positives i sequencialment m-continues § &s

2
una o-mesura o-afitada i.sequencialment m-continua.

Amb aixd queda acabada la demostracid del teorema. ®

9. LA INTEGRAL RESPECTE UNA o-MESURA I EL TEOREMA DE. RADON-NIKODYM.

Bs clar que si feié(m) i f= g aleshores f i g defineixen la
mateixa integral indefinida. Per tant el teorema anterior ens per-
met associar a cada funcid feLB(m) una o-mesura o-afitada Zf se-
quencialment m-continua i per tant m-continua. Sera possible es~
tablir algun anileg del teorema de Radon-Nikodym?. £s a dir, si
mig - R+ i f%:q + R sdén dues o-mesures, i & &s seqliiencialment

m-continua J, senzillament, m-continua, existeix alguna funcid f£

m-integrable tal que 2{A}= [,f dm per a cada 2¢a ?. I en cas d'exis
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. -~ . ] . - I3
tir &s Gnica?, &s a dir, si h &s una altra funcid d'aquestes,

és h=f m-qg.a.?.

Pel gque fa a l'existéncia de la funcid &s facil veure que

el teorema no es compleix. En efecte, el segﬁent_exemple, insg-

pirat en un de Wright [34], ho mostra:

2.9.1. Exemple. Sigui X={a,b} un conjunt de dos elements;

a l'élgebra dels subconjunts de X. Considerem les mesures
f,m:a > R® definides per m(a)=2(n)=(1,0, i m(b)=2(a)=(a,1).
Aleshores'2<;~m, i per tant també& 2<<m, i no existeix cap funcid

£:X = R2 tal que Q(A)#[Afdm en a.

Efectivament. Si existis una tal funcid per a A={b} tindriem
(1,0) =&(b) =fr 4 £dm = £(b) m(b) = (0, £(b))

i aixo é&s impossible.
La unicitat de la possible derivada de Radon Nikodym, supo-

sant que existeixi, tampoc es pot assegurar. En primer lloc &s ne:. .

cessari que m(a) no tingui divisors de zexro. Precisant, tenim

2.9.2. Proposicibé. Siguin m:a-* R+ una o-mesura; f£,g funcions
m-integrables i Rf, zg les o-mesures m-continues definides per £ i

g. Una condicid necessaria per tal que
L. = L = £ =g m-qg.a.

€s que m(a) no tingui divisors de zero.

En efecte: Si m(a) té divisors de zero aleshores la mesura
idénticament nul.la pot obtenir-se tant de la funcid f=0 com de
la funcid fe€+, l'existéncia de la qual ha estat provada en 2.6.12,

que &s na m-nul.la i per a la que [£fdm=0. N

Queda pendent la quUestid de si agquesta condicid necessaria

&s també suficient.

En una aproximacid a l'andlisi d'aquest problema hem vist
que en el cas particular de ©-mesures valorades en el f-anell
R=EI, aquesta condicid, juntament amb la de que I sigui numerable,

. N . - t .
e€ns assegura no sols la unicitat si no també l'existencia de la de
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rivada de Radon-Nikodym.

2.9.3. Proposicid. Sigui I un conjunt numerable, m:a *> rT
una 9-mesura positiva en una o-élgebra @ de parts d'un conjunt
X i L:a > Rt una o-mesura qualsevol m-continua. Si Ni=Nj per a
tot i,j€T (Ni €s el g-ideal dels conjunts mi—nuls), aleshores

existeix una funcid Feis(m) tal que QIA)zfAF dm, per a tot A€Q,

Si H @s una altra funcid amb la mateixa propietat, alesho-

res H=F m-g.a.

\ » » £ »
Abans de provar aquesta Proposicid,ens &s util fer les se-

gilents observacions, que apleguem en un Lema previ.-

. X I
2.9.4. Lema. Siguin ¢,m:a - E dues o-~mesures en una g-al-

gebra de parts @ d'un conjunt X; m positiva. Designem per Ki,mi

N . 3 3
les components i-essimes de ¢ i m respectivament. Aleshores

1) 2i<< m. per a tot 1€I = ¢<<m.

2) f<<m = ¢ .<<m, per :a cada i€I, si i nomes si m(a) no t& divi-

sors de zero.

3) si m(a) no te divisors de zero, &s a dir, si Ni=Nj per a taot

i,jeI, aleshores 4&<<m si i només si 2§<m.
En efecte:

1) é&s immediat: si m{A)=0 aleshores mi(A)=O per a cada i€I i per
tant zi(A)=0 per a cada i€I. D'on resulta que £(A)=0. Amb aixd

gueda provat que &<<m.

2) Per a veure el "si", suposem gque m(G) no té divisors de zero,
&s a dir que Ni=Nj per a tot i,j€I,i que 2<<m. Volem veure que

aleshores Zi<<mi per a cada 1€I.

Sigui mi(A)=O. Aleshores sera m(A)=0 .1 per tant £(A)=0, d‘'on

se segueix que li(A)=0.

Per a veure el "només si" basta provar gue sSi m(a@) té& divisors
de zero aleshores no és cert que &<<m =='52,__;.<< m, . El mateix Exemple 2.9.1

ﬂb' mostra: alli 4<<m i en canvi ni'2,1<<m1 ni 22<<m2,

3) Tota mesura seqglencialment m-continua &s m-continua; per tant
només cal veure el reciproc. Sigui 2<<m i sigui {An}C a4 una successid
1+

tal que m(A_) > 0. Cal.veure que aleshores Z(An) > 0.
n
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Si m(a) no té& divisors de zero sera 2i<<mi, segons acabem
de veure en 2); i, com gue per a mesures reals definides en
o-algebres els dos conceptes coincideixen, resulta gue li <§ m, .
Aix1I, si m(Ah) % 0, serd m. (A ) > 0 i per tant Q.i(An)+ 0, per a

o
cada i€I, i en definitiva Q(An) -+~ 0, tal com voliem provar. ®

Demostracid de la Proposicid 2.9.3. Sigui £<<m. Volem veure

que existeix una dnica (m-g.a.) funcid feih(m) tal que 2(A)=fAfdm

per a cada A€a.

Segons el que acabem de veure seré«2i<<mi per a cada ieIl, i

per tant, existiran funcions fieL'(mi) tals que
2,(8) = [, £, am,

per a cada i€I i Aca. Podem suposar que fi eLw(mi), ja gue si

4 (3 . ’ T e ~ » .
fieL (mi), existeix a;guna funcisd gi Lw(mi) tal que gi_ fi i 1

aleshores g, i fi determinen la mateixa integral indefinida Qi.

Aleshores les funcions F1=(fi+) i Fi=(fi—) sén de LO(m) i per

e . . - .
tant F F1 F2§Lw(m). Finalment, tenim gque FXA (fiXA) d'on

foFPam=fFy dm =(fe,x, am) = (f, £am)=(2, (A))= R2(A),

€s a dir, F eés la funcid gque buscdvem. Per a veure gue &s {nica,

+ - . -
suposem gue GGXB(m) @és una altra funcido tal ague, per a tot Ae¢a,
fA_F dm = IA.G dm.

Aleshores serd .J. F.dm = .G, dm, per a cada i€l i A€a de -
fA' i i IA 1 1 - N
manera que seré'F.z G;.%Feré; essent I nufmerable i N.=Nj pexr a

3 i . i

tot i,jeI, aixd significa que F= G. ®

10. SOBRE ALTRES FORMES DE CONSTRUCCIG DE-LES EXTENSIONS DE LA

INTEGRAIL RESPECTE UNA o-MESURA.

a) Integral no positiva.

En lloc de treballar inicialment només amb funcions positives

podiem haver partit del £mddul € de totes les funcions simples i
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considerar els conjunts

o
it

{feRrR ; z{fn},c E, , £t £1},

o
il

{fer

il

H{En}CE ’ £ +f}r

en una forma semblant a la construccid de 1la integral que es fa,
per exemple; en [ 22] i [11] . Aleshores U i L, que contenen la
funcid ideénticament nul.la, sdn estables respecte la suma, el
producte per elements de R, 1 les operacions ret;cularsli U=-~-L.

Posant

I(f) =V I(fn) si feu.

I(f) ==-I(-£f) si fe L

{gue equival a posar I{f)= AI(fn) quan f€L=~U), s'obté una apli-
cacié I: Uu L =+ R, valorada en l'ampliat de R, que resulta esser
ben definida, com es comprova de forma totalment analoga al cas

estudiat, i per a la qual

er+ , I(f)<+o ® feLG(m),

feL+ had fGLG(m). \\

Quan f£€ULL i I(f)#t» diem que f té& integral finita. En Ld(m) i
Ld(m) aquesta nova integral coincideix amb la primera extensid de

la m~integral I en €, -

+ .
Si considerem el conjuntiﬁc(m) de les funcions feq:m per a
les que existeixen dues successions {gn}C L i‘{hn} C U, de fun

cions amb integral finita, tals que

g< £ <h m-g.a. per a cada nelN ,
n n

i o
I(hn) - I(gn) + 0,

. e s s + . .
resulta, de la mateixa definicid dei‘:un i de les observacions

fetes aqui dalt la segient
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2.10.1. Proposicid. Se satisfa p(iL(m))=i;(m) i per tant
L (m) =z (m) .

En efecte:
. .o+ P
La inclusid iB(,m) CP(.f,c(,m)) eés immediata, car LGC—U i LO.CU i

les .dues integrals coincideixen. Vegem la inclusid en sentit
contrari: sigui fei%(m), £ 20; cal veure gue aleshores fefg(m).

si £20 i gn, hn n funcions tals que, per a cada n natural,

s‘
és g€k, hneU, gns; £ ;;hn m-g.a. i I(hn)-I(gn)+ 0; aleshores

+ . : ds nt i
gneL+—L6(m) i hn €U 7 com que hn;ao m-q:a.,&s hn= hn i, per

+

+ P . . b . -
tant, I(hn) I(hn) és finit. En consequéncia h eLGQm). A més

n
+ + +
- P - < - > . -
I(h gn) I(hn) I(g ) s I(hn) I(g,) 0. Amb aixd resulta que les
successions {h:}CZ Lc(m) i {g:}CZ La(m) compleixen les condicions

‘ +
gue asseguren gque fe&B(m). n

D'aguesta proposicid se'n segueix de forma immediata que si

M+ &€s g-subreticle, aleshores,cic(m)=é%(m).

b) Per m-equivaléncies.

A partir de la primera extensid (Ld(m),I) de la integral
respecte una o-mesura m (g,I), poden ser considerats diferents
conjunts de funcions "m-integrables", tots ells introduits a tra

. ] 1 *
ves de les relacid de m-equivalencia.

. . + .
En aquest sentit ja hem considerat el con]untéiA(m) (defini-

c16.2.6.1). En general podriem prendre també& els conjunts

W - ~
{teF ; £= g, g€ L (m)}

i,u;(m) ‘
oﬁ-(m)
w

{fe?&; f= g, g€ La(m)}

Pels guals tindriem ,f,z)(.m)cii(m)c <£A (Vm)Cc%(m) . 8i M+ §s g-subre-—
ticle, aleshores Lw(m)=L&(m)' i per tant en aquest cas els qua-
tre conjunts coincidirien.

En relacid als conjunts i;(m) i ii(m) tindriem a més que

LFmcdm 1 Lmedym.
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Finalment si consideréssim, per.a l'obtencid de la segona
extensid, el conjunt de funcions f:X - R+ per a les que existei
xen dues successions'{gn}CiLG(m) i {hﬁ}CZLO(m) tals que_gn< < hn'

’ o
per a tot ney, i I(hnfgn) + 0, en una forma semblant a com es fa

en [22] i a partir d'aquest conjunt, que indiquem per LE(m), con-

sideréssim el conjunt
Limy = (2% £=29, geL_(m)}
E" m A - !
obtindriem funcions m-integrables de manera gue tindriem

+ + + :
aﬁA(m)CiE(m)CiB(m).

Resumint, podriem representar les relacions entre aquests dife-

rents conjunts de funcions m-integrables en el quadre que segueix:

ia(m)

!

Lsm e L) s Lym =L )
{

Lm

}

iw(mf s cf,E(.m) — > £B(m).

Per tot el gque hem vist, si M+ &€s 0 -subreticle, els quatre
conjunts de la primera columna coincideixen. La Proposicid 2.6.10.
ens prova que també coincideixen<£§(m) i é;(m). Finalment, una de-
mostracid andloga a aquesta que acabem de citar ens provaria gque
Lzm = L. |

Si a més m(a) no conté divisors de zero, aleshores, segons
hem vist en 2.6.13,.£B(m)= J%(m) i per tant, en aquest cas, tots

els conjunts que apareixen en el quadre coincideixen.

c) Integracid de funcions no finites.

En el plantejament que hem fet, en aconseguir els conjunts
iA(m) 8 £B(m), estem treballant amb funcions definides m-g.a., de
manera que podem incloure-hi aquelles funcions £:X + R definides
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m-g.a. 1 valarades en l'ampliat del f-anell R per a les quals

el conjunt [f= +%] &s m-nul.

=g . - I3 ;. L kg
Ara be, si d'entrada admetéssim, per a les funcions defi-
nides en X i valorades a R els valors impropis +w, resultaria

que tota successid {fn}Ce+ mondtona creixent tindria limit

puntual. Podriem considerar el conjunt
L. = {£:X » R; =
g - {£:X > R; E{fn}Cg+, fn 1; £}

i definir I'(£f) = VI(fh), com usualment es fa, en construir la

integral. de Lebesgue respecte una mesura real.

Apuntem aqui uns problemes, gue, per gquedar pendents de re
solucid, poden justificar el que hagim treballat nomé&s amb fun-

cions finites.

Primer. EL primer problema que apareix €s que aixi defini-
da I' pot no estar "ben definida": volem dir, que si {gn}ce+ €s
una altra successid tal que_gn j f pot ésser que-VI(gn) no coin
cideixi amb VI(fn).

En efecte, el raonament que utilitzarem per a provar que
era una "bona definicid" quan consideravem només funcions fini-

tes (2.1.6) no val agqui. Efectivament, de‘gn + £ i fn + £ no
; o o
se'n pot deduir que g A f_+ g af=g_, ja que per a un x€X pel
n m, "n - °n

qual f£(x)=+» resulta que (gnAfm)(X)=gn(X)Afm(X)¢ gn(x)’ (vegi's
el comentari al final de l'apartat 2 del capitol 0).

I de fet, al menys en general, I' no pot definir-se en L:,

com mostra le seguent:

2.10.2. Proposicid. Si m(a) conté@ algun divisor de zero,

amb co-divisors positius per 1l'esquerra, que no &s annulador
per l'esquerra de l'anell R,aleshores no pot definir-se la inte

L
ral a .
g 3

En efecte: Sigui a=m(A) un divisor de zero pel qual exis-
teixi algun element beéR _ tal que ba=0 i algun ce R, tal que

c a >0,

Considerem la funcid f£: X = R {+w} definida per £(x)=0
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si xfA i f(x)= +w si xeA; aleshores feL® ja que les funcions
a

fn=anAe€+ son tals que fn : f. A més I(fh)= nbm (A)=nba=0 per
a tot n natural. En conseqlencia hauria de ser I' (f)=0.
D'altra banda tamhé les funcionslgn=ndxxie+ sdén tals que

9, + £. perd Iﬁgn)=n.c.m(A)=n_c.a 4++® i per tant hauria de ser
(-4 -

I'(fl= +°. =

Per tant, la construccid de la primera extensid de la inte-
gral respecte una o-mesura per a la que se satisfan les hipote--—

sis d'aquesta proposicid, &s inviable.

El cas de la integral respecte una o-mesura m:ad - RI, per
a la que fos Ni#Nj per a algunes components mi,mj, €s un cas

concret on no pot treballar-se amb L:.

Segon. Suposant que sigui possible definir la integral en

©

LG apareix encara un segon problema.

Per a poder considerar els conjunts Eu(m), H;(m) i, en de-
finitiva,élg(m), cal sumar funcions de integral finita; i per a
- -
poder-les sumar caldria veure abans gque si feLU i I'(f)< + =

aleshores f és finita m-g.a. En aquest sentit tenim la segﬁent

2.10.3. Proposicid. Suposi's que pot definir-se la integral

en L”. Si no tots els elements de R, sdén divisors de zero, ales-
g
hores tota funcid feLz amb integral finita, per a la que [f=+w]€a,

é€s finita m-q.a.
En efecte:

Sigui beR,_ un element positiu que no sigui‘divisor de zero;

{fn}CZE; una successid tal que £ 4£; A=[ f=+o] . Considerem les
o

funcions

- +nb
9y, = Ep Xar PR P X

i suposem que m(aA)= a>0. Aleshores g €€ , per construccid, i
9 tf i, per tant,I'(£)=VI(g ). Pero.I(gh)=I(fnxA,)+I(nbe)=I(fnxA,)+
*n.b.a i, com que per hipdtesi &s ba>Q, resulta que I(g )4+«, con

“trariament a la hipotesi que I'(f)< +». ®
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Queda obert el problema de determinar condicions gue perme-
tin, d'una banda, definir 1la 1ntegral a L i, d'altra, assegurar
que les funcions de L ‘amb integral flnlta s6én finites m-q.a. Te
nint en compte que si m(d) no té divisors de zero, aleshores pot
aplicar-se la Proposicid anterior, queda també pendent, per 1'in-
teres que pot tenir, el determinar si per a les funcions feL: €s

[f= + »]€a &, si no &s aixi, en quines condicions seria cert.

Per acabar i tornant a l'exemple de la o-mesUra m:a - HI re-

hd . .-
sulta la segquent situacid:

2.10.4. Exemple. Sigui I un conjunt numerable. Considerem

una o-mesura m:q +RI amb Ni=Nj per a tot i,jeI. En aguest cas
pot definir-se la integral per a les funcions FELZ' A més si

{Fn} CE+ s una successid amb Fn S N 74 an dm <+ aleshores
[+

- . s + . n
F és finita m-~q.a., F6£B(m) i dem = V fF dm.
' n

En efecte: Com que Ni=Nj=N podem suposar d'entrada que @

€s la g-ilgebra completada amb els conjunts m-nuls.

Sigui FeL:(m) i {Fn}C €, una successid tal que Fn+ F. Per a’

(-]

veure que podem definir I' (F) per Vf'Endm, bastard provar que si
j? dm Sa. per a algun\element aeR aleshores {f Hndm} també és
o-afitada, per a tota altra successid {Hn}c €, tal que: Hn+F, i
que V andm =V andm.

PR | . .
Per a cada i€I la successio {Fn}ce+ de funcions reals sim-
ples es mono‘tona creixent. Sigui Gi la funcid Gi:X + R definida

= n i < a, per a tot n natural
per Gi(x) = Vv Fi(x). Com que an dmi\‘ al p :
n »
resulta pel T.C.M.a. L'(m;), que'G, es m,-integrable. En conse-

qlidncia el conjunt [G,= +»] &s m-nul. En suposar que m(a) no te
1

divisors de zero &s Ni=Nm i per tant resulta que [Gi='+m]e N

Per a tot iel. "

Com que F(x)= +o si i només si VFi(X)=+w per a algun index

i¢I &s [ F=+w ]| = y[G,=+»], de manera que si I €s numerable [F=+x]e€a
1 .

i
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i és m-nul. Es a dir, F é&s finita m-g.a. Vegem ara gque Fei;(m)

i que Fdm= vandm.
n

Com gque cada Gi €s finita fora de A i A &s m-nul, &s Gi==G9(A1
on GiXA €s una funcid finita en tot X i mi-integrable. En conse-
.o . s - -~ + . » -.
quencia la funcid G=(GiXA) és decﬁs(m), ja que se satisfan les hi-

pétesis necessaries per poder utilitzar 2.7.2, i a més G=FXA' Per

tant Feig(m) i serd

- - i} _ i ) i
JFrdm = [Ex am = fe,xaam) = ( [G.dm) = (V[ Fldm.) = V( [Fodm )=
=V andm.

Naturalment, si {Hn}Ce+ €s una altra successid de funcions
tal que Hn 4+ F, aleshores, com gue Fe B(m), és andm < dem; és a
o

dir, {andm} s p-afitada i, aplicant el raonament anterior a‘{Hn},

resulta de nou que V andm = dem.

En aquest cas podria per tant definir-se la integral en L;

de manera que si FeL: i I'(F)<+= aleshores F &s finita gq.a. i

I'(F)= dem.
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