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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Dentro de los sistemas dinfmicos, y en particular, de los sistemas
hamiltonianos, la integrabilidad de un sistema y la estabilidad de las 6r-
bitas asociadas a dicho sistema, son propiedades fundamentales para enten-
der el comportamiento de los diferentes fendSmenos de la naturaleza que pue-—
dan modelar.

Concretarente para sistemas hamiltonianos, bajo condiciones generales
que se detallan en el capitulo 2, un sistema hamiltoniano integrable tiene

asociada una funcién de Hamilton del tipo
(¢1I) = (d)l'---rcbnl Ill---IIn) > HO(I)D

es decir, independiente de las variables angulares (bl, cee ,d)n, y dependien-
do sd8lo de las variables de accifn, y cuyas Orbitas asociadas son f&cilmen-

te calculables.

En general, los sistemas fisicos no son integrables, aunque en muchas
ocasiones estin préximos a ellos, en el sentido de que podemos asociarles

una funciSn de Hamilton del, tipo
H(¢,I,e) = Hy(I) + €H, (¢,I,€)

siendo € un pardmetro pequefio. El ejemplo quiz&ds més conocido de tales sis-

temas, llamados sistemas casi-integrables, lo constituye el sistema solar.



. BEstos sistemas, si € =0, - son de f&cil ‘resolucidn, ‘cbtenisndose que

toda Orbita se encuentra contenida en un toro n—-dimensional de ecuacién

I = constante. No ocurre lo mismo si € # 0, ya que en general no son inte-
grables, aunque como ya fue enunciado por Kolmogorov hace caéi‘treinta

anos, sabemos que la mayoria de los toros n-dimensionales ‘gue existian pa-
ra-€ = 0, -continfan existiendo si € es sufucientemente péquefioc. .Asi, si €
es suficientemente pequefic, lamayoriade las Orbitas:se encuéritran‘en toros
"invariantes n-dimensionales (para una formulacidn precisa, véase el apar-—

tado (3.4)).

Sin embargo, el ccmoortanuento de las drbltas, llamemolas "J_rregulares"
que no se encuentran sobre tales toros quedaba como un problema ablerto,
en el sentldo de que no se sabia si tales érbitas permanecian cerca de los
v

toros J.nvarlantes préximos o por el contrarlo, podrian escaparse de éstos

y tene.r lugar por tanto una difusidn (véase la figura (3 2))

El primero en hacer notar la existencia de esta difusién, para n > 2,
fue Arnold, con'lo que este fendmeno recibe el nombre de difusién de Arnold.
Asimismo. Arnold ided una herramienta para detectar-dicha difusién: el me-
canismo de las cadenas de transicibén, basado en la interseccibn transver-
sal de variedades invariantes asociadas a distintos toros invariantes del
sistema (una explicacidn detallada de este mecanismo se encuentra en el

capitulo 5).

El propSsito de esta memoria consiste en mostrar cémo dichas cadenas
de transz.c:Lén, aparecen , en general en cualquler s1stema hamiltoniano con

n>2 grados de libertad. El método de prueba es constructlvo, con lo que



puede comprobarse la existencia de tales cadenas de-transicidn en, hamil-
tonianos "concretos. La estrategia derla prueba.es cano sigue. Necegitamos
5 pasos.

PASO 1. Construccién de forma normal resonante.[:para un,hamiltoniano-H ..
dado, en el.entorno de un-punto eliptico, bajo condiciones-muy.;generqleﬁ,;
Esta forma normal es una generalizacién de la forma.normal de Gustavson .y
puede. ser hallada tambi&n en el caso de difeomorfismos simplécticos. En el
apartado (4.1) se prepara el camino para dicha-forma normal, que. es calcu-
lada en el apartado (4.2).

PASO 2 Prue.ba de la existencia de familias (n—l)—para:rétrlcas de toros
(n—l) —d:.mensmnales T, 1nvar1antes por el flujo asoc1ado arl de carécter
v hlperbollco, es dec1r, con variedades invariantes e.:table e J_nestable w T,
wWoT, comc1dentes- T = W'T, en el entorno de un punto elipt:.co. Es£§ 'Se:
hace en el aparfado (4.3), donde se dan estimaciones sobre la 51tua016n |
de tales toros, angulo entre variedades sobre el toro, y "anchura” entre
variedades. De paso, también se prueba la existencia de. familias {n-1)-
paramétricas de toros elipticos (n~1)-dimensionales, situadas entre:las:.-

familias correspondientes a toros hiperb&licos:

PASO 3. Persistencia de la existencia de la mayoriaide los toros hiperbd—

licos, al considerar H en vez de I' . Ademis se prueba que los toros Tique

se conservan, son de transicidn, es decir, entornos arbitrarios de puntos

arbit.rarioé X € WST, X € WoT pueden sé.r c;né;:é;dés por trayectorias del
sistema. Este paso sel hace en el apartado (S.é)l con ayuda del teorema

rau.



PASO 4. Construccién de la integral de Melnikov para calcular la (posible)
interseccidn transversal de variedades invariantes asociadas a toros de
transicién. &n el apartado (6.1) se establecen las condiciones necesarias
para la definicidén de dicha integral de Melnikov, efectuada en el aparta-
do (6. 2) , donde tamblén se explica de nuevo, el porqué aparecen cadenas

de transicién pa.ra n > 2, en general, y no para n=2.

PASO 5. Camprobacién de que el conjunto de hamiltonianos para los cuales

la construccién de cadenas de transicién, siguiendo los.pasos 1, 2, 3, 4,

es residual, si n > 2. Aqui es bisico probar que las variedades invarian-
tes asociadas a toros de transicién se cortan de manera efectiva, asi camo
la existencia de toros de transicifn suficientemente préximos, para que pue-
da habq: J_nter eccidn transversal entre varledades J.nva.rlantes correspon-
dlentes a distintos toros de transicidn. El apa.rtado (7.2) esta dedicado

a este respecto.

Camo consecuencia , la existencia, en general, de cadenas de transi-
cidén nos.da una medida de la distancia a que puede dejarse una &rbita del
'sistema, pudiendo hablarse de inestabilidad global. Ademds, la intersec—
cidn transversal de variedades invariantes da indicios claros, para n > 2,
de mvmento casx—aleatorlo (o) caotlco cerca de dichos toros mvarlantes,
asi camo de no mtegrabllldad del 51stema Para n = 2 se conprueba en el
apartado (7.2) que efectlvamente esto es asi, es dec:Lr ; en general hay mo~
vimiento casi-aleatorio y no integrabilidad, aunque no existan, en princi-

pio, cadenas de transicidn..



Estimaciones de la velocidad de difusién, especialmente para sistemas
no hamiltonianos, a los cuales asociamos un sistema pramedio, son tratadas
en los apartados (3.1), .(3.2), (3.3), imponiendo condiciones geométricas:

con el fin de evitar las resonancias.

Ios coﬁceptos Yy définiciones bisicas se introducen en el capi'tﬁib 2 ,
donde sblo cabe destacar camwo no standard la parte dedicada a subvarieda-

des simplécticas.

El. concepto de sistema promedio se introduce en el apartado (3.1),
asi com el concepto de resonancias en (3.2), con el fin de dar estimacio-

nes de la velocidad de difusién en (3.3).

Los sistemas cas:.—mtegrables son presentados en el apa.rtado (3 4),
asi como el teorema KAM del cual mis de una versidn es necesaria. En el
apartado (3.5) se mtroducen los conceptos de difusidn de Arnold y de

p—~estabilidad toroidal.

La terminologia de puntos elipticos dle orden (al menos) N, asi camo
de formas normales es introducida en el apartado (4.1), con el fin de cb-.
tener la forma normal resonante necesaria para el paso 1, y poder estudiar

su comportamiento cualitativo para el paso 2.

Los torocs de transicién, y el mecanismo de las cadenas de transmlén,
nucleo de esta memoria, y necesarios para el paso 3, son presentados en el

apartado (5.1).

En el apartado (6.1) se introducen los requisitos previos para poder
definir la funcidn de Melnikov, cuya construccién se desarrolla en el apar-

tado (6.2).



Finalmente, el concepto de genericidad se introduce en el apar-

tado (7.1), asi camwo se dota de una topologia a los sistemas hamiltonianos
sobre una variedad simpléctica. La comprobacidén del paso 5 se hace en tres

"suwopasos" en el apaft:ado (7.2), definiendo tres categorfas de hamiltonia-

nos sobre una variedad.

\Io quisiera acabar esta introduccién sin expresar mi agradecmento
al Dr. Ca.rles Simd Torres por la constante y alentadora ayuda que me ha
Drestado durante la elaboracidn de esta Memoria. Tambien qu151era agrade-

cer a mi esposa Rosalfa y a mi hermano Pedro la ardua tarea de mecanogra—-

fiado de esta Memoria.



CAPITULO 2

SISTEMAS HAMILTONIANOS INTEGRABLES

2.1. Ceneralidades sobre sistemas hamiltonianos

Toda funcidén real HesC2 (U) definida scbre un abierto de U de]Rzn, con
coordenadas (q,p) = ( Qqre+r9yr Ppre .,pn) , define un sistema de 2n ecgacipngg dai

ferenciales ordinarias

9H

== , D= = —— i=1,...,n, “(2,1,1)
4" Top; i 34
llamado sistema de ecuaciones canfnjcas de Hamil C lo! L . La

funcién H recibe el nombre de Hamiltoniano del sistema (2.1.1) y en los sistemas me
cdnicos clésices viene dada por la suma de la energia cinética y la energfa poten-
cial, representando por tanto la enei'gia total del sistema. Lag coordenadas qi'Pj
reciben el ncrbre de posiciones y mementos, respectivamente, EL Sistema (2.1.1)uec

escribirse en forma mis compacta come

*= J grad H(x) 2 X, (1), (2.1,2)
.y . OH 9H 9H aH
ol 7 - o
orde  gradH({X)es el vector ( TEI-]'_' aqn, 3D, seey 35, ) evaluado en el
0T

munto x=(q,p) v J es la matriz antisimétrica ( , Siendo I la matriz

-I 0
identidad scbre IRno XH recibe el norbre de campo hamiltoniano asociado a la

funcién H. Como J es una matriz reqular, origina en R®' un forma simpléctica w®
( es decir, una forma bilineal alternada no degenerada ), dada por «’( u,v) =

|T|
u Jv, que en términos de las coordenadas (q,p), podemos escribir como



n

(=]

wes .Z dql./\ dpl. .
i=1

Todo par (E, p) formado por un espacio vectorial real E y una forma

simpléctica 0 se llama un espacio simpléctico. Cbviamente w establece un
isimorfismo natural b .entre los campos vectoriales X(U) y las l-formas
X*(U) , dado por x.——»xb =w(X,.). Llamando # el isomorfismo inverso, enton-
ces el carpo X, de (21.2ks igual a @m? . Por tanteo si X es un canpo
hamg'.ltoniano, el hamiltoniano H tal que X = XH estd determinado salvo una

funciétn localmente constante.

Con frecuencia ocurre que el espacio de fases;U de un sistema meca-
nico no es un abierte de len, sino una variedad 2n-dimensional, por lo que
es precisc generalizar los conceptos introducidos. Lo haremos de manera cue
lpcajmér}te, en unas coordenadas adecuadas, las ecuaciones del movimiento
tengan la forma de (2.1.1).

DEFINICION. Sea M una variedad diferenciable 2n-dimensional, Una forma sim-

pléctica scbre M es una 2-forma cerrada no degenerada Q . Al par (M, ) lo

llamaremeos variedad simpléctica de n grados de libertad.

Camentemos esta definicién. Como £ es no degenerada, para cada
meM, { (m) es una forma simpléctica scobre T M, con lo oue (TmM, Q(m)) es
un espacio simpléctico, de dimensién 2n. Es sabido (ver(1l),pig 162) que dos
espacios simplécticos (E,w), (F,2) de la misma dimensién son equivalentes,
es decir, existe un isamorfismo L:E — F simpléctico: L= w (con (L*A ) (u,v) =
= A (Lu,Lv) ,u,veE) . En particular, para cada meM, existe un isamorfismo
simpléctico Lim}: (T M, & (m) = (®",w”) . EL hecho de que pueda extenderse a
un entorno de m, es consecuencia de que {! es cerrada (d @ = 0) ya que por

el teorema de Darboux ((1),p&g 175) existe un entcrmno U demen My un sis-



tema de coordenadas ( Qyreeerdyy pl,...,pn) = ¢ tal que Q| U = W=
n
i=1

Dadas dos variedades snplécticas ( M, ), ( N, A), una aplicacitn dife-

*
renciable V: MoN se llama simplécticasi y A = Q , o sea, §(m)(u,v) =
= A(y (m)(@y (mu,dy (m) v), para cualquier meM y cualescuiera u,v€T M. "

Por ejemplo, en w? = {{g,p) } con la forma simictica candnica izldqi/\ .dpi:

de matriz asociada J, una aplicacién (q,p)—Y¥ (¢,p) = (§ (g,p, B (q,p))es .
simpléctica cuando DY (q,p)TJD‘i/ (q,p) =J , o equivalentemente, A
n : n |

z dgq.Adp, = 3y dg.Aad '_iSi. En tal caso, Y se llama simpléctica candnica..
i=t Y r 4=t

Como consecuencia del teorema de Darboux, toda variedad sinrg»iéctica posee

un atlas simplé&ctico, o sea, un atlas formado por cartas (Ui’ o) i) tales qhé el
paso vy ji = d’j o ¢'i'l de una carta a otra sea una aplicacién cantnica. Ast
obtenemos una definicién équivalente de variedad simpléctica ( Véase (10),
paqg 228 ).

Las aplicaciones canfnicas estdn generadas localmente por func':iones';.

generatrices. aAsf, si (q,p)eV —v¥(q,p) = ( § (g,p), f)' }(q,p))e;?’ es una.apli+

cacifn candnica y en un punto (q°, pe}eV se cumple, por ejemplo, que

. entonces en un entorno de (g°,p°), las coordenadas (q, P ) son independientes

n n
con lo que podemos escribir 0 =% 43 . AGH. - I dg.Adp, =
=1t ot gm i



n n
= d qudp * L Py pi) . Al ser la 1-forma &3p + pdg = I §.4p. +
i=1 i=1 i
n
+ p.dqi cerrada, localmente existe una funci6n (g,p)€ WeS(q,DleR
i=1

definida en un entorno W de (g°,p°= p°(gSp°®)) tal que &dp + pdg = dS ; de

donde se deduce

~ as oS .
i = =& , p.= 8 i=1,...n; (2.1.3)
i agsi i 9q; ?
adenmds, det (sqapip ) # 0 . S recibe el nombre de funcién generatriz de .
J

la aplicacicn candnica Y. .Al revés , si (q,P)eW~S(q,P)eR satisface

det (—BEB%E— (g°, fo°)) # 0 , entonces las ecuaciones (2.1,3) definen una apli-
i3

cacidén candnica (q,p)eVe¥(q,p) = (G(q,p), f)(q,p))e{; , definida en un en-

tormo V de (q°,p°) , con p$ = %—g— (g°,p°), con plq,p) cbtenida aplicando el
i

tecrema de la funcién inplicita a p; = %’IST (g,p) i=1,...,n en un entorno
: i

de (g°, p°). &asi , p(q,p) cumple p;= Bp (a,pla,p), =1,...,n,

q; (q,p) = 85 (q,pla,p)), i = 1,...,n ; v es inmediato comprobar que §dp + pdq

n
=3S , con lo que % dq Adp z dq /\dp = 0, cumpliéndose por tanto que
i=1 =1
¥ es una aplicacién canfnica. Ademds, det 8—;—-3——__?5' (a°,p°) # 0. En los casos en
14 p X .
cque podemos encontrar otras coordenadas independientes distintas de (q,D),

‘POV' ejemplo, ( q,P l,.-uplk: qjl""’an K ), tarrfpién puede obtenerse una fun-
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cién generatriz y unas ecuaciones andlogas a (2.1.3) salvo algln éémbio de
siono ( Véase (10), pdg 264 ), Fijémonos en que toda trasformaci6n candnica,
dada por 2n funciones de 2n variablesqueda determinada por una funcifén de 2n
variables, una funcién ceneratriz, lo que facilita los cdlculos a la hora de
buscar algtn tipo de transformacidén canfnica.

Después de este breve paréntesis sobre funciones generatrices, oonti-‘
nuemos con las variedades simplécticas. Dada (M,Q) variedad simpléctica, Q2 es-
tablece un isomorfismo natural b entre los campos vectoriales X(M) y las l-for-
mas X*(M) dado por X +Xb = Q( X, ).. Llamemos #: X*(M) -X(M) al iscmorfismo

inverso.

DEFINICION Sea (M,) variedad simpléctica. Sea H:M->IR funcion Cr"'l T2 1.

El campo vectorial Xy = (dH)# se llama el campo hamiltoniano de funcién de

energia H. (M,Q,XH) recibe el nambre de sistema hamiltoniano.

As{t Xy queda determinado por la relacidn : (m) (XH(m) , V)= dH(m)v
para meM, veTmM y es un campo de clase c’. En coordenadas simplécticas

(ql,...,qn, Py ...,pn) en un entorno U de un punto me&M, se cumple que

n S BH 2
QU= ¢ dg.Adp, con lo que = I (-— el -~ ———) . Asi en estas
=1 i LI S =M W TN
componentes = [ _ M) o 1o que las curvas integrales (q.(t),p.(t))
Xy 3, ' T e i'® Py

de )‘H satisfacen en estas coordenadas el sistema

. 0 .
q. = — 7 - m—, l=1l°'°n/

i api i P

Q
st

que es justamente el sistema (2.1.1). El problema bisico de la mec&nica consiste

en encontrar ( o en su defecto, estudiar el camportamiento cualitativo o cuanti-

- 1] ~



tativo de )’ las curvas integrales de XH‘, cuyas im&genes reciben el nambre de
&rbitas o trayectorias del movimiento.

Las transformaciones que conservan la estructura de cualquier sistema
hamiltoniano, son precisamente las transformaciones simplécticas. Asi, si (M,Q),
(N,A) son espacios simplécticos, v f:M—N es un difecmorfismo, £ es simpléctica
siy sélo si Xpr = f*XH para cualquier Hecl(N, R) ((1 ), pdg 194). En particu
si ¥ es una transformacién candnica, (q,p) = Y(&,P), transforma el sistema

(2.1.1) en

2 oH 2 oH .
4 = — / Py =7 — , 1=1l...4mn,
9P 9q

con H = He¥ , con lo que trabajando con transformaciones candnicas, basta ver
camo varia el hamiltoniano. Por ejemplo, si ¥ viene generado por una funcién

generatriz S y cumple las ecuaciones (2.1.3) entonces H ( %8 (a,D), f)))=
P

‘= H(q, %g (q,P)). La teoria clésica estd basada en la bdsqueda de trans-
formaciones simplécticas que transformgn el sistema hamiltoniano dado en otro
mids sencillo, en el sentidc de que se pueda integrar. De hecho, los métodos
formales de integracitn, y la mayor parte de los m&todos de teoria de pertur-
baciones se obtienen requiriendo simplicidad en el nuevo hamiltoniano cbtenido,
al menos hasta cierto orden de aproximacién.

‘ Sea C subvariedad de la variedad simpléctica 2n-dimensional (M,Q). Si
llamamos 1i:C »M a la inclusién de C en M, entonces la restriccién de Qes i*Q,

que viene dada por (i*Q) (M) (u,v) = Q(i(m)) (di(m)u,di(m)v) =8(m) (u,v), m&C,

u,veT C, si identificamos T C con di (m) (TmC) . Claramente i*Q es una 2-forma

sobre C, y ademis es cerrada : d(i*Q) = i*(dQ) =0

-.12...



DEFINICION Dada C subvariedad de la variedad simpléctica (M), diremos que

C es subvariedad simpléctica de M si i*Q es no degenerada. En tal caso (C,1i*Q)

es una variedad simpléctica.

Recordemos que i*(2 es no degenerada si para cualquier me C,
Q(m) T CxT C~R es no degenerada, o sea, para cualquier u&T C no nulo, existe
VeT C tal que Q(m) (u,v) # 0 . N6tese que C es subvariedad de (M,Q) si y sblo si
(C, i*Q) es variedad simpléctica. Asi, toda subvariedad simpléctica es de la di-
mensidn par. Veano§ algunos ejeamplos. o

‘ ) n
Sea (U,¢) una carta simpléctica, es decir, Q|U = I dg.a dpi, con

b = ( Qpreeerdyr PrreeerPy ). Sea ( A{ree=r Ly p:‘i,...,pl‘_’1 ) € ¢(U). Entonces
C,={ meU: 9 m) = q;, pj (m) = pg, j= 2+,.,n}es una subvariedad simpléctica
n
2{~dimensional de M, ya que i*Q = L dqj/\ dgj es no degenerada., Llamando X= di4g
j=1 :
2 k |
¥i = Piegr i=1,..,n-2=k, queda QU= jildqj/\ dpj + 1_Zz dxi/\dyi. En estas

nuevas variables, sea C, = {m U: X, (m)= xZ(m)+ £,m), y;= y‘J?_ﬂ—gi(m) , i= l,...,f },

donde £,,q,:UL —R son de clase ct, r1, i=1,..,k. Si i;: G~ Mes la in-

1
clusitn de C en M, entonces

iiQ = jgldqj/\dpj + ilgl dfi/\dgi | (2.1.4)
y aunque de esta expresién podemos obtener una candicidn general ( diffcil de
camprobar en cada caso en particular) bajo la cual i*Q no es degenerada, es
immediato camprobar que si dfi’ dgi i=1, ..,k son "pequenas", entonces itq

es no degenerada : si || df; (m ||, lldq; ) ||<e,i=1,..,k, meU, y e es suficien-

temente pequefio , la matriz asociada es del tipo J+A, con A antisimétrica depen-
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diendo de las uerivadas de £,,q;, i=l,...,k,A=0(e?), con lo que det(J+A)
# 0 si € es suficientemente pequefio. En particular, observamos que toda sub-
variedad N que esté Cl-préxima a Cges simpléctica. Obsérvese que las
coordenadas (ql, ce e rQysPyren- ,pﬂ)no son simplécticas para C1 (o N), a menos

n
que L dfi/\ dqi = 0. Sin embargo, por el tecrema de Darboux, ya citado,

i=1
existen coordenadas Ql,...,QQ- ' Pl""'PJL , en el entorno de cada punto de CJ

L
.

manera que ilﬂ = I do; A dp, .
i=1

De hecho, vy modificando ligeramente la demostracién del teorema :» de
Darboux (( 1),pSg 175, o (30) ,pag 118), podriamos extender estas coordena--
das simplécticas Ql" <1y s Pl" .o ’P,Q, sobre Cl a coordenadas simplécti-

cas sobre M Ql""' Q,Q, ’QJLH""Qn’ Pl""’P,Q,’PR,ﬂ""'Pn’ es decir,

Q= ? dQ.AdP., con lo que llegamos a una nueva definicién de subvarie-
j=1 J 3
dad simpléctica : CcM es subvariedad simpléctica si para cualquier mCe C,
existe una carta simpléctica (U,¢), con ¢(m°) =0, ¢ =(q1""’qn’ pl,...,pn)
de manera que

CNnU = {meU : qj(m‘) = pj(m) =0, j =2 +1,...}n }. (2.1.5.)
La demostracidn puede encontrarse en (64), pag 53.

Recordemos que el que (U,¢) sea simpléctica quiere decir que Q| U =
n '8 ‘
= I dq;ndp,, con lo que (i*Q)|u= & dg; Adp;, y localmente toda
i=1 i=1
subvariedad simpléctica es del tipo de S visto en el ejemplo anterior,

con lo que finalmente obtenemos
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PROPOSICION. Sea C subvariedad simplé&ctica 2{-dimensional de (M,R). En-
tonces toda subvariedad N 2i-dimensional de i, Cl—suficientemente préxima
de C es también subvariedad simpléctica de (i,Q). En particular, para cual-
quier n’e N, existe una carta simpléctica (U,¢) de manera que NaU es de la

forma de (2.1.5.).

pada H:M> R de clase Crﬂ, r»l, podemos considerar el sistema hamilto-
niano (M,Q,XH) . Si C es subvariedad simpl&ctica de (M,9), entonces.(C,i"Q )
es variedad simpléctica, y con la restriccién de H a C, H|C:—R, podemos
también considerar el sistema hamiltoniano (C,i*Q,XH,C) '."—XHI o€ ¥ (C) esta

determinado en forma tinica por la ecuacién

m) (%) cm) ,v) = @V, meC,vETC (2.1.6)

Por otro lado, si consideramos XHIC, en general, no serad un campo so~
bre C, va que no tiene porque cumplirse que X (m)e 'I‘mc si meC, a menos
que C sea invariante por el flujo de Xy- En este caso Xy coincide con V.HI c
en C:

PROPOSICICN. Sea C subvariedad simpléctica de (M,9), sea H:M—R de cla-

se C* +1. Entonces C es invariante por el flujo de XH si y solo si &Hl c=-

= ;{Hic. (r>1)

Demostracidn: Si XHIC = XHIC, entonces, para cada meC, X (m) =
= {hl cMeTC, osea, C es invariante por el flujo de X. Reciprocamente,
si C es invariante por el flujo de XH’ entonces XHIC éxr(C) , Y cumple

Q(m) (XH(m) ,V) = dH(m)v , para meM, ve TmM, y en particular, cumple tam-
bien (2.1.6.). Por ser 2 no degenerado en C, es decir, por ser i*Q no de-

generada, XHIC = XHEC c.qg.d.
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DEFINICION. Si C es subvariedad simpléctica de (M,9), con C invariante
por el flujo de XH, con H:M 3R de clase Crﬂ, r>1 ,diremos que (C,i”Q,XHlC)

es un subsistema hamiltoniano de (M,Q,XH) .

Claramente (C'i*Q’XHIC) es un sistema hamiltoniano,con HlC:C—»]R 1a fun-
cién hamiltoniana asociada. La hipStesis de que C sea subvariedad simpléc-
tica es necesaria para que i*SZ sea no degenerada, y podamos, por tanto,

definir XH[ c*
Tengamos en cuenta que si C viene dada por las ecuaciones

c ={ méU:qj(m) = q?, pj(m) = p;’, j = 4%1,...,n}

donde (U,¢), con ¢ = (ql,...qn, pl"'“'pn) ,€s una carta simpléctica, es de-

n
cir, QU= &% dg;A dp,, entonces qy«««,qyr Pyre-+sB Son coordenadas simpl

i=1
% S BH B _BH 3B
tl\,a»paralQ (lQ-— L dq. Adp),dedonde = }:(——--—— -2,
j=1 3 &'y i=1 %Py 99y 9q; 9p;
Y s o3 _ 8 3
L= 2 (——-'5—- - 55, 35 )+ con lo que las ecuaciones asociadas a las
¢ 421 © %Py day  day by

curvas integrales de XH] c son delttipb

s oH
q] = Bpj(ql'”"ql’ qﬂd‘l' °°an1 p1’ "lpgr p2+1r°-olpn),
(2.1.7
éj = aq (qli-..pqu q2+l’-¢.'qn, pl’.._’pz’ p2+l’.."pn)’
J

j=1,...,%,
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es decir, son ecuaciones candnicas asociadas a HIC. Sin embargo, si C no es

ti expresado en coordenadas simpl&cticas, por ejemplo, si C es del tipo
. O .
C={meU: x,(m) = x4, (m), y;(m) =y; +gym, i=1,...,k= n-%1}.

2 k
~entonces i*Q = ¢ dqudp. + I df Adg;, (véase (2.1.4.)) y no es cierto

j=1 I i=
que las curvas integrales de }‘HIC sean del tipo (2.1.7). Se ha de expresar

a C en variables candnicas para que esto ocurra.

Por Gltimo,digamos que todos estos resultados se trasladan inmediatamen—
te al caso de difeamorfismos simplécticos. Si A: (M,Q) ~(N,Q) es una aplica-
cién simpléctica, y ch—}M es subvariedad &impl&ctica de (M,{2), entonces
i:(C,i"0) —(,Q) es una aplicacién simpléctica, D = A(C)<IsN es subvariedad
simpléctica de (N, A), A|C:(C,i"Q) —(N,A) es una aplicacién simpléctica, y

A!C: (C,iﬁQ) -->(D,j'A) es un difeamorfismo simpléctico.

2.2. Coordenadas accidn a&ngulo.

Sea T' el toro n—dimensional, obtenido como conjunto cociente de la re-~

laciénven R :
n
XVYy &> X~y €22,

es decir, ™ = R%/n. Sea B” una bola abierta de R" y consideremos M = ™ x B
T

con la estructura simpléctica candnica: Q(¢,I) (u,v,) = u dv, (¢,I)eM,
u,v,eRzn., Sea H un hamiltoniano dependiendo sdlo de la variable I = (Il,.,.e ,In‘.
+ OoH - \ .
(asi, -5%1 = 0) . Denotaremos por ‘@ =(ml,. -.s@ ) el gradiente de H con respec-
toal: wi(I) = %I% (1), i=1,...,n. Entonces el campo XH viene dado por
i
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n Iy

z 8H 3 I w, 2 , 0, equivalentemente las ecuaciones del movimien-—
.o 9L, , . 1 9¢, =
i=1 i i i=1 i
to son :
: oH oH .
b5 =§I—i(I) =w(, I;=- —a)-i =0 , i=1,...,n, (2.2.1)

con flujo asociado lineal dado por :

_ 40 o o .
¢i(t) = 95+ twi(I ) {mod 27), Ii(t) Ij, teR, i=l,...,n (2.2.2)

Hemos podido integrar f&cilmente el sistema (2.2.1) debido a que el

hamiltoniano H s6lo deperdia de los mamentos Iireee ,In. Las posiciones

npl,... ’¢n de (2.2.1) reciben el nambre de variables angulares y los mamentos

LireeerIs de variables de accién . Claramente, todo sistema equivalente a

(2.2.1) se integra f&cilmente, lo que motiva la

DZFINICION ((47), pa&g 18). Un sistema hamiltoniano (M,Q,XH) admite coordena-

das accifn-dnqgulo (I,9) en un abierto UCM si

1) existe un difeamorfismo simpléctico y:1" x B” »U
2) HoY sblo depende de las variables de accidn Ie€ B" (He¥ no depende:,

de las variables angulares ¢ 6Tn) .

Llamaremos a (Y oI, Yo¢), o simplemente (I,¢) coordenadas accién-&ngulo
2 oW,
para H en U. Si adamds (81.?3? ) = (B—I%) & una matriz no singular en U, dire-
v l 3 j
mos que las variables accifn-&ngulo para H son no degeneradas. Esta propie-

dad no depernde de las variables acciSn-&ngulo, sino que es una propiedad in-
trinseca de H ((47), pag 20), por lo que simplemente diremos que H es no de-

generado en U.
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1a obtencién de coordenadas accién-ingulo en un abierto U, resuelve
carpletamente el sistema hamiltoniano sobre este abierto U. Veamos que la
existencia de dichas coordenadas estd intimamente ligada a la existencia de
n integrales primeras independientes, en involucidn. Introduzcamos estos

conceptos.

DEFINICION. Sea (M,0) variedad simpléctica. Sean f,g:M —R funciones dife-

renciables. Su paréntesis de Poisson es la funcidn {f,g}: M =R dada por

{f,g1= Q(Xf,Xg) = df-x_ .

g
En coordenadas simplécticas, X_= g ( %X 8 %, 3 )., con lo que
"9 gm 9py 99 99 Opy |

ho e’

{£,q} = f 39 _ 3f  3g

( =
i=)  %9; %P3 3p; 3q
En el caso en que el paréntesis de Poissonde dos funciones sea nulo,

se dice que estan en involucidn . Toda integral primera diferenciable

F : M +R de un sistema hamiltoniano (M, ,XH) ; es decir, invariante por el
flujo de :{H, queda caracterizada por estar en involucién con el hamiltonia~
no H. Asi {F,H}= 0 si y sb6lo si g—% = 0 sobre las trayectorias de movimien—
to de "{H En particular, todo sistema hamiltoniano (M,Q,XH) posee una inte-
gral primera obvia: el hamiltoniano H. Si el sistema hamiltoniano tiene sdlo
un grado de libertad, entonces es campletamente resoluble, ya que toda Orbi~
ta curple la ecuacién H = cte. Si tiene n grados de libertad, y conocemos k
integrales primeras Flreae ,Fk funcionalmente independientes, entonces toda

trayectaria estd contenida en la interseccidn de las respectivas hipersuper-

ficies de nivel F, = fl"” Fy = fk’ dependiendo de k parémetros, esto es,



tenenps determinadas subvariedades (2n-k)-dimensiocnales de M, invariantes
por el flujo de X.. En el caso en que existan n integrales primeras inde-
pendientes, en involucién, entonces el sistema es resoluble por cuadratu-
ras (Teorema de Liouville, (76)(79)) y por eso recibe el nambre de siste-

ma integrable. Concretemos un poco mas este resultado.

Si (I1,w) es una variedad simpléctica, y camo consecuencia de ser w no
degenerada, w determina un elemento de volumen w = WA... A w y consigui-
entenente una medida A sobre los conjuntos borelianos de M. Claramente to-

da aplicacidn simpléctica £: M +M conserva este volumen ((1), p&g 177).

DEFINICION. Sea (M,w,X ) sistema hamiltoniano. Diremos que es integ‘rable
qu

si existen n integrables primeras diferenciables Fl,. .- ’Fn socbre M, en in—
volucidn, tales que © (}3‘1 foos ,Fn) ={meM: dFl (m),... ,an (m) son lineal-
mente dependientes } , el conjunto de puntos criticos de (Fy,eee/F ), €8
unidn finita de subvariedades de dimensién mis pequefia que n en cada
abierto acotado de M . (En particular,c (Fl,...,Fn) tiene medida nula en

M).

Por ejemplo, el sistema de ecuaciones (2.2.1), expresado en coordenadas
accidn—&ngulo es un sistema integrable, siendo Tyreee ,In n integrales pri-
meras en involucidn, independientes en ™ x B™. En todo sistema integrable,
bajo ciertas condiciones que se detallan a continuacién, pueden introducir—

se estas coordenadas accidn—angulo:
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TEOREMA DE ARNOLD-LIOUVILIE ((8),(10), (47))

Sean (M,w,XH) sistema hamiltoniano integrable, F,,...,F integrales pri-
meras en involucién, m, un punto regular de (F,. oo rFL) (myéo(Fl,...,Fn)) (%),
N ={me M: F; (m) = F;(m,), i=1l,...,n }. Entonces:

a) Si N es campacta y conexa, es difeamorfa o-un toro n—dimensional (= #)

b) En las condiciones de a), existe un abierto Uc<M, con N« U, tal

que (M,Q,XH) admite coordenadas accifn-&ngulo en U.

Cano consecuencia, U estd foliado por toros n—-dimensionales N(fl,. .o, E r)
invariantes por el flujo asociado a Xy flujo que queda totalmente resuel-

to en las variables accidn-&ngulo (I,$) sobre las cuales H tama la forma
H = H(Il'”"In) , teniendo por ecuaciones asociadas las de (2.2.1). Luego
en cada toro invariante, el movimiento es conjugado del movimiento lineal

dado en T" por las ecuaciones

$,6) =60 + tw, (mod 2m) , teR, , i=l,...,n, (2.2.2)

r .,

o) ;! (Io) llamadas las frecuencias asociadas al toro de

con w, = wi(I _B—Ij'_

{(») En los puntos criticos aparecen las separatrices, o conjuntos de bifur-—

cacidn, llamados asi porque separan regiones de distintc comportamiento
cualitativo ( véase (1), pag 339, (5)).
(#*x) Si N no es compacta, cada canponente conexa es del tlpo]Rk b'q Tn-k

(véase (1), pag 393)).
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ecuaciones I = I°. El movimiento global en cada toro invariante dependerad

de los valores de las frecuencias o 1reeerWpe Llamando d = d(“’l’ ceey ‘*.’n)
n

a la dimensién del Z-mddulo { I kiwi’ kie Z}; si d = n, decimos que las

i=1

frecuencias Wyreses W SON incormmensurables, y en este caso, toda Orbita

de (2.2.2) es densa en T (véase (9), pig 165); si d = 1, toda Orbita es
periddica, y 1<d<n, toda Orbita es densa en un toro d-dimensional. Cuan-

do las frecuencias son conmensurables (o resonantes), es decir cuando exis—

. n '
te ke 2" no nulo tal que I ki wy = 0, llamaremos orden de la resonancia
i=1 '

w = { Wyreses wn) al menor nimero natural no nulo N tal que exista k& z"

n
kw, =0, |k| = i_El|ki|= N (asf, (kuw) =0, k # 0 =

o1

cumpliendo (k,w) =
i=1

=> |k | >N). Diremos que w es una resonancia simple si d( Wyreses wn) =1,
r-ple si d(w,..., w,) = r. Veremos mis adelante que esta distincién entre

frecuencias conmensurables es importante.

Cano ejamplos de sistemas integrables podemos citaf los sistemas de
un grado de libertad, el problema de 2 cuerpos, pequefias oscilaciones,
el reticulo de Toda, el flujo gecdésico sobre un elipsoide, el péndulo
esférico, problema de dos centros fijos, los movimientos de Euler y La-
grange de un s&lido rigido, el movnnlento de un paraboloide bajo la accién
de la gravedad, el problema de Henon-Heiles generalizado para algunos
valores del parametro, etc. (Véase,por ejemplo, (5)(10)(33) (82) (83) (84) ..
Para una discusidn sobre sistemas integrables con una infinidad de gra-

dos de libertad, v@ase (48) ). En estos sistemas se conocen n integrales
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primeras en involucidén que permiten resolverlos. Ahora bien, en general
no se conoce ningin método sistemdtico para encontrar integrales primeras
para un sistema dado, e incluso, los sistemas para los cuales &stas exis—
ten son no genéricos ((60),(47)(13)), con lo que no podemos esperar re-
solver campletamente mds que un nimero reducido de sistemas, y nos hemos
de contentar con un estudio cualitativo de los sistemas no integrables.
Jn primer paso en este sentido lo constituye el estudio de sistemas casi
integrables, es decir, pré&ximos a integrables, siendo una perturbacifn

de &stos, debido a que podemos aplicar teoria de perturbaciones y a que
este tipo de sistemas es de una gran importancia en el murdo f£isico. El
ejemplo mis representativo de sistema casi-integrable es el sistema sclar,
perturbacién del problema de dos cuerpos a la n, asi camo, por ejemplo,
el movimiento de satélites artificiales, de particulas cargadas en acele-

radores, etc.
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CAPITULO 3

SISTEMAS CASI INTEGRABLES,

3.1. Sistemas pramedio

Vimos en el capftulo anterior que en todo sistema integrable de 2n grado
de libertad con subvariedades n-dimensionales invariantes compactas podfan . i
troducirse coordenadas accifn-@ngulo de manera que el hamiltoniano H depen-

dia stlo de las variables llamadas de accién, H = H(Il,. . "In) y no de las

variables angulares  ¢1s.-¢¢ n ° Llamaremos sistema hamiltoniano casi inte-

grable a todo sistema hamiltoniano generado por un hamiltoniano de la farma

H(¢,I,e) = Ho(D) +eH, (¢,I,¢€) (3.1.1)

con H, 2w-pericdica en ¢ = (cbl,...,<bn) . Las ecuaciones asociadas a (3,1.1) son
oH

1
¢; = wi(I) + € 3—1; (¢,X,¢)
i=1 n
9H ‘ 11=1,..,0,
o _e_1 (3.1.2)
I; e %0y (,I,€e)
con ‘”i(I) = g¥° (1), i=1,..,n. Para € = 0, H=H, y es por tanto integrable.
i

Si € es "pequefio” , H estd préximo a H, y por eso el hamiltoniano H se

llamz casi integrable. Un método cldsico para estudiar el sistema (3.1.2),

es el método de los promedios,que pasamos a exponer a continuacion.
Fijémosnos que para €=0 sabemos resolver perfectamente (3,1.2) : I=I°

¢ =¢°+w(I°)t , con lo que I = cte. Estamos interesados ahora en saber si
I(t) es aproximadamente constante, o en acotar ||I(t) - I(0)|| en su caso,
oH ‘
para € £ 0. Llamando Fi a- ‘Bch , 1=1,..,n, F = (Fl,..,Fn), y suponiendo
: i

que el grad H este acotado
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I (t)= (Il(t),...,In(t)) cumple la ecuacion I = eF(I4¢), con lo que

t t
I(t) -I(0)= e/ F(I(s),¢(s),e)ds =¢/ F(I°,¢° +tw(I®) ,0)ds + o(et)
0 0

A
=ct l:t—/ F(I°, ¢°+tw(I°),0) ds:I + olet)
0

donde tomamos un tiempo t grande con respecto a 1, pero pequefic respecto

a 1/ . Ast,el termino entre corchetes se aproxima a
t
F*(I°,¢9) = lim= | F(Ie =+ tw(I®),0)ds

to T J0

lc que nos sugiere aproximar el sistema I =e¢F(I,¢,€) por i=eF*(I,¢) .

Llamaremos a F* el promedio temporal de F, ya que calculamos el promedio

de F a lo largo de una trayectoria no perturbada de (3.1.2). Como vimos
en el capitulo anterior, si w(I°®) es inconmensurable, toda trayectoria

{oor tw(I®), teR} es densaenT" con lo que el promedio temporal de F

es independiente de ¢° e igual F(I°)= 1/(21‘t')n'/|]:\n F(I°, ¢)dd , la media es-

pacial de F ( véase (il), pdg 144 ). A<, aproximaremos el sistema I =e¢F(I,p,e)
por I=¢cF (I) y compararemos la diferencia entre las 6rbitas de movimien-
to respectivas. Como el caracter hamiltoniano de (3.1,2) no se ha usa-

do en todo este razonamiento, consideramos sistemas mds generales del tipo

I =cF(I,6,6) , ¢=owl(I,c) +cf(I,o0,¢) (3.1.3)

con I = (Il""'Im) , b= (¢l,...,¢n); F,w,f de clase Cs, s21, para
1B, ¢61Rn, le[<sc donde B es un abierto acotado de ]ng

Supondremcs ademas que F,f son 2n-periedicas en byr-. .,¢n con lo que
también podremos considerar el sistema (3.1.3) definido para ¢6Tn’» el toro

n-dimensional. Las variables angulares ¢y i=i,...,n, son variables rapidas

-

( al menos si w(I,e)} # 0 ), en contraste con las variables Ij' j=1,...,m, que
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son variables lentas debido a que la velocidad de estas es de orden & .

DEFINICION Llamaremos SISTEMA PROMEDIO asociado al sistema (3.1.3) a

J =c F(J) (3.1.4)

donde F(3) = (2m™" 411 F(J,4,0)d¢ , JTEB.

Queremos ver hasta que punto es el sistema (3.1.4) una buena aproxima-
cion al sistema (3.1.3). Para ello,compararemos las soluciones I(t) =
=Y (t,I°,4°¢) del sistema (3.1.3) con las solucicnes J(t) = J(t,J%¢ ) cde
(3.1.4) siempre cue I{0) = J(0). Nuestro cbjetivo es ver bajo que con-
diciones las soluciones de los dos sistemas estdn proximas para tiempos
grandes. Camo a priori tenemos una relacion del tipo [|I(t)-J(t)]] = O(et),
queremcs cbtener unas acotaciones mejores,del tipo

NI(t) «~ J(B)|1, si |t|<e'1 » T(0) = J(0), (3.1.5)

Para n=l, es decir, si s8lo hay una variable angular, esto es cierto:

TEOREMA ((18), pag.417, (10) , pag.292). Si n=l1, F,w,f son de clase ?

vy w(I,0) # 0 para I&€B, entonces existen constantes positivas Crey tales

que para cada € con |s|<al, se cumple

I(t) - J(t)||g Ce si lt|\<e"l, I(0) = J(0). (3.1.6)

Sin embargo, para n3»2, no podemos, en general obtener una acotacidn
como (3.1.6), debido al paso por resonancias; si w(I(t) ,0) es conmensurable
no es cierto que la media temporal y la media espacial de F coincidan con
lo que los razonamientos utilizados para encontrar (3.1.4) ya no son validos.

Veamos un ejemplo.
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EJEMPIO . Consideremos el sistema (7):

L4

I, =& I, = ecos(o=y), &= Ijs 6= Ty (3.1.7)
el sistema pramedio asociado es

Jl=s:, J2=0.

i

Si Il(O) = 12(0) = Jl(O) = J2(0) =1, ¢1(0) = cb2(0) 0 , entonces
Il(t) = Iz(t) =1+ et= Jl(t) ’ Jz(t) = 1, Con lo que

|| T(t) = J(b)||=elt] . As¥, para ltlse‘l , ||IT(£)=J(t}] = 1, en desacuerdo con

(3.1.5) .Para explicar este fendmeno se ha tener en cuenta el paso por reso-
nancias: como ‘”(11'12) = (Il,Iz) , se cumple que wl(I(t))—wz(I(t))E 0, es decir,

w(I(t)) es conmensurable para cualquier tiempo.

3.2. Resonancias

Para cualquier & cumpliendo|e|<g, tenemos definida en (3,1.3) una
aplicacien IeBcR- w(I) = w(I,e)€n =w(B)cK" . Podemos, sin perdida de

generalidad, suponer que w esta acotada scbre B, con lo que @ es un acotado de R

DEFINICION Dado ke&Z" , K # 0, la variedad resconante asociada a k es

n
vr(k) = {I€B : (k,w(I))= 0} donde (k,w) = I kiwi . Diremos que I€B esta
=1

1

. . n
en una rescnancia si Ievr(k) para algun K€ 2, k40,

La variedad resonante es, en general, una hipersuperficie en B, Cuando
una solucien t+— (I(t),¢(t)) de (3.1.3) encuentra una variedad resonante
Vr(k) y permanece en ella, es decir, (k,w(I(s)) =0, s e[O,t] » entonces
la frecuencia w=w(I(0)) permanece conn'ensuiable durante el intervalo de

tiempo [O,t] vy no podemos esperar que t"l F(I(s),¢(s),e )ds =

0
1f t
t 0 F(I(0),$(0) + tw,0)ds + O(et) este proximo a F(I°) con lo que el sis-

tema (3.1,4) no aproxima bien a (3.1.3), tal como se vio en un ejemplo del
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apartado anterior. As¥, tenemos que imponer alguna condicion scbreel sistema

para que no permanezca en resonancias.

DEFINICICN (69 . Diremos que el sistema (3.1,3) satisface la condici6n
geamétrica, si para cualquier I€B , w(I) # 0; y si existen constantes posi-
tivas CJ_,'C2 y constantes reales lzazb talesquepara cualquier k< Zn, k#0

y cualquier I&B,¢eT, |e] <'€° se cumpla
-1, .,a -1, b
| (k,0(D)) |< €7 k|7 = |(k,Dw(I)F(I,$,€))| >C] || (3.2.1)

Notemos que en un sistema que satisfaga la condicidn geometrica,
si (I(t) ,0(t)) es una soluci®n que se aproxima a una rescnancia de ecuacifn
(k,w)=0,su velocidad transversal a esta variedad resonante le hard atra-

vesar esta resonancia, ya que la condicidén (3.2.1) nos dice.

-1, a- 3
L(k,cﬁg(t))l <SGl 1, 1k, (WdTLT(I(t))l>ecilklb'l

Si n=2 una condicién suficiente para que se cumpla la condicion geome-
trica es la llamada "condicien A" (7 ): A(I,,e)= w(I,e)TJDw(I) F(X,¢,¢c) #0
para IéB,cbé.Tn,|€|< €q .

Para sistemas (3.1,3), analiticos, con n=2 y satisfaciendo esta
cordicion se cumple la acotacien (7):

JT(t) - 30 ||<C vEld(1/e) , tefo, (1/e)], si 1(0) = J(0) (3.2.2)

Para sistemas (3.1.3) con n2»3 no hayuna "condicion A" que garan-

tice la condicicn geamétrica, por lo que resultard preciso imponer ésta,
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3.3. Estimaciones de la velocidad de difusion

En el caso en que el sistema (3.1.3) sea hamiltoniano, es decir, ten-
gamos el sistema (3.1.2), entonces el sistema promedio asociado es J=0, ya

que

oH
F () = 2m™ f F.(I,¢,0) d¢ = —e(2n)_n/ —1€¢>,I,0)d¢ = 0
i 1 d Tnaqai

i=1,...,n,
al ser H, 2n.periddica en ¢. Ast Jl(t) = Jl(O) y de (3.1.5)(3.1.6),(3.2.2),
obtenemos acotaciones para ||I(t)~I(0)|| . Para e= 0, I(t) = I(0), con lo que
|T(£)-I1{0)|| nos mide la separacion de las soluciones del sistema casi ha-
miltoniano (3. .2), parac# 0 con respecto a los toros invariantes donde
estaban oblicados a moverse para €= 0, el caso integrable. Es por esto que
estamos interesados en establecer unas acotaciones como (3.2.2), tanto

para sistemascon n23, como para un tiempo mayor, hamiltonianos o no.

TEOREMA (71) (25 Si el sistema (3.1.3) con F,f,w analfticas, satisface
la condicion geamé&trica, entonces existen constantes positivas C3-,C4,el,
tales que para cada € e(-el,el) se cumpla

(3/2)-r -r

|T(t) - J(t) || <Cje exp (C4el-r), si |t|<e ~, o

I(0) =J(0), (3.3.1)

Con el fin de demostrar este téoxema, introduzcamos primero un
poco de notacidn.
Fijada w: BCR —Q= w(B)c]Rn, dado kez" , k#0, recordemos que
vr(k) = {I&B : (k,w(I)) = 0},
Notese que si k'e 2" eé tal que k'=)Xk entonces Vr(k') = vr(k). Defi-

namos ademds los conjuntos
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R(v,k) = {I€B: | (k,w(@)|<w|K|%},

R(v,N) = U z(v,k) , N0,
0<|k|<N

B(v,k) = {I€B : |(k,w(@)]|w]K|? = B~R(v,k),

BN = () Bk , N0,
0<|k|<N

Hk) = {wef: (ko) = 0KV = o t@m)).

Al ser B acotade, podemos suponer gque w, junto con sus derivadas, estd
acotada en B, con 1o que 2 es un acotado de K™, Sea M = sup {||Dw(I)}| , T€B},
Es inmediato comprcbar que

Dist(I,Vr(k))<p => dist(w(I) ,H(k)) <Mp
de donde '
Dist (I,Vr(k) )<Y[§Ji-—l = I &R(v,k) (3.3.2)

Para n»3, las resonancias miltiples aparecen. Dados kl, .o .,kr vectores

linealmente independientes de zn, definimos los conjuntos

vrk?t, ..., K5

Y .
(M vr(x') (vVariedad resonante r-ple generada
i=1
por kl,...,kr),

1

1l

r .
A B (wrad, .= ot med, . 5 )
i=1

Hk, ... k5

r

r . . .
R(v,kL, .. K5 = () z0v,kY) = {TeB:| &L o@)|< vikH?,i=1, .., 1}

i=1

Claramente Vr(kl, . ,,kr-l) > Vr(kl, . .,kr) Y si<kl, . ,,Kr>= < ml,. .,mr >,
entonces Vr(kl, ,.,kr) = Vr(ml, . _,mr) . Vr(kl,. LK es vacio si k’l,. .,kn son
independientes ya que por la condicién geométrica (3.2.1},w(I) # 0, siI&B.

En lo que sigue, cualquier constante Ci que aparezca es una constan-—
te positiva,"suficientemente arande", dependiendo del sistema (3.1.3), en lo

referente a w,F,f pero independiente de v,k, E,N,
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Si denotamos por A +v= {x: dist (x,A) <V}, entonces Vr(kl,.,.,kr) +
+ wtmax k1) )3t e rev,xt,. LKD), usando (3.3.2) y el hecho de que a1,

Para la demostracien del teorema, necesitamos algunos lemas !

1

IEMA 1 Existe una constante positiva C. tal que para k ,...,kn vectores

6
linealmente independientes,

atst (vead, .. Kh, oz ot /(6N L. W)

LEMA 2 sea @0 fijo, sea rvN= {te(0,d): I(t)e R(V,N)} , con (I(t),4(t))
una solucidn del sistema (3 1.3). Entonces existen constantes positivas
C7,C8,C9, tales que para cualquier v cumpliendo 0<\)<’C§l , para cualquier
N>0, y para |eke, ,entonces

a) r ,. consta de no mas de C7Nmed segmentos

VN

b) ILa longitud de cada intervalo de r 1

es menor o igual que C NPy
VN 8

IEMA 3 Sea [a, B] uno de los intervalos que forman b~ [O,d:]\r\)N. Existe
una constante C,, positiva tal que si 0<\)<C§l, y para cualquier N>0, |e|<g,
se cumple la propiedad siguiente;

.81 te [a+x,8—x], entonces I(t)e B(v(x),N), con v(xX) =v+ CIéNb-aex

IEMA 4 Sea J(J°, to,t) la solucien del sistema promedio (3.1.4) con
J(te) = Je. Existen constantes positivas C;,,C,, tales que para Je,Jec B
teR se cumple

° Je o Clze(t_tO) o J
”J(J'tO,t) - J(@%t %) “ §Clle HJ - J°”

siempre que J(J°,t°,t), J(J,te,t)eB
LEMA 5 Sea H;{”S P“}dl + B(t) 4 l|x(0)||<c 7 AIBICI>’ 0 xe]Rm. Entonces
t -aAs At
Ix(t)]] < E: + / B(s) e ds_] e
0
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IEMA 6 Existe una funcién P = I + S(I,¢). analitica, 2n-periédica en ¢,

y existen constantes C13'C14' 15’c16" positivas, tales que para cualquier v>0,

le] \<{C16\) . e} N = C;clog (v /e) se cumpla '
I|P = eF(P) ||<Cy5 (€ 2,3 |P -1k C; 4 (e/v) para I&B(v,N)

DEMOSTRACION DE 1LOS LEMAS

LEMA 1  Veamos primero que dist (H(kl,..,kn— ), HEKM) > (Dl/(lk]1.. %)

para una cierta constante positiva Pqr independiente de kl, . ,,kn_, Camo

w(I) # 0 , I£B, conBacotado, podemos suponer que Q=uw(B) estd acotado
superior en inferiormente por cotas positivas. Asf w(B) estd contenido

en Bp, (0)~Bp; (0), con Bp(0) = W j|w Hf_p},Por tanto dist(H(kl, .. ,,kn_l) JHEK™) >

> aist ( B, ... k" Has_ (©, HKM), con's_ () =z ||wll= oy},
Ql pl 2

ﬁ(kl,..,kn) = {wean s (kl,w) = 0, i=l'o..,n}a

si weHKS,... K" h A 55, (0 lwll,= py ¥ (kD) =0, i=1,..,n1, con

1 n-1
lo que w =\ KA A K oon|n| = p, . Ast dist (wHKM) = L‘ﬁ_]i_)l
IkTA . AR [l
2 ' 2
ey -1 , , n .
N s o/ e, D, (= ) = 3 )
its Hzllk /\---/\k II2 ’ =1
Si ahora C >(M/pl), es inmediato comprobar que dist (Vr(k ,,.,,kn"l),
ve®™) > (G K e KD )
ILEMA 2
a) Es consecuencia del lema 1, ya que
eC., d
mero de res cias & distancia recorrida por I(t) _ 12 =c, ed,

‘distanci N -
s ia estre resonancias el I\]n
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con Co= G, Cgy Cyo= sup HE|

b)si I(t) er o |k, w(I(t}))]<vk|® para 0<|k|<N. si v<C;1, por la condicién
geametrica (3.2.1), | (k,0(T(£))) |>s:CIl|k|b , con lo que I(t) "atraviesa"

la resonancia (k,w) = 0. Sea t°tal que (k,w(I(t°))) = 0. Entonces

(k,w(T(t)) = (k,0(I(s))) (t-t<) con te<s<t(suponiendo t>t¢) . De aquf,

vlk|2 €y S €1V _ab

|t-te|< I = — <« ——N (a>»b)
1

lueco I(t)eR(V,N) = t e(tL,tR) con |tR—tL| < csNa"b-ve'l, siv <c;1=c'9'1,

con C8 = 2C1

-1 -1
IEMA 3 Sea[a,B]cb N’ con v <C9 5

(@O | > v +e ™ (kP50 k2> (e GE N2 0 (k|2 .

= C,~ . Entonces si tefo+ x, (o+R) /2],

Si t e):(a+5)/2, B-xJ , Sdlo hay que cambiar o por B.

IEMAS 4,5 son consecuancia del lema de Gronwall (vetase(19)).
LEMA 6 Sea F(I,¢) = F(I,9) -F(I) = I. F (D) et kr®)  ara 1eB,
0<|k|<N

|Im¢p| <p (como F es analitica y periedica en ¢, existe p>0 tal que F es

analftica para |[Im¢| <p). Sean [F]N (I,¢) = T Fk(I) o1(k,9) ,
0<|k|<N
S(Ircb) = % Sk(I) ei(k:(b)’ donde Sk(I) = iEFk(I)/(k,w(I)). Entonces
0<|k| <N

P=cF(P) +%, +3.+3I,+Z,+7T

1 Tt iz ¥ iy T g CON

5= EElg+ (Bwzo, 5, =@ -FE) , 3y =c - [Flo, 5= (£ ep)
5
Ly = (—g% , € £) y por tanto Ilp -eF(P)|| <i£2||2i||

Si 1&B(v/10,N), |Im$|<0.9p, usando la condicidn geometrica, se cbtiene

HS(T,6) ”<C14 (e/V) , ll (I o) ||<C14(€/\>), || (I,¢)||<Cl4(e/v2) ,
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(C,4 asi como las otras constantes C, cue apareceran dependen de F,f), De estas
desigualdades se deduce que siIeB(V,N) < B(v/10,N), |[I-P|| = [|s|{<C,,(e/V)

<C14C1'év< 0.9v, si C16>C14/0 .9, y ademas el seamento IP estd contenido en

| 2 2 2
B(v/10,N), con lo que 122[ $C17( e/V), |E4| $Cyg (62/\) ), |§5| gClg(e /V), Y
|24] <16&(sup || F|| )20 L N/ (1P gczo(ez/vz) , si N = Clslog(\)z/é)_,r

para C,g = C,{p) suf grande,TeB(v,N), [Imp| <(p/2) Por £insi I€B(V,N),¢ & T,
- 2,2 _

cbtenemos  ||P- F(P? |<Cy3(e"/V), con Cpg = Co#Cyg#Cio#C,, que es lo que
queriamos probar
DEMOSTRACION DEL TEOREMA  Sea 0 < e, <CoiCo2 lelge v =V C e<ct

1 71679 7 D I 16 9 °
Aplicando el lema 6, obtenemos N= Ci5 log Cig + P=1 + s(1,¢) ,B(v,N).
Denotaremos a los intervalos consecutivos que forman b\)N mediante ):ti‘, t?J,
)

i=1, ..,q, con q<C7Nnel"r segmentos ( d=¢ ). Podemos tomar, por ejemplo,

‘L
ti‘ .Sean Ig = I(t?) ,o0=1L,R, vy sean Ji(t) = J(Ii.'.',ti,t),

P(t)= P(I(t),¢(t))

-
= &
O€b vy e & xry

Usando el lema 4 para t = t§'+1 , Obtenemos
. J j
II(t) <J(®) || = [|T,, 4 (t) - J,(t) - = L
! 1= 19541 R R AT 9@ e
& L J Cppelt - tIiJ+1) L L
- J@LeL el s Sy L 95 tt50) - (e =

. L
e d Ciptlt =) |

L
1417 I3 (i) I <
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<Cp i_%l T e S IEA A [ A Al [ A EACIY
Acotaremos los terminos del sumatorio, Como (tR ,tIlJ +1 ) TN’ éentonces,
por el lema 2, parte b), |ti+l - ti [<08Na Ve l, con lo que
Ill‘+l - I};H = ||I(tI.'+l) - I(tR) | 5€M|t§_'+l - t?| (¢ 72 Na'bv,
IIJi(t};) - 3, ( l+l)|| < eMIt f.'+l| £572 by, , con C;,=2MCg; v por

. L -b

tanto HILi+l - Ii[| + ||Ji(ti) - Ji(ti+1) Il \<Cl7Na v
R R R R R R

Solo tenemos que acotar ||Ii - J; () | < HIi - P(t)) I+ “P(ti) - 3, (&) {

R R R R
Por el lema 6, ||Ii - P(t)) =1 I(t)) - P(E)) I <Cyy * g/v . Para

acotar ||P(t?) -Ji(tf.f) || , sera preciso efectuar alquncs calculos, Camo

1B - 3,1l <P - eF@) || + €ff®) - F(a)|} entonces

P -3l sallp-3ll +b, cona=cy, e b=|P-cFP i

Por el lema 3, sabemos que si te[ti‘ + X, t?- x] , entonces

I(DEB(E N, con v(x) = v+ Clp N %ex, de donde

((t + t. )/ 2) 5

C e~ dt b

13 < 2C,.C, N2 (e/v) =C. . {e/VIN>

(t)dt 13%10 18
\) + €] -1 Nb‘a (t-t )] :

Aplicando ahora el lema 5 resulta
R

R R L L i Cppetty = )
”P(ti) - Ji(ti)|| < E]P(ti) - Jgti) || + . b(t)dt|. e <
t;
1
L
s(t - )
<, +C N2 (e/v) e 12 *

14 l
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Teniendo en cuenta todas estas desigualdades, junto con el lema 2) parte a),

se cbtiene 1-r
C,-€ R
[T(t) - T < C,4€ 12 C7Nl:1'el—rEC17Na b\) + Cl4(e/\)) +

c el rJ
¥ (Cy g+ C ) (ervre 12

< Cge (3/2)-r exp (c4€1—r) ) té[o,e-r] /

donde hemos usado que N = C15 log C16' V= /Clss c.q.4d,

NOTAS

NOTA 1 Para 0<rgl, la desigualdad (3.3.1) se transforma en

(3/2)-r

I T(t) -3() || <C5e , si|t]<e™, 1(0) = 3(0) (3.3.3)

con lo que ||I(t) - J(t) || <<l si |t|<e”T. Obtenemos una acotacién del tipo de
(3.1.5), que generaliza las estimaciones previas de Arnold(6 ), Neishtadt(58),
validas sélo para n=2, r=1, donde se imponia la condicion A, que implica

a la condicion geamétrica,con a=b=1,
NOTA 2

1-
El peor t8mino que aparece en (3.3.1), exp (C4g Ty, no puede ser,
en general, rebajado de la acotacidn yaque enel sistema promedio se cumple
l-r
|y (&) = T | ~ |]3,€0) = 3,(0) || exp (Cue™ ),

con lo que a menos que el sistema pramedio sea J = 0,este término exponencial

aparecer®,
NOTIA 3

Para sistemas hamiltonianos, por ejemplo el sistema(3.1.2), el sistema
oH

promedio asociado es J = 0, debido a que Fi = E¢Tl tiene pramedic nulo con res
i
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pecto & ¢ . En tal caso, la condicién geomettrica no se cumple, y no puede
aplicarse el teorema, pero si algunas acotaciones debidas a Nekhroshev,

Por ejemplo si el hamiltoniano H, del sistema (3.1.2) es convexo, entonces
tg(/e) exp (/) —= |10 - 1(0)]|¢e” (3.3.4)

con a = 2((6n2 -3n+ 14 ), b = 33/2. Unas acotaciones del tipo de (3.3 _4)
son también ciertas para hamiltoniancsH,mas generales, llamados por

Nekhoroshev "escarpados™ (vease (59)).

- 37 =



3.4. Conservacién de toros invariantes ( teorema KaM )

Volvamos de nuevo a los sistemas hamiltonianos casi integrables, dados

por‘un hamiltoniano del tipo

H(¢,I,6) = H (I) + eH,;(¢,T,€), (3.4.1)
con Hy 2n-peritdica en ¢ = (¢1,.- .,¢n) , de ecuaciones asociadas
. E)Hl
¢i = mi(I) +€'B_I—. ($,1,¢)
SH ,i=1,..,n, (3.4.2)
I = et
I, = €8d>i (¢,I,€)

con wi(I) = -g—}II—Q (r), i=1,..,n. Supondremos que H estd definido para I€U
abierto de R, |;|<e°, 6 eR". Debido a la periodicidad de H en ¢, podemos con—.
siderar, de manera natural, a H y al sistema (3.4.2) definidos para ¢&€ T,
Sie= 0, las variables de accifn Ii permanecen constantes, con lo
que el espacio de fases de (3.4.2) estd foliado por toros n-dimensionales.
Si e # 0 , pequefio, vimos en el apartado anterior que estas variables de
accién varfan muy lentamente, lo cual nos conduce -a la prequnta: ¢ Puede
ocurrir que en el sistema (3;4.2) los toros invariantes que existfan para
e = 0, se conserven, atin deformandose ligeramente, parae# 0 suficientemen-
temente pequeno ? La respuesta es que " casi todos " se conservan, camo a
centinuacién explicaremos.
1a posible conservacién de un toro invariante del hamiltoniano inte-
grable H dependerd de las frecuencias asociadas. Ya desde Poincaré se sa-
bia que todos los toros invariantes con Orbitas perib6dicas generalmente
desaparecfan bajo perturbaciones. Estos toros son los que tienen frecuencias
asociadas racionales ( VBase ecuaciones (2.2.2)) y forman por tanto un

corijunto denso de toros invariantes que no se conservan. No fue hasta los tra-
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bajos de Kolmogorov(44) ,Arnold( 3)y Moser (55)que se vio cque las frecuencias
Wy e er® de los toros que se conservan no s6lo no habian de ser racicnales
sino que tenian que ser "suficientemente irraciocnales", en el sentido de que
tenian que cumplir las desigualdades ( de Siegel ).

| (k,w) |z\)|k|"’r para cualquier keZ™, x # 0, (3.4.3)
siendo VY, T constantes positivas. Para t>n-1 fijo, el conjunto de puntos weR"
cunpliendo (3.4.3) para algtn v>0 es de medida total (v&ase (43)). Si H,
es no degenerada, es decir, det(D?H{I))# 0, podemos parametrizar los toros
invariantes del hamiltoniano integrable H por medio de las frecuencias, con
lo que realmente "casi todos" los toros invariantes de (3.4.2) para e=0 se
conservan para € # 0 suficientemente pequefio, dependiendo de las frecuen-
cias de dichos toros. Este es el teorema KAM ( Kolmogorov-Arnold-Moser)

que pasamos a detallar.

Llamando QcR" a la imagen de U por w= gradH, (2 =w(U)) , y dado v>o,
llamamos Q(v) ={w€ Q: w cumple (3.4.3) y dist(w, RS0) >v} , que es conjunto de

Cantor. Nétese cue Q = \)L>JOQ(\)) salvo un conjunto de medida cero.

TEOREMA KaM  (45,5,55,15,67,61) . Supongamos que el hamiltoniano integrable
H_sea analitico y no degenerado, que el hamiltoniano perturbado H = H_+ eH,
de(3.4.1)sea de clase c con r>2n, y sea T cumpliendo n-1<1<(x/2)-1, Entonces

para cualquier v>0, existe e€(v)>0, (e(v) = 0(v?)),tal que si |ekev), el siste-
ma perturbado(3.4.2)posee (conjuntos difecmorfos a) toros invarantes con flujo

lineal de frecuencia w , para cualquier weQ(v).

Notas:
1 - Una subvariedad L de una variedad simplé&ctica (M,w) 2n~-dimensional se

llama isotrdpica si w se anula sobre L, es decir,si para cualquier meL, y
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y para cualesquiera u,veT L, w(m) (u,v)=0, Si ademds diml= n =(1/2)dim M,
se dice que L es una subvariedad lagrangiana de M. Las variedades lagrangia-
nas son lasvariedades isotrfpicas de dimensién mé&xima ( véase (77)). Clara-
mente, los toros invariantes del sistema (3.4.2) para =0 son subvariedades
lagrangianas de ( ™ x U, Ei:l d¢i/\ dIi) , ya que su plano tangente es

R0 ¢ Rx R’, y para (u,0), (V,O)e’IRnX{O}, wa,v) = (u,O)“J(X) = 0. Pues
bien, los toros invariantes del sistema perturbado también son subvariedades
lagrangianas de T'xU (vdase (56),(31)).

2 - El enunciado del teorema KAM nos asegura que para una frecuencia w
cumpliendo (3.4.3) para cierto v>0, existe €(v), de manera que si |eKe(v)
existe un toro Em de frecuencia w . Ademds este toro 'E‘w estd e-préximo

al toro T~ del sistema no perturbado (4 ). Ahora bien, dado €>0, podemos
obtener una estimacitn del conjunto de toros invariantes que no se conser-
van. Concretamente, y en las condiciones del sistema KaM, el conjunto

E(e)e TXU de puntos que no pertenecen a toros invariantes cumple

med (E(e)) = OWE) med (TxU)
con lo que med (E(eg)) -0, cuando e +0 (vBase (62)). '
3 -~ Recordemos que para £ =0 tenfamos una foliacifn trivial de toros in-
variantes: QxT". Es decir, todo toro invariante quedaba determinado por su
frecuencia, debido a la no degeneracion de H,.Ademds esta foliacifn era ana-
litica ya que (¢,I)€'I"1<U > (¢, w(I) )eT'*Q es un difeamorfismo analftico
( en realidad, s6lo sabemos que es un difeamorfismo local, pero si es nece-—
sario, restringimos U ). Sie€#0, hay una foliacién mds complicada Tk Q(v) ya qu
Q(v)es un conjunto de Cantor. Sin embargo, puede verse (62 ) que es
una foliacidn diferenciable en el sentido de Whitney.

4 - Entre las hipbtesis del teorema KAM se encuentra la de que A 1 =

= det (% ) sea no nulo, es decir, H  sea no degenerado. Otra condicion
J
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suficiente, en vez de ésta, para la demostracion del teorema KAM, es la con-

dicién de no degeneracidn isoenergética : l&;é 0, donde

2
3“H oH
9I.9T., oI,
A, = det 13 1
3H,
91, 0
1

que garantiza la existencia de toros invariantes no perturbados en cada ni-
vel de energia. las condiciones de no degeneracidn y de no degeneracibén isoe-

nergética son independientes, ninguna de las dos es consecuencia de la

otra ( Para mds detalles,véase (5 ),(10)).

Un resultado andlcgo al teorema de KAM, pero para aplicaciones canfnicas,

es cierto también. Esto no es de extranar, ya que, por un lado, el flujo
Fp s mﬁFt;(m) asociado a un sistema hamiltoniano (M,w,X;) 2n-dimensional
es una aplicacidn simpléctica ((1), p&g 188);: y por otro lado, toda
aplicacitn de Poincare A dafinida sobre una superficie de seccidén I , ge-
nera, en cada nivel de energia H’l(e) ;una aplicacion simpléctica

Ae: 2'=%n H—l(e)»->2' definida en (I',w|Z), variedad simpléctica 2n-2 di-~
mensional (vease (64), pdg 44).

2sf una aplicacién candnica casi integrable es una aplicacidn del tipo
(6, D€ TU 2> 209,1) + ea, (¢,1,6) € THU
con A aplicacidn candnica de la forma

Ao ‘(DII) = (bm(I)lI)

v A aplicacidn globalmente canfnica, es decir, A*a -a = dS para alguna

funcién S, sierdoa =21 izl Iidcpi .Claramente A es can¢nica, ya que
n

A*da = da , siendoda = I dIi/\ dd)i. Una condicion equivalente es que
i=1

A pueda ser generada por una funcién ceneratriz S global scbre ™ (vease



(12, apéndice 33). Asi por ejemplo, toda aplicdcion globalmente candnica

: op;
(6, De T xU>A(4,D) = @6,T) ,P(¢,IeTx U, con det (-%1—1-’)# 0

J
viene generada por una funcién generatriz S(¢,P) =(¢,P) + G(¢,P) con G

2m-peri&iica en ¢, mediante las ecuaciones

= L - 3G _
Qi_ ¢i + aPi (¢IP) 14 Ii Pi + a¢i (¢,P)y l l,.,,no (3.404)

En particular, A, es glcbalmente canénica con una funcidn generatriz

S§6.P) = (,B) + G, (@), (w (D = Lo () ,i=l,..,n) con lo que la

a:ci

funcién generatriz de A serd del tipo
S (¢’P) = S€(¢IP) = (¢IP) + GO(P) + EG1(¢,P]€) 7 (39405)
con q;eTn, Pe U,lr':l<so » 81 e =0, A,estd foliado por toros invar;'.antes

I =cte. con movimiento de traslaciéh w = w(I) en cada toro:

d— ¢ +w (mod 2m ) (3.4.6)
Si WyreeerW s 27  son inconmensurables , es decir, si ( k, u)/27r)?‘ Z para
keZ" , k# 0, entonces toda orbita dé (3.4.6),{¢+ iw , ieZ}, es densa

en T' ((12) apérdice 1) . Comparando con (3.4.3), los foros invariantes de A,

que se conservardn, serin los que cumplan las desigualdades (v@ase (12), apén-
dice 34): | |

l(k,w/2m) = k,|3 v|k|™" para cualesquiera k € Z™{0} , k%2" (3.4.7
siendc v,T constantes positivas. Para 1>n , el conjunto de puntos weRn
curpliendo (3.4.7) para alaln v >0 es de medida total. Pasemos ahora a
enunciar el teorema KAM correspondiente a aplicaciones candnicas, Por co- - -
mcdidad lo enunciaremos en términos de las fuhciones generatrices corres-

pondientes. Camo antes, tendremos que imponer que G,sea no degenerada.

det (ai};gg)) # 0 . Llamaremos G(v) al conjunto de wew(U) tales que
17
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dist (w, ]Rn\w(U))?/\) y cumplen ademds (3.4.7).

TEOREMA KAM PARA APLICACIONES (12) (75) (10) . Supongamos cque la funcién G,
en (3.4.5) sea analitica y no degeneradé. v queGl sea de clase Cr, con r>2n+2 .
Sea 1 cumpliendo n< Tt <(r/2)-1. Entonces para cualquier v >0 existe e€(v)>0
tal que si |e|<e(v) , la aplicacién canénica A queda generada por la fun-
cién generatriz S de (3.4.5) pdsee (conjuntos difeomorfos a ) torosi inva-

riantes con movimiento de traslacién w, para cualquier we G(V).

La condicidn de que A, la aplicacidn canbnica que perturba a A,,sea
glocbalmente canfnica implica una condicidn de interseccién efectiva de toros
n-dimensicnales de T x U, que pasamos a explicar. Destaquemos primero que
A es de la forma

o= ¢ + w(I) + ef(¢,I.¢)

I——TI + €9(¢,I,¢) (¢,T) & TXU, (3.4.8)

con f,g de clase Cr"l

Diremos que un{conjunto difecmorfo a un) toro n-dimensional Te T x U
puede ser parametrizado por la variable ¢ si la proyeccién de I' sobre
T x{0} es un difecmorfismo con lo que T viene dada por una ecuacién
I =F(¢), con F Zn-peribdica en ¢ .Toda aplicacidr glcobalmente canénica A
cumple la propiedad de interseccién efectiva ((12) ,apéndice 33,(75) pig 120):

Para cualquier torc I’cTnXU parametrizado por la variable ¢ , ATn A es no -

vacio.

Esta es la propiedad esencial que ha de cumplir A en el teorema KAM.
Asi , podemcs reemplazar la hipbtesis de que A sea globalmente canénica por

Jduw,
la hipStesis de cue A sea de la forma (3.4.8) con det(s—li) # 0y cumpla la
‘ 3 '
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hipbtesis de interseccién efectiva ( vease (75), pdg 120). Reenunciando el

teorema KAM con esta nueva hipStesis para n=1 cbtenemos el

TEOREMA DE TWIST (55) (66) Consideremos la aplicacidén T definida pon
T(8,r) = (6+w(xr) +ef(6,r,e), r+ ea(B,xr,c)) (3.4.9)

para 6eR, a<r<b, |e| < g, con £,g Zr-periddicas en §,cumpliendo la propie-

dad de la interseccion efectiva.Supongamos que w es analiticay w'(r) # 0

para a<r<b, y que f£,g son de clase Cl,con 2>3. Sea 1t cumpliendo l<t<{g-1Y2.
entonces para cualquier v >0 existe e(v)>0 tal que si |e|<e(v), T posee curvas

invariantes cerradas con movimiento de traslacitn w, para cualquier weG(V).

NOTA 1 : Para 4= 3, tanbién es cierto el teorema de Twist{(37). Para 2< 3

existen contraejemplos (36).
NOTA 2 : las frecuencias w asociadas a las curvas que se conservan, son

T+l) . Si e<e(v) = 0(v?) existen curvas

las que cumplen |{(w/2m)-(p/a)|>(v/q
invariantes Cu) con frecuencia w, que desaparecen para c>e(v). Conforme au-
menta € s8lo se conservan curvas Cw con frecuencia suficientemente irraciona
Esto explica porqué las curvas con las frecuencias mis irracionales en Q

son las dltimas en desaparecer, al aumentar ¢ ( v€ase algunos ejemplos en

(32) ).

3.5. Difusion de Arnold

Examinemos ahora las consecuencias del teorema KAM sobre la estabili-

dad de las Orbitas. Consideremos un hamiltoniano casi integrable

H(¢,I,e) = H_(I) + E:Hl(d),I,E) (3.5.1)
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Para €= 0, todaodrbita asociada al sistema hamiltoniano definido por H, esta
contenida en un toro invariante I=cte. , con lo que dos drbitas que se en-
cuentren en toros diferentes, mantienen constante la dis.tancia entre los mo-

mentos asociados.

DEFINICION Sea T un toro invariante n-dimensional asociado al hamiltoniano

(3.5.1) . Diremos que es un toro p-estable si para cualquier entorno

l<:V de T tal que si

(¢6(t), I(t)) es una solucidn del sistema con ($(t°),I(t°))e Vl entonces

Vp ={ x: dist (x,T)<p} de T existe un entorno V

(o (t) ,I(t))eVp para cualquier t.

Por ejemple, para € = 0, todo toro n-dimensional invariante asocia-
do a H es p-estable para cualquier >0. ( notemos,que un toro- p-estable
no tiene porqué ser pl—estable si pl<p) . Sabemos,por el tecrema = KaM,
cue existen toros invariantes n-dimensionales para € # 0, correspondientes
a unas frecuencias curpliendo las  desigualdades (3.4.3), forman-
do peor tanto un conjunto cantoriano que lle a todo el espacio de fases
salvo un conjunto de medida (ve). Camo H es una intecral primera, cada
toro invariante se encuentra en una hipersuperficie de energta gt (h),
2n-1 dimensional, con lo que toda hipersuperficie de energfa gt (h) ( ex-~
~ Cepto quizds para un conjunto de valores h, cuya medida tiende a cero cuan-
do £-+0), estd "foliada" por toros invariantes n—dimensionales del siste-
ma. Veamos que pasa con las Orbitas "irregulares", es decir, no contenidas
en toros invariantes.

Si n = 2, cada toro 2—dimensional separa en dos componentes co—
nexas la hipersuperficie de energia, 3-dimensional, con lo que estos toros
invariantes son la frontera de dominics abiertos de Bt (h) , invariantes por

el flujo. Si una orbita se encuentra en un momento dado entre dos toros inva-
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riantes, se encontrard siempre entre estos dos toros invariantes, Asi todo toro
invariante T serd p-estable, siendo p la distancia al toro invariante mas

préximo a T. Claramente p-+0 cuando e-0.

) Orbitas
irregulares

Figura 3.1.

Si n>»2, los toros invariantes n-dimensionales no separan la hiper-
superficie de energta. No tenemos ahora la ayuda topoldggica del caso n = 2,
y nada impide, enprincipio, el que una Srbita irregular, prédxima en un mo-
mento dado a un toro invariante, se "escape" de &l para tiempos grandes. El
primero en hacer esta cbservacidén fue Arnold (4) y es por esto que este

fencmeno de inestabilidad recibe el nombre de difusifn de Arnold(véase figu-

ra 3.2. ).

Arnold ( 6) fue el primeroenpresentar unejemplo analitico de esta di-
fusion ( véase tarbién (49)). Aparentemente, la difusién de Arnold ha sido tam-
bién cbservada en el movimiento de electrones bajo campos magneticos
intensos, en experimentos scbre interaccién de haces electrdn-positrén ( veéa~

» se, por ejemplo (21)pdg 346 ) y en experimentos numéricos (20),(46), en el
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sentido de que se cbserva una inestabilidad "estocdstica en algunas zonas.

Figura 3.2.

( Veremos mds adelante que estas zonas estocdsticas se corresponden con re-—
giones cercanas a drbitas homoclinicas transversales correspordientes a dis-

tintos toros de transicifn. Los capitulos 5 y 6 explican esta terminologia).
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CAPITULO 4

COMPORTAMIENTO CERCA DE PUNTOS ELIPTICOS

4.1. Existencia de toros invariantes cerca de un punto elip.tico general.

Sea (M,S'z‘,.xH) un sistema hamiltoniano de n grados de libertad. Diremos

que meM es un punto critico del sistema si XH(m) = 0, o, equivalentemen—-

0. Escogiendo una carta simpléctica (U,¢) en un entorno de

te, si dH(m)

m, con ¢(m) =0, y llamando z a las variables en ¢(U), el sistema hamil~

toniano viene regido por la ecuacidn

% = J grad H(z) = JD?H(0)z + J(grad H(z) - D?H(0)z) =

= JD?H(0)z + o(z) (4.1.1)

donde hemos supuesto que H es de clase Cr, r> 2. La parte lineal, o de

primer orden, correspondiente . a (4.1.1) viene dada por

z = JSz (4.1.2)

con S = D?H(0). Es sabido ((68), p&g 100) que los valores propios asocia-
dos a JS son del tipo { Al,...,xn, —)\l,o.., —An} , €s decir, A es valor

propio de JS si y sdlo si -A lo es tambien, y en particular, si 0 es va-
lor propio de JS, es de multiplicidad par. Ademds, por ser JS matriz real,

si X es valor propio, A tambien lo es.

Por consigquiente, para que el sistema (4.1.1.) sea estable Liapunov en
un entorno del origen, es necesario que los valores propios }\j de la ma-

triz JS sean imaginarios puros : )\j =iiaj ’ ajeR r J=1,...,n. Si su~
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ponemos, ademas que todos los valores propios de JS son simples, entonces
existe una matriz simpléctica C (véase (68), p&g 102, (1), pag 172) de ma-
nera que al efectuar el cambio z = Cx, x = (q, p) = (ql,---,anpl,---:Pn),

el nuevo hamiltoniano H(x) es del tipo

n
H(x) = H(0) + (1/2) I oa.(q?+ p2) + ..., (4.1.3)
3=1 J J
con ecuaciones asociadas
. = 0.P. * eee 5. = = 0L, = ees i = 1,...,0.
9 7 %Py ’ Py 3% A A

Los valores propios )‘1 peee ’)‘n’ —>\1 poeos =A n correspordientes a la par-

te lineal de X, en el punto critico m, no dependende las coordenadas ele-

gidas, y se llaman los exponentes caracteristicos de XH en m.

DEFINICION. Un punto eliptico m de orden (al menos) N de un sistema hamil-

toniano (M,Q,X;) de n grados de libertad es un punto critico de X que po-
see n exponentes caracteristicos Aj = iaj, aje]R, j=1,...,n no reso-
nantes hasta orden N, es decir,

n
r k.a., #0, si 1 g

|k.| ¢ N, k.2, (4.1.4)
1 33 3 J J

Asi, en las cordiciones de la definicibn, si o es resonante ((k,a)=0 ,
k # 0, keZ7es resonante de orden > N + 1 (|k| >N+ 1). NStese que un pun-
to eliptico de orden 2 es el que tiene sus exponentes caracteristicos ima-

ginarios puros y simples, por lo que en coordenadas adecuadas toma la "for-

ma normal” de (4.1.3), en lo que se refiere a los t&minos de grado 2. Ade-
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mis, también se cumple

TEOREMA DE BIRKHOFF. Sea m un punto eliptico de orden N de un sistema ha-

+ 1

miltoniano (M,Q,XH) , con H de clase CN . Entonces existe un sistema de

coordenadas canénico (q,p) en un entorno V de m de manera que H se escri-

be

n

=1
(qrp)e.V (4.1.5)

con I = (Il""'In)’sz = q;. + p; j=1,...yn, Hi polinamio hamogé-

. L
neo de grado i, y Ry, (q,p) = ollg |+ [P“N 1

El polinamio [T = T oI, + Hy(I) +...+ H /2] (I) de grado [N/2] en

la variable I recibe el nambre de forma normal de Birkhoff de grado N. Pa-

ra la demostracién véase (17), cap III, o tambien el apartado siguiente.

Digamos, por Gltimo, que estd univocamente determinada (v8ase (57) pag 9).
En caso de que tengamos un punto eliptico m de orden 4, en coordena-
das adecuadas (q,p) el hamiltoniano se expresa camo

n n
Higp) = I o.I.+ I a,, I.I,+ H.(q,p) E (4.1.6)
g1 33 e TR STV

{hemos trasladado m al origen de coordenadas e impuesto H{m) = 0).

Haciendo el cambio candnico qy = VZIj cos ¢j Py = \/ZIJ. send)j

j=1,...,n, queda
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n n
H(¢,I) = jzl ajIj + j,>;L=l O‘stIjIz + H5(¢,I) = HO(I) + H5(¢,I) (4.1.7)

con H 2w-perid&dica en ¢, Hs(q),I) = O(IS/Z), IeU, abierto de p

Camo en el capitulo anterior, sea w = grad H, : U— ]Rn, 2 = w(Uc ]Rn,

0
y dado v>0, sea (V) = {we® : |(k,w)|>v |k [ para cualquier ke 27,

k #0, y dist (R Q) >v} . Aplicando el teorema KAM, obtenemos

TEOREMA. Supongamos que el hamiltoniano H de (4.1.7) sea de clase ¢’ con
r>2n, y ademis que det(ajg) # 0. Sea T cumpliendo n-1< 1<r/2 - 1. Enton-
ces para cualquier v>0, existe §(v) >0, 6(v) = 0(v*) tal que en el conjun-
to Vo = {($,DeT xU, ||I]| <6 } , el sistema correspondiente al hamil-
toniano (4.1.7) posee, para cualquier wea (v), (conjuntos difeamorfos a)

toros invariantes con flujo lineal de frecuencia w .

La hipStesis de que det (aj 2) # 0, se impone para que Hy sea no dege-

nerado. Si m es de orden N, y H puede expresarse cano H = PN + RN+1’ don~

de 4FN es la forma normal de Birkhoff de grado N, entonces Hy = I‘,‘], y
2:

basta imponer que I'N sea no degenerado, esto es, det(ai gI ) #0.
i3

Camo consecuencia del teorema anterior, si llamamos punto eliptico

general de un sistema hamiltoniano (M,Q,XH) a todo punto eliptico de or-
den al menos 4 no degenerado, es decir, tal que en su forma normal de
n n
Birkhoff asociada de grado 4, I‘2 = I a.I. + z OL‘SLI‘IJL’ se cumpla
1 J 3 3, 9=1 Jx ]

det(ajl) # 0, resulta el
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TEORIMA. Sea m punto eliptico general de un sistema hamiltoniano (M,Q,XH)
de n grados de libertad, con exponentes caracteristicos )\j = iaj ;Y con
H de clase Cr, r>2n. Sea t cumpliendo n-1< t<r/2 - 1. Entonces para

cualquier ve (0,\)0) , existe un entorno V = V(v) de m tal que el campo xH

posee en V,para cualquier we R cumpliendo
lw=al <v, |kwl|>vk| " para cualquier ke 2%, k # 0 (4.1.8)

(conjuntos difeamorfos a) toros invariantes con flujo lineal de frecuen-

cia w .

Existe un resultado anilogo para difeomorfismos simplécticos. Dada
una variedad simpléctica (M,R) 2n-dimensional , y A:M ~+ M un difeamorfis-

mo simpléctico, meM es un punto fijo de A si A(m) = m. En tal caso, a

los valores propios de dA(m) los llamaremos los multiplicadores caracte—

risticos de A en m y son del tipo{ “1"12""'%'1/1%1"“'I/Rn} ((1), pag
168). Por ser dA(m) real se cumple ademis que si p es un valor propio, -

también lo es.

DEFINICION. Un punto eliptico m de orden f(al menos) N de un difeamorfismo

simpléctico A:M -+ M, con M 2n—dimensional, es un punto fijo de A con n mul-
tiplicadores caracteristicos uj = emj R aje]R, j=1l,...,n DO re-

sonantes hasta orden N, es decir,

w10k # si 1¢ IZ1 | k.| <N, k.eZ
177 Hn 1 3 3
0 equivalentemente, teniendo en cuenta que U, = emj P

J
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n
(k, Q;/z'n') # ko Si 1 Ik | , krez, r = 0,1,«..,!1 (4.109)
3—1 |

Por ejemplo, todo punto eliptico de orden 2 tiene multiplicadores ca-

racteristicos simples y por tanto diferentes de * 1. Para aplicaciones ca—-

ndnicas también se cumple el

TEOREMA DE BIRKHOFF. Sea m un punto eliptico de orden N> 2 de una aplica-

N+1

cidén simpléctica A:M + M de clase C , con M variedad simpléctica 2n-di-

mensional. Entonces existe un sistema de coordenadas candnico (gq,p) en un
entorno V de m de manera que en estas coordenadas A se expresa en la for-

ma
A
(q,p)r—— (q,P) » con

3
AC'I = qj cos 25 (1) - p sen SI;I () + ON+1(QIP)

e

j=1l,..04n (4.1.10)
. 3Sy 38y
Py = 9 Sen'g‘I—j-(I) + Py ©os 5?(1) + Oy (2/P)
n
siendo SN(I) = 351 ajIj + I‘2(I) + ... +T N/2 (I) un polinomio de grado

N/2 en la variable I = (Il""”In)’ con ZIj = p% + qg J=1,c0.,0.

La forma de las ecuaciones (4.1.10), despreciando los t&rminos de or-

den N+1, recibe el nambre de forma normal de Birkhoff de orden N asocia-

do a la aplicacifn A en un entorno del punto m. Efectuando el cambio can&—

ni .= Y21, . . = y2I. sen ¢. i =1,... eda
co q:l /2IJ cos q>J, P; JS ¢J: J 1ees,n, QU
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(6, e T x Ur— A(¢,I) = (¢ + wy (D) + O(I'(NH‘I)/Z), I+ O(I(N+l)/2))e:-:

e T xR/ (4.1.11)
BZSN(I)
con mN(I) = grad SN(I) . Si ademds det (m) ,# 0 (para lo que es ne-~

cesario que N24) y si A cumple la propiedad de la interseccidn efectiva
(por ejemplo, si A es globalmente canSnica, véase (3.4.8)), entonces en
el entorno de m existen toros invariantes por la aplicacidén A, con movi-
miento de traslacifn. Precisemos esto un poco mds en el caso mis facil:

n=1.

Todo difeamorfismo simpléctico A: M,) -+(M,) queda caracterizado
por la propiedad de conservar el &rea 2, si M es bidimensional, y cum-
ple ademds claramente la propiedad de la interseccibn efectiva. Sea meM
un punto fijo de A. Sus multiplicadores caracteristicos son del tipo
{u,1"1} . Decinmos que m es eliptico si |u| =1, u # %1, que m es _para-
bdlico si u = £.1 (fijé&monos que la definicidn de punto eliptico para
n = 1, coincide con la definicidn de punto eliptico de orden (al menos) 2
dada para n>1, y que la definicifn de punto parabdlico, coincide con la

definicién de punto eliptico que no es de orden (al menos) 2 para n>1,

es decir, es raiz cuadrada de la unidad), y que m es hiperb6lico si Iul# 1.

Si u= e™¥ no es raiz tercera ni cuarta de la unidad, escribiendo su
forma normal de orden N>4, llegamos a una expresifn aniloga a (4.1.11),
dorde escribimos M = N/2

(N+l)/2) (N+l)/2))

(¢, I)— (¢ + a+a I+ a2I2 Fooo aMIM + O(I , I +0(T

1
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Si ademds alguno de los coeficientes ay i=l,...,M es no nulo, diremos

que m es un punto elitico general. Llamando w(I) a 0L+a114-...‘I-aMI“l y apli-

cando el Tecrema del Twist, se obtiene

TEOREIA. Sea m punto eliptico general de un difeomorfismo simpléctico A

de clase Cr, r >4 sobre una superficie simpléctica, con multiplicadores ca-
racteristicos eﬂa. Sea T curpliendo 1< T1<r/2 - 1. Entonces para cual~
quier ve (0,\)0) existe un entorno V = V(v) de m tal que la aplicacifn A

posee en V, para cualquier weR cumpliendo

l w=~a| <v,|w2r-p/Aqgl=> \)/]qITH» para cualquier p,qe 2, g0 (4.1.12)

curvas invariantes cerradas alrededor de m, con movimiento de traslacidn

W .

Cano consecuencia, en cada entorno del punto m hay al menos una curva
caracteristica, con lo que es estable Liapuncov. Lo mismo ocurre con una
Orbita peribédica eliptica general de un sistema hamiltoniano de dos gra-
dos de libertad, es decir, una Orbita peri&dica Y para la cual un punto
M = Y sea un punto eliptico general respecto a una aplicacidn de Poincaré
asociada a la Orbita ¢ en el punto m. Asimismo es estable todo punto elfp-
tico general m de un sistema hamiltoniano de 2 grados de libertad, si en
cada nivel de energia proximo al de m existen toros 2-dimensionales in~
variantes ya que separaran la hipersuperficie tridimensional H = cte.

=n el caso en que tengamos un punto eliptico m con mualtiplicador ca-

1Qa

racteristico u = e, raiz tercera o cuarta de la unidad, no podemos en-—

contrar su forma normal de orden 4. En estos casos, m es un punto para-
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bdlico Jde A? 6 A" , seqlin sea el caso, y conviene trabajar con una forma

normal adecuada al caso parabdlico (véase(72) (73)).

Finalmente, observemos que los toros invariantes n—dimensionales que
se conservan en un entorno de un punto eliptico general, tanto en el ca-
so de un sistema hamiltoniano camo en el de una aplicacién canfnica, son
los toros invariantes con frecuencias suficientemente irracionales. Asi,
por ejemplo, si m es un punto eliptico general de un sistema hamiltonia-
no, con exponentes caracteristicos )\j=: iuj , los toros invariantes n-
dimensionales que existen son aquellos para los cuales las frecuencias

asociadas w = (ml,...,wn) satisfacen (4.1.8), es decir,

kI-T VkeZ’r\{O}4

!

o =all<v ,|0w|s v

Nluestro objetivo en este capitulo es ver bajo qué condiciones exis-

ten toros invariantes de dimensi®n inferior, con frecuencias resonantes

w , es decir, cumpliendo
lo-all<v (kW =0, paraalgin keZ'\{0}
asi cano el movimiento cualitativo en su entorno. Para ello, pasamos pri-

m2ro a construir una forma normal adecuada en el siguiente apartado._:

4.2. Una forma normal resonante

Sea my un punto eliptico de orden (al menos) 2 de un sistema hamilto—
niano (M,Q,XH) de n grados de libertad, con H de clase Cr, r>2. En coor-

n
denadas (g,p) adecuadas podemos suponer que my = (0y0..0,¢,.0) ¥y que el
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hamiltoniano H es de la forma

n
(@p) = (QyreeesyrPyyeee P HIQR) = /2 L o5 (g5*+p3) +H; (q,p)
J::

(4.2.1)
definido en un entorno del origen, donde hemos supuesto por camodidad, que

H(0,0) = 0, y con Hy(q,p) = O(|g|®+ lp|? cuando |g|? + |p]|%—o0.

Sea ahora k0= (ktl),...,kg)ezn con m.c.d. (ktl),... ,kg) =1 si ko es
no nulo. ko seréd fijo en todo este apartado. Denotaremos por J el Z-mS5-

dulo generado por ko : J = {mko, me? }

DEFTWICION. Diremos que g « R es no resonante de orden N salvo para

e 20 si

(k,a) =0, ked®, 3¢|k|< N —p3ame? tal que k = nk®. (ked)

(4.2.2)

Asi, por ejerplo, si K0 = 0, entonces o cumple (4.2.2) si y sblo si
es no resonante de orden N. Y si kO # 0, entonces, o bien (a,k) # 0 pa-
ra 1g<lk| <N, obien (cx,ko) =0y (a,k) # 0 para 1< |k| g N a menos

que k = mko, es decir, kedJd.

TEOREMA. Supongamos que €l hamiltoniano H de (4.2.1) sea de clase CNH,
Y que o = (cxl,.. . ,ocn) sea no resonante de orden N salvo para koc__ Zn, es
decir, se cumple (4.2.2). Entonces existe un polinimio W de grado N en

las variables n-dimensionales q,y :
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Wig,y) = (q,y) + w(3)(q,y) + ... t w(N) (q,y),

que genera una transformacién canfnica q = M(X,y) =X+ ... ,

p=v(xy) =y + ... , de manera que el nuevo hamiltoniano [I'(x,y) =

= H(UX,y), vi(x,y)) se escribe
F,y) = T2 ey + T ey) + o + TN ) = T (o)

con 1S (x,y) polinomios hamogéneos de grado s en (X,Y), r(z) (x,y) =

: n
=1/2 I aj(x§+y§),ypara 3<s<N,

J=1
L 2
(s) (x,y) = c z 1...2 anl..."mn =
r lll*lm|=s Ql""lnml"”“h 1 n 1 n
R-méJ,JL,meNn
2
= I Com 2 510 ’
. _ . _ N+1
siendo z, =Xy + iy;i ¥y Ty, (xy) = o(lx| + |yD .

Ademds, si H es real, W, I' son reales. Los polinamios I‘(s), 28 < |ko | v
estin determinados de manera Gnica, y si (a,ko) = 0, también I‘(S) ’

!kolsss N , estdn determinados de manera Gnica.

I LR grado N en la varia-

ble (x,y) lo llamaremos forma normal de grado N de H con respecto a koe 7"

Camentario. A todo polinamio T

Z1 caso en que (ko,on) # 0, pero (ko,cx) "pequefio” ser& de gran importancia
en el apartado siguiente de este capftulo. lLa demostracidén que sigue sir—
ve tambien para el caso en que la dimensién de J es mayor que 1, es de-

cir, cuando la dimensidn del subespacio generado por RN(a) ={ke z"
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(k) =0, |k |[<N} sea mayor que 1, obteniéndose una forma normal anilo-

ga a la obtenida en el teorema. Si (ko,a) = 0 en el teorema (o Ry (a) #0

en el caso antes descrito), entonces' la forma normal del teocrama coincide
con la forma normal de Gustavson hasta orden N (vBase (54),(34)). 1La 1i~
nea de demostracién del teorema es totalmente anfiloga a la correspondien-

te a la forma normal de Gustavson.

Antes de probar el teorema, veamos una propiedad esencial de la for-

ma normal :

~

PROPOSICION. T = I‘(Z)-f.,..-i- I‘(N) es integrable, si (ko,oc) #0 o ko =0

.

-~

Demostracidn. El caso ko = 0 es claro, ya que T se reduce a la forma

normal de Birkhoff hasta grado N. Si k° # 0, existe una base de R* formada

por vectores a,Y(Z),...,y(n), con (ko,y(r)) =0, r=2,...,n. i 1lla-

_ 5o n(a) (n) . _1
l—r"'r +o.-+r r Fr—'zj

mamos F

TSl

Y(r) (x:2j+y§)’ r=2,...,n cla-
1

ramente Fl,ﬂ.-,,Fn son independientes, al ser a,y(z) ,.o.,y(n) indepen-

dientes. Es facil camprobar que {Fr,FS} =0 2g<r, s<n. Veamos que

n ~ ~ ~
{FF,} =0, r=2,c.m {F,F}= 2 v -y.Il.)=D T
Y l r 4 rl 1 . . . 14
g 3 3 n
donde D, = I Y.(x.=%> - Y¥Y:=sz)r, YR . Es facil camprobar que
Y oo5op 33 dyy 710Xy

L-m

D (zg'i‘m) = 1(y,2-m) 2%z" (las funciones 27Z" son funciones propias del

¥
operador DY' de valor propio asociado i(y,%-m)), con lo que
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~

_ Lo () f£-m _ (r) .0y _ = 0 .
Dy(r)I‘ = I iy amiey 2720 = 0 ,ya que (YK ) =0y J= {mk ,meZ}.

L-me J
Luego I' es integrable.c.q.d.
Nota. En el caso en que (k0,a) = 0, k* # O,T serd integrable si TI,Fy,...,Fp

son indeperdientes,lo cual deperde de los t&rminos de I' de orden superior a

2 en (x,y).

Vayamos por fin a la

vemostracidn del teorema. Escribiremos

. n
Wi(g,y) = W(z) + W(B) = S -tW(N) , <con W(ZJ = (q,y) = ¥ q.Y.
j=1 I
(N) | (2) _1 % 2 2
I(x,y) = I"(Z) + I,(3) 4+ ... 4T rocom T =35 jilaj(xj * yj) ’
. n
Higq,p) = 52 453 o g™ , con g2 =—§' z aj(xg * y%) ’
J=1
NS e (s ; . (s)
iendo W , T ; H polinamios hamgéneos.los polinamios H ;S 32,

son conocidos , y buscamos W(S) ’ T‘(S) .

3 N
Caro wq(q,y) =y + wC(I3) + oee. wéN) , wy(q,y) =q+ wl(, e L 4w

14
entonces wqy(0,0) = Id. ,y por tanto W genera , en un entorno del origen,
una transformacidn candnica

x= Wy(qu) 7 P = Wq(qlY) P)
dando lugar a un nuevo hamiltoniano T'(x,y) relacionado con H(q,p) mediante

H(q,t'Jq(q,y)) = P(wy(q,y) 'Y . (4.2.4)

Escribiendo en (4.2.4) sdlo los términos de orden 2, y sustituyendo

T(Z) ’ W(Z) , por los valores ya escritos, queda

n(2) (q,y) = F(Z)(q,y) ’
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£(2)

es decir, (4.2.4) se cumple hasta términos de orden 2 , y estid eviden-

t-:e:nente en forma normal de (4.2.3). Razonaremos ahora por induccién. Supon-—

gamos que hemos determinado I‘(r) ' W(r)

(2) (s-1)

; 2 Sr<$s-1, para 3< s< N, de manera
(r) _

+ ...+ T est® en la forma normal de (4.2.3), es decir, T =

qua T

)} cgng‘im , prar=2, ... , s-1 , y ademls se cumpla (4.2.4) hasta
10+ m =r

2-med
té&rminos de orden s-1, es decir se cumpla :

93
;_ Ta q2 + (Y. to..+ W(S 1))2]_ + H(3)(q,y+...-rw(s 1))+...+H(s_l) (q,y+,..-w(s-l)i
~|=1 j J J 'J | g
n r - (3) (s-1)
= 5 Ia, [(q. * ... +wl(fs )2 4 yﬂ M S (R
j=1 I L7 ]
L
1V @y o @y, (4.2.5)
donde Os(q,y) contiene sblo términos de grados s en (q,Vy).
Si podemos determinar r(s) ,W(S) , de manera que r(2) ...t I‘(S) esté en

la forma normal de (4.2.3), y se cumpla (4.2.4) hasta orden s,ya habrenos
demostrado la existencia de la forma normal buscada. La ecuacién (4.2.4) hasta

orden s es del tipo

’
n

z oc|:q2 + (y.-r...-tw(s))z] + H(3) (q,y+....+w(s)) *-...-\- H(S) (g,y+.ee.oW (s))
3=1 JL3J J d. g

i
2

n
1 (s),2
= 0 . +...+W
2 jzlmj [(ql v

+ yz] - I‘(3) (g +...+-W(S) Y) F ol v
3 J Y

r& gl oy o @y (4.2.6)

Hasta grado s-1 (4.2.6) se cumple por induccidn, ya que los Unicos tér-
(s)

minos desconocidos en (4.2.6) de orden menor o igual que s son I‘(S) MW, poli-

nomios de grado s. Asi basta ver que (4.2.6) se cumple para grado s. El Gnico

t&rmino desconocido en el primer miembro de (4.2.6), de grado s es Z ujijés)
J=1 -3
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n
mientras que en el sequndo miembro sblo I ajqu§(IS) 4 I‘(S) (g,y) es descono~
j=1 J

cido entre los t&rminos de grado s.Asi, en lo referente a té&rminos de grado

s, (4.2.6) queda

(s) (s) (s) (s)
W = W , ,y), (4.2.7
{q,y) + 351 ajyj s (q,y) 3—2-1 ;9 Y, (q,y) + T (q,y), ( )

(s)

con P polinomio homogéneo de grado s, cuyos coeficientes dependen s&lo de

(3) (©) &) 5.,

los coeficientes de H , 2&j¢s, T s WO, & s-1l, y por tanto, por

induccidn, conocemos explicitamente. Podemos descomponer a P(s) en :

(s) £.0 (s) (s)
P qy) = I a 't + I, a 't (q,y) + Py’ (a,¥)
’ meJ m 2—m¢J"qm NI
|2+ |m|= s k[t[m]= s
con g = (z;l,...,r’n), Cj:qj-q-_-i_yjo
n
P tro lado, llamando Dg al o ador — - entonce
or otro o per. i J(ql y JBq ), s
n n
z OL-q-W(S) (q,y) = I ogJ W(s) (q,y) = (D W(S)) (q,y), con lo que

" descamponiendo también W 7(8) en

(s)

ws) (q,y) = Q—IiéJ ch 7+ g—rﬁ;dem‘glgn = ¥'J§S) (q,y). + Wy’ (@),
y teniendo en cuenta que Da(r,g"gm) = i(a, £m) gzim, resulﬁa:
D W(S) (a,v) = ¢ i(o,2m)d Z;lz';m r g i(q, R:‘I'l)d zim =
a Lmeyg e me¢ J
=D W(S) (q,y) +D wb(é) (q,y) -
Finalmente imponiendo que T sea de la forma
I‘(s) (q,y) = z—rﬁeJ o a; = 1‘55) (a,y),
© sea, ¢, = 0 si gm¢d, v sustituyendo las expresiones de P(S) ,Daw(s),r(s)

en (4.2.7) , se obtiene
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a i(OL,fl-m)dRm + cs'Zm y -meJd

m

a

} gmen’, |2 +|m|= s . (4.2.8)

Bs ahora cuando usamos la hipStesis (4.2.2) sobre a. Cano 3< s< N, enton-
ces si |k|=s, (a,k) # 0 a menos que k& J. . Asi, para l—me, dslm = azn/i(a,ﬁ—m);

Yy para 2-me J, Com = 2m i(a,2-m) ,para cada dRm arbitrario, y ya hemos en-

contrado W(S) ’ F(S) .Si imponemos, por ejemplo, gue W sea del tipo WISL'SI)  enton-

ces d, = 0 para 2-m€J, y C L=mes J.

m am = Yom’

S8i |[&]¥|m|= s< [k0| , entonces ¢-mé&J si y sblo si %= m,con lo que ¢, =

Cpg = Qg9r ¥ sifL# m, = 0, con lo que ¢, estad univocamente determinado,

cJZm 2

si |2]+|m] < [k0 .Notemos de pasada que si 2|%| = |k0| , también los coeficien-

tes e estdn uni vocamente determinados. Si (a,ko) ——-_O, entonces (o,k) = 0,
si k€J, con lo que (0,8m) = 0 si 2-mé&J, y aunque d!Zm sea arbitrario para
tm€J, c, estd determinado de forma Gnica, para &-m€J, |2|+|m| = s, con

‘[kolsssm.

Ademds, si H es real I‘(z) ’ W(z) son polinomios a coeficientes rea-

P, (r)

les, con lo que, por induccidn, r Y =2,...,5°1 son polino—

mios con coeficientes reales, lo que implica que a, = aTm para |%|+|m|=s,
De aqul se obtiene que dQ m am para f-méJ. Si imponemos ademds que

s s
dﬂm = dm,Q para £-mé&J, W( )

1o mismo ocurre con I‘(S) , ya que ¢

serd un polinomio con coeficientes reales y

om = Smg c.q.d.

COROLARIO. Camo consecuencia de este teorema, para el caso ko = 0, se de-

duce el tecrema de Birkhoff (véase (4.1.5)).
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4.3. Existencia de toros invariantes de dimensidn inferior.

Cosideremos el hamiltoniano real

n
z
=

H(q,p) = H(qys---sq /P r--2/P,) = 1/2 Otj(q;:fp;) + Hy(q,p)  (4.3.1)

1
definido en un entorno del origen, punto eliptico de orden (al menos)2,
con Hy(q,p) = of|q|? + |p|?) cuando lql? + |p|? ~0. Supondremos que H es
de clase CN+1, y que o = (al,...,an) es no resonante de orden N salvo

para koé Zn, es decir,
(k,) =0, ke2®, 3<ksN = 3Imez tal que k = mk’ (4.3.2)

Gracias al teorema del apartado anterior, existe un cambio poli-
nanial candnico (x,y) = (q,p) de manera queenls variables (x,y), el ha-

miltoniano (4.3.1) se escribe camo

(N)

(2) ¥ eeo + T

r=r * Iep (4.3.3)

(s) polinamios harogéneos de gradosen (x,y), 2<s&N, I‘(2) (x,y) =

con T
= 2,2 (s) 2-m
=1/2 £ XSy S r = . = X.4iy. 3=1,...
1/ o 0‘3 (xJ yJ), (x,y) Lecg 22, con ZJ xj 1yj’3 1, ,n,
donde el sumatorio se extiende a todos los pares 4&,m el tales que

|2]|+im|= s, &m= pko, con pe 2; y Ty, (xy) = O(|x|*-|y|)N+l.

=M, 4<MgEN, entonces I' es de la forma

r=1 o p® oo pE 4 o0y p D e
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'3

con L= [M/2)32, I,(Zs) (x,y) = (z2)”, 1g&sgL, determinados

C
af=s **

univocamente, polinamios de grado sen las variables x:'f; + yJ? y JFl,eee .

Hagamos ahora el cambio canfnico de variables (x,y) — (6,r)

.= Y2r, 6. . =-v2r, sen 6, j=1,...,n
3 3 9% % ¥ 3 A

o tambié&én

_ -ie. _ +ib,
zj=/2rje J, zj=/2rje J, J=1,¢0.,n.

El hamiltoniano (4.3.3) se transforma en

r(6,0) = ' (r) +oet T () 4+ 1™ (6,0) 4oee T (6,r) +

T (8,7
(4.3.4)
n n
con I'(z) (r) = L o.r., I‘(4) {(r) =2 z Oy LX) s I‘(ZS) (r) =
j=1 J 3] 3, k=1 Jx 7]
S L
= 2 I c,, x5, 3&s<L
al=s ¥ ’
I‘(S)(e,r) = ch(Zr) (79,1-m)/2 e-'i(sb_m)e » MgsgN,
2-mepk®, | 2|+ |m|=s
L,meENT, pe2
to 0 = o™V rg) Pl
y N‘t’l 29 - r l eos n

(2s)

Claramente ahora los polinamios T (r) son de grado s en r.

Hagamos ahora otro cambio candnico de variables: (6,r) = (¢,I)
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— - 0 . - -
¢j - ej rj - Ij + kj In / J - 1,-..,1’1 1 Vi
6 =(,0 r =kx1I
n ’ n n n

dorde hemos supuesto que kg # 0 . El1 hamiltoniano (4.3.4) se transforma
ahora en

ro,n = M@ 4.4 1 (@) + 1™ (0,1 4oie T 0,1 4 g, (6,

(4.3.5)
n
con I'(z) (I) = £ a.I. <+ (a,kO)I
j=1 J 3 n
1"(4)( ) n;l ngl n ) : n 0 0) 5
I) =2 @, I.I. + 4( I oo kiI I + 2( I o .kok))IZ, ete
i,94=1 173 i=1 5=1 +3Jitn i,=1 # +3°m
F(S) ((p,I) = P(S) (¢n’1) = Cm(Zr) (Q,'fm)/Z e n ,
L-me=pk®, [ 2| +|m|=s
p€E 2

L=[M2) Mg¢sgN, (r= (Tyreeer))y

(N-fl)/Z)

Yy FN1_1(¢,I) = O(I I —0.

Camo M = Ikol , r@ o compone, por un lado, de los términos con

coeficientes ¢ o, (2|%2] = M) que incorporamos a r(&) (1), y de dos tér-

minos correspondientes a p = 1 :

0 ié 0, ib
r () (4,0 = car)k /2 ¢ TR L gk /20



donde se ha supuesto, por canodidad, que kg >0. Si esto no ocurre asi, 2r

va elevado a (1/2) (Ik(l)],...,lkgl).

Camo H en (4.3.1) es real, también lo es I' y de aqui se deduce que

d=%=2¢", conajyo, bet'. ast,

0, .
r™ e 1 = a@n* 72 cosis b)

Nos restringiremos de mamento a estudiar la existencia de toros in-

variantes n-1 dimensionales de

L@+ ™M@ = 0@ (@ o 1@+ 1™ 6,

TEOREMA.. Consideremos el hamiltoniano

ro. D =16, D =Tym+1%e 0, et |1l<o  4.3.6
con Ty =A@ + 1@ ()~ 1), L=[w2], siendo

n n '
1_.(2) (I) = I ocjrj, I"(4)(I) =2 z ajkrjrk’ I‘(ZS)(I) = ) CM'(Zr)'Q',

=1 j,k=1 |2|=s
- - 0 0 0
3¢sgL, dorde r = (rl,...rn) = (I1 + kJ.In""IM-fkn—lIn’ ann) ' Y

r'=r l...rn y con I‘(M) (¢>n,I) = a(2r)k92

cos(d)n—b) ; a,beR, sierdo
10 = (kg,...,kgl) 2, con |0 =mM>14, kg#o

n

Supongamos que | (a,k)| <4p | I ai.kg k9| , a#0.
i, =1 3+ J
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Entonces existe una familia continua n-1 paramétrica de toros n-1

dimensionales T(II,...,Iéll)}invariantes por el flujo asosiado al hamil-

toniano (4.3.6), de tipo hiperbdlico: existen variedades invariantes n-di-
mensionales W°T, WoT con (6(t),I(t)) — T, t -+« si ($(0),I(0))<€WT,
y (¢(t),I(t)) — T, £ += = , si ($(0),I(0))=W'T. Ademis WT,WT <

»

j=1l,ecem1, T(& ,T},...,I ,,T) =T(D} .

x*
{(¢:I) : I. = I, n-1’In

s I
Tambien existe otra familia n-1 paramétrica de toros n-1 dimensiona-
les T(II,...,Ig;l) invariantes de tipo eliptico : existe un cambio cand—

~

nico de variables en el entorno de T: (¢,I) — (6,R), con Rj = Ij’

j=1,...,n1, de manera que en estas nuevas variables el hamiltoniano es

de la forma TI'(R), y T tiene por ecuacionesRj = Ij’ j=1,...,n"1, R, = 0,
con lo que T(Ii,..., ;—l) se encuentra rodeado de toros invariantes n-di-

mensiocnales

Camentario. Estas familias n-1 paramétricas de toros (n-1)-dimensionales
se reparten, en general, en diversos niveles de energia, es decir, en di-
ferentes hipersuperficies [ Y(h). Si n3»3, fijada h, en I }(h) existi-
r3 al menos una familia (n-2)-paramétrica de toros (n-1) dimensionales pa-
ra el hamiltoniano (4.3.6), hecho que ser& de gran importancia en el ca-

pitulo siguiente.

Demostracidn. Escribamos las ecuaciones asociadas al hamiltoniano (4.3.6):
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0

. T (M) k“/2
a0 _ %0 ar _ 3(2r) =
o =3, L@ *ar (0D =0y te.va g cos(eh)
J J J J
j = 1,a-¢,n
aT 0 ol 0 0
¢ = = ———(I) *+ —— (¢ ,I) = (a k ) + 4 z I o,. k: I, -,
9L,  dI, oL, n ! . . ij i
" 3 j 3 =1 3=1 ’
0
n k' /2
0 3 (2r)
+(4 I o,k k)I +...4a so0——— cos($_-b)
i,9=1 3 i7" ™n BIn n
i.=-—giE—EO j=1,...,n
J .
J
(M) 0 ,
P o= o3 = k'/2. -
I =-55 =" 5% (¢, ,I) = a(2r) sen (¢ _-b)
n n
, (4.3.7)
, . (2) L(4) .
donde hemos usado la expresién de T s T en funcién de I, que ya

L4

aparece desarrollada en (4.3.5). Impongamos ahora que &)n =1 = 0, con

el fin de obtener toros invariantes n-1 dimensionales en (4.3.7). De
0
k/2

. . - x .
In = 0 obtenemos dos soluciones: cbn = b,b+r ((2r) > 0. Si en ¢n =0

conservamos s6lo los tres primeros sumandos, obtenemos

n n-1i 0
0=86+4 Z I a.,.k; I.+ (40)1 (4.3.8)
i=1 §=1 S+ J n
dorde 6=(0Lk0) A= 1; o 0,0
’ ’ i,3=1 ij 71 7j. La solucidn de (4.3.8) es
3=

0
§ + 4% Zocij ki I.
I =- 7
4A

v+ como, por hipStesis, |8] < 4p|A| , existe, para cada IyrewedI g
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suficientemente pequefios, I, solucidn Gnica de (4.3.8), con [[If| =

= [|(Tys...sI)] < p. Como 4A#0, si tenemos en cuenta toda la expre-

sién correspondiente a &’n = 0, también para cada II,... ’Ir:-l suficien-

temente pequefios, por el teorema de la funcibén implicita, existe I; solu-

¢ign de 2L (67,1) = 0, con ) = |t 1)]|| < p. Podemos supo-
?ﬁ;l n’ ! ’ 17°°°'"n * T

ner, ademds, que In>0, va que podemos suponer que 6A< 0, sin mas que

cambiar k0 por —ko, si hace falta.

Sea T'(I{,...,Ix:_l) un toro n-1 dimensional invariante de (4.3.7),

de ecuacicnes

* » » * A &
T =T (11,...,1n_1)={(¢,1): ¢, =9, I=1I }

X T X * P ] x _ -
con Irl dado por aIn(¢n’I1""’In-l’In) =0, vy cbn dado ,por s:-.>.n(<1>n b) = 0.

‘ »
Estudiemos cdmo es el flujo scbre T*. Claramente Ij(t) = Ij/j = 1l,00.,0"1 "

3% qu = %%(cpr:, In) =cte., j=1,...,n~1, con lo que en T tenemos un flu-

jo lineal andlogo al de (2.2.2)

Estudiemos ahora el comportamiento de una Orbita de (4.3.7), cerca
»
del toro T . Las variables Ij, j=1,...,n~1, permanecen constantes, Ij =

= IO, j=1,...,n-1, y si conocemos d>n(t), In(t) , mediante una cuadratu-

J
ra Cconoceremos ct)j(t) s J=1,...,n~1. Y las &rbitas asociadas a (¢n(t) ’
In(t)) se cbtienen a partir de

0 0 0 .0 .0
F(¢nlIll""’In_ll In) = P(¢n’Il’-c¢,In)

Todo esto es consecuencia de que, camo ya se habia dicho en el teore-

ma del apartado anterior, el hamiltoniano (4.3.6) es integrable. Escribien-
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do sblo las ecuaciones correspordientes a ¢n' In se obtiene

2

<% _ ¢ _ 3L _ 3T ,.* _» 3°T . * _» ot _
®n0n = %n = 3T T 5T Wnrl) t 53 O TN (I7T)) 10y =
n n I
n
= (4A) (I-T.
= ( )(In In) + 0,
o . 2 (4.3.9)
= — ol _ _ 9T , .x s 3T, » _x X _
=4 = EN W((bn’In) — (b, T) (O =0p) + 0, =
n n 8(1)1,1
= sa@ K72 (5 87y + 0 " = (1,+%17,...,x°1%)
= za r ¢n n 2 ¥4 r - 1 1 n,a.., nn '
con O, = 0(|¢—¢; l2 + lIn—I;llz) y el signo 4 en la sequnda ecuacién de

(4.3.9) corresponde a ¢;= b, vy el signo = a cb: = b+7. Llamando

u=¢ -9, v=1I-~I", (4.3.9) queda:

a= (40)v + 0, ,

0 (4.3.10)
i=za@) % uo,.
- Estudiemos la parte lineal de (4.3.10) :
. K0/2
4= (40)v , v=ta(2r) u (4.3.11)
0 44
de matriz asociada con valores propios asocia-
X k0/2 0
+a(2x”)
x%/2

dos A =x2(2r") v*ah no nulos, debido a que,.ar# 0. Si aA > 0,
x
los valores propios son reales si ¢n = b, e imaginarios puros si qb; = b+T.

Al revés si alA<0. Para fijar ideas, supongamos que ald>0. -
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En el caso en que los valores propios son reales, existe una Gnica carva

invariante C° de (4.3.10) cumpliendo

(u(0), v(0))ec® = (u(t), v(t)) — (0,0)

t>o

(teorema de la variedad estable, vBase (19), pag 330), Y

asimismo una Gnica curva invariante c? de (4.3.10) cumpliendo

(u(0), v(0))ec=> (uft), v(t)) —(0,0).

t o

Dado un campo X sobre una variedad M, y dado un punto critico m de

X, decimos que es hiperbdlico si’ sus exponentes caracteristicos en dicho

punto, es decir, los valores propios de la matriz (axi/axj) en el punto
. m, dorde (xl,... /X ) es un sistema de coordenadas arbitrario, tienen to-
dos parte real no nula (los exponentes caracteristicos no dependen del
sistema de coordenadas elegido, véase (1), pag 72). Asi el punto d); = b,

In* es un punto hiperbdlico de (4.3.9), con curvas invariantes estable e

inestable asociadas, cuyas ecuaciones conocenos ya que vienen dadas por

. ¥*
T(¢ /Ty ,erT ) = T(6],I%) = cte.

Asi, si llamamos WT (W'T ) = {(¢O,Io) : (¢>(t,¢0110), I(t1¢orIo))

. .
-}, t ++ (=) 00}, entonces

A
W, W e (0, D I, = I, 3 = L,enel, T(9,T]L T DS (07,1 )

. » S . *
Localmente WOT ={(¢,I):Ij=Ij, j=1,...,n"1, (<bn-¢;,In-In)éC°‘ }

* s . . '
a = s,u, con lo que W'r* son variedades n-dimensionales conteniendo aT”™
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En el caso en que los valores propios sean imaginarios puros, el ha-

miltoniano (¢, ,I ) —T(¢ ,I;s...,I _;,I ) tiene su parte cuadrdtica defi-

nida en (q;n,In) (puede ponerse en la forma de (4.1.3)) con lo que (cbn,In)
es un punto estable (( 1), p&g 207), que estd rodeado por Srbitas peri&~
dicas: es un centro ((35), pag 173). Mediante un cambio canfnico de varia-
bles en un entorno de (¢>n,In) » (¢,I) -+ (8,R), el nuevo hamiltoniano I'(8,R)

depende sdlo de R=R,...,Rn, con Rj=Ij i=1,...,n-4

R = 1/(2 ) fl £(d s IyreeesIy, h) A, , donde £(¢_,I;,...,I,;,h) = I
T

si y sblo si I‘(qbn,Il,...,I

10Ty = T(6.,I7) +h (véase (10), pig 278).

Claramente en estas nuevas coordenadas, T viene dado por R, = 0. c.g.d.

NOTA 1 : Para un punto eliptico de orden (al menos) M, el que pueda ser

escrito en la forma (4.3.6), cumpliendo las condiciones , a # O,

n

[k < 0| T o kKD,
i=1 I *+3

rd "casi siempre", en un sentido que se precisard en el apartado (7.2).

es una condicidn muy general que se cumpli-

NOTA 2 : Hamwos visto, en el transcurso de la demostracidn de este teo-
rema, que localmente, en un entorno U de un torce invariante hiperbdlico
n-1 dimensional, se cumple que (WST*UWJT“)/) U= {($,T)e U : Ij =,Ij*'
i=1,...,n"1, I‘(¢n,II,...,Infl,In) =. [ (T ) }. Restringiéndonos a las
variables (¢_,I ), vy al hamiltoniamo  G(¢,,I ) = I'(6_,I},..., I ,I,) -
- I‘(q);,I:) , 2T-periddico en by las curvas invariantes C°, c pasando
por el punto (d)I:,I;) son como se indican en la figura, que es 27m-peri&~

dica en cbn :
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Figura 4.1
Por ser G integral primera, entonces C°, C'c G 1(d), donde

d= G(qb;,I;) . La funcidén G la podemos escribir en la forma

x

G(o_, T ) = T(d,Tysern,In_,T) = P(I) + Q(T) (1~ cos(¢,~b))

cen P, Q polinomios de grado ¢ [11/2) cuyos coeficientes dependen de

. . _a 3 et 1h = B r 1y o
TyrewesI ;- Como G(¢n,1n) = d, aIn(cbn,In) = (¢n,In) =0, vy

3,

2 2 0
55 (oh,10 =48, 28 (2,10 = - ater)¥ /2 (véase (4.3.9)), entonces
5T 32

n n

v O )
P(I") =d, P'(1") =0, P"(I) = 4A, Q(I%) = - a(2r™)K /2, con lo que G
n n n n

es del tipo

0
56, T)=G (6], I+ (28) (T-T5) /2

X R

rol(In-I;)ﬂ(l—cos(¢n—b))

(4.3.12)
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En 03(In-I;) aparecen términos de orden 3 O superior en (In—I;) , Cu-
yvos coeficientes dependen explicitamente de I; peee 'In:1 y son por tanto

O(p). En Ol(I n—I;) aparecen términos de orden 1 o superior en (In-I;x) pe-
(M/2)-1

ro multiplicados por términos del orden de p r Ya que
0 0 0
0 k{/2 k. _1/2 k /2
k°/2 _ 0 1 0 n-1 0 T

Recordemos ademds que, en un entorno del orden de p en In' las Gni-

3G _ 9G

. — x ¥ x4
cas soluciones de ﬁ;} = Wn = 0, eran (q)n’In) r (9

n ,I;:) , donde

.* ™~
r: = btm, con lo que %Cg— # 0 y por tanto, las curvas invariantes cs, ¢
n

¢

estan definidas al menos para |¢n~b| < m . Basta encontrar su forma para
0g :pn—b< T, ya que son simétricas respecto al eje ¢, = b. Para encon~

trar esta forma, resolvemos primero la ecuacién G(¢_,I ) = G(d):l'I;I) , des—

preciando los términos 03, O, que aparecen . en (4.3.12), y obtenemos
* * k0/4 |
I, =TI ¢ v2a/A (2x7) sen((¢n-b)/2)

o(pW4

Asi, I _-I

nn

funcidn implicita a la ecuacidén G(cbn,I n) = G(¢;,I;;) y obtenemos las ecua-

), con lo que podemos aplicar el teorema de la

ciones siguientes para CS, ct .

0

I =1 +v3a/b (22)% /% sen((o_b)/2) + 0L, (4.3.13)

_ 0,5 .
con lo que C°, C¥ cortan al eje ¢, = brT en los puntos #v2a/A (2r"‘)k /4 +
+ O(p(‘V4)—l) . Camo G es 2m—perib&dica respecto a la variable cbn, también
lo son las curvas invariantes, y. por tanto

S _ AU _ ' . ; _ :
C®=c" = {($,I) : Go,T ) = G(pS,17)} .
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= o, = ¢5% = bem
o, = 97 n’ “n
! I
:
1 )
| " :
) (¢**,I** 1
n n
. @ $d
' ' I = I*
! | n
! |
| c* :
X ]
) '
Figura 4.2
Zuego Wi'i', W constituyen una componente conexa de
0, o | .
Wt ={ (¢,I): Ij = Ij j=1,...mn1, T(¢ ,Tys0-e,I _,T) =T (T } .

y restringiéndonos a un entorno de T, tenemos que Wo 'I‘=I\7u‘I‘=WOT, es de-

cir, las variables estable e inestable coinciden, y est&n campuestas por

Srbitas hamoclfnicas : si (6(0),I(0))ewW’, (4(t),T(t)) — T . Por

t> 1o

ejemplo, en la figura superior, (¢:, Ir:) tiene asociadas dos Orbitas homo-
clinicas.

NOTA 3 : Obsérvese que la distancia, en lo referente a la componente In’

de los toros invariantes al origen, a igualdad de las otras componentes

IyreeesI g0 varfa ligeramente segfin sean los toros invariantes hiperb&~ -
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licos o elipticos. Esto es debido a que la ecuacién que da la camponente

In del toro invariante en funcién de Il, I § es del tipo (v&ase 4.3.7)

n-1
0
k/2
0 3(2r) —
§+ 4 ITay T+ UL +...ta 3T =0,

cambiando sb6lo el signo del Gltimo sumando, que es positivo para ¢>:1 = b,

y negativo para ¢;"= b+7. Si aA>0, el signo + corresponde a un toro hi-
perbdlico, y el - a un toro eliptico que por tanto se encuentra mis aleja-
do (8A<0). Si aA< 0 ocurre lo mismo: los toros hiperbSlicos se encuen-

tran mis cercanos al origen que los elipticos.

NOTA 4 : En el teorema hemos impuesto que a # 0, es decir, que el primer
0
té&rmino resonante del tipo a(2r)k /2 cos(q>n—b) sea no nulo. Si a fuese
nulo, pero para Mg s¢ N, encontrasemos algln coeficiente ¢ am # 0 en la

' T
~ipd
expresidn de I'(s) (¢,I) = >____| Cm(Zr) (2+m) /2 o n
2-m=pk®, | & |+ |m|=s
peE 2
(vEase (4.3.5)) entonces en vez de (4.3.6) escogeriamos un hamiltoniano

del tipo

re, 1 =M + 1'% _,m

<on T(S)

(¢, ,I) = P(I) cos po_ + Q(I) sen pp_, p>1, siendo P,Q polinS-
mios hamogéneos de grado s. Entonces para cada cero de

I — 9% (1 1)+ 9 I_, fijados I I ede verse

n'™ ar tirecein! T Haeeesrine B3 1¢°°r -1 PY S
que existen p_toros invariantes h-1 dimensionales hiperbdlicos, y p to-
ros elipticos sin mis que repetir los pasos de la demostracién del teore—

ma
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NOTA 5 : MAs adelante veremos que si afiadimos a (4.3.6) la "cola" que he-
mos despreciado, y que aparecia en (4.3.5), siguen conservandose toros
_invariantes n-1 dimensionales hiperb&licos (vEase el apartado

(5.2)).

NOTA 6 : Hemos visto que cada toro hiperbdlico (n-1)-dimensional, tenia

0
asociados dc valores propios A = % 2(2r’°)k /4 vV EXI , con

x * O_~» x 0 » O_x
r® = (Il + klIn""'In-l + kn—l In' ann) , donde hemos supuesto, por co—
modidad, que kg >0, j=1,...,n I:1 venia dado por
n—-1 n -
(~4M)TI = 6+4 £ ( I o k)T +0o(T5..., I )2,
n j=1 i=1 iy i’ ) 1 n-1

» x 0~ .
para cada I,,...,I _, tal que |4 T I aijkinl <u ,con W<y, =

= p(1-|8]|4pa|) < p.

Apuntemos algqunas estimaciones con respecto e este parametro. Asft
I’ = (-8/48) + 0w, r”= (-5/a40k° + o), A =zc (=820 s0m)),

o
con c0=2/|ai\| k

el &ngulo entre las variedades invariantes estable e inestable asociadas

( recordemos que 6A < 0). y=2) representa

al toro T(Il,....,I ) (a1l menos .en lo referente a las variables ¢n,In) .

n-1
La "anchura' (distancia mixima entre la variedad estable y la inestable)
entre variedades viene dada por A = (v2/A) [A| (1+0() = ¢, (-6/28)4 (10 (1))

con ¢, = (V2/0) Co+ Finalmente recordemos que la distancia de un toro hi-
perbSlico al origen era mds pequefia que la distancia de un toro eliptico
al origen, en lo referente a la coinponente In’ y una vez fijadas las com—

ponentes I,,... ,In(véase la nota 3). Esta diferencia d de distancias vie-
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rne dada por

0
320k 72

a=(aan) TEEL T w0t = (Egv2) -5/20 PV w o)
n

(véase la figura 4.2 para una representaciftn de estas magnitudes).

NOTA 7 : Aunque la forma normal del apartado (4.2) ha sido formulada s&-
lo para sistemas hamiltonianos, puede encontrarse una forma normal ané-
loga para aplicaciones globalmente canfnicas, definidas sobre varieda-
des simpl&cticas 2n-dimensionales, asi camo resultados concernic?ntes a

la existencia de toros invariantes hiperbflicos y elipticos (n-1)-dimen-—
sionales. Por ejemplo, para aplicaciones T que conservan &rea, definidas
en superficies (n = 1), pueden encontrarse puntos (toros O0-dimensionales)
periédicos de T, unos hiperbSlicos y otros elipticos, con una disposicifn
sémejante, localmente, a la de la figura 4.2, y unas estimaciones para

A, r, A, d, del mismo tipo (vEase, por ejemplo, (80) (11)

NOTA 8 (y Gltima) : En el hamiltoniano (4.3.6) hemos supuesto que & esta-—
ba "cerca de una resonancia", es decir, I(a,ko)l <4pA , e imponiamos que
el coeficiente a correspondiente al primer t&rmino “"resonante" de (4.3.6)
fuese no nulo. Si sabemos ademids que a se encuentra cerca de "resonancia
multiple", es decir, existan kl,...kr, l£r¢n vectores indeperdientes
de 27, lki| <M, i=1,...,r tales que I(oc,ki) | <d4pp , i=1,...,r,

es razonapble suponer que si algunos coeficientes correspondientes a los

primeros términos resonantes cumplen algunas condiciones de no degenera-

cidn, pueda asegurarse la existencia de toros hiperbSlicos y elipticos,

pero de dimensidn n-r. Este caso no ha sido tratado aqui porque no es .
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necesario para los capitulos 5 y 6, pero puede ser de gran utilidad en al-
gunos casos concretos, debido a que la parte intrinsicamente hiperbSlica
asociada a un toro hiperbdlico, es decir, el nimero de valores propios A
con parte real no nula es 2r. Asi, para r = n-1, encontrariamos Srbitas
perib&dicas totalmente hiperbSlicas en el sistema hamiltoniano, es decir,

con 2n-2 maltiplicadores caracteristicos asociados cuyo m&dulo es diferen~-

te de 1.
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CAPITUIO 5

CADENAS DE TRANSICION

5.1. Mecanismo de cadenas de transicion

Sea un sistema dinamico clasico, es decir, definido por un sistema
de ecuaciones diferenciales autdnomas
x = X(x) XEM (5.1.1)
con M una variedad riemanniana m—dirensional, X un campo vectorial

ct( xexr(M)) , r21l, de flujo asociado (t,x) —d(t,x) = <I>t(x) .

DEFINICION. Diremos que un(conjunto difecmorfo a un)toro d-dimensional (d20)

TcM es un toro con mostachos del sistema (5.1,1) si

a) T es un toro invariante con respecto a (5.1.1): o&(t,x)e T, VteR, YxeT.
b) T tiene asociadas una variedad estable W°T y otra inestable WT de clase C°
s21, o sea:

bl) XeW T =¢(t,x)EWT VteR y dist (d(t,x) iy o

b2) XeWT=0(t,xeWT VteRy dist (o(t,x), Dm0

b3) T estd contenido en una componente conexa&W TN W T

Diremos que WT es el mostacho entrante de T, y W'T el mostacho saliente .,

Otra definicifén equivalente, de un caracter local, es la siguiente: T es un
toro con mostachos si es invariante y si existen dos subvariedades WiocT de
M, de clase c® y tales que

b'l) xew) T =elt,x)ew T, V0 , y dist (2(t,%,T) 3 0

1 u 1
b'2) xeW; T Sa(t, X)€W

1
b'3) T =W§OCT NW_T

LocT Y tg0, y dist (o(t,x) Dy 20
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Para la equivalencia vease (24) pag 25.

1os conceptos anteriores pueden ser definidos de manera andloga si

tenemos un sistema dindmico discreto (M,9) con ¢:M-+M difeomorfismo sobre = -

la variedad M, donde la dinamica sobre M viene dada por {<I>n(x) , NER} ,x €M,

" = <I>o."r.p.o¢‘. - Un conjunto A es invariante por ¢ si ¢(d) = A, As{,
sustituyendo te€R por n € # cbtemos la definicion de toro con mostachos

para un sistema discreto.

Ejemplos. Sea M=R"x R° xR x .Td con flujo dado por las ecuaciones
% = Ax xeR”
y = By yER®
) c (5.1.2)
z=0 Z€R
$=wl@ oer®

con A,B, matrices reales cuadradas con valores propios con parte real posi-
tiva, negativa respectivemente, w de clase ct , ¥21l, definida para zeU IS

Para cada z€U, sea

T, = {(0,0,2,0) ,0€T} = {(0,0,2) }x To-1°
T_es un toro con mostachos del sistema (5.1.2), siendo WSTZ = {(0,y,2,9),

ye]RS,<I>€Td} ~R> XTd; Wu’I'z = {(x,0,z,9), xe]Ru,CDeETd} =R x 'I'd que recibe

el nombre de toro con mostachos standard. ( 6).

Sea C = {(0,0,2,9),z<€ U, <1>er} = %E% Tz la foliacidn formada por toros

invariantes Tz. Se cunple que C es una variedad invariante asociada a

(5.1.2) , dotada también de variedades inavariantes W C=N° ={ (x,y,z,d)& M:x=0},
woean" = {(x,y,2,2)€M: y=0 }. C es, de hecho, un subconjunto normalmente
hiperbdlico del sistema (5.1,2).conobjeto de definir este concepto recordemos

primero que si A es una transformacién lineal, la norma de A, || Al , es
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sup {|ax|, |x] =1} y la norma minima de A, m(a), viene dada por m(A)=inf{|ax|,

|x| = 1} . Cuando A inversible, m(a)=|| A-lll-’l.

DEFINICION Caso discreto . Sea £:M-+-M un difecmorfismo c* , r>1l sobre una

variedad M. Diremos que una subvariedad VcM es normalmente hiperbSlica pa-

ra f si es invariante por £ (f(V) =V) , si existe una descomposicifn invarian-
te por Tf, TxM = Ni & TXV ® Nfc para cada x€ V, que varia continuamente con
XeV, y si existe una estructura riemanniana sobre TM tal que para cualquier
xevV
a)  m( N2B> ||V £]]

X X

s
b) INSE (v, £)

donde N f =T f3 No»NY , Nof=T f: N°>N° , V.f= T £:T V=T V.
X X X X X X X X X X X X

DEFINICION Caso Contimuo. V&€ M es normalmente hiperb&lica con respecto al

sistema (5.1.1) correspondiente a un campo Xc—:xr (M) , r21, si es pormalmente

hiperbcslica para el flujo unidad <I>l correspondiente al campo X.

Camprobemos que C es normalmente hiperbSlica respecto a (5.1.2) , El

flujo asociado a (5.1.2) es

@t(x,y,z,(b) = ( etAx, ‘et‘Ay,z, d+ tw(z)) - (5.1.3)
Si llamamos £ acbl, queda
£(x,y,2,0)= (ef%,ey,2, d+u(z)) (5.1.4)
C es invarianté con respecto a £, ™ se descampone en Nu o N° & C,.
D) = me®>1, mv £ = | vpfll =1, Il = lePl<1, YpeM, con 1o que
resulta que C es normalmente hiperbolica
la importancia de las variedades normalmente hiperbolicas reside en

el siguiente
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TEOREMA (scbre subvariedades normalrente hiperb&licas). Sea V&M variedad
normalmente hiperbdlica bien respecto a un difeamorfismo f: MM de clase
Cr, rx1l, bien respecto a un sistema generado por un campo Xexr(M) ,rel,
de flujo ascciado {@t}, con £ = ¢,, con descomposicién 'I'VM=Nu 8TV e Ns.,
Entonces

a) Existencia Existen subvariedades invariantes locales Wu,Ws en un en-
tormo U de V, tangentes en VaN" & TV ,TV ® N°

b) Unicidad Todo conjunto invariante cerca de V estd en wuws,

c) Caracterizacién W~ est4 compuesto por todos los puntos cuyas Orbitas

pcsitivas permanecen siempre en U. W esta dompuesto por todos los puntos
cuyas Orbitas negativas permanecen siempre en U,

d) Diferenciabilidad W ,W° y V son C*,

e) Permanencia Si f' es otro difeomorfismo C- , que esta CF—cerca de f, en-
toces existe una unica subvariedad V'e M, C'—cerca de V, que es normalmente
hiperb&lica con respecto a f'. Las variedades Wu(f'), W (f') estfn Cr—cerca

de las de f.

f) Linearizacifn Sea Nf = Tf|Nu & NS, esto es, Nf(x,v’u,'vs)= (£ (x) ,Txf(v'u) ’

Txf(vs)), para Xxe M, Ve Ni, voe Ni. Entowes , cerca de V, £ es topolégica-
mente conjugada a Nf, es decir,. existen un entorno Ul de Ven M, un entorno
U, de Ven (N' @ N9)|V, y un hameamorfismo h: U;> U, tal que hef = Nfeh,
Para la demostracidn, v&ase (38) (63).

Asf por ejemplo, si perturbamos (5.1.2)y consideramos

X = AX + eF,; (p,e)

y = By + er(p,S) '

] con p = (x,y,2,9) (5.1.5)
Z = €F3 (p,e)

b= wlz) + eF, (p, €)
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con F = (Fl’FZ'FB’F4) de clase Cr, 2mr-periodica de ¢ , entonces, si € es sufi-

cientemente pequeno, existe una variedad invariante Ce de clase C* , de ecuaciones

x =eh(2,¢,€), y =€g(z,¢,€) (5.1.6)
con h,g de clase C*, 2i-pericdica en ¢ , y Dh(0,¢,e)= 0 Dg(0,$ )= 0,
Yo G’I‘d, por la condicion e),

El movimiento en CE viene dada por

5 =eGy(2,0,8), ¢ = wl(2) +eG,(z,0,6) (5.1.7)

con Gi(zl¢l€)= Fi(Eh.(Z,(b,E), €g(z,¢'€), Z,¢,€), i=3,4
Por dltimo, el flujo asociado a (5.1.,5) es topoldgicamente conjugado,
segin f) al del sistema,

X = AX

v =By

o (5.1.8)
zZ = €G3(Z,¢,.€)

é = w(z) + €G4(Z,d>,-€)

Pasemos ahora a definir un concepto importante: el de toro de transicicn.

Previamente, introduciremos unos conceptos necesarios para esta definicifn,

Dado un subconjunto @ de una variedad diferenciable X, y dada M sub-

variedad de X, diremos que Q corta el paso a M en xeM ( o que Q d&hstruye

a Men xeM ) si cualquier subvariedad N de X, transversal en x a M, tiene
interseccién no vacia con Q( véase fiquras 5.15.2( Recordemos que dos sub-
variedades M,N de una variedad X son transversales en un punto Xe MAN

si TXM + TxN = Txx‘ Esto se escribe simbdlicamente M 7R N)
X

As?, en simbolos, Qcorta el paso a M en Xe M si

NAM2NNO #08

X
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Figura 5.1. Figura 5.2.

Figura 5.3.

Si Q corta el paso a M en todo punto xe M, diremos que {2 corta el paso a M

(véase figura5.3 )

Este concepto es facil de visualizar, Asf, si un conjunto (@ corta el pa-
so a una subvariedad M en un punto X€M, cualquier curva que pase por X y cu-
yo vector no sea tangente a M, es decir, se "salga" de M en X, se encuen-
tra con el conjunto Q :este conjunto Q corta el paso a M en x . Claramente esta

propiedad se conserva por difecmorfismos £: X +X.

DEFINICION, Sea T un toro con mostachos del sistema (5:1 1), Diremos que

T es un toro de transicicn del sistema (5.1 1) si el futuro de cualquier en-

torno de cualquier punto de W-T corta el paso a W T(el futuro de un conjunto

Ues M

t>0
Ejemplo Consideremos los toros con mostachos standard T = {(0 -0 ’z,qa)
z r e

5, (1),

/

d . .
e T } correspondientes al sistema (5,1,2) Hde ecuaciones asociadas
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Xx =M, y=By, 2=0, &=uwz.
El flujo asociado a cada toro Tz es lineal, con frecuencias ml(z) ,..,md(z}

o5() = ¢;5.> +ttos@  od 20, teR, 3eL,...d.

¢

4

PROPOSICICN T, es un toro de transicich siy s8lo si w (2) 5 eee,0q(2)
son inconmensurables,

Para la demostracién véase (12) . Recorderos que, enel caso en que
nos ocupa- , toda orbita de T, ©sdensa, mientras que si wl(z) ' ...,wd(z)
no son inconmensurables , no existe ninguna orbita densa ( véase capitulo 2),
Un sistema dindmico dado por un flujo {<I>t} o por un difecmorfismo £ so-

bre una variedad M se llama topoldgicamente transitivo si existe una 6rbita

densa. Ast, fijémonos que de entre los toros con mostachos T, del sistema
(5.1.2), los unicos que son de transicidn son aquellos cuyo flujo restrin-
gido es topol&gicamente transitivo, Esta transitividad topol&gica sobre

v Tz’ es la que "distribuye en cualquier direcci®n con respecto a la variedad i-

nestable" las 6rbitas que se acercan a T proximas a su variedad estable.

Si T es un toro de transicidn, entornos arbitrarios de puntos ar-
bitrarios de las variedades estable € inestable , estdn conectados por tra-
vectorias del sistema_ Si tenemos dds toros de fransicion, también existiri
esta Tansicion siempre que las variedades invariantes se corten transversal- .

mente, Mds concretamente se cumple el

TECREMA ( 6).Sean Tl’ .. .,Tk toros detransicion tales que la variedad inva-

riante inestable WDTJ. de cada toro interseque transversalmente a la varie-
dad estable WsTj +1 del siguiente toro Tj 41 ( en simbolos , Wu’rij\WsT . +1) , pa-

J
ra 1lg¢j<k. Entonces el futuro de cualquier entorno de cualquier punto de WST1
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corta el paso a WoT .

En particular, para entornos cualesquiera U, V de puntos § 1€ wSTl,
nk€ WU'Tk existe una 6rbita del sistema {x(t), th),T]} que los conecta :
x(0)e U, x(t)e V. En particular, para entornos cualesquiera de Tl,T , exis—-

te una Orbita del sistema que los conecta.

Dados dos toros de transicion Tl ' T2 sobre una variedad M,

T, # T,, diremos que hay transicifn de T, a T, vy lo
escribimos en simbolos mediante T]_--—>T2 si existe xeM tal que W"sl‘lﬂ—\ WS’I'2 .
X

Dado un toro de transici6n T, diremos que hay transicién de T a T si existe

xéT tal que W'T,/NWST. Toda sucesién del tipo T, +T,>T; ~......, finita
P

o infinita, recibe el nombre de cadena de transicitn. Todas estas definiciones,

asf como las de las pdginas anteriores se traducen immediatamente en el caso en
que en vez de un sistema din@mico dado por ecuaciones como en(5.1.1), tengamos un
difeanorfismo £f:M-M, sin mis que tener en cuenta que en este caso, las 6rbi-

tas son sucesiones de iterados por f: {i:J< %, ke #}.

Figura 5.4.
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Por el teorema anterior, la existencia de una cadena de transicién senala
una separacicn efectiva de Orbitas proximas a T, hasta un entorno de cual-
quier toro posterior en la cadena, e indica, por tanto, si la distancia en-
tre estos toros es mayor que ¢ , la imposibilidad de que Tlsea p-estable
(véase el apartado 3.5), y por anadidura, la imposibilidad de que Tl sea es-
table, Esta serd la herramienta clave para la deteccién dé difusien de

Arnold, camo se verd en el capitulo 7.

. u u
i ;F w>  dorde = UT
Si Tl +T2, entonces existe x tal que Wl " 5 Wl W 17
qs = WST ser wl,w52 invariantes la orbita X pasando por X estd contenida

también en wlnws , ¥ en todo punto ye vy se cumple que W —‘{R WS . La variedac
Y
T = (W‘lAf\ W;)\(TlU Tz) es la unidn de tales 6rbitas 7Y pasando por puntos
u T
, tal que W} (}i{\ W )
recibe el nombre de variedad heteroclinica transversal, si Tl;é T,, y variedad

X€T,UT, , vy si es no vacta ( o sea, si existe x¢ T,UT

homoclinica transversal si T, =T.. Ast V x€T ’ @t(x)E—-_-;——>T o (%)=

i 2 —ou™1’ t >t 2'

1
Y wal

Como la nocion de toro de transicidén es importante con respecto al

+TW =T M.
X 2 X

problema de la estabilidad, veamos unas definiciones equivalentes,

PROPOSICICN Sea Tc M un toro con mostachos asociados W-,W°. Sea {<I>t} el
flujo ascciado al sistema. Los enunciados siguientes son equivalentes

a) T es un toro de transicién,

' 550 t(A) corta el paso a W~

c) Para entornos cualesquiera U,V de puntocs gews (T), ne W) , respectivamen-

b) Para cualquier subvariedad A transversal a W

te existe una érbitadel sistema {®(t),te[0,1]} tal que ¢(0)e U, (TN eV
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DEMOSTRACICN  Claramente b)=>a)=>c) . Basta probar que c)zb), Sean -

£e W (T) R n(-:wu(T), sean A subvariedad transversal a W (T) en E(A;R\WS(T)),
N subvariedad transversal a W (T) en n (N CI\ WH(T)) . Queremos probag que
existe una &rbita del sistema {&(t), t€[0,1J} talgue #(0)€ A , d(T)e N, E1
flujo en un entorno U sucifientemente pequeno de £ es transversal a A, ya
cque el flujo restringido a W (T) es transversal a A, y an&logamente para un
entornc V de n. Por c), existe {&(t), t€[—0,-r] }tal que ¢(0)e U, &(T)E€ V. De-
bido a la transversalidad citada, existen €176 pequenos, tales que

£, =de) €A, olt + e)) EV. Ast la orbita {6(t), t€[0,1 + e~ €]} cum-
pliendo ¢(0) = £, es la orbita buscada.

Como consecuencia de esta proposicifn, obtenemos cue la propiedad de
transicion se conserva bajo conjugaciones topoldgicas, Asi, por ejemplo, todo
toro normalmente hiperbdlico T es de transicién si y selo si el flujorestrin-
gido a T contiene una érbita densa en t, esdecir el flujo.socbreT es topolcogi-
camente transitivo, ya que el flujo en un entorno de T es topolcgicamente

conjugado a su parte lineal, que es del tipo de las ecuaciones (5.1.2), pero

sin camponente z.

5.2 Conservacién de toros de transicidn

Queremos estudiar en este apartado la conservacion de toros de transicicdn
de un sistema bajo perturbaciones suficientemente pequenas, Nos restringire-

mos a perturbaciones hamiltonianas sobre toros standard de i:ransicién. Asi con-

sideramos el sistema (5.1.5) "
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&>= w(I) +eFl(z,¢), cber

x = Ax +eF23(z,¢), xeR?
. c con z=(¢,X,I,y) (5.2.1)
I-= eF3(z,e), IeR
y = By +eF'(z,6), yeR

para que este sistema sea hamiltoniano, se ha de cumplir que B = -AT’d =C,

oH
u=s, w(I =grad H,(I), Fi(z,e)= =T (z,¢) , i=1,...,d, F;(z,e)=
i .
oH : BHl
= BYj (z,8) j=1,...,s, F (z, €)= —-537 (z, e)' , i=1,...,4, F%(z,e)=
Hy
= - 'é}'?‘_(zre)l j=l,...,s.
J

Asi,consideramos el hamiltoniano
H(z,e) = H{z) + e:Hl(z,e)= H (I) + yTAx + eHl(z,g), z = (¢,%,I,y) (5.2.2)

definido para I €U abierto de ]Rd, (x,y) € V entorno del origen de ]st, ¢e]Rd,

le|<e, con H 2m—periodico en ¢. Debido a esta periodicidad podemos conside—
rar a H definido para ¢e¢ Td. Supondremos ademds que A= (ajk) es una matriz
expansiva, es decir, con todos sus valores propios con parte real positiva.

Por tanto, -AT serd una matriz contractiva, esto es, con todos sus valores

propios con parte real negativa,.

El sistema de ecuaciones asociado al hamiltoniano H de (5.2.2) vie-

ne dado por:

., 3H, o oy

¢i= aIi (I) + ¢ °é—f: (¢fXIIrYI €) , xj= Z a Xk+€ J (¢,x, I,y,€)

. BHl S SHl (5.2.3)
Ii= - € “é"&')"" (¢,x,I,y,8) , Y = _kE]_ akjyk 3 == (¢,%X,1,y,€)
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Por ejemplo, el hamiltoniano (4,3 .5) es de este tipo si se satisfacen
las condiciones del teorema del apartado (4.3) relativas a la existencia de
toros invariantes hiperbélicos respecto al hamiltoniano integrable (4.3,6)

En el sistema (4.3.7) x,y son unidimensionales, y basta efectuar un cambio
de variables (¢n, In) > (x,y) de maneriuqéeciiagonalice la parte lineal corres-
pondiente a las variables (d>n,In) ; Y qued en la forma de(5.2.3). Por tanto,
los resultados que obtengamos sobre conservacién de toros invariantes para
(5.2.3) se podrem aplicar al hamiltoniano(4.3,5)

Sie= 0, el sistema (5.2.3) queda reducido a

cBi: BHO (I) Ii =0 i:l, ou.,d
oI.
i . (5.2.4)
- S . S
X.= ¥ a. v.=- L Y =1, ...,S
I KX I 7 g1 kIK T

Para cada I°c¢ U, T(I°)= {(¢,x,I,y)s x=y=0, I = I°} es un toro con
mostachos del sistema (5.2.4).51i (w (19)) = ( Eo (19),. ., Eo (1) )
BIl BId
son inconmensurables, T(I°) es un toro de transici6n de (5.2.4), como ya se

vio en el apartado anterior. Cbsérvese que si H_es no degenerado, es decir,

14 2
det (—a—%—%%)# 0, el conjunto de toros de txansicidn T(I°) llena, salvo un
1]

conjunto de medida O(ve) el conjunto 9 . Ademas, en este caso podenos
parametrizar estos focos invariantes por sus frecuencias y escribirlos como
T o= ((¢,%,I,y); x=y=0, w(I) =w°].

La variedad C= {{(¢x,I,y): x=y=0} es una subvariedad simplectica tan—
to del sistema (5.2.4) como de (5.2.3), tal como como vimos en el apartado
(2.4) . Parac= 0, C es ademds una variedad invariante de (5.2.3)

Veamos bajo que condiciones se conservan los toros de transicién de
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(5.2.4) . Llamaremos § < ]Rd a la imagen de U por w= grad H_ .Dado v>0
sea (V) el conjunto de w& @ cumpliendo

|k w|>v| K " ¥ para cualquier k e Z9, k#0 (5.2 5)
y cumpliendo ademas dist (w, IRd\Q ) v . T es una constante positiva fija,

cumpliendo t>d-1

TEOREMA Sea H dado por (5,2.2),onA matriz expansiva y H _analitico y no

degenerado , Supongamos que H es de la clase cr , con r>2d, y sea 1 curplien-

do d-l<t<(r/2)-1, En tonces para cualquier v >0, existe £(v)>0 (e(v)= 0(v?))
tal que si |el<e(v), (5.2.3) posee, para todo we (V) toros con mostachos d-1

con flujo lineal de frecuencia w, Dos toros con mostachos

14

dimensionales Tw

Ty Ty Cr_.prdximos tienen sus variedades invariantes asociadas C- préxi-

wl

mas. Por ultimo, todo toro Tw , es un toro de transicidn del sistema (5.2.3).

DEMOSTRACICGN Para € =0, C = {(¢,x,I,y) : x=y=0} es una subvariedad nor-

.

malmente hiperbolica 2d-dimensional de (5.2.3) (vease .5.1,3) . Por ¢l teore-

ma sobre variedades normalmente hiperbdlicas del apartado anterior, ya aplica-
do a (5.1,5), si € es suficientemente pequefic, existe una unica subvariedad Ce
normalmente hiperbdlica de (5.2,3), 2d-dimensional, C*_cerca de C, con varieda-
des invariantes Wu(ca) ’ WS(CE) , C'—cerca de WS(C) , W2 (C) , respectivamente

for ejemplo, W°(C) = (¢ x,I,y): x=0} ). AdemSs si escribimos ¢%(t,z°) el
flujo asociado a (5.2.3), éon z= (¢°,x°,I°,y°), entonces existen Wl,W2 en-

torncs de C e Y existe h: W -»Wz homeoformismo tal que

1

~ h(s®(t,z°) = ¥&(t,h(z°)) (5.2.6)
£ T
con ¥ (t,2z°)= ¥ (t,9°,x%,1°,y)= (¢]t,60,1°,¢), ePxe,1(t,4°,I5,¢), e 2 v

siendo (¢(t,¢?,I°,e:),I(t,¢>;’I°,€)) el flujo <I>€(t,z°) restringido a Cg,
Asf, C_ vendrd dado por C. = (0, %1y) sx= ef (9,1, ¢) ;Y &(¢,I,€) , con £,g

r ~ . .
de clase C*, C° pequerias 2m-periddicasen ¢ y si ¢%(t,z9)= (45(t,z ), xf(t,z9),

£ €
I(t,z°), v (t,29), entonces
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¢(t,¢°.lI°,€) = Cbs(t'(po’ Ef(¢°l Ic,E)r I°r€g(¢op Iore))

I(t,$°,I°%€)
d

1€ (t,0°, eflde, I°,e), I°caldp®, I°,c))

2

debido a la forma de CE , es una subvariedad de $eT , (x,y)e€ V<R

IEEUCHRQ (véase (2.3a))que es ademds subvariedad invariante de (5.2.3).

Por tanto el flujo dentro de Ce es hamiltoniano de funcidn de Hamilton

chE (véase proposicion pdg.15 ). Notemos que C. = {(,x,I,y): x=€£(¢,I,€),

y = €a(¢,I,c)} no estd expresado en coordenadas candnicas. Sin embargo,

existe una completaci®n de las coordenadas candnicas sobre Cs' (¢,I),

a (¢.q,I,p) de manera que C_ venga dado por C. ={(¢,9,I,p) : p=g=0} .

(véase p&g. 15) . En estas nuevas coordenadas gl sistema (5.2.3), en lo que

se refiere a Ce , viene dado por.

. oH
¢; = oHg (I) + ¢ §T} (¢,I.¢€)
o1, i
, * S i=1,...,d
I.= | (¢,I,€)
i 8¢i

(5.2.7)

con ﬁl(¢,I,s) = ﬁl(¢,0,I(O}e) ;o ﬁl(¢, q,I,p) = Hl(¢,x,I,y) es la nuéva

expresion de H; en las coordenadas (¢,q,I,p).

En (5.2 .7) podemos aplicar el teorema de KAM, dbteniendose toros

invariantes Tj de (5.2.6) con flujo lineal de frecuenciaw ,para w curplien-

de (5.2.5), si e es suficientemente pequeno , Por la conjugacién topologica

{5.2.6), cada toro invariante Ti tiene asociadas variedades invariantes

WSTZ ’ WUTZ (s+d) ~dimensiones de la manera siguiente: si el toro

tiene por ecuacién asociada I =s:hw(¢,e), h 2r-pericdica en ¢, :

entonces
WIS = {(¢,%,1,y): x = e£(6,I,e), I =eh ($,))
Wt = {(¢%,I,y); ¥ = ea(¢,I,6), I= eh (6,€)}

- 94 -

T

(5.2.8)



Luego Twees un toro con mostachos del sistema (5.2.3), si € es sufi-
cientemente pequeno . Dados ahora dos toros T(i ’ Tg , sus variedades invarian-
tes respectivas seran de la forma (5.2.8) ocon lo que estardn foud ~preximas
si lo estdn los toros Tf), T; , de ecuaciones I =€hw(¢'€)' I =€ha3(d>,e),
respectivamente,

Veamos finalmente cque cada toro Tz con mostachos que se conserva,
es un toro de trasicidn. Hemos visto que los toros con mostachos que se
conservaban estaban contenidos en una subvariedad simplectica Ce’ nor-
malmente hiperbSlica. En coordenadas adecvadas, C_ = {(¢,9,1,p): p=3=0)},
donde ¢ representa la componente expansiva, y p la componente contracti-
va. Usando el teorema scbre variedades normalmente hiperbdlicas, apartado

f) el flujo en un entorno de C€ es topolegicamente conjugado al generado

pox el sistema:

= Aq

. T

p=-Ap ~

. o, o,

5= T, () + €, (6,T:€) _
S (5.2.9)

. %4 I=1,...,d.

I;= | - Sad’i (¢,I,¢€) '

”

es decir, en las coordenadas que no son de Ce:' basta escribir la parte li-
neal de (5.2.3).

En (5.2.9) Tzi tendrd por ecuaciones

TZ = {(q,ppp D) : g=p=0, I =€hw(¢,e)}
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con hw de clase Cf y sus variedades invariantes (locales) serdn del tipo
Wl = {(@p,,1): =0, I=ch (¢,¢)}
u
WiooTo = {(qp,0,0): p=0, I=ch ($,)}

€ u €

oS S .S u u u _u
Sean ahora§{= (0,¢°, ¢ ,I )é.wlocTw, n=(q,0,6 ,I )ewlocTw . Se

curple que 1% =¢h (d)a,e) a= s,u. Sean U,V entornos de §,n , respectivamente,
q w 14
s . s
all <o, |lp-p" li<a (¢,1) « B7},

que podemos suponer de la forma U ={ (q,p4I):
V= {(q,p,D: |legV<u llpll<u. (¢,I) B} , con B* entorno de (¢*,1I%

en las variables ¢,I o = s,u, que podemos supconer de la forma B* =g® xFa,
con E% entorno de ¢>O‘ en la variable ¢, y EOL entorno de I% en la variable I.

i
—AtquH , He—AtpSH +0, cuando t >« , con loqueexiste

T
1°>0'tal que si t3T° entonces |]e—AtquH <p, He_AtpS

Como A es expansiva ||e
|| <u. Camo el flujo sobre

Tm es lineal de frecuencia w, y w es incomensurable, ya que cumple

(5.2.5), entonces toda orbita sobre Tw es densa en Tw . Ast, llamando ((t,¢°)

al flujo de (5.2,9) restringido a T , entonces’ {¢(t,0°), 20} es denso

para cualquier ¢°T . Luego existe TyT°tal que ¢(1,¢%) ¢E”, eh (¢(1,9%) e FY,
va que 1™ =€hw(d>u,.€) . Sea ahora z°= (q°, p°,$°,I% = ( e'ATqu,ps,cbs,Is),

y sea ¢(t,z7) = ( q(t,q°), p(t,p°), ¢(t,42,I°), I(t,$°,I7)) la solucién de
(5.2.9) cumpliendo ¢(0,z°) = z°, Como 137°,claramente {0,z°) « U. Veamos ahora
que &(t,z°) eV. Como q(1,g°) = q", llp(t,p09)|| < u; basta ver que
(¢(t, ¢, I9), I (t,9°,I°)) B =E xF'. Como (¢°,I°) = (¢°,I°), entonces

Ie= ehw(qﬂ', €). Por 1la invariancia de Tw , Se cumple que
I(tld)OrIo) = €hw(¢(t’¢)°, I‘\)/ €)

con lo que @(T,®°,I°)6Eu , I(T,$°,I0e FU‘,
As¥, hemos visto que para entornos arbitrarics U,V de puntos arbitra-

rios iewioc TZ N E WI;OCTZ existe una trayectoria {¢(t), t €]0,1]} del sis-



tema (5.2.9) que los conecta: %(0)e U, , ¢®(1)e V, Lo mismo ocurre si
£ eWT
w

= 1 > . . . _
= (-7 ,n)ewioc'l‘w, y si entornos arbitrarios de El,nlpueden ser conecta

u € . 1 - 1 €
new L ! Ya que existe 1 >0 tal que 51— o(r ,&)éwslocTw,

r

dos por trayectorias del sistema (5.2.9), lo mismo ocurrira con entornos

arbitrarios de £,n (para mas detalles, véase (24), p&g 75). Asi, TZ es un toro

de transicibn del sistema (5.2.9). Camo el sistema (5.2.9), es topoldgicamente

cenjugado, en un entorno de C. y por tanto de T(i, al sistema (5,2.3), y va
vimos al final del apartado anterior que el concepto de toro de transicidn
es invariante por conjucaciones topolegicas, entonces T(i es toro de transi- -~
cion del sistema (5.2,.3) cgd.

Tal caomo habramos dicho antes, podemos ahora aplicar este teorema al
hamiltoniano (4.3.5), en lo referente a la conservacien de toros de transi-

ci6n, cbteniendo el

TEOREMA ( CONSERVACIGN DE TORCS DE TRANSICICN )

Consideremos el hamiltoniano

re,n = + ™Mo D+ 00, ¢t R, <o (5.2.10

n
cont(n = TP @ + ™ m + .+ 'y, =], @ = 0Ty s
51
1"(4) () =2 ? G ToTy II’(ZS) (1) = I CM‘(Zr)Q' , 3<s<L,
Jokst 52 2]=s
™ (o 1) = a@n®? cos(o_b) , abeRr, y g (65T = O D/2) yog

.7,N
donde = (rj,..,r)= (I;+ S LR + k> T ,keL), yke= (k3,..,k7 Ye

n-1 n-1n
r -
con |ke|= M34,k£ 0, Sea 0 = {(g-in (0, ..., Ay @), llzll ple®L
1 3T
n-1

y para cada v >0, sea Q(v) = {weq : | (k,w) |3v|k|™" para cualquier k & Z2-1
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k # 0 y cumpliendo ademds que lwi— ay|<v , i=1,.,.,n1},
Suponganos que I' es de clase Cr, con r>2(n-1l) ; sea T cumpliendo

o n, o
n-2<1<(r/2).1 y supongamos cue |(a.k )|<4plzl.’j=1 aijk{kjl ’

det (aij)ki,js n-l #0, y que a # 0.

Entonces para cualquier v>0, existe §(v)>0 (S(v) = O(\)4)) , tal que en

Ve = {(¢,I) e Tx K", l|T|l<&} el sistema correspondiente al hamiltoniano
(5.2.10) posee, para cualquier we(v) toros de transicidn (n-1)-dimen-
sionales T,r con flujo lineal de frecuencia w, Dos toros de transicidén Tw’

TLB ct. -praximos, tienen sus variedades invariantes asociadas Cr-prcnd.mas.

DEMCSTRACION  E1 hamiltoniano H, = T (1) + I™ (¢ ,1) es el de (4.3.6) y

.cumple todas las hipStesis del teorema de la seccién (4.3), por lo cual
existe una familia n 1 parametrica de toros n-1 dimensionales T(I},. ,,I;_l)

invariantes por el flujo asociado a H,, de tipo hiperbdlico, dado pdr

_ . oH, _ oH_ _ _ .
TI{e T = LD 5 (6D = 7 (0,0 =0, 113, 3l nel)

Y con unas ecuaciones asociadas, en su entorno, del tipo de (5.2.3). Como
H,es analitico y no degenerado ( det (ocij) #0 ,1i,5=1,..,,n-1) y se sa-

tisfacen todas las condicicnes del teorema visto anteriormente, con d = n-1

cbtenemos los resultados enunciados, c.q.d.
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CAPITULO 6

TRANSVERSALIDAD DE VARTEDADES INVARTANTES

6.1. Consideraciones previas

El mecanismo de las cadenas de transicifn constituye la herramienta
fundamental para prcbar la existencia de difuéien de Arnold en sistemas ha-
miltonianos casi integrales, Segun hemos visto en el apartado(5.1), la exis-
tencia de una cadena de transicifnenun sistema hamiltoniano casi-integrable,
esto es, la existencia de una sucesion( finita ¢ infinita ) de toros de
transicicn Ti ccn variedades invariantes estable- WsTi € inestable Wu'I‘i

asociadas, tales que WUTi?R WSTi , cgarantiza la existenciade difusien de

+1
Arnold en dicho' sistema. En los capitulos 4 y 5 sehandado condiciones
suficientes para detectar toros de transicidn, El objetivo de este capitulo

es suministrar condiciones suficientes que garanticen la interseccien trans- -
versal de variedades invariantes correspondientes a distintos toros de tran-
sicien de sistemas hamiltonianos casi-integrables . Empecemos por imponer:
alqunas condiciones previas scbre el sistema no perturbado, basandonos

en el hamiltoniano integrable(4 3 .6}).

A) Consideremos un hamiltoniano ( no perturbado) analitico del tipo

Hq,p,0,T) = By(d,p,1), (q,p € Ik, 1eu=0cK ,pe1”. (6,1.1)

Claramente Hy es integrable, siendo H, 1 Lir oI 3’ d+l integrales primeras
en involucien,
B) Suponemos que existen funciones analiticas, IeUR(£(I),9(I))ev,

tales que
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oH oH

0 0
20 JI) = £ JI) =0 , Ieu, : 6.1.2
g (£(X) ,g(1),T) % (£(1) ,0(1),1I) ( )

2
aH, 2H
o agwp
<0, 1eU, (6.1.3)
5% 82}10
319p 2 (@ ,9@ D

El sistema de ecuaciones asociado es

oH oH

. 0 . 0 .

ag= ’3'5‘ (q,p,I) , q)J = 3T (a,p ,I) j=x, ..d (6.1.4)
H, )

f>=-g (q,p, I , Ij = 0 , j=1, ....4 (6.1.5)

con lo que para cada I€ U, (£(I) ,g(I)) es un punto critico hiperbelico
del sistema (6.1 4), vy como consecuencia, para cada I€U el toro
T(I) = {{q,p,%,I) : g =£(I), p = g(I}} es un toro con mostachos asociado
a1l hamiltoniano HO. Los mostachos W-T(I) ' WOr(I) estan contenidos en
W (D ={ (@,p,¢,D: Hylq,p,I) = Hy(£(I),g(D), Dk
C) Supondremos que coinciden con este conjunto, es decir, WoT(I) =
= WoT(D) = WHI) , I€U, Esto equivale a decir que existen erbitas homocli-
nicas asociadas al sistema (6.1.4) contenidas en {(q,p)-:Ho(q,p,I)=HO(E(I)g(I),I)

para cada I€U, que juega el papel de un pardmetro d-dimensional en (6,1 4).

oH
D) Sean wj (I)=a—f§ (£(1) ,¢(1),1), §=1,.. 4, w(I) = (wl(I) ‘oo ,wd(I))

el vecfor de frecuencias asociado a cada toro invariante de T(I). Para que

no haya degeneracion de frecuencias, supondremos finalmente que

3,
det (T;-I-i‘(I)) # 0, YI&U, Como consecuencia, podemos parametrizar los toros

j .
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invariantes sequn sus frecuencias asociadas: Tw°={(f(I) ,a(1),¢,T) :w(I)=we}

y analcdgamente en lo referente a sus mostachos: WZ = wz =wg

Si anadimos ahora una perturbacion al hamiltoniano(6.1.1l) y conside-

ramos el hamiltoniano
H(qvplcblIle) = Ho(qrprI) + Hl(qlpl¢IIl€) (6.1.6)

los toros invariantes con frecuencias Wyre.rlg suficientemente irracionales,
cumpliendo (5.2.5), se conservardn, sequn el primer teorema del apartado (5.2),

dando lugar a toros de transicion TZ con variedades invariantes asociada Wz’e,
WB’E, (d+1)-dimensionales.
Queremos ver cuando se cortan transversalmente dos de tales mostachos,

es decir, cuahdows' EK Wu,e . Para esto, es preciso que en cualquier punto x

de interseccien, T Wi' oW g 20 . Rhora bien, por ser Ws'E €

X®
variedades invariantes, si se cortan en un punto, al menos toda la &rbita

pasando por x esta contenida en W’s’€ ; €, con 1o que dim(WLsU’En W;'E)zl,
Luego como ws' € W‘Z‘:l € son (d+1) -dimensionales, no pueden cortarse transversal-

d 2(d+1)

mente respectc a VxT xUCR . Ahora bien, el sistema asociado al ha-

miltonianoH tiene a H como integral primera, y por ser Wz,e'wg,-s variedades

invariantes , scolo pueden intersecarse si estan en el mismo nivel de energia,
liamemosle h | Una vez fijada la energia h, el espacio de fases al cual esta

restringido el movimiento es H—l (h) , hipersuperficie si h es valor regular,

Wi
QS

= waf)'e +TxWEI)' , ¥x WS y u’ . En tal caso WZ'%WE'E se reduce a una orbi-

con lo que ws £ l(h) se cortaran transversalmente si Txl‘f'l(h) =

ta del sistema_, La herramienta fundamental para detectar esta interseccién

transversal , la integral de Melnikov, sera dada en el apartado siguiente,

Vearos ahora que el hamiltoniano (4 3.6) cumple todas las hipotesis
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A-B-C-D. El hamiltoniano r es de la forma

r(o,m =T, =10 + ™ 1, lIT]| <0, (6.1.7)

(M) k%/2
con T (¢n,I) = a(2r) cos(¢n-b) . Llamando q =q>n...b, p=In, y siendo

d =n-1,I toma la forma de (6.1 1), es analitico, y existe adem#s para cada

I= (Il’ --’Id) , de mdulo suficientemente pequenio, una funcion £(I) de

manera que en los puntos (0,I,£(I)) se cumplen (6,1 2)(6.1.3) (vease 4 3,11).
Sequn lo expuesto en la nota 2 del apartado (4,3), podemos suponer que WoT(I) :
= wor(I) = WoT(I) . Finalmente, 1lamando wy(D) a %.(O,I,f(l)), =1, ..,d,

y debido a la forma de £(I) (vease (4.3.13)) hasta sjsuponer que

det(a, ) # 0 , tal como aparece en el teorema scbre conservacien de toro:

ij" 1<i,jsn
Bwi(I) : .
de transicion para que det (a—I— # 0, |I|] <p , si p es suficientemente
AR
pequero.

6.2. Laintegral de Melnikov

Consideremos el hamiltoniano

Hqp $,I,6) = Hylp,qI) + H (q,p;¢ T, (6.2,1)

definido para (q,p)e\fc]RZ, Ie Uc]Rd, qber, |e|<eo, con H(') cumpliendo
las hipotesis A B C,D del apartado anterior 6 siendo H de clase c .
Siec= 0, para cada I€U, TO(I) = {(qa,p,9,I): g = £(T) p = g(I)}

es un toro con mostachos asociado a H0 de frecuencia asociad_a

oH

w(I) = (wy (D) ,. ,.,wd(I)) , con wj(I) = 5?;,)(“:0 gD ,1), 5=1,..,d4. Sea
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ow,
Q= w(U)C]Rd. Camo, por hipotesis, det(-al—l (I)) # 0, restringiendo U si
J
es necesario, podemos considerar quew: U > Q es biyectiva, y podemos pa-

rametrizar los toros invariantes mediante w(I) , Asf, para cada B<f}, sea

'I‘g = {(q,p,d,I) : w(I) =8,q=£(I), p=q(D)} (6 2.2)

torc con mostachos d-dimensicnal asociado a Ho. Sus mostachos, por hipo-

tesis, se confunden, y tienen por ecuaciones
Wo =w? = w2 = {(@p,0.0: w@ =8, Hyla,p,0)= Hy(£(D),g(D),D))
(6.2.3)

asi, si x = (q,p,¢,T)E wg

con respecto al hamiltoniano H,, tal que x0(0,§) = X; se cumple que

, entonces, llamando xo(t,?() a la orbita,

xo(t,;:) +Tos cuando t-+F «_ En particular, xo(t,}—c) es del tipo,

X, (£,®) = (q,(t,3 5,1 ,po(t.?z,fa,'l") P +tw(I), I (6.2.4)
con Hy(q, (£,8,5,1), p,(£,d,5,D,1) = 1,@5,1.

Siec# 0, la mayoria de los toros invariantes, junto con sus variedades
invariantes, se conservan, seaqun el primer teorema sobre conservacidn de
toros de transicidn, Sea TB uno de tales toros que se conservan, y sean
WZ'E,W;’E sus variedades conservantes asociadas. Como estas estan proximas

a Wg , SLE es pequeno, Wz'e,wg’e seram de la‘ forma

w‘é'g = {{a,p,$,I) : w(I) =B+EAZ’]€_(CL¢), F(q,p,I) =eAX o (9} V=, s (6.2.!

donde F(q,p,I) = H,(q,p,I) - Ho(f(I) ,9(I), I ). Recordemos aque la ecuacién
F{g,p,I) = 0,fijado I, se compone de dos ramas - una localmente estable,
(1) , Y otra localmente inestable Cu(I), va que (gq(I),p(I)) es un pun-

to hiperbclico - en el entorncde (¢(I), p(I)),; es decir, F(q,p,I) =0,
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equivale a p = £ (q,I), si (q,p€C(I),y ap = £(q,I},si (g,pe cHD),

donde, por ejerplo, hemos expresado p en funcion de (q,I). Al considerar

la ecuacion que aparece en (6.2.5), hay que escoger la rama estable para

Wg,e vy la inestable para Wg's. Al incrementar en 2n la variable q, como

F es 271_periddica en q, nos encontramos de nuevo ocon la singularidad

(g(I), p(I)). Para evitar esto, usaremos la expresidn (6 2.5) sclo para

|g = £(I) | <27-C, donde C es una constante pequefia ( por ejemplo, 0<C<(%/4)) .
Comro el hamiltoniano H es una constante del sistema, TB se encon-

trara en un cierto nivel de enercta h, es decir, TBCH'l(h) Y por tanto,

las variedades invariantes Ws ', B *cH l(h) , esto es, curplen la ecua-

cien adicional H = h, Sin perdida de generalidad, podemos supcner que

oH

aIO # 0, con lo que existirax una funcion G, tal que
d

H(a,p,9,T g) = h& Id = G(q,p,q;,Il,,,,Id_l h,€) (6.2.6)

si |s|<eo. Ast, dados q,p,9,I;,..,14 5, fijar la energia equivale a fijar I,
0 0 0 .0 0

Sea ahora x0 = (g ,¢,I )e,WB . Por la forma de las variedades
Wz'g,wg E, existen x° ¢ xu’ ,pertenecientes a Ws,e g - ,respectivamente
de ecuaciones x‘Bf’ = (qO ,pv € ¢0 IV,e) , oon

w(IV’E) = B+€AB 1 (q , ) F(q0 Vie IV’E) = €A (q ,d) ), V=u,s

H(qo'ps e'¢o 1578 = H(g 0 u, ’¢O %€ =

(6.2.7)

Si denotamos por x(t,X €) a la orbita, con respecto al hamiltoniano H,

tal que x(0,X,e) = %, las ecuaciones (6,2.7) continuan siendo validas para

v,€

x(t,x " ,e), V=u,s, al ser WE’E,WB' JAnvariantes , La expresion de x(t,x Vv, € ,€)
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es del tipo
x(t,xv’e,e) = xo(t,xo) + ex‘{(t) + 0(52), v=1u,s (6.2.,8)

con x\{(t) solucién de la ecuacien variacional

Y 0,V 0
3 (6) = a0 (x, (£,5°)) %] (&) + € Jarad H, (x, (t,x") 0),V =u,s
(6 .2.9
con condiciones iniciales

A\ \' V.
xl(O) = (0,pl,O,I ) vV =u,s

AY2
que nos miden, en primer orden, la separacidn entre Wé’e y Wg cerca de

X ¥y gque no conocemos, aurxjue no serdn necesarias mds adelante, seaun sera

visto. Notemos que, gracias a la conservacidn de la energra, xv’€ sera ca.

nocido, una vez dados qo, pv’E,(pO , IY’F'-, L. _,Ig 'i y dada la energia h,

usando (6.2.6) .,
Nuestro cbjetivo es ver cuando se cortan transversalmente Wz - ,WLBI’E ’
es decir, cuando se cortan a lo largo de una curva hemoclinica (vease el

comentario despues de (6.1 6)) . Esto inplica que x 'f= x'% y por tanto

se satisfacen las ecuaciones

o1 =8 + e t,6%, FE®pt 9 = erdEq®, 0
Bll ’ ! ! 872
s,e, 0 O _ u,e, 0 0
Bg'1{T /07 = A% (a7 (6.2,10)
s 0 .0 u 0 .0
Bg (@ ,0) = 8'5(d )
para x€= xs £ = xu'€ = (qolp€'¢0-’I€) compa;'ese con(23)) . Como WS’E,Wu'E, son

B B
invariantes, si x~ es solucicn del sistema (6.2.10) , tambien lo serd de

x(t,x%,¢), para cualquier tiempo donde ester definido. En particular,

- 105 -



w(It, x5g)) =8 +enl Jlalt,Fre), o8, x5,0), £>0  (6.2.11)

ya que £ =x% Wg’s Derivando con respecto a t se cbtiene

(d/dt) [A(q(t,xa,e) , ¢(t.x€,€)_)] = e{w,Hl} (x(t,xe,e) ,€), (6.2,12)

con {,J,Hl} = ({wl,Hl}, ,{wd,Hl}) , Y donde hemos usado el hecho de que,
para cualquier funcien £, (4/dt) [f(x(t,';’c,e;))j = {£ H} (x(t,X¢€))

( vease(1l), pag 193) junto con {yH} ={m,H0}+ e{m',Hi}= e{w,Hl}, ya que
{w,Ho} = 0, al ser HO independiente de ¢ . A partir de (6 2,12) , tenemos

0 .0 s 1 1
agriia’ 00 = a3rTialeh 2,0, et i e +

0
'+[ {w,Hl} (x(t,xe,e) ,e)dt . (6.2.13)
1

t

Igualmente,

s, e, 0 0, _ 's,¢e 1 ¢ 1 e ..\,
AB 'z(q I¢ ) - ABlz(q(t 'x vE)r ¢(t IX IE))+
0
+/1 {F,H,} (x(t,x%,€e),e)dt (6.2.14)
t

Se obtienen expresiones analogas a (6 2 13), (6.2.14) si reemplazamos S

por u,tl por-—tzcon t2>0,, Sustituyendo en (6,2.10) , queda

<)

S,€ £, 0 .0
B’Z(q I¢ )'

>1@,6, 5,10 = e

w(I®) = g+en
1
t € 1 ¢ 2 ¢
ef o {wHp} (x(t,x7,6) e)dt = w(I(t,x,e)) - w(I(-t",x7,6)),
-t
L
5 {E‘,Hl} (x(t,x%,€) ,e)dt = F(q(tl,xe,s) ,p(tl,xs,e))..F(q(-tz,xe,e) ,p(-.tz,xe,e)
~t ,
(6.2.15)
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can tl,tziao, arbitrarios, Las ecuaciones (6.2,5) son las de un punto

erEWZ'Er) Wg'e que son tambien cumplidas por x(to,xe,e)(es decir, en
(6.2,15) , podrfamos reemplazaxr x(t,xe,e) por x(t—to',xe,e)). Las incdgnitas
(qo ,pe . ¢0,I€)que aparecen en (6,2,15) no son independientes, ya que

estan ligadas por la relaciem H(qo,p€,¢0,1€) = h, o bien,

Id = G(q'p’¢'11""'Id_l’h'€)' Tammpoco lo son las ecuaciones (6,2,15), ya
que provienen de (6.2.7), donde I4 era funcien de las otras variables, Rsi

en (6 2,15) podemos escoger 2d+1 ecuacicnes adecuadas, una vez fijada la

oW
energia, Asi, por ejemplo, si 'Efé' #0, en (6,2 15) la ecuacien
3 ,

1
t
’5/2 {wd,Hl} (x(t, x* ),e)dt = wd(I(tl x%,e)) - md(I(-tz,xg,e))
t .

es consecuencia de las restantes ecuaciones que aparecen en (6.2_,15), una
vez fijada h. Para resolver (6 2 15), es preciso conocer los tefrminos que
aparecen a la derecha de las igualdades, al menos hasta cierto orden,

Asi, por ejemplo, usando (6 2 8)

r(qt <&, 0), pltr x8,0)) - Flalt? x5,0), pLt?,xE,e))=

2
E‘(qo(tl e .po),po & o ,p0)>—F(q0 (-£%,a° ") .poLtz.qO,pO))_] +

+ E[@F(qo(tl.qo,po) ,po(tl.qo.po)) (ql(tl) ,pl(tl)) +

+ DF(qO(—tz,qO,po),po(-tz,qo,po))(ql(—tz).pl(_tz)l] + eza(tl,tz)

h

vl 250 (6.2.:

con }a(tl,tz)ls M para cualesquiera tl,t2;>0_ El termino de orden 0 en ¢
0 0 .0
es identicamente nulo si imponemos ademas F(q ,pE,Ie) =eA§'§(q ,4)
14
hasta orden 0 en g, ya que F se anula scbre las erbitas hamoclinicas no

perturbadas (vease(6 .2.3)), El termino de (6 2 16) de orden £ tambien se
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anulard si consideramos 1.1 > t2 + « , porque tendemos a un punto crftico

de F (vease (6.1.2)).

As? dos de las ecuaciones de (6.2.15) las podemos escribir camo

r(’,p°, 10 = 0 + o)
(6.2.17)

/ {F ,Hl}(xo(t,xo) ,00dt = 0 + Ofe)

Il
M
i
9]
B

Por otro lado, cam I(t,xo,O) p

DXt ,x5,0) = 0Tt 58,0 = e (1 () - 1, D) + b, th,

con |b(tl,t2)| <M para cualquiera tl,tzzo, Como x(t,x0 ,0) TO, t oo s

y como x(t,xs’e,e) = xo(t,xo) + exi(t) + ezcs(t) -+ T° , cuando t o0

para cualquier xZ'eé Wg,e , exi(t) , para t grande, nos mide la distancia,

0

en primer orden con respecto a ¢, de T; a TB' Analogaménte, para cualquier

xu'sé\xlz'e , exli(_t) , para t grande, nos mide tarbien la distancia en pri-

mer orden con respecto a ¢, de T a Tg, Por lo tanto x(t,xe,g) -»Tg,t + o0,

8
implica que I,(t) - I ( _t?) » 0 cuando %+ , £ oo |

Las restantes ecuaciones de (6 2 15) las podemos escribir como
0 |
w( 7) = B+ 0(e)
(6,2.18)
/ {wj H ]r(x0 (t ,xo) ,00dt = 0 + 0O(g) j=1,...,8-1

Para poder resolver (6 2 16) A basta ver que se puede resolver el sistema

aproximado formado por (6,2,17) vy (6,2,18). Para ello basta ver que la funcien

0 0, _ 0, _ 0 0
MB((blr .'yd)d) "‘MB((I) ) b (Ml(d) )ln°u,Md(¢ ))
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dada por Mj(d>0) = / {wj,Hl} (xo(t,xo),O) dat  j=t, .,d1

(6,2.19)
Md(¢0) =[w {F H,} (xo(t,xo),O) dat

tenga un cero simple, exista ¢>0 tal que M(cbo) = 0, det DM(cbO) # 0. En (6,2, 19)
xC =(q0 ,po,qao,io) , con m(IO) =R, F(c_{0 ,po ,IO) =0, (qo ,po) es un punto de la

0
corbita homoclinica asociada al punto critico (£(I) _g(IO))

La funcidn vectorial M recibe el nombrede funcion de Melnikov asocia.

da al hamiltoniano H, Fue introdﬁcida por primera vez por Melnikov ( véase
(50) )para tratar el desdcoblamiento de separatrices. Arnold ( 6) ya la uso
para dar el primer ejemplo analitico de difusion de Arnold, Otros ejemplos
mas generales fueron dados por Holmeé-Marsden (39) ,(40),(41),(42) . Notese
gque para su ~cdlculo sb6lo es preciso conocer el flujo scbre la variedad

0

invariante no perturbada WB' Agrupando los resultados cbtenides, podemos

enunciar el

TEOREMA Sea H un hamiltoniano cumpliendo las hipetesis A,B,C,D descritas
"W

en el apartado anterior, con 4 # 0 ., entonces dado V>0, existe ¢

e (0,e
BId 1

oy

tal que si is|<el, el sistema ascciado al hamiltoniano H posee, para
d

4

cualquier R€ Q(v)={ Be Q = w(U) I | (k,R) | >U[kr(d_l) para cualquier ke 2
k # 0 y dist (B, IRd\ ) >v} toros de transicidn d-dimensionales Tg , con
flujo lineal de frecuencia 8. Si ademas'existe un cero sirpledesu funcien
de Melnikov MS asociada (6.2 19), entonces WSTZ, WuTg se cortan transver.

salmente ( con respecto a la hipersuperficie H_l (H(T;))) .
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Ademas, si Tg Tg,son dos o os invariantes C'-preximas, sus variedades

invariantes estaran C- -preximas , con lo que podemos anadir

COROLARIO En las condiciones del tecorema anterior, si T;, esta suficien-
temente proximo a Tg las variedades invariantes de Tg , se cortaran transver-
salmente entre si, y con las variedades invariantes de Tg . Por tanto, si &
es suficientemente pequefio y n(= d+1, el numero de grados de libertad) es
mayor que 2,existen cadenas de transicien ascociadas a toros de transicion

Tg ;.;.;’I‘g , Si para aloun g8, la funcion de Melnikov MB tiene un cero sinple

Aquy¥ n, el numero de grados de libertad de H, es esencial para la exis-

tencia de cadenas de transicicdn, Ast, por el teorema anterior, existe un

-

conjuntc de toros (n.l)-dimensionales de transicidén parametrizados por

Q(\))cﬂc]Rn'l, conjunto cantoriano en -1 que llena @ salvo un conjunto de
medida proporcional a v, Fijado un nivel de energta h, en H-l(h) existira,
en general, una familia parametrizada por unconjuntccantoriano (n-2)-dimen.-
sicnal, Si n = 2, estos toros l-dimensionales de transicidn, son orbitas per.,

en general aisladas, con lo que si T; es una de tales cbitas de transicien

no existiran drbitas proximas TB" en general, Si n>2 , y TB es un toro
(n-1)_dimensional de transicien en un nivel de energta gt (h) , s? que exis.
tiran, generalmente, toros de transicien TB‘ arbitrariamente preximos

a TB' con lo que serdn posible las intersecciones de sus invariantes res-
pectivas, y tendremos cadenas de transicién . Volvemos a ver aqu¥ la dife-
rencia entre el caso n=2 y n>2 (vease apartado (3 5)), En los casos conocidos
s6lo para los fovos TB ’ TB' » Que se encuentren a una distancia realmente .

myy pequena( véase los ejemplos, mas adelante) puede haber interseccicn
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entre sus variedades invariantes por 1o que es muy importante esta "acumila~

cion~ de toros de transicion, presente selo para n>2,

NOTA 1 1la funcien de Melnikov M nos mide la distancia entre variedades in_
variantes estable e inestable en primer orden con respecto a €. E1 que M sea
identicamente nula no asegura la coincidencia de tales variedades sino selo
la coincidencia en primer orden con respecto a €, En tales casos, es preciso
trabajar con la funcien de Melnicov de sequndo orden ( vease un ejemplo en (14)),

crdenes sucesivos |

NOTA 2 En el caso en que Hl dependa explicitamente del tiempo, no hay
conservacien de la energia y las variedades estable e inestable puede cor-
tarse transversalmente con respecto al espacio de fases total En este caso
puede aplicarse tarbien la funci< de Melnikov, y no hace falta -quitarle* una

ecuacien a (6 2 15) (vease, por ejanplo; (6) 0(39)).

NOTA 3 EJEMPIOS . el ejemplo original de 2rmold (6 ) es el siguiente:

Hgp.o I.8) = (1/2) (p2 + I2) +e(cos g=1) (1 + u(sens + cos t))
(6.2.20)

con u<<e<<l, Siu=-0, cada toro del tipo T = {(q,p ¢,I, t)~ ¢=p=0, I = w}

es un toro 2 dimensional invariante asociado a (6.2,20), con variedades in-
variantes W = W = wg = {{a,p/0 I,0) t Flq,p) = (©°/2) + elcos g-1) =0, I=w}

con flujo asociado dado por

L (t)= + 2arcootal-sh 1) , P (B)= £2/6/ch 1 ,6° (1) = 6°(0) + wit — t0),

I(t) = w, cont= /(s %) | Ia funcien de Melnikov M(o”,t=04 (0° £%) i, (o0 £°

vale (vease (49)) .
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o« 1 0 27w coscbg

o

My (g £)

0 0
0,0, _ 1 0 . sent =
M, (7 ,t7) = [ FH} (xg(e=tD),00 at = 2 Z8F rovey * “’ff 8, + wdy

(o]

que tiene ceros simples para 0 = , ¢0= (n+ (1/2))W, mmne?, con lo
que, al cumplirse todas las hipdtesis A-D, posee cadenas de transicion con.

teniendo a cualquier toro invariante de TZ .

Cbservese que la expresion de M aparece el factor multiplicativo
1/senh (ww/2/€)(1/2) exp(wF/2/€) , con lo que variedades estable e inesta-
ble correspondientes a distintos © os de transicion TZ,. T(; se cortaran
transversalmente si M2(¢O,t0) = w - & (vease la expresion(6 2 15)), o sea,
si w-W~expl(-wr/2ve) . Ademas el angulo de corte entre variedades tambien
sera del orden de exp(wi /2/g)= exp(wiT/)), siendo A el "angulo” entre la
variedad estableyla inestable en T , para = 0 (vease la Nota 6 del aparta
do(4 .3)) .De hecho, hay una conjetura de Simo(70), que establece que esta de-
-b

pencdencia del angulo con respecto a ), es siempre del tipo Clkaexp(cz)\ ), con

ax0, b>0 [ puedenverse algunos calculos a este respecto en (16), (28)),, Por

ultimo, digaros que en (6,2 ,20) aparecen dos parametros € J de manera que si
),L = 0, H es todavia integrable, y es del tipo de la forma normal del aparta.
do(4 2} , con lo que existen 1toros de transicion ldinensionalés , Gue no apas

recen, en cambio si e=Wk= 0,
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Como otxro ejemplo, mas cercano a nuestro caso, podemos considerar el ha-

miltoniano

H(q/pr.¢11¢21:[1712) = (P2/2) - COosqg + (132_/2) + (13/2) +
+e/2 [(21) Y2 sens - @2 + ((21)Y? sengy- 9% 6.2.21)

Sl‘ e= 01 Cada toro TO« = {(qpprd)l :¢2 .IleZ) :Il:' al, 12= az: q = t‘“y p=0}

. . v .0 .
es un toro invariante con mostachos Wz =W, = {(q,p,q>1 ,¢2,Il,12) s

Fla,p) = (p>/2) - cosq = 0 I,=a }y Flujo asociado x°(t) =

179 - 157%
@@ 22, o2e),1%(t)) dado por

0 0 0

(1) = o, o (E)=62(0)+a t, =1 2
2 0J() ocjo, d>3( );d)J( )+OLJ ,J=1,
La funcien de Melnikov Ma(d>l ,d>2) = M(¢") = (Ml(cb ')/ M, ($7)) v1ene

C(t) = 12 arctag(sht) , p'(t) = 2 secht, I

dada por

[+ <]

0 .0, _ 0 _
Ml(¢>l ,¢>2) —/ {Il ,Hl} (x"(t),0) at = 2 (2al)

-

1/2 coseh (rral/2) sen ¢~(1)_

ol

o 0, _ 1., 0 o 1/2
M2(¢l,¢2) —/w {FH}(x (t),0) dt = Ezal).

0
'l sech (Wul/2) sen ¢>l +

OLl
+ (2a2) /2 oy sech (\Toc2/2) sen ¢g‘]

( E1 cxlculo de estas integrales puede verse en (40)) , con ceros simples para

ég =mnT, ¢g =nT, ‘fm,n , con lo que, al cumplirse tambien las hipsétesis A-D

posee cadenas de transicien conteniendo a cualquier toro de transicien 'I‘Z

asociado a (6 2 21) .

NoTA 2 Si d =1, esto es, el hamiltoniano H del teorema tiene dos grados
de libertad , ©s toros invariantes son unidimensicnales y son por tanto,
erbitas pericdicas con variedades invariantes 2-dimensionales, En tal caso
trabajando con una aplicacion de Poicare adecuada (vease (39) ,(41)) , pue-

de aplicarse los resultadosde Smale (74), y Moser (56) e incluir un shift
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de Bernoulli camo subsistema, cerca de un punto hamoclinico transversal, Ademas
en tal caso el hamiltoniano H es no integrable, mas precisamente, no existe
ctra integral primaria analrtica independiente de H (vease Moser (56)),

En estos casos, la integral de Melnikov se revela camo una herramienta efi-
caz para detectar la no integrabilidad (vease (13) ,(41)) , El caso d>3 no

esta estudiado en general, en lo referente a la inclusien de shift como sub-
sistemra, aunque existen alcunos resultados parciales garant;-izando dicha in-
clusien ((27),(39)) . De todos modos, parece plausible la tesis de no inte-
arabilidad en el caso de interseccidn transversal de diferentes variedades
invariantes A debido a la densidad de orbitas periedicas de periodo arbitra-

riamente grande ( vease (40)) cerca de las orbitas hamoclinicas transversales,

dado lugar a capas "cacti(as” .
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CAPITULO 7

GENERICIDAD DE LA DIFUSION DE ARNOLD

7.1. El concepto de genericidad en sistemas hamiltonianos .

Dado un conjunto S de objetos matemiticos, es de préactica camlin el
comenzar a clasificarlos en dos tipos: usﬁales (regulares, no degenerados,
...) e inusuales (singulares, degenerados,...). Una manera de hacer esto
consiste en atribuir una medida al conjunto S, y considerar como conjuntos
inusuales a los de medida cero, y camw usuales a los de medida total. Otra
manera es introduciendo una topologia en S, y considerando usuales a los

subconjuntos residuales de S:

DEFINICION. Sea S un espacio topolSgico. Diremos que un subconjunto G de
S es residual si es interseccidn mumerable de subconjuntos abiertos y den-

sos en S.

Por ejemplo, el conjunto de los nimeros irracionales es residual

enR. Diremos que S es un espacio de Baire si todo subconjunto residual

es denso en S. Asi, si G es un subconjunto residual de un espacio de Bai-
re S, en todo abierto de S encontramos elementos de G. Todo espacio topo-
16gico "decente" es un espacio de Baire; asi, por ejemplo, todo espacio

homeororfo a un espacio métrico campleto es de Baire ((65), seccidn 2.2).
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DEFINICION . Una propiedad P sobre un espacio topolSgico S se llama gené-—

rica si {xeS : P(x) } contiene un subconjunto residual de S.

Nuestro préximo objetivo consiste en introducir una topologia en la

categorfa de sistemas hamiltonianos, de manera que podamos aplicar estas

dos definiciones a propiedades concretas de sistemas hamiltonianos y poda-—
mos discernir si son o no genéricas, es decir, son o no "tipicas" de los
sistemas hamiltonianos . Obsé&rvese que ningiin hamiltoniano particular pue-
de ser declarado genérico, sino s6lo ciertas clases de hamiltonianos po-
dré&n ser genéricos. Ademis en muchos casos es diffcil establecer que un ha-
miltoniano éoncreto pertenezca a alguna clase genérica de hamiltonianos
(aunque perturbandolo ligeramente, si pertenecerd. Digamos, por Gltimo, que
la genericidad o no de una propiedad dependerad de la topologia introducida,

por lo que &sta habrd de ser especificada en cada caso.

Sea (M,f) una variedad simpléctica 2n-dimensional. Dada una funcidn

c H:M + R, construinmos su campo hamiltoniano asociado Xy de clase

Cr_l, de manera Unica mediante
Q(m) (XH(m), v) = dH(m) v meM, veTmM

Si H es otra funcién C* tal que H-H sea una funcidn localmente cons-

tante (constante en cada camponente conexa de M) entonces el campo asccia-
do Xﬁ coincide con el campo anterior XH Con el fin de establecer una co-

rrespondencia biunivoca entre hamiltonianos H y sistemas hamiltonianos XH
’

introduciremos en C- (M JR) la relacién de equivalencia:

frg & fg es localmente constante,
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y cada elemento de Y* = M) = ¢ (MR) /v lo llamaremos un hamiltoniano

normalizado ((47), p&g 11).A menudo designaremos un hamiltoniano normali-
zado dando un representante de la clase de equivalencia; si M es campacto
podemos normalizar H imponiendo, por ejemplo, que su valor minimo en cada

componente conexa sea cero.

Definamos a continuacién la topologia c’ de Whitney (2<x <) scbre
el espacio de hamiltonianos normalizados sobre la variedad simpléctica

(M,90).

Como el conjunto de funciones localmente constantes es un subespacio
vectorial de C- (M,R) (respecto a suma de funciones y producto de una funcifn
por un namero real), J&r e@s un espacio vectorial en el cual introducimos

la topologia generada por la base de entornos del cero:
Viey,e-erg) = (FCTMR) & |IDE® ]| < e, (x), xeM, i=1,...k
con ey MM —>]R+ continuas, i=1,...,k, con keN, l1g<k<r.

Las derivadas Df,... ,Dkf Y sus normas asociadas en un punto xeM

son evaluadas con respecto a una métrica de Riemann fija (recordemos que

M es orientable, al ser (4,2) simpléctica), pero escogida de manera arbi-
traria. Si ge cr (M,R) , los elementos de su base de entornos son del tipo
g-T V(el,. .o ,ek) . Con la topologia generada por esta base de entorhos, es
inmediato comprobaf que I, ¥ es un espacio vectorial topolSgico Haussdorff,
y puede camprobarse ademis que es un espacio de Baire (ver(52)), con lo

que todo subconjunto residual de ;},(,r es denso en Jl,r . En el caso en que

. . . <+,
M sea una variedad compacta, las funciones continuas ei:M R, i=1,...,r,

-
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pueden ser reemplazados por constantes h =(1/n) i=1,__,r, n3l, vy J&r se
convierte en un espacio de Frechet, con una topologia metrizable dada por

la distancia

r 1|05 () (9 ||

dist(f,g) = I max .k K
21 xep 2 1+||D™(£-a) (x)|]

. . r .
que es en realidad una norma sSi Ir< «, €n Cuyo caso ¥~ es un espacio de Barrach

Podemos hablar ya de propiedades ct genericas, en el sentido de cue

el conjunto de hamiltonianos que las curmplan, sean subconjuntos residuales

de ¥F. As¥, por ejemplo, si llamamos punto critico recular a todo punto

critico de un sistema hamiltoniano X, tal que ((1), pag 580)
a) 0 no es un exponente caracteristico,
b) Si A es un exponente caracteristico con parte real nula, entonces
tiene multiplicidad 1,
c) si A,v son exponentes caracteristicos con parte real nula y parte imagi-
naria positiva, entonces k\ + ksu# 0 si k| + k)| »1, ky ke
y si decimos que un hamiltoniano H tiene la propiedad (H}l) si todo punto
critico es recular, entonces puede verse que la propiedad (H1) es ct _generica
para v21 (vease ( 1) pag 59),

Observemos que, en particular, todo punto eliptico de orden (al menos)
N, para cualquier N&N, es un punto critico regular (vease(4,1,4), v que las
prepiedades a) ,b) son consecuencia de c¢). De hecho un punte eliptico de orden
(al menos)N, para cualquier NeWN cumple (K,a) # O, Vkezn, k#0 , condicien
mas restrictiva que a),b) ,c). En el apartado siguiente veremos otras oro.
piedades genericas de sistemas hamiltonianos, relacionadas con los con_

ceptos introducideos en los capitulos anteriores,
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7.2. Alounas propiedades genexricas de sistemas hamiltonianos

Sea (M,Q) variedad simplectica 2n-dirensional, fija en este apartado,

DEFINICION  Llamaremos J{,i = JL;(M) al conjunto de hamiltonianos norma-
lizados HeM™ (M tales que existe un punto eliptico meM de orden (al
menocs) 2 de Xy

Asi, m tiene sus exponentes caracteristicos asociados del tipo

n, todos distintos entre st .:

1 AR M

AL = tia,, a,€R, j=1
J 37 3
oy #0, 3=1,..,n, o # oy i#5, oy # o; 1,3=1,. ,n,

o0 alternativamente

n n
Zkoa,#0 si 1< I

k.|<€2, k.e %
j=lj J J__ll J|\ "3

que es la condicion que aparecia en (4:1 4)
PROPOSICION Si M es compacta, M:(M) es abierto y denso en J,F (M) , 32

DEMOSTRACION  Sea grc}l,r(M) el conjunto de hamiltonianos normalizados

H tales que el hessiano DZH (m) de H en cada uno de sus puntos criticos
(DH(m) = 0) es no degenerado ( det(DZH(m) # 0). Entonces el conjunto de
tales puntos criticos de un hamiltoniano He 5,r es un conjunto discreto
(vease (51) pag 8), y la teoria clasica de Morse nos dice que %,r es abier.

to y denso en X, T (53)
<S¢ HEJQ(M) , existe méeM punto critico de H, tal que los exponentes

caracteristicos de XH en m son del tipo 1‘iozj j=1, ..,n, todos de multiplici-
dad 1, Si H' es otro hamiltoniano Cr_suficientemente preximo a H, sus expo-.

nentes caracteristicos A4 en un punto m' preximo a m, donde dH'(m') =0
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tendran todavia todas sus partes imaginarias distintas puras: si >‘n= a + io 'n,
~con a # o, entonces —An, Xn' -X,, son tarbien exponentes caracteristicos
distintos de los restantes, con lo cual tedriamos 2n + 2 exponentes caracte-
risticos, lo cual es absurdo, Asf, J ;(M) es abierto en¥ (M) Para acabar
la demcstracion, basta probar que Mi(M) es denso en T, es decir,que todo
elemento HO & g}r puede aproximarse arbitrariamente, en la topologia ct , por
elementos de JL; (M). 81 Hy e%r, y por ser M compacta, existe m& M, donde
HO alcanza el minimo, siendo su hessiano en m no degenerado; y por lo tanto,
definido positivo, con lo que m es un punto estable( vease(1l),pdg 207)

y por tanto los exponentes caracteristicos de X, enm son todos imaginarios
0

puros (si existiese alguno con parte real negativa, existirie su opuesto,
con parte real positiva, y m no podria ser estable), Si los exponentes
caracteristicos de XHO en m son simples,H eJ&i(M) , si no, podemos encontrar
chléi(M) arbitrariamente C'_preximo a H, con los exponentes caracteris_
ticos de Xpenm simples ., c g 4,
1
Si m es un punto eliptico de orden (al menos) N de un hamiltoniano

Héjﬁi(M) ,con N>4 rxN + 1 su forma normal de Birkhoff, en un entorno

de m, es del tipo (vease (41 5) .

n n
( ) = £ a.,r.+ L o,.r.xr.+ . .+Y' 721
Yy 9P P B NP S B IR Y iy () (7.2 1)
2 2 . ,
con r = (rl',_. ,rn) , 2rj = qj +pj j=1,..,n, estando univocamente deter-

minada, En estas coordenadas simplecticas (q,p) , H se escribe como

N+1
H(q,p) = H(m + ygla,p) + ollq| + |p|) Jal + |pl =0 (722
icul 1 vectora= ‘ 1 =
En particular, el vector o (al,._,ocn) y la matriz A (aij)l<i,'j<n';

correspondientes a los términos de primer y sequndo orden de la forma
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normal de Birkh~ff asociada a H en m  estan univocamente determinados por
el germen del hamiltoniano normalizado H € J4© (M) , es decir si H & Cr('M';[R)
y existe V entorno de M tal que H.H, sea constante en V, entonces la forma
normal de Birkhoff ascciada a H, en m es exactamente (7 2 1), donde apare.
cen a,A,

Sea ahora x%e Z’n, con 4« |k0|<N . Mediante un cambio ‘polincmico de
variables , en un entorno de m, la forma normal de grado N de H con respecto

a k0 es del tipo

{2 (xy) + ...+ l (x,y) (7.2.3)
con 1 xy) = 2 c, 22" Ls={(z'in)e712n: pm =%, jez,
(2,m L 7
S
lg‘l + !ml = S} y Z = (Zl revwe rzn) 14 Zj = Xj + lyj j=1l'0'n
Recordemos que si 2g<sg |k0| = M, entonces L_ = {(2,2)62211}, y
1"(2) + oL+ T(M-'l) = Yy_1 , €S decir  la forma normal de grado M-1 de H con

respecto a k0 coin cide con la forma normal de Birkhoff de H de orden M-1.
los terminos "resonantes» de (7.2,3) ( Cim #0 2 # m, aun no han aparecido

. o -1.6 -
Vimos en (4.3 5) que haciendo el carbio canenico Zj = /ere 5 j=1;., ,n

I‘(M) se escribia ccmo
™ o =1 ) + T (5,1 €724
con F(ZL) (r) = 2° l% CmrJL , I=(M/2) (este termino selo aparece si M es par)
y 1™ = 22 * 72 o (00 6)-b) (7 2.5)
(2L) ~ (M)

r es un termino mas de la forma normal de Birkhoff si aparece, y T

es el texrmino "resonante-  Ast, (7.2,3) hasta orden M es del tipo

(2) (M) (M

S R I A TN
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Recordemos que para cbtener (I‘(2)+,,.+I‘ (M))(x,y) , hemos hecho un cambio

-~ polincmico de variables (q,p) + (X,y), cancnico, siendo su funcien generatriz
Wap = @+ T d,¢3"  con 5 =qsy. I,..n,
PEEE 3
para determinar I (™ (6,r) univocamente, impodremos que d, =0, si
(2 oy Ls(ko) = {(,z,m)e-,zzn :Q—rﬁ:jko, je2 , |2] + |m|=s-} para 3<s¢M,
Ast la funcien generatriz del cambio sera
M )

wiq,y) = (q,y) + T T - 0. @
s=3 (%, m)e,th(k )

S.=9. + iy, j=1,..n 7.2.6
con S.= 4y + iy, i=1,..; (7.2.6)

viniendo el canmbio de variables (g,p) — (x y) dado por las ecuaciones

W oW .
X. = a— ( r = (qr v =1r 'Ino
37 oy, @Y PiT o (@Y 3 :
J J
Si H se encontraba ya en forma normal de Birkhoff hasta orden M, no es
dificil camprobar que si hacemos un cambio canenico de variables generado

por la funcien W de la forma de (7 2 .6) ', para encontrar su forma su forma

(2) 29 , esta coincide con H, -

normal de orden M con respecto a ko, r +.,  +7T
es decir, en (72 6) 4 =0 para 3<|2]+|m| M (usense las igualdades

(4.28))

DEFINICION Llamaremos Jé"z“ = 35 al conjunto de hamiltoniancs normalizados
HeX ™ (M) tales que existe un punto eliptico meM de orden (al mencs) 4 |
curpliendo

i) Gys.e,0  SOI inconmensurables, ’
ii) dado >0, existe ke 2%, [k°| = M>4, con kg #0, ym.c,d(kg,.,,kn) =1

cumpliendo
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0 i 0,0
a) |(a,k )| <4p| I oa..k; ki
’ i,j=l 131 )

b) a#0en (7.2.5) , al hacer el paso a forma normal de orden
M con respecto a ko, usande una funcion generatriz del tipo de (7.2,6)
iii) det (aij)lsi,jsn_l #0
(aj, (ocij) vienen dados por los terminos de primer orden y segundo orden de
la forma normal de Birkhoff asociada a H en m).

Comentenos esta definicion. Los hamiltonianos HéJLJ(M) satifacen las
hipotesis del teorema scbre conservacien de toros de transicien del capitulo 5
con lo que en todo entorno de m existen toros de transcidn n.1 dimensionales .
Notemos que en ii), para cada p >0, existe k0 = ko(p) cumpliendo la propiedad
a) , con lo que al tomar entornos mas pequefios de m, ko, en general, variare,

Se trata de ver que, genericamente, en el entorno de un punto eliptico
se satisfacen i),ii), iii) , con lo que existiran los toros de transicion n-1
dimensionales ya citados, Observemos qué, debido a la condicion i) , mes un
punto eliptico de orden N, para cualquier natural N, con lo que en particular
Wy el

PROPOSICION léz(M) es residual en Ml(m)

DEMOSTRACION Sea g, (M c (M el conjunto de hamiltonianos normalizados
N 1 J

Héj@?(M) tales que existe un punto eliptico m de orden ( al menos) N,
Ast si Aﬁ =1 iaj, =1, ..,n son los exponentes caracteristicos de X, enm,

se curple

n n
I a, k. #0 sil g |k, <N, K e¥%
jop 101 j=1 1 i

Fijemonos que a5 M = J@OI(M) . Claramente gN(M) es un abierto de JL?(M)

[+ 3}

para N>‘2-. Sea g (M) = M gN(M) . Es conocido ( vease (47), pag 41) cue
N=2

- 123 -



g (M) es denso en a5 (M) = JL:(M) , con lo que cada gN(M) es denso en M:(M) .
y g,(M es residual en M‘I(M) . Los hamiltonianos He g (M) son precisamente
los que en algun punto eliptico m, cumplen la propiedad i) . Para prcbar que

[+ o o<
]ZJQ es residual en 521 prcbaremos que %2 es abilerto y denso en gg. ,
Sea Heg (M), Sea p>0 arbitrario K Veamos cque existe koé n, lko |-= M24

con kg # 0 cumpliendo a) , 1o pmbarerros por reduccion al absurdo. Si

para cualquier koe Zn, con kg # 0, se curpliese la desigualdad
n

k) 240 = oKD KI|,
it Mo
entonces, para cualquier r = (rl )T )6Qn, r. =q./p conr# 0, se
= 'n i i n
cumlira 4
n n
|[(e,x) | >4pp| £ .. xr.r.|>4p] I a,.r r|
I

y por densidad de Qr1 en]Rn, se cumpliria
n

(o x) | 24p X G.. X. X.

@280 T oy x]

para cualquier x& R® con x # 0, lo cual es absurdo: si no, para cualquier

v eR’ con v, #-:0  y cualquier \éR , A >0 tendriamos, escribiendo x = Av

n
l(oc,v)|>4p>\]i§=1 % 5 Vivjl YA>0 v #0

de donde A = (cxij) =0 .Ast , amenos que A = 0 , existe koezn con kg;éo

tal que se cumple a) con mcd(kg,_, .,kg) =1, Si Ikol = M>4 ya esta, si no
considerando a ko como un numero racional cumpliendo a) , podemos encontrar
0 .n . 0 _ 1.0 0 0 '
otro k'¢ 2 cumpliendo a), con k) #0, M= k| >4 y m.c.d. (ky,e.ork)) =1,
Una vez encontrado ko ( si A#0, consicion densa y abierta en g, (M),
buscamos su forma noxrmal de orden M con respecto a ko , usando una funcien

generatriz del tipo de (7.2 6), cbteniendo (7,2 4). El que a sea no nulo

es una condicien densa y abierta en g (M) | Por wltimo tarbien la condicien
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iii) es densa y abierta en g (M), con los que Jé;(M) es denso y abierto en
g, (M. Camo g (M) es residual en Mi(M) , entonces J@;(M) es residual en

]L’,;(M) . c.q.d.

DEFINICION Sea Pl la propiedad siguiente ¢ Existe un punto eliptico m
de un hamiltconiano He Cw(M, R) con frecuencias asociadas Oy om0 g /0
de manera que para cualquier v >0 existe un entorno V de m (de radio

§ = cx(\)4) ), tal que en Vv, el sistema correspondiante al hamiltoniano H,
posee toros de transicion n-1 dimensionales T,r oon flujo lineal de fre.
cvencia w = (W, .. 'wn—l) , para cualquier -1 con ™ L..ozil {v, tal que

‘-— (D"l)

[ (k,w) | 2vlk para cualquier ke, k#0

Esta propiedad la cumplen precisarente los hamiltoniancs de MOZU(M) .

COROLARIO  La propiedad P, es generica en 3&? (M) , 81 M es compacta, la
(o ¢]
propiedad P, es generica endl (M) |
Nuestre preximo cbjetivo, y de importancia crucial para probar la
generalidad cde la difusidn de Arnold, es probar que los hamiltonianos de
M.;(M) que tienen una erbita homoclinica transwversal dentro del nivel de

energra, forman un conjunto residual en JL;(M) .

DEFINICION Llamaremos 1{,3 = 340; = M;(N) al conjunto de hamiltonianos
normalizados H GJ&;(N) tales que existe un toro de transicien T (n-1)-di- |
mensiocnal cuyas variedades invariantes asociadas WST, WHT se cortan trans~

versalmente, con respecto al nivel de energia de T, a lo largo de una crbita

asociada al hamiltoniano H. Dicha crbita recibe el nombre de erbita homocliv

nica transversal que vade T a T,
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PROPCSICION Jé:(M) es abierto y denso en :Ig;'(u)'

DEMOSTRACION Sea H CM;(M) . Entonces, al curplirse los puntos i) ii),
iii) de la definicien de ]@;(M) , Se curplen todas las hipotesis del teo-
rema de conservacion de toros de transicien ( vease(5 2 10)), con lo que

si fijamos un entorno de radiop>0 de un punto eliptico ms M con exponen.
tes caracteristicos all;. 0 cumpliendo i), ii), iii) , entonces para cada
v>0, existe §(v) >0 tal que en un entorno de radio § de m, el hamiltoniano

H posee toros de transicion (n.l)-dimensicnales TB’ con flujo lineal de fre-

cuenciaf para cada Bev)<Q, donde {) es un entorno abierto de (al ,_. .. 'an-l)
en an'l y ©(¥) es un conjunto cantoriano que llena § salvo un conjunto de
medida 0O(v) = Of dl/ 4) . Ademas, conocemos aproximadamente la expresien de las
variedades invariantes Wz ,w‘é asociadas a T,, gracias a la expresion de H

en la forma normal de (4 3 6), hasta orden M, donde M = |k°| , con k° cum
pliendo la condicion ii) a) de la definicion de j[; (M) . Vemos que Wz' W‘é

tienen interseccien no vacia, Por ello cbservemos que si consicderamos H como
H=T + P}‘H—l

™) la forma normal de H hasta orden M con respecto a
o wm vespelo a 0
k~, entonces existian'' toros de transicion TB , con frecuencia lineal B y

variedades invariantes asociadas W’Z . WBU,O = Wg , Cr_pr@dms a las co_

siendor=I‘0+l"

rrespondientes a H, ya citadas arriba, si B' estaba preximo a B. Los toros
'I‘g , tenian por ecuacien I = I;, ¢>n = ¢;‘1, en coordenadas (¢,I) validas en un
entorno de m,A con II’;, ¢>;“1 dependiendo de B' |

Fijemos (da;; ’ II’;) para la frecuencia B correspondiente al toro TB y en la
hipersuperficie de nivel gt (h), consideremos la hipersuperficie de seccion

Zh ={(6I) - ¢o_=1¢ ;}m H‘l(h).

n
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ain

(vease (64)) con coordenadas simplecticas q)l, Ve "¢n’ Il""’In-l'

si #0 en ):h, Zlh sera una variedad simplectica (2n-2)-diemnsicnal

En I _definimos la correspandiente aplicacicn de Poincare P, que

h

sera una aplicacien globalmente canenica (12) del tipo
o; *o; + Yi(I) + (1)

(1)

Ows1
i=1,.., ,n1
I; »I; + Oy

no definida para (¢1,,. b I, .,.,In_l) sobre la variedad estable asocia-

n-1-

da a T, , es decir, no definida scbre el toro (n-1) dimensional que

Figura 7.1,

llamaremos cm Zh_Ana'logamente, P'I'llno esta definida scbre un toro (n-1)-di--

mensional FIBJ. Para cualquier toro(n-1)-dimensional T'C Zh proximo a TS  dis

’

junto con r° se cumple la propiedad de la interseccion efectiva, ya citada
B : ,
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en el apartado 3.4.°:
Phl“n ' es no vacio

( de hecho, esta interseccien contiene al, mencs algebraicamente Zn;lpuntos
de los cuales n+l al menos son disjuntos geometricamente | (12) Ap, 33)
debida al caracter globalmente canenico de Ph '_ De aqu¥ podemos afirmar que
rz,r‘g tienen interseccien no vacia, En efecto, sup&ngamos que I‘Z n I‘g =9 .
Entonces | por ser ambos corpactos | dist (FE ,I‘g) = d>0, Escogiendo ahora
I' toro (n-1)-dimensimnal suficientemente preximo a I' de manera que
dist (rz Tg) < (d/2), dist(p;_,phr) <(&/2) (T es wn toro de transicien)
se cunple que édste xeTn PhI‘ . Pero entonces dist(I‘-g _I‘g)< dist(I’-Z x) +
+ dist(x,Tu) <d, lo cual es absurdo,

Asr en un entorno suficientemente pequerio de m, 1“2 N 1“181 # ¢
con lo que Wg Wg se ccrtan al menos a lo largo de una erbita, o dicho de
otro modo, la funcien del Melnikov Me(cbl v le _¢n) tiene ceros. El que estcs
sean simples o no , depende solo de que det DMB(dJl " °-’¢n_l) # 0 en esocs
ceros, condicien claramente abierta y densa, con lo que si el hamiltoniann
He j@ ;(M) escogido no satisface esta condicion de no degeneracien puede ser
aproximado de manera arbitraria por hamiltonianos H ¢3, 5(M) . En definitiva,
hemos probado que J{, o;(M) es denso y abierto en ;(M) .

Como consecuencia de las tres ultimas proposiciones, cbtenemos por fin
el siguiente

TEOREMA Sea M una variedad sirplectica 2n.dimensional Entonces si n>2,

en QET(M) (0 enb”(M | siMes compacta) la difusion de Arnold es generica,
Mas concretamente, la existencia de cadenas de transicion es generica en

AT (oen W, siMes compacta) , si n>2,
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DEMOSTRACION ~ Sea He ¥ 3(M) | Entonces existe un toro de transicion T(n1)
dimensional cuyas variedades invariantes W°T , W' se cortan transversal.
mente dentro del nivel de energia dT: Coro 36 S ¢ W5 | existe una fami-
lia parametrizada por un conjunto cantoriano (n-2)-dimensional( vease el
comentario al corolario del apartado 6.2) si se cumple la condicidn tec-
8“"‘)n_l : o .

ni ﬁn—:l # 0del teorema del apartado 6.2, condicien abierta y densa
en Jé:(M) . Por tanto, debido a que n>2, en un conjunto abierto y denso
en ?{‘; {M) , existen cadenas de transicion, ya que existen toros de tran.
sicion T' arbitrariarente proximos a T con lo que las variedades de los
diferentes toros tambien se intersecaran_ Como @(M) es abierto y denso
en J&;(M) , Y como Jé‘;(M) es residual en Jéz(M) , la existencia de cadenas
de transicion es generica en J@?(M) . Si M es compacta, I, olo(M) es denso
abierto en I, (M) , con lo que la existencia de cadenas de transici6n es

generica en JL 7 (M) .

NOTA 1 La existencia de cadenas de transicien para un hamiltoniano es-
pectfico puede ser efectivamente comprobada sicuiendo los pasos descritos

en los caprtulos anteriores, ya que hemos hecho una demostracien cons-
tructiva, Asi dado un hamiltoniano H  estudiartamos su forma normal en

su entorno de un punto eliptico con el fin de ver si existen toros de tran-—
sicién (n-l)-dimensionales, cuyas variedades se cortaran transversalmente
si la funcion de Melnikov asociada tiene algum cero simple, De todos modos
los calculos necesarios para calcular la forma normal y la funcion de

Melnikov son, en general, muy costosas.
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NOTA 2  Si encontraros una caderia de transacz.crn Tl’ . _,Tk de longitud > d,

es decir | dist(Tl 'Tk) > p, entonces Tl no'es p- estable (vease apartado 3.5))
[n el proceso de construccion seguido enesta memoria, buscamos dichas cade-
nas de transicien en entornos de puntos elipticos | El gue exista una cadena
de transicicn en el entorno de un punto ‘eliptico no significa que este sea
inestable ( Liapunov) , Por ejemplo, todo maximo o minimo relativo de un ha_
.miltoniano H es un punto eliptico estable, ((1), pag 207) , Sin ermbarco la
existencia de una cadena de transicion de longitud >d en una hipersuperfi-
cie de nivel, indica que en esta, hay erbitas que s-;e distancian de los toros

..de transicion al menos una distancia >d,

NOTA 3 Para sistemas casi integrables de hamiltoniano asociado HO(I) +

+ €Hy(¢,I €) , una tecnica anzloga a la usada en esta memoria, esto es, bus-
cueda de lé forma normal adecuada ( en un entorno de un toro dado) que
garantice la existencia de toros de transicien (n 1) dimensicnales, y cal.
culo de la interseccion de las variedades asociadas mediante la integral-de
Melnikov, parece plausible con el fin de poder detectar separaciones grandes

de la variable I A para €#0, que era constante parac=-0 '.

- NOTA 4 Para n=2, no teneros, en general, cadenas de transicien, es decir,
interseccion de variedades correspondientes a distintos Itoro.c; de tranéicioh
(vease el comentario del apartado (6 2)) pero st interseccien transversal de
variedades invariantes estable e inestable WZ ’ Wg asociadas a toros de tran- _
sicien unidimensionales Vg €S decir, orbitas pericedicas. Fijado el nivel de
enrgia h de YB' y escogiendo una superficie de seccien Zh en un punto péYB
obtenemos una aplicacion de Poincare asociada P. Y"h > Zh' difeomorfismo

conservando drea, con P punto hiperbolico con curvas invariantes asociadas
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S _ u_ o u

cy = WZn Ly, Cg =Wgn T,
he Es conocido (74),(56) ,(2) , que cerca.de q,; existe

N >0, existe un conjunto cantoriano A scbre el cual PE es hameanorfa al shift

que se cortan transversalmente . en. general, en un

punto hamoclinico q&

de dos simboles, Mas concretamente, si llamamos S(m) = {0,1 m-1} ,

F ooy

B(m) = S(m’= {s=(s)) tales que s, &S(m) , ie3} y definimos o:B(m) +B(m)

ie2’

mediante s = (si)r——aos= ((cs)i) con (os)i =s;,1 1€%, entonces el sistema

(B(m) ,0) recibe el nombre de shift de Bernoulli de m simbolos , E1 teorema de

puntos homoclinicos de Smale y Moser establece que para cualquier entorno:
abierto V de q, existe un entorno abierto UcV de g, un entero N>1, y un :
imbedding ¢: B(2) -+ U tal que A = ¢(B(2)) es un conjunto cantoriano invariante

y tal que Pgocb = ¢og. En tal caso se dice que existe movimiento casi aleatorio

cerca de q.
Como hemos visto que la interseccien transversal de variedades inva-

riantes es generica, de pasada hemos probado el

COROLARIO Sea M una variedad simplectica 4-dimensional , Entonces en J :(M)
(oen XM , siMes compacta) la existencia de movimiento casi aleatorio
es una propiedad generica,

En particular( vease (56), (80)), de agu¥ se deduce que no puede existir
otra integral priméra analitica, independiente del hamiltoniano, definida en
un entorno de la e'{:bita periedica hiperbolica, si existe m\{iigiento casi alea-

torio
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