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CAPITOLO 1 

E>TnRODüCCION 

Dentro de los sistemas dinámicos, y en particular, de los sistemas 

hamiltonianos, la integrabilidad de un sistema y la estabilidad de las ór­

bitas asociadas a dicho sistenia, son propiedades fundamentales para enten­

der el corportamiento de los diferentes fenánenos de la natiaraleza que pue­

dan modelar. 

Concretamente para sistemas hamiltonianos, bajo condiciones generales 

que se detallan en el capítulo 2, un sistema hamiltoniano integrable tiene 

asociada una función de Hamilton del tipo 

(<Í>,I) = (<i>^,...,<i>^, l ^ H Q ( I ) , 

es decir, independiente de las variables angulares 4 ) ^ , . . . ,(¡)̂ , y dependien­

do sólo de las variables de acción, y cuyas Órbitas asociadas son fácilmen­

te calculables. 

En general, los sistemas físicos no son integrables, aunque en muchas 

ocasiones están próximos a ellos, en el sentido de que podemos asociarles 

ijna función de Hamilton del, tipo 

H((J),I,e) = HQ{I) + eH3^((}),I,e) 

siendo e un parámetro pequeño. El ejertplo quizás más conocido de tales sis­

temas, llamados sistemas casi-integrables, lo constituye el sistema solar. 
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• Estos sistemas, si e = 0, son'de fácil-resolución, obteniéndose que 

toda Órbita se encuentra contenida en un toro n-dimensional de ecuación 

I = constante. Nò ocurre lo mismo si e ̂  O, ya que en general no son inte­

grables , aunque como ya fue enunciado por Kolmogorov hace casi treinta 

años, sabemos que la mayoría de los toros n-dimensionales que existían pa­

ra e = O, continúan existiendo si e es sufucientemente pequeño. i\sí, si e 

es suficientemente pequeño, la mayoría de las órbitas se encuentran en toros 

invariantes n-dimensionales (para una formulación "precisa, véase el apar­

tado (3.4)). 

Sin embargo, el corportaraiento de las órbitas, llamémolas "irregulares", 

que no se encuentran sobre tales toros quedaba como un problema abierto, 

en el sentido de que no se sabía si tales órbitas permanecían cerca de los 

toros invariantes próximos o por el contrario, podrían escaparse de éstos 

y tener lugar por tanto una difusión (véase la figura (3.2)). 

El primero en liacer notar la existencia de esta difusión, para n > 2, 

fue Arnold, con lo que este fenómeno recibe el nombre de difusión de Amold. 

Asimismo. Amold ideó una herramienta para detectar dicha difusión:- el me­

canismo de las cadenas de transición, basado en la intersección transver­

sal de variedades invariantes asociadas a distintos toros invariantes del 

sistema (una ej<plicación detallada de este irecanismo se encuentra en el 

capítulo 5). 

El propósito de esta memoria consiste en mostrar cómo dichas cadenas 

de transición, aparecen , en general, en ciialquier sistema hamiltoniano con 

n > 2 grados de libertad. El método de prueba es constnactivo, con lo que 
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puede ocxiprobarse la existencia de tales cadenas de .-transición en, hamil-

tonianos concretos. La estrategia de la prueba,es cerno sigue. Necesitamos 

5 pasos. 

PASO 1. Construcción de forma normal resonante-T/para un¿,hamiltoni©no , 

dado, en el.entorno de un punto elíptico, bajo condiciones muy. generaiest» 

Esta forma normal es una generalización de la forma .-noriml d^ Guí̂ tavsonijí 

puede, ser hallada tanibién.en el caso de difeotorfíismos sinplécticos. En el 

i^^artado {4.1) se prepara el camino -para didxa-forma normal, que.e^oCalcu-

lada en el apartado (4.2). 

PASO 2. Prueba de la existencia de familias (n-1)-parainétricas de toros 

(n-1)-dimensionales T, invariantes por el flujo asociado a F , de carácter 

hiperbólico, es decir, con variedades invariantes estable e inestable VĴ T, 

coincidentes: vfT = VJ^, en el entorno de un punto elíptico. Esto se 

hace en el apartado (4.3), donde se dan estimaciones sobre la situación 

de tales toros, ángulo entre variedades sobre el toro, y "anchura" entre 

variedades. De paso, tanibién se prueba la existencia de familias (n-1)-

paratétricas de toros elípticos (n-1)-dimensionales, situadas .entre- las-, 

familias correspondientes a toros hiperb61icQs.> 

PASO 3. Persistencia de la existencia de la mayoría fde los toros hiperbó­

licos, al considerar H en vez de T . Además se prueba que los toros Ti que 

se conservan, son de transición, es decir, entornos arbitrarios de puntos 

arbitrarios x eW^T, x é.W^ pueden ser conectados por trayectorias del 

sistema. Este paso se hace en el apartado (5.2) con ayuda del teorema 

KAM. 
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PASO 4. Construcción de la integral de Melnikov para calcular la (posible) 

intersección transversal de variedades invariantes asociadas a toros de 

transición. En el apartado (6.1) se establecen las condiciones necesarias 

para la definición de dicha integral de Melnikov, efectuada en el aparta­

do (6.2), donde también se ej^lica de nuevo, el porqué aparecen cadenas 

de transición para n > 2, en general, y no para n = 2 . 

P;^^ 5. Corprobación de que el conjunto de hamiltonianos para los cuales 

la construcción de cadenas de transición, siguiendo los-pasos 1, 2, 3, ̂ , 

es residual, si n > 2. Aquí es básico probar que las variedades invarian­

tes asociadas a toros de transición se cortan de manera efectiva, así cono 

la existencia de toros de transición suficientemente próximos, para que pue­

da habar intersección transversal entre variedades invariantes correspon­

dientes a distintos toros de transición. El apartado (7.2) está dedicado 

a este respecto. 

Como consecuencia , la existencia, en general, de cadenas de transi­

ción nos.da una medida de la distancia a que puede dejarse una órbita del 

sistema, pudiendo hablarse de inestabilidad global. Además, la intersec­

ción transversal de variedades invariantes da indicios claros, para n > 2, 

de movimiento casi-aleatorio o caótico cerca de dichos toros invariantes, 

así ccitio de no integrabilidad del sistema. Para n = 2, se corprueba en el 

apartado (7.2) que efectivamente esto es así, es decir, en general hay no-

vimiento casi-aleatorio y no integrabilidad, aunque no existan, en princi­

pio, cadenas de transición^ 
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Estimaciones de la velocidad de difusión, especialmente para sistemas 

no hamiltonianos, a los cxaales asociamos un sistema promedio, son tratadas 

en los apartados (3.1), (3.2), (3.3), irtponierdo condiciones geométricas 

con el fin de evitar las resonancias. 

Los conceptos y definiciones básicas se introducen en el capítulo 2, 

donde sólo cabe destacar сою no standard la parte dedicada a subvarieda-

des sirtplécticas. 

El,concepto de sistema promedio se introduce en el apartado (3^1), 

así como el concepto de resonancias en (3o2), con el fin de dar estiiiracio-

nes de la velocidad de difusión en (3.3). 

Los sistemas casi-integrables son presentados en el apartado (3.4), 

así cono el teoroia KAM, del cual más de una versión es necesaria. En el 

apartado (3.5) se introducen los conceptos de difusión de Amold y de 

p-estabilidad toroidal. 

La tarminología de puntos elípticos <(йе orden (al menos) N, así como 

de formas normales es introducida en el apartado (4.1), con el fin de ctr-

tener la forma normal resonante necesaria para el paso 1, y poder estxxiiar 

su corportamiento cualitativo para el paso 2. 

Los toros de transición, y el mecanismo de las cadenas de transición, 

núcleo de esta memoria, y necesarios para el paso 3, son presentados en el 

apartado (5.1). 

En el apartado (6.1) se introducen los requisitos previos para poder 

definir la función de Melnikov, cuya construcción se desarrolla en el apar­

tado (6.2). 
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Finalmente, el concepto de genericidad se introduce en el apar­

tado (7.1), así como se dota de una topología a los sistemas hamiltonianos 

sobre una variedad sinplSctica. La ccsiprobación del paso 5 se hace en tres 

"subpasos" en el apartado (7.2), definiendo tres categorías de hamiltonia­

nos sobre una variedad. 

No quisiera acabar esta introducción sin expresar mi agradecimiento 

al Dr. Caries Simó Torres por la constante y alentadora ayuda que me ha 

prestado durante la elaboración de esta flemoria. También quisiera agrade­

cer a mi esposa Rosalía y a mi hermano Pedro la ardua tarea de mecanogra­

fiado de esta iManoria. 
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C A P I T U L O 2 

S I S T E M A S H A M I L T O N I A N O S I N T E G R A B L E S 

2.1. Generalidades sobre sistemas hamiltonianos 

Toda función real H G C ^ (U) definida sobre ion abierto de U de3R^^, con 

coordenadas (q,p) = ( q^,..,q^, Pi"*'Pn^' define un sistema de 2n ecuaciones di 

ferenciales ordinarias 

llamado sistema de ecuaciones canónicas de Hamilton con n grados de libertad. La 

función H recibe el nombre de Hamilton!ano del sistema (2.1".l) y en los sistemas me 

cánicos clásicos viene dada por la suma de la energía cinética y la energía poten­

cial, representando por tanto la energía total del sistema. Las^ coordenadas q^fP^ 

reciben el nombre de posiciones y mementos, respectivamente, El sistema (2.1.1]^ec 

escribirse en form más corrpacta como 

x= J grad H(x) = X^{K) , (2.1.2) 

dorxie gradH(x)es el vector { , ~Íf ^ evaluado en el 
^1 TI 1 n 

, siendo I la matriz punto x=(q,p) y J es la matriz antisimétrica (_i Q 

identidad sobre lE^. recibe el nombre de campo hamiltoniano asociado a la 

función H. Como J es una matriz regular, origina en IFp' un forma siitpléctica 

( es decir, una forma bilineal alternada no degenerada ), dada por oPi u,v) = 

u"'Jv, que en términos de las coordenadas (q,p), podemos escribir como 

co*» 
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n 
ш% l dq. л dp. . 

i=l ^ ^ 
Todo par (E, p ) formado por un espacio vectxirial real E у una forma 

siirpléctica P se llama un espacio sinplectico. Ctoviarrtente ш establece un 

isimorfismo naturai b entre los canpos vectoriales X(U) у las 1-formas 

Д.* (и), dado por Xi-»'X^ = ш (x,.) . Llamando # el iscmorfisno inverso, enton­

ces el cairpo de ( 2,1.2)es igual a (dH)^ . Por tanto si X es un cairpo 

hamiltoniano, el hamiltoniano Н tal que X = está determinado salvo una 

función localmente constante. 

Con frecuencia ocurxe que el espacio de fases U de un sistema mecá­

nico no es un abierto de]R^^, sino una variedad 2n-dimensional, por lo que 

es preciso generalizar los conceptos introducidos. Lo haremos de manera aue 

localmente, en unas coordenadas adecuadas, las ecuaciones del movimiento 

tengan la forma de (2.1.1) . 

DEFINICICN. Sea H una variedad diferenciable 2n-dimensional. Una forma sim-

plectica sobre H es una 2-forTna cerrada no degenerada Í2 . Д1 par (M, ) lo 

llamaremos variedad siirplectica de n grados de libertad. 

ConenteiTOs esta definición. Como ^ es no degenerada, para cada 

meM, ^ (m) es una forma sinpléctica sobre T M, con lo саде (T M, ̂ {m}) es 
* m m 

un espacio sirpléctico, de dimensión 2n. Es sabido (ver(l ) ,pág 162) que dos 

espacios simplécticos (E, ш ), (F, Л ) de la misma dimensión son equivalentes, 
* * 

es decir, existe un isomorfismo L : E F sinpléctico: L A = to (con (L Л ) (u,v) 

= A (Lu,Lv) ,u,veE). En particular, para cada meri, existe un isonorfismo 

sinpléctico L(m) : (T^M, (m) ) QR^, ш**) . El hecho de que pueda extenderse a 

m entorno de m, es consecuencia de que ü es cerrada (d = 0) ya que por 

el teorema de Darboux ( ( 1 ) ,pág 175) existe un entorno U de m en M y un sis-
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tema de coordenadas ( q^, ...,q^, P-¡^,." ,P^) = ^ tal que Q\V = u)° = 

n 
= I dq.Adp . 

i=l ^ 

riadas dos variedades siÉplécticas ( M, ), ( N, A ) , una aplicación dife-

renciable : M-i^N se llama simpléctica s± ^ !\ = Q , o sea, üim) (u,v) = 

= A( ̂  (m)) (d̂ F (m)u,d>i' (m) v) , para cualquier m e M y cualesquiera u,v€T^Mu ' . 

Por ejemolo, en IR" = {(q,p) } con la forma siing^tica canónica E ^̂ ^̂ dq̂ /̂s dpj^: 

de matriz asociada J, una aplicación (q,p)̂ -̂ 'l' (q,p) = ( q (q,p), P' <q^p)) es . 

siinpléctica cuando DH' {q,p)'^JD7 (q,p) = J , o equivalentemente, 

n n 

Z dq.Adp. = i d q . A d p . En tal caso, se llama sljrtpléctica canónica... 
i=l ^ ^ i=l ^ ^ 

Cano consecuencia del teorema de Darboux, toda variedad sin^léctica posee 

un atlas simpléctico, o sea, un atlas formado por cartas (U^, <̂  ̂ ) tales que el 

paso j^ = 4) j o (}) una carta a otra sea una aplicación canónica. Así 

obtenemos xma definición equivalente de variedad slitpléctlca ( Véase (10), 

pág 228 ) . 

Las aplicaciones canónicas están generadas localmente por funciones 

generatrices. Así, si {q,p) & V i-^^{q,p) = ( 9 (q,p) , p (q,p)) e V es una apli­

cación canónica y en un punto (q.°, po)eV se cumple, por ejemplo, que 

/ 9p.( q°, p°)\ 
det ^ 

entonces en un entorno de (q" ,p°) , las coordenadas (q, ) son independientes 

n n 
con lo que podemos escribir O = Z dq.Adp. - E dq.Adp = 

i=l ^ ^ i=l ^ i 
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= d / Z dp_. + E <^Pi) . Al ser la l-forma qdp + pdq = Z q.dp, + 
Vi-1 1-1 / i=l ^ ^ 

n 
+ Z p.dq. cerrada, local^ente existe una función (q,p) e W»-»-S (q,p)€ HR 
i=l ^ ^ 

definida en un entorno W de (q°,p°= p" (q??")) tal que qdp + pdq = dS ; de 

donde se deduce 

as 3S 

además, det 
SqVapj 

7̂  0 . S recibe el nombre de función generatriz de 

la aplicación canónica m. .Al revés , si (q,p)eWi-^S(q,p)^3R satisface 

det 
I 

3*S ^ (q°, 3̂  O , entonces las ecuaciones (2.1.3) definen una apli­

cación canónica (q,p)e; Vf-»-'i'(q,p) = (q(q,p), p(q,p))<s:V , definida en un en­

ge 

tomo V de (q'',p°) , con p°. = ~— (q°,p°), con p(q,p) obtenida aplicando el 
1 dp^ 

teorema de la función implícita a p. = ~ — (q,p) i = l,...,n en un entorno 
1 oP_-

de (q°, p°). Así , p(q,p) cuirple p = | ^ (q,p(q,p)), i = l,...,n 
1 dp. 

3S ~ 
q¿(<i/P) = -gp- (q,p(q,P))* i = l,...,n ,• y es inmediato caiprobar que qdp + pdq 

n n 
=dS , con lo que E dq Adb. - i dq.Adp, = O, cuirpliéndose por tanto que 

i=l ^ ^ i=l ^ ^ 

'̂ es una aplicación canónica. Además, det 3 P , iq^p") 7̂  0. En los casos en 

que podemos encontrar otras coordenadas independientes distintas de (q,p), 

por ejeirplo, ( q,?̂ . j^,... ,p^, ^ji'• • •/^j^-k ^' ^ ^ ^ ^ ^ puede obtenerse una fun-
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ción generatriz y unas ecuaciones análogas a (2.1.3) salvo algún cambio de 

signo ( Véase (lO ), pág 264 ) , Fijémonos en que toda trasformación canónica, 

dada por 2n funciones de 2n variablfes queda determinada por una función de 2n 

variables, una función generatriz, lo que facilita los cálculos a la hora de 

bioscar algtón tipo de transformación canónica. 

Después de este breve paréntesis sobre f tinciones generatrices, conti­

nuemos con las variedades sirrrplécticas. Dada (M,fì) variedad simpléctica, Res­

tablece un iscOTorfismo natural b entre los caitpos vectoriales 9C(M) y las 1-for­

inas JC*(M) dado por X ->-X̂  = íí ( X, « ). Llamemos #: X*(M) ->X(M) al isamorfisrao 

inverso. 

DEFINICIÓN Sea (M,íí) variedad sinpléctica. Sea Н;М->Ж funcicaí Ĉ "̂ "̂  ,r»l. 

El campo vectorial = (dH) se llama el campo hamiltoniano de función de 

energía H. (М,Г2,Х̂ )̂ recibe el nombre de sistema hamiltoniano. 

Así X^ queda determinado por la relación s Q (m) (X̂ ^ (m) , v) = dH (m) v 

para m€M, veT^M y es un campo de clase C^. En coordenadas simplécticas 

(qj^,...,q^, pĵ , •••fPĵ ) en un entorno U de un punto m^M, se cunple que 

fi Así en estas U = Z do.Adp, con lo que X„ = S / ̂  • A . _ • 1 - ^ 
i=l ^ i = l P P i ^^i ^^i 3Pij 

/ 8 H 3 H \ 
ccir^nentes X„ = — , - ^ — con lo que las curvas integrales (q. (t) ,p. (t)) w dp • dq • j 1 X 

d e satisfacen en estas coordenadas e l sistema 

S H A - Э Н . . ^ 
^i = ' Pi- - ' ^ " ^' 

que es justamente el sistema (2.1.1). El problema básico de la mecánica consiste 

en encontrar ( o en su defecto, estudiar el ccnportamiento cualitativo o cuanti-
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tativo de ) las curvas integrales de X^'^ cuyas imágenes reciben el ncnibré de 

órbitas o trayectorias del movimiento. 

Las transformaciones que conservan la estructura de cualquier sistema 

hamiltoniano, son precisamente las transformaciones sinplécticas. Así, si (M,n) , 

(N,A) son espacios simplécticos, y f :M-+N es un difecmorfismo, f es simpléctica 

si y sólo si Xjj^^ = f*X^ para cualquier HSC-^{N, HR) ( (1 ), pág 194) . En particu 

si ^ es una transformación canónica, (q,p) = H'íq/p), transforma el sisteaia 

(2.1.1) en 

q - , p. , X - 1,... ,n , 

^ 9Pi dq^ 

con H = Hof , con lo que trabajando con transformaciones canónicas, basta ver 

cono varía el hamiltoniano. Por ejemplo, si ^ viene generado por una función 

generatriz S y cumple las ecuaciones (2.1.3) entonces H — (q,p) / p)l= 
* dp I 

3S 
= H(q, 15— (q,p) ). La teoria clásica está basada en la büsqueda de trans-

dq 

formaciones simpléc ticas que transforma el sistema hamiltoniano dado en otro 

más sencillo, en el sentido de que se pueda integrar. De hecho, los métodos 

formales de integración, y la mayor pai~te de los métodos de teoría de pertur­

baciones se obtienen requiriendo simplicidad en el nuevo hamiltoniano obtenido, 

al menos hasta cierto orden de aproximación. 

Sea C subvariedad de la variedad simpléctica 2n-dimensional (M,fì) . Si 

llamamos i:C a la inclusión de C en M, entonces la restricción de fies itQ, 

que viene dada por (i*n) (m) (u,v) = íí(i(m)) (di(m)u,di(m)v) =í2(m) (u,v), m é C , 
u,V(£T C , si identificamos T C con di(m) (T C) . Claramente i *n es una 2-fonna 

ra m m 

sobre C, y además es cerrada : d(i*fì) = i*(dn) = O 
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DEFIííICICN Dada C subvariedad de la variedad siitipléctica (M>íl), direnos que 

C es subvariedad siinpléctica de M si i*íí es no degenerada. En tal caso (C,i*íí) 

es una variedad sintpléctica. 

Recordemos que 1*0, es no degenerada si para cualquier meC, 

fi(m) : T CxT C~€R es no degenerada, o sea, para cualquier u ^ T C no nulo, existe 

V É T ^ C tal que n(m) (u,v) 7̂  O . Nótese que C es subvariedad de (M,Q) si y sólo si 

(C, i*fi) es variedad simpléctica. Así, toda si±)variedad siitpléctica es de la di­

mensión par. Veamos algunos ejanplos. 

n 
Sea (U,<})) \3na carta simpléctica, es decir, ííju = Z dq . A d p . , con 

1=1 ^ 

<i> = ( Oy.^.,q^, p ^ , . . . ) . Sea ( q£, • • • /0^/ P£, • •.rP° ) ̂  ({>(ü). Entonces 

Cf={ meU: q̂  (m) - ^.y Pj (î) ~ Pj' 3~ ¿+V-,ri}es una s\3bvariedad simpléctica 
n 

2A-dimensional de M, ya que i*í2 = Z dq . A d g . es no degenerada. Llamando x.= q. . 
j=l 3 3 1 i+* 

Z k 

Y-í = P-4 .0' i=l,. c ,n-2=k, queda ñ|U = Z dq . A d p . + Z dx.Ady..En estas 

nuevas variables, sea = {m U: x^{m)= x^(m)+ f¿(in), y^-^^i^) t i= ) , 

donde f^,q^:U,—3R son de clase C^, r^l, i=l,..,k. Si i^: C ^ - > - M es la in­

clusión de en M, entonces 

l k 
±*íl = Z dq.Adp. + Z df .Adg. (2.1.4) 

y aunque de esta expresión podemos obtener una condición general ( difícil de 

ccmprobar en cada caso en particular) bajo la cual i*fi no es degenerada, es 

inmediato catprobar que si df^, dg^ i=l, ..,k son "pequeñas", entonces i*n 

es no degenerada : si || df^(m) |1 , ||dq^(m) || <e,i=l,.. ,k, meU, y e es suficien­

temente pequeño , la matriz asociada es del tipo J+A, con A antisiraétrica depen-
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diendo de las derivadas de fĵ ,qj_, i=l,... ,k^A=0 , con lo que det(J+A) 

O si £ es suficientemente pequeño. En particular, observamos que toda sub-

variedad N que esté C^-próxima a es sinpléctica. Obsérvese que las 

coordenadas (q̂ ,̂... ,<í^/P^, • • • /P¿) no son siirplécticas para (o N) , a menos 

n 

que Z df.Adq. = 0. Sin enbargo, por el teorema de Darboux, ya citado, 
i=l ^ ^ 

existen coordenadas Q̂ ,̂... ,Q¿ , ' * * * '^Z ' ̂  entorno de cada punto de C , 

manera que ±% = l dQ. A dP.. 
i=l ^ 

De hecho, y modificando ligeramente la desnostración del teorema : !í ¿e 

Darboux (( l),pág 175, o (30),pag 118), podríairos extender estas coordena­

das sinplécticas Qj^,...,Q¿ , ̂ i' " ' '^i ^^^^^ "̂ l ̂  coordenadas sinplécti-

cas sobre M Q^,..., '^¡n-i"-"^' ^1" " " ''^n' decir, 

n 
= I dQ.AdP., con lo que llegamos a una nueva definición de subvarie-
j=l ^ ^ 

dad sinpléctica : C c M es subvariedad sinpléctica si para cualquier rcp£. C, 

existe una carta sinpléctica (XS,<f>), con (p(m^) = O, (}> =(qj^,... ,qĵ , p^,...,p^) 

de manera caie 

C n u = {mfcU : q.{m) = p.(m) = O, j =£ +l,...,n }. 12.1.5.) 
3 3 

La demostración puede encontrarse en (64 ), pSg 53. 

Recordemos que el que (U,<í>) sea siiipléctica quiere decir que ííj U = 

n £ 
= Z dq.Adp., con lo que (i*n )|U = Z dq.Adp., y localmente toda 

i=l ^ ^ i=l ^ ^ 

subvariedad sinpléctica es del tipo de visto en el ejenplo anterior, 

con lo que finalmente obtenatios 
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PROPOSICIÓN. Sea C subvariedad sinpléctica 2l-diiTiensional de (M,Í2) . En­

tonces toda subvariedad N 2i-dimensional de H, C''"-suficientemente próxima 

de C es también subvariedad sinpléctica de (M,Í2). En particular, para cual­

quier m°€N, existe una carta sinpléctica (U,^)) de manera que NÍÍU es de la 

forma de (2.1.5.). 

r+1 

Dada H : M - * - H de clase C , r>l, podemos considerar el sistema hamilto­

niano (M,fi,Xĵ ). Si C es subvariedad siirplèctica de (M,Í2), entonces, (C,i*fi ) 

es variedad siirpléctica, y con la restricción de H a C, HIC:—9R, podemos 

también considerar el sistema hamiltoniano {C,±*^,X^^^) .'X^^^^ 3^iC) está 

determinado en forma unica por la ecuación 

Ü(m) (:<jj ̂ (m),v) = dH(m)v , méC-v^T^ (2.1.6) 

Por otro lado, si consideramos ^ | C , en general, no será un campo so­

bre C, ya que no tiene porque' cunplirse que (m)e" T^C si m<£.C, a menos 

que C sea invariante por el flujo de Xj^. En este caso X̂ ^ coincide con ^ 

en C: 

PROPOSICIÓN. Sea C subvariedad sinpléctica de (M , n ), sea H : M - ^ de cla-

se C " . Entonces C es invariante por el flujo de si y solo si X ^ ^ J Q = 

C, (r>l) 

Daríostración: Si X^ ̂  = X^^lc, entonces, para cada mé-C, X̂ í̂m) = 

= ^(m)eT^C, o sea, C es invariante por el flujo de X^. Recíprocairente, 

si C es invariante por el flujo de X̂ ,̂ entonces X^\c&^{C) , y cuirple 

n(m) (Xĵ (m) ,v) = dH(m)v , para meM, veT^M, y en particular, cunple tam­

bién (2.1.6.). Por ser fi no degenerado en C , es decir, por ser î íí no de­

generada, XjjjC = ^ j ^ ; - c.q.d. 
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DEFINICIÓN. Si C es subvariedad sinpléctica de (M,íí), con C invariante 

por el flujo de X^j, con H:M -SR de clase Cr , r>l/diremos que (C,i*'n,Xjj|^) 

es un subsistema hamiltoniano de (M,n,Xjj) . 

Claramente (C,î í2,Xĵ  ̂  es un sistenia hamiltoniano,con H|C:C->II la fun­

ción hamiltoniana asociada. La hipótesis de que C sea subvariedad simpléc-

tica es necesaria para que i * n sea no degenerada, y podamos, por tanto, 

definir Xjj¡^. 

Tengamos en cuenta que si C viene dada por las ecuaciones 

C ={ mÉU:qj(m) = q?, p ̂ (m) = p°, j = £-<-l,...,n} 

donde (U,4>), con ^ = (q^,...q^, p^,... ,p^) ,es una carta siitpléctica, es de-

n 
cir, fi |U = E dq^A dp^, entonces q^,... ,q^, f • • son coordenadas simpl 

ticas para t'à \i¿ ̂  = Z dq.Adp.) ,de donde X„= E(|íi-|- - f i . | - ) , 
j=l 3 : 'H .̂ ĵ  8p^ 3q. 9q^ 9p^ 

p 
3H 3 3H 3 

^ | C ~ J' ^ Bp". 3q. ~ 3q. 3p.^' ̂ '^^ ecuaciones asociadas a las 

integrales de X^^j^ son del tipo 

• _ 9H , _ o o o o. 

curvas 

(2.1.-3 

•* - 9H , o O o o, 
" ~ 'òcir^V""^V Pi"*"P£' P¿-vi'-*"Pn^ 

j 1,...,£ , 
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es decir, son ecuaciones canónicas asociadas a H|C. Sin embargo, si C no es 

tá expresado en coordenadas sitrplécticas, por ejenplo, si C es del tipo 

C = { m6U: x^(m) = x?+fj^(m), y^(m) = + gj^to), i = l,...,k = n-l}. 

£ k 

'-entonces î fi = E dq.Adp. + E df.Adg., (véase (2.1.4.)) y no es cierto 
j=l -J ^ i=l ^ ^ 

que las curvas integrales de X̂ j sean del tipo (2.1.7) . Se ha de expresar 

a C en variables canónicas para que esto ocurra. 

Por último ,digamos que todos estos resultados se trasladan inmediatamen­

te al caso de difecnorfismos simplécticos. Si A: (M,Í2) ->(N,n) es una aplica­

ción sirrpléctica, y C w M es subvariedad (Sinpléctica de (M,fi) , entonces 

i: (C,i*fi) —̂ (M,fi) es una aplicación sinpléctica, D = AiO'^U es subvariedad 

sinpléctica de (N, A), A|C: (€,1*"̂ ) —»-(N,A) es una aplicación siirpléctica, y 

AJC: (C,i*í̂ ) —»-(D,j*A) es xsn difecmorfismo s±ipléctico. 

2.2. Coordenadas acción ángulo. 

Sea el ÍDTO n-dimensional, obtenido cono conjvinto cociente de la re­

laciónen n"̂  : 

iír^Y<=^ x-ye2itz", 

es decir, = Ĥ /'̂ .̂ Sea una bola abierta deR''^ y considerónos M = x 
T 

con la estructura sirrpléctica canónica: ü{<p,l) (u,v,) = u Jv, (<^,l)<^yi, 

u,v,eiL^^. Sea K un hamiltoniano dependiendo sólo de la variable I = (I^^,...,!^^ 
(así, jr = 0). Denotaremos por (ii = (XÜ̂  , -.. ,Ü3^)' el gradiente de H con respec-

"i 
3H 

to a I : xtí̂ (I) = (-1), i=l,...,n. Entonces el canpo viene dado por 
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'''^ 3H 9 Z ^ ^ = E w.;rr-,o, eouivalenteiT^te las ecuaciones del movuraen-. - dl. 9$». . , 1 3<{>. 1=1 1 1 1=1 1 

to son : 

3H ^ 3H 
4 ) ^ = ( I ) = <̂ (I) , = ~ 3^. = ° / i=l,-../n. (2.2.1) 

con flujo asociado lineal dado por : 

<}jĵ(t) = <í)?-f ta)̂ (I°) (rrod 27r), I^(t) = I?, teR, i=l,...,n (2.2,2) 

Henos podido integrar facilítente el sistema (2.2.1) debido a que el 

harriltoniano H sólo dependía de los mementos 1̂ ,̂ — ,1^. Las posiciones 

de (2.2.1) reciben el nonbre de variables angulares y los mementos 

de variables de acción . Claramente, todo sistema equivalente a 

(2.2.1) se integra fácilmente, lo que motiva la 

DEFünIICION ((47), pág 18). Un sistema hamiltoniano (M,n,Xj^) admite coordena­

das acción-ángulo (!,<{>) en un abierto ü<^M si 

1) existe un difecmorfismo sinpléctico 'í'iT̂  x -»-,U 

2) Ho ̂  sólo depende de las variables de acción le b"̂  '(Ho^no deperdei, 

de las variables angulares <£ T )̂ . 

Llamaremos a i^oj^^o^), o simplemente (!,(})) coordenadas acción-ángulo 

3̂ H ^^i 

para H en U. Si adanás (3^ gj') = ( "31""-) ® ^̂ "̂  matriz no singular en U, dire­

mos que las variables acción-ángulo para H son no degeneradas. Esta propie­

dad no depende de las variables acción-ángulo, siró que es una propiedad in­

trínseca de H ( (47), pág 20), por lo que siirplenente diroros que H es no de­

generado en U. 
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La obtención de coordenadas acción-ángulo en un abierto U, resuelve 

ccsipletamente el sistema hamiltoniano sobre este abierto U. Veamos que la 

existencia de dichas coordenadas está íntimamente ligada a la existencia de 

n integrales primeras independientes, en involución. Introduzcamos estos 

conceptos. 

DEFINICIÓN. Sea (M,^) variedad sinpléctica. Sean f ,g:M funciones dife-

renciables. Su paréntesis de Poisson es la función {f,g}: M -^M dada por 

{f,gí = fi(X£,Xg) = df-Xg . 

En coordenadas sinplécticas, X = Z ( -K^- - • ) , con lo que 
^ i=l Pi ^i ^i Pi 

{f,g} = ? ( 1^ | a - ^ ) 
i=l 9q. 3p. 3p. 3q. ̂  

En el caso en que el paréntesis de Poisson de dos funciones sea nulo, 

se dice que están en involución . Toda integral prin^ra diferenciable 

F : M -*-]R de un sisteira hamiltoniano (M,fí ,Xy) , es decir, invariante por el 

flujo de X^, queda caracterizada jpor estar en involución con el hamiltonia-

dF 

no H. Así {F,H}= O si y sólo si = O sobre las trayectorias de movimien­

to de X^. En particular, todo sistana hamiltoniano (M,n,Xj^) posee una inte­

gral primera obvia: el hamiltoniano H. Si el sistema hanu.ltoniano tiene sólo 

un grado de libertad, entonces es completamente resoluble, ya que toda órbi­

ta cunple la ecuación H = cte. Si tiene n grados de libertad, y conoconnos k 

integrales primeras Fj^,...,Fj^ funcionalmente independientes, entonces toda 

trayectoria está contenida en la intersección de las respectivas hipersuper-

ficies de nivel F^ = fj^,...,Fj^ = fĵ , dependiendo de k parámetros, esto es. 
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tenorios detemainadas subvariedades (2n-k)-dimensionales de M, invariantes 

por el flujo de Xj,. En el caso en que existan n integrales primeras inde­

pendientes, en involución, entonces el sistema es resoluble por cuadratu­

ras (Teorana de Liouville, (76) (79)) y por eso recibe el nonbre de siste­

ma integrable. Concretemos un poco más este resultado. 

Si (ri,a)) es una variedad sirtpléctica, y como consecuencia de ser co no 

degenerada, u) determina un elemento de volumen o) = oj A ... >\ oj y consigui-

enteriente una medida / L sobre los conjuntos borelianos de M. Claramente to­

da aplicación sirrpléctica f : M -̂ M conserva este volvnnen (( 1 ), pág 177). 

DEFINICIÓN. Sea (M,w,Xjj) sistema hanniltoniano. Diremos que es integrable 

si existen n integrables primeras diferenciábles F̂ ,̂ — ,F^ sobre M, en in­

volución, tales que 0 (F̂ ,̂ — ,F^) ={mé=M: dF̂ ^ (m),... ,dF^(m) son liceal­

mente dependientes } , el conjunto de puntos críticos de (F^,... ,F^), es 

unión finita de subvariedades de dimensión más pequeña que n en cada 

abierto acotado de M . (En particular,a {F^,...,F^) tiene medida nula en 

M). 

Por ejeirplo, el sistama de ecuaciones (2.2.1), expresado en coordenadas 

acción-ángulo es un sistena integrable, siendo 1̂ ,̂ ,1^ n integrales pri­

meras en involución, independientes en x B̂ .̂ En todo sistema integrable, 

bajo ciertas condiciones que se detallan a continuación, pueden introducir­

se estas coordenadas acción-ángulo: 
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DE ARN0LI>-LIOUVirZ£ ( ( 8 ) , ( 10) , ( 47) ) 

Sean (М,ш,Хц) sistarva hamiltoniano integrable, i^^^egrales pri­

meras en involución, m^ un punto regular de (Fj^,... ,F^) (m ̂  a (Fj^,... ,Р̂ )̂ )(**), 

N = { me M: F̂ í̂m) = Р^(т^), i=l,...,n }. Entonces: 

a) Si N es compacta y conexa, es difecmorf a o-un toro n-dimensional (" *) 

b) En las condiciones de a), existe un abierto U ^ M , con N^^U, tal 

que (M,fi,Xĵ ) admite coordenadas acción-ángulo en U. 

Cerno consecuencia, U está foliado por toros n-dimensionales N{fj^,... ,f^) 

invariantes por el flujo asociado a X^j, flujo que queda totalmente resuel­

to en las variables acción-ángulo (1,ф) sobre las caíales H tama la forma 

H = H(Ij^,... , 1 ^ ) , teniendo por ecuaciones asociadas las de ( 2 . 2 . 1 ) . Luego 

en cada toro invariante, el movimiento es conjugado del movimiento lineal 

dado en por las ecuaciones 

ф^(t) =ф°ttш^ (mod 2TT) , ten, ^ i=l,... ,n ̂  (2.2.2) 

con íô  = w^(I°) = •gYTÍ"̂ ^̂  llamadas las frecuencias asociadas al toro de 

i") En los puntos críticos aparecen las séparatrices, o conjuntos de bifur­

cación, llamados así porque separan regiones de distinto corportamiento 

cualitativo ( véase (1 ), pág 339, (5 ) ) . 

i*^) Si N no es compacta, cada componente conexa es del tipol^ r¡p--k 

(véase ( 1 ), pág 393) ) . 
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ecuaciones 1 = 1 ° . El movimiento global en cada toro invariante dependerá 

de los valores de las frecuencias u ,..., w ĵ . Llamando d = diui^, - " , ui^) 

n 
a la dimensión del Z-modulo { Z k.w., k. <£ 2 } / si d = n, decimos que las 

i=l ^ ^ ^ 

frecuencias ÍÚ^,..,, ca^ son inconmensurables, y en este caso, toda órbita 

de (2.2.2) es densa en (véase ( 9) , pág 165); si d = 1, toda órbita es 

periódica, y 1< d< n, toda órbita es densa en un toro d-dimensional. Cuan­

do las frecuencias son conmensurables (o resonantes), es decir cuando exis-

n " 
te k «s- Z no nulo tal que Z k. w. = O, llamaremos orden de la resonancia 

i=l 1 ^ 

w = ( c o ^ , . . . , w ^ ) al menor número natural no nulo N tal que exista k<s2^ 

n n 
cunpliendo (k,aj) = Z k .oj. .= O, | k | = Z |k. | = N (asi, (k,w) = 0 , k 7̂  O => 

1=1 1=1 

=> I k I 5̂ N) . Diremos que w es una resonancia simple si d( w^^,..., cü̂ ) = 1, 

r-ple si díojĵ , — , cü^) = r. Veremos más adelante que esta distinción entre 

frecuencias conmensurables es irrportante. 

Cono ejemplos de sistemas integrables podernos citar los sistemas de 

un grado de libertad, el problema de 2 cuerpos, pequeñas oscilaciones, 

el retículo de Toda, el flujo geodésico sobre un elipsoide, el péndulo 

esférico, problema de dos centros fijos, los movimientos de Euler y La­

grange de un sólido rígido, el movimiento de un paraboloide bajo la acción 

de la gravedad, el problema de Henon-Heiles generalizado para algunos 

valores del parámetro, etc. (Véase,por ejoiplo, ( 5 ) (10) (33) (82) (83) (84).. 

Para una discusión sobre sistanas integrables con una infinidad de gra­

dos de libertad, véase (48) ). En estos sistemas se conocen n integrales 
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primeras en involución que permiten resolverlos. Ahora bien, en general 

no se conoce ningún método sistemático para encontrar integrales primeras 

para un sistema dado, e incluso, los sistemas para los cuales éstas exis­

ten son no genéricos ( (60), (47) (13)), con lo que no podemos esperar re­

solver conpletamente mas que un nijmero reducido de sistemas, y nos hemos 

da contentar con xm estudio cualitativo de los sisteras no integrables. 

Un primer paso en este sentido lo constituye el estudio de sistemas casi 

jjitegrables, es decir, próximos a integrables, siendo una perturbación 

de éstos, debido a que podemos aplicar teoría de perturbaciones y a que 

este tipo de sistemas es de una gran importancia en el mundo físico. El 

ejemplo más representativo de sistana casi-integrable es el sistema solar, 

perturbación del. problema de dos cuerpos a la n, así ccmo, por ejemplo, 

el movimiento de satélites artificiales, de partículas cargadas en acele­

radores, etc. 
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CAPITOLO 3 

SISTEMAS CASI INTEGRABLES. 

3.1. Sistenas premedio 

Vimos en el capitulo anterior que en todo sistema integrable de 2n grado 

de libertad con subvariedades n-dimensionales invariantes conpactas podían i 

troducirse coordenadas acción-ángulo de manera que el hamiltoniano H depen­

día sólo de las variables llamadas de acción^ H = H(I^,...,I^) y no de las 

variables anguleires ()>ĵ  /.., (J)̂^ . Llamáronos sistema hamiltoniano casi inte­

grable a todo sistema hamiltoniano generado por un hamiltoniano de la forma 

H(<p,l,e) = H ^ ( I ) +eH^((í),I,e) (3.1.1) 

con 2Tr-peric3dica en <f) = (({)̂ ,.. .,(t)ĵ ). Las ecuaciones asociadas A (3.1.1) son 

4 ) ^ = 10^(1) + e i<p,l,e) 

3H /i=í/..,n, 
1 ^^ (3.1.2] 

con ajj_(I) = (I) , i=l,..,n. Para e = O, H=Hoyes por tanto integrable. 

Si £ es "pequeño" , H está próximo a y por eso el hamiltoniano H se 

llama casi integrable. Un método clásico para estudiar el sistema (3.1.2), 

es el método de los promedios,que pasamos a exponer a continuación. 

Fíjenosnos que para e=0 sabemos resolver perfectamente (3.1.2) : l̂ l»̂  

4i = (j>° + oj(I'') t , con lo que I = ote. Estamos interesados ahora en saber si 

I(t) es aproximadamente constante, o en acotar ||l(t) - 1(0) || en su caso, 

para e 0. Llamando F^ a - ~ , i=l,..,n, F = (F^,..,F^), y suponiendo 

oue el orad H este acotado 
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I (t)= {Iĵ (t) ,...,I^(t)) CLnrple la ecuación I = zF(l/^e), con lo que 

I(t) - r(0)= ef^FíKs) ,(i)(s) ,e)ds = e/ F(I°,(})° +tu)(I'') ,0)ds + o(et) 
Jo /0 

^ F(I°, ())°+tw(I<') ,0) ds 
^/0 

+ 0{et) 

donde tomairos m tierrpo t grande con respecto a 1, pero pequefio respecto 

a 1/e . As±,el termino entre corchetes se aproxima a 

1 
F* (I », 4) °) = l i m f F(I ̂ tt)-+ ta){I°) ,0)ds 

le que nos sugiere aproximar el sistema I = e F(I,((),£) por I=eF*(I,(J)) , 

Llamaremos a F* el promedio temporal de F, ya que calculamos el prcmedio 

de F a lo largo de una trayectoria no perturbada de (3.1,2) . Como vimos 

en el capítulo anterior, si ü)(Î ) es inconmensurable, toda trayectoria 

{({¡«H- tüjd") , te3R} es densa en T " ^ con lo que el promedio tenporal de F 

es independiente de <}) ° e igual F(I°)= V(2tt)^*/ F(I«',c{))d(í) , la media es-

pacial de F ( véase (11), pág 144 ) . Aáf, aproximaremos el sistema i =eF(I,()>,e) 

por I =eF(I) y conpararemos la diferencia entre las órbitas de movimien­

to respectivas. Como el carácter hamiltoniano de (3.1.2) no se ha usa­

do en todo este razonamiento, consideramos sistemas mas generales del tipo 

Í =eF(I,<{>,£) , í = ü)(I,e) +e f (I,(i),e) (3.1.3) 

con I = (l^,..,,lj , (}) = ((f)̂ ,.. . , 4 ) ^ ) ; F,(jo,f de clase cf, s9l, para 

I6.B, ^^IP^i UH^o '̂ ri'̂ s B es m abierto acotado de 

Supondremos ademas que F,f son Zrr-pericdicas en <i>^,.,.,(^^ con lo que 

tanbién podremos considerar el sistema (3.1.3) definido para (})«-T'̂ , el toro 

n-dimensional. Las variables angulares 4 ) ^ ,i=l,...,n, son variables rápidas 

( al menos si w(I,e) j«í O ), en contraste con las variables I^, j=l,...,m, que 

- 25 -



son variables lentas debido a que la velocidad de estas es de orden t . 

DEFINICiai Llamareinos SISTEMA PROMEDIO asociado al sistema (3.1.3) a 

J=eF(J) (3.1.4) 

donde F(J) = (2тг) ̂  ^ F(J,ф,0)dф , J<£B. 

Queremos ver hasta que'pmto es el sistema (3.1.4) una b\:iena aproxima-

cicJn al sistema (3.1.3). Para ello,corrpararemos las soluciones I(t) = 

=I(t,I°,ф^e) del sistem (3.1.3) con las soluciones J(t) = J(t,J°,£ ) de 

(3 Д.4) siertpre que 1(0) = J(0), Nuestro objetivo es ver bajo que con­

diciones las soluciones de los dos sistemas están. pr<3ximas para tioipos 

grandes. Como a priori tenemos una relacicSn del tipo ||l(t)_J(t)l] = 0(et) , 

queremos obtener unas acotaciones mejores, del tipo 

|l(t) - J(t)l|«l, si Itj^e"-"- , 1(0) = J(0). (3.1.5) 

Para n=l, es decir, si sólo hay vina variable angular, esto es cierto; 

•EEOFEMA ((18), pag.417, (10) , pag.292) . Si n=l, F,aj,f son de clase С 

y üj(I,0) ?í O para leB, entonces existen constantes positivas С,ед̂  tales 

que para cada e con |£|<e^, se cumple 

iKt) - J(t)j|^Ce si Itl̂ e"'-̂ -, 1(0) = J ( 0 ) . (3,1.6) 

Sin embargo, para П5-2, no podemos, en general obtener una acotacidn 

como (3.1.6), debido al paso por resonancias, si oj(I(t) ,0) es conmensurable 

no es cierto que la media tenporal y la media espacial de F coincidan con 

lo que los razonamientos utilizadcs para encontrar (3.1.4) ya no son validos. 

Veamos un ejerplo. 
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EJEIMPLO . Consideremos el sistema ( 7 ): 

^1 ^ ^' ̂ 2^ ecos((í>̂ -c)>2), I^y ^2"^ ̂ 2 /' (3.1.7) 

el sistema prcmedio asociado es 

= e, J2 = O . 

Si 1^(0) = 12(0) = J^(0) = J2(0) = 1 , (J)̂ (O) = (i)^(O) = O , entmces 

I^(t) = l2(t) = 1 + Et= J^(t) , J^í t ) = 1. Con lo que 

11 I(t) - J(t)l|=e|tl . Asir, para ¡tl̂ e""̂  , l|l(t)-J(t)|l = 1, en desacuerdo con 

( 3 . 1 . 5 ) .Para explicar este fencímeno se ha tener en cuenta el paso por reso­

nancias: como = (I]̂ ,l2) / se cunple que w^(I(t))-<02(í (t)) = O , es decir, 

üj(I(t)) es conmensurable para cualquier tienpo. 

3.2. Pesonancias 

Para cualquier e cuirpliendo | e | < e ^ tenemos definida en (3.1.3) una 

aplicación leBci^PV^íjüd) = ü)(I,e)€f2 =(jú(B)dI?P . Podemos, sin perdida de 

generalidad, suponer que w estar acotada scbre B, con lo que íí es un acotado de 

JDEFINICIOSI Dado k e Z ^ , X ;í O. la ̂ /ariedad resonante asociada a k es 
n 

Vr(k) = {I€B : (k,a)(I))= 0} donde (k,cjo) = S k.w. . Diremos que I6B esta 
i=l ^ ̂  

en una resonancia si leVr(k) para algún ^ « 2 ^ , k^^O. 

La variedad resonante es, en general, una hipersuperficie en B ̂  Cuando 

una solución t •-»• (I(t),(j)(t)) de (3.1.3) encuentra una variedad resonante 

Vr(k) y permanece en ella, es decir, (k,a)(I(s)) = O, se[0,tj ^ entonces 

la frecuencia uy==cj(I(0)) permanece conmensurable durante el intervalo de 

tienpo £o,t] y no podemos esperar que t""̂  I F(I(s) ,(j)(s) ,e )ds = 

/0 
_l/t 

t F(I(0) ,í}){0) + tü),0)ds + 0(et) este próximo a P (3 f ) con lo que el sis­

tema (3.1,4) no aproxima bien a (3.1.3), tal como se vio en un ejenplo del 
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apartado anterior. As±, tenemos que in^poner alguna condicic3n scijre el" sistema 

para que no permanezca en resonancias. 

DEFINICIC3J (69) . Diremos que el sistema (3.1.3) satisface la condición 

gecmÉtrica, si para cualquier I<sB , wd) 0/ y si existen constantes posi­

tivas ^^'^2 ^ conistan tes reales l>a^ tales que para cualquier k«sz'^, 

y cualquier IéB,(()e se cunpla 

I (k,tü(I)) |< C~^|k|^: (k,Dü)(I)F(I,<¡),e))| >C"-'-lk|̂  (3.2.1) 

Notemos que en un sistema que satisfaga la condición gecinetrica, 

si (I(t) ,(j)(t)) es una solución que se aproxima a una resonancia de ecuaci&i 

(k,co)=0,su velocidad transversal a esta variedad resonante le hará atreu 

vesar esta resonancia, ya que la condición (3.2.1) nos dice? 

|( k,(d/dt)a)(I(t)) 

Si n=2 una condición sxoficiente para que se cumpla la condicicJn geomé­

trica es la llamada "condición A" (7 ): A(I,(í),e)= w(I,a"^JDwd) F(l,i>,c) / O 

para Ie:B,<í).&1̂ , |e|< . 

Para sistemas (3.1.3), analiticos, con n=2 y satisfaciendo esta 

condición se cuirple la acotación i 7); 

||l(t) - J(t) ||<C ./ilifd/e) , t£['0,(l/e)], si 1(0) = J(0) (3.2.2) 

Para sistemas (3.1.3) con n>3 no hay una "condición A" que garan­

tice la oondicidn gecmétrica, por lo que resultará preciso imponer ésta. 
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3.3. Estimaciones de la velcx:idad de difusidli 

En el caso en que el sistema (3.1.3) sea hamiltoniano, es decir, ten-

gamos el sistema (3.1.2)^ entonces el sistema promedio asociado es J = O, ya 

que 

F^(I) = (2ir)"" F̂ (I,<}),0) d<J, = -e(27T) ^^-3^tl>P:,0)d(i) = O 

1=1,.•.,n^ 

al ser 2Tí_peri6dica en 4 ) . Asi J^(t) = J^iO) y de (3.1.5)^ (3.1.6),(3.2 .2), 

obtenemos acotaciones para ||l(t)-I(0)|| . Para e= O, I(t) = 1(0) , con lo que 

||I (t)-I{0)|| nos mide la separación de las soluciones del sistema casi ha­

miltoniano (3. .2) ̂  para e ?̂  O con respecto a los toins invariantes donde 

estaban obligados a moverse para e= O, el caso integrable. Es por esto que 

estamos interesados en establecer vinas acotaciones como (3.2.2), tanto 

para sistemasoon n>3, como para un tienpo mayor, hamiltonianos o no. 

TEOREMA (71) (23 Si el sistema (3.1.3) con F,f,a) analíticas, satisface 

la condición geonétrica, entonces existen constantes positivas 0^,0^ ,ej_/ 

tales que para cada e €:{-e^,ej) se cuirpla 

llKt) - J(t) II <C3e^-^/^^"^ exp {C^c^''^)^s± |t|<e~^, „ 

1(0) = J(0) . (3.3.1) 

Con el fin de demostrar este teorema, introduzcamos primero un 

poco de notación. 

Fi jada üJ: Bc^l^->Í2= a}(B)c3R^, dado k€2^ , kj-íO, recordemos que 

Vr(k) = {laB : (k,a)(I)) = 0}. 

Nótese que si k ' t i z ' ^ es tal que k'=Xk entonces Vr(k') = Vr(k) . Defi­

namos además los conjuntos 
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R(v,k) = { I € B : I (k,a)(I)) |<V|]C|% 

R(v,N) = U Z{v,k) , N>0, 
0<lkl<N 

B(v,k) = {16 B ; |{k,w(I)) |>v|R|^} =B^R(v,k)^ 

B(v,N) = O B(v,k) N>0, 
0<|kl<N 

H(k ) = {coeíí: {k,a)) = 0}(vr{k) = w""'-(H(k))). 

Al ser B acotado, pódenos suponer que w, junto con sus derivadas, está 

acotada en B, con lo que n es un acotado de I^. Sea M = sxap { ||DÜ)(I)1¡ , I eB} . 
Es inmediato conprcbar que 

Dist(I,Vr(k)) <p =^ dist(w(I) ,H(k)) <Mp 

de donde 

Dist (I,Vr(k)) 
a-1 

=^ ieR(v,k) (3.3.2) 

Para n>3, las resonancias mültiples aparecen. Dados k^,...,k^ vectores 

linealmente independientes de Z^, definimos los conjuntos 

1 r i 
Vr(k^,...,k ) = C\ Vr(k ) (Variedad resonante r-ple generada 

i=l 
por k ,... ,k )j 

H(k\..,,k'^) = N H(k^) (vt(k^,...,k'')= a)"^(H(k^,..,k^)))^ 
i=l 
r . 

R(v,k^,..,k^) = N Z{v,k^) = {I&B,| (k'-,u)(I))|< v|k^|^i=l,..,r} 
i=l 

Claran^te Vr(k^,. .,k'̂ ~"̂ ) D Vr(k""",. .,k^), y si<k'^,..,K^>= < m^,.. > , 

entonces Vrík""", ..,k^) = Vr(m''',. .,m^) . Vr(k'^,. .,k") es vacío si E"^,. son 

independientes ya que por la condición geométrica (3.2.1) ,a) (I) ̂  O, si.le.B. 

En lo que sigue, cualquier constante que aparezca es ima constan­

te positiva,"svificientemente grande", dependiendo del sistema (3,1,3). en lo 

referente a w,F,f pero independiente de v,k,e,N'. 
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1 r 

Si denotairos por A + v= {x: dist (x,A) < v}, entonces Vr(k ,...,k ) + 

+ vT̂ '̂ d̂nax jk"̂ ! )^~^d R(v,k"^,. ..,k^), usando (3.3.2) y el hecho de que a^l, 

Para la demostración del teorema, necesitamos algiinos lemas : 

LEMA 1 Existe una constante positiva Cg tal que para k^,... ,}<i^ vectores 

linealraente independientes, 

dist (Vr (k^,.. .,k"""^), Vr (k"̂ ) ) ̂  C^^ / ( \kh ... \k^ I ) 

LEMA 2 sea d>0 fijo, sea r = {té.[0,dj; I(t)e: R(v,N) } , con (I(t),(i)(t)) 

una solución del sistema (3,1.3) . Entonces existen constantes positivas 

C^,Cq,C^, tales que para cualquier v cunpliendo 0<v<x:~"'', para cualquier 

N>0, y para | e |<£o, entonces 

a) r^^ consta de no mas de C^eá segmentos 

b) La longitud de cada intervalo de r̂ ^̂  es menor o igual que CpU^'^ve"^ 
'8 

LEMA 3 Sea[a,3] uno de los intervalos que forman b̂ ĵ = [b,dj\r^^. Existe 

una constante C^Q positiva tal que si 0<v<Cg'^, y para cualquier N>0, le|<e.-

se cunple la propiedad siguiente; 

Si te[a+x,3-xj, entonces I(t)^ B(v(x) ,N), con v(x) =v + C~^N^~^ex 

LEMA 4 Sea ^iJ", t*,t) la solución del sistema promedio (3.1.4) con 

J(to) = J « . Existen constantes positivas ^2.V^12 para J»,5«='éB 

"íeJR se cunple 

J(J°t©,t) - J(J^t^t) I ^C^^e 

sienpre que J(J°,t°,t), J(J'',t«',t)eB 

I£MA 5 Sea X 

X(t) 

^ íllxjl + B(t) , ll5c(0)l|<C , A,B,C,5^ O x€IB?^. Entonces 

C + B(s) e " ^ ds 
At 
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LETIA 6 Existe una funcidn P = I + S(I ,4 ) ). anarliticxi, 27r-periédica en (j), 

y existen constantes Cj^3,C^4,C^5,C^g, positivas.tales que para cualquier v>0, 

1 2 1 2 
:~gV , Epj, N = C^^log (v /e) se cuirpla 

P -I] |< C^^ (e/v) para I« B (v ,N) P ^ eF{P) \\<'0^2 ^^/^ 

DENDSTKACION D E LOS LEMAS 

LEMA 1 Veamos primero que dist (Hík-"-,.. ,k^"-'-), H(k^) ) ̂  (p^/( | k \ , Jk"]) 

para una cierta constante positiva p^, independiente de k"'",. . , k " . Cerno 

cod) 7̂  O , I-sB, conB acotado, podemos suponer quen = a](B) está acotado 

superior en inferiormente por cotas positivas. Así a)(B) está contenido 

en Bp2(0)NBp^(0), con Bp(0) = ío: ||a) |l̂ '̂ p}.Por tanto distíHík"^,.. .,k'^""'") ,H(k"^ ) ^ 

^ dist ( Hík-"-, ..,k^"-'-)n (0), H ( k ^ ) ) , con S^ (0) ={ü3:||w!l= p J , 
'̂ 1 "l * j -

H (k- ' - , . . ,k^) = {wem" : (k̂ ,a)) = O, i=l,...,n}. 

Si üJíH(k"'",...,k^"-'-) r\ (0), ||a) p^ y {co,k^) = O, i=l...,n-l, con 

lo que w =A^^^ -'-^^".^ con \ \ \ = p^. Así dist (aj,H(k'')) = liíil^ 
|k-"A...Ak"~"| 

, ( k^A...Ak"-\ ^ ^ ) \ ( ,^1 ,3̂ s, ,ĵ i,̂ „3̂ i,j 5 ,ĵ i,j 

Ik^ll 2 llk^A ...Ak"" 1̂1 2 ^ • ^ j=l 3 

Si ahora Cg^CíVp^), es inmediato conprobar que dist (Vr(k^,. , k ^ ^ ) , 

Vt(k")) ̂ ( C ¡ V ( |k^j,..,lk''!) ) 

LEMA 2 

a) Es consecuencia del Lema 1, ya que 

EC d 
^ , . ¿. distancia recorrida por I(t) ̂  12 

numero de resonancias - ^^^^^^^ estre resolSncias ^ ¿ ^ ^ ^ 
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"̂ "̂  ̂ 7= S.2 ̂ 6' ^12" sup ||F| 

b)si I(t)tr^^, 1 (k,a)(I(t)))l<v|k|^ para 0<lk|<N. Si v<C2'^, por la condición 

geométrica (3.2.1), ] (k,J)(I(t))) ] > e cj^-"-|k|^ , con lo que I(t) "atraviesa" 

resonancia (k,a)) = 0. Sea t°tal que (k,a)(I(t°))) = 0. Entonces la 

luego I(t)e.R(v,N) te(t^,t^ con |t^-t^l < 

con Cg = 2C^ 

suponiendo t>t<'). De aquí, 

N^-^ ( a >b ) 

CgN^"^. ve"-"", s i V < C^=Cl'^, 

LEMA 3 Sea|a,3Jcb^j^, con v < c"''' = . Entonces si te^+ x , (a+B)/23, 

¡Ck/ij(I(t))) I ̂  (V +eC2^ |k|^"^ X) lk|^> (v+eC"-'- x)lk|^ . 

Si t É:|̂ (a+B)/2, B-xJ , serlo hay que cai±>iarapor 3 , 

LEMAS 4,5 son consecuancia del lema de Gronwall (véase(19)). 

LEMA 6 Sea F(I,c()) = F(I,c|)) - F(I) = E. F (I) e^^^'*^ , paraléB, 

0<|k|<N ^ 

Im4)| < p (ccJmo F es analitica y periodica en existe p > O tal que F es 

analítica para \ JSCÍ<^\ < p). Sean fFl., (1,4)) = Z F, (I) e^^^'*^ , 
0<lk|<N ^ 

S(I,cJ)) = E S,(I) e^^^'*\ donde S,(I) = ieF, (I)/(k,w(I) ) . Entonces 
0< k <N ^ ^ ^ 

P = e F ( P ) + E^ + E2 + E3 + E^ + Eg, con 

= ¡ér ]^ + { ||,a)) =0, E2 = e(rCl) - P(P)) , E3 = e (F - [FJ^J) , ( ̂  , eF) 

Ec = ( - H , £f) y por tanto ||P -£P(P ) | U ^ ÍK-II dcp - ^_2 1 

Si I£B(v/10,N), |lm.c})|<0.9p, usando la condición gecmétrica, se obtiene 

S(I,^)1|<C^4 (e/v) , l l U d , * ) l l<CT4 (e /v) , \\ ̂  izM\<C,¿iz/vh , 
31 -14 
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{C^^ así como las otras constantes que aparecerán dependen de F , f ) V De estas 

desigualdades se deduce que siIfcB(v,N) c B(V/10,N) , ||l-P|| = 1|S|| <C^4(e/v) 

C ^ ^ C ~ g V < 0,9 V , si C ^ g > C ^ ^ / 0 . 9 , y ademas el segmento IP está conterádo en 

B (v/10,N) , con lo que K C ^ ^ ^ ( G^/v) , I N C ^ G ^^^/^^^ , I ^ 5 1 < C ^ ^ ^ (e^v) , y 

IZ3I <16£(sup II F | | )2'̂  N^-^ Q-^^^^ /pa-e'^^"^) < C 2 o { c W ) , si N = C^glogívVe), 

para C^^ = C^^ip) suf^ande,IeB(v,N), íljnc))|,<(p/2). Por fin si I-^BÍv^N) ,cf) ̂  T", 

obtenemos ||P- F(P) \\<C^^(e'^/v'^) , con C ^ ^ = C^7'^^i8'^i9'^20' ^ ^ ^° ^ 

queriamos probar. 

DEMOSTRACCCN DEL TEOREMA Sea 0<e^<C^gC"^, 

J^ücando el lema 6, obtenemos N= C^^ log C^g , P= I + S(I,(í)) ,B(v,N). 

r L R 

Denotaremos a los intervalos consecutivos que forman b „ mediante t., t. , 

i=l, ..,q, con q^<C^e'~^ segmentos ( d=£"^). Podemos tonar, por ejerrplo, 

" °^^vN' ^ ^'""^ ̂ vN ^i " ' ^ "^i^^^ " J(I^,t^,t), 

P(t)= P(I(t),<{)(t)) 

Usando el lema 4 para t = t^^^ obtenemos 

liKt) ^(t) II = iiĵ .̂ (̂t) - j^(t)|| < Ij j.^j(t)-j. (t) II = J ^ I I J(i5;,,.t^^j,t)-

^ ^ -̂ -̂  i=i 

= ^ 4 ^ + 1 ' ^ i ' V i ' 
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с S е 
i=l 

{ l l i^^i - 11 Ч- I I - J . ( t ^ ) 11 + | | J . ( t j ) J.ibl^^) ID 

Acotaremos los términos del sumatorio. Como (t^ '^¿+1 ^vN' ^ ^ ^ ^ e s . 

i-b ._-l 
por el iQrna 2, parte b) , |t^^^ _ t? 1 < CgN^'^vc"", con lo que 

l'-^i^^? - '^i^^i+1^4 v<eMltJ _ t^^J4:^7 / 2) N ^ 4 , con С^^=2М:^; y por 

tanto lll^^, „ ijll 1|J. (tj) „ J.(t5;^^) II ^ < C , , N - -a-b 

Salo teneros que acotar Hl*:'. J.(t^) |1 << - P(t^) 1| + llP(t^) _ J.(t^) R4 R̂  

Por el leiiH 6, lll^ - P(t^) II = II litp - P(tJ) 11 <C^4 . e/v . Para Rx .Rv 

acotar llP(t^) -J¿(t^) II / sera* preciso efectuar alounos cálculos. Сено 

||P - J^ll l|P - II + e|lF(P) - F{J^)1| entonces 
||р - J^ll ^a l l P _ J^ll + b, con a = C^^ e, Ъ = |1 P - eP(P) Ц 

Г L R 1 Por el lema 3, sabemos que s i t é t . + x , t. - x , entonces 

I(t)£B(v(x) ,N) , con v(x) = v + C^J N^"^ex, de donde 

b(t)dt< 2 

((t^+t^)/2) ^ 
^ ^ Cĵ 3 г dt 

V + C ¿ N^-^ e(t-t^) 

Aplicando ahora el lema 5 resulta 

|p(t^) - J^(tJ) |P(tJ) - льЪ b(t)dt 
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Teniendo en cuenta todas estas desigualdades, jxmto con el lema 2) parte a). 

se obtiene 

I(t) - J(t) II ̂  C^i^^^^^ ^^"1í^l7^ " = 1 4 l - r - l 
1-r 

+ (C^4+ C^gN^~^)(e/v)e^^^'' 

donde hemos usado que N = C^^ log C^f^t v= /C.,̂ e c.q.d. 16' '16' 

NOTAS 

NOTA 1 Para O <r^ 1, la desigioaldad (3.3.1) se transforma en 

||I(t) -J(t)|| ^C-.z^^^^^''' , siltl<e"^, 1(0) = J(0) (3.3.3) 

con lo que ||l(t) - J(t) || « 1 si jtj^e , Obtenemos una acotación del tipo de 

(3.1.5), que generaliza las estimaciones previas de Amold(6 ), Neishtadt(58), 

válidas sc31o para n=2, rs=l, donde se iitponla la condición A, que iirplica 

a la condicidn geométrica^con a=4)=l. 

NOTA 2 

1-r, El peor término que aparece en (3.3.1), exp (C^e ), no puede ser, 

en general, rebajado de la acotación ya que en el sistema prcmedio se cunple 

||j3̂ (t) - J2(t) II ̂  ||J^(0) - J2(0) II exp (C^e^"^), 
é 

con lo que a menos que el sistema promedio sea J = O,este término exponencial 

aparecerá. 

NOTA 3 

Para sistemas hamiltonianos, por ejeirplo el sistema(3.1.2), el sistema 
3H, 

promedio asociado es J = O, debido a que " "g^ tiene prcmedio nulo con res 
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pecto a (}) . En tal caso, la condición geomeítrica no se curiple, y no puede 

aplicarse el teorema, pero sf algunas acotaciones debidas a Nekhroshev. 

Por ejemplo"^si el hamiltoniano del sistema (3.1.2) es convexo, entonces 

t< (1/e) exp (1/e^) > ||l(t) - l(0)l|<e^ (3.3.4) 

2 

con a = 2((6n - 3n + 14 ), b = 3a/2. Unas acotaciones del tipo de (3.3.4) 

son también ciertas para hamiltonianos Humáis generales, llamados por 

Nekhoroshev "escarpados" (véase (59)). 
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3.4. Conservación de tx?ros invariantes ( teorerna КДМ ) 

Volvamos de nuevo a los sistemas hamiltonianos casi integrables, dados 

por un hamiltoniano del tipo 

Н{ф,1,е) = H„(I) +еН^(ф,1,£), (3.4.1) 

con 2Tr-peri6dica en ф = (ф]_/..,Ф^ )̂, de ecuaciones asociadas 

ЭН 
ф^ = шЛ1) (ф,1,е) 

э / Д = 1 , . . , п , (3.4.2) 
i. = -Сзф^ (фД,е) 

con üj.(I) = (1), i=l,..,n. Supondremos que Н está definido para leU 

abierto deH^, \ e\<e^, фе1В^. Debido a la periodicidad de H en ф, podemos con­

siderar, de manera natural, a H y al sistema (3.4.2) definidos para фет^. 

Si e= O, las variables de acción permanecen constantes, con lo 

que el espacio de fases de (3.4.2) está foliado por toros n-dimensionales. 

Si e ?í O , peqiueño, vimos en el apartado anterior que estas variables de 

acción varían muy lentamente, lo cual nos conduce a la pregunta: ¿ Puede 

ocurrir que en el sistema (3.4.2) los toros invariantes que existían para 

G = O, se conserven, aí3n deformándose ligeramente, para e 7^ O suficientemen-

temente pequeño ? La respuesta es que " casi todos " se conservan, ccmo a 

continuación explicaremos. 

La posible conservación de un toro invariante del hamiltoniano inte­

grable H^dependerá de las frecuencias asociadas. Ya desde Poincaré se sa­

bía que todos los toros invariantes con órbitas periódicas generalmente 

desaparecían bajo perturbaciones. Estos toros son los que tienen frecuencias 

asociadas racionales ( Véase ecuaciones (2.2.2)) y forman por tanto un 

conjunto denso de toros invariantes que no se conservan. No fue hasta los tra-
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bajos de Kolmogorov(44),Arnold( 3)y Moser (55)que se vio que las frecuencias 

a)-|̂ ,.. .,a)^ de los toros que se conservan no sólo no habían de ser racionales 

sino que tenían que ser "suficientemente irracionales", en el sentido de que 

tenían que cumplir las desigualdades ( de Siegel ) . 

I (k.w) l^vjkl"^ para cualquier k^T.^, k O, (3.4.3) 

siendo î , T constantes positivas. Para T>n-1 fijo, el conjunto de puntos wénR"̂  

cumpliendo (3.4.3) para algún v>0 es de medida total (véase (43))- Si Hj, 

es no degenerada, es decir, det(D^H^I) )7¿ O, podemos parametrizar los toros 

invariantes del hamiltoniano integrable H^por medio de las frecuencias, con 

lo que realmente "casi todos" los toros invariantes de (3.4.2) para e=0 se 

conservan para e O suficientemente pequeño, dependiendo de IcLS frecuen­

cias de dichos toros. Este es el teorema KAM ( Kolmogorov-Amold-Moser) 

que pasamos a detallar. 

Llamando ^cj^ a la imagen de U porw'^ gradH^ (n =co(U)) , y dado v>o, 

llamamos Q.{v) ={oü€ íí: w curtple (3.4.3) y dist(w, 3l̂ -̂ fi)>v} , que es conjunto de 

Cantor. Nótese que ü = ^q^(^) salvo un conjunto de medida cero. 

TEOREMA KAM (45,5,55,15,67,611. Supongamos que el hamiltoniano integrable 

H^sea analítico y no degenerado, que el hamiltoniano perturbado H = H5>+ £ Ĥ ^ 

de(3.4.1)sea de clase C^ con r>2n, y sea T cumpliendo n—1<T< (r/2) —1. Entonces 

para cualquier v>0, existe e(v)>0, (e(v) = 0(v^)),tal que si |e|<e(v), el siste­

ma perturbado (3.4.2)posee (conjuntos difeomorfos a) toros invariantes con flujo 

lineal de frecuencia <jo , para cualquier w e (v) . 

Notas; 

1 - Una subvariedad L de una variedad simpléctica (M,oü) 2n-dimensional se 

llama isotrópica si w se anula sobre L, es decir, si para cualquier m e L , y 
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y para cualesquiera u,veT^L, todn) (u,v)=0. Si además dimL= n =(l/2)dim M, 

se dice que L es una subvariedad lagrangiana de M. Las variedades lagrangia-

nas son las variedades isotrópicas de dimensión máxima ( véase (77 ) ). Clara­

mente, los toros invariantes del sistema (3.4.2) para e=0 son subvariedades 

lagrangianas de ( T^xU, I..^, dct> A di ) , ya que su plano tangente es 

b'^ÍO} c HR'̂ x B^, y para (u,0), (v,0)éaR'^x{o}, u)(u,v) = (u,OJ jj^j = 0. Pues 

bien, los toros invariantes del sistana perturbado también son subvariedades 

lagrangianas de xu (véase (56), (31)). 

2 - El enunciado del teorema KAM nos asegura que para xana frecuencia w 

cumpliendo (3.4.3) para cierto v>0, existe e(v), de manera que si lel<e(v) 

existe un toro T de frecuencia w . Ademas este toro T está e-próximo 

co 01 

al toro T del sistema no perturbado ( 4 ). Ahora bien, dado e > O, podemos 

obtener xana estimación del conjunto de toros invariantes que no se conser­

van. Concretamente, y en las condiciones del sistema KAM, el conjianto 

E(£)c T^U de puntos que no pertenecen a toros invariantes cumple 

med (E(e)) = 0{íé) med (T^xu) 

con lo que med (E(e)) ->-0, cuando e-K) (véase (62)) . 

3 - Recordemos que para e =0 teníamos xana foliación trivial de toros in­

variantes: fixr"^. Es decir, todo toro invariante quedaba determinado por su 

frecuencia, debido a la no degeneración de H^,.Además esta foliación era ana­

lítica ya que ((1),I)€T^U (cf>,(jú(I) )eT"xí2 es xan difecnvorfisrao analftico 

( en realidad, sólo sábanos cjue es xan difecnorfisrao local, pero si es nece­

sario, restringimos U ). Siej^O, hay xana foliación más cotplicada T^fi(v) yaqu 

n(v)es xan conjxanto de Cantor. Sin embargo, puede verse ( 62 ) que es 

xana foliación diferenciable en el sentido de Whitney. 

4 - Entre las hipótesis del teorema KAM se encuentra la de qxae ^ i ~ 

= det ' in j sea no nulo, es decir, Ĥ ^ sea no degenerado. Otra condición 

\ 1 31 
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suficiente, en vez de esta, para la deraostracion del teoreitia KAM, es la con­

dición de no degeneración isoenergética : 0/ donde 

A2 = det 
31,31. 

3H„ 

91. 
1 

/ 
que garantiza la existencia de toros invariantes no perturbados en cada ni­

vel de energía. Las condiciones de no degeneración y de no degeneración isoe­

nergética son independientes, ningxona de las dos es consecuencia de la 

otra ( Para más detalles,véase (5 ) , (lO) ). 

Un resultado análogo al teorema de KAM, pero para aplicaciones canónicas, 

es cierto también. Esto no es de extrañar, ya que, por un lado, el flujo 

; mH-F^(m) asociado a un sistema hamiltoniano (M,a),X̂ ) 2n-dimensional 

es una aplicación sinpléctica ( ( 1 ), pág 188) ? y por otro lado, toda 

aplicación de Poincaré A definida sobre una superficie de sección E , ge­

nera, en cada nivel de energía ír'^(e) ,una' aplicación simplébtica 

A^: Z'= En H'^'^íej -̂í-S' definida en (E* ,a)| E), variedad sinpléctica 2n-2 di­

mensional (véase (64)7 pSg 44). 

Así una aplicación canónica casi integrable es una aplicación del tipo 

(d),I)^ T^xu t-^A-^4>,I) + eÂ (<}),i,e)e T ^ U 

con Ao aplicación canónica de la forma 

A„ í(p,I) = (í)-ĥ (I),I) 

y A aplicación globalmente canónica, es decir, A*a -a = dS para alguna 

función S, siendo a = E \'̂ '̂ ± «Claramente A es canónica, ya que 

n 
A*da = da , siendo da = E di. A d(}).. Una condicicín equivalente es que 

i=l ^ ^ 

A pueda ser generada por una función generatriz S global sobre 1^ (véase 
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(12) , apéndice 33). Así por ejemplo, toda aplicación gl<±ialmente canónica 

{(̂ ,1)6 1^xu->A((í),I) = (Q(4>,I) ,P((t),I))6T"x u , con det ̂ ^ ^ l ^ j ^ í O 

viene generada por una función generatriz S(ct),P) =(4),P) + G{<í),P) con G 

Zir-periódica en <Sf, mediante las ecuaciones 

Qi=(í)¿+ I f - (*,P) , V ^ i " ^ I f : i=l,. = ,n, (3.4.4) 

En particular, Â , es glcbalirvente canónica con una función generatriz 

Si<^,V) = ((í),P) + G„(P), (u). (I) = ^ (I) ,i=l,..,n ) con lo que la 

31, 
función generatriz de A será del tipo 

S ((}),P) = Ŝ ((í),P) = ((t),P) + Go(P) + eĜ ((í),P,£) , (3.4.5) 

con(})eT^, PeU, |e|<E<, », Si E = O , Agesta foliado por toros invariantes 

I =cte. con movimiento de traslación u) = wd) en cada toro: 

(Í)^í})+ü3 (mod 2TT ) (3.4.6) . 

Si Wj^,... 27T son inconmensurables , es,^decir, si ( k, 2: para 

ke2:^ , k?̂  O, entonces toda órbita dé (3.4.6),{()) + iw , ieZ) , es densa 

en ((12) apéndice 1 ) . Conparando con (3.4.3), los foros invariantes de Aq 

que se conservarán, serán los que cumplan las desigualdades (véase (12), apén­

dice 34); 

(K,(ja/2TT) - KOL^ v|K|~^ para cualesquiera keZ^'^íO} , k°e2:^ (3.4." 

siendo v,T constantes positivas. Para t >n , el conjimto de puntos toéR^ 

cunpliendo (3.4.7) para algún v > O es de medida total. Pasemos ahora a 

enunciar el teorema KAM correspondiente a aplicaciones canónicas. Por co­

modidad lo enxanciaremos en términos de las funciones generatrices corres­

pondientes. Cono antes, tendremos que iirponer que Go sea no degenerada» 

det 3l;̂ p) 
l̂ ap.ap.J 

o , Llamaremos G(v) al conjunto de W6w(u) tales que 
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dist (o), ]R^^co(U))>v y cimplen además (3.4.7). 

lEOREMA. KAM PARA APLICACIONES (i2) (75) (10) , Supongairos que la función 

en (3.4.5) sea analítica y no degenerada y queG^ sea de clase C^, con r>2n+2.. 

Sea T cumpliendo n<T<(r/2)-l. Entonces para cualquier v>0 existe e(v)>0 

tal que si |e|<e(v) , la aplicación canónica A queda generada por la fun­

ción generatriz S de (3.4.5) posee (conjuntos difeomorfos a ) toros inva­

riantes con movimiento de traslación tú, para cualquier w£G (v ) . 

La condición de que A, la aplicación canónica que perturba a A<,,sea 

globalmente canónica iirplica una condición de intersección efectiva de toros 

n-dimensionales de x U, que pasamos a explicar. Destaquemos primero que 

A es de la forma 

el) + tud) + ef(<{),I,e) 

I, >I + eg(*,I,e) <3.4.8) 

con f.q de clase 

Diremos que un (conjunto difecmorfo a un) toro n-dimensional Te l^x u 

puede ser parametrizado por la variable cj) si la proyección de r sobre 

x{0} es un difecmorf ismo con lo que r viene dada poruña ecuación 

I = F{(^), con F 2jr-periódica en 4) .Toda aplicación globalmente canónica A 

cunple la propiedad de intersección efectiva ((12) ,apéndice 33, (75) pág 120) : 

Para 

vacío. 

cualquier torc-rcT^ xU parametrizado por la variable (}) , AT O A es no 

Esta es la propiedad esencial que ha de cunplir A en el teorema KAM. 

Así , podones reennplazar la hipótesis de que A sea globalmente canónica por 

la hipótesis de que A sea de la forma (3.4.8) con det 
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hipótesis de intersección efectiva ( véase (75), pág 120). Reenunciando el 

teorema KAM con esta nueva hipótesis para n=l obtenemos el 

TEOREMA DE TWIST (55) (66) Consideremos la aplicación T definida pot) 

T (e,r) = (e+üj(r) +ef(e,r,e), r+ eg(e,r,e)) (3.4.9) 

para GeH, a<r<b, \ e\ < con f,g 27T-peric5dicas en e,cürrpliendo la propie­

dad de la intersección efectiva .Supongamos que o) es analítica y oj ' (r) 7̂  O 

para a<r<b, y que f ,g son de clase C^,con í,>3. Sea T cianpliendo l<T<C2--iy2. 

entonces para cualquier v > 0 existe e(v)>0 tal que si ¡e|<e(v), T posee curvas 

invariantes cerradas con movimiento de traslación w, para cualquier cocGív). 

NOTA 1 : Para£= 3, también es cierto el teorema de IWist07). Para £<3 

existen contraejemplos (36). 

NOTA 2 : Las frecuencias u> asociadas a las curvas que se conservan, son 

las que currplen | ((jL)/27r)-(p/q) | ̂(v/q̂ '*'•'") . Si e<e(v) = O(v^) existen curvas 

invariantes C^ con frecuencia w, que desaparecen para e>e(v). Conforme au­

menta e sólo se conservan curvas C con frecuencia suficientemente irraciona 
co 

Esto explica porqué las curvas con las frecuencias más irracionales en f2 

son las Til timas en desaparecer, al aumentar e ( véase algunos ejenplos en 

(32)). 

3.5. Difijsicfti de Arnold 

Examinemos ahora las consecuencias del teorema KAM sobre la estabili­

dad de las órbitas. Consideremos un hamiltoniano casi integrable 

H(<j),I,e) = H^(I) + eH-((|),I,e) (3.5.1) 
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Para e= 0, toda órbita asociada al sistema hamiltoniano definido por B, está 

contenida en un toro invariante I=cte. , con lo que dos cJrbitas que se en­

cuentren en toros diferentes, mantienen constante la distancia entre los mo­

mentos asociados. 

DEFINICIÓN Sea T un toro invariante n-dimensional asociado al hamiltoniano 

(3.5.1) „ Diremos que es un toro p-estable si para cualquier entorno 

V ={ X: dist (x,T)<p} de T existe un entorno V^oV de T tal que si 
P 1 ^ 

((i)(t), I(t)) es una solución del sistema con (cjjít") ,I(t°) ) e entonces 

(cp (t) ,1 (t) ) e para cualquier t. 

Por ejemplo, para e = O, todo toro n-dimensional invariante asocia­

do a H es p-estable para cualquier p>0. ( notemos, que un toro p-estable 

no tiene porqué ser p^-estable si p^<p) . Sabemos ,por el teorema KAM, 

que existen toros invariantes n-dimensionales para e ?í O, correspondientes 

a unas frecuencias cumpliendo las desigualdades (3.4.3), forman­

do por tanto un conjunto cantoriano que lie a todo el espacio de fases 

salvo un conjunto de medida (/i) . Como H es una integral primera, cada 

toro invariante se encuentra en una hipersuperficie de energía H""'' (h), 

2n-l dimensional, con lo que toda hipersuperficie de energía H~'̂ (h) ( ex­

cepto quizás para un conjunto de valores h, cuya medida tiende a cero cuan­

do e-vO), está "foliada" por toros invariantes n-dimensionales del siste­

ma. Veamos que' pasa con las Órbitas "irregulares", es decir, no contenidas 

en toros invariantes. 

Si n = 2, cada toro 2-dimensional separa en dos componentes co­

nexas la hipersuperficie de energía, 3-dimensional, con lo que estos toros 

invariantes son la frontera de daiünias abiertos de H""^ (h), invariantes por 

el flujo. Si una cirbita se encuentra en un memento dado entre dos toros inva-
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riantes, se encontrara sieirpre entre estos dos toros invariantes. Así todo toro 

invariante T será p-estable, siendo p la distancia al toro invariante mas 

próximo a T. Claramente p-^0 cuando e->-0. 

Órbitas 
irregulares 

Figura 3.1. 

Si n>2, los toros invariantes n-dimensionales no separan la hiper-

superficie de energía. No tenemos ahora la ayuda topolc^ica del caso n = 2, 

y nada impide, en principio, el que una órbita irregular, próxima en vn mo­

mento dado a un toro invariante, se "escape" de él para tiertpos grandes. El 

prlmeix) en hacer esta observación fue Amold ( 4 ) y es por esto que este 

fenóneno de inestabilidad recibe el nombre de difusión de Amold (véase figu­

ra 3.2. ) . 

Amold ( 6 ) fue el primero en presentar un e jenplo analítico de esta di-

fiosicJn ( véase también (49 ) ). Aparentemente, la difusión de Amold ha sido tam­

bién observada en el movimiento de electrones bajo canpos magnéticos 

intensos, en experimentos sobre interacción de haces electrtín-positrón ( véa­

se, por ejen^slo (2l)Tpág 346 ) y en experimentos numéricos (20) ,(46), en el 
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sentido de que se observa una inestabilidad "estocástica en algunas zonas. 

Figura 3.2. 

( Veremos más adelante que estas zonas estocásticas se corresponden con re­

giones cercanas a drbitas homocllnicas transversales correspondientes a dis­

tintos toros de transición. Los capítulos 5 y 6 explican esta teiininologla). 
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CAPITULO 4 

CQMPORTAf^lIENTO CERCA DE PUNTOS ELÍPTICOS 

4.1. Existencia de toros invariantes cerca de un punto elíptico general. 

Sea (H,í2,.Xjj) un sistema hamiltoniano de n grados de libertad. Diremos 

que m e M es un punto crítico del sistema si X̂ í̂m) = O, o, equivalentenen-

te, si dH(m) = 0. Escogiendo una carta sinpléctica (JJ,<i>) en un entorrto de 

m, con (j)(m) = O, y llamando z a las variables en ({)(U), el sistema hamil­

toniano viene regido por la ecuación 

z = J grad H(z) = JD2H(0)Z + J(grad H(z) - D^H{0)z) = 

= JD^H(0)z o(z) (4.1.1) 

donde hemos supuesto qae H es de clase C^, r > 2 . La parte lineal, o de 

primer orden, correspondiente, a (4.1.1) viene dada por 

z = JSz (4.1.2) 

con S = D^K(O). Es sabido ((68), pág 100) que los valores propios asocia­

dos a JS son del tipo { X^,...,À^, -X^,..., -\^} , es decir, X es valor 

propio de JS si y sólo si -X lo es también, y en particular, si O es va­

lor propio de JS, es de multiplicidad par. Además, por ser JS matriz real^ 

si X es valor propio, X tarabióa lo es. 

Por consiguiente, para que el sistema (4.1.1.) sea estable Liapunov en 

un entorno del origen, es necesario que los valores propios X^ de la ma­

triz JS sean imaginarios puros : X^ =±±a._^ , a^^I^ / j = l,...,n. Si su-
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poneiTOs, adeinás que todos los valores propios de JS son sirtples, entonces 

existe una matriz simpléctica C (véase (68), pág 102, ( i ), pág 172) de ma­

nera que al efectuar el cambio z = Cx, x = (q, p) = (q̂ ,̂... ,q^,Pj^,... ,p^), 

el nuevo hamiltoniano H(x) es del tipo 

K(x) = H(0) + (1/2) Z a.(q^ •«- p^) + (4.1.3) 
j=l J J J 

con ecuaciones asociadas 

q. = a.p. + p. = - a.q. - j = l,...,n. 

Los valores propios ...,A^, -X^,..., -A ̂  correspondientes a la par^ 

te lineal de X̂ ^ en el punto crítico m, no dependen de las coordenadas ele­

gidas, y se llaman los exponentes característicos de X̂ ^ en m. 

DEFINICIÓN. Un punto elíptico m de orden (al menos) N de un sistema liamil-

toniano (M,íí,Xjj) de n grados de libertad es un punto crítico de X̂ j que po­

see n exponentes característicos = ia^, a^eH, j = l,...,n no reso­

nantes hasta orden U, es decir, 

n n 
Z k.a.?íO, si l í Z Ik-I^N, k . e Z . (4.1.4) 
j=l 3 D j=l D D 

Así, en las condiciones de la definición, si a es resonante ((k,a)=0 , 

k 7̂  O, kislles resonante de orden > N + 1 (¡k|<:N-»-l). Nótese que un pim-

to elíptico de orden 2 es el que tiene sus exponentes característicos ima­

ginarios puros y sinples, por lo que en coordenadas adecuadas tema la "for­

ma normal" de (4.1.3), en lo que se refiere a los términos de grado 2. Ade-
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mas, también se cumple 

TEOREMA. DE BIRKHOFF. Sea m un punto elíptico de orden N de un sistema ha­

miltoniano (M,fi,Xĵ ), con H de clase c'^ ^. Entonces existe un sistema de 

coordenadas canónico (q,p) en un entorno V de m de manera que Н se escri­

be 

n 
H(q,p) = H(m) +• a^Ij + H2(I) + ... + H^^23 ^̂ ^̂ -i ̂ ^/P) , 

(q,p)^V (4.1.5) 

con I = (Ij^,... ,1^) ,2Ij = qj Pj j = 1,... ,n, polincraio hcmogé-
N+1 

neo de grado i, у Rĵ ĵ̂ (q,p) = 0( q + p ) 

El polinonio = 2 ttjlj + H2(I) •»-...•»• H|-̂ /2j grado [N/2] en 

la variable I recibe el noribre de forma normal de Birkhoff de grado N. Pa­

ra la demostración véase (17), cap III, о tambiai el apartado siguiente. 

Digamos, por últino, que está univocamente determinada (véase (57) pág 9). 

En caso de que tengamos un punto elíptico m de orden 4, en coordena­

das adecuadas (q,p) el hamiltoniano se expresa с о ю 

n n 
H(q,p) = Z a.I. + S a.p I.Ip + He(q,p), (4.1.6) 

j=l j,il=l 3^ 3 ^ 

(hatos trasladado m al origen de coordenadas e impuesto H(m) = 0). 

Haciendo el cambio canónico q^ = VTl^ eos p^ = /21^ зепф^ 

j = 1,,..,n, queda 
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n n 
Н(ф,1) = Z a.I. 4- Z a.pl.l, + H^{(}),I) = H^(I) + UA<Í>,1) (4.1.7) 

j=l J ^ j,£=l 3^ 3 ^ u D 

con H 2TT-peri6dica en <\), U^((p,I) = 0(1^^^), I ^ U , abierto delR^* 

Ccnra en el capítulo anterior, sea w = grad HQ : U-^Il'^, fi = ü)(U)<=m^, 

y dado v>0, sea Í2(v) = {ui^n : \ (k,üj) \ >v |k f"̂  para cualquier ke*", 

k ?í O, y dist(üj,3R'̂ f̂2) ̂ v} . Aplicando el teorema KAM, obtenemos 

TS0RE:>IA= Supongamos que el hamiltoniano H de (4.1.7) sea de clase con 

r > 2n, y además que det(aj^) j¿ 0. Sea x cumpliendo n-l< T< r/2 - 1. Enton­

ces para cualquier v>0, existe 6(v) > O, 6 (v) = 0(v'*) tal que en el conjun­

to = { i<^,l)^T^ X U, I | l | I <6 } , el sistema correspondiente al hamil­

toniano (4.1.7) posee, para cualquier w ^ t f i (v), (conjuntos difecmorfos a) 

toros invariantes con flujo lineal de frecuencia w . 

La hipótesis de que det(aj^) O, se impone para que HQ sea no dege­

nerado. Si m es de orden N, y H puede expresarse cano H = Fĵ  -Ь í̂ ^̂ .' '̂ ô ™ 

de es la forma normal de Birkhoff de grado N, entonces HQ = TJ^, y 

basta imponer que Г̂ ^ sea no degenerado, esto es, det(gj. qĴ : ) 0. 

Селю consecuencia del teorema anterior, si llamamos punto elíptico 

general de un sistema hamiltoniano (M,fi,X̂ j) a todo punto elíptico de or­

den al nenos 4 no degenerado, es decir, tal que en su forma normal de 

n n 
Birkhoff asociada de grado 4, Г., = Z a.I. f Z a.pl.l-, se cunpla 

j=l ^ ^ 3,9^1 ^ ^ 

det(a ) 7¿ O, resulta el 
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TEOnH'lA.. Sea m punto elíptico general de un sistona hamiltoniano ití,ü,X^) 

de n grados de libertad, con exponentes característicos = ia^, y con 

H de clase C^, r > 2n. Sea T cunpliendo n-1 < x < r/2 - 1. Entonces para 

cualquier (0,Vq) , existe un entorno V = V(v) de m tal que el catrpo X̂^ 

posee en V» para cualquier w cumpliendo 

II üi - a II < v , I (k,u)) |> vlkl"^ para cualquier k« 2^, k 7^ O (4.1.8) 

(conjuntos difeonorfos a) toros invariantes con flujo lineal de frecuen­

cia ÜJ 

Existe un resultado análogo para difecnorfismos sinplécticos. Dada 

una variedad súrtpléctica (M,n) 2n-dL-inensional , y A:M M un difecmorf is­

mo siiipléctico, m e M es un punto fijo de A si A(m) = m. En tal caso, a 

los valores propios de dA(m) los llamaremos los multiplicadores caracte­

rísticos de A en m y son del tipo { y ^ / • • • 'V-^'^/v^i f ^^^^ ((1 ) / pág 

168). Por ser dA(m) real se cumple además que si y es un valor propio, y 

también lo es. 

DEFINICIÓN.' Un punto elíptico m de orden j(al menos) N de un difeororfismo 

sinpléctico A:M -í- M , con M 2n-dimensional, es un punto fijo de A con n moiil-

ia 

tiplicadores característicos = e j , «jeB, j = l,...,n no re­

sonantes hasta orden N, es decir, 

, , n 
yp..,y|^n7¿l si 1^ I Ikjl^N, k j ^ a 

o equivalentemente, teniendo en cuenta que l-'j ~ ®̂ '̂ J f 
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n 
(k, a/27T) 7̂  kg si |k.|^N, k^€3, r = 0,l,...,n (4.1.9) 

Por ejenplo, todo punto elíptico de orden 2 tiene multiplicadores ca­

racterísticos sinples y por tanto diferentes de ±1. Para aplicaciones ca­

nónicas también se cunple el 

TSORím DE BIRKHOFF. Sea m un punto elíptico de orden N > 2 de una aplica­

ción sinpléctica A:M ->- M de clase c'̂ '*'̂ , con M variedad simpléctica 2n-di-

mensional. Entonces existe un sistema de coordenadas canónico (q,p) en un 

entorno V de m de manera que en estas coordenadas A se expresa en la for­

ma 
A 

(q,p)i > (q,p) / con 

q = q. eos - f ^ (I) - p. s e n - ^ (I) 4 0^^,{q,p) 

j = 1,... ,n (4.1.10) 
3S as 

p = q sen-r^(I) 4 p eos -j^(I) + 0^+1 (q,p) j j j J j 

n 
siendo 

3 
Ŝ j(I) = Z ttjlj 4 r2(I) '̂ ... +• r ^ polincmio de grado 

N/2 en la variable I = (I ,...,I^) , con 21. = p^ + q^ j = l,...,n. 
* -/ -J J 

La forma de las ecuaciones (4.1.10), despreciando los términos de or­

den N+1, recibe el nonbre de forma normal de Birkhoff de orden N asocia­

do a la aplicación A en m entorno del punto m. Efectuando el cambio canó­

nico q^ = /21 j eos Pj = /2lT sen (J) ̂, j = l,...,n. queda 
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€ 1^ x R ^ (4.1.11) 

A ^ S ^ D ) 

con ui^(I) = grad Sjjd) • Si además det ( " 9 1 3 1 7 ) ^ O (para lo que es ne­

cesario que N 5.4) y si A cunple la propiedad de la intersección efectiva 

(por ejemplo, si A es globalmente canónica, véase ( 3 . 4 . 8 ) ) , entonces en 

el entorno de m existen toros invariantes por la aplicación A, con movi­

miento de traslación. Preciseanos esto vm poco más en el caso más fácil: 

n = 1. 

Todo difeonorfismo simpléctico A: (M,fi) ->(M,fi) queda caracterizado 

por la propiedad de conservar el área , si M es bidinnensional, y cum­

ple adonás claramente la propiedad de la intersección efectiva. Sea m « M 

un punto fijo de A. Sus multiplicadores característicos son del tipo 

{u,y ^} . Decimos que m es elíptico si | y| = 1, y ±1, que m es para­

bólico si p = ±1.1 (fijónonos que la definición de punto elíptico para 

n = 1, coincide con la definición de punto elíptico de orden (al menos) 2 

dada para n^ 1, y que la definición de punto parabólico, coincide con la 

definición de punto elíptico que no es de orden (al menos) 2 para n ̂  1, 

es decir, es raiz cuadrada de la unidad), y que m es hiperbólico si ¡ul;^ 1, 

ia 

Si y = e no es raiz tercera ni cuarta de la xinidad, escribiendo su 

forma normal de orden N ^ 4 , llegamos a ima ej^resión análoga a (4.1.11), 

donde escribimos í-i = N/2 

(0,1)'—(cD ^ a f a^I ^ a2l^ a^l" ̂  Od^^-^'^/^j^ ^ ^ 0(I<^*^^/2)) 
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Si ademas alguno de los coeficientes a, i=l,...,M es no nulo, diremos 

1̂ 1+...-í-a,,̂ ! que m es m punto elltico general. Llamando Ü)(I) a a-*-a,I+..."<-a,.Î ^ y apli­

cando el Teorena del Twist, se obtiene 

TEOREIIA.. Sea m punto elíptico general de un difeanorfismo sirtpléctico A 

de clase C , r^ 4 sobre lana superficie simpléctica, oon multiplicadores ca-
iicí 

racterísticos e . Sea T cunpliendo 1 < T $ r/2 - 1. Entonces para cual­

quier v«: (0,VQ) existe un entorno V = V(v) de m tal que la aplicación A 

posee en V, para cualquier welR cunpliendo 
! cú - a I < V) , I bi/2-n - p/q | > v/lqĵ "̂ ''' para cualquier p,qé.2, c^O (4.1.12) 

curvas invariantes cerradas alrededor de m, con movimiento de traslación 

Cono consecuencia, en cada entorno del punto m hay al menos una curva 

característica, con lo que es estable Liapunov. Lo mismo ocurre con una 

órbita periódica elíptica general de un sistema hamiltoniano de dos gra­

dos de libertad, es decir, \ma órbita periódica y para la cual un punto 

m ^ Y sea un punto elíptico general respecto a una aplicación de Poincaré 

asociada a la órbita y en el punto m. Asimismo es estable todo punto elíp­

tico general m de un sistema hamiltoniano de 2 grados de libertad, si en 

cada nivel de energía próximo al de m existen toros 2-diinensionales in­

variantes ya que separarán la hipersuperficie tridimensional H = ote. 

En el caso en que tengamos un punto elíptico m con multiplicador ca-

racterístico u = e , raíz tercera o cuarta de la unidad, no podemos en-

contrcir su forma normal de orden 4. En estos casos, m es un punto para-
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bólico Je ó A** , según sea el caso, y conviene txabajar con una forma 

normal adecuada al caso parabólico (véase(72) (73)) -

Finalmente, observonnos que los toros invariantes n-dimensionales que 

se conservan en un entorno de un punto elíptico general, tanto en el ca­

so de un sistema hamltoniano cono en el de una aplicación canónica, son 

los toros invariantes con frecuencias suficientanente irracionales. Así, 

por ejeirplo, si m es un punto elíptico general de un sistema hamiltonia­

no, con Gxponentes característicos X^ = ± ia^, los boros invariantes n-

dimensionales que existen son aquellos para los cuales las frecuencias 

asociadas co = (co^,...,a)^) satisfacen (4.1.8), es decir. 

uj - a |< V , |(k,oj) I > V Ikl""^ ^ V k ^ Z í ^ í O } . 

Nuestro objetivo en este capítulo es ver bajo qué condiciones exis­

ten toros invariantes de dimensión inferior, con frecuencias resonantes 

0) , es decir, cuiipliendo 

|a) - a ||< V ^ (k,a)) = O, para algún kea^ví O } 

así como el movimiento cualitativo en su entorno. Para ello, pásanos pri-

i n j i r o a construir una forma normal adecuada en el siguiente apartado _ 

4.2. Una forma normal resonante 

Sea m^ un punto elíptico de orden (al menos) 2 de un sistera hamilto­

niano (M,fi,X̂ ) de n grados de libertad, con H de clase C"'̂, r :>2. En coor-

denadas (q,p) adecuadas podónos suponer que m^ = (O,.. . 0 , . . .0) y que el 
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hamiltoniano K es de la forma 

n 
(q,p) = (q^,...,q^,P-¡^,... ^H(q,p) = 1/2 a ̂  (q^+p^)+H3 (q,p) 

(4.2.1) 

definido en xm entorno del origen, donde hatos supuesto por ccmodixiad, que 

K(0,0) = O, y con H3(q,p) = 0(|ql^ + jpl^) cuando | q 1 ̂  |p|^^-*-0. 

Sea ahora k°= (k^,... ,k^) & a" con m.c.d. (k°,...,k!^) = 1 si k° es 

O 
no nulo, k será fijo en todo este apartado. Denotaremos por J el 2'-m6-

dulo generado por k*̂  : J = {mk°, me^Z } 

DSFlíJiCION. Diremos que a es no resonante de orden N salvo para 

k ° ^ 3^ si 

(k,a) = O, kea^, 3 <|k ^ N -==fr a m ^ Z tal que k = mk". (keJ) 

(4.2.2) 

Asi, por ejerplo, si k^ = O, entonces a cumple (4.2.2) si y sólo si 

es no resonante de orden N. Y si k^ O, entonces, o bien (a,k) =f= O pa­

ra 1 ̂  I k 1 4 N, o bien (a,k^) = O y (a ,k) O para 1^ | k | ^ N a menos 

que k = mk^, es decir, k&J. 

TEOREMA. Supongamos que el liamiltoniano H de (4.2.1) sea de clase 

y que a = (a^,...,a^) sea no resonante de orden N salvo para k̂ <s. 2^, es 

decir, se cunple (4.2.2). Entonces existe un polinimio W de grado N en 

las variables n-dimensionales q,y : 
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W(g,y) = (q,y) +W^'Nq,y) + ... + V7^'^Mq,y), 

qae genera una transformación canónica q = U(x,y) = x + ... , 

p = v(x,y) = y + ... , de manera que el nuevo hamiltoniano r(x,y) = 

= H(jU(x,y), v(x,y)) se escribe 

r(x,y) = v'^^U^rY) + r^^^x,y) ^ . . . + r^^^x,y) - rj^^i(x,y) 

con r^^^ (x,y) polinctnios hotiogéneos de grado s en (x,y), T^^^ (x,y) 

n 
= 1/2 Z a. (x^+y^) y para 3<s<$N, 

j=l J J J 

(s), , / 1 , V l J\ _ 
r (x#y) = ¿- I Co . z ...z z z = 

= Z c z^z^ 

N+1 
siendo Zj = Xj + iyy y rjj^]^(x,y) = 0( x| -t- y ) 

Memas, si H es real, W, r son reales. Los polincmios r , 2<:s < k 

están determinados de manera única, y si (a,k'̂ ) = O, tanibién F , 

jk ¡<s$ N , están determinados de manera única. 

Cementarlo. A todo polinomio r ^ + . . . + r de grado N en la varia­

ble (x,y) lo llamaremos forma normal de grado N de H con respecto a k^& 

El caso en que (k°,a) 7̂  O, pero (k^,a) "pequeño" será de gran iirportancia 

en el apartado siguiente de este capítulo. La demostración que sigue sir­

ve también para el caso en que la dimensión de J es mayor que 1, es de­

cir, cuando la dimensión del subespacio generado por I^fct) = { k € z " : 
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(.k/i) = 0 , ¡k |<N } sea rnayor que 1, obteniéndose una forma normal análo­

ga a la obtenida en el teoretia. Si (k'^A) = 0 en el teorona (o Rĵ (a) r 0 

en el caso antes descrito), entonces la forma normal del teorema coincide 

con la forma normal de Gustavson hasta orden N (véase (54), (34) ) • La li­

nea de demostración del teorema es totalmente análoga a la correspondien­

te a la forma normal de Gustavson. 

Antes de probar el teorema, veamos una propiedad esencial de la for­

ma normal : 

PROPOSICIÓN, r = r̂ ^̂ -̂t...-»- r^^^ es integrable, si (k°,a) ?í 0 o k° = O 

Demostración. El caso k^ = O es claro, ya que T se reduce a la forma 

normal de Birkhoff hasta grado N. Si k° O, existe una. base d e H ^ forinada 

por vectores (x,y^^\... , y ^ ^ \ con (k^,Y^^^) = 0 , r = 2,...,n. Si lla­

mamos F. = T = r ^ ^ ) ^ ^ p(n) ̂  F^l Y. T^^^(xHy^), r = 2,...,n, cla-

ramente F̂ ,̂... son independientes, al ser a , Y ^ , . . . ,y^^^ indepen­

dientes. Es fácil ccnprobar que {F ,F } = 0 2$r,s-$:n. Véanos que 

n , . ^ 

{F ,F } = O, r = 2,...,n. {F„,F } = Z Y^ ^(x.r - y.F^ ) D , . F , 
^ j=l ^ ^ 3 3 Y 

n g g ^ 

donde D = Z Y • (x. -g—• - y • ), Ŷ HR . Es fácil ccmprobar que 

D^(2^z^) = i(Y,il-m)2^z"^ (las funciones ẑ z"̂  son funciones propias del 

operador D^, de valor propio asociado i(Y,í'-m)), con lo que 
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D , , r = Z i(Y^^^íl-m)c. ẑ z"" = 0 ,ya que (y^'^KkP) = 0 y J = {rrik°,in<»Z>. 
^^^^ Z-meJ 

Luego r es integrable.c.q.d. 

Nota. En el caso en que (k°,a) = 0, 7̂  0,r será integrable si r,F2,...,F^ 

son independientes,lo cual depende de los términos de T de orden superior a 

2 en (x,y). 

Vayamos por fin a la 

Demostración del teorema. Escribiremos 

W(q,y) =\'P^ + t/̂ ^ t ... -̂ Ŵ ^̂  , con W^^^ = (q,y) = S q y 

j=l J J ' 

r(x,y) = r(2) , r(^) ..... r̂ ""̂  ' = 1 ¿ " j ^ - ' 

H(q,p) = . , , ^{N) ^ ^(2) 1 ? ^ 2, ̂  

siendo W^^^, r^^^ , H^^^ polinonios hotgéneos.Los polincmios H^^^ , s ^2 , 

son conocidos , y buscamos W^^^ , T^^\ 

coro Wg(q,y) = y + W^^^ + ... . W^^^ , Wy(q,y) = q + W^^^- ... •+ Ŵ '̂̂ ^ ̂  

entonces W^(0,0) = Id. ,y por tanto Vi genera , en un entorno del origen, 

una transformación canónica 

X = W^(q,y) , p = VJ^(q,y) , 

dando lugar a un nuevo hamiltoniano r(x,y) relacionado con H(q,p) mediante 

H(q,Wg(q,y)) = r(Wy(q,y),y). (4.2.4) 

Escribiendo en (4.2.4) sólo los términos de orden 2, y sustituyendo 

(2) (2) 

r' , W , por los valores ya escritos, queda 

H^2^q,y) = r^2^q,y) , 

- 60 _ 



es decir, (4.2.4) se cumple hasta términos de orden 2 , y F̂ ^̂  está eviden­

temente en fomna normal de (4.2.3) . Razonaremos ahora por inducción. Supon-

gaiTos que hanos determinado T^^^, W^^^, 2 <:r^ s-1, para 3«$ Sv$ N, de manera 

que r̂ ^̂  + ... -I- r̂ "̂"''̂  esté en la forma normal de (4.2.3), es decir, T^^^ = 

£ m 
Y. z 2 , para r = 2, ... , s-1 , y además se cuirpla (4.2.4) hasta 

l£i+iro»=r 
¿-me J 

términos de orden s-1, es decir se cunpla : 

n \ l o.. ^ H^^) (q,y+.. .tW¿^"^^ ) -V.. .^H^^-^^ (q,y^,. .-.Ŵ '̂̂ í 

n 
= -=- E a. 

j 2 ^=i3r3 

+ r^^^ (q W^^"^^y) ̂ - ... -V 

4 r-^"^^ (q -h...-^ V7^^"^^y) + 0^(q,y), (4.2.5) 

donde O (q,y) contiene solo términos de grado.? s en (q,y). 

Si podemos determinar r^^^,W^^^, de manera que T^^^ +...-+ T^^^ esté en 

la forma normal de (4.2.3), y se cuitpla (4.2.4) hasta orden s^ya habraTios 

demostrado la existencia de la forma normal buscada. La ecuación (4.2.4) hasta 

orden s es del tipo 

n 
•CT̂  + (y. + ...-*W^^^)2 
'3 ^3 qj . 

f H^^^q,yi-...tW^^^) H^^^q,y+...'rV7'^^^) = 

1 ? _ E a. 

2 i=i n 
(q̂  i-...+W^^^)2+ y^ V r^^^q +...H•/^^y) ^ ... 

r̂ ^̂  (q-^-...-^W^^^y) ̂  Og^^(q,y) . (4.2.6) 

Hasta grado s-1 (4.2.6) se cumple por inducción, ya que los únicos tér­

minos desconocidos en (4.2.6) de orden menor o igvial que s son T^^^ ,V/̂ ^̂  ,poli­

nomios de grado s. Así basta ver que (4.2.6) se cumple para grado s. El único 

n . 
término desconocido en el primer miembro de (4.2.6), de grado s es E a.y.Vr^' 

3=1 ^ 3 -JJ 
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mientras oue en el secrundo miembro sólo E a.a.W¿^^ r̂ ^̂  (q,y) es descono-

cido entre los términos de grado s.AsI, en lo referente a términos de grado 

s, (4.2.6) queda 

P^^^q,y) + E a.y.W<^^q,y) = E a.q.W^^^q,y) r<^^q,y) , (4.2.7) 
j=l ^ ^ j=l ^ ^ 

(s) 
con P polinomio hcnogéneo de grado s, cuyos coeficientes dependen sólo de 

los coeficientes de H^^^, 2̂ < j<:s, T^^\ W^^\ 2^r>f:s-l, y por tanto, por 

(s) 
inducción, conocemos explícitamente. Podemos desconponer a P^ ' en s 

P<^' (q,y) = r a t«f + E ^ = Р^=' (q-y) + P^' (q-У) 

m m = s = s [л 

con (q,...,Cj^), = qj 4 iy^. 

Por otro lado, llamando Da al operador E a. (q..| У''^7 ^ ' entonces 
j=l 3 J- 3 Ô j 

E a-q-v/^^ (q,y) - Z сцУ .Ví̂ ^̂  (q,y) = (D W^^^ ) (q,y) , СОП lo que 
j=l 3 : yj j=i 3 J qj a 

(s) 

• descarrponiendo también Vi en 

W'^' (q,y) = Z d ^ ? r * г ^J-t = WJ-' (q,y). . ^ (g,y) , 

y teniendo en cuenta que = K a , £-т) 5^^, resulta: 

D W ^ ^ ^ q , y ) = E i(a,£-m)d r^f ^ E i(a, í.-xn)d r^f = , 

Finalmente itiponiendo que г sea de la forma 

r'^> (q,y) = I C ^ S ^ f = (q,y) , 

o sea, c ^ = O si y sustituyendo las expresiones de P^^^ ,D̂ V7̂ ^̂  ,r^^^ 

en (4.2.7) , se obtiene 
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= i(a,Ä-m)d 
m = s . (4.2.8) 

Es ahora cuando usamos la hipótesis (4.2.2) sobre a. Caro 3< S<:N, enton­

ces si |k|=s, (a,k) O a menos que k<s.J..J\sl, para d̂ ^̂ ^ = а^^1(аД-га); 

y para £-m<£ J, c ^ = a ^ - i(a,í,-ra) ,para cada d ^ arbitrario, y ya henos en­

contrado W^^^ , r^^^ .Si iirponennos, por ejeirplo, que Vi sea del tipo , enton-

Si |í,|4|m|= s< ¡k̂ l , entonces í,-in<£J si y sólo si %= m,con lo que c,^ = 

^ 1 1 ~ ^Zl' y ^''^Hm ~ ^' ^'^^ *̂£in unívocamente determinado, 

si |£| + ¡m| < |k°I .Nótenlos de pasada que si 2|£| = |k^|, también los coeficien­

tes c^^ están uní vocamente determinados. Si (a,k^) -• O, entonces (a,k) = O, 

si k£ J, con lo que (a,í-m) = O si £-m<5j, y aunque d^ sea arbitrario para 

Ä-ra ej, c ^ está determinado de forma única, para Ä-m^-j, |л|-+|т 

I k ^ U s^M, 

= s, con 

(2) (2) 

Además, si H es real , W son polinomios a coeficientes rea­

les, con lo que, por inducción, 

,̂ r̂ ^̂  í W^^^ , r = 2,...,s-l son polino­

mios con coeficientes reales, lo que iitplica que a ^ = a^^ para i + m =s. 

De aqui se obtiene que d^^ = d ^ para il-m^ J. Si inponemos además que 

— (s) 
d,,_ = para £-m6 J, VJ será un polinomio con coeficientes reales y £m 

,(s) 
lo mismo ocurre con , ya que c ^ = ĉ ^̂  <, c.q.d. 

CDPOLARIO. Cerno consecuencia de este teorema, para el caso k'̂  = 0, se de­

duce el teoreiia de Birkhoff (véase C4.1.5)). 
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4.3. Existencia de toros invariantes de dimensión inferior. 

CosiderenxDS el hamiltoniano real 

n 
(4.3.1) H(q,p) = H(q^,...,q^,p^,...,Pj^) = 1/2 «^(qjlpj) + H3(q,p) 

definido en un entorno del origen, punto elíptico de orden (al menos)2, 

con H3(q,p) = o(|q|^ -»• {p| ̂ ) cuando |q|̂  + |p|^ -*0. Supondremos que H es 

de 
,N•+1 clase C , y que a = (â ,̂... ,a^) es no resonante de orden N salvo 

para k̂ <= Z^, es decir, 

(k,a) = 0,̂  k-s a'̂ , 3 í k ̂  N ^ 3 m £ Z tal que k = mk^ (4.3.2) 

Gracias al teorema del apartado anterior, existe un cambio poli-

nanial canónico (x,y) -»• (q,p) de manera queeubs variables (x,y), el ha­

miltoniano (4.3.1) se escribe cano 

I - 1 t ... t r . i- T^^^ (4.3.3) 

con r̂ ^̂  polinanios honogéneos de grado s en (x,y), 2^s><:N, T^^^ (x,y) = 

n 
= 1/2 Z a. (x?-+y?), r̂ ''''(x,y) = Z c. z'̂ "', con z. = x.-+iy. j=l,...,n. 

donde el suma torio se extiende a todos los pares £,m tales que 

£ + m|= s, l--m = pk^, con p<£ 2; y rj^^^(x,y) = 0(|x ^|y|)'^'*"^. 

Si |k̂ j = M, 44:M<<:N, entonces T es de la forma 

r = r(2) ̂  j,(4) j,(2L) ̂  j,(M) ̂  (ri+l) ^^^^^ ,(N) ̂  
NTI 
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con L = [M/23 5-2, r^^^^(x,y)= E c (zz) ̂ , 1 < s < L, determinados 

univocamente, polinomios de grado sen las variables ' j=l,...,n. 

Hagamos ahora el cambio canónico de variables (x,y) — • (e,r) 

= /2rj cos Bj, = -/Zr^ sen 0̂  ^ j = l,...,n, 

o también 

2j = /2rj e z^ = /2rj e , j = l,...,n. 

El hamiltoniano (4.3.3) se transforma en 

r(e,r) = r^^^(r) +...+ r^^^^(r) 4 r '̂'̂ ^(e,r) r^^Ne,r) + r^_^ (̂e,r) 

(4.3.4) 

con r^^^r) = Z a.r., r^^^r) = 2 E a.,r.r,, r^^^^r) = 
j=l ^ ̂  j,k=l > 3 

= 2̂  Z c r^, 3<:S<:L, 
£ =s 

r^^^e,r) = ^ c,„(2r)(^«^)/2e-i(^-™)^ , M.<s.<N 
'- =s ^ 

(2s) 
Claramente ahora los polinonios r (r) son de grado s en r. 

Hagamos ahora otro cambio canónico de variables: {Q,r) ((j),I) 
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*. = e. r. = + k° i„ , j = 1 n-i, 

donde hemos supuesto que O .El hamiltoniano (4.3.4) se transforma 

ahora en 

r(<í),i) = T^^hl) +...+ T^^^Ux) + r̂ ^^(<í.,I) +...+ T^^h<^,l) T^^ii<^rX) 

(4.3.5) 

con r^^^ (I) = Z a.I. -h (a,k°)I 
j=l ^ ^ " 

Í41 n - 1 n - 1 n ^ 0 0 2 

" i-m=pk°,|)l| + |m =s ™ 
P&2 

L = [¡Vil, M < S Í N , (r = (.ly...,!^)), 

y r^^^(*,I) =0(I<N^"/2), I - . 0 . 

O (n) 

Ccmo M = k , r se conpone, por un lado, de los términos con 

coeficientes c (2¡¿¡ = yi) que incorporamos a r ^^^ (I), y de dos tér­

minos correspondientes a p = ±1 : 

66 -



donde se ha supuesto, por ccmodidad, que k^^O. 5i esto no ocurre así, 2r 

va elevado a (1/2)(|kj|,...,lk°|). 

Cono H en (4.3.1) es real, también lo es T y de aquí se deduce que 

a 
2 

d = c = f e""̂ , con a>0, b<s.T"'". Así, 

r̂ ^̂ ĉí)̂ ,!) = a(2r)^°/^ cos(c})^-b) 

Nos restringiremos de memento a estudiar la existencia de toros in­

variantes n-1 dimensionales de 

(2L) ,(M) 
r ^ d ) T r^^^'(i) = ( r ^ ^ ' d ) ....+ r ^ ' " " ( i ) ) -1- T''''{<^,i) 

TEOREMA. Consideremos el hamiltoniano 

r((í),I) = r(c})̂ ,I) = r^d) t r^^^^cj)^,I) , (J)é:T^, ||l||< p (4.3.6) 

con r^d) = r^^^I) + r^^^d) r ^ ^ ^ d ) , L = [ I V 2 ] , siendo 

r^^^I) = Z a^r^, r^^^I) = 2 Z cx^v^^rT,' T^^^^I) = Z c^Ji(2r)^, 
j=l 3 3 =s 

3,<s.<L, donde r = (r^,...V = d i + k J l ^ - . W A - l V ^ n V ' ^ 

r^ = r̂ -'-...r̂ ^ y con r̂ ''̂ N({)ĵ ,I) = a(2r)^/^ cos((l)̂ -b) ^ a,bé]R, siendo 

k^ = (k°,...,k2) 2^, con |k°|=M^4, k° 7̂  O 

n O , O 
Supongamos que ] (a,k) ¡ < 4p ¡ E a. .k. k. | , a 7«í 0. 

i,j=l ^ 3 
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Entonces existe una familia continua n-1 paramétrica de toros n-1 

dimensionales T(I^,... invariantes por el flujo asosiado al hamil­

toniano (4.3.6), de tipo hiperbólico: existen variedades invariantes n-di­

mensionales W ^ , con ((í>(t) ,I(t))—»-T, t ->-«' si ((j5(0) ,I(0 ) ) £ v f T , 

y ((í)(t) ,I(t) ) — ^ T , t si (CÍ)(0),I(0))<SW"T. Además W^T,W^ c 

{((Í),I) z l.=Zy j = l,...,n-l, r((f.^,I^,... ,1^1^,1^) = r(T)} . 

También existe otra familia n-1 paramétrica de toros n-1 dimensiona­

les T(I^,... ,Î _ĵ ) invariantes de tipo elíptico : existe un cambio canó­

nico de variables en el entorno de T: ((J),!) •—(6,R), con = Ij, 

j = l,...,n-l, de manera que en estas nuevas variables el hamiltoniano es 

de la fojoia r(R), y T tiene por ecuaciones R^ = Ij, j = l,...,n-l, 1^ = O, 

con lo que T(I*,... ,I*_^) se encuentra rodeado de toros invariantes n-di­

mensionales 

Cementarlo. Estas familias n-1 paramétricas de toros (n-1 )-dimensionales 

se reparten, en general, en diversos niveles de energía, es decir, en di­

ferentes hiper super fieles r "^(h). Si n > 3 , fijada h, en T ̂ (h) existi­

rá al menos una familia (n-2)-paramétrica de toros (n-1) dimensionales pa­

ra el hamiltoniano (4.3.6), hecho que será de gran iirportancia en el ca­

pítulo siguiente. 

Demostración. Escribamos las ecuaciones asociadas al hamiltoniano (4.3.6) í 
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*n = ai. - 5r"' ^ I r - = <"'>̂  ' * * .1^ "ij -
3 3 3 3 

+ (4 ? a, I +...-ea ilil^/^cos (6 -b) i,j=l ^3 i D n 81^ n 

^ " "^n ^ " '̂̂ -'"̂  ^ "^^"^ sen(*^-b) 

(4.3.7) 

donde hsnos usado la ejqjresión de T^'^^ , p(4) ^ función de I, que ya 

aparece desarrollada en (4.3.5). Iirpongamos ahora que - = O, con 

el fin de obtener toros invariantes n-1 dimensionales en (4.3.7). De 
k^/2 * = O obtenCTios dos soluciones: 4 ) ^ = b,b+iT ((2r) ' > 0. Si en 'í'n = O 

conservairos sólo los tres primeros sumandos, obtenerlos 

n n-1 Q 
O = 6 + 4 Z Z a. .kV I. + (4A)I (4.3.8) 

i=l j=l ^ J ^ 

dorde 6 = (a,k°), A = Z a, . k° k° . ij i j. La solución de (4.3.8) es 

6 4; 4 Z Z g .̂^ k° 

^ " 4A 

y carro, por hipótesis, |ó[ < 4p|A| , existe, para cada 
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suficientervente pequeños, solución única de (4.3.8), con | l|¡ = 

= Il (i^, ,1^) Il < p . Como 4Д ?i 0, si tenemos en cuenta toda la expre­

sión correspondiente a ~ ^' t^ii^ien para cada suficien-

tanente pequeños, por el teorerra de la función iirpllcita, existe solu­

ción de - 1 ^ (ф*',1) = O, con ||l*|| = II d',...,!*) II < p. Podemos supo-
oJ. n i n 

ner, adeiras, que ЧР̂ ® podemos suponer que 6A < O, sin mas que 
O O cambiar к por -k , si hace falta. 

Sea T'^d*,... ,I^_^) un toro n-1 dimensional invariante de (4.3.7), 

de ecuaciones 

T''= T*(I*,...,I^_^) = {(ф ,1): = ф^, 1 = 1*} 

con I^dado por ^*n'^i'* • •'^n-l'^n^ " °' ^ *n <^^'P°^ sen(ф^-b) = 0. 

Estudiemos còno es el flujo sobre Т . Claramente Ij(t) = Ij^j = l,...,n-l 

* Э Г » * 

y ф. = rrr (Ф , I ) = Ote., j = l,...,n-l, con lo que en T tenemos un flu-
3 dij n 

jo lineal análogo al de (2.2.2) 

Estudiemos ahora el corportamiento de una órbita de (4.3.7), cerca 

del toro T . Las variables 1^, j = l,...,n-l, permanecen constantes, Ij = 

= Ij, j = l,--.,n-l, y si conocemos фJ^(t), Iĵ (t) , mediante una cuadratu­

ra conoceremos 0j(t), j - l,...,n-l. Y las órbitas asociadas a {<p^{t.), 

I^(t) ) se obtienen a partir de 

Г(Фп ,1? , . . - ,1п-1 ' y = Г(ф^ , 1 5 , . , . , 1 ° ; 

Todo esto es consecuencia de que, cerno ya se había dicho en el teore­

ma del apartado anterior, el hamiltoniano (4.3.6) es integrable. Escribien-
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do sólo las ecuaciones correspondientes a <í)̂ , se obtiene 

V ^ n = *n = a r = 3"r <^n'=^ ) 3;2 ^ ̂  W t 02 = 
^n 

= (4A)(I^-I^) . O2 

I -I^ = I = 
n n n 

3r 
3<í), n 

(4.3.9) 

= ±a(2r'')'̂ °/2 ^ (̂ «̂ ^ (I^+Jc5l^,...,k^I^)), 

con O2 = 0( <̂ -'̂ ^ * 2 . Ij^-I^ 1 ) y el signo 4 - en la segunda ecuación de 

(4.3.9) corresponde a c()̂  = b, y el signo - a 4»^^ = h^'n. Llamando 

u = ^ = ^n~^n' (4.3.9) queda: 

ú = (4A)v -t O2 , 

V = ±a(2r)^°'^^ ̂  + 0 2 * 
(4.3.10) 

Estudiemos la parte lineal de (4.3.10) : 

ú = (4A)v = ±a(2r'^^°/2u (4.3.11) 

de matriz asociada 
O 4A 

O con valores propios asocia-

0 
\±a(2r'')^/2 O 

dos A =± 2(2r*)^ /±ah no nulos, debido a que,.aAj»í 0. Si aA > O, ' • 

los valores propios son reales si 4»^^ = b, e imaginarios puros si = b+ir. 

Al revés si aA<0. Para fijar ideas, supongamos que aA>0. 
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En el caso en que los valores propios son reales, existe ima iónica cu.rva 

invariante de ( 4 .3 .10 ) currpliendo 

(u(0), v (0))€C^ =^ (u(t),v(t)) ^(0,0) 
t -»• oo 

(teorerna de la variedad estable, véase ( 1 9 ) , pág 330) , v 

asimismo una única curva invariante c'^ de ( 4 . 3 . 1 0 ) cunpliendo 

(u(0), v ( 0 ) ) e c ' ^ - ^ (uXt), v(t)) ^(0,0) . 

Dado un canpo X sobre una variedad M, y dado un punto crítico m de 

X, decimos que es hiperbólico si' sus exponentes característicos en dicho 

punto, es decir, los valores propios de la matriz (9X /̂3Xj) en el punto 

m, dorde (x̂ ,̂ ,x^) es un sistema de coordenadas arbitrario, tienen to­

dos parte real no nula (los exponentes característicos no dependen del 

sistOTa de coordenadas elegido, véase ( 1 ), pSg 7 2 ). Así el punto 'Í>n ~ 

ij^ es un punto hiperbólico de ( 4 . 3 . 9 ) , con curvas invariantes estable e 

inestable asociadas, cuyas ecuaciones conocemos ya que vienen dadas por 

r(<̂ ,̂Î ,...,Î l3̂ ,Î ) = r((í)̂ ,I*) = cte. 

Así, si llamamos W^T (v/^ ) = { ( 4 ) ° , ! ° ) : ($(t,(}>°,I°), I(t,(í)°,I°)) 

-^r*^}, t (-) <»}, entonces 

W ^ * C { ( $ , I ) : 1. =ly j = l,...,n-l, r((f.^,l[,...,Ij^_i,I)=r(<í)^,I*)}, 

Localjnente W^''={(({),I):Ij=lt, j=l,...,n-l, ( ^ ^ í ^ n ' ^ 

a = s,u, con lo que son variedades n-dimensionales conteniendo a T . 
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En el caso en que los valores propios sean imaginarios puros, el ha-

miltoniano ('í'n''''n̂  ^̂ n̂'"'"l'* * *'"̂ n-l'"'"n̂  tiene su parte cuadrática defi­

nida en (4>ĵ »In̂  (puede ponerse en la forma de ( 4 . 1 . 3 ) ) con lo que (<{>n'̂ n̂  

es un punto estable (( 1) , pág 207), que está rodeado por órbitas perió­

dicas: es un centro ((35) , pág 173). Mediante un cambio canónico de varia­

bles en un entorno de (í'̂ '̂ '̂ n̂ ' ^"^'^^ OfR)»- el nuevo hamiltoniano r(9,R) 

d spende solo de R = Rj^,...,R^, con ~ -̂ j 3 ~ l,...,n-i-

= 1 / ( 2 ) j f (*n'^l"*-'^n-l' ^*n ' ^^'^n'h ^n-1'^^ = ^ 

si y sólo si r(<í'n'Ii'---'^n-l'V " r(cí)̂ ,I*) + h (véase ( 1 0 ) , pág 2 7 8 ) . 

Claramente en estas nuevas coordenadas, T* viene dado por = 0« c.q.d. 

NOTA 1 : Para un punto elíptico de orden (al menos) M, el que pueda ser 

escrito en la forma (4.3.6), currpliendo las condiciones , a O , 

(a,k^) I < 4p ¡ E a. .k?k? |, es xana condición muy general que se cumpli-
i , j=l ^ 

rá "casi siorpre", en un sentido que se precisará en el apartado (7 . 2 ) . 

NOTA 2 : Hemos visto, en el transcurso de la demostración de este tao-

rerra, que localmente, en un entorno U de un toro invariante hiperbólico 

n-1 dimensional, se cunple que (Viñr*\JV3̂ '')n U = {(<1),I)& U : I. = I.*, 

j = l,...,n-l, r(c¡)̂ ,Iĵ ,... ,Iĵ _ĵ ,Iĵ ) = . r (T ) }. Restringiéndonos a las 

variables («Íi^/Ij^), y al hamiltoniano G(<l)̂ ,l̂ ) = T(4)^,1 J,... ,1^1^, 1̂ )̂ -

- r((í)^,I^), 2TT-periódico en <p^, las curvas invariantes C^, pasando 

por el punto (íí̂ '̂ n̂  ^'^^ ̂ ® indican en la figirra, que es 2TT-perió-

dica en í 
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H = A * = b 

n n 
1 = 1 * 
n n 

Figura 4.1 

Por ser G integrai primera, entonces C^, C^<^ G"-*-(d), donde 

d = . La función G la podemos escribir en la forma 

con P, Q polinomios de grado [iV2j cuyos coeficientes dependen de 

o T n 
3 G 

31 
{(Ì);,!"") = 4A, ^ {<\>\l') = - a(2r ) ^ (véase (4.3.9)), entonces 

2 '^n' n 
'n 

„.2 '^n' n 

P(i;;) = d, P' (I^) = 0, P"(I^) = 4A, Q(I^) = - a(2r'^)^ ^ 

ès del tipo 

n'^n> =<'K'^n^ * (2^) Í V^ñ> ' ^ 3 Í V^ñ^ ^^°^^^1 < V^^) )1 Í1-«^^ Í ) 

(4.3.12) 

G(ci), 
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En O^dj^-I^) aparecen términos de orden 3 o superior en (Ij^"!^^, 

yos coeficientes dependen explícitamente de ^i»**''^n-l ^ tanto 

0(P). En 0^(1^-1^) aparecen términos de orden 1 o superior en (Î '-̂ n̂  

ro multiplicados por términos del orden de p̂ '̂̂ '̂ ^̂ "'̂ , ya que 

O , kJ/2 Q k°_ /2 Q k°/2 

Recordemos además que, en un entorno del orden de p en I^, las úni­

cas soluciones de §?• = | ^ ~ O, eran (<Í>*,I*) f (*í'n'''"'"n*̂ ' donde 

n ^n 

4 ) ^ * = b+TT, con lo que |y 7̂  O y por tanto, las curvas invariantes C^, 

están definidas al menos para l<í)j^-b| < TT . Basta encontrar su forma para 

0<: ípĵ 'fcx TT, ya que son simétricas respecto al eje (¡>̂  = b . Para encon- • 

trar esta forma, resolvemos primero la ecuación G(<j)ĵ ,Iĵ ) = ^(^n'^^n^' des­

preciando los términos O^, Ô ^ que aparecen en (4.3.12), y obtenemos 

O /. 
= I*±/2a/A (2r*)^ sen(((l)^-b)/2) 

M/4 
Así, ^j^"^^ ~ ^' podemos aplicar el teorema de la 

función inplícita a la ecuación G((í)̂ ,Î ) = ^̂ '''n'̂ n̂  ^ obtenemos las ecua-

s u 
clones siguientes para C , C : 

= lj;̂ ± / 2 V A ( 2 r * ' ) ^ ° / ' ^ sen(((í)^-b)/2) f 0(p^^"^^^"^), (4.3,13) 

con lo que C^, cortan al eje (f)̂  = bt-rr en los puntos ±/2a/A (2r*) ^ -

•t 0(p^''^'^^~'^). Como G es 27r-periódica respecto a la variable cj)̂ , también 

lo son las curvas invariantes, y. por tanto 
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0** A: b+1T 

I* 
n 

Figura 4.2 

Luego vñx, \^ constituyen una corrponente conexa de 

W .0̂  _ T ={ (c!),IJ: Ij = Ij J = l/...,n-l, r((})^,I^,...,I^_^,I^) = r (T) } , 

y restringiéndonos a un entorno de T, tenemos que V^T=^^^\}=VpT, es de­

cir, las variables estable e inestable coinciden, y están cotpuestas por 

,0 
órbitas hcnocllnicas : si (<í)(0) ,1(0) iew'', ((}){t) ,I(t) ) T . Por 

t -»• ±OO 

ejenplO/ en la figura superior, (^^t^^) tiene asociadas dos órbitas homo-

clínicas. 

NOTA 3 : Obsérvese que la distancia, en lo referente a la conponente I^, 

de los toros invariantes al origen, a igualdad de las otras conponentes 

Ij^,.., varía ligeramente segtin sean los toros invariantes hiperbó-^ 

- 76 -



lieos o elípticos. Esto es debido a que la ecuación que da la ccnponente 

del toro invariante en función de 1^,..,es del tipo (véase 4.3.7) 

<S -í- 4 E Z a, .kTI. + (4A)I •̂ ...± a ^1.'^^' = O, 

cambiando sólo el signo del último sumaindo, que es positivo para c})̂  = b, 

y negativo para <í'̂'*= iy*"^- Si aA > O, el signo + corresponde a un toro hi­

perbólico, y el - a un toro elíptico que por tanto se encuentra nías aleja­

do (6A< 0) . Si aA< O ocurre lo ndsmo: los toros hiperbólicos se encuen­

tran más cercanos al origen que los elípticos. 

NOTA 4 : En el teorema hemos impuesto que a 7̂  O , es decir, que el primer 

k°/2 

término resonante del tipo a(2r) cos(<j)^-b) sea no nulo. Si a fuese 

nulo, pero para M< s^N, encontrásemos algún coeficiente c^^ 7̂  O en la 

expresión de T^^^ (̂ ,1) = ¿ , c,^(2r) ̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^ e""^^" 
¡l-m=pkO,|íi|+|ml=s ^ 
pe 2 

(véase (4.3.5)) entonces en vez de (4.3.6) escogeríamos un hamiltoniano 

del tipo 

r(cí.,I) = r ^ d ) r ^^^ ((i)̂ ,I) 

(s) 

con (í-ĵ 'I) = eos p(í)̂  + Q(I) sen p> 1, siendo P,Q polino­

mios hanogéneos de grado s. Entonces para cada cero de 

gj (l.̂ ,..-,lĵ ) ± gj (I^,...,I^, fijados ^i'" Pásete verse 

n n 

que existen pateros invariantes ?>-l dimensionales hiperbólicos, y p to­

ros elípticos sin más que repetir los pasos de la danostración del teore­

ma 
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NOTA 5 : rías adelante veremos que si añadimos a (4.3.6) la "cola" que he­

mos despreciado, y que aparecía en (4.3.5), siguen conservándose toros 

.invariantes n-1 dimensionales hiperbólicos (véase el apartado 

(5.2)). 

NOTA 6 : Hemos visto que cada toro hiperbólico (n-1)-dimensional, tenía 

k^/4 
asociados do valores propios A = ± 2(2r*) /faA| , con 

r*" = (I^'^t- kjl^,...,l^L^ •+ k^_^ I^, k V ) , donde hemos supuesto, por c o ­

modidad, que k? ^ 0 , j = l,...,n. I * venía dado por 

(-4A)l'= 6 + 4 Z a,.k°)l' V 0(1* ... ,1* ) ̂ , 

para cada tal que |4 Z Z a,jk^l!| < Y , con U < ~ 

= p(l-|ó|4pA|) < p . 

Apuntemos algunas estimaciones con respecto e este parámetro. Así 

(-6/4A) + 0(y), r^= (-6/4A)k° + 0(y), A =±CQ(-6/2A).^'^(l+0(y)), 

(k°/4) 

con CQ = 2/ aA| k ( recordemos que 6A < 0). 7 = 2A representa 

el ángulo entre las variedades invariantes estable e inestable asociadas 

al toro T ( I ^ , . . . , I ^ _ ^ ) (al menos.en lo referente a las variables <í'ĵ ,lĵ ) » 

La "anchura' (distancia máxiira entre la variedad estable y la inestable) 

entre variedades viene dada por A = (/2/A) |A| (l+0(y)) = ĉ ^ (-ó/2A)^^^ (H-O(y) ) 

con Cĵ  = (/2/A)CQ. Finalmente recordemos que la distancia de un toro hi­

perbólico al origen era más pequeña que la distancia de un toro elíptico 

al origen, en lo referente a la conponente I^, y una vez fijadas las com­

ponentes I^,.,I^(véase la nota 3). Esta diferencia d de distancias vie-
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ne dada por 

d = (а/4Д) L.-^ 0(y) = (v/5„n/2)(-5/2A)<^^2^"4l ^ 0(u)) 31^ r и 

(véase la figura 4.2 para una representación de estas niagnitvides). 

Ш Г Л 7 : Aunque la forma normal del apartado (4.2) ha sido fonnulada só­

lo para sistemas hamiltonianos, puede encontrarse una forma гюгта! aná­

loga para aplicaciones globalmente canónicas, definidas sobre varieda­

des siitplécticas 2n-dimensionales, así с о ю resultados concernientes a 

la existencia de toros invariantes hiperbólicos y elípticos (n-1)-dimen­

sionales. Por ejenplo, para aplicaciones T que conservan área, definidas 

en superficies (n = 1), pueden encontrarse puntos (toros 0-diraensionales) 

periódicos de T, unos hiperbólicos y otros elípticos, con una disposición 

semejante, localmente, a la de la figura 4.2, y unas estimaciones para 

Л, r , A, d, del mismo tipo (véase, por ejertplo, (80) (ll) 

NOTA 8 (y última) : En el hamiltoniano (4.3.6) hemos supuesto que oi esta­

ba "cerca de una resonancia", es decir, | (a,k^) | < 4рД , e iiiponlamos que 

el coeficiente a correspondiente al primer término "resonante" de (4.3.6) 

fuese no nulo. Si sabemos además que a se encuentra cerca de "resonancia 
1 r 

multiple", es decir, existan к ,.. .к , l<:r<n vectores independientes 

de 2^, Ik"""! i = 1,... ,r tales que | (a,k''') | < 4рЛ , i = 1,... ,r, 

es razonable suponer que si algunos coeficientes correspondientes a los 

primeros términos resonantes cimplen algunas condiciones de no degenera­

ción, pueda asegiirarse la existencia de toros hiperbólicos y elípticos, 

pero de dimensión n-r. Este caso no ha sido tratado aquí porque no es 
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necesario para los capítulos 5 y 6, pero puede ser de gran utilidad en al­

gunos casos concretos, debido a que la parte intrínsicamente hiperbólica 

asociada a vn toro hiperbólico, es decir, el пбпкэго de valores propios X 

con parte real no nula es 2r. Así, para r = n-1, encontraríamos órbitas 

periódicas totalmente hiperbólicas en el sistema hamiltoniano, es decir, 

con 2n-2 multiplicadores característicos asociados cuyo módulo es diferen­

te de 1. 
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CAPITULO 5 

CADENAS DE TRANSICICN 

5.1. Mecanismo de cadenas de transición 

Sea un sistema dinamico claisico, es decir, defirado por un sistema 

de ecuaciones diferenciales autcSncsnas 

X = X(x) x ^ M (5.1.1) 

con M una variedad riemanniana m-dimensional, X un campo vectorial 

C^( xe"x''̂ (M) ) , r>l, de flujo asociado (t,x) i-v$(t,x) = ^^(^c)-

DEFINICICM. Diremos que un (conjunto difeamorfo a un) toro d-dimensional (d^O) 

T c M es un toro con mostachos del sistema (5^1.1) si 

a) T es un toro invariante con respecto a (5.1.1): <I>(t,x)c T, VtclR, V x e T . 

b) T tiene asociadas una variedad estable VĴ T v otra inestable de clase 

s^l, o sea: 

bl) X G W ^ T ^'I)(t,x)€: W^T V t e m y dist ($(t,x) ,T) O 

b2) xeíA'=>$(t,x)e V'tclRydist ($(t,x) ,T):̂ -:p--e 

b3) T está contenido en una cornponente conexa <kVÍ̂ T O 

Diremos que W^T es el mostacho entrante de T, y el mostacho saliente. 

Otra definición equivalente, de un carácter local, es la siguiente: T es un 

toro con mostachos si es invariante y si existen dos subvariedades W^Q^^T de 

M, de clase y tales que 

b'l) x € V i J^T =»0(t,x)ew^^T, Vt^O , y dist (0(t,x),T)^_^ O 

b'2) x e W ^ ^ T =^í(t,x)€ W ^ ^ T , V t^O, y dist ($(t,x) , T ) ^ _ ^ ^ 

b'3) T = w ^ ^ T n w í ^ T 
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Para la equivalencia véase (24)̂  pág 25. 

Los conceptos anteriores pueden ser definidos de manera análoga si 

teneitos un sistema dinámico discreto {M,$) con $:M-»-M difeonorfismo sobre ... 

la variedad M, donde la dinámica sobre M viene dada por {^^(x), ne2} ,xeM, 

= ífr.'̂ .̂ofi), • Un conjunto A es invariante por <3> si $(A) = A. Así, 

sustituyendo t enR por n £ 2 obtenos la def inicicJn de toro con mostachos 
* 

para un sistema discreto. 

Ejemplos. Sea M =IR^x x ]R*̂  x T*^ con flujo dado por las ecuaciones 

X = Ax xe3R^ 

y = By yeHR^ 

(5.1.2) 

z = O zeíR 

$ = u)(z) $ € T ^ 

con A,B, matrices reales cuadradas con valores propios con parte real posi­

tiva, negativa respectivemente, co de clase C^, r^l, definida para zeUcK*^, 

Para cada zeU, sea 

T = {(0,0,Z,$),$CT'^} = {{0,0,z)}x l'^^'jp-

T es un toro con mostachos del sistema (5.1.2) , siendo W^T = {(0,y ,z, $), 

Y€lR^,'PeT^} =]R^ xT*^; W " T = { (x,0,z,<I)) , x€]R^,<I)eT^} ~]R^ X T*̂  que recibe 

el nombre de toro con mostachos standard ( 6 ). 

Sea C = {(0,0,z,$) ,zeu, < ^ £ T ^ } = \-J T la foliacic3n formada por toros 

invariantes T . Se cunple que C es una variedad invariante asociada a 

(5.1.2) , dotada también de variedades inavariantes W ^ C E N ^ = { (x,y,z,<i))e M:x=0}, 

W ^ C H N ^ = {(x,y,z,<í)) e M: y=0 }. C es, de hecho, un subconjunto normalmente 

hiperbólico del sistema (5.1.2) . con objeto de definir este concepto recordemos 

primero que si A es xana transformación lineal, la norma de A, || A|| , es 
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sup {|AX|, | X | = 1 } y la norma minima de A, m(A), viene dada por m(A)=±nf{ |Ax|, 

|x| = 1 } . Cuando A inversible, m(A) = |l A""^!]""^. 

DEFINICICN Caso discretx) . Sea f :M^M un difecinorfismo C^. r^l sobre una 

variedad M. Diremos que una subvariedad V c M es normalmente hiperbólica pa­

ra f si es invariante por f (f (v) = V) , si existe una descomposición invarian­

te por Tf, T M = N ^ ® T V © N ^ para cada xe V, que varía continuamente con 

X € V, y si existe una estructura riananniana sobre 1 M tal que para cualquier 

a) m( N'Jf)> IJV f I 

b) |lN^f||<m(V^f) 

donde Njjf = T^f: NJJ-^NJJ , N^f= T^f: N ^ - v N ^ , V^f= T^f:T^V-Ì-T^V. 

DEFINICICN Caso Continuo. V€ M es normalmente hiperbólica con respecto al 

sistema (5.1.1) correspondiente a un cairpo X E x (M) , r^l, si es normalmente 

hiperbólica para el flujo unidad coinrespondiente al campo X. 

Canprobonos que C es normalmente hiperbólica respecto a (5.1.2) . El 

flujo asociado a (5.1.2) es 

\(x,y,z,(l)) = ( e^x, e^y,z, í>+ tu){z)) (5.1.3) 

Si llamamos f a<£ĵ , queda 

f(x,y,z,(í))= (e\,e\,z, (í)4to(z)) (5.1.4) 

C es invariante con respecto a f, TM se descorpone en © 

míNpf) = m ( e ^ > l ^ m(Vpf) = II V^f II = - 1 ^ ¡K^ú = lle^lk 1 , V pe M , conio que 

resulta que C es normalnente hiperbólica ̂  

La importancia de las variedades normalmente hipercolicas reside en 

el siguiente 
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ТЕОРЕМА (sc±)re subvariedades normalinente hiperbólicas). Sea V¿rM variedad 

normaliTiente hipertxSlica bien respecto a un difecmorf isno f : M"*" M de clase 

, г>Л, bien respecto a un sistertia generado por un canpo Key^'^ÍM) ,r^l, 

de flujo asociado , con f = фд̂ , con descorposición T ^ = N^ © TV 8 N^. 

Entonces 

a) Existencia Existen subvariedades invariantes locales W^,W^ en un en­

torno и de V, tangentes e n V a N ^ e i V ^ T V S N ^ 

b) Unicidad Todo conjunto invariante cerca de V está en W^ÜW^. 

c) Carácter i zación está conpuesto por todos los puntos ci^as órbitas 

positivas permanecen sienpre en U. está conpuesto por todos los puntos 

cuyas órbitas negativas permanecen sienpre en U. 

d) Diferenciabilidad W^,W^ y V son C^. 

e) Permanencia Si f ' es otro difeonorfismo C^, que está C^-cerca de f, en-

toces existe una tínica subvariedad V'c M, C^-cerca de V, que es normalnente 

hiperbólica con respecto a f '. Las variedades W^(f'), W^(f') están C^-cerca 

de las de f. 

f) Linearización Sea Nf = TflN^ Ф , esto es, Nf(x,v^,v®)= (f(x),T f(v"), 

T f ( v % para x€M, v^€N^, v^€ N^. Entonces, cerca de V, f es topològica-

mente conjugada a Nf, es decir,, existen un entorno de .Ven M, vm entorno 

de V en (N^ Ш № ) I V, y un hcmecmorfisno h: Û -̂*- U 2 tal que hof = Nf «-h . 

Para la demostración, véase (38)(63). 

Así por ejenplo, si perturbamos "(5.1.2)y consideramos 

X = Ax + eFj^(p,e) 

y = By + eF2(p,e) 
con p = (х,у,г,ф) (5.1.5) 

2 = eF^(p,e) 

Ф = ùj(z) + eF^íp, e) 
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con F = (F^,F2/F2,F^) de clase C^, Zif-periodica de 4> , entonces, si e es sxifi-

cientemente pequeño, existe ima variedad invariante Cg de clase de ecuaciones 

X = eh(2,(}),e), y =eg(2,()>,e) (5.1.6) 

con h,g de clase C^, 2Tr-peri<3dica en <p , y Dh(0,<j),e)= 0 ̂  Dg(-0,,<i) ,e)= 0, 

V<i)eT^, por la condición e) . 

El movimiento en viene dada por 

i = £G^(.z,<p,e), 4) = oj(z) + eG^(z,<|),e) (5.1.7) 

con G,(z ,<!),£)= F,(eh(z,4),e), £g(z,({),e), z,(j),£) , i=3,4 

Por Ultimo, el flujo asociado a (5.1.5) es topol<3gicamente conjugado, 

según f) al del sistema. 

X = Ax 

Y = By 

(5.1.8) 

m 

4) = (JO(Z) + eG^(2,<¡),£) 

Pasemos ahora a definir un concepto impoirtante: el de toro de transición. 

Previamente, introduciremos irnos conceptos necesarios para esta definición. 

Dado un subconjimto ü de una variedad diferenciable X, y dada M. sub­

variedad de X, diremos que ü corta el paso a M en x ^ M ( o que obstruye 

a M en X € M ) si cualquier svibvariedad N de X, transversal en x a M, tiene 

intersección no vacía con Q.{ véase figuras 5.1;5,2( Recordemos que dos sub-

variecldíies M,N de una variedad X son transversales en un punto X C M A N 

s i T M + T N = T X . Esto se escribe simbólicamente M ?fí N) 
X X X ^ 

Así, en simbolos, Q corta el paso a M en x e M si 
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Figura 5.2-

Figura 5.3. 

Si n corta el paso a M en todo punto xeM, diremos que corta el paso a M 

(véase figura 5.3 ) 

Este concepto es fácil de visualizar. Así, si lan conjunto íí corta el pa. 

so a una subvariedad M en un punto xeM, cualquier curva que pase por x y cu­

yo vector no sea tangente a M, es decir, se "salga" de M en x, se encuen­

tra con el conjxonto ü :este conjunto ü corta el paso a M en x .Claramente esta 

propiedad se conserva por difecmorfismos f: X-^X. 

DEFINICIÓN. Sea T un toro con mostachos del sistema (5;1^1) , Diremos que 

T es un toro de transición del sistema (5.1.1) si el futuro de cualquier en­

torno de cualquier punto de W^T corta el paso a W^(el futuro de un conjunto 

ü e s ¿ ¿ $^(U)). 

Ejemplo. Consideremos los toros con mostachos standard T^= [(0;0 z,<t))̂  

({leT^j correspondientes al sistema (5.1.2) ,de ecuaciones asociadas 
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• • « « 

X = Ах, у = Ву, Z = О, Ф = iú(z). 

El flujo asociado а cada toro es lineai, con frecuencias (jì^{Z) , . , , Ü : ^ ( Z ) 

ф.(t) = Ф? + tw.(z) (mod 2TT) , t€3R, j=l,.,,d. 
J 3 ^3 

PROPOSICiasi es un toro de transcCcic^ siys61o si CÜ^^(Z) ,,., ,w^(z) 

son inconmensurables. 

Para la demostración véase (12) . Recordemos que, en el caso en que 

nos ocupa' , toda drbita de es densa, mientras que si a)^(z),... , ( D ^ ( Z ) 

no son inconmensurables , no existe ningiona orbita densa ( véase capitulo 2) . 

Un sisten:ia dinámico dado por un flujo {Ф^} o por un difecmorfismo f so­

bre una variedad M se llama topològicamente transitivo si existe una órbita 

densa. Así, fijémonos que de entre los toros con mostachos T del sistema 

(5.1.2), los añicos que son de transición son aquellos сг:̂ о flujo restrin­

gido es topològicamente transitivo. Esta transitividad topològica sobre 

T es la que "distribuye en cualquier dirección con respecto a la variedad i-

nestable" las órbitas que se acercan a T próximas a su variedad estable. 

Si T es un toro de transiciiái^ entornos arbitrarios de puntos ar­

bitrarios de las variedades estable € inestable , están conectados por tra­

yectorias del sistema. Si tenemos dos toros de tvcm sicicín, tantoién existirá 

esta transición sieitpre que las variedades invariantes se corten transversaL- . 

mente. Ш з concretamente se empie el 

TEOREMA ( 6). Sean T^, ...,Tj, toros de transición tales que la variedad invar-

riante inestable V3^^ de cada toro interseque transversalrnente a, la varie­

dad estable ^^Т^_^^ del siguiente toro T^^^ ( en símbolos , w"Tj/f̂ W T̂̂ _|_̂ )̂ , pa­

ra l<j<k. Entonces el futuro de cualquier entorno de cualquier punto de W^T^^ 
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corta el paso a W^^^^. 

En particular, para entornos cualesquiera U, V de puntos Ç e 

Hj^CW^Tj^ existe una órbita del sisteitia {x(t), t€|C),Tj} que los conecta : 

x(0)eu, X ( T ) £ V . En particular, para entornos cualesquiera de ТуТ^, exis­

te una órbita del sistema que los conecta. 
Dados dos toros de transición T̂ ^ , sobre una variedad M, 

^ diremos que hay transición de T̂ ^ a T2 y lo 
escribimos en símbolos mediante T ^ ^ — s i existe х е м tal que рЛг^Ж ̂ ^^2' 

Dado un toro de transición T, diremos que hay transición de T a T si existe 

x ^ T tal que W^/íÑw^T. Toda sucesión del tipo ч:^-^'^^'^'!^ -»- , finita 

o infinita, recibe el najibre de cadena de transición. Todas estas definiciones, 

así como las de las páginas anteriores se traducen inmediatamente en el caso en 

que en vez de un sistema dinámico dado por ecuaciones с о ю en(5.1.1), tengamos un 

difecmorfismo f :M->M, sin nvás que tener en cuenta que en este caso, las órbi­

tas son sucesiones de iterados por f: {f^x, k £ 2 } . 

Figura 5.4. 
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Por el teorema anterior, la existencia de una cadena de transición señaila 

una separación efectiva de órbitas próximas a hasta un entorno de cual­

quier toro posterior en la cadena, e indica, por tanto, si la distancia en­

tre estos toros es mayor que p , la imposibilidad de que T^sea p-estable 

(véase el apartado 3.5) , y por añadidura, la irtposibilidad de que sea es­

table. Esta será la herramienta clave para la detección de difusión de 

Amold, cerno se verá en el capitulo 7. 

Si "^"^2' ^•'^^^^^ existe x tal que , donde ví^ = W ^ ^ , 

= ÍV^T2. Al ser W^,W^ invariantes la orbita ̂  pasando por x está contenida 

también en W^nw| , y en todo pvmto yé.Y se cumple que . La variedac 
y 

r = (W^n W^)^(T^U T^) es la unión de tales órbitas Y pasando por puntos 

x é l ^ K j T ^ , y si es no vacía ( o sea, si existe x^T^uT^ tal que / 4 > VT̂  ) 

recibe el noribre de variedad heteroclínica transversal, si T^, y variedad 

hcjTVDclínica transversal si T. = T_. As± V'xeT , <i>̂ (x)r ^T^ , ^^^{x)^—r^T^, 

A. ¿ t t —°" 1 t t"*"-f*" 2 
y T\i^ + T W ! = T M . 

X 1 X 2 x 

Como la nocim de toro de transición es importante con respecto al 

problema de la estabilidad, veamos unas definiciones equivalentes. 

PRDPOSICICN Sea Tc M xm toro con mostachos asociados W^,W^. Sea íí»̂ } el 

flujo asociado al sistema. Los enunciados siguientes son equivalentes 

a) T es un toro de transición. 

b) Para cualquier subvariedad A transversal a W^, ^Q\^^^ corta el paso a 

c) Para entornos cualesquiera U,V de puntos 5eW^(T) , neW^(T) , respectivamen­

te existe una órbita del sistema {$(t) ,te[0,Tj } tal que ^{o)£ U, $(!)€ V 
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DEyjOSTRACICN Claramente b)=>a)=»c) . Basta probar que c)::̂ b) . Sean 

C€W^(T), neW^(T), sean A subvariedad transversal a W^(T) en ̂  

N subvariedad transversal a W^(T) en a (N (T) ) . Queremos probar que 

existe una órbita del sistema {<í)(t) , t e [0,T]} tal que $(0) € A , íÍTÍeN. El 

flujo en un entorno U sucifientemente pequeño de ^ es transversal a A, ya 

que el flujo restringido a W^(T) es transversal a A, y análogamente para un 

entorne V de n. Por c) , existe {$(t), t€[o,T]}tal que ííOieU, Ì Ì T Ì ^ V . De­

bido a la transversalidad citada, existen ^-^1^2 Psc[^^os, tales que 

^1 =^Ej_)írA, «-(T + £2 ) 6:7. Asi la drbita {<í>(t) , t £ [ 0 , T + £3- ̂ 1 ^ ^ 

pliendo <I>(0) = es la orbita buscada. 

Como consecuencia de esta proposición, obtenemos que la propiedad de 

transicicsn se conserva bajo conjugaciones topológicas. Así, por ejOTplo, todo 

toro normalmente hiperbcJlico T es de transición si y solo si el flujo restrin­

gido a T contiene una órbita densa en t, es decir él f lujosobre T es topolcSgi-

camente transitivo, ya que el flujo en un entorno de T es topolc5gicamente 

conjugado a su parte lineal, que es del tipo de las ecuaciones (5.1.2), pero 

sin carróñente z. 

5.2 Conservación de toros de transición 

Queremos estudiar en este apartado la conservación de toros de transición 

de un sistema bajo perturbaciones suficientemente pequeñas. Nos restringire­

mos a perturbaciones hamiltonianas sobre toros standard de transición. Así con­

sideramos el sistema (5.1.5) ? 
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<p = a)(I) + eFMz,e) , <̂  

x = Ax+eF^(z,e), xelR^ 

I = eF^{z,e) , l e m 

y = By + eF^iz, E ) , Y^IR^ 

oon z=({)),x,I,y) (5.2.1) 

T 

para que este sistema sea haitáltoniano, se ha de cunplir que B = -A 'd =c, 

u = s, ud) =gradH„(I), F^(z,e)= (z,e) , i=l,...,d, F^(z,e) = 9H^ an 
(z,e) j=l,...,s, F|(z,g)= - — (z,e) , i=l,...,d, (z,e) = 

3 H ^ 

= - -^^^r^) , j=l,.../S. 

Así,consideramos el hamiltoniaiVD 

H(^,e) = H^z) +€ìl^{z,e)= Ejl) + y^Ax + eH^(z,e), z = ((i),x,I,y) (5.2.2) 

definido para I e.U abierto de ]R*̂ , (x,y)eV entorno del origen deHR^^, 

e|<e<5 con H 2-r-periodico en (j). Debido a esta periodicidad podemos conside­

rar a H definido para epe T^. Supondremos además que A = (a., ) es una matriz 

expansi\^f es decir, con todos sus valores propios con parte real positiva. 

T 

Por tanto, -A será una matriz contractiva, esto es, con todos sus valores 

propios con parte real negativa.. 

El sistema de ecuaciones asociado al hamiltoniano H de (5.2.2) vie­

ne dado por: 

3H^ 8H , s . 3H 

*i= IT. -^^-^ (<Í',x,I,y,e) , x^= S â ĵ Xĵ  + £^(<}>,x,I,y,e) 

3H^ . s (5.2.3) 

1 Jc—1 3 
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Por ejenplo, el hamiltoniano (4 .3 .5) es de este tipo si se satisfacen 

las condiciones del teorema del apartado (4.3) relativas a la existencia de 

toros invariantes hiperbólicos respecto al hamiltoniano integrable (4.3.6) 

En el sistema (4.3.7) x,y son unidimensionales, y basta efectuar un cambio 

de variables (̂ ,̂ I^) -> (x,y) de manera í̂ ue diagonalice la parte lineal corres­

pondiente a las variables ^^^^r^^^ r Y ĉ ued en la forma de(5.2.3) . Por tanto, 

los resultados que obtengamos sobre conservación de toros invariantes para 

(5,2.3) se podraoi aplicar al hamiltoniano(4 .3.5) 

Sie= O, el sistema (5.2.3) queda reducido a 

<í,= i í k (I) I . = O i=l,,..,d 
91. 

^ (5.2.4) 

Para cada I°tdU, T(I°)= {((}),x,I,y) ? x=y=0, I = I"̂ } es un toro con 

itostachos del sistema (5.2.4). Si (CO (I-)) = ( L^'' (I^),. .., -P-^ (1°) ) 
^^1 ^^d 

son inconmensurables, T(I°) es un toro de transición de (5.2.4), como ya se 

vio en el apartado anterior. Obsérvese que si H^es no degenerado, es decir. 

det 91.8Í~./^ ^' "̂̂  conjunto de toros de tvansiciön T(I°) llena, salvo un 

conjunto de medida 0(/e) el conjunto t'^X U . Ademars, en este caso podemos 

parametrizar estos focos invariantes por sus frecuencias y escribirlos como 

T^^= {((j),x,I,y)T x=y=0, üj(I) = t a ° } . 

La variedad C= {(j^^x,!,^; x=y=0} es una subvariedad simpléctica tan­

to del sistema (5.2.4) como de (5.2.3), tal como como vimos en el apartado 

(2.4) . Para£= O, C es además una variedad invariante de (5.2.3) 

Veamos bajo que' condiciones se conservan los toros de transición de 

- 92 -



(5.2.4) . LlamareiTOs fi e B*^ a la iinagen de U por CU = grad .Dado v> 0 

sea fi( V) el conjunto de OJ e fi cunpliendo 

I (k ,0̂ 1 >v 1 "k r P ^ a cualquier k e Z'^, W (5 .2 .5) 

y currpliendo ademas dist (oj, H^^Q ) 5v , T es una constante positiva fija, 

cunpliendo T?d-1 

TEOREMA Sea H dado por (5.2.2) , OPTI A matriz expansiva y H ̂ analítico y no 

degenerado. Supongamos que H es de la clase C^, con r>2d, y sea T currplien-

do d-l<T<(r/2)-1. En tonces para cualquier v>0, existe £(v)>0 (£(v)= 0(v^)) 

tal que si |e|<e(v), (5.2.3) posee, para todo wefi(v) toros con mostachos d-1 

dimensionales , con flujo lineal de frecuencia OJ. Dos toros con mostachos 

T^, T~ C''̂ -pr(5ximos tienen sus variedades invariantes asociadas C''̂  próxi­

mas. Por Ultimo, todo toro , es un toro de transición del sistema (5.2.3) 

DEMOSTRACICN Para e = 0, C = {( <(),x,I,y) ; x=y=0 } es una subvariedad nor­

malmente hiperbólica 2d-dimensional de (5.2.3) (véase 5.1.3) . Por él teore­

ma scbre variedades normalmente hiperb<51icas del apartado anterior, ya aplica^ 

do a (5.1.5), si e es suficientemente pequeño, existe una «nica subvariedad C 

normalmente hiperbólica de (5.2.3), 2d-dimì9nsional, C^-cerca de C, con varieda^ 

des invariantes W^(C^), W^(C^), C^-cerca de VJ^(C) , W^(C), respectivamente 

jporejenplo, W^(C) = {((l),x,I,y) : x=0} ). Además si escribimos <í)̂ (t,z'') el 

flujo asociado a (5.2.3), con z<^ (((¡"̂ /X",I<',y«'), entonces existen Wj^,W2 en­

tornos de , y existe h: ->W2 hcmeoformismo tal que 

h(<í,̂ (t,z'') = >y^(t,h(z°)) (5.2.6) 

con 'í'^(t,2-)= ^'^(t , r,xM°,y-)= (<i>lt,(í>o,iô e)̂  e^x°,I(t ,cl)Mc,£), e'^^yo) 

siendo ((})lt,<̂ °,I<',£),I(t,(í)?I«,£)) el flujo «í>̂ (t,z'') restringido a 0^, 

ASÍ, vendrá dado por = {(4̂ ,x,I¿.) .x= £f (c^,i,£) , y £g(<^,l,£) , con f ,g 

de clase e"", pequeñas^2TT-periÓdicas^en cí) y si í>^(t,z-)= (cf.^(t,zr), x'^(t,zo), 

I^(t,z °) , y^(t,z o) ) ^ entonces 
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({)(t,<{)M^e) =4)^(t,({)°, efiii)", I S E ) , I°,eg (4)° , I°,e)) 

I(t,(i)°,I°,e) = l^(t,(})0, ef(<i)'', I°,c), ISegCc})'', I°,£)) 

d 2s 

debido a la forma de , es una subvariedad de «ÌJ^T , (x,y)eV<=3R , 

IsudR*^ (véase (2.3.a))que es además s\±)variedad invariante de ( 5 . 2 . 3 ) . 

Por tanto el flujo dentro de es hamiltoniano de función de Hamilton 

H|C^ (véase proposici<3n pág.d5 ). Nótenos que = {((}),x,I,y) ; x= e f (({>,I,e)., 

y = £g((¡),!,£)} no está expresado en cooirdenadas canónicas. Sin ent>argo, 

existe una completación de las coordenadas canCSnicas sobre C , (<í'/I)/ 

a (({i..q,I,p) de manera que C venga dado por C ={ (ci),q ,I/P) : p=q=0} . 

(véase pág. 15) . En estas nuevas coorderгadaspl sistema ( 5 . 2 , 3 ) , en lo que 

se refiere a , viene dado por. 
^ = (I) + e ^ ((̂ ,I,e) 
^ 31. ^^i 

3H, i=l,...,d (5 .2 .7) 
I.= - e ̂  (ĉ ,I,e) 

con Hj_((í),I,e) = H^(C J ) , Í),I , 0 , G) , Hĵ (<í), q,I,p) = ((í),x,I,y) es la nueva 

ej^resion de en las coordenadas (4),q,I,p) . 

En (5 .2 .7) podemos aplicar el teorema de KAM, cbtenieíndose toros 

invariantes de (5.2.6) con flujo lineal de frecuencia00,para to cuitplien-

de (5 .2 .5 ), si e es suficientemente pequeño. Por la conjugación topologica 

(5.2,6), cada toro invariante tiene asociadas variedades invariantes 

W^T^ , (s+d)-dimensiones de la manera siguiente: si el toro 

tiene por ecuación asociada I =eh^(<í),e) , h 2Tr-peric3dica en <j), ; 

entonces 

W^Tf^ = {(4),x,I,y) : X = ef((í>,I,e), I = eh, ((¡),e)} 

(5 2 8) 

wV = {((i),x,I,y) ; y = eg(cí,,I,e) , 1= eĥ {(}),e)} 
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Luego T^^es un toro con mostachos del sistema (5.2.3) , si e es sufi­

cientemente pequeño . Dados ahora dos toros ^ ' sus variedades invarian­

tes respectivas seratn de la forma (5,2.8) con lo que estarán C^-proximas 

si lo están los toros T^, , de ecuaciones I = e h ((}),E), I = ehy.i^,e), 

respectivamente. 

Veamos finalit̂ ente cjue cada toro con mostachos que se conserva, 

es un toro de trasición. Hemos visto que los toros con mostachos que se 

conservaban estaban contenidos en una si±>variedad sinplectica C^, nor­

malmente hiperbólica. En coordenadas c^àicttaáas, C = { (<J),q ,I,p) : p=<3j=0) }, 

donde q representa la cortponente expansiva, y p la corrponente contracti­

va. Usando el teorema sobre variedades normalmente hiperbólicas, apartado 

f) el flujo en un entorno de es topologicamente conjugado al generado 

por el sistema; 

• 

* 

p = -A p 
• 3H, 

81. 
X 

« 

I.= 
1 

1-1 d 

es decir, en las coordenadas que no son de C^, basta escribir la parte li­

neal de (5,2.3). 

En (5.2.9) tendrá por ecuaciones 

= í (q ,p /}) , r ) : q=p=0, I =eh^(cl),G)) 
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con h de clase C''̂  y sus variedades invariantes (locales) serán del tipo 

^oc^w = í(q,p,c}>,I)r q=0, I=eh^((^,e)} 

Sean ahora C = (0,:f^, ({,",1°) ̂  Wj^T^, n = (q",0 ,.̂ ",l") W^I^T^ . Se 

cunple q̂.'e 1°̂  = e h^(,(t)^,c) ,a = s ,u. Sean U,V entofno.s de 5,ri , respectivamente, 

que podemos suponer de la forma U ={ (q,p/í)Al) :||q|| < p , ||p-p^ || <ft (({),I) e B ^ } , 

V = {(q,p,(í),I) : ||q-q^||<y, ||p||<y, {(^,l)^B^} , con B ^ entorno de {<p^,1^) 

en las variables 0,1 a = s,u, que podemos suponer de la forma B " = E*̂  XF'^, 

con E entorno de (¡) en la variable y F entorno de I en la variable I. 

, s ŝ ,u u .u ̂ u> .u 

-At Un 1 -At s 
e q II r |e p 

T''>Otalque si t^xentonces ||e~̂ q̂̂ || < p , ||e~̂ p̂̂ jl <vi . Ccmo el flujo sobre 

es lineal de frecuencia w, y OÍ es incomensurable, ya que cunple 

(5.2.5), entonces toda orbita sobre es densa en . Así, llamando (Kt,({)'') 

al flujo de (5.2.9) restringido a , entonces'{(í>(t,c|)«) , t50 es denso 

para cualquier «Íí̂'e-T̂, Luego existe T^x^tal que <¡>{Tf4>^) ̂ I^, e h^( ( í ) (T , ( í )^ ) )é: F^, 

ya que = eĥ (cí)̂ ,-£) . Sea ahora z'>= (q% p°,<p°,l'^) = ( e-^V,P^,4)^,I^), 

y sea <I>(t,2'-) = ( q(t,q°), p(t,p°), <¡)(t,1«^) , I(t,(í)",I'̂ ) ) la solución de 

(5.2.9) cunpliendo í>(0,z°) = z''. Como T5T°,claramente'i<0,z°) £:U. Veamos ahora 

que <í>(t,z°) ̂ V. Como q(T,q°)= q^, l|p(T,po)l | < y ,- basta ver que 

( i ( T , I")/ I it,<P°,l'=)) B ^ = E ^ X F ^ . Como (ĉ Î̂ -) = (45^,1^), entonces 

eĥ (<f)'',£). Por la invariancia de , se cunple que 

-At s 

l(t,(í)M°) = eh^(4)(t,<f)°, I^),e) 

con lo que $(T,$°,I^)éE^ , I(T,(|)^,I'')«S F^. 

Asir, hemos visto que para entornos arbitrarios U,V de puntos arbitra­

rios C e W ^ ^ ,n «£ ̂ ^ ^ ^ existe una trayectoria {$(t), t £:£0,T3} del sis-
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tema (5.2.9) que los conecta: ií>(0)&U, , <1>(T)<£.V. LO mismo ocurre si 

C eW^T^, nCW^ ^ , ya que existe T"'">0 tal que E..= í ( T \ C ) - e T ^ , 

r)̂ = -TS^^^^W^QC"^^' y si entornos arbitrarios de ̂ ,ri-]̂ pueden ser conecta­

dos por trayectorias del sistema (5.2.9) , lo mismo ocurriraf con entornos 

arbitrarios de ?,n (para más detalles, véase (24) , pág 75) . Así, es un toro 

de transición del sistema (5.2.9) . Ccmo el sistema (5.2.9), es topologicamente 

conjugado, en un entorno de y por tanto de T^^ cil sistema (5,2.3) , y ya 

vimos al final del apartado anterior que el concepto de toro de transición 

es invariante por conjugaciones tqpologicas, entonces es toro de transí- ^ 

cien del sistema (5.2.3) cqd. 

Tal ccmo habíamos dicho antes, podemos ahora aplicar este teorema al 

hamiltoniano (4.3.5), en lo referente a la oonser^/acion de toros de transid 

ción, cbteniendo el 

TEOREMA ( CCNSERVACIGN DE TOROS DE TRANSICIÓN ) 

Consideremos el hamiltoniano 

r((í),I) = r,(I) + r^^^(í.^,I)+ rj^i(<í>/I), <})^1^, IcSlR^ Hill <p (5.2.10) 

conr^I) = r^^^I) + r^^^l) + ...+ r^^Hl), Ir=/V2j , = Z a r , 
j=l 

r^'^^I) = 2 E q.ĵ r̂ rĵ , r^^^^l) = C^¿(2r)^ . 3^síL, 
j, k—1 a =s 

r̂ "̂̂  (<t>^rT) = a(2r)^^^ cos((í)^-b) , a,b^K, y T^^{<t>,l) = 0( î ^̂ ^̂ /̂ ) , i->o 

donde r= (ri,..,r^)= k£l^ I ^ ^ ^ ^ ^ - i V ^ n V ' ̂  '̂ '̂  ^^^"^ 

con kH=M^4,]^^0. Sea n = {(g^ (I) , .. !^ (I) ), ||l|| <p}^15Í^"-^ 
'1 91 -

n-1 

y para cada v > O, sea Í2(v) = {Ü)<£ : \ (k,w) |^v|kl~^ para cualquier k ̂  aP"'^ 
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к и о у cunpliendo además que a^|<v , i=l,.,.,n_l}. 

Supongamos que Г es de clase C^, con r>2 (n-1) ; sea x cunpliendo 

n-2<T<(r/2)_l y supongamos que lía.-k") |<4plZ. ̂: , a. .кек*?! , .. , 
i fD ^3 ^ 3 

^"ij4<i,j^ n-1 И O, y que a И 0. 
4 

Entonces para cualquier •u>0, existe 6(v)>0 (6{v) = 0{v )), tal que en 

= {(фД) ei^x 3R", К I I |< 6} el sistema correspondiente al hamiltoniano 

(5.2.10) posee, para cualquier cjoe:n(v) toros de transicicSn (n-1)-dimen­

sionales T^, con flujo lineal de frecuencia ÍD. Dos toros de transición T^, 

T~ cí-prciximos, tienen sus variedades invariantes asociadas C^-prcKimas. 

DE>OSTEUinON El hamiltoniano H„ = r^(I) + V^^^ (*n'-̂^ ®^ (4.3.6) y 

empie todas las hipótesis del teorema de la sección (4,3) ^ por lo cual 

existe una familia n_l paramétrica de toros n-1 dimensionales T(I* ..,1* .) 

invariantes por el flujo asociado a Hg, de tipo hiperbólico, dado por 

T(IJ,..,I*) = {(*,!): ^ (<Í),I) = ^ ( ( J ) , ! ) = 0 , 1 = 1 * , j=l,..,n-l} 

n ^n 

y con unas ecuaciones asociadas, en su entorno, del tipo de (5.2.3). Como 

H^es analitico y no degenerado ( det (a^j) ^ O , i, j=l,.. ,,n-l) y se sa­

tisfacen todas las condiciones del teorema visto anteriormente, con d = n-1 

detenemos los resiiltados enunciados, c.q.d. 
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CAPIIULO 6 

TPANSVERSALIDAD D E VMdEDPIES INVAPIANIES 

6.1. Consideraciones previas 

El nvecanismo de las cadenas de transición constituye la herrairdenta 

fundamental para prcbar la existencia de difusión de Arnold en sistemas ha-

miltonianos casi integrales, Según hemos visto en el apartado(5.ll, la exis­

tencia de una cadena de transición en vin sistema hamiltoniano casi-integrable, 

esto es, la existencia de una sucesión( finita o infinita ) de toros de 

transicicín T. con variedades invariantes estable- W^T. & inestable W ^ . 

1 l i 

asociadas, tales que W^^rí\ W^T^_j^^, garantiza la existencia de difusión de 

Arnold en dicho sistema. En los capítulos 4 y 5 se han dado condiciones 

suficientes para detectar toros de transición. El objetivo de este capitulo 

es suministrar condiciones suficientes que garanticen la intersección trans­

versal de variedades invariantes coirrespondientes a distintos toros de tran-

sicien de sistemas hamiltonianos casi-integrables . Empecemos por iroponerr 

algunas condiciones previas sobre el sistema no perturbado, basándonos 

en el hamiltoniano integrable(4 ,3.61. 

A) Consideremos un hamiltoniano ( no perturbado) analitico del tipo 

Híq,P,(í>,I) = HQ.(5,P,I),^ (q,p)e\^cIR^, I e U = UC^]R^ (6.1,1) 

Claranente HQ es integrable, siendo HQ,I^, <i+l integrales primeras 

en involucien. 

B) Suponemos que existen funciones analíticas, leUt-^(f (I) ,9 (I))«£:v^ 

tales que 

" 99 -



3H- oH 
^ (f(I),g(I),I) =-gpH (f (I) ,g(I) ,1) =0 , leu. 

(6.1.2) 

3q 

J} 

5^ 0 

0 
3P 

:2 

< 0, leu, 

(f{I),g(I) ,1) 

(6.1.3) 

El sisteria de ecuaciones asociado es 

3HQ 

3H 
p = - ^ (q,p,i) / 

9H, O (6.1.4) 

(6.1.5) 

con lo que para cada I<£'U,(f(I) ,g(I)) es un punto critico hiperbólico 

del sistema (6.1.4), y como consecuencia, para cada leu el toro 

T(I) = {(q,p,((),I) : q = f (I) , p = g(I)} es un toro con mostachos asociado 

al hamiltoniano Ĥ . Los mostachos W^T(I), W^(I) están contenidos en 

W°(I) ={ (q,p,(í,I): HQ(q,p,I) = HQ (f (I) ,g(I) ,1)}. 

C) Supondremos que coinciden con este conjunto, es decir, W^T(I) -

= W^(I) = v ñ i l ) , l e u . Esto equivale a decir que existen órbitas homoclir-

nicas asociadas al sistema (6.1.4) contenidas en {(q,p)-:HQ(q,p,i)=HQ̂ (D/jíI),!) 

para cada I<SU, que juega el papel de un parámetro d-dimensional en (6.1,4), 

8H, 
D) Sean 0) (I)=gŶ  (f(I),g(I),I) , j=l,.. ,d, co(I) = (a)^(I),.. ,u)̂ (I) ) 

el vector de frecuencias asociado a cada toro invariante de T(I). Para que 

no haya degeneracicaí de frecuencias, supondremos finalmente que 

det -^(I) 7̂  O, " i l & U . Como consecuencia, podemos parametrizar los toros 
31. 

3 

- 100 -



invariantes segtin sus frecuencias asociadas: T^¿={ (f (I) ,g(I) ,4),I) :CÜ(I)=CJ*'} 

y analc5aament£ en lo referente a svis mostachos: 

Si añadimos ahora una perturbacicJn al hamiltoniano(6.1.1) y conside­

ramos el hamiltoniano 

H(q,p,(t),I,e) = HQ(q,p,I) + H^(q,p,4),I, e) (6.1.6) 

los toros invariantes con frecuencias a)^,..,a)^ suficientanente irracionales, 

cuirpliendo (5.2.5)^ se conservarán, según el primer teorema del apartado (5.2) , 

dando lugar a toros de transicicln con variedades invariantes asociada W^'^ 

' ̂, ( d+1) - dimensionales. 

Queremos ver cuaúido se cortan transversalmente dos de tciles mostachos, 

es decir, cuandoVr' 7K W^' . Para esto, es preciso que en cualquier punto x 

de intersección, T W^'^+ T W^'^ =TR ^^^^^^ Ahora bien, por ser W '̂̂ ,w'f'^ 
' X ü) x ¿5 * ' ^ tu üi 

variedades invariantes, si se cortan en un punto, al menos toda la órbita 

pasando por x esta contemda en vf'^n Ví^'^ , con lo que àim.(W^'^n w'^'^)^! 

Luego como ',V¡-.' son (d+1)-dimensionales, no pueden cortarse transversal^ 

mente respecto a v x l'^ x U<:TE^ ^'^^^^ , Ahora bien, el sistema asociado al ha­

miltoniano H tiene a H como integral primera, y por ser variedades 

invariantes, serlo pueden intersecarse si están en el mismo nivel de energia, 

llamémosle h. Una vez fijada la energia h, el espacio de fases al cual estar 

restringido el movimiento es H~^(h), hipersuperficie si h es valor regular, 

con lo que W^'^^W^'c ir''"(h) se cortaran trans^?ersalmente si T̂ H"'̂ (h) = 

= T^W^'^ '^'^x^^'^ ' K)'^'^ ^ ^'^^"^s'^ ^® reduce a tina orbi-

ta del sistema. La herramienta fundamental para detectar esta intersección 

transversal, la integral de Melnikov, sera dada en el apartado sigxziente. 

Veamos ahora que el hamiltoniano (4^3,6) cunple todas las hipótesis 
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A-B-C-D. El hamiltoniano ' es de la forma 

r((i),I) = r((f.̂ ,I) = TQU ) + r̂ ^̂ i})̂ ,!)/ ||I|I <Py (6.1.7) 

rĵ . - , . " 'n • • 'n ' n' con ^̂ n'"'"̂  a(2r)^ cos((})̂ -b) . Llamando q =<!>ĵ-t), P = Iĵ ' Y siendo 

d = n-l,r toma la forma de (6.1.1), es analitico, y existe ademas para cada 

I = (I^, ..,1¿) , <ie mcdulo suficientemente pequeño, una funcicjn f (I) de 

manera que en los puntos (0,I,f(T)) se cunplen (6.1.2) (6.1.3) (véase 4.3.11^. 

Según lo e^^uesto en la nota 2 del apartado (4.3), podemos suponer que W^T(I) = 

= W°T(I) = V7^{I) . Finalmente, llamando w. (I) a ^ (0,I,f(I)), j=l,..,d, 

y debido a la forma de f(I) (véase (4.3.13)) hasta suponer que 

det(a. .)-,.• 5̂  O , tal cono aparece en el teorema sobre cai5<rvacion de toroi 

àe transición para que det 

pequeño. 

9a)̂ {I)\ 

" 3 
5̂  O ̂  < p , si p es suficientemente 

6.2. Laintearal de Melnikov 

Consideremos el hamiltoniano 

H(q;p.(í),I,e) = HQ(p,q,I) + H^(q,p,<j, ,1 ,e) (6.2,1) 

definido para (q.p)<e:V<:3l , Uc]R , (j) eT ,|e|<eQ, c»n cunpliendo 

las hipötesis A,B C,D del apartado anterior, siendo H de clase C°" . 

Si e= 0. para cada i e . ü , T°(I) = {(q,P,4»,I)- q = f(I) , P = g(I) } 

es un toro con mostachos asociado a de frecuencia asociada 

03(1) = (w^(I) ..,w^(I)) , con 0)^(1) = gj-"(f (I) ,g(I) ,1) , :=!,..,d. Sea 
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/9co \ 
— (I) I 7̂  0, restringiendo U si 

Í2 = a)(U)c]R*^. Como, por hipótesis, det 

es necesario, podemos considerar que (D : U es biyectiva, y podemos pa-

rametrizar los toros invariantes mediante wíl) , 2\sí, para cada 3 « ^ ^ , sea 

= { (q,P,<f>,I) : 00(1) = B ,q = f (I) , P = g(l) } (6 .2.2) 

toro con mostachos d_dimensional asociado a H^. Sus mostachos, por hipó­

tesis, se confunden, y tienen por ecuaciones 

W° =W|'° =W^'° = {(q,p,<i>,I)s w d ) = 3 , HQ(q,p,I)=Hjj(f(I),g(I),I)} 

(6.2.3) 

Así, si X = (q,p,$,1)6: , entonces, llamando XQ(t,x) a la órbita^ 

con respecto al hamiltoniano , tal que Xq(0,x) = x i se cunple que 

XQ(t,x) -t-Tg, cuando t->± ~. En particular, x^(t,x) es del tipo? 

XQ(t,x) = (qQ(t,q,p,í) ,pQ(t,q,p,Í) ,4+tü)(í). I) (6.2,4) 

con HQ(qQ(t,q,p,l) , PQ(t,q,p,í) ,1) =HQ(q,p,l). 

Si e;̂  O, la mayoria de los toros invariantes, junto con sus variedades 

invariantes, se conservan, según el primer teorema sobre conservacic5n de 

toros de transición. Sea uno de tales toros que se conservan, y sean 

W^'^,W^'^ sus variedades conservantes asociadas. Como estas esteoí prcJXimas 

a ,5Í.ees pequeño, serán de la forma 

Wg'^ = {(q,p,(}),I): w(I) =3+eA^^'J(q,(|)), F(q,p,I) =eÂ '̂2(q,cí)) } ,\Ma,s (6.2. 

donde F(q,p,I) = HQ(q,p,I) - H^(f (I) ,g(I) , I ) . Recordemos qiae la ecuación 

F(q,p,I) = O^fijado I, se coitpone de dos ramas - una localmente estable, 

C^ (I), y otra localmente inestable C (I), ya que (q(I) ,p(I)) es un pun­

to hiperbcJlico - en el entorno de (q(I) , p(I)),' es decir, F(q,p,I) = O , 
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equivale a p = f^(q,I), si (q,p)£• (I) ,y a p = f^(q,lKsi (q,p)e C^(I), 

donde, por ejerplo, hemos expresado p en funcicJn de (q,I) . Al considercir 

la ecuación que aparece en (6.2.5), hay que escoger la rama estable paxa 

W^'^ y la inestable para W^'^. Al incrementar en 27T la variable q, como 

F es 2'r_peri(3dica en q, nos encontramos de nuevo con la singularidad 

(q(I), p(I)). Para evitar esto, usaremos la expresión (6,2.5) serlo para 

q - f (I) I <2n-C, donde C es una constante pequeña ( por ejenrolo, 0<C<(Tf/4)) . 

Cerro el hamiltoniano H es una constante del sistema, Tg se encon­

trara en un cierto nivel de energia h, es decir, T^ciiT^(h), y por tanto, 

las variedades invariantes t^'^^W^'^C H~''"(h), esto es, cumplen la ecua­

ción adicional H = h. Sin perdida de generalidad, podemos suponer que 

• ~ TÍ o, con lo que existirá lana funcidn G, tal que 

^^d 

H(q,p,cí),I.e) = h<^ = G(q,p,(í.,I^,,.,I^_^,h,e) (6.2.6) 

si |e|<eQ. Asir, dados q,p,<f),Î , fijar la energia equivale a fijar I^. 

Sea ahora x^ = (q*̂ ,p°,(f)°,Î ) ew^ . Por la forma de las variedades 

W^'^,W^'^, existen X®'^,x^'^,pertenecientes a W^'^,Wgrespectivamente 

de ecuaciones xj'^ = (q° ,p^'^,<¡)°,I^'^), con 

0.(1^'^) = B+eA^^J ( q ° / ) , F(q^p^'^I^'^) = ^A^;^ (q^c^° ) , V=ni,s 

н ( q ^ p " ' ^ * ^ I " ' ^ ) = н ( q ^ p - ' ^ < ^ ^ I - ' - ) = h 
(6.2.7) 

Si denotamos por x(t,-x ̂ e) a la orbita, con respecto al hamiltoniano H, 

tal que x(0,x,e) = x, las ecuaciones (6.2.7) continúan siendo validas para 

x(t,x^'^,e), V= u,s, al ser w|'^,W^'^,invariantes . La expresión de x(t,x^'^,e) 
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es del tipo 

x(t,x^'^,e) = XQ(t ,x°) + ex^Ct) + 0{e^), v = u,s (6.2.8) 

con x^(t) solución de la ecuación variacional 

x^(t) = JD^ Q ( x Q(t , x ° ) ) x^(t) +e Jgrad H^(xQ(t,x°) ,0)^ V = u,s 

(6.2.91 

con condiciones iniciales 

x^(0) = (0,p^,0,I^) V = u,s 

que nos miden, en primer orden, la separación entre W^'^ y cerca de 
p P 

x ^ y que no conocemos, aunque no serán necesarias más adelante, según sera 

visto. Notemos que, gracias a la conservación de la energia, x ^ ' ^ serzf co. 
nocido, una vez dados q*̂ , P̂ '̂ ,(í>° , -^l'^' •* -'"̂ d'! ̂  energia h, 

xisando (6.2.6) . 

Nuestro objetivo es ver cuando se cortan transversalmente V̂í̂ ' ̂  ̂  

es decir, cuando se cortan a lo largo de una curva homoclinica (véase el 

comentario después de (6.1.6)) . Esto irrplica que x^'^= x^'^ y por tanto 

se satisfacen las ecuaciones 

ü>(Î ) = 6 + eA^;J(q°,c},°), F(q°,p%I^) = eÂ 'J(q°,(í)°) 

.s,e, O .0. .u,e, O O. 
^3,1^^ ^ = ^3,1^^ ^ (6.2.10) 
.s ,e , O ^0. .u,e , O ,0, 
Aĝ '2(q ,4» ) = ^^^2^'^ ^ 

para x^= x^'^ = x^'^ = (q°,p̂ ,<{)°,Î ) compárese con(13)) . Como \'Í̂ '̂ ,Ŵ '̂ , son 

invariantes, si x^ es solucicn del sistema (6.2.10) , también lo será de 

x(t,x^,e) , para cualquier tienpo donde este definido. En particular. 
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u)(I(t, x5^)) =6 + eA|'^{q{t,x^,e) , <}>(t, x^,e)), t >0 ( 6 . 2 . 1 1 ) 

ya aue x = x 'e Wl ' .Derivando cson respecto a t se obtiene 

(<a/dt) ['A(q(t,x ,̂e) , (i)(t,x̂ ,e)_)/ = e{u),Hĵ } (x(t,x ,̂e) ,e)̂  ( 6 . 2 . 1 2 ) 

coni),H^} = ( { t O j ^ / H ^ } , . . . , { ü J ^ , H ^ } ) , y donde hemos lasado el hecho de que, 

para cualquier función f, (d/dt) f f (x(t,x,e))J = {f H} (x(t,x,e) ) 

( vease(l ) , pag 1 9 3 ) junto con ÍJ ,H } ={W,HQ}+ e{üj ' ,H^}= e{üj,Hĵ ^}, ya que 

{ W ,H Q } = O, al ser independiente de 4 ) . A partir de ( 6 . 2 . 1 2 ) , tenerrcs 

Â ;J(q°,<í>°) = A'^;^(q(t ,̂x ,̂e), 4>(t̂ ,xSe)) + 

+ í {w,H.}(x(t,x^,E),e)dt . ( 6 . 2 . 1 3 ) 

Igualmente, 

A^'^{q°,c¡)°) = A^;|(q(t^x^e), <í>(tV,e)j' + 

0 

{F,Hj^}(x(t,x^,e),e)dt (6.2.14) 

Se obtienen е>фгез1опез análogas a (6.2,13) ̂  (6.2.14) si reerrplazamos s 
1 2 2 

por u, t por-tr con t >0. Sustituyendo en (6.2.10) , queda 

.(I^) =B+eA^'f(q^ф°), F(g^pSl^) =еД|'^(дО,фО), 

г! 2 íw,Hj_} (x(t,x^,e) ,e)dt = co(I(t^x ,̂£)) - u)(I(-t^,x^,e)), 

t^ 

/ ̂ 2 ^^'"l^ (x(t,x ,̂£) ,e)dt = F(q(t\x^,e) ,p(t^,x^,e) )„F(q(-t^,x^,e) í)(-t ,̂x̂ ,£) 
(6.2.15) 
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1 2 
ООП t ,t ^0, arbitrarios. Las ecuaciones (6.2.5) son las de un punto 

x^ew^'^O W^'^ que son tanbien curtplidas por x(t'^^x^,e) (es decir, en 

(6.2.15) , podríamos reenplazar x(t,x^,e) por x(t-t^ ,x^,e)). Las incógnitas 

(q^ ,p̂  _ 0^,I^)que aparecen en (6.2.15) no son independientes, ya qtie 

están ligadas por la relación H(q^,p^,ф^,I^) = h, o bien, 

= G(q,p,0 , 1 ^ , . , 1 ^ ^ Д1,е) , Tarrpoco lo son las ecuaciones (6.2.15), ya 

que provienen de (6.2.7) , donde era función¿ie las otras variables. Asi 

en (6.2.15) podemos escoger 2d+l ecuaciones adecuadas, una vez fijada la 

energia Así, por ejeitplo, si O, en (6.2 15) la ecuación 

y 2 b^^H^^X^Ít, x^,e) ,£)dt = a)^(I(t-'-^^,e)) - 0Jj(I(-t^,x^,e) ) 

es consecuencia de las restantes ecuaciones que aparecen en (6.2.15) , una 

vez fijada h. Para resolver (6,2.15) , es preciso conocer los términos que 

aparecen a la derecha de las igualdades, al menos hasta cierto orden. 

Asi-, por ejenplo, visando (6.2.8) 

F(q(t^,x^,e), p(t^,x^,e)) - F(q(_t^ ;c^,c) , pLt^,x^,e)) = 

r , ,1 O Ov /.1 o 0. . , .2 o 0. / 4.2 O Ovvi ^ 
= ¿Fíq^ít ,q ,p ),PQ(t ,q ,p ))-F(qQ(-t ,q .p ) ,PQLt ,q ,p ) )J + 

+ £[pF(qQ(t^,q^p°),PQ(t^,q°,p°))(q^(t^),p^(tb) + 

+ DF(qQ(-t2,q°,p°) ,Po (-t2,q° ,p°) ) (q^^í-t^) p^^í-t^) )J + e\(t^ 

\/t^,t^>0 (6,2.: 

3 2 1 2 
con )a(t ,t ) s$ M para cualesquiera t ,t ^0 . El termino de orden O en e 

es identicairente nulo si irtponemos ademas F(q^,p^,I^) ^eh^'^iq^ 

hasta orden O en e, ya que F se anxiLa sobre las órbitas hamoclinicas no 

perturbadas (véase(6 .2.3) ) . El termino de (6^2.16) de orden Г tanbien se 
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1 2 
anulará si considerairos t. -̂ «J, t °" , porque tendemos a un punto crítico 

de F (véase (6.1.2)). 

Así dos de las ecuaciones de (6.2.15) las podemos escribir cerno 
F(q°,p°,I°) = O + 0(e) 
/ (6.2.17) 
/ {F^í }(xQ(t,x°) ,0)dt = O + 0(e) 

Por otro lado, сою l(t,x°,0) = = cte.^ 

(I(t\x'',£)) - w(I(-t^,xSe) = £Dw(I°) (I^(t^ _ Ij^(-t^)) + A(t^,t^), 

con |b(t''",t̂ )| < M para cualquiera t'^,t^^O. Cerno x(t,x°,0) , t -ht~ ̂  

y como x(t,x^'^,e) = XQ(t,x°) + £x̂ (t) + e^C^(t) , cuando t 

para cualquier x̂ ' W^' , ex̂ (t) , para t grande, nos mide la distancia, 

en primer orden con respecto a £, de a T^. Anarlogamente, para cualquier 

p P 

X ^' , ex̂ (_t) , para t grande, nos mide también la distancia en pri­

mer orden con respecto a e, de a T^. Por lo tanto x(t,x ,̂e) -»-T̂ ,t -*-±~, 

p p p 
1 2 1 2 

implica que Iĵ (t ) - I^( _t ) O cuando t , t ->«' . 
Las restantes ecuaciones de (6,2.15) las podemos escribir como 

ш(1 °) = 6+ 0(e) 
(6.2.18) 

{w^,H^}(xQ(t,x°) ,0)dt = O + C(e) j=l,...,d.l 

Para poder resolver (6 .2 .16) , basta ver que se puede resolver el sistema 

aproximado formado por (6 .2.17) y (6.2.18) . Para ello basta ver que la función 

Mg(<í)J, =Mg(<J)°) = (RL(<Í)°)....,M^((Í)°)) 
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dada por M (ct)°) = j (o) ,H^}(xQ(t,x°),0) dt j=l/..,d_l 

(6.2.19) 
0Ü 

M^i*^) = J {F,H^} (xQ(t,x^),0) dt 

tenga un cero siirpleexista tal que M((|)°) = 0, det DM((})°) 5»í 0. En (6.2.19) 

x^ =(q°,p°,(t)°,i°) , con 0^(1°) = 3 , F(q°,p°,I°) = 0. (q°,p°) es un punto de la 

0 0 

drbita honoclinica asociada al punto crrtico (f(I ) ,g(I )) 

La función vectorial M recibe el nan±)re de función de Melnikov asocia­

da al hamiltoniano H. Fue introducida por primera vez por Melnikov ( véase 

(50))para tratar el desdoblamiento de separatrices. Arnold (6) ya la user 

para dar el primer ejemplo analitico de difusicftì de Arnold. Otros ejemplos 

mas generales fueron dados por Holmes-Marsden (39) ,(40),(4l) , (42)• Nótese 

que para su rcálculo sólo es preciso conocer el flujo sobre la variedad 

invariante no pertiorbada W^. Agrupando los resultados cbtenidos, podemos 
p 

enunciar el 

TEOEEMA Sea H un hamiltoniano cunpliendo las hipertesis A,B,C,D descritas 

en el apartado anterior, con 1^ =^ O . entonces dado v>0, existe ê <£. (O^EqJ 

tal que si l^l^^^' ^ sistema asociado al hamiltoniano H posee, para 

cualquier 6'sn(v)=={ g e n = ÜÚ(U) : | (k,B) | >ylkr̂ *̂ ~'''̂  para cualquier k<^ 2*̂ , 

k 7̂  O y dist (3, ]R*̂ -̂  n) ^ v } toros de transición d-dimensionales , con 

flujo lineal de frecuencia 6. Si ademacs existe im cero siirple de su función 

de Melnikov asociada (6.2.19), entonces Ví^T^, se cortan transver_ 

saltiente ( con respecto a la hipersuperf icie H"^ (H (T^) ) ) . 
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Ademas, si TE.son dos o os invariantes C^-preoíimos, sias variedades 
p p" 

invariantes estaran C^-prc3ximas , con lo que pódanos añadir 

COPOLARIO En las condiciones del teorema anterior, si T^, esta suficien-

tenente prcJxino a las variedades invariantes de T^, se cortaraei transver-

salmente entre sí, y con la s variedades invariantes de , Por tanto, si £ 

es suficientenente pequeño y n(= d+1, el numero de grados de libertad^ es 

mayor que 2,existen cadenas de transición asociadas a toros de transición 

i,:.!^^ r si para algún e, la función de Melnikov tiene im oero sinple. 

Aquir n, el numero de grados de libertad de H, es esencial para la exis­

tencia de cadenas de transicicJn. Asi, por el teorema anterior, existe un 

conjiontc áe. toros (n_ 1) -dimensionales de transición parametrizados por 

r;(v)cfi<:̂ ]R̂ ~"̂ , conjunto cantoriano enlR^"^ que llena fi salvo un conjunto de 

medida proporcional a v. Fijado un nivel de energía h, en H~''"(h) existirá:, 

en general, una familia parametrizada por un con junto cantoriano (n-2)-dimen­

sional. Si n = 2, estos toros l-dimensionales de transición, son órbitas per.^ 

en general aií:;ladas, con lo que si es una de tales cítoitas de transicien 

no existirán órbitas prcJXimas T̂ |, en general. Si n>2 , y es un toro 

(n-1)-dimensional de transición en un nivel de energia H~'̂ (h) , sí" que exis­

tirán, generalmente, toros de transición T^j arbitrariamente próximos 

a Tg, con lo que serán posible las intersecciones de sus invariantes res­

pectivas, y tendremos cadenas de transición . Volvemos a ver aqur la dife­

rencia entre el caso n=2 y n>2 (véase apartado (3,5)) , En los casos conocidos 

sólo para los toros , ,, que se encuentren a una distancia realmente 

muy pequeña( véase los ejenplos, maíS adelante) puede haber intersección 
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entre sus variedades invariantes , jor lo que es muy ìirportante esta "acunnula-

cion" de toros de transición, presente solo para n>2. 

NOTA 1 La función de ífelniko\i' M nos mide la distancia entre variedades irC 

variantes estable e inestable en primer orden con respecto a e. El que M sea 

identicamente nula no asegura la coincidencia de tales variedades ' sino solo 

la coincidencia en primer orden con respecto a e. En tales casos, es preciso 

trabajar con la función de Melnicov de segundo orden ( véase un ejeirplo en (14) ), 

ordenes sucesivos . 

NOTA 2 En el caso en que dependa explícitamente del tiempo, no hay 

conservación de la energia y las variedades estable e inestable puede cor­

tarse tranŝ .'ersaimente con respecto al espacio de fases total ̂  En este caso 

puede aplicarse también la funci^ de №lnikov, y no hace falta -quitarle" una 

ecuacien a (6,2^15) (véase, por ejemplo_ (6) o(39)). 

NOTA 3 EJEMPLOS . el ejenplo original de Ajanold ( 6 ) es el siguientei, 

H(qj3.<f) I t) = (1/2) (p2 + i^) +e(cos q-1) (1 + u(sen(j) + eos t) ) 

(6.2.20) 

con y « e « l . Siv = 0^ cada toro del tipo = {(q,p.<{',I. t) * q=P=0, I = oi} 

es un toro 2_dimensional invariante asociado a (6 .2.20) , con variedades in­

variantes ̂  = ̂'̂¡J = = •t(q,P/4' I,t) •* F(q,p) = (p^/2) + e (eos q-1) = O , 

con flujo asociado dado por 

q°(t)= ± 2arceotg(-sh x) , p°(t)= ±2/è/ch x ,(})° (t) = (})°(0) + u)(t~ t°) , 

I(t) = 0). conx= /e(t- t°) . La función de >felnikov M((j)°,t°) = (l̂ ((í>° t°) ,i^^{<iP ^t^ 

vale (véase (49) ) • 
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que tiene ceros sirrples para t*̂  = miT , (})°= (n + (1/2)) ^ m,ne3, con lo 

que, al cuirplirse todas las hipc3tesis A- D , posee cadenas de transición con­

teniendo a cualquier toro invariante de . 

Obsérvese que la e^presicJn de M aparece el factor multiplicativo 

1/senh, (wn/2/é)%(l/2) exp(af Pf/2/e) , con lo que variedades estable e inesta­

ble correspondientes a distintos o os de transición T^, se cortaran 

transversalmente si M2(4>^,t'^) = co - íó- (véase la expresic5n(6 2 15)) , o sea, 

si uj-Cu.x^exp(_a)7T/2/e) . Ademas el ángulo de corte entre variedades tairbi»! 

sera del orden de expí^uT/2/e) = exp(ujTT/X) , siendo X el "ángulo" entre la 

variedad estable y la inestable en T^, para = O (uzease la Nota 6 del aparta 

do(4 .3}) .De hecho, hay una conjetura de Simo-(70), que establece que esta de­

pendencia del ángulo con respecto a X, es sierpre del tipo C^X^e3q>(C2X~^), con 

a>0, b>0 / pueden verse algunos cálculos a este respecto en (16) ,(28),̂ . Por 

ultimo, digamos que en (6.2,20) aparecen dos parámetros e ,jti de manera que si 

JU. = O, H es todavía integrable, y es del tipo de la forma normal del aparta­

do (4 ,2 \ , con lo que existen -t.oros de transición 2-dimensionales , que no apa« 

recen, en cambio si e=JU-= 0. 
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Corro otro ejernplo, meé cercaiìo a nuestro caso, poc3enos considerar el ha-

iniltoniano 

H(q/P,.(t)2,'̂ 2'̂ l'̂ 2̂  " ^P^/^^ - cosq + (1^/2) + (1^2) + 

+ e/2 [((21^)^/^ senc})^- q)^ + ((212)^'^^ sen4>2 - q)5,(6.2.21) 

$i £ = 0 , cada toro = { (q ,p ,4^2 -•''l'-'-2̂  ''̂ l'̂  °'l ' "'"2̂  "2 ' ̂  

es un toro invariante con irostachos ~ ^̂ 'P'̂ î'4>2'-̂ i'-̂ 2̂  " 

2 0 " 
F(q,p) = (p /2) - cosq = 0 ,l^=a^ ,12=02)7 flujo asociado x (t) = 

(q°(t) ,p°(t), <t)°(t),I°(t)) dado por 

q°(t) = ±2 arctag(sht) , p°(t) = 2 secht, I°(t) = , (i)°(t)=<[)°(0)-tâ t,j=l,2 

La función de Melnikov \^'^i,<i>2'^ = M(4>̂ ) = (M (̂<l'°) ^ t^^^^^)) viene 

dada por 

M.̂ ((f)°.(t)2) = / {l^,H^}(x°(t),0) d t = 2 (2a^)^/^ coseh {TTâ /2) sen (})° 
' CX) 

М2(ф°,ф2) =/ {F H^}(x°(t),( .0) dt = (2a^) -̂ /̂  sech (тГа^/2) sen ф° + 

+ (202) ' ' "^^ sech {^a^2) sen ф^"" 

( El calculo de estas integrales puede verse en (40 ) ) , con ceros siirples para 

= mlT , Ф2 = n l f , Vm,n , con lo que, al cuitplirse también las hipc3tesis A - D 

posee cadenas de transición conteniendo a cualquier toro de transici<3n 

asociado a (6.2.21) ^ 

NOTA ^ Si d = 1, esto es, el hamltoniano H del teorema tiene dos grados 

de libertad^ JOS torop invariantes son unidirtensionales „ y son por tanto, 

órbitas peric5dicas con variedades invariantes 2-dimensionales. En tal caso 

trabajando con una aplicación de Poicare adecuada (véase (39) ,(41) ) ̂  pue­

de aplicarse los resultados de Smale (74) , У .̂ oser (56) e incluir ш Shift 

- 113 -



d e B e r n o u l l i co rno s u b s i s t e m a , c e r c a d e u n p u n t o h o m o c l i m c o t r a n s v e r s a l . Ademcts 

e n t a l c a s o e l h a m i l t o n i a n o H e s n o i n t e g r a b l e , r a s p r e c i s a m e n t e , n o e x i s t e 

o t r a i n t e g r a l p r i m a r i a a n a l i t i c a i n d e p e n d i e n t e d e H ( v e a s e W o s e r ( 5 6 ) ) . 

E n e s t o s c a s o s , l a i n t e g r a l d e M e l n i k o v s e r e v e l a c o r o u n a h e r r a i r i e n t a e f i ­

c a z p a r a d e t e c t a r l a n o i n t e g r a b i l i d a d ( v e a s e ( 1 3 ) , ( 4 1 ) ) , E l c a s o d > 3 n o 

e s t a r e s t u d i a d o e n g e n e r a l , e n l o r e f e r e n t e a l a i n c l u s i o n d e s h i f t c o r n o s i ± > - : 

s i s t e m a , a u n q u e e x i s t e n a l g u n o s r e s i i L t a d o s p a r c i a l e s g a r a n t i z a n d o d i c h a i n ­

c l u s i o n ( ( 2 7 ) , ( 3 9 ) ) . D e t o d o s m o d o s , p a r e c e p l a u s i b l e l a t e s i s d e n o i n t e ­

g r a b i l i d a d e n e l c a s o d e i n t e r s e c c i c J n t r a n s v e r s a l d e d i f e r e n t e s ^Tariedades 

i n v a r i a n t e s ^ d e b i d o a l a d e n s i d a d d e c s r b i t a s p e r i ó d i c a s d e p e r i o d o a r b i t r a ­

r i a m e n t e g r a n d e ( v e a s e ( 4 0 ) ) c e r c a d e l a s d r b i t a s h c m o c l i n i c a s t r a n s v e r s a l e s , 

d a d o l u g a r a c a p a s " c a c J t i í a S " . 
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CAPITULO 7 

GEISDERICIDAD DE I A DIFUSIÓN DE ARNOLD 

7 . 1 . El concepto de genericidad en sistenas hamiltx)nianos . 

Dado un conjunto S de objetos imtemáticos, es de práctica conOn el 

comenzar a clasificarlos en dos tipos: usuales (regulares, no degenerados, 

...) e inusuales (singulares, degenerados,...). Una manera de hacer esto 

consiste en atribuir una medida al conjunto S, y considerar como conjuntos 

inusuales a los de medida cero, y cono usuales a los de medida total. Otra 

manera es introduciendo una topología en S, y considerando usuales a los 

subconjuntos residuales de S: 

DEFINICIÓN. Sea S un espacio topologico. Diremos que un subconjunto G de 

S es residual si es intersección numerable de subcon juntos abiertos y den­

sos en S. 

Por ejenplo, el conjunto de los números irracionales es residual 

en H. Diremos que S es un espacio de Baire si todo subconjunto residual 

es denso en S. Así, si G es un subconjunto residual de un espacio de Bai­

re S, en todo abierto de S encontramos elementos de G. Todo espacio topo-

lógico "decente" es un espacio de Baire; así, por ejeirplo, todo espacio 

homeomorfo a un espacio métrico corpleto es de Baire {(65), sección 2.2). 
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DEFINICIÓN . Una propiedad P sobre un espacio topològico S se llama gené­

rica si {xé>S : P(x) } contiene un subconjunto residual de S. 

Nuestro próximo objetivo consiste en introducir una topología en la 

categoría de sisteinas hamiltonianos, de iranera que podamos aplicar estas 

dos definiciones a propiedades concretas de sistemas hamiltoràanos y poda­

mos discernir si son o no genéricas, es decir, son o no "típicas" de los 

sistonas hamiltonianos . Obsérvese que ningún hamiltoniano particular pue­

de ser declarado genérico, sino sólo ciertas clases de hamiltonianos po­

drán ser genéricos. Memas en muchos casos es difícil establecer que un ha­

miltoniano concreto pertenezca a alguna clase genérica de hamiltonianos 

(aunque perturbándolo ligeramente, sí pertenecerá. Digamos, por último, que 

la genericidad o no de una propiedad dependerá de la topología introducida, 

por lo que ésta habrá de ser especificada en cada caso. 

Sea (íi,r2) una variedad sinplectica 2n-dimensional. Dada una función 

cF H : M ->]R, construímos su canpo hamiltoniano asociado X̂ ,̂ de clase 

C^^, de manera única mediante 

fi(m)(Xjj(m), v) = dH(m) v m^M, veT^M 

Si H es otra función C^ tal que H-H sea una función localmente cons­

tante (constante en cada corponente conexa de M) entonces el canpo asocia­

do coincide con el canpo anterior X̂ .̂ Con el fin de establecer una co­

rrespondencia biunivoca entre hamiltonianos H y sistemas hamiltonianos 

introduciremos en C^(M,R) la relación de equivalencia: 

f-л̂ д ̂  f-g es localmente constante, 
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y cada elenento de y,^ - Jd"^(M) = C^(M;R)A' lo llamaremos un hamiltoniano 

nonmlizado ((•̂ 7) , pSg 11) .A menudo designaremos un hamiltoniano normali­

zado dando un representante de la clase de equivalencia; si M es cotipacto 

podemos normalizar H irrponienio, por ejenplo, que su valor mínimo en cada 

conponente conexa sea cero. 

Definamos a continuación la topología c"" de Whitney (2'.<r<i.°°) sobre 

el espacio de hamiltonianos normalizados sobre la variedad siitplSctica 

(M,n). 

Cerno el conjunto de funciones localmente constantes es un subespacio 

vectorial de C^(M;IR) (respecto a suma de f\anciones y producto de una fionción 

por un número real), es un espacio vectorial en el cual introducimos 

la topología generada por la base de entornos del cero: 

V(£ĵ ,...,eĵ ) = {féC^(M;R) : ||D^f(x)ll< e^(x), xé M, i=l,...,k 

con e^: M -^]R^ continuas, i = l,...,k, con kelí, l<k<r. 

]^ 

Las derivadas Df,... ,D f y sus normas asociadas en un punto M 

son evaluadas con respecto a una métrica de Riemann fija (recordemos que 

M es orientable, al ser (M,íí) sirrpléctica) , pero escogida de manera arbi­

traria- Si g6C^(M,IR), los elementos de su base de entornos son del tipo 

g T V(e^,.,. ,e^). Con la topología generada por esta base de entornos, es 

inmediato caiprobar que 3¿ es un espacio vectorial topològico Haussdorff, 

y puede cotprobarse además que es un espacio de Baire (ver(52)), con lo 

que todo subconjmto residual de 3¿ denso en J¿ .En el caso en que 

M sea una variedad corpacta, las funciones continuas e^:M -̂ n"̂ , i=l,...,r. 
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pueden ser reemplazados por constantes =(l/n) i=l,,.,r, n^l, se 

convierte en un espacio de Itechet, con una topologia metrizable dada por 

la distancia 

r 1 |[D^(f-g) (x) 
dist(f,g) = ^ Z ^ mx^^ 2 " ^ l ^ ( f - g ) ( x ) | | 

que es en realidad una norma si r< oo, en cuyo caso]^^ es un espacio de Barrach 

Podemos hablar ya de propiedades genéricas, en el sentido de que 

el conjunto de hamiltonianos que las cumplan, sean subconjuntos residuales 

de 3^^. Asir, por ejenplo, si llairamos punto critico regular a todo punto 

critico de un sistema hamiltoniano tal que ((1 ), pag 580) 

a) O no es un exponente característico. 

b) Si A es un exponente carácteristico con parte real nula, entonces 

tiene multiplicidad 1. 

c) si X,v son exponentes caracterrsticos con parte real nula y parte imagi-

+ 2 
y si decimos que un hamiltoniano H tiene la propiedad (Hl) si todo punto 

critico es regular, entonces puede verse que la píxpiedad (Hl) es generica 

para v'^l (véase ( 1) pag 59). 

Observemos que, en particular, todo punto elíptico de orden (al menos) 

N, para cualquier Ná̂ íN, es un punto critico regular (véase (4 .1.4) ̂  y que las 

propiedades a) ,b) son consecuencia de c) . De hecho un punto el:^tico de orden 

(al menos)N, para cualquier N^lN cumple (K,a) ?^ O, VkeZ^, kĵ O, condición 

mas restrictiva que a),b),c). En el apartado siguiente veremos otras pro­

piedades genéricas de sistemas hamiltonianos, relacionadas con los con_ 

ceptos introducidos en los capitules anteriores. 
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7.2. Algunas propiedades genéricas de sistemas H A I R A L T O N I A N O B 

Sea (M,íí) variedad simpléctica 2n_dipensional, fija en este apartado. 

DEFTNICICN Llamaremos J ¿ ^ = J¿^(M) al conjunto de hamiltonianos norma­

lizados K &^^{yO tales que existe un punto eliptico meM de orden {al 

menos) 2 de Xjj. 

Así, xa tiene sus exponentes característicos asociados del tipo 

= tia^, a^^lR, j=l, .. . ,n, todos distintos entre sf.: 

O, j=l,..,n, 7¿ î íj, i,j=l,-..,n, 

o alternativamente 

n n 
Zk.a./^O si 1>$ l |k.|<2, k.eZ' 
j=l 3 ^ j=l 3 3 

que es la condicicJn que aparecía en (414) 

PPOPOSICICN Si M es conpacta, J¿^(M) es abierto y denso en 3¿^(M) , V^2 

DEMCSTRACICN Sea í^^<^J¿^(M) el conjunto de hamiltonianos normalizados 

H tales que el hessiano D^(m) de H en cada uno de sus puntos críticos 

(DH(m) = 0) es no degenerado ( det(D^H(m) 7̂  0) . Entonces el conjunto de 

tales puntos críticos de un hamiltoniano H^: ̂""̂  es un conjunto discreto 

(véase (51) pag 8), y la teoría clasica de Itorse nos dice que es abier. 

to y denso en X^(53]L 

Sí He Ji^(M), existe m ^ M punto crítico de H, tal que los exponentes 

característicos de X̂ ^ en m son del tipo ±ia_. j=l, ..,n, todos de multiplici­

dad 1. Si H' es otro hamiltoniano suficientemente preximo a H, sus expo­

nentes caracteristicos en punto m' próximo a m, donde dH' (m.') = 0 
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tendrán bodavia tedas sus partes imaginarias distinta£-,puras ̂  si A = a + ia' 
^ n n n, 

con a 7̂  o, entonces -A^, X^, son taiT'bien exponentes característicos 

distintos de los restantes, con lo cual tedriamos 2n + 2 exponentes caracte­

rísticos, lo cual es abstirdo. Así, J¿^(M) es abierto en3^^(M). Para acabar 

la demostración, basta probar queJ^^ÍM) es denso en ^, es decir,que todo 

elemento é puede aproximarse arbitrariamente, en la topologia C^, por 

elementos de (M). Si HQ s ̂ ""̂ ^ y por ser M compacta, existe m<£M, donde 

HQ alcanza el mínimo, siendo su hessiano en m no degenerado^ y por lo tanto, 

definido positivo, con lo que m es un punto estable ( véase (1) ,pág 207) 

y por tanto los exponentes característicos de Xp en m son todos imaginarios 
O 

puros (si existiese alguno con parte real negativa, existiría su opuesto, 

con parte real positiva, y m no podría ser estable) . Si los exponentes 

característicos de 5^ en m son siiTples,!!^^: 3¿^{M), si no, podemos encontrar 

Hj^c^t^(M) arbitrariamente C"";. proximo a con los exponentes caracterisl 

ticos de ^ ' en m sinples . c .q .d. 

Si m es un punto elíptico de orden (al menos) N de un hamiltoniano 

H ^(M) , con N> 4 ̂  r >N + 1, su forma normal de Birkhoff, en un entorno 

de m, es del tipo (véase (4 ;1 5) . 

Y^(q,p) = a . r > ^ a^. r.r.- + .....+ r¡y„,^ (r) (7 ;2 .1) 

2 2 

con r = (r£ ,,r^) , 2r j = q^ +p_̂ . j=l ̂  ̂ . , estando irrK'ocamente deter:-

minada. En estas coordenadas siirplecticas (q,p) , H se escribe como 
N+1 

H(q,p) =H(m) +Y^(q,p) + 0{|q| + |p|) ,|q| + |pl O (7.2.2) 

En particliLar, el vector a = (a^, .-r^n^ Y matriz A = (ct̂ ĵ  -j<n/ 

correspondientes a los términos de primer y segmdo orden de la for^a 
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normal de Birklv>f f asociada a H en m ^ están un±vocamente determinados por 

el germen del hamiltoniano normalizado H é: ̂ ^(M) ̂  es decir, si Ĥ <£ C^(MlO 

y existe V entorno de M tal que H_H^ sea constante en V, entonces la forma 

normal de Birkhoff asociada a en m es exactamente (7 .2 .1) , donde apare­

cen a, 'A. 

Sea ahora k'̂ ^ Z^, con 4 <: |k^|<N. tediante un cambio polincánico de 

variables _ en un entorno de m, la forma normal de grado N de H con respecto 

a k^ es del tipo 

PNx,y) + + r^^^x^y) (7.2.3) 

con I^^^x^) = H C.„ Z^"'- ; L ={(Jl'm)é2^'^: jLm = jk° , j^Z', 

5 

|£| + |ml=s} y Z = (Z^,.,. ,Z^), Z ^ = x ^ + i y ^ D=l,..,n 

Pecordemos que si 2 < s ^ |k*̂ | = M, entonces L = {(£,£)e. Z^^}, y 

r̂ ^^ + • + r̂ '̂"̂ ^ = Y,, ; es decir la forma normal de grado M-1 de H con • • . • M""l ' ' 

respecto a k^ coincide con la forma normal de Birkhoff de H de orden M-1. 

los termiaos "resonantes- de (7.2.3) ( j¿ -O i m) , aun no han aparecido. 

Vimos en (4 ;3 ̂5) que haciendo el cambio canónico Z^ = /2r^e~ ' J' j - --LO; . -, 

^ n=l;. .,n 

r̂ "̂̂  se escribía cono 

p(M) (0^^) = ^^2L) ^ ~ (M) (̂ ^̂ j (.7 2 A) 

con r^^^^ (r) = 2^ 2 1 0̂ 0̂ ^ D=(iyi/2) (este termino solo aparece si M es par)_ 
|£|=s 

y - r^^Nör ) = a(2r)^°/^ cos ((k°,^)-b) (7,2.5) 

r^^^^ es un termino mas de la forma normal de Birkhoff^ si aparece, y r^^^ 

es el termino "resonante- . Asir, (7,2.3) hasta orden M es del tipo 
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Recordemos que para c±)tener (r ̂^̂  + ., .+r ̂ ^^){x,y), hemos hecho xin cai±)io 

- polincmico de variables (q,p) i-^ (x,y), canonico, siendo su funcien generatriz 
M 

W(q,y) = (q.y) + Z A / 5 " " . con 5 = q +iy j=l, ..,n. 
Ji + m =3 ^ 3 J J 

Para determinar r̂ ^̂  (fi,r) unívocamente, iitpodremos que d ^ = O, si 

L (k°) = {(Erm)^2^ .í._rTF=jk°, j e 2 , + |m|=s-} para 3^ s é M. 

Así la función generatriz del cambio sera: 

M 

W(q,y) = (q,y) + r Z. - ^ ^Orn S^S"" , 
S=3 (£, m)f L (k- ) ^ 

s 

con 5^= + iŷ . , j = 1,.;. n (7.2.6) 

viniendo el canbio de variables (q ,p) (x _y) dado por las ecuaciones 

Si H se encontraba ya en forma normal de Birkhoff hasta orden M. no es 

difícil comprobar que si hacemos un cambio canónico de variables generado 

por la función W de la forma de (7.2.6) ^ para encontrar su forma su forma 

normal de orden M con respecto a k^, r̂ ^̂  +.. .+ , esta coincide con H, 

es decir, en (7 ;2 .6) '^j^^ O para 3<:l¿| + |m|<M (úsense las igvialdades 

Í4.2.8)) 

DEFINICICN Llamaremos ~ 3^2^^^ conjunto de hamiltonianos normalizados 

HfcJ¿~(M) tales que existe un punto elíptico m&M de orden (al ríenos) 4 

cumpliendo 

i) ^i' f^Yi inconmensxirables, 

ii) dado p>0, existe k°é z", |k^| = M>4, con k° 7^ O, y m.c.d(kj,. .,k°) = 1 

curaoliendo 
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a) 1(a,k°)I < 4p| I a, .k° k° 
i,j=l ^3 1 : 

b) a 7̂  0 en (7.2.5) , al hacer el paso a forma normal de orden 

M con respecto a yP, xasando una funcidh generatriz del tipo de (7,2.6) 

iii) det (a..),^,,^.^,^i ^ 0 

(Oj/ (ct̂ j) vienen dados por los términos de primer orden y segxondo orden de 

la forma nonral de Birkhoff asociado, a H en m). 

Cementemos esta definición. Los hainiltonianos H^^'^iM) satifacen las 

hipótesis del teorema sobre conservación de toros de transición del caprt\iLo 5 

con lo que en todo entorno de m existen toros de transción n_l dir^nsionales 

Notemos que en ii) , para cada p >0, existe k^ = k^(p) cunpliendo la propiedad 

a) , con lo que al tonar entornos mas pequeños de m, k^, en general, variara:. 

Se trata de ver que, genefrica]n:iente, en el entorno de un punto elíptico 

se satisfacen i), ii), iii) ̂  con lo crue existirán los toros de transición n-1 

dirnensionales ya citados. Cbser̂ /eraos que, debido a la condicim i) . m es un 

punto elíptico de orden N, para cualquier natural N, con lo que en particular 

<Xi 00 
PPOPOSICICN ^ 2 ^ ^ ^ residual en ^^(M) 

DKVQSTRACION Sea g^ (M) c X ^ ^̂'̂^ ®1 conjunto de hamiltonianos normalizados 

HeZÍ¿^(M) tales que existe m punto elíptico m de orden ( al menos) N. 

Asir si =± iâ ., j=l, ..,n son los exponentes característicos de X̂ ^ en m, 

se cuirple 

n n 
E a. k. j¿ O si 1 E |k.L<N, K.^Z-
i=l ^ ^ i=l ^ ^ 

Fijémonos que a.,(M) = Ĵ '^(M) . Claramente g (M) es un abierto de X'^i^) 

para N>'2 Sea ĝ (.M) = H g^(M) . Es conocido ( véase (47) , pag 41) aue 
N=2 
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g^{M) es denso en = ^'^iM) , con lo que cada g^iM) es denso en ̂ ^(M) , 

y ĝ ô ^̂  residuai en 2i°^{M) . Los hainiltonianos He g^(M) son precisamente 

los que en algún punto elíptico m, ojrrplen la propiedad i) . Para probar que 

es residual en probaremos que abierto y denso en g¿o , 

Sea Hífĝ  (M) . Sea p > O arbitrario. ̂ 'eamos que existe k'̂ é ^, k° = 

con k^ 7̂  o cunpliendo a) . Lo probaremos por reduccicJn al absurdo. Si 

para cualquier k'̂ é Z^, con k^ O, se cumpliese la desigualdad 

, , O, . ^ ,0,0, 
(•âk ) ^4p " 

entonces, para cualquier r = (r^ ,r^)^Q^, r^ = q^/p con O . se 

cumDlira-
n n 

|(a.r)| >4pp| Z a r r | >.4p| E a r r 
i,-1=1 1 : ij=i 1 : 1 3 

Y por densidad de Cp enlEp, se cuirpliria 
n 

(a x) >.4p Z a. . X. X . 
=1 1: 1 : i .j=i 

para cualquier x£l!^ con x 7̂  O, lo cual es absurdo: si no, para cualquier 

V £ con 7̂  -O , y cualquier A£IR , A > O tendríamos, escribiendo x = Av 

(a.v) 1 ^4pA 
n 

a.. V. V. 
1: 1 D 

V A > O ?̂  O 

de donde A = = O • Asi , a menos que A = O , existe k̂ <s: con k^T^O 

tal que se cxmple a) con mcd(kj, .,k^) = 1. Si |k^| = 4 ya esta, si no 

considerando a k^ como un ntanero racional cumpliendo a) , podemos encontrar 

otro k^e z"̂  cunpliendo a) , con k° O, M = |k°| $4 y m.c.d. (kj,...,kj) = 1. 

Una vez encontrado k^ ( si A/O, consicicsn densa y abierta en g^(M)3, 

buscamos su forma normal de orden M con respecto a k^ , tasando una función 

generatriz del tipo de (7.2.6) , obteniendo (7,2.4) . El que a sea no nulo 

es una condición densa y abierta en ĝ  (M) . Por ultimo tanbien la condición 
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iii) es densa y abierta en g^(F) , con los que ̂ '^(M) es denso y abierto en 

g^(M). Corto g^(M) es residual en 3^^(M) , entonces es residual en 

3¿^(M). c.q.d. 

DEFINICICN Sea la propiedad siguiente Existe un punto elíptico m 

de un hamiltoniano U B C (M, IR) con frecuencias asociadas " ''^j^'x'^n 

de manera que para cioalquier v > O existe un entorno V de m (de radio 

4 

6 = ot(v ) ), tal que en V, el sistema conrespondiante al hamiltoniano H, 

posee toros de transicic3n n-1 dimensionales T^, con flujo lineal de fre­

cuencia w = (w- , , ü J _-), para cualquier l E ^ ^ con |w,.,£y.| v , tal que 

(k,ü)) I 5iv|k|~ ̂'̂•'"̂  para cualquier k€:2^, kĵ O 

Esta propiedad la cumplen precisamente los hamiltonianos de ^2^^) 

COPOIARIO La propiedad P^ es generica en ^^(M) . Si M es conpacta, la 

propiedad es generica en3^(M) 

Nuestro preKimo objetivo, y de importancia crucial para prc±)ar la 

generalidad de la difusicJn de Arnold, es probar que los hamiltonianos de 

^ ^ ( ^ tienen una orbita homoclinica transversal dentro del nivel de 

energia, forman un conjunto residual en U^^il/f) . 

DEFINICIC^ Llamaremos M, ^ ^ = ̂ "^(i^) al conjunto de hamiltonianos 

normalizados H ^^'^M tales que existe un toro de transición T (n-1)-di­

mensional cuyas variedades invariantes asociadas W^T, W^T se cortan trans-^ 

versalmente, con respecto al nivel de energia de T, a lo largo de una orbita 

asociada al hamiltoniano H. Dicha orbita recibe el nontore de orbita homocli. 

nica transversal que va de T a T. 

- 125 -



ProPOSICICN 3é 3 (M) es abierto y denso en ^ 

DEHDSTRACICXí Sea Hcli^^!^) • Entonces, al cumplirse los puntos i) ii) , 

iii) , de la definicien de ̂ ^^M) , se cunplen todas las hipótesis del teo­

rema de conservación de toros de transición ( véase(5.2^10)), con lo que 

si fíjanos un entorno de radiop>0 de un punto elíptico "т«5 M con exponen-

tes característicos «j^.;. cumpliendo i) , ii) , iii) , entonces para cada 

V > O , existe 6 (v) > O tal que en un entorno de radio б de m, el hamiltoniano 

H pDsee toros de transicicsn (д_1)-dimensionales T^, con flujo lineal de fre­

cuencia^ para cada 6^íXv)¿:Q^ dondeü es un entorno abierto de (â ,..'. fiL^ ̂ 

en IR̂ -"̂ , y fi(^) es un conjunto cantoriano que llena П salvo un conjunto de 
1/4 

medida 0(v) = o{ б ' ) . Ademas, conocemos aproximadainente la expresión de las 

variedades invariantes asociadas a , gracias a la expresión de H 

en la forra normal de (4.3.6) , hasta orden M, donde M = [k^| , con cum. 

pliendo la condición ii) a) de la definición de %"1 (M) . Vemos que 

tienen intersección no vacia. Por ello cbser̂ Teroos que si consideramos H о а ю 
*^ 

siendo Г = TQ + Г • la fo'-ma normal de H hasta orden M con respecto a 

к , entonces existían^ toros de transición ^ con frecuencia lineal 6 y 

variedades invariantes asociadas = Ŵ -̂̂  = , C''\-praximas a las co_ 

rrespondientes a H, ya citadas arriba, si 6» " estaba próximo a 0. Los toros 

T° , tenían por ecuación = I*, = ф*, en coordenadas (ф,1) validas en un 

entorno de m, con I*, ф* dependiendo de 3 ' . 

« = Г + V i 

Fijemos (<í)* , I*) para la frecuencia B correspondiente al toro y en la 
Xl Xi p 

Je nivel H~"^(h), consideremos la h: 

Eĵ  = {(<f).I) ' 'í'n = * H-^(h). 

hipersuperf icie de nivel H "^•(h), consideremos la hipersi^erficie de sección 
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SI 
3H 

pi 0 en E^, E^ sera: una variedad sirrpléctica (2n-2)-diertinsional 

(vease (64)) con coordenadas sinplecticas ¡i)^,.. ,,<t>^, "^l"**'-^n-l' 

En Eĵ  definimos la correspondiente aplicación de Poincaré P^, que 

sera una aplicación globalmente canonica (12) del tipo 

4 ) . +Yi(I) +0^^(I) 

^i -̂ î ̂  Vi<^) 
i=l,.. .,n_l 

no definida para •' -'^n-l' "̂ 1'*'*'"̂ n-l̂  sobre la variedad estable asocia­

da a , es decir, no definida sobre el toro (n_ 1) dimensional que 

Figura 7.1. 

llamaremos r^C .Análogamente, ̂ "^^ estar definida sobre un toro (n_l)_di-

mensional T^. Para cualquier toro (n-1)-dimensional Ta prcKino a , dis 

junto con , se cumple la propiedad de la interseccidn efectiva, ya citada 
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en el apartado 3.4.; 

P, Гп Г es no vacio h 
( de hecho, esta intersección contiene al, menos algebraicamente 2̂  puntos 

de los cuales n+1 al menos son disjuntos geometricamente , (12) Ар. 33) 

debida al carácter globalmente canonico de Р̂ .̂ De aquir podemos af irniar que 

rf Гд tienen intersección no vacia En efecto, supongamos que h Го = ф 
Ч U 

Entonces, po-r ser ambos compactos , dist (Г^ ̂ Г^) = d > 0 . Escogiendo ahora 

Г toro (n-l)-dimensi(-nal suficientemente proxirno a Г de manera que 

dist (Fg ,Fg) < (d/2) , dist(P^ P^F) < (d/2) " (Tg es un toro de transición) 

se cumple que existe xé Fp Pĵ F . Pero entonces diet(F-^ Г^)< dist(F^ x) + 

+ dist(x,r^) <d, lo cual es absurdo. 

Asi-_ en un entorno suficientemente pequeño de m , П F^ ?í ф 

con lo que Wg se cortan al menos a lo largo de una orbita, o dicho de 

otro modo, la función del Melnikov М0(Ф^_:. .Ф̂ )̂ tiene ceros. El que estos 

sean simples o no . depende scilo de quedetDMg(ф^ ..Л^^} 7̂  O en esos 

ceros, condición claramente abierta y densa, con lo que si el hamiltoniano 

HéJ^2^^-) escogido no satisface esta condición de no degeneracien puede ser 

aproximado de manera arbitraria por hamiltonianos Hj^él¿ ̂ (M) , En definiti-«;a, 

hemos probado que^^íM) es denso y abierto en J^^^^) . 

Como consecuencia de las tres viltimas proposiciones , (obtenemos por fin 

el siguiente 

TEOEEMA Sea M ima variedad siirplectica 2n_dimensional ̂  Entonces si n > 2 , 

en34^(M) ( o en^°"(M) , si M es ccnpacta) la difusión de Arnold es generica, 

Mas concretamente, la existencia de cadenas de transición es generica en 

3(¡ĵ (M) ( o en ^°"(M) , si M es compacta) , si n >-2 , 
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0Е1-Ю5ТБАС1Ш Sea H iS^^^^ '^ . Entonces existe un. toro de transición T(n_l) 

dimensional cuyas variedades invariantes W T se cortan transversal-

mente dentro del nivel de energia ̂ T. Cerno 34 3 (M) С ^ 2 ^ ^ ^ > existe una fami_ 

lia parametrizada por un conjunto cantoriano (n-: 2)-dimensional ( véase el 

comentario al corolario del apartado б .2) si se curaple la condición tec-

^ n - 1 
nica — O del teorema del apartado 6.2. condición abierta y densa 

J n.1 

en ̂ ¿2̂ -̂ ) • tanto, debido a que n> 2, en un conjunto abierto y denso 

en ^¿^(M) , existen cadenas de transicidn, ya que existen toros de tran_ 

sicidn T' arbitrariar^te próximos a T con lo que las variedades de los 

diferentes toros también se intersecarán. Cerno 1^(M) es abierto y denso 

еп%°^(1л) como ^ 2 ^ ^ ' ^ residual en Ĵ '^(M) , la existencia de cadenas 

de transición es generica en ̂ ^(M) . Si M es conpacta, Ц ^(M) es denso 

abierto en ~34°̂ (M) , con lo que la existencia de cadenas de transición es 

generica en J ¿ °" (M) . 

NOTA 1 La existencia de cadenas de transición para un hamiltoniano es-

pecirf ico puede ser efecti-̂ /amente corprobada siguiendo los pasos descritos 

en los capítulos anteriores , ya que hemos hecho una demostración cons­

tructiva , Así dado un hamiltoniano H ̂  estudiaríamos su forma normal en 

su entorno de un punto elirptico con el fin de ver si existen toros de tran­

sición (n-1)-dimensionales, cuyas variedades se cortarcCn transversalmente 

si la función de ^Зelnikov asociada tiene algún cero siitple. De todos modos 

los cálculos necesarios para calcular la forma normal y la función de 

Melnikov son, en general, muy costosas. 
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NOTA 2 Si encontrajTOS una caderta de transición T^,. J,Tĵ  de longitud > d, 

es decir, dist(T^,Tj^) >p, entonces'T^ no-es p- estable (véase apartado 3 .5.) 

En el proceso de construcción seguido en esta nemoria, buscamos dichas cade­

nas de transición en entornos de puntos elipticos . El que exista una cadena 

de transición en el entorno de un punto eliptico no significa que éste sea 

inestable ( Liapunov) . Por ejeirplo, todo itaximo o minimo relativo de un ha_ 

..miltoniano H es un punto eliptico estable, ((1), pag 207) . Sin embargo la 

existencia de una cadena de transición de longitud > d en xana hipersuperf i-

cie de nivel, indica que en esta, hay erbitas que se distancian de los toros 

^ de transicim al menos xana distancia > d. 

NOTA 3 Para sistemas casi integrables de hamiltoniano asociado H^d) + 

+ eĤ ((í) ;I .e) , xana tecnica analoga a la usada en esta memoria, esto es, bus-

queda de la forma normal adecuada ( en xan entorno de xan toro dado) que 

garantice la existencia de toros de transicican (n 1) diiDensionales , y cal­

cialo de la intersección de las variedades asociadas mediante la integral de 

IVtelnikov, parece plaiosible con el fin de poder detectar separaciones grandes 

de la variable T _ para e^O , que era constante para e = -O ̂  

NOTA 4 Para n=2, no tenemos, en general, cadenas de transición, es decir, 

intersección de variedades correspondientes a distintos toros de transicidn 

(véase el comentario del apartado (6 2) ) pero sir intersección transversal de 

variedades invariantes estable e inestable \TÍ asociados a toros de tran­ca ' p 
sicion unidimensionales es decir, orfjitas periódicas. . Fijado el nivel de 

enrgia h de Y o , Y escogiendo vna superficie de sección E, en un pxxnto p £ Y n 

obtenemos xana aplicacim de Poincaré asociada P. E^ -> E ^ , difeomorfismo 

conservando area, con p pxonto hiperbólico con cxorvas invariantes asociadas 
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^ ^̂ '̂  ̂ h' ^B'^ ' cortan transversalinente ; en̂  general, en un 
punto hcitioclinico q^^j^. Es conocido (74) ,(56) ,( 2 ) ̂  que cerca de,q. existe: 

N 

N ̂  О, existe un conjunto cantoriano Л scbre el cual Pĵ  es hcmscnorfa al shift 

de dos siiTbolos. m s concretainente, si llamamos S(m) = (0,1,,,ro-l> , 

B(m-) = S(m) = ís=(s¿)i¿2, t^les que s^6S(m) , ie.2} y definimos cB (m) •*B(m) 

mediante s = (sJh-i>as= ((as)^) con {os) ̂  = ŝ -̂ĵ  i e г, entonces el sistema 

(B (m) ,a) recibe el nonbre de shift de Bernoulli de m sípíxjIos . El teorema de 

p'jntos homocliaiicos de Smale y Moser establece que para cualquier entorno-

abierto V de q, existe un entorno abierto U c v de q, un entero N^l, y un , 

imbedding ф: В(2) -> U tal que Л = ф(В(2)) es un conjmto cantoriano invariante 

у tal que P̂ o ф = фоа. En tal caso se dice que existe movimiento casi aleatorio 

cerca de q. 

Como hemos /̂isto que la intersección transversal de variedades inva­

riantes es generica, de pasada hemos prebado el 

СОЮЬАКПО Sea М una variedad simpléctica 4_dimensional. Entonces en % (M) 

( o en X°"(M) , si Mes conpacta) la existencia de movimiento casi aleatorio 

es una propiedad generica. 

En particular ( vease (56), (80)) , de aquir se deduce que no puede existir 

otra integral primera analitica, independiente del hamiltoniano, definida en 

un entorno de la orbita periodica hiperioolica, si existe moviitiiento casi alea­

torio . 
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