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Planteamiento, objetivos

y estructuradelatess

El trabgo que agui presentamos se centra en la moddizacion de una operacion actuarid
en colectivos con multiples estados sobre la cud planteamos la cobertura de las
fluctuaciones degtorias de la Sniestrdidad adversas.

Veremos que la gplicacion de unas tablas de probabilidad gudtadas a las caracteridticas
de colectivo no es suficente paa gaantizaa su solvencia ya que éta también
dependera de la edtructura del colectivo. Nuestro objetivo sera garantizar la solvencia de

un colectivo sobre d cud se define una operacion con mlltiples estados a través ded
reaseguro de diferencia de sniestrdidad.

*kk

La presente teds doctord s enmarca dentro de una linea de investigacion sobre €
andiss de la solvencia en colectivos de vida, llevada a cabo por € depatamento de
Matemética Econdmica, Financieray Actuarid de laUniversdad de Barcdlona.

Resultado de la misma, en los dltimos afios se han redizado las tess de la Dra M2
Mercedes Claranunt Bidsa (1992) con titulo “Control Dinamicoestocagtico de la
Solvencia de los Planes de Pensones’ y dd Dr. P°. Javier Saras Vizcara (1993),
titulada “ Reaseguro y Planes de pensones’.



Modéelizacion y cobertura de operaciones actuariaes en colectivos con mltiples estados

El trabgo que presento, surge como continuacion de la tess doctord dd Dr. F°. Javier
Saras. En dla s introducen variass moddidades de reaseguro que tienen como objeto
asegurar la solvencia de un colectivo y se dgan abiertas varias lineas de investigacion
parad desarrollo de las mismas, ta como a conti nuacion cito textua mente;

“Una linea de invedigacion afectaria a la incduson de mas rieggos dentro de
modelo, como pueden ser los relacionados con lainvalidez”

“Debemos indicar que es necesario profundizar en @ modeo presentado, en
intentar obterer un mé&odo que nos permita determinar la edrategia  Optima
recargo-reaseguro en @ caso de operaciones de colectivos’

“Se tendria que profundizar en € edudio dd reaseguro en colectivos abiertos.
Creemos que una de las lineas de investigacion que tiene que seguir en este terreno
tiene que ver con d edudio de la evolucion de la tasa de prima de reaaseguro a
aplicar a colectivo ampliado, conforme se van produciendo nuevas entradas de
participes a plan, la cual a su vez podria servir de referencia para permitir la

entrada de nuevos participes al colectivo.”

En la teds abordaremos edtas lineas de investigacion, modelizando en primer lugar, una
operacion  ectuarid con mlltiples edados, traando € riexgo de invdidez y
desarollando & resssguro de diferencia de dniedrdidad en colectivo cerados y

abiertos para una operacion con multiples estados determinada

*k%k

Por operacion actuaid en colectivos con mlltiples estados, entenderemos una
operacion de vida que contempla diferentes edtados de asegurado (invaido, activo,
empleedo, desempleado, €tc). Normdmente, asociamos edas operaciones  con

prestaciones de invaidez 0 con atro tipo de prestaciones complementarias alas de vida

Tradiciondmente, € estudio de esta clase de operaciones no ha ddo objeto de la misma
aencion que las operaciones de vida, seen seguros de fdlecimiento o rentas de
supervivencia. Por dlo, uno de los objetivos que nos fijamos, sera plantear de forma

generd lamoddizacion de las operaciones con multiples estados.



Planteamiento, objetivosy estructurade latesis

Con td fin, describiremos un moddo generd de mltiples edados, basado en la
aplicacion de procesos y semiprocesos estocédticos de markov que nos permita redlizar
un enfoque sSdemdico, genard y maemdicamente riguroso de cudquiera operacion
con multiples estados, definida de forma continua o discretaen @ tiempo.

*k*

Tras describir con generdidad una operacion con muitiples estados, nos centraremos en
e edudio de las operaciones de invdidez. Eda clase de coberturas, junto con otras
como “Critica lliness insuranceg’ (seguro por contraer una enfermedad, consderada
muy grave como cancer, infarto de miocardio, etc. y especificada en contrato) o “Long-

term care insurance’ (Seguro de dependencia), estén adquiriendo una importancia cada
VEZ Mayor.

Ello es debido a que los paises desarollados etén experimentando un creciente
envgecimiento, que estd provocando un fuerte aumento de la demanda de estos nuevos
productos de seguros por pate de una poblacion, econdmicamente cada vez mas
prospera y con mayor nivel de educacion, que desea consarvar U cdidad de vida en la

vgez.

Los sdemas de asdencia socid de muchos paises estén soportando presiones muy
fuertes que obligan a que sus gobernantes busquen y fomenten, con la participacion de
la indudtria aseguradora privada, dstemas dternativos de cobertura que provean de
fondos la asdencia de la vgez y de la invdidez. ESo explica la creciente importancia

que est& adquiriendo la comercidizacion de estos productos de seguros tan innovadores.

*k*k

Una vez definida sobre € colectivo, la operacion con mlitiples esados a edudiar,
efectuaremos un andiss dd riexgo derivado de las desviaciones adversas de la
gniedrdidad y plantearemos su cobertura a través ded reaseguro de diferencia de
siniesrdidad. Desarrollaremos su definicion y gplicacion en € marco de una operacion

con multiples estados.



Modéelizacion y cobertura de operaciones actuariaes en colectivos con mltiples estados

La glicacion dd resseguro de diferencia de gniedrdidad permitird  garantizar
totadmente la solvencia dd colectivo, consderando como Unica fuente de ingresos las
primas pagadas por sus integrantes. En este contexto, entenderemos por solvencia, la
cgpacidad de aender a las obligaciones presentes y futuras contraidas por € colectivo

CON SUS propios miembros.

Con la findidad de dissfiar una edraegia Optima, combinaremos la utilizacion de
resseguro de diferencia de sniedrdidad con la aplicacion de otro indrumento ded que
digoone d colectivo para assgurar su solvencia recargo de segurided, de forma que d
vaor actud actuarid de cogte totd (primas de resseguro més las primas de la operacion

aseguradora recargadas) sea minimo.

El colectivo s encuentra sujeto por su propia dinamica a entrades de nuevos
asegurados. Con td  objeto, andizaremos los efectos generados por édas y U
repercuson en e colectivo. Resultado de las diferentes propuestas que redicemos,
formularemos diferentes variantes dd reaseguro de diferencia de siniestrdidad.

*k*k

La maemdica actuaid que podriamos denominar dédca utiliza moddos deterministas
en d sentido en que trabga con vaores medios 0 ciertos, resultado de la reduccion (por
medio de la esperanza matemdtica) de las variables deatorias que intervienen a una sola

cuantia

Eda metodologia que evidentemente smplifica enormemente d andisis puede ser
vdida para cietas golicaciones, no obgtante limita de forma importante los resultados
gue pueden obtenerse y por lo tanto la utilided de dichos moddos. Con este enfoque
determinista se prescinde de toda la destoriedad que caracteriza reamente a los flujos
monetarios tanto de prestaciones como de primas.

Edas limitaciones cuedionan cudquier andiss determinida de la solvencia Por dlo,
nuestro enfoque metodoldgico, ademés de ser actuarid también srd estocadtico lo cud

queda plasmado en dos aspectos



Planteamiento, objetivosy estructurade latesis

Definiremos la evolucion de los asegurados a patir de un proceso O
smiproceso edocadico de Makov. Ello nos pemitira  redizar  un
Seguimiento estocadtico dd colectivo objeto de seguimiento.

Condderaremos  la  digribucion  de probabilidad de la principd  vaidde
dedtoria que centra d egtudio de reaseguro de diferencia de sSniedraidad,
“Vdor actud financiero de la pérdida dd reasegurador”. Como su obtencion
por convolucion resulta excesivamente complicada y laboriosa, recurriremos a

u caracterizacion mediante Smulacion de Montecarlo.

En la tess hemos condgderado dos enfoques metodoldgicos: € generd y @ particular. El
enfoque generd hace referencia a una operacion de multiples estados cudquiera El
enfoque paticular, en base d cud redizaremos las diferentes aplicaciones précticas,
pate de una operacion con multiples estados muy paticular: Una operacion de
invelidez.

Todo modelo por € mero hecho de sarlo es una smplificacion de la redided, en la cud
se prescinde de mas o menos factores, para que d proceso en estudio sea abarcable. Un
moddo excesvamente complgo puede llevar a escasas condusiones s e hace dificil
trabgar con d. Con td fin, a lo largo de la tess hemos ido introduciendo hipGtesis
restrictivas, tanto en reacion con la evolucion dd colectivo como a la aplicacion ded

reaseguro de diferencia de sniestrdidad.

Los moddos que desarrollemos, tanto en la parte de modelizacion de las operaciones de
colectivos con muitiples estados como en la pate dd resseguro de diferencia de
gniedrdidad, resulten gplicbles de forma gened, independientemente de la
legidacion de cada pais.
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Modéelizacion y cobertura de operaciones actuariaes en colectivos con mltiples estados

La tess doctord se edructura en 4 temas y una seccion find que induye la bibliografia
y las anexos desarollados. Cada uno de los tema e desglosa a su vez en diversos

capitulos.

Temal: Moddo Markoviano con Mltiples estados.

El cgoitulo 1 con d que iniciamos € tema, rediza una revisén higdrica dd
desarrollo de la matemdtica actuarid de vida en generd y de las operaciones
con multiples estados en particular.

En d capitulo 2 plantearemos las diferentes edtructuras estocadticas que
contemplaremos en la moddizacion de una operacién con mlltiples estados
procesos de Markov discreto y continuo y semiproceso  estocadticos de
Markov continuo.

En d ceitulo 3, dexribiremos los méodos de gude y estimacion
(paramétricos y no paraméricos) que sueen utilizarse en la esimacion de las
intenddades y probabilidades anudes de trandcion.

En d capitulo 4, recogeremos los méodos numéricos més frecuentemente
empleedos en la obtencién de las probabilidedes de trandgcion, una vez
estimadas las intenddades y probabilidades anudes de transcion.

Findmente, en @ capitulo 5 explicaremos dgunas singularidades que ofrece la
vdoracion  financieroectuariad  de  operaciones con  mlltiples  estados

moddizadas a través de procesos 0 semiprocesos estocagticos de Markov.

Temall: Invdidez

El capitulo 6 describe la probleméica que comporta la cobertura aseguradora
dd riesgo de invdidez, incidiendo en las mlitiples varigbles y factores de

caacter socioecondmico que intervienen en su vadorecion. Al find  dd



Planteamiento, objetivosy estructurade latesis

cgpitulo redizaremos un edudio higtérico hasta nuestros dias dd tratamiento
dado d riesgo ceinvaidez.

En los capitulos 7, 8 y 9 condderaremos modeos de invdidez derivados de la
aplicacion de procesos 0 semiprocesos estocadticos de Markov. Cada uno de
dlos, los trataremos separadamente dependiendo § la dase de invdidez a que
hacen referencia es tempord, pemenente o mixta (tanto tempora como
permanente).

Temalll: Reaseguro

Comenzaremos @ tema en d cepitulo 10, donde ofreceremos una visSon
generd de la gplicacion dd resseguro en @ ramo de vida Egtudiaremos las
moddidades proporciondes y no proporciondes mé usudes en la préctica

reaseguradorade viday andizaremos sus ventgjas e inconvenientes.

En d cgitulo 11 redizaemos un edudio ded reaseguro de diferencia de
sniesrdidad en un marco est&ico, es decir, Sn suporer entradas en € tiempo
de nuevos asegurados. Desarrollaremos @  planteamiento formd y  halaremos

la estrategia recargo-reaseguro Optima, aplicada a un colectivo determinado.

En d cepitulo 12, andizaremos la aplicacion dd reaseguro de diferencia de
sniegrdidad en un marco dinamico, incorporando as entrades futuras de
nuevos asegurados. Estudiaremos su repercuson en @ colectivo, variando para
dlo d planteamiento origind.

TemalV

Presentamos las concdusones de la tess doctord clasficadas por € tema a
que hacen referencia modelizacion de las operaciones con mlitiples estados,
tratamiento del riesgo de invdidez y gplicacion dd reaseguro de diferencia de
Sniedraidad.



Modéelizacion y cobertura de operaciones actuariaes en colectivos con mltiples estados

En dtimo lugar, induimos la bibliografia ctada y un gpéndice oon los
programaes informéticos, en lenguge de programacion FORTRAN, utilizados
en los anexos. Sus fuentes se encuentran en @ disguete con que adjuntamos la

tess.
*%%

Las librerias utilizadas en los programas desarollados han ddo las NAG Fortran
Library. La verson de Fortran utilizada ha sdo FORTRAN 77. Adiciondmente para la
representacion gréfica y e tratamiento de dgunos datos ha sdo necesario la utilizacion
de lahojade cdculo de EXCEL 97 de MICROSOFT.



TEMA |

OPERACIONES CON
MULTIPLESESTADOS:
UN TRATAMIENTO GENERAL



Modéelizacion y cobertura de operaciones actuariaes en colectivos con multiples estados




Introduccion

Egte primer tema de la Tesis tiene como objetivo moddizar estocagticamente y vaorar
financiero-actuaridmente una operacion con mlltiples esados. Con td fin, en primer
lugar, plantearemos un modelo edtocastico que sea cgpaz de recoger y tratar la
complgidad de una operacion con multiples estados.

Pogteriormente, abordaremos la estimacion de las probabilidades e intensdades de
trangcion de la operacion mediante los mé&odos de guste paramétrico y no parameétrico
més comunes. A partir de sus vaores etimados, vaoraremos las rentas y seguros més
habitudes de la préactica assguradora de vida Ad, podremos hdlar las primas y
determinar |as reservas mateméti cas correspondientes.

El tema, asi planteado, se divide en 5 capitulos:

El cgpitulo 1 dd tema drve para definir qué entendemos por operacion con
multiples estados y para introducir € planteamiento estocadtico de la misma
gue seguiremos en la tess. Con @ objeto de entender mgor la complgidad a
gue nos estamos enfrentando, redizaremos una peguefia revison histérica del

tratamiento dado a las operaciones con miltiples estados.

En d capitulo 2 formdizaremos d planteamiento estocagtico de una operacion
con multiples estados a través de tres procesos estocadicos un  proceso
edocatico de Makov continuo en d tiempo, un proceso etocddico de
Makov disreto en d tiempo y un semiproceso etocdgtico de Markov
continuo en d tiempo.

En d caoitulo 3, expondemos con la mayor globabilidad posble propuestas
de guge de las probabilidades anudes e intenddades de transcion de la
operacion.  Congderaremos méodos tanto paramétricas como no. Con la
findidad de discutir la vdidez de la edimacion y la bondad de su guste,
enunciaremos una serie de tests no paramétricos que resultan gplicables.
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Modéelizacion y cobertura de operaciones actuariaes en colectivos con multiples estados

El capitulo 4 proporciona varios méodos matemédicos y dgoritmos numéricos
gue tienen como findidad obtener, a patir de las probabilidades anudes e
intenddades de trandcion anteriormente edtimadas, las probabilidades de
trangcion de forma exacta'y gproximada, respectivamente.

El capitulo 5 desarolla las formulas de vaoracion financiercactuarid tanto
de rentas como de seguros. Definiremos @ concepto de reserva matemédtica y
describiremos  su  dindmica mediante la ecuacion  diferencid  de Thide.
Vadoraremos estocasticamente una operacion con multiples estados a través de

las funciones de pérdida agregaday anud.
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Capitulo 1

I ntroduccién: Definicion'y

antecedentes histéricos

En la primera parte del capitulo explicaremos qué entendemos por una
operacion con multiples estados y qué procesos estocasticos vamos a
utilizar en su modelizacion: proceso estocastico de Markov continuo en el
tiempo, proceso estocastico de Markov discreto en € tiempo y semiproceso
estocastico de Markov continuo en e tiempo.

A continuacion, analizaremos las principales ventajas y posibilidades que
ofrece la aplicacion del enfoque estocastico utilizado respecto a otras

metodol ogias de estudio diferentes.

Finalmente, con la finalidad de facilitar la comprension de los modelos con

multiples estados que aplicaremos en los capitulos siguientes, realizaremos
una breve revision histérica sobre la evolucion de la matemdtica actuarial

vida en general y de las operaciones con mltiples estados, en particular.



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

1 Introduccion

Entendemos por operacion con mlitiples estados aguella operacion actuarid de vida
que contempla diferentes etados que puede adcanzar € asegurado. Cada uno de dlos
puede determinar una prestacion diginta Normamente, asociamos estas operaciones
con predaciones de invaidez o con otro tipo de prestaciones complementarias a las de
vida

Pitacco, E. et al. (1997) define operacion con mlltiples estedos, de forma muy smilar,
como agudla operacion actuarid de vida en la que intervienen varios edtados cuya
ocupacion por pate dd assgurado determina @ flujo de primas (pagos de los
asegurados a asegurador) y de prestaciones (pagos del asegurador a los asegurados) de

la operacion.

Td como hemos explicado, una operacion con mltiples estados se caracteriza por
contemplar Smulténeamente varias contingencias o0 riesgos persondes que afectan a los
asegurados tdes como d fdlecmiento o la invdidez. Por dlo, utilizaaemos como
herramientas de moddizacion una serie de proceso estocagticos que contemplan la
exigencia y tratamiento de mlitiples estados  proceso estocadticos de Markov discreto
en d tiempo, procesn edtocadico de Makov continuo en d tiempo y semiproceso
estocastico de Markov continuo en d tiempo.

La matemdica inspirada en procesos y semiprocesos de Makov permite extender €
moddo bésco de dos edados vivo y muerto a un moddo compuesto por un nimero
mayor de etados Por tanto, la gplicacion de procesos y semiprocesos estocadticos de
Makov condituye un capitulo especid de la maemdica actuarid que permite d
actuario modelizar y vaorar operaciones con multiples estados.

La utilizacion de los procesos y semiprocesos estocégticos de Markov como herramienta

de moddizacion de operaciones con multiples edados estd ampliamente difundida y
generdmente aceptada por las Siguientes razones.
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Introduccion: Definicion y antecedentes histéricos

Los procesos 'y  semiprocesos  edtocadicos de Makov  incorporan
tratamiento de la dependencia edtadigtica exigtente entre los diferentes estados
gue intervienen en la operacion. Esto afiede redismo a la moddizacion de la
operacion y dgnificacion a las probabilidades que como resultado de la misma
obtengamos.

Por la sencillez de su definicion, los procesos y  semiprocesos  estocadticos
Markovianos condituyen hearamientas de moddizacion sumamente potentes
que permiten describir y adgptarse a cudquier tipo de operacion actuarid con
multiplesestados (Hoem, J.M. (1988)).

Td como sefida Kojima, K. (1988), la aplicacion de procesos y semiprocesos
edocadicos de Makov permite obtener probabilidades de trangcion
suficientemente representetivas de la evolucion de un colectivo, ain sendo su
tamafio reducido. La vdidez de edtas probabilidedes esa limitada a un periodo
de tiempo rdativamente corto, transcurrido € cud es conveniente repetir
edudio.

El desardlo futuro de un proceso edtocasico de markov continuo o discreto
solamente depende dd etado presente dd mismo y no de toda su historia
anterior.  Ello  pemite  delerminar  la  digribucion  futura dd  proceso
smplemente a patir de las probabilidedes de trandcion y de la didribucion
inicid, supuestamente conocida a priori.

S rdgamos la anterior hipdtess y, por tanto, condderamos otras variables
adiciondes, obtendremos un semiproceso estocdgtico de Markov. Ede tipo de
proceso estocadtico e caracterizara por ser més potente pero también més
complgo deandizar.

S entendemos por revershilidad de un estado la poshilided de que d proceso
vudva a dicho esado después de haberlo abandonado previamente, su
introduccion en una operacién con mlltiples estados a través de un proceso o
semiproceso estocadtico de Markov resulta bastante inmediata
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

La gplicacion de procesos y semiprocesos estocasticos de Markov da lugar a
Que podamos expresar y tradar mdricidmente tanto las probabilidades de
trangcion como la vaorecion financiercactuarid de la operacion. La
poshilidad de utilizacion de una notacion matricid ademés de gportar darided
dede un punto de vida tedrico, fadlita la vdoracion conjunta de las diferentes

prestaciones definidas en una operacion con multiples estados.

La teoria Markoviana proporciona modelos estocadicos sencillos de  utilizar

con un buen nimero de propiedades edadidicas que fadilitan la poderior
inferencia estadigtica, tanto la estimacidn como la contrastacion.

Dado @ carécter estocégtico de los moddos Markovianos, édos a diferencia
de los moddos deerministas, permiten representar etocddticamente  la
evolucion de vaiables tan dgnificativas como la provisdn maemdica
(Wolthuis, H. et al. (1986)).

Dado que los riegos persondes son no edecionaios en d tiempo ya que sus
probabilidades de trangcidon varian en € tiempo con la edad dd asegurado, los procesos

y semiprocesos estocasticos de Markov que utilicemos tampoco serén estacionarios.

En un proceso estocddtico de Markov, las probabilidades de transicion futures que
obtengamos dependeran adends dd edtado actud, de la edad. En un semiproceso
esocagtico de Makov las probabilidades de trangcién dependerdn, ademés de las
anteriores variables, de otras variables como pueden ser la duracion dd estado actud, la
duracion de todo € proceso estocético, etc.

El tratamiento en € tiempo dd proceso estocddtico de Makov puede s discreto o
continuo. En & primer caso utilizaremos un proceso estocdgtico de Markov discreto en

e tiempo, en @ segundo un proceso estocadtico de Markov continuo en € tiempo.
La golicacion de un proceso estocddtico de Makov continuo en @ tiempo, td como

veremos a lo lago dd capitulo, resulta numéicamente mas complga que la puesta en
préctica de un proceso estocégtico de markov discreto.
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Introduccion: Definicion y antecedentes histéricos

2 Antecedenteshistoricos

El objeivo de ede epigrafe es ante todo describir e introducir una reflexion sobre la
evolucon dd clculo actuarid de las operaciones de vida en genad y de las de
multiples estados en paticular, que facilite la comprendon de traamiento de las

operaciones con mulltiples estados.

2.1 Primeros moddostedricos

Durante d gglo XVII, la actividad comercid en Europa experimentd un extreordinario
g00ge0 que propicdd una serie de innovaciones en d campo financieroactuarid:
vaoracion financiera a interés compuesto, aseguramiento de las naves y de sus carges,

Seguros de vida, rentas de supervivencia, etc.

Durante este sglo y @ dSguiente se desarollaron las bases fundamentales sobre las que
*£ udenta la maemdica actuarid vida Al repecto, destacamos como gportaciones
més significativas las llevadas a cabo por 1os Sguientes autores:

Graunt, J. En 1662 publicd la primera tebla de supervivencia Su trabgo
two una enorme repercuson y  sus métodos edtadidicos y  andiss
demogréficos fueron adoptados de inmediao en Inglaera, Francia, Holanda y

Alemania

Halley, E. (1693). Publicd un trabgo, de gran repercusdn poderior, en donde
proponia una metodologia de cdmo condruir una tabla de supervivencia a
patir de una determinada experiencia Por otro lado, introdujo un méodo de
vaoracion ectuarid de rentas de supervivencia que, en esencig, es € mismo

que se utilizaen la actudidad.

Moivre de, A. (1725): Su obra condituye € primer texto de maeméica
actuarid vida moderna. En @ s proponen méodos de gproximacion de tablas
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

de supervivenda mediante funciones linedes definides a tramos ad como
métodos recurrentes de vaoracion actuaria de rentas de supervivencia

Dodson, J.: Le es dribuida la paternided de la maemdica actuarid. Su
gportacion  principd  condgdié en 1755 vdorar seguros de fdlecimiento e
introducir € concepto de provison mateméica

Bernoulli, N.. En 1709 edudid la egperanza matemdica de vida de un
colectivo de asegurados'y ddl Ultimo superviviente dd mismo.

Graaf, |.. Por primea vez, en 1729 representd gréficamente una funcion de

upervivencia, ly.

Struyck, N. (1740): Congdruy6d por primera vez tablas de vida separadas por
SEXOS.

Kersseboom, W. y Deparcieux, A.: En 1746 daboraron por primera vez una
tablade vidaen Franciaa partir de una experiencia observada.

Wargentin, P. (1766): Redizd un andiss de la mortdidad de la poblacion
ueca, a patir de la informacion recogida dd periodo 17551763, en d cud
llegaba a la conduson que d colectivo femenino tenia menos mortdidad que
el formado por la poblacién masculina

Price, R. (1783) dguiendo la metodologia iniciada por € anterior autor,
gabor6 unas tablas de mortdidad de hombres y mujeres, a patir de la
expeiencia recogida entre los afos 1757 y 1775. Poderiormente amplié su
edudio d riesgo de invdidez Su obra “Obsavations of Reversonary
Payments’ fue condderada como d texto de matemdica actuarid vida més
importante dd momento.

Wigglesworth, E. (1793): Publico la primera tabla de supervivencia en
Estados Unidos
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Introduccion: Definicion y antecedentes histéricos

Durante la segunda mitad dd sglo XVIII, la gparicion y propagacion de enfermedades
dtamente contagiosas y con eevadas tasas de mortdidad tdes como la viruda suscitd
en diversos maeméicos un interés por construir modelos estadisticos que Srvieran para
esimar d efecto de dichas plagas sobre la evolucion de la poblacion.

As, D'Alembert, J. (1761), Bernoulli, D. (1766) y Laplace, P.S. de (1812)1
edudiaron la tasa de inoculacion de la enfermedad de la viruda y de la mortdided,
deduciendo unas ecuaciones diferencides cuya solucién permitia describir sus efectos
sobre la evolucién de la poblacion. Su propueta consgtia en una operacion con 3
estados:

- i: Personas que nunca han sufrido la enfermedad de laviruda
- J: Personas que han contraido laviruda
- m Muerte.

El moddo suponia que las pasonas que integran @ edtado | padecian una mayor
mortdidad que las personas que se hdldban en d edtado i. Definen la funcidn de
uparvivenda |y como d nimero eperado de supervivientes de edad x provenientes de
un grupo inicid de edad 0. De la misma forma definen las funciones de supervivencia

enlosestadosiy j respectivamente: | y |

— i i
Ix _Ix +Ix

d, =di +di.

B moddo propuesto por D’Alembert, Bernoulli, D. y Laplace, P.C. es continuo en €
tiempo lo que les permitié introducir las fuerzes de decremento que definen como las
probabilidedes condicionadas indanténeas de <dida Representan las fuerzas de

decremento de los estadosiy j como mi, y m respectivamente.

1 sumodelo eta ampliamente explicado en Seal, H. (1977).
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

Dado que exigtian dos causas de sdidas dd edtado i: por fdlecimiento o contrayendo la
viruda, D’ Alembert, Bernoulli, D. y Laplace, P.C. proponen las Sguientes relaciones:

M=+ np
m = m"
Donde nmi, m" y m™ representan respectivamente las fuerzas de decremento de

inoculacion de la viruda, de fdlecdmiento sn contraer viruda y de falecimiento

hebiendo contraido la viruda A patir de édas, obtuvieron las Sguientes ecuaciones
diferencides que describen la vaiacion infinitesma de las digintas funciones de

upervivenca
dii=- 10 x(n + m") xdx @
dii =10 xmd - 1) xm™ xdx )
dl, =- 11 xn™ >dx - |} xm™ xdx (©)

Opeaando con las anteriores ecuaciones, obtienen la ecuacion diferencid (4), donde
f,.=m"-m". Su solucion, la expreson (5), congituye la funcion de supervivencia de

las personas no afectadas por laenfermedad de laviruda

dil == (d, +1) 5 xdx) - 1) xm) xdx @

_\X ._ . u 5

. eQ(nt md)d @)
1+(‘jfu eQ(m”_rm)deu

La inexigencia de edadidicas poblaciondes suficientemente figbles con las cudes
edimar las fuerzas de decremento, obligd a Bernoulli, D. a suponer una sie de

relaciones paramétricas exigentes entre las diferentes fuerzas de decremento de la

poblacion:

fo=%5 nf-f)(:%.



Introduccion: Definicion y antecedentes histéricos

donde m y n son los parametros que Srven para rdacionar entre s las anteriores fuerzas
independientemente a la edad. Subdituyendo edtas rdaciones en la formula (5),

obtienen la Sguiente solucion particular de | .

| xe'% (6)

En 1799 Trembley, J. intentd discretizar para periodos anudes la relacion (6)
representando Nty mi' a través de wx y g, respectivamente. El resultado fue la

siguiente formula, donde p, =1, /1. .

[— |>I< xlx X Py X(l- Wx) (7)
x+1

i i
Ix - Ix XW, Xq,

Trembley, J. demuestra que cuando w, =1, g, =1 y n® ¥ la expresion (7) tiende
en d limite a la formula (6). Aunque Trembley, J. desarolla su férmula para periodos

anudes, logra demostrar numéricamente que £ puede tomar una unidad de tiempo

menor que d afio.

D’Alembert, J. simplificd las fuerzas de decremento d considerar Gnicamente 22 i)

que define como la fuerza de decremento por fallecimiento debido a la viruda y nf ")

gue define como la fuerza de decremento por fdlecimiento debida a una causa didinta a
la viruda Conscuentemente, congtruyé d dSguiente Ssema  de  ecuaciones
diferencides.

dl, = - 1, x(m! + m ") xax ®)
dif = -1 xmi ) xdx ©)
dl®) =- 10 <) xdlx (10)
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

Donde |1 era la funcion de supervivendia de las personas no afectadas por la viruda,
10 la funcién de supervivencia de las personas afectadas por viruday 1, =10 +107) |a
funcibn de supevivencia de toda la poblacion. Operando con las ecuaciones

diferencides (8), (9) y (10) obtuvo | 7):

_ 11
160 = xe )

X

En 1812, Laplace, P.S. sugiere que los vaores de nf) podian esimarse, dividiendo o
nimero de muertes debidas a la causa i en la edad x por € nimero de supervivientes de
grupo inidid entre las edades de x¥% y x+%. Esto le permitié cdeular (") por

integracion numérica.

2.2 Modeo de multiples decrementos

A principios dd sSglo XIX peddian problemas que en d transcurso dd mismo e

solucionarian:

Halar expresones de las fuerzas de trandcion a las que gudtar la experiencia
observada que fadlitasen d proceso de inferencia estadistica y  définir
expresones numéices de las fuerzas de decrementos a patir de las

observaciones de la poblacion.

Obtener una expresion generdizada golicadble a una operacion con muitiples
estados cudquiera

Durante d dglo XIX se propuseon diferentes formulas maeméticas de la fuerza de

fdlecimiento, cuya utilizacion pogterior se genadizd a otros decrementos. Citamos las

aportaciones més relevantes.
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Introduccion: Definicion y antecedentes histéricos

Gompertz, B. (1825): Edablecié que la fuerza de mortdidad crece
exponencidmente.  Su  goortacion, mé conocida como ley de Gompertz,

sgnifico d inicio de una nueva era en la ciencia actuarid.

m, =B C* (12)

Makeham, W.M. (867): propuso una ampliacion de la formula de Gompertz
gue llevé por nombre primeraley de Makeham.

m =A+B-C* (13)

Poderiormente, afladio a la anterior expresdén un término lined, obteniendo
como resultado una expreson conocida con @ nombre de segunda ley de
Makeham.

m =A+B-x+C-D* (14)

Lazarus, D.: En 1867, con la findidad de mgorar la bondad de gugte de las
edades mas jovenes, agregd a la primera ley de Makeham un segundo término
que respondia a una formula de Gompertz negeativa

m=A+B-C*+D-E* (15)

Thide, T.: Maeméico danés que en 1872 propuso una modificacion de la ley
de Makeham, sugiriendo una expresdn con tres sumandos una curva de
Gompertz decreciente (0<Bi<1) para mgorar d gude de la mortdidad en la
infancia, una curva norma para representar la mortdidad en las edades medias
y una curva de Gompertz creciente B; > 1) para gudar la mortdidad de las
personas de edad més avanzada.

m =B, 'Clx + B, 'eXp(' 7 (XSZZ)Z)'F B, 'Csx (16)
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Con la findidad de obtener valores observados de las fuerzas de decremento a partir de
unaexperienciadetermineda, Sprague, T.B. (1879) desarroll6 € sguiente estimedor:

ﬁ& @n d 17)
ié:l(bi - ai)

Donde n representa @ ndmero de asegurados de que condta la experiencia, x+a, y
Xx+b,,dendo O£ a £b £1, las edades inicid y find de obsarvacion de un asegurado

i, donde i=1...n, segin la informacion disponible. El numerador, d, representa €
ndmero de trandciones registradas en d colectivo durante € periodo de observacion.

La expreson dd denominador representa la exposicion centrd dd colectivo, término
actuarid acufiado por Woolhouse, W.S.B. (1867), quien lo définié como la suma dd
tiempo en gque los asegurados de un colectivo han estado expuestos d riesgo.

A mitad dd dgo XIX, Cournot, A. (1843), juntamente con d actuaio inglés
Makeham, W.M. (1875), generdizaon d moddo propuesto anteriormente por
D’Alembert de 2 causas de fdlecimiento: por viruda, par otra causa ditinta, a n causas
de fdlecimiento, edableciendo las rdaciones fundamentdes dd modedo de mltiples
decrementos.

m=(fanf) " k=1..n (18)

(19)

ko (20)
sendo,

(ap,): Probabilided anua y dependiente de supervivencia entre las edadex
Xy x+1

p;: Probabilided anud e independiente de supervivencia entre &
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Introduccion: Definicion y antecedentes histéricos

edades xy x+1 por lacausaj.

qi: Probabilided awua e independiente de fdlecimiento entre lae
edades xy x+1 por lacausaj.

(amj ) Fuerza de falecimiento dependiente en laedad x por lacausaj.
m Fuerza de fdlecimiento independiente en laedad x por lacausaj.

La expresdn (19) = denomina ley aditiva de fuerzas de fdlecimiento. La expreson
(20) es conocida como ley multiplicativa de probebilidades. Por combinacion de ambas
expresiones se puede obtener lafuncion de supervivencia |, .

- g. an'ljﬂ dt (21)

— j=1
I, =1, -e

Donde X, es la edad inicidmente consderada para la cud conoceremos € vaor de la
funcién de supervivencia Una probabilidad dependiente se determina teniendo presente
la exigencia de otras posbles causss de fdlecimiento didintas de la contemplada, que
también pudieran presentarse en d colectivo d que se refieren. Las probabilidades
independientes, también denominadas probabilidades de diminacion puras resultan de
prescindir otras causas.

Levi, E. (1973) propone la dguiente expresdén que permite obtener las probabilidades
independientes a partir de |las dependientes.

ql = lagy) (22)
* 1-4-(aa,)- (agl))

Donde (aqxj) representa la probabilided anud y dependiente de fdlecimiento entre las
edades x y x+1 por la causa j. Por su parte, (aqx) representa |a probabilidad dependiente
de sdida por cudquier causa entre las edades X y x+1
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Richard, P.J. (1946), Seal, H. (1977) y Gerber, H.U. (1990) estadecen que la ley
multiplicativa de probabilidades s0lo es golicdble 9 las trandciones condderadas son
mutuamente excluyentes entre s, como, por gemplo, Sucede en una operacion con
multiples causas de fdlecimiento.

La moddizacion de operaciones con mlitiples edtados a través ded méodo de los
decrementos permite generar tablas de decrementos. Al respecto, destacamos € trabgo

de Haberman, S. (1983) que platea la obtencion de la funcién de supervivencia a
partir de la resolucion dd sisema de las n® + 2n ecuaciones que forman las ecuaciones

de flujo, ecuaciones de orientacion y ecuaciones de integracion

Las n ecuaciones de flujo describen la evolucion de las personas vivas en un

determinado estado i entre las edades xy x+1

o= 2 Aii 2 Hii R
L.=1+gad'- gd i=14..,n
it it

Donde |, representa & nimero de personas vivas de edad x y estado |, la

expreson d! recoge de transiciones entre los estados iy j, entre las edades x

y x+L

Las n? ecuaciones de orientacion describen la tasa centra de sdida de los
diferentes estados.

M

X+l

ij
:d_,x i =1,...,n
L,

Sendo L, @ nimero de afios vividos en i, entre las edades x y x+1 por

personas del colectivo objeto de estudio; M!'es la tasa central observada de

trangcionesentrelosestados iy j, entre las edades xy x+1

Las n ecuaciones de integracion rdacionan la funcion de supervivencia en d

estado i con las personas de edadesx y x+1 vivas en dicho estado.
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Los vdores de M) resultan conocidos a partir de la experiencia disponible El anterior

ssema de ecuacionestiene n? + 2n incignitas.

Losn? vaoresde d!,dendo i =1,...,ny j=1...,n;
Losnvdoresde |}, ,Sendo i =1, ..., n

Losnvdoresde L. ,,,donde i =1, ..., n

Sus vaores s obtendrén recurrentemente a partir de una edad inicid X, fijada de

antemano, parala.cual conoceremoslosvaoresde I} ,sendo i =1, ..., n.

Son muchos los autores que £ adscriben a eda teoria de decrementos mdltiples.
Hooker, P.F. et al. (1957) daboraron una tabla de mliltiples causas de sdida Zwinggi,
E. (1958) recogio las probabilidedes asociades a mlitiples causss de sdida de un
colectivo. Jordan, CW. (1967) edudia funciones actuarides correspondientes a
moddos con mlltiples causss de <dida Haberman, S, (1983) introduce la
revarsbilided, paa lo que aade d moddo tradiciond, € traamiento de los

incrementos o entradas procedentes de otros estados de la operacion.

Otros trabgos redizados en d campo de la teoria de mlltiples decrementos son los
debidos a los dguientes autores. Blaschke, E. (1906), Amtmann, H (1907), Loewy, A.
(1924), Berger, A. (1925), Hunter, A. et al. (1932), Spurgeon, E.F. (1932), Galbrun,
H. (1933), Richard P.J. (1946), Bohm, F. (1953), Risser, R. (1965), Coppini, M.A.
(1968), Bowers, N.L. et al. (1986) y Gerber, H.U. (1990).

Otras aportaciones a la matemdtica actuarid vida dd dglo XIX que merecen ser
destacadas son las debidas a los Sguientes autores:

Finlaison, J. (1829): Fue d prime actuaio inglés empleado en la dficina de
deuda publica de Inglaterra desde 1821 hagta 1851. Durante este periodo llevd
a cabo d edudio de mortdidad més importante redizado hesta entonces que
abarcaba € periodo comprendido entre 1695 y 1789. Su estudio 2 plasmd en
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tablas de supervivencia tanto smple como de varias cabezas vigentes hadta
findesdd sglo XIX.

Hattendorff, K. (1868): Demostré que la varianza de la pérdida totd de una
pdliza de vida s obtiene como suma de las varianzas de las pérdidas anudes

sucesivas.

Woolhouse, W.: En 1869 introdujo un moddo actuarid continuo en d que los

seguros por fdlecimiento y las rentas de supervivencia se pagen de forma
continuaen € tiempo.

Thiele, T.. En 1875 dedujo la ecuacion diferencid que poderiormente se
bautiz6 con su mismo nombre que reflga la vaiacon infinitesmd de la

reserva matemética.

% Vv, =P +d XV, - m, x(l- tvx)

(23)

Otros eventos dd siglo XIX  dignos de mencionarse son los siguientes:

En 1848 nac6 d Indituto de Actuarios de Inglaterra (The Inditute of
Actuaries), d primero que exidia en todo d mundo. Poco més tarde, en 1856
naci6 la facultad de actuarios. Ambas indituciones han desempefiado un pape
fundamentad en la difusdn y dwvulgacion de los progresos de la ciencia
actuarid.

A mediados dd dglo XIX, en Inglaera y Edados Unidos se regula por
primera vez la actividad aseguredora, obligando a los aseguradores a condituir
la reserva matemédica correspondiente a las  coberturas  aseguradoras
reglizadas.

En 1880 s fund6 en Estados Unidos la Sociedad de Actuarios (Actuarid
Society of Americd). En 1895 s cred la Asociacion Internaciond de
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Actuarios (International Actuarid Association) que hasa € momento presente
ha desempefiado un paped fundamentd en d desardlo y difuson de las

innovaci ones experimentadas por la ciencia actuarid.

A findes dd dglo XIX y princpios dd XX, s consolidan compafiias aseguradoras
cada vez con mayor dimendon que golican en sus cdcdos actuaides unas bases

técnicas determinadas.

2.3 Moddo estocastico M arkoviano

Durante € dSglo XX d crecimiento de la practica aseguradora e acderé ain més,
goareciendo grandes compafiias aseguradoras multinaciondes tanto en Europa como en
Egtados Unidos Ello obligd a las autoridedes gubernamentaes gercer un mayor control

sobre la actividad aseguradora, através principamente de las reservas matemétices.

El desardlo de la denda informdica propicia un enorme incremento de la capacidad
dd cdculo auttomdica que pemite a la maeméica actuarid de vida explotar nuevos
recursos  formular modelos tedricos mas complgos y redidas, gplica méodos de
gude més precisos y Utilizar las técnicas de smulacion de Montecarlo de reconocida
vdidez en las glicaciones concernientes a seguros de vida y planes de pensones
(Pittaco, E. et al.1997).

Todo ese nuevo ambiente propicia la introduccion de los procesos y  Semiprocesos
edocédicos de Markov en la moddizacion de operaciones con mdltiples estados. El
primer precedente lo encontramos en 1912 en que Du Pasquier, G. describe una
operacion de invdidez tempord, por tanto, reversble, a través de un sSsema de
ecuaciones diferencides de ssgundo orden de Riccati que resudve suponiendo que las
fuerzes de trandcion son congtantes. El trabgo de Du Pasquier, G. es enormemente
sgnificativo porque condituye una aplicacion actuarid de un proceso estocadico de
Markov y gporta las bases de la moderna matemética actuarid de operaciones con
multiples estados.
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En la difuson pogterior de la moddizacion de operaciones con miitiples estados a partir
de lateoria Markoviana, destacamos los Sguientes autores.

Franckx, E. (1963). Fue d primer actuaio en entrever la poghilided de
unificar € tratamiento actuarid de operaciones con mlltiples estado de vides
digintas entre s, sn descuidar agpectos dgoritmicos concernientes ad caculo
de las primas y reservas mateméticas.

Daboni, L. (1964): En su trabgo podemos encontrar gpuntes que anticipan
posteriores desarrollo de las operaciones con mlitiples estedos, basados en la
aceptacion de una edructura Markoviana no homogénea y discreta en €
tiempo. Paticulamente, destacamos € andiss de las reaciones entre las
probabilidades de permanecer en etados digtintos. Estas son fundamentales en
la vaoracion actuaria de rentas de invalidez.

Amgler, M.H. (1968): De forma andoga d trabgo presentado por € anterior
autor, Amder, M.H. describe los modeos ectuarides para operaciones con
multiples estados desde d punto de vista de un proceso estocédtico de Markov,
tanto discreto como continuo en @ tiempo. Propone un exuema de
trangciones en que a la dependencia respecto la edad, afiade la de la duracion

de la permanenciaen & mismo estado.

Hoem, JM. (1969): Expone con carécter generd la moddizacion de una
operacion con mditiples estados mediante un proceso estocastico de markov

continuo en € tiempo.

Wolthuis, H. (1994): Como aportacion mas importante, destacamos su texto
publicado en 1994 en d que propone un edudio de la matemdica actuarid
vida a través de un enfoque markoviano basado en la gplicacion de un proceso

estocadtico de Markov continuo en @ tiempo.
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La moddizacidon de una operacion con multiples estados mediante un moddo
estocagico Markoviano permite vaorar la misma a patir de sus probabilidedes de

trangcion.

Otros autores que merecen s nombrados son los dguientes Waters, H.R. (1984),
Wilkie, A.D. (1988), Ramlau-Hansen, H. (1988), Norberg, R. (1992), Jones, B.L.
(1993), Linnemann, P. (1993), Hesselager, O. et al. (1996), Haberman, S. (1996) et
al., Pittaco, E. et al. (1997).

A patir de los trabgos de Amsler M.H (1968) y de Hoem, J.M. (1969) d moddo de
Markov es aceptado universdmente, por la sencillez de su tratamiento y por la potencia
de su glicacion, que permite recoger la dependencia estadistica entre los diferentes
estados que intervienen en cudquier operacidn con mlltiples etados. En d sSguiente
cgpitulo lo desarrollaremos ampliamente.



Capitulo 2

Modelo tedrico

En este capitulo vamos a abordar la problemética de la modelizacién
estocastica de una operacion con miltiples estados con la utilizacién de tres
procesos estocasticos distintos. un proceso estocastico de Markov continuo
en € tiempo, un proceso estocastico de Markov discreto en e tiempo y un

semiproceso estocastico de Markov continuo en el tiempo.

Analizaremos las ventagjas e inconvenientes de cada uno de los modelos
presentados, tanto desde una Optica actuarial como desde un punto de vista
mas matematico. Igualmente, discutiremos la conveniencia de la aplicacion
de cada modelo estocastico dependiendo de las caracteristicas de la

operacion con multiples estados a modelizar.



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

1 Introduccion

Sea una operacion con mlltiples estados cuyo espacio de estados es E . Definimos
epacio de edados como ague conjunto finito de edtados que puede dcanzar d
asegurado.

Los edados que lo conformen, aendiendo a su naturdeza, pueden ser de diferentes

clases;

- Edtado trangdtivos. Es posible abandonar y volver a acceder adlos.

- Edados edrictamente trangtivos Una vez s han aandonado, no es posble

volver alos mismos.

- Edados absorbentes: No es posible sdir dd mismo una vez se ha entrado.

Gréficamente, representamos la operacion con mlltiples estados con un diagrama de
flechas en d que cada trandicion representa una flecha que une su estado inicid con €

find. He aqui dgunos gemplosiludraivos

Sguro de fdlecimiento. Bl asegurador se compromete a pagar un cgpitd de
fdlecimiento en caso de fdlecimiento del asegurado, dentro de la vigencia dd

contrato.

= > E;

Donde E, representa € edtado de vivo y E, € edtado de falecido. Por &nto,
latranscion E; ® E,dalugar d pago del seguro.
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Renta de invdidez tempora. El asegurado paga una renta d asegurado en caso
de que éste permanezcainvdido.

Ee—» B

\4/

3

Donde E, representa € edado de activo, E, @ edado de invdidez yE; €
edado de fdlecido. S @ asegurado ocupa € edtado E,, € asegurador debe
pagar larenta de invaidez.

Pendon de viudedad. Esta cobertura se define sobre dos cabezas, que

respectivamente representamos como X e y. El asegurador asume € pago a y
de una renta en caso de fdlecimiento de x.

N\
v

Donde E, representa que X y y estan vivos, E, indica que x eda fdlecido e y

Es

vivo, E; asume que x eda vivo e y fdlecido y por UtimoE, representa que X
e y edtan fdlecidos. El asegurado debe pagar la renta en caso de que € proceso
seencuentreen & estad E, .
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Cobertura ddl riesgo de dependencia (“Long term care’). Prevé la intervencion
de asegurador para hecer frente a Stuaciones de necesidad de asistencia que
£ pueden verificar en edades avanzadas a causa de la reduccion de su
autosuficiencia(Pitacco, E. 1997 et al.).

E1<—>E34

\/

Donde E, representa € estado de activo, E, € estado de dependencia de nivel
I,E, & edado de dependencia de nivel Il yE,d edado de falecimiento. El

estado de dependencia de nivel |l corresponde a una Stuacion con mayor fdta
de autosuficiencia Normamente, la cobertura del riesgo de dependencia se
redliza mediante una renta pagedera en los estados E, y E,. La cuantia de los

terminos de la renta es mayor en E, que en E,, por @ mayor grado de
dependencia dd asegurado.

Cobertura de enfermedades graves (“Dread diseesg” o “Criticd illness
cover”). Comporta € pago de un capitd por pate de asegurador en caso de
que € asegurado contraiga una enfermedad grave (cancer, infarto miocardio,
€lc.) previsaen € contrato de seguro.

Donde E es @ edado de activo, E, expresa € edtado afectado por una

enfermedad grave contemplada en @ contrato de seguro, E; representa €
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edado de fdlecido a causa de una enfermedad grave también inclida en
contrato de seguro y por Ultimo E, es € estado de falecimiento por una causa

distinta. El capital asegurado resulta pagadero alatransicion E, ® E, .

En los sguientes epigrafes trataremos la modeizacion de una operacion con mutiples
estados cudquiera a través de uno de |os siguientes procesos estocasticos.

Un proceso estocagtico de Markov, discreto o continuo en € tiempo en los que
la evolucion en d estado futuro dd asegurado Unicamente dependera de su
edad y estados actuales.

Un semiproceso estocéddtico de Markov cuya principd singularided serd que la
evolucion dd asgurado dependerd ademas de la edad, de otres variables
adiciondes.

2 Proceso estocagtico de Markov discreto en d tiempo

En este epigrafe definiremos un proceso etocadtico de Markov discreto en d tiempo
aplicado a una operacion con mlltiples estados definida sobre un cierto colectivo. Una
vez ddfinida la evolucion edocadtica de la operacion, explicaremos varios conceptos
relacionados con la evolucion dd proceso estocadico (metriz de trandcidn, vector de
estados, etc.)

2.1 Definicion
Sea un proceso estocédtico discreto, { S(x), xI N}, donde S(x) representa  estado

del asegurado a una cieta edad x. Este proceso estocastico presenta como principd
caracteridticala propiedad de Markov:

Pr(s(x+1) = s, /S(x)=s, US(x- 1)=s_, U...00)=5)= ()
=Pr(S(x+1)=s,, /S(x) =s,)

X+1
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Donde s, S,...,S, S+ 1 E. Como queda de manifieto en (1), esta propiedad
consste en que la probabilided que € asegurado dcance la edad x+1 en @ edado s, .,
solamente depende del estado que ocupaen laedad x.

A la probabilidad condicionada recogida en la expreson (1) la denominamos
probabilided de transicion entre las edades x y x+1ly losetados s, = By s,,, = E;; la
representaremos dd siguiente modo.

Pr(S(x +1) = j /S(x) =i) = p;

Las probabilidades de trangcion de una operacion con mlltiples estados verificardn

''x>0," r<tyE,E 1 E lassguientes propiedades.

Dada la naturdeza persond de los riesgos objeto de aseguramiento por parte
de una operacion con multiples estados, las probabilidades de trangcion no
N edacionarias en @ tiempo. Es decir, en generd, s cumplird que las

probabilidades detransicion p! 1 p.) son distintas:

Las probabilidades de transcion, como taes, toman vdores comprendidos
entreOy 1. Esdecr O£ p! £ 1.

La suma de probabilidades de trandgcion, de un determinado estado suman la
unided.

Las probabilidades de trangcion verifican la ecuacion de Chapman
Kamogorov.

i _ 9 ik K
It pg - a. Ir plx x/t-r xJ+r (2)

Kl E
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La gilicacion de la ecuacion de ChapmanKolmogorov tiene gran importancia

ya que pemite la condruccion de probabilidades de transcion con

tempordidad superior d afio, las cudes mantendran las propiedades de las

probabilidades de trandcidn anuaes formuladas con anterioridad.

2.2 Matrizdetransicion

Definimos la matriz de trangcion anud entre las edades x y x+1 como agudla metriz

cuadrada de orden n que recoge todas las probabilidades de trangcidn anudes posbles

entre dichas edades.

11 12
& P
21 22

p =GP0 P

X g .
gpil Py

e
i+

nn -+

Py @

Dado que cada fila representa las probabilidades de trangcion de un mismo estado, que
anteriormente  hemos viso suman la unidad, y los dementos de la mariz son

probabilidades de trandcion comprendidas entre 0 y 1, la mariz de trangcion P, es una

matriz estocastica

Deivado de la misma no edacionariedad que carecteriza todo proceso estocadtico

asociado a una operacion actuarid de vida, la matriz de transicidn ira cambiando con la

edad. Consecuentemente, se cumplira como norma generd que para edades diferentes

sestifagaP, * P,.

2.3 Vector de estado

Definimos vector de estado de la Cadena de Makov correspondiente a la edad x,

como ague vector de n componentes, en € que la componente k-ésma expresa la
probebilided de transcion entre las edades x y x+t desde € edado inicid E, d estado

E,.
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B vector m! (t) €S un vector edtocagtico porque sus componentes recogen todas las
probabilidedes de transcion tempordes asociades d edado inicid E  por lo que sus

componentes son postivasy suman 1.
mlx (t) = (ltpixli /tp;21 ce /tp>i<j’ AR} ltpixn)

Inicidmente d vector de estado serd un vector unitario cuya Unica componente no nula
vadra 1y coincidiraen orden con d estado inicid i-ésmo.

Los vectores de estado sucesvos pueden expresarse a partir del vector de edtado inicid,

ta como mostramos a continuacion:

m; (t-1) = m(t- 2) XPy, =... = M, (0) - (Prrr X... - P) = m(0) -O Py
r=0
i i i i LS
m, () = m(t- 1) xPq =... = my(0) - (Pyurs *... - B) = m,(0) -O Py,
r=0

El productorio matricid de la anterior formula nos permite hdlar las diferentes
probabilidades de trangcidn desde la edad x hasta x+t. Por eda razon, la matriz
resultante de dicho producto de matrices sera la matriz de trangicidn entre las edades x y
x+t. Sus eementos son probabilidades de trandcion tempordes

P1)=OP.,

r=0
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La expreson anterior demuestra que las probabilidades tempordes asociades a un
proceso edocadico de makov discreto en @ tiempo pueden obtenerse a partir dd
productorio de las probabilidades de trandcion anudes. Edtas probabilidades anudes
serdn objeto de edtimacion, para a partir de las mismas obtener las probabilidades de

trangcion temporaes.

2.4 Ecuacion general dd proceso estocastico

La ecuacion generd de proceso estocagtico de markov discreto en @ tiempo permite
describir la variacion dd vector de estado en dos periodos consecutivos. Para obtener la
ecuacion genera obtendremos de forma recurrente una expreson del vector de estado
correspondiente d periodo (t+1)-6mo.

mi(t +1) = mi(t) - P, €)

La expreson (3), que determina un sSstema de ecuaciones linedes, se le conoce por €

nombre de ecuacion genera de la Cadena de Markov.

3 Proceso estocagtico de Markov continuo en € tiempo

Una operacion de vida con mltiples estados moddizada mediante un  proceso
estocadtico de Markov discreto en @ tiempo efecta un seguimiento de la evolucion de
esado de forma periddica en d tiempo (cada afio, mes, etc). En cambio, un proceso
estocédtico de Makov continuo en d tiempo rediza un edudio méas exhaustivo porque

recoge la evolucion de estado del asegurado en un escenario de tiempo continuo.
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3.1 Definicion

Sea un procesn edocadico continuo en @ tiempo, {S(x) x1 R}, donde S(x)
representa € estado del asegurado a una dierta edad x. Este se caracteriza porque la
probabilidad de que & asegurado ocupe € edado s, a la edad x+, Sendo t > O,

solamente depende del estado que ocupa d asegurado en la edad actud x, sin ntervenir,
por tanto, la higtoria anterior del proceso estocadtico. Consecuentemente, " t >0 y

" d, <...<d, sscumplelaexpreson (4).
Pris(x +t)= s, /S(x) =s, US(x- d,) = Seq, U... U S(x-d,)= sx_dn)= 4
= Pr(S(x +t) = s, /S(x) = s,)

Donde s, S, ...,S.(,So Sue] E. La expresion (4) representa la probebilidad de
transcion entre las edades x y x+t y los edados s, y s, respectivamente.

Representaremos dicha probabilidad, de acuerdo a una notacion més convenciond, de la

sguiente forma

Pr(s(x +t) = j /S(x) =i) = ,.p}
Dondes, = E y s, = E;. Las probabilidades de transicion de un proceso estocatico
de makov continuo en d tiempo veifican las mismas propiedades que las de un
proceso estocadtico discreto.

i1 ij
It px It py

0Ff ,py £1

. o ) i

ij — ik kj

It px - a Ir px x/t—r X+
KE
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3.2 Matrizdetransicion

La matriz de trandcidn entre las edades x y x+t se define de igud forma que hicimos en
un proceso edocatico de makov discreto en d tiempo y cumple las mismaes

propiedades |0 que significa que también serd una matriz estocadtica

S o
P (t) _Cn p>2<1 It pfz et pfn+
X - (; =
é/t p:l It IOSZ st p:na

3.3 Vector de estado

El vector de estado de un proceso estocastico de markov continuo en d tempo se define
de lamismaformaque en un proceso discreto.

m>l< (t) = (lt p;l1 /tp;21 AR /tp21 ey ltan)

3.4 Matrizdeintensdadesdetransicion

Definimos la funcion de intensdad de trandcion en la edad x dd edado E a E,
sendo E * E; como aguela funcion que proporciona la densded de probebilidad de
trandcion de los estados anteriores en la edad x. Formadmente, se define a partir del
sguientelimite.

rrli(j — ||m /Dt p;l
Dt@o" Dt
El producto infinitesma m' xdx lo podemos interpretar como la probebilided de

transicion entre los estados E; y E; en un periodo infinitesmal.
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La intensded totdl de transcion dd estado E; se obtiene como suma de las intensidades
de trandcion pacides dd edado E a cudquier otro disinto. Su vaor se interpreta
como ladensdad de probabilidad de sdlidadd estado E, entre las edades xy x+dx.

. . ik 1- i
n]l( — é rd(k — é lim o Px = lim /ot Px
K|

D@0 DX peo- Dt

La expresion diferencid nj xdx se interpreta como la probabilidad de sdida del estado

E entre las edades x y x+dx. Las intensdades de transcion pueden variar entre Oy ¥ .

Asumimos la exigencia de los anteriores limites ad como la integrabilidad de todas

intensidades de trandcion.

A dectos de obtener la mariz de intenddades de trandcion, vamos a plantear €

codiente incremental del vector deestado m! (0):

De laanterior relacion, definimos lamatriz E, dd siguiente modo:

EX = lim (Px@‘t) - I)

D®0 Dt

E, representa una matriz cuadrada de orden n, no estacionaria, que denominaremos

matriz de intensidades de trangicion:

Un demento de E, correspondiente a la fila i y columna j, Sendo it j,

representa la intensidad de transicion nf .
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Los dementos que componen una fila de la matriz suman 0, (Moller, C.M.
(1992)). Por elo & demento de la fila i y coumnaj de E, se obtiene como

dgue
"k

"k

De eda forma la mariz de intenddades de transcion respondera a la Sguiente

expresion:
gerﬁl m2 ... nt ni;”':g'
Q -
g oog ol
gni nL SR’ me+
0 equivaentemente,
@ omoom oo
L L
g =g - L
¢m i - M, rTL%
¢ SV o2
érrfl m? ..o, nﬂé

3.5 Ecuaciéon general dd proceso estocastico

Para deducir la ecuacion genera del proceso estocédtico, deberemos andizar d efecto
de unavariacion infinitesma de tiempo sobre d vector de estado.

=m0 < B0 e,
d m)l( (t) i = (5)
dt =m, (t) Ex+t
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A la expreson (5) la denominaremos ecuacion generd dd Proceso estocastico de
Markov continuo en € tiempo. La ecuacion generd muestra la variacion infinitesmd
del vector de estado.

La ecuacion generd de una proceso estocagstico de Markov discreto en € tiempo,
recogida en la expreson (3), daba lugar a un Sstema de ecuaciones linedes en las que
las incognitas eran las probabilidades de trandcion. La ecuacion (5) se corresponde con
un ddema de ecuaciones diferencides, con lo que la dificultad aumenta muy
congderablemente.

Ademas, d anterior Ssema de ecuaciones diferencides, sera un Sstema de ecuaciones
linedes pero con coeficientes varidbles, dado que las intensddades de trangcion varian
con d tiempo. Ello supone una dificultad afedida muy importante ya que no exisen
méodos generdes que permitan resolver este tipo de ecuaciones sin asumir hipdtesis
muy redrictivas, actuaidmente no dgnificativas.  Consecuentemente,  deberemos
recurrir agplicar méodos numericos.

3.6 Ecuaciones diferenciales de Chapman-K olmogor ov

A partir de la ecuacién generd del Proceso estocégtico de Markov continuo en d tiempo
* genga un ddema de ecuaciones diferencides de Chapman-Kolmogorov. Son
ecuaciones diferencides linedes cuyos coeficientes, las intensdades de transicion, son
vaiables en d tiempo como consecuencia de la no edacionariedad de  proceso
estocastico.

Edas ecuaciones diferencides linedes Srven para destribir la variacion infinitesma de
cada una de las probabilidades de transicion de una cierta tempordidad t. De esta forma
las ecuaciones diferencides de Chgpman-Kolmogorov expressn la  rdacion  de
dependencia estadigtica exigtente entre las distintas intens dades de transicion.
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Por su misma definicién, tendremos tantas ecuaciones diferencides como

probabilidades de trangcion hayamos definido. Su expreson para cada una de las
probabilidedes detrandcion eslasguientey " s£ty " E, E, T E:

d(.pl)= & ,plomd, xdt- ,p! xny,, xdt 6)
"k

La expreson (6) establece que la variacion de la probabilidad de trangcion entre los
estados E y E; end intervao [t,t + dt] se obtiene como la diferencia de probebilided
de entrada d estado E; menos la probebilided de sdida dd mismo durante un intervalo

de tiempo infinitesmd.
Demostracién de (6):

Las ecuaciones diferencides de Chgpman-Kolmogorov se obtienen por diferenciacion
respecto t de cada una de las probabilidades de transicién " E,E, 1 E y pogterior

sudtitucion en la expresidon resultante de la ecuacion origind de ChapmartKomogorov,

expresion (2).
d(/t plxl) = lim /t+Dt p;j - /tpi(j -
dt Dt®0* Dt

Q ik K i
a 1t Py X Pt = e Px
k

= lim 2 =
Dt®0* Dt
Q ik kj
a i Py X0t Prst pij y pjj pij
- 1I; " K : It /DtMx+ Tt _
= lim : + lim X . * =
D® o Dt Dt®0* Dt
ki _ ji
— é i plxk x lim /Dt Pt - p|xJ+r lim i3 px+t —
Ay o Dt D® 0* Dt

2 K el i wmi
a it Pxer Meret = 7t Porr XMeara
.

j
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3.7 Definicion de otras medidas de probabilidad

Definmos pE como la probabilided de permenecer de forma ininterumpida en €
estado E T E entre las edades x y x+. Anditicamente, su valor se obtiene a partir de

las intensidades de transicion de sdidade E; .

WPy =Pr(st)=i"t1[ot]/st)=i)=

_ N ik . (7)
m _ Q,,%irﬂﬂu du _ - (\jnﬁw du
it Px =€ =€

Demostracion de (7)

Diferenciamos ,, p! .

! ﬁ’ i i i i i
d 1t Px = |im LBtt Py - Py m 4 Py %ot Pyt = 4Py —

= i
b

dt DI®O Dt ®0 Dt
— ii H &_ /Dt x+t) — ii i — i ik
= Bx ~lim =g P XM = -5 By ><amx+t
D® 0 u "KL

t .
"nj;!+udu

La expreson (7) s puede resolver de forma exacta o agproximada, golicando métodos
numéricos de integracion, como por gemplo, d méodo de los trgpecios o la regla de
Smpson. Wolthuis, H. (1994) define la probabilidad de trandcion en n etapas dd
estedo ET E a E;1 E, entre las edades x y x+t, como la probebilided de que una

persona inicidmente en @ edado E; se encuentre en E; después de haber transcurrido t
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afos, habiéndose redizado n trandciones Representaremos dicha  probabilidad como
. P La introduccién de las probabilidedes de transicion de n etapes permite definir

.« P! delasguiente forma

n Py = é. It plxl'(n)
n=1
Definimos la tasa de la trandcion E, - E; entre las edades x y x+t de una persona
iniddmente en d estado E, sendo E,E,6 E.T E como € nimero esperado de

trandciones E, - E; entre ambas edades. Representamos la tasa de transicion a través

delaexpresdn ,,q,° cuyaexpreson seguidamente deducimos.

©®

) t )
irs — X ir rs
/th - Q/u px Xrn><+u xdu

En & caso paticular de que la transcion E, ® E, sdlo pueda regisrarse una vez en la

tempordidad condderada, la tasa de transcion , O,° puede traarse como una
probabilidad de trandcidn, gozando de sus mismas propiedades. En caso contrario,
4 0. puede tomar vaores superiores a 1 y, por tanto, no debe tratarse como una
probebilided.

Por g, entendemos & nimero esperado de transiciones registradas a E; procedentes
de cudquier otro estado entre las edades x y x+t de un assgurado inicidmente en d
etado E . Por otra pate ,q.F representa € nimero esperado de transiciones del

estado E; a otro diginto entre las edades x y x+t de un asegurado que se encuentra

inicidmenteend estado E; .

W7 =@ Oupl xnfl, dt

kir

iijE

/t qx = ét plxl x rnl;+t dt
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La probebilided de la trandcion E - E; se puede expressr como sigue, donde d
indica la delta de Kronecker que esigud a0 parai5 eigud alpaai t j:
x Py = dij + .07 - qF ©)

Demostracion de (9):

Por integracion de las ecuaciones diferencides de Chapman-Kolmogorov, obtenemos la

siguiente relacion.
- ° ) ) - )
d (/t le): a . P xnfy, xdt- plxmy, xdt
Kt j
@ (/t le) = mg. I p>i<k xnﬁt xdt - OIt Q xmjm xdt

kt j

ik

I pg = é. (\)/t Py xml:jﬂ xdt - b/t pig ><m<j+t xdt
K j

i — iEj ijE
/tx_qj+/tx /tHx

De forma dgmila, a través de la ecuacion ordinaia de ChgpmanKamogorov,

" E,E,E,ETE y " 0£t£u, deaivanos la sguiete rdacion entre las

probabilidedes de transicidn 'y las correspondientes tasas de trangcion.

ir ir 2 ij jor
uOx ° - 1tGx °= a p)! ’ /u—'((:1>](+ts (10)

iTE

Demostracién de (10):

Integramos las ecuaciones diferencides de ChgpmanKamogorov.
ir _ 2 ij ir
nbPx = a. 1t Px " ju-tPxet
iTE

ir rs _— 2 ij ir .S
/u px rnx+u - a. It px Ju-t px+t mx+u
iTE
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\u ir
Q v px ’

\u ir
Q Iv px ’

Ir

(\Dlvp

U ir
Q/v px ’

irrs

irs _ & ij
wOx - nOx = a. it Px t u-tOxin

-m

rs
X+v

rs
X+v

rs
X+v

rs
XtV

Ju-t rs

.dv = S i ' 'm
- Q a It px /v px+t X+H+V
iTE

N rs

dv= & .0 g Pl m
- av = a/tpx Q /vpx+t X+H+V

iTE

— 2 ij jirs
-dv = a it Py u- 1Ot

iTE

N ir rs — L ij
- dv - Q/v Py - My ~dv = a it Py

iTE

jirs

i E

3.8 Mé&odosdeestudioy andlisis

Una operacion actuarid de vida moddizada a través de un Proceso edtocadtico de

- dv

- dv

. jirs
lu-t qx+t

Markov continuo en € tiempo puede ser tratada de formas distintas:

Edimando en primer lugar las probabilidades de trangcion y obteniendo las

intensidades de trangicion a partir de sus vabres.

Edimando inicidmente las intenddades de trangcion para después cdcular las
probabilidades de trandcion. Ede mé&odo ha ddo ampliamente contrestado
por autores tdes como Sverdrup, E. (1965), Hoem, JM. (1984) o Waters,

H.R. (1984).

Optamos por € segundo procedimiento porque, td como ponen de manifieto esos

mismos autores, conservameor la naturaeza estocastica del proceso.
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4 Semiproceso estocastico de Markov continuo en d tiempo

Podemos daborar moddos més redidas incorporando al  estudio dd  proceso

estocadtico continuo, otras aspectos de interés como pueden ser los siguientes:

Dependencia de dgunas intensdades (probabilidades) de trangcidon respecto a
la edad de suscripcion de lapdliza

Dependencia de dgunas intenddades (probabilidedes) de transcion de la

permanenciaen € estado presente desde la Ultima trangicion.

Dependencia de dgunas intenddades (probabilidades) de transcion  dd
tiempo total en & estado presente, desde la suscripcion delapdliza

Bl resultado de incluir dguna de las anteriores hipdtesis sera un semiproceso estocastico
de Makov continuo en d tiempo. Este proceso estocadtico resultara mas complgo que
d procen edocadico de Markov origind pero més redida, ya que induye més
vaidbles de edudio: duracion de la pemanencia en d edado actud desde la dlitima
trangcion, permanenciatotal en determinados estados, €tc.

Un proceso estocégtico de Markov, {S(x), xT R}, se construye sobre una hipdtesis muy
smple la probebilidad de S(x+t) solo depende de S(x). Un semiproceso estocéstico
de Makov continuo en d tiempo aiadird a la anterior probabilidad condicionada més
vaiables. Nosotros supondremos, en concreto, una varidble mas z. Consecuentemente,

" t,d, % 0,secumplelasguiente probabilided.

Prob(S(x +t)=s,., UZ(x+t)=z,,/S(x)=s,0Z(x)=z--- US(x- dy ) =5, o Z(x - do)=2,.¢ )=

Prob(S(x+t)=s,,, UZ(x+t)=z,,/S(x)=s, UZ(x)=2,)

X+t
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Sus probabilidades de transicion entre las edades x y x+t y los edados Ey E,
dependerén de xy z

w P, = ProbS(x+t)=j / Sx)=i, Z(x)=2)

Las intenddades de trandcion asociadas a un semiproceso estocastico de Markov, a
diferencia de las intenddades de trandcion definides para un proceso estocadtico de

Markov, son funciones bivariantes porque dependen dexy z

Py
ij - ||m > Mx,z
M.z oot Dt

Es posble que dgin tipo de transcién no dependa de z. En td caso, las probabilidades

e intenddades de trandcion correspondientes se  definirdnh como las  expresiones

correspondientes derivadas de un proceso de Markov continuo en € tiempo.

La presencia de z complica la congruccion dd ssema de ecuaciones de Chapman
Kolmogorov ya que en lugar de obtener ecuaciones diferencides, tendremos ecuaciones

integro-diferencides.
Las probabilidades de permanencia ininterrumpida en un mismo edado, e obtienen de

formamuy smilar d procedimiento seguido en un proceso estocadtico de Markov.

(1)
Prob(stt) =i " t T [x x+t]/ S(x) =i, z(x) =2) =
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Demostracion de (11)

Demogtraremos la vaidez de laexpreson (11) por diferenciacion de pxi_j :

fi i i i i i
d (/t px,z) = lim Db+t px,z T n px,z = lim It px,z ></D p><+t,z+t T px,z —
dt D@ 0 Dt 0@ 0 Dt
= 1 - pﬁ ) = . = o .
— ii H ( /D Mx+t,z+t ] ii i — ii ik
- T n px,z ' lljltgg) D - T px,z ><m><+t,z+t - T n px,z xa mx+t,z+t
t "KL
) ° ‘
d (In /tplxl,z)_ - a rnlx+t, 7+t dt
"k
¢ d (I i )_ Jdo ik d
Q n.,, px,z - Qa. mx+u,z+u u
kL
\{o d t
ﬁ Q"%in‘tﬁu,uu u (\gnt*'u,z*'u du
It px z =€ =€

Las tasas de trangcion se definen de forma andoga a la expresion (8), correspondiente a

un proceso estocédtico de markov continuo.

. t .
irs — X ir rs
/th,z - Q/u px,z ><rnx+u dU

El mé&odo de estudio utilizado coincide con € de un proceso estocdgtico de markov
continuo en d tiempo: en primer lugar esimamos las intenddades de trandcidon y
posteriormente se obtienen de forma gproximeada las probabilidades de transcion.

Derivado de la misma complgidad de las ecuaciones integro-diferencides y de las
intenddades de trandcion que intervienen en su caracterizacion, la obtencion numérica
através de métodos de gproximacion, resultara sumamente complela



Capitulo 3

Métodos de gjuste

En este capitulo vamos a proponer diferentes métodos de ajuste y
estimacion de las probabilidades anuales e intensidades de transicion.
Estos métodos estan basados en € analisis de la experiencia disponible.
Contemplaremos métodos de ajuste tanto paramétricos como no
paramétricos. De cada uno de ellos, extraeremos sus ventajas e
inconvenientes.Finalizaremos € capitulo con unos anexos en donde
realizaremos algunas aplicaciones préacticas de los modelos de estimacion

anteriormente expuestos.
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1 Introduccion

En la edimacion de las intenddades y probabilidades anudes de transicidn, asumiremos
las Sguientes hipdtesis de trabgjo:

Fjamos un periodo de observacion cuya duracion depende dd tamafio dd
colectivo observado. S d tamafio es muy grande d periodo de obsarvacion
puede llegar a ser de un solo afio. Para colectivos més reducidos  C.M.1.B.

(1991), propone periodos comprendidos entre 3y 5 afios.

Asignamos a cada asegurado una edad mediante d criterio de la edad actuarid
(edad entera més proxima d cumpleafios) o de la edad entera dcanzada (edad
naturd).

Durante d periodo de observacion, redizamos un seguimiento de la evolucion
de cada asegurado, atendiendo a su edad y estado.

Paa favorecer la claridad de exposcon de los moddos presentedos,
supondremos que no e incurren en duplicddades de registros paa un miSmMo
asegurado. Esto  dgnifica que no contabilizaeemos  smulténeamente mas  de
una pdliza por asegurado®.

Dada la transcion E +— E;, SendoE, E, 1 E, definmos X como € conjunto de

edades obsarvadas, paralas cudes podemos disooner de la siguiente informacion:
NY:  Nimero detransiciones E, > E; coneded x.
R, Exposicion inicid u observeciones de aseguredos distintos en

edado E y edad x. Resulta necesrio en la esimacion de las

probabilidades de trangcion anuaes.

1A respecto, Haberman, S et al. (1996), C.M.I.B. (1991) y Forfar, D.O. et al. (1988) demuesran que € trataniento de la
duplicidad de registros en los modelos que exponemos es posible y Unicamente exige corregir dgunas de las hipdtesis tedricas

asumidas.
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Navarro, E. (1991) definen exposicion inicid d riesgo como €
periodo de tiempo potenciamente? vivido en € edado E Yy eded X
durante d periodo de observacion.

Exposcion centrd o tiempo de permanencia de los asegurados de

A

colectivo en € estado E, con edad x. Normadmente se cuantifica en

ahos. Serequiere en la esimacion de las intensdades de transicion.

[lustramos la diferencia entre exposicion centrd e inicid con € diagrama de Lexis. Sus
linees diagondes muedtran la evolucion de un asegurado de colectivo observado que
durante agin momento del estudio sehdlaen e etado E, T E conedad x.

Periodo de obsarvacion

RN

X+1

La longitud de cada linea diagond representa d tiempo en que un asegurado permanece
en d edado E oon edad x . S la linea diagond parte de la edad x y dcanza la eded
x+1, € asegurado permanece en E con edad x durante todo un afo, por lo que
suponemos que la longitud de la linea diagond es 1. En caso contrario, permanece

menostiempo.

La expodcion inicdd en la edad x y edado E coincide con  nimero de liness
diagondes que aparecen en @ diagrama de Lexis. La exposicidon centrd en afios se
calcula sumando las longitudes de todas |as liness diagondes dd diagrama de Lexis.

2 Con la expresion “potencidmente’ Navarro, E (1991) quiere ssfidar que no s trata del periodo redmentevivido, sino € que

habria vivido de no haberse producido ninguna transicién durante € periodo de observacion.
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Basindonos en los resultados de Sverdrup, E. (1965) y de otros autores posteriores
como Hoem, J.M. (1984), Waters, H.R. (1984) y Forfair, D.O. et al. (1988),
congdruimos los vaores obsarvados de las probabilidades anudes e intenddades de
trandcion, apartir de laexperienciadd colectivo.

o = N @
X R)|<

LN @

=g

Las expresones (1) y (2) proporcionan los vaores obsavados de la vaidble
dependiente  de la edimacion: la probabilidad de transicion anud o bien la intenddad de

transicion.

La expreson (1) se refiere a una probabilidad y, por tanto sus vaores estan acotados
etre 0y 1. Por élo, 0£ N £ R) con lo que N recoge € nimero de exposiciones
inicides de edad X en € edado E; que dcawzan E; d find del seguimiento observado
de dicha edad.

En cambio la expresdn (2) representa una intensdad de trandgcion por lo que toma
vaores entre 0 y ¥ . Consecuentemente, N! puede ser mayor o menor que R!. Por
dlo, N} se refiere a todas trandciones E — E; registradas en € intervalo de edades

(x, x +1].

En d caso de un semiproceso estocagtico continuo, las intenddades de transicion

bivariantes se definen de forma andoga a la expreson (2).
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Donde N, representa @ nimero total de transiciones E ® E;, y R, laexposicion
centra en E, para unos determinedos vaores de x y z  Nos referiremos genéricamente

alavariable dependiente de laestimacion como ! y asus distintos valores como.
{ti )«

Para fecilitar € proceso de optimizacion y poderior inferencia estadistica, Forfar, D.O.
et al. (1988) y Sverdrup, E. (1965) tratan los vaores posbles de N! como una

vaidble destoria independiente de reso de edades que = guda una determinada
distribucion tedrica

En la estimacion de p!, basindonos en Bloomfield, O.SF. et al. (1987) y
Forfar, D.O. et al. (1988) y en la propiedad de que O£ p! £ 1, asumimos
que la vaiddle destoia N s digribuye segin una ley binomid de
pardametros Ry p! .

N! » Binomial(R!, p!) ©)

Donde,
E(N!) = R] xp! Var(Ni) = R xpli (1~ pj)

En la esimacion de las intensidades de trangcion, ni, Sverdrup, E. (1965)

demuestra que N s guda a una digtribucion de Poisson de pardmetro

X

NI » Poisson(ﬁ; -m'2+_1) 4

Donde
E(Ni)=var(Ni) =R - mj,
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En la etimacion de intensidades de transicion bivariantes 1), adoptaremos
estamismahipitesis
Ny, » Poisson(ﬁxiyZ . m’xng)
Sendo
E(N,) =ver(Ny,)=Ri, - n

1
X+3, z

S d nimero de trasiciones por edad es suficientemente eevado, en virtud dd Teorema
Centrd dd Limite, podemos plantear una goroximecion normd de las anteriores

distribuciones tedricas.

N » NormaI(Rxj .p!, R - p! -(1- pﬂ)) ®

N » Normal(R! - ml,,, R} -l 6)

+17
2

En la esimacion de nj, Renshaw, A.E. et al. (1996), opta por un enfoque digtinto d
condderar los vaores de R, como una varide destoria que s gusta a una

distribucion Gammade parametros N, y Im),, respectivamente.
2

R, » Gamma(NX, mx+_1) ™

Donde

ER)=ms  VarlR)=3-

Los vdores obsarvados de la vaiadle dependiente, tanto intenddades como
probabilidedes de transicion, esén sujetos a fluctuaciones dedtorias. Estas resultan
achacables a las Sguientes causas. Errores muedtrdes en la toma de la informacion del
colectivo, tamaiio de colectivo (a menor tamafio més fluctuaciones), tramos de edades

con pocas obsarvaciones (normamente se corresponden con los tramos inferiores o
Superiores), los vaores observados de NI condituyen redizadiones de una vaiadle

deatoria, etc.
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El proceso edtadigtico que tiene como principd objeto corregir estas irregularidedes se
denomina edimacion y condge en transformar los vaores obsarvados de la vaiadle
dependiente, en vaores mas regulares que denominamos vaores esimados 0 gustados.
Una buena estimacion debe reunir las Sguientes cudidades

Bondad de gude Las intenddades y probabilidades anudes de trandcion
edimadas deben gudarse bien a las observadas para que de esta forma seen
representativas de la experiencia

Suavidad y disamiento dd gudse. Td como sefida Navarro, E. et al. (1995),
e concepto de suavidad hece referencia d vdor de las diferencias sucesivas,
tomando como intevao de diferencia un afo. La edimacion no debe
manifestar irregularidades ni registrar  cambios bruscos en los vaores
edimados adyacentes. Por dlo, es importante que la edimacion sea
razonablemente suave.

De la migma forma que un guse excesvo puede originar un Suavizado muy pobre no
deseado, un excesvo disamiento de la experiencia puede diminar caracterigticas
propias dd colectivo observado (Del Hoyo, J. et al. (1988)).

Mc Leod, H.D. (1990) afiade otras cudidades deseables del proceso de estimacion:
edabilidad, adgptabilided, aplicabilidad. Td como remarcan Copas, B. et al. (1983) y
Haberman, S. (1996), exigen dos metodologias de gudte didintas entre s, que a

continuacion describimos brevemente:

Edimacion paramédrica Engloba méodos que buscan una funcion de gude
gue s adapte lo meor podble a la experienda disponible. En dlos, prevaece
e proceso de gude globd sobre d andiss locd de la expeiencia E

disamiento de las estimaciones asi obtenidas sude ser muy satisfactorio.

Edimecion no paramérica Son méodos en los que prevdece d edudio locd
de los vaores observados sobre € proceso de gudte globd de la experiencia
Por dlo, suden ofrecer un gude muy bueno. Como cudidad adicond,
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destacamos que su aplicacion permite combinar d nivel de guste con la

suavidad de la estimacion.

Bloomfield, O.SF. (1987) sugieren la agplicacion de méodos de edimacion no
paramérica cuando la funcion maeméica de guste no sea conocida a priori 0 resulte
extraordinariamente complga de prever su forma Iguamente, condderan que para que
los méodos paramétricos produzcan resultados satisfactorias, es necesaio un volumen

de informacion superior d requerido en la gplicacion de un méodo no paramétrico.

En gengd, tanto los méodos paraméricos como los no paramétricos resultan
golicdbles con determinadas paticularidades a procesos de gudes univaiantes 'y
bivariantes. No obdante, a efectos de smplificar la exposcion supondremos en
addante, de forma generd, que d guste es univariante.

2 Méodosde estimacion paramérica

El proceso de edtimacion paramérica conda de dos eagpas claamente diferenciadas
entre §: eeccion de una determinada funcion de guste cuyos parametros representamos
como a y golicacion de un méodo de optimizacion que permita obtener los pardmetros
esimados de la funcién de gjuste que recogeremos en & . Trataremos ambas etgpas en
subepigrafesdidintos.

2.1 Funcionesde gjuste

En ede subepigrafe describiremos las funciones de gudte utilizadas con  mayor
frecuencia en la edimacion de probabilidades e intenddades de trangicion. Edas
funciones destacan por su generdidad y sencllez, 1o que en principio las hace aptas
para cudquier esudio. No obgtante, en Ultima ingancia, la experiencia dd estudio y sus
caacterigticas acdbardn por determinar la funcion. Vamos a consderar dos apartados:
en d primeo de dlos edudiaemos funciones de gude univaiantes y en d segundo
bivariantes.
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2.1.1 Funcionesde ajuste univariante

Destacamos dos propuestas:

Funcion de GompetzMeakeham de orden (r,s). Se representa como

GMii(r, s),dendo r 3 0, s 0. Responde alasiguiente expresion.

m

s-1
r-1 éb %
GMi(r,s) =g a, - X + €~
k=0

GM/ (r, s) = pol, (x) + e

La funcién GM!(r, s) se uiliza principdmente en la esimecion de

intens dades de transicion. Destacamos dos casos particulares:

GM, (0, 2) que se corresponde con la ley de Gompertz
GM, (1, 2) més conocida como ley de Makeham.

Con d objeto de fadilitar la esimacion, Forfair, D.O. et al. (1988), propone

introdudir las siguientes modificacionesen GM I (r, s):

Correccion de las edades, reemplazando x por t = (x-u)iv, donde u y v
< fijan de forma que t varie aproximadamente entre —1 y 1 para todas
las ededes.

Subdtitucion de los polinomios de la funddn de guste por polinomios
ortogondes de Chebycheff y de Legendre, cuya expreson genérica
gueda recogida en las expresiones (3) y (4) respectivamente.
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Cn+1(X) = 2X 'Cn(x) - Cn—l(x) nsil (8)

(n+1)-L.,()=@n+1) - x-L,(x)- n-L,,(x) nz10

Logit de la funcion de Gompertz=Makeham de orden (r, 9. Esta se obtiene a
partir de GM, (r, s).

LGMQ(r,s)=%

Los vdores gudados por eda funcidn pueden interpretarse  como
probabilidedes, pues su dominio coincide con € intevdo [0, 1]. Por td
motivo, su utilizacidn parece egpecidmente indicada en la etimecion de
probabilidades de trandgcion anuaes (Forfair, D.O. et al. 1988).

Los polinomios fraccionados condituyen otra clase de funciones de guse que destacan
por su flexibilidad. Su gplicacion ha ddo ampliamente desarrollada en d  trabgo de
Royston, P. et al. (1994). Responden ala sguiente forma

fm(X,X, p) = ng 'Hj(X)

Donde,

3 (p;) ;
a-], 0 S

fH4(x)-Inx s p, =p.,
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Otras formulas utilizadas con resultados sdtisfactorios en  edimaciones tanto  de
intensdades de transcion como de probabilidades de transcion anudes  (Forfar, D.O.
et al. 1988) son las sguientes:

(0 = 272 a3

: 1+a,-a)
i(x) =a, + 7 3, 83 ‘
AR Ty

2.1.2 Funcionesde ajuste bivariantes

Una férmula de gude bivariante etd condicionada por la rdacion de dependencia
exigente entre las variadbles que intervienen en dla x y z. S é&tas son independientes
propondremas un modeo de estimacion multiplicativo:

fl=1
donde f) y g! representan las componentes individudes de gude respecto las
vaiadbles x y z. Cada una de dlas debe estimarse por separado a partir de las respectivas

experiencias.

S exide dependencia entre las variables, recurriremos a un moddo dternativo que
ademés de incorporar una componente de gude bivariante, h;‘lz, contemple una relacion

aditiva o multiplicativa entre sus componentes, que s adecue a la obsarvada Como
posibles propuedtas, sugerimos las Sguientes:
f)i(J'Z = fxij gl - hi

4 X,Z

i = fii . @il ij
fx,z - fx gz + hx,z
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Cada una de las funciones univariantes que aparece en la expreson de T se gusta

X,z

individudmente a su informacidn  correspondiente. Para estimar  la  componente
bivaiante h;, Royston, P. et al. (1994) proponen la utilizadon de un polinomio

fraccionado bivariante en combinacion con otras expresiones mateméticas.

2.2 Métodos de optimizacion

En ede subepigrafe andizaremos la golicacion de los méodos de optimizacion més
comunes Mé&odo de méxima verosmilitud y método de los minimos cuadrados.

2.2.1 Método de optimizacion de méxima ver osmilitud

Para estimar las probabilidades de trandgcion anudes, en base a las hipdtess (5) y (7),
congtruimos la fundién de verosimilitud L(4). La obtencion de & resuita de maximizar

L&) o, equivalentemente, su transformada logaritmica L' (&) , més operativaque L& ).

Segun la hipdtesis (5)
Ri- NI

= O [p@)]" <k plé)

"xI X

L@)=inL@)= & N} -npi@)+ (R - NY)-in(t- pl@) (10

"x1 X

Segtin lahipdtesis (7)

‘o g )b 0
g”(px (1 Pl (@ )) (1pp )
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Paa la etimacion de las intenddades de trandgcidon, condruimos la funcion de
veosmilitud  L@) segin las distribuciones tedricas (6) y (8). Los pardmetros

etimedos, 4 , se obtienen de maximizar L(4) o L'@) , su transformada logaritmica

Segln ladigtribucion tedrica (6)

Lk)=inLe)= & {-R-nf,@)+ N (nf, @)}

xl X

Segln ladigtribucion tedrica (8)

N
P
2
=
[SEREEet

Forfair, D.O et al. (1988) prescinde del término logaritmico de L'(a) por
conddearlo  excasamente  ggnificaivo, obteniendo  como  resultado  la

expresion amaximizar L''(4).

(13)
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Segun la digtribucion tedrica (9):

Su funcion objetivo coincide con la expreson (10) por lo que su gplicacion
resulta equivdente a la derivada de la digribucion tedrica (6). No obstante,
los pardmetros edtimados obtenidos por ambos méodos pueden presentar
ligeras diferencias entre o, debides a que € enfoque basado en la digribucion
tedrica (9) prescinde de las edades que no registran falecimientos.

Los egtimadores de maxima verosmilitud obtenidos por ete méodo son condgentes y
agntoticamente normales. La obtencion de la matriz de varianzas y covarianzas resulta
razonablemente sencilla (Forfair D.O. et al. (1988)):

En la edimacion de las probabilidades anudes de trandcion, los dementos de
la matriz H cuya inversa condituye la metriz de varianzas covarianzas,
responden ala siguiente expresion:

i(a)_ 8 R, 1p! 1p
H., = _ - .
)= 8 ) Ve e

En la etimacion de las intenddades de trandcidn, los dementos de la netriz

H cuya inversaeslamatriz de varianzas covarianzas se obtienen como sgue

Los moddos de méxima verogmilitud utilizados con las hipltesis tedricas propuedas,
congituyen modelos linedles generdizados (Mc Cullagh, P. et al. (1989)). Estos
pueden resolverse facilmente mediante paguetes edtadisticos de uso muy extendido taes
como SPPS, S, GLIM, ec. (Francis, B. et al. (1993)).
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2.2.2 Méodo delos minimos cuadrados

Para esimar las probabilidades de trandcion anudes debemos minimizar la suma de les
desviaciones rdativas o estandarizadas, €, d cuadrado. Los valores de €/ resultan de
resar d vador observado dd nimero de trandciones, su esperanza matemdtica y de
dividir @ esultado por su vaianza Tanto una como otra, 2 deducen de la ley binomid

que asumimos como distribucion tedricade NU.

_ (NI - R pIR)
“ R-pl@)-L- pla))

()= & (F = & N~ R i) (14
O AR AR el

Alterndtivamente, podemos platear la minimizacion de los erores cuadrados,
ponderando € error cuadrético de cada edad por un coficiente w (x) .

(15)

L2

& il N>I<J 0 i

& Erib)- 22w
"x1 X X @

De igud forma, planteamos la estimacion de las intengdades de trangcion con la Unica

diferencia de que la esperanza y vaianza matematicas se obtienen a patir de la ley de

Poisson que aceptamos como distribucion tedricade N

NG - R @)f (16)
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Obs&rvexe que la minimizacion de la expreson (16) equivde a maximizar la expreson
(13). Por esta condderacion, los par@metros obtenidos por ambos métodos son muy
gmilares Por otro lado, proponemos un méodo basado en la minimizacon de los
errores cuadrados, ponderando € eror cuadrdico asociado a cada edad por un

coeficiente w (x).

(17)

3 Méodosde estimacion no paramétrica

En ede epigrafe vamos a enunciar los méodos no paramétricos més usudes. Todos
elos tienen en comin que permiten combinar d nived de guste con la cantided de
disamiento. Atendiendo a su naurdeza, diferenciamos dos cdases de méodos no

paramétricos.

Méodos que gudan puntudmente d vdor obsavado de la vaiddle
dependiente de cada edad, a partir de la ponderacion de resto. En eta
categoria ncluimos d méodo de las medias moviles y los méodos basados en
nicleos. Por proporcionar edimaciones puntudes, tradiciondmente estos
métodos se han asociado d guste de probabilidades anudes de transicion. Por
elo, referiremos su gplicacion a éstas.

Méodos més sofidicados que combinan € gude a una determinada funcion
matemética con & andids loca de los valores obsarvedos de la vaidble
dependiente (intensdades o probabilidedes de trangcidn anudes). Destacamos
las sSguientes propuestas moddo de Whitteker, gugte por splines, moddo de
regreson dinamica y moddizacion locd polinomica Dada la generdided de
su  gilicacion, desarollaemos la misma tato paa intensdades como
probabilidades de trandcion anuaes.
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3.1 Mé&odo delas medias moviles

Ede méodo de edimacion se caracteriza por obtener la probabilided etimada de la
trandcion E — E;, asociada a una edad determinada x,1 X como promedio de las
probabilidades de trandcion observadas de las k edades precedentes y las k Sguientes.
Gavin, J. et al. (1993) distingue dos variantes de este método:

Méodo basado en la media aitmética La probabilidad etimada para cada
X, 1 X, s obtiene como media aitméica de las probabilidedes obsarvades
de las k edades anteriores y k pogteriores. Como resultado, ponderamos todas
probabilidades observadas de la misma forma

k
S i i
A Pep T Py-p

Aij _ p:]_
p =

2k

El vdor de k se denomina rango de la formula A mayor k, més suave es la

egtimacion aunque sU gluste es menor.

Formula de la media pondeada A diferencia dd anterior  méodo,
ponderamos |as edades por pesos diferentes.

Kk
Ai = & pil i Al ij
= ) + .
P =@ Pyvp  Woup® Bloop - Weop
p=1

Donde § w! =1. Como caso paticular de ete método, destacamos la

férmula de 21 términos de Spencer (Verrall R.J. (1996)).

~ji 1 - ij . ij . ij
p(x) = o5 - (60 ) + 57(pl, + pl,) +

+ 47(p2+2 + p;j.z)"' 33(pixj+3 + p2-3)+

73



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

+18 (pl, + pl,)+ 6 (pls + pl,)+
- 2(pl + ple)- 5(pl, + pl,)+
- 5( E+8 + pixj-s)' 3( i>2+9 + i>£-9)+

B (pi>2+1o + pg.lo)]

Como muy bien sefida Navarro, E. (1991), hay que tener en cuerta que este méodo,
por la definicion de sus edimadores, no proporciona los vaores correspondientes d
principioy d find delatabla

3.2 Ajuste por splines polinébmicos

Un spline palindbmico de orden K, representado como s(x), es una funcion polindbmica @&
orden k, definida a trozos continua y deivable (k-1) veces en los puntos de unidn
denominados nudos Edta Ultima condicion es, la que permite digtinguir los splines, de

otras funciones polindmicas definidas a tramos.

Por supuesto, la condicion de derivabilidad se satisface automdicamente entre los
nudos, de forma que la condicién impuesta Unicamente es redtrictiva respecto a la forma

en gue los polinomios adyacentes se unen.

Una funcion spline de orden k, que desgnamos como s(X), definida sobre un intervado

[a, b] con nudos internos X, ..., X,, € una funcion td que § OEL£i£n vy
X <X <%y, entonces s(x) = pi(x), donde pi(x) e un polinomio de grado no
superior a k. Ademas los polinomios po(x), pm(x) S gudan conjuntamente de ta
modo, que S(X), es (k-1) veces diferencicble entodo d intervao (a, b).
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Td como queda recogido en d trabgo de Forfair, D.O. et al. (1988) , d conjunto de
glines de orden k con m nudos internos, condituye un espacio vectorid red de
dimenddn (k + 1 + m). De esta forma, cudquier spline de orden k puede ser expresado
como sigue

m+k+1
o

sk)=a 1w

i=1

donde {y;(X), ..., Ymua(X)} representa una base del espacio vectorid de sdines de

orden k con m nudos. Al respecto, Fan, J et al. (1996) proponen, con carécter generd,
la sguiente base:

S suponemos fijos las posicones de los nudos, la obtencion de los codficentes

edimados dd spling que representamos como(IAl, vy | mﬂ), < lleva a cabo por €
méodo de minimos cuedrados ponderados. Tl como destaca Navarro, E. et al. (1995),
la suavided y la bondad dd guste de la funcion depende dd nimero de nudos que
definamos. A mayor nimero de nudos, mgor sa la bondad de gude, pero menor su
Suavided.

S suponemos vaiables las posciones de los nudos tendremos (k + 1 + 2r) pardmetros

a esimar: los codficientes (|7}, ..., ') Y 125 posciones de los nudos X, ..., Xn. EN
td caso, utilizaemos una técnica de gude dmilar destita en @ trabgo de Mc
Cutcheon, J.J. (1984), basada en escoger agudlas posiciones de los nudos que
minimicen lasuma de losresducs d cuadrado.

En la practica actuarid, se utilizan splines cubicos k = 3). En € campo de golicaciones
en vida, los splines puedes gplicarse tanto en d gude de las intensdades como las
probabilidades anudes de trandcion. Destacamos d respecto los trabgos publicados por
Benjamin, B. et al. (1980) y Renshaw, A.E. (1991).
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3.3 Mé&odos de Estimacion mediante ndcleos

En primer lugar definiremos qué entendemos por nideo para seguidamente describir
varios métodos de estimacion basados en nuicleos.

3.3.1 Definicion denucleo

Definimos un nicdeo y (u) como una fundién de densided de probebilided smétrica
Dada una determinada edad x, 1 X, la funcion y(u) proporciona ponderaciones de los

vaores observados dd resto de las edades, que intervienen en d cdculo dd valor
esimado de x, .

Los pesos asignados por y (U) a una determinada edad dependen tanto de su proximidad

a X, como de un parametro h, inicidmente subjetivo, queindicad nive de disamiento.

Donde (x- x,) representa la proximidad de las edades y h un pardmetro que determina

e suavizado de la egdtimacion. Dades las caracterigticas del nlcleo, a mayor proximidad
de la edad 0 a mayor vdor de h, mayor suaidad de la edimacion. En los casos

extremos nos encontraremaos con |as siguientes Situaciones.
S h = 0 la aplicacdon dd moddo conduce a una interpolecion de las

probabilidades de trangcion anudes obsarvaedas, con lo cud d guse es

maximo pero en cambio d nive de disamiento es minimo.

S h® ¥d moddo guda globdmente la informacion disponible de forma

gue d disamiento es méximo pero d guste minimo.
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Las funciones mas cominmente utilizadas como nlcleo son las funciones de denddad
correspondientes a las distribuciones normaesy de Laplace:

yN(u)zﬂ
1/2-p
y (u=1eM

Representamos gréficamente los nucleos anteriores:

h

o
U T

-6 -4 -2 0 2 4

Normal == Laplace

En d caso de gudes bivaiattes, Silverman, B.W. (1986) propone como nicdeo la
funcidn de densidad correspondiente a una distribucion normd bivariante.

(18)
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3.3.2 Nucleo de Copasy Haberman

La egimacion de probabilidades de falecimiento basada en nlcleos fue aplicada por
primera vez por Copas, J.B. et al. (1983) y poseriormente por Bloomfield, O.SF. et
al..(1987), Gavin, J. et al. (1994) o Vera, RJ. (1996). Nosotros sugerimos su

generdizacion acuaquier transcidonE; — E; apartir de lasiguiente expresion.

g NI.yE XD
pij — " xi X e h ﬂ
Xo

& Ry hx°°

xT X a

3.3.3 Nudeo de Nadaraya-Watson

Los actuarios Gavin, et al. (1993) ediman las probabilidades de fdlecimiento mediante
e edimador de Nucleo de Nadaraya-Watson. A diferencia dd egtimador de Copas-
Haberman, & edimador de Nadaraya-Wason utiliza les probabilidedes de trandcidn
anudes obsarvadas, no las trandciones ni la expodcidon inicid. Extendemos su

gplicacion acudquier trandcion E - E; .

ii X -

a Py e %9
i\)ij:"xix e a
° an Xo

Q _
"x] x € (4]

3.3.4 Seleccidn del parametro de alisamiento

El padnero de disamiento h puede ser degido de forma subjetiva Alternativamente,
Verrall, R.J. (1996) propone cdcular h a través un proceso de vdidacion cruzada que

minimice la Sguiente expresion:

& oy - pre0)’

" xi X
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donde P! representa  vaor edimado de p! utilizando todas las probebilidades de
transicidn observadas a excepcion de la correspondiente ala edad x.

3.4 Mé&odo de Esimacion de Whittaker

El mé&odo de edimacion de Whittaker, E.T. (1923) afiade d méodo de minimos
cuadréticos ponderados una pendizacion por fdta de disamiento. Por dlo la funcidn

objetivo, paraunatranscion E — E; , se define de la siguiente forma

& wi - (f1x) - Pf +1 - & (ReFIR)

" xT X " xl X

B sumando de la pate izquierda de la funcién objetivo representa la suma tota de
erores d cuadrado. El sumando de la derecha recoge la suma de las diferencias de

segundo orden que Srve paa pendizar, a través dd  multiplicador | , la fdta de
disamiento de la estimacion.

El vdor de w! representa d peso de la edad x que pondera su importancia rdativa y

N2 7 (x) representalasegunda diferenciadel estimedor £ (x).

RZfi(x)= fi(x)- 2f9(x- 1) + f(x- 2)

A mayor N2f7(x), més diferencias existen entre los vaores gustados de la variable

dependiente de las edades proximas a X, lo que va en derimento de la suavidad dd
guse.

El multiplicador de Whitteker | , a igud que € parametro h en los métodos de nicleos,
srve para ponderar d disamiento de la edimacion. A mayor | , més s pendizaa la
fdta de disamiento con lo cud la esimacion resultante més o tendra en cuenta y més

suave sera
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Obsérvese que en d caso de que no hubiera pendizacion y, por tato, | vdiera O la
expresion resultante coincidiria con la funcion objetivo asociada d méodo de minimos

cuadrados ponderados, recogida en las expresiones (15) y (17).

Reinsch, C. (1967) demuestra que la estimacion de Whitteker es equivdente a la
aplicacion de un spline clbico con un nodo para cadaedad x.

3.5 Estimacion por regresion dindamica

Con este moddo, Verrall, R.J. (1993) incorpora la utilizacion dd filtro de Kdman en
la edimacion de las probabilidedes e intenddades de fdlecimiento. Nosotros hemos

desarollado  su  aplicacion  generdizada a cudquier transcion E — E;. Como

resultado, obtenemos una funcidn de guste cuyos parametros van variando con la edad.
Su gplicacion congta de dos etapas fundamentaes.

En una primera etgpa dd gude, para cada una de las edades consderadas,
gugamos los paametros de la funcion de gude, mediante las sguientes
relaciones recurrentes, que Unicamente tienen presente la informacion de las
edades anteriores.

ij iy P -F  @1+v Nl 0
m, =a, + In =1
V. v, - R, - e
X 1+ X Rx ﬂ

1]
CX:PX—PX-F-FT-PX—NX T
1+v, -N/

Donde:

a)): Vector de los pardmetros estimadores d principio delaedad x.

m, :Vector de los parametros estimadores afina delaedad x, donde
mil = all

X X+1*
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B: Mariz diagond que contiene los vaores inversos de los factores
de descuento que actlian como indicadores de la cantided de

disamiento. Los factores de descuento pueden variar entre Oy 1.
A mayor vaor de los factores de descuento la estimacion

resultante es més suave.

. Mdriz de vaianzes y covarianzes d inico de la edad x. Se
obtiene de lasiguienterdecion P,,, = B - C, - B.

C. : Mdriz devaianzaesy covarianzas d find delaedad x.
: Matriz que contiene las varigbles de laregreson.
u, : Vector queseobtienecomo u, = F' - &

v, :Vectorquesescomo v, =FT - P _-F

En una segunda etapa, filtramos para cada edad, la informacion de todas las

edades dd egtudio. Con td objeto, patimos de la estimeacion redizada para la
Utima edad paa obtener recurrentemente hacia aréss & resto de las

estimaciones através de estas rel aciones recurrentes:

Donde:

ij, tot

ot . .
mgo =m, + Cx 'Px+1 '(m><+1 - aI>1+1)

C;Ot = Cx + C:)< . Px-+11 : (Px+l - C;O:I) ’ Px+11 'CX

m’* : Vector de estimadores afind delaedad x obtenidadefiltrar
toda la experiencia.

C,°": Mariz de varianzas y covarianzas d find delaedad x obtenida
defiltrar todala experiencia
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3.6 Méodo de modelizacion local polindmica

La moddizacion locd polindmica, ampliamente tratada en los trabgos de Cleveland,
W.S. (1979).y Fan, J. et al. (1996), condste en gudar para cada edad x, unafuncion
polindmica de grado p, ponderando los vaores observados de la varigble dependiente en
un entomno de la eded, E, (x, ) , mediante un determinado nicdleo y/ (u) .

Ay (52)- (1109 - FI(x)f

" xT E,(x,)

El pardmetro h actla de la misma forma que en los méodos basados en nldeos a
mayor vaor de h més s ponderan las edades dgadas con lo que € disamiento es
mayor. Ese méodo de edimecion presenta mucha dmilitud con d méodo de
esimacion dinamica en un moddo lined generdizado sugerido por Verrall, R.J. (1993

a).

4 Testsdelaesimacion

Para vdorar los resultados de la estimacion, debemos consderar dos aspectos bésicos
d gudey d disamiento.

El gugte s puede veificar anditicamente mediante teds no paraméricos. test
de los signos, test de las rechas, test de corrdacion, test de X2, test de
Kdmogorow-Smirnov.  Gr&ficanente, podemos corroborar la bondad  dd
gude representando los vaores edimados de la vaidile dependiente y
comparandolos con sus vaores obsarvados 0 bien representando los residuos
de la estimecion.

La vdoracion de disamiento o suavidad dd guste puede redizarse de forma

grdfica, comprobando que la edimacion no presente irregulaidades ni
cambios bruscos en los va ores adyacentes.
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Benjamin, B. et al. (1980) comparan d nivd de disamiento de esimeaciones
distintes mediante las diferencias discretes absolutas de tercer orden, D*f'(x).
Barnett, H.A.R. (1985) y Bloomfield, O.S.F. (1987) et al. proponen andizar

la evolucion de las diferencias discretas de tercer orden pero en términos
relaivos

D f 1 (x)/f(x)

En los dguientes subepigrafes plantearemos como aplicar los test de la estimacion
citedos anteriormente. Previamente, explicaremos como tratar la experiencia, de forma
gue podamos aplicar |os anteriores test no paramétricos.

4.1 Tratamiento delainformacion muestral

La metodologia de contragtecion anditica de la edimacion que emplearemos esta
basada en d seguimiento dd nimero de trandciones para cada edad. Su origen lo
encontramos en los trabgos de Price, R. (1792) y Sprague, T.B. (1879). Su gplicacion

exige agregar lainformacion muestral de la forma que a continuacion explicamos

4.1.1 Proceso deagrupacion en un ajuste univariante

Una vez obtenidos los vaores gudados procedemos a gplicar una serie de tets no
paaméricos con la findidad de contrastar § la estimacion representa de una forma
razonable los vaores observados de colectivo.

La mayor parte de los tests se fundamenta en la aceptacion de que N! se distribuye
normamente, para lo cud Forfair, D.O. e al. (1988) exige que E(NE)3 5. Con td

findided, agruparemos las edades inicides en W intervdos de edades consecutivas,

{1.} =1 ..w, de tad forma que la suma de transciones esperadas de las edades que

componen cada intervalo sea.como minimo 5.
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De cada intevdo |, caculaemos su desviacion absoluta, Dev) , y rdaiva o

m?

estandarizada, €] .

Dev, = Ni, - E(N})

. Dev)
1] m
e|

" 1/Var‘N,”m;

donde N, representa e nimero de transiciones E, - E; agrupades en d intervelo |,
Los vaores de E(N,”m) y Var(N:irn) e obtienen a partir de los valores esimados de la
vaiable deperdiente. Adiciondmente, podemos cdcular para cada intervdo |, d

cociente entre € nimero de trangciones efectivas y € esperado. Designamos a td

cocientecomo K, .

ij
I

i, =100 gy

S en la mayor pate de los intervalos, de edades dicho ratio toma un vaor comprendido
entred 75%y d 125% d gugte parece razonablemente correcto.

4.1.2 Procesodeagrupacion en un ajuste bivariante

El proceso de agregacion que vamos a plantear para un guste bivariante es bascamente
e mismo que d propueto paa un gude univaiante La Unica diferencia
conceptuamente significativa es que la agrupacion se redizard tanto para la edad x
como paa la otra vaidble z Consecuentemente, cada grupo que definamos tendra
asociado un intervalo para X y otro paraz

El procedimiento de agregecion es muy sSmilar d sugeido anteriormente por Forfar,
D.O. et al. (1988) y constade 2 etgpas.



Métodos de gjuste

Creamos una tabla de doble entrada en |la que cada celda tiene asociada un fila
que representa una edad X y una columna que representard un intervalo de

vaores z. Cada cdda contendra € ndimero de transiciones redes y estimadas

asociadas alosvdoresdexy z

A continuacion 'y empezando por los vdores inicides de z agrupamos las
columnas de td forma que las trandciones esperadas del totd de ceddas que
componen cada columna sumen como minimo 15, ssgind C.M .1 .B. (1996).

S resultado de todo @ proceso, la dtima columna contiene menos de 15
transgciones esperadas, tragpasaremos € contenido de sus cddas a la columna
de su izquierda De idéntica forma, repetiremos @ proceso de agrupacion con

lasfilas.

Por dltimo, agruparemos las cddas de td forma que cada una de dlas
contenga més de 5 transiciones esperadas segiin Forfar, D.O. et al. (1988) u8
segin C.M.I.B. (1996). Paa dlo, aplicaemos por filas d mismo
procedimiento  utilizado en las edimaciones univariantes —anteriormente
explicado.

4.2 Test delossignos

Ede ted tiene en condderacion @ sgno de las desviaciones reaivas. De acuerdo con
este test, la probabilided de que €' sea positiva es igud a la probabilided de que tal
desviacion relativa presente Sgno negativo. Es decir, d nimero de signos postivos que
representamos como ND e didtribuye dguiendo una ley binomid de parameros w y
Y. .

ND » Binomial (w; 0.5)
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En base a la anterior hipdtess, cdculamos y representamos por p, la probabilidad del
ndmero de errores de Signo positivo acanzado en @ estudio.

&W 0
= - 05"
P gNDE

S 0025 <p <0975 d ted resulta satisfactorio. En caso contrario, € nimero de

desviaciones reaivas dd mismo Sgno son excesvamente frecuentes |o que indica una
bondad de guste insUficiente.

4.3 Test deWald-Wolfowitz

Td como sefidan Forfar, D.O. et al. (1988) y Navarro, E. (1991), S aceptamos que
N7 s ddribuye normamente, las desviaciones relatives ei,im, deberfan s

independientes 'y, por tanto, los dgnos de las desviadones deberian digtribuirse

deatoriamente Sn un ndmero excesvamente ato o bgo de cambios de signo.

El Test de Wdd-Wolfowtiz consste en cdcular d nimero de rachas o iteraciones de las
desviaciones relatives, €' , dd mismo sgno. Asmimos que existen n, residuocs
podtivos y n, redduos negaivas sendo n, + n,=w. Definmos p como la

probabilidad de obtener NR rachas. S NR = 2k (nimero par), entonces p se obtiene
como sSigue

2-(n -1 (-1 nton
k-1t (- k)t (k-2 -(n,-k)  wt!

7T

S NR = Z+1 (nimero impar), p se obtiene a partir de esta expresion.

(-2 (-3  nint
k-2 (- k) k!-(n,-1- k)  w

P71

(-1 (-1 n!n
kKl (n - k-1 (k-2 (n,-k) w!

+
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Como bhien sefida Forfair, D.O. e al. (1988), un vdor pequeiio de p conlleva un
nimero excesivamente pequefio de raches que representa poca bondad de guste. Un
vdor dto de p representa un nimero excesvo de rachas que puede perjudicar su
suavidad. Un veor intermedio de p resulta satisfactorio.

4.4 Tes decorrdacion

Vamos a golicar @ tet de corrdacion a los vaores de las desviaciones rdativas

representadas por e . S sus valores estén distribuidas aestoriamente, € coeficiente de
correlacion entre valores sucesivos de € esta normamente distriblido con media 0 y

varianza 1. La expreson dd estadistico p, recogida en d trabgo de Bloomfield, O.S.F.

w

et al. (1987), eslasguiente

donde &’ =§ ¢ /w. Vaores positivos de p muy grandes o valores negdiivos de p

r=1

indican una correlacion excesivaly, por tanto, una estimacion inaceptable.

45 Test deX?

Con d objeto de comprobar S las desviaciones rddivas etdn normamente
digtribuidas, congtruimos  estaditico t que se obtiene como Sgue
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S la edimacion es paamérica, € edadidico t se distribuye como una X?de w-m
grados de libertad, donde m es d nimero de parametros utilizados. S la estimacion es
no paramérica, y no incduye una funcion de guse con un determinado nimero de
parametros, Bloomfield, O.SF. et al. (1987) proponen que € estadigtico t se digtribuya

como una X ? de w -1 grados de libertad.

S d nimero de grados de libertad excede de 30 € edtadidtico t' = 1/2 2. J2-(w-1)
e puede entender digtribuido normamente con mediaO y varianza 1.

S la probabilidad asociada d edadigico es mayor que goroximadamente 0.05 y la
estimacion ha pasado los otros contragtes, la estimacion se da por buena. Destacamos €
esudio sobre la gplicacion en operaciones de vida llevado a cabo por Pollard, J.H.
(1971)

Cuanto mayor sea la probabilidad asociada d estadidtico de chi-cuadrado, mejor seré la
bondad de gugte de la estimacion.

4.6 Test de Kolmogorov-Smirnov

Ede ted, ampliamente comentado en Forfair, D.O. e al. (1988), conddera la
digribucion dd eror méximo cometido en las didribuciones de probabilidedes
acumuladas de las trandciones etimadas y redes. En primer lugar definimos € ndmero

totd de trangcionesredesy estimadas.
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donde E/ representa @ valor esperado de transiciones E - E; en d intavdo de
edades 1 . Seguidamente, definimos las probabilidades acumulades de trangciones

m

redlesy estimadas respectivamente:

an/
F( )=t

NT

8 €l
G{1,)= i

Cdculamos la diferencia méxima, en base a la cud s condruye d edadidtico

caracterigtico del test de Kolmogorov-Smirnov.

D = Max|F(1,)- G,

KS=D - /M
NT + ET

Podemos conocer la probabilidad asociada d edadistico KS consultando las tablas de
Kolmogorov. Vaores muy grandes dd edtadigtico KS o probebilidades muy bges dd
miSMo expresan un guste insatisfactorio. En la préctica condderamos que € gude es
sidectorio cuando la probabilidad dd edadigtico KS es superior d 90% o
equivaentemente cuando KS es inferior a 0.58.

Dada la naurdeza dd tet de Kolmogorov-Smirnov, su golicadon edd especidmente

indicada para trandciones a estados absorbentes como son d falecimiento, en las cudes
resultainmediato obtener la funcion de distribucion.
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ANEXO 3-1

Estimacion de unaintensdad defallecimiento
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Paa dgemplificar la edimacidén de la intenddad de fdlecimiento, tomamos la
experiencia de la invedtigacion redizada por € CM.I.B. para d periodo comprendido
entre los afios 1979 y 1982 y publicada en d trabgo de Forfar, O. et al. (1988). Esta
investigacion recoge @ numero de fdlecimiento y la exposicion inicid en cada una de
las edades que formaen pate dd edtudio. Se adopta € criterio de la edad entera

dcanzada.
Nomenclatura general
X Edad
RX): Exposicion centra paralaedad x
N(X): NUmero de trarsiciones de edad x.
IT(X): Intensdad de trandcion estimada para la edad x.
EX): NUmero esperado de transiciones parala edad x.

DEV(X): Diferencia entre d nimero red y eperado de trandciones para la
edad x. Seobtienecomo N(x) - E(x).

e&X): Diferencia reativa para la edad x. Se obtiene como DEV(X)/DS(X),
donde DS(X) es la desviacion esténdar producida entre las edades
anteriores.

CAEX):  Reacion porcentud del cociente N(X)/E(X).

L: Vdor delafuncion objetivo.
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Estimacion por méxima ver osimilitud con distribucién de Poisson

En base a este méodo, ensayamos varias funcion de guste de Gompertz-Makeham de
orden (r,s):

GMi(r, s) = ré_lak Ut

k=0

m

Incorporamos en la misma, polinomios ortogondes de Chebycheff con la dguiente
correccio n dela edad:

Los sguientes cuadros recogen los resultados de la edimacion para cada funcidn

ensayada

a & b, by b, ;
GM (02 - --- -3.55303 4.31660 --- -3003.21
GM(0,3) - --- -3.61853 4.32601 -0.07067 -3003.20
GM(1,2) -0.00125 --- -3.49000 4.07999 --- -3002.85
GM(13) -0.00402 --- -2.92600 3.63000 0.48920 -3002.68
GM(2,2) 0.00840 0.01550 -3.90500 5.03200 --- 2999.99
Test delos signos Tedt delasrachas Test de Kolmogorov - | Test de Chi-Cuadrado
Smirnov

GM (02) 0.3776 05124 04243 0.5019

GM (03 03776 05124 04477 04411

GM (1,2) 0.5627 0.1301 04991 0.5616

GM(13) 0.5000 0.3789 04391 04623

GM (22) 03776 01799 0.3765 0.1383

Escogemos GM(0,2) porque ademas de s la funcion de guste més sencilla
proporciona una bondad de guse muy dmila d reso, td como reflgan d nivd de
verogmilitud y d resultado de los teds Mantendremos eda funcion de guste para €
resto de propuestas de optimizacion que redicemos.
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Los dos padmdaros de GM(0,2) son edadigicamente dgnificativos porque sus
desviaciones standard, recogidas entre paréntesis, son pequefias en relacion a los vaores
estimados correspondientes.

A~

b, = - 355303 (0.039234)

b, = 4.31660 (0.196457)

A continuacion, recogemos los resultados d canzados.

CQUADRO ESTADI STI QO PCR EDADES | NDI VI DUALES

khkkhkkhkhkhhkkhhkdhkdhhhkhhdhkdhkdhhrhdhdhkddxhdhdkxdxdxx

X R(X) N(x) I T(x) E(x)

17 .50 0 . 00029 .00
18 .00 0 . 00032 .00
19 . 00 0 . 00035 .00
20 4.00 0 . 00038 .00
21 4. 00 0 . 00042 .00
22 3.50 0 . 00045 .00
23 4.50 0 . 00050 .00
24 10. 50 0 . 00054 .01
25 16. 50 0 . 00059 .01
26 13. 50 0 . 00064 .01
27 20. 50 0 . 00070 .01
28 29. 50 0 . 00076 .02
29 36. 50 0 . 00083 .03
30 36. 00 0 . 00091 .03
31 44.50 0 . 00099 .04
32 50. 00 0 . 00108 .05
33 64. 00 0 . 00117 .08
34 73. 00 0 . 00128 .09
35 79. 50 0 . 00140 .11
36 80. 00 0 . 00152 .12
37 93. 50 0 . 00166 .16
38 106. 50 0 . 00181 .19
39 122. 00 0 . 00197 .24
40 115.50 0 . 00215 .25
41 127.00 0 . 00234 .30
42 157. 00 0 . 00255 .40
43 184. 50 0 . 00278 .51
44 191. 00 0 . 00303 .58
45 206. 50 2 . 00331 . 68
46 219.50 1 . 00361 .79
a7 265. 50 1 . 00393 1.04
48 301. 50 4 . 00429 1.29
49 330. 50 3 . 00467 1.54
50 378.50 3 . 00509 1.93
51 437. 50 2 . 00555 2.43
52 480. 00 3 . 00605 2.91
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53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108

541.
576.
671.
719.
813.
879.
934.
1029.
1091
1074.
995.
963.
1029.
1108.
1130.
1146.
1037.
941.
908.
844.
766.
682.
607.
533.
500.
462
382.
323.
282.
243.
213.
171.
132.
99.
77.
50.
42.
30.
19.
.50

NENIENEC

50
00
00
50
00
00
00
00
00
50
50
50
00
50
50
50
00
00
50
50
00
00
00
00
50
50
50
50
00
50
50
00
50
50
50
00
00
50
50

00
00
00
50
50

.50
.50

.00

.50

.00
.00

.00
.00
.00

.00
.00

QOO0 O0OO0COO0COO0OPrOONIMEFRL WNO O

. 00660
. 00720
. 00784
. 00855
. 00932
. 01016
. 01108
. 01208
. 01317
. 01435
. 01565
. 01706
. 01860
. 02028
. 02210
. 02410
. 02627
. 02864
. 03122
. 03404
. 03710
. 04045
. 04410
. 04807
. 05241
. 05713
. 06228
. 06790
. 07402
. 08070
. 08797
. 09591
. 10455
. 11398
. 12426
. 13546
. 14768
. 16099
. 17551
. 19134
. 20859
. 22740
. 24790
. 27025
. 29462
. 32119
. 35015
. 38172
. 41614
. 45366
. 49457
. 53916
. 58778
. 64078
. 69855
. 76154

97

22

0N UA W

=
PrpohoNoR

57
14
26
15
58

.93
10
12.
14.
15.
15
16.
19.
.48
24.
27.
27.
26.
28.
28.
28.
27.
26.
25.
26.
26.
23.
21.
20.
19.
18.
16.
13.
.34
. 63

35
43
37
42
58
44
14

99
63
24
95
36
74
42
59
77
62
23
42
82
97
87
65
78
40
85

99
20
91
42

. 63

67
82

.99
. 68
.74
.16
.18
.38
.21

.00

.49
.00
.00
.00
.00

.52
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|.T. fallecimiento

08
0,77
0,61
051
0,41
0,31
0,21
0,11

17 37 57 7 97

— |.T. fallecimiento

Los resultados del tests han ddo generados previa agrupacion de la experiencia en

intervalos de edades consecutivos con un vaor minimo de fdlecimientos esperados de

X RX) NX) E(X) DEV(X) e(x) CAE(x)
17 - 47 2359. 00 4 5.78 -1.776 -.7391 69. 2
48 - 51 1448.00 12 7.19 4. 806 1.7916 166. 8
52 - 53 1021. 50 6 6. 48 -.480 -. 1886 92.6
54 - 55 1247. 00 7 9.41 -2.408 -. 7850 74.4

56 719.50 2 6. 15 -4.153  -1.6742 32.5
57 813. 00 7 7.58 -.579 -.2103 92. 4
58 879. 00 7 8.93 -1.933 -. 6468 78.4
59 934.00 10 10. 35 -.348 -. 1082 96. 6
60 1029.00 14 12.43 1.571 . 4457 112. 6
61 1091.00 14 14.37 -. 366 -. 0965 97.4
62 1074.50 18 15. 42 2.576 . 6559 116.7
63 995.50 20 15. 58 4.421 1.1202 128. 4
64 963.50 19 16. 44 2.563 . 6321 115.6
65 1029.00 21 19.14 1. 862 . 4257 109.7
66 1108.50 29 22.48 6. 525 1. 3763 129.0
67 1130.50 26 24.99 1.012 . 2025 104.0
68 1146.50 30 27.63 2.373 . 4515 108. 6
69 1037.00 23 27.24 -4.241 -. 8126 84.4
70 941.00 21 26. 95 -5.948  -1.1458 77.9
71 908.50 31 28. 36 2.637 . 4951 109. 3
72 844.50 29 28.74 . 257 . 0480 100. 9
73 766.00 24 28. 42 -4.422 -.8294 84.4
74 682.00 26 27.59 -1.587 -.3021 94. 2
75 607.00 33 26.77 6. 233 1. 2048 123.3
76 533.00 21 25.62 -4.623 -. 9133 81.9
77 500.50 21 26. 23 -5.230 -1.0212 80.1
78 462.50 20 26. 42 -6.424  -1.2497 75.7
79 382.50 21 23. 82 -2.824 -.5786 88.1
80 323.50 25 21.97 3.034 . 6474 113.8
81 282.00 17 20. 87 -3.875 -. 8480 81.4
82 243.50 21 19. 65 1. 350 . 3046 106. 9
83 213.50 13 18.78 -5.783  -1.3343 69. 2
84 171.00 28 16. 40 11. 600 2.8644 170.7
85 132.50 11 13.85 -2.853 -. 7666 79.4
86 99.50 11 11. 34 -. 341 -.1013 96. 9
87 77.50 10 9. 63 . 370 . 1192 103. 8



Métodos de gjuste

88

89
90 - 91
92 - 94
95 -108

Tot .

59.00 12 7.99 4. 008
42.00 9 6. 20 2.798
50. 00 8 8.33 -.333
24.50 8 511 2. 886
14.50 3 5.35 -2.347

28386.50 692 692. 0 . 000

ESTIMMCOONDE LA I.T.

R ko ko R R R o o R R R S S o R R AR R R

L= -3003. 23021

TEST CE LGS SI NGB

khkkhkkhkkhkkhhkhkkhhkkhrhkdhhkkhx

Ng DE (+): 19
Ng DE (-): 22

PROB(+) = . 3776

TEST DE LAS RACHAS

kkhkkhkhkkkkhkhkkkhkkhkhkkkhkhkhkk*x

N§ DE RACHAS, 21
PROB( RACHAS) = . 5124

TEST DE KOLMOECROV SM RNOV

R R R R R R o R R

DESVI AC ON MAXI M . 0228
ESTADI STI OO . 4243

TEST DE CH - CUADRADO

khkkkkkhkkhkkhkkhkkdkkdkkdkkhx*%

ESTADI STICQ  38. 2940
GRADCS DE LI BERTAD 39
PROB( X'2) = . 5019

1. 4176
1.1233
-. 1153
1. 2761
-1. 0149

. 0003

150. 1
145.1
96.0
156. 4
56.1

100.0



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

35
?

30 A 0
25 A
20 4
15
10 4
5 4
0 : . . . . . . : A

17 27 37 a7 57 67 77 87 97 107

Edad
------- Fallec. reales Fallec. esperados

Estimacion por méxima verosmilitud con hipotesis de normalidad

. - 358700+ 4.664- (X_70) D
m, = e 50

ESTTMMOON DE LA |.T.

khkkkkhkkkhkkhkhkhkhkhkhhkkhhkkhhkkhkhhkkhhhhhkhhkrhkrkdx*

L

311. 10067

TEST DE LGS Sl G\CB

khkkhkkkhhkhkkhkkkhkhkhkkhkhkhhhxk

Ng OE (+): 23
Ng DE (-): 18
PROB(+) = . 8256

TEST DE LAS RACHAS

R R R R R R

N§ DE RACHAS: 20
PROB( RACHAS) = . 4120

TEST DE KOLMDECROV- SM RNOV

kkhkkkhkkkhkkhkkhkkhkkhkhkhkhkkhkkkhhkkkhkkx*k

DESVI AC ON MAXI MA: . 0467
ESTADI STI OQ . 8652

TEST DE CH - CUADRADO

khkkkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkhkhkhkkkx

ESTAD STIOO  38. 9588
CGRADCS CE LI BERTAD 39

PROB(X\2) = . 4717
100



Métodos de gjuste

Egtimacion por minimos cuadrados or dinarios

m( _e 351250+ 4.343-(X;5—(7)°) @

ESTIMO ON DE LA |.T.

khkkhkkkhhkkhhkhhhhhhhdhdhddxddxddddhrhrhrhdxdx*

TEST DE LGS SI GNGS

kkhkkhkkkhkkhkkkhkkkhkhkkhkkhkhk*k

N§ DE (+): 17
Ng CE (-): 24

PROB(+) = . 1744

TEST DE LAS RACHAS

khkkhkkhhkkhhkkhhkkhhkhhkhhhhkx*k

N§ DE RACHAS: 19
PROB( RACHAS) = . 3233

TEST DE KOLMOGCROV- SM RNOV

LR R o S R R R R S R R

DESVI ACI ON MAXI MA: . 0245
ESTADI STI CQ . 4604

TEST DE CH - QUADRADO

khkkhhkkhhkkhkkhkkhkxkdhkdhkhhkhxkx

ESTADI STICQ  35. 6755
GRADCS DE LI BERTAD 39

PROB(X'2) = . 6223

101



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

Estimacion por maxima ver osmilitud con hipétesis de una distribucién Gamma

ﬁL _e 354279+ 4.331-(*5—(7)0) (3)

ESTIMMOONDE LA 1. T.

kkkhkkkhkkhkkhkkkhkkhhkhkkhhkkhkkhhkhkhhkkhkkhhkhhhkhkkhkhkxk*x%x

L= -2995. 73451

TEST DE LG5 SI GNGS

khkkkkhkkhkkhkkhkkhkkhkhkkkkhk*x

Ng CE (+): 18
N§ DE (-): 23
PRCB(+) = . 2664

TEST DE LAS RACHAS

khkkhkkkhkkhkkhkkhkkkhkkhkhkkhkx*x

N§ DE RACHAS: 21
PROB( RACHAS) = . 5376

TEST DE KOLMOECROV- SM RNOV

khkkkhkkkhkkkhkkkhkkhkkhkhkkhhkkhhkkhhkhhkkhkkhkkxx

DESVI A ON MAXI MA: . 0237
ESTADI STI QO . 4418

TEST DE CH - CUADRADO

kkkkkhkkkkhkkhkkhkkhkkkdkkkhkk*kx

ESTADI STICQ  37. 9400
GRADOS [E LI BERTAD 39
PROB(X*2) = . 5181

102



Métodos de gjuste

Estimacion por regresion dinamica

Suponemos una fundon GM(0,2)

A x-70
A 2, b, (50)

m =€

Hjamos un factor de descuento lo suficientemente grande para que € sSuavizado ded
gude resulte stidactorio: 0.95. Con tdes hipotess, hemos obtenidos los Sguientes
vaores estimados de los parametros a, y b, :

EDAD A B
17 -10. 856 11. 705
18 -11.118 11. 946
19 -11. 408 12. 212
20 -11. 729 12. 508
21 -11. 925 12. 676
22 -12. 098 12. 818
23 -12. 260 12. 947
24 -12. 409 13. 061
25 -12. 525 13. 142
26 -12. 604 13. 189
27 -12. 663 13. 214
28 -12. 690 13. 210
29 -12. 678 13.170
30 -12. 626 13. 093
31 -12.535 12. 982
32 -12. 399 12. 831
33 -12. 213 12. 637
34 -11. 967 12. 393
35 -11. 657 12. 096
36 -11. 276 11. 740
37 -10. 820 11. 322
38 -10. 276 10. 834
39 -9.634 10. 268
40 - 8. 883 9. 615
41 -8.013 8.871
42 -7.011 8.023
43 -5. 856 7. 059
44 -4.530 5. 966
45 -3.016 4.732
46 -3.214 4. 301
47 -3.376 3. 937
48 -3.115 4. 425
49 -3.900 2.771
50 -4.401 1.717
51 -4.665 1.180
52 -4.631 1. 305
53 -4.565 1. 507
54 -4. 455 1.815
55 -4.242 2.371
56 -4.111 2.736
57 -3.881 3. 349
58 -3.738 3.746
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

59 -3.616 4.089
60 -3.535 4.323
61 - 3. 497 4. 430
62 -3.468 4.510
63 -3.461 4,515
64 -3.474 4. 446
65 -3.491 4. 361
66 - 3. 507 4. 281
67 -3.531 4. 156
68 -3.549 4. 067
69 -3.565 3.988
70 -3.570 3.973
71 - 3. 566 4.015
72 - 3. 567 4. 026
73 -3.568 4.033
74 - 3. 567 4. 066
75 - 3. 566 4.100
76 -3.570 4. 089
77 -3.571 4.103
78 -3.571 4.141
79 -3.571 4. 205
80 -3.570 4.271
81 -3.570 4. 310
82 -3.571 4. 363
83 -3.571 4. 401
84 -3.571 4. 465
85 -3.571 4. 466
86 -3.571 4. 482
87 -3.570 4.501
88 -3.570 4.518
89 - 3. 568 4. 514
90 -3.565 4. 495
91 -3.561 4. 470
92 - 3. 558 4. 456
93 -3.553 4. 430
94 -3.549 4. 410
95 -3.543 4. 368
96 -3.534 4. 313
97 -3.526 4. 262
98 -3.519 4.218
99 -3.509 4. 157
100 - 3. 499 4. 093
101 -3.489 4.032
102 -3.479 3.971
103 - 3. 468 3. 904
104 - 3. 459 3. 849
105 -3.449 3.788
106 -3.438 3.720
107 -3.425 3. 645
108 -3.411 3.562

14



Métodos de gjuste

1 T(x)

&

106.
122.
115.
127.
157.
184.
191.
206.
219.
265.
301.
330.
378.
437.
480.
541.
576.
671.
7109.
813.
879.
934.
1029.
1091.
1074.
995.
963.
1029.
1108.
1130.
1146.
1037.
941.
908.
844.
766.

[EnY
N

14.
16.
16.
17.
20.
23.
25.
28.
27.
26.
27.
28.
27.

=
CONOEWOWNDNNNDEREE,



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

74 682. 00 26 . 03909 26. 66
75 607. 00 33 . 04259 25.85
76 533. 00 21 . 04601 24.52
77 500. 50 21 . 04995 25.00
78 462. 50 20 . 05453 25.22
79 382.50 21 . 05997 22.94
80 323.50 25 . 06615 21.40
81 282. 00 17 . 07264 20. 49
82 243.50 21 . 08017 19. 52
83 213.50 13 . 08833 18. 86
84 171. 00 28 . 09815 16. 78
85 132. 50 11 . 10742 14. 23
86 99. 50 11 . 11810 11. 75
87 77.50 10 . 13002 10. 08
88 59. 00 12 . 14323 8.45
89 42.00 9 . 15682 6. 59
90 30. 50 6 . 17088 5.21
91 19.50 2 . 18574 3.62
92 8.50 3 . 20247 1.72
93 8.00 1 . 21971 1.76
94 8.00 4 . 23872 1.91
95 4.00 2 . 25700 1.03
96 2.50 0 . 27480 . 69
97 2.50 0 . 29378 .73
98 .50 1 . 31450 .16
99 .50 0 . 33340 .17
100 1.00 0 . 35221 .35
101 .50 0 . 37178 .19
102 .00 0 . 39149 .00
103 1.00 0 . 40991 .41
104 .00 0 . 43085 .00
105 .00 0 . 45043 .00
106 .00 0 . 46805 .00
107 .00 0 . 48302 .00
108 2.00 0 . 49460 .99
|.T. fallecimiento

06

054

044

034

024

014

0 T T T T

17 37 57 7 97
Edad
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17 - 48
49 - 51
52 - 53

56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91 - 92
93 -108

Tot .

Rx)  AX)
2660. 50 8
1146. 50 8
1021. 50 6
1247.00 7

719.50 2

813. 00 7

879. 00 7

934.00 10
1029.00 14
1091.00 14
1074.50 18

995.50 20

963.50 19
1029.00 21
1108.50 29
1130.50 26
1146.50 30
1037.00 23

941.00 21

908.50 31

844.50 29

766.00 24

682.00 26

607.00 33

533.00 21

500.50 21

462.50 20

382.50 21

323.50 25

282.00 17

243.50 21

213.50 13

171.00 28

132.50 11

99.50 11
77.50 10
50.00 12
42.00 9
30. 50 6
28.00 5
30. 50 8
28386.50 692

.57

.52

.52
.00
.22
.94
.40
.49
.52
. 86
.78
.23
.75
.08
.45
.59
.21
5.34
8.38

688. 5
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

ESTIMOONDE LAI.T.

kkhkkhkhkhkkkhkhhkhkhkhkhhhhkkhkhhhhkhhdhhhhdhhhhkdhhxxx*

L= -2994.60751

TEST DE LGS SI NGB

khkkkhkkkhkkkhkdhkdhkkhhkkhhkhkx

Ng DE (+): 19
Ng DE (-): 22

PROB(+) = . 3776

TEST DE LAS RACHAS

khkkkhkhkkhkkkhhkdhkhhkhkxhkxkhkk

N§ DE RACHAS: 18
PROB( RACHAS) = . 1799

TEST DE KOLMOACROV- SM RNOV

R R R R R o R R R R R o R Rk

DESVI ACON MAXI VA . 0184
ESTADI STI GO . 3420

TEST DE CH - CUADRADO

khkkkhkkkhkkhkkhkdhkdhkdkdhrhxk

ESTAD STICQ  27. 4765
GRADCS DE LI BERTAD 39
PROB( X"2) = . 9168

35
30
254
20
154
10 4

5 4

0 T T T T T T T T ?

17 27 37 a7 57 67 77 87 97 107
Edad
------- Fallec. reales Fallec. esperados
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Métodos de gjuste

Conclusiones

Las conclusones més reevantes que hemos creido conveniente dedtacar son las

sguientes

La propuesta que més acertada nos parece es la basada en la regresion
dindmica Su bondad de gugte es superior d reso de moddos, ta como pone
de manfieto tato & edadigico de Chi-Cuadrado como d nivd de
verosmilitud. Gré&ficamente, vemos d gude es suave ya que no presenta ni

irregularidades importantes ni cambios bruscos.

La propuesta de esimacion basada en la maximizacion de la verogmilitud con
la aceptacion de la hipdtess de normdidad no resulta aceptable, porque €
edadidico dd tet de Kolmogorov-Smirnov no resulta satifactorio porque su
probabilidad asociada quech por debgo de 44%. Achecamos este resultado
insatifactorio d escaso nimero de fdlecimientos esperados que invdida su

gproximacion normdl.

El resto de propuestas, S bien ofrecen frecen menor bondad de gude que la
basada en la regreson dindmica, resultan aceptables pues verifican los tests
propuestos y paa la mayor pate de intevdos de edades, € codficiente
CAE(X) tomavaores proximosd 100%.
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ANEXO 3-2

Estimacion de unaintensidad deinvalidacion

110
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

La experiencia con la que trabgamos ha sdo extraida de la investigacion redizada por
d C.M.I.B. (1991), recogida en la publicacion C.M.l. n°® 12. Abaca d cuadrienio
1975-1978. Se utiliza @ criterio de la edad entera dcanzada La definicion de invaidez
a la que esta referido td estudio contempla una carencia o diferimiento de una semana.

L as exposiciones centrales estan cuantificadas en afios.

Estimacion por méxima verosimilitud con hipétesis de Poisson.

En primer lugar, escogemos una funcion Gompertz-Makeham o més sencilla posble
gue £ gude razondblemente bien a la expeiencia disponible Paa dlo, redizamos

varios ensayos.
by b b, b, :
GM (0,2 -1.075340 -0.003667 -24742
GM (0,3 1.216299 -0.112999 0.001221 -24738
GM (0, 4) -1.798000 0.080844 -0.002686 0.000025 -24707
Test de Test delas Test de Chi-
los signos rachas Cuadrado
GM (0,2 | 0.779% 0.5865 0.0006
GM (0,3) | 03220 0.1490 0.0034
GM (0,4) | 05612 0.9797 0.3151

Escogemos una GM (0, 4) ya que d redo de funciones lleven asociado un nivel de

disamento y de bondad de gude noteblemente inferior. Sus paameros son

individuamente significativos, tal como vemos seguidamente.

b, = -1798000(0.614180)
b, = 0080844 (0.04465)
b, = -0.002686(0.00103%)
b, = 0000025 (0.0000077)



Métodos de gjuste

Losresultados dd guste son los Sguientes.

23 119. 30 33
24 285. 60 124.
25 469. 60 146
26 623. 90 231.
27 761. 30 247
28 921. 60 341
29  1025. 40 350.
30 1102.40 291
31 1124.30 369.
32 1047.10 311.
33 989. 30 304
34 944. 40 263
35 861. 70 288
36 854. 30 272.
37 878. 20 282
38 923.70 244
39 941. 40 283
40 930. 60 249
41 924.70 279.
42 899. 60 223
43 958. 50 275
44 1011.50 263.
45  1055. 20 282.
46 1109. 40 265.
47  1133.90 298.
48 1154.10 349.
49  1193.50 314.
50 1240.80 339.
51 1256.50 362.
52  1218.40 279
53  1205. 00 314.
54 1109. 10 314.
55  1056. 50 267
56 960. 60 275
57 864. 70 186
58 861. 60 229
59 810. 00 223
60 741. 10 258.
61 723.70 230
62 699. 20 208
63 650. 20 207
64 477.50 191

.34472 161.88
. 34219  213.49
.33918  258. 22
.33575  309.43
.33197  340.40
. 32789  361. 47
.32359 363.81
.31910 334.13
.31450 311.14
.30984 292.61
.30516  262. 96
.30052  256.73
.29595  259.90
. 29151  269. 27
. 28722  270.39
. 28314  263. 49
. 27929  258. 26
.27570  248.02
261.11
. 26946  272.56
. 26686  281.59
.26466  293.61
. 26287  298. 07
. 26153  301.83
. 26068  311.12
.26034  323.03
. 26056  327. 39
. 26137  318.45
. 26282  316.70
. 26496  293. 87
. 26785  282.98
. 27155  260. 85
. 27614  238.78
.28170 242.71
. 28833 233.54
. 29614 219.47
.30527  220.92
. 31587  220. 86
.32813 213.35
.34225  163.43
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

I.T.invalidacién

04
035 1
03 \//
025 1
02 - . . .
23 3 43 53 63

Edad

— L.T.invalidacion

Por su parte, la contrastacion arrojalos siguientes resultados.

X R(X) N(x) E(x) DEV(X) e(x) CAE( x)
23 119.3 33.0 41. 53 -8.527 8725 79.5
24 285.6 124.5 99. 02 25. 480 1. 6884 125.7
25 469.6 146.5 161.88 -15.382 7972 90.5
26 623.9 231.0 213.49 17.505 7900 108. 2
27 761.3 247.5 258.22 -10.720 -. 4399 95.8
28 921.6 341.0 309.43 31. 569 1.1834 110.2
29 1025.4 350.5 340.40 10. 097 3609 103.0
30 1102.4 291.5 361.47 -69.971 -2.4267 80.6
31 1124.3 369.0 363.81 5.192 1795 101. 4
32 1047.1 311.0 334.13 -23.134 -.8345 93.1
33 989.3 304.5 311.14 -6. 639 -. 2482 97.9
34 944.4 263.5 292.61 -29.113 -1.1222 90.1
35 861.7 288.0 262.96 25. 043 1.0183 109. 5
36 854.3 272.0 256.73 15. 268 6283 105.9
37 878.2 282.0 259.90 22. 095 9037 108.5
38 923.7 244.5 269.27 -24.765 -. 9952 90. 8
39 941.4 283.0 270.39 12. 607 5055 104.7
40 930.6 249.5 263.49 -13.989 -. 5683 94.7
41 924.7 279.0 258.26 20. 743 8511 108.0
42 899.6 223.0 248.02 -25.022 -1.0477 89.9
43 958.5 275.0 261.11 13. 889 5667 105. 3
44 1011.5 263.0 272.56 -9.559 -.3818 96. 5
45 1055.2 282.5 281.59 906 . 0356 100. 3
46 1109.4 265.5 293.61 -28.109 -1.0817 90. 4
a7 1133.9 298.0 298.07 -. 066 -. 0025 100.0
48 1154.1 349.0 301.83 47.168 1. 7902 115.6
49 1193.5 314.0 311.12 2.883 1078 100. 9
50 1240.8 339.5 323.03 16. 472 . 6043 105.1
51 1256.5 362.5 327.39 35.111 1.2795 110.7
52 1218.4 279.5 318.45 -38.951 -1.4392 87.8
53 1205.0 314.0 316.70 -2.698 -. 1000 99.1
54 1109.1 314.0 293.87 20. 131 . 7743 106. 9
55 1056.5 267.5 282.98  -15.485 -. 6070 94.5
56 960.6 275.5 260.85 14. 647 . 5980 105. 6
57 864.7 186.0 238.78 -52.778 -2.2521 77.9
58 861.6 229.0 242.71 -13.711 -. 5803 94. 4



Métodos de gjuste

59 810.0 223.0 233.54 -10.545 -. 4550 95.5
60 741.1 258.5 219. 47 39. 031 1.7372 117.8
61 723.7 230.5 220.92 9.577 . 4249 104.3
62 699.2 208.5 220.86 -12.357 -. 5483 94. 4
63 650.2 207.5 213.35 -5. 849 -.2640 97.3
64 477.5 191.0 163.43 27.574 1. 4222 116.9
Tot . 38119.4 11068.0 11072.4 -4.384 -. 0417 100.0

ESTINMMOONDE LAI.T.

khkkhkkkhhkkhhkhhhhhhhdhdhddxddxddddhrhrhrhdxdx*

L= -24707.17271

TEST DE LCB SI GNGB

khkkkkkkkkkhkkkhkkhkkhkkhx*%

Ng CE (+): 21
Ng CE (-): 21

PRCB(+) = . 5612

TEST DE LAS RACHAS

LR Rk R S o o o

N§ DE RACHAS: 28
PROB( RACHAS) = . 9797

TEST DE CH - QUADRADO

kkkkkhkkkhkkkhkkkhkhkkhkhkkhkhkhkkkkx*x

ESTADI STICQ  41. 6445
GRADCS DE LI BERTAD 38
PROB( X"2) = . 3151

23 28 33 38 43 48 53 58 63

Eded
--- - - --Inv. redes —— Inv. ep




Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

Estimacion por maxima verosmilitud con hipétesis de normalidad

- 1.8+0.080x - 0.0026%° +0.000025

m =e @)

ESTIMMCCNDE LA I.T.

khkkhkkhkkhkhkkhkkhkhhhkhhkhhhhhhhddxddhdhdhxdxdxd*x*x

L= - 146. 39604

TEST DE LGS SI G\CB

kkkkkkkkhkkkhkkkhkkkhkkk*k

Ng CE (+): 19
Ng DE (-): 23
PRCB(+) = . 3220

TEST DE LAS RACHAS

khkkhkkkhkhkkhkkhkhkkhkhkhhkkkx*k

N§ DE RACHAS: 28
PROB( RACHAS) = . 9834

TEST DE CH - CUADRADO

khkkhkkkkhkkhkkhkkhkkhkkkdkhkkrkkkx

ESTAD STI OO 41. 4995
GRADCS [CE LI BERTAD 38

PROB( X"2) = . 3207
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Estimacion por minimos cuadrados ordinarios

- 1.776:0.0790x - 0.00266x2 +0.000025 5)

m =e

ESTIMMCCNDE LA I.T.

LR R R R R R R R R R R R R R R o

L= 95. 08054

TEST DE LGS SI GNCB

khkkkhkkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkkk*kx

Ng DE (+): 21
Ng DE (-): 21
PRCB( +) = . 5612

TEST DE LAS RACHAS

khkkkhkhkkhkkkhhkdhkdhkhkxhkxkhkk

N§ DE RACHAS: 28
PROB( RACHAS) = . 9797

TEST DE CH - CUADRADO

kkkkhkkhkkhkkhkhkhkhkhkkkkhkhkhkhkhkhxkkhk

ESTAD STICQ  41. 3394
GRADCS DE LI BERTAD 38
PRCB(X*2) = . 3269

17



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

Estimacion por regresion dinamica

Utilizamos como funcion de guste una GM(0,2) con parametros a, y b, . Para obtener
un suavizado suficiente y una bondad de gude dta, asgnamos d factor de descuento
un vaor de 0.935. Seguidamente, recogemos los resultados.

EDAD A B
23 -1.756 030
24 -1.792 033
25 -. 360 -.028
26 -. 646 -.016
27 -. 595 -.018
28 -.648 -.016
29 -. 577 -.019
30 -.528 -.021
31 -.631 -. 017
32 -.674 -.016
33 -. 726 -.014
34 -. 765 -.013
35 -.821 -.011
36 -. 837 -.010
37 -. 837 -.010
38 -. 822 -.011
39 -.834 -.011
40 -.839 -.011
41 -. 857 -.010
42 -. 864 -.010
43 -.891 -. 009
44 -.911 -. 009
45 -.940 -.008
46 -.970 -. 007
47 -1.018 -. 006
48 -1. 065 -. 005
49 -1. 092 -. 004
50 -1.123 -. 004
51 -1.152 -.003
52 -1.172 -. 003
53 -1.213 -.002
54 -1.258 -.001
55 -1.297 000
56 -1.343 001
57 -1.384 002
58 -1. 449 003
59 -1.518 005
60 -1.586 006
61 -1.628 007
62 -1. 659 008
63 -1.691 008
64 -1.715 009



Métodos de gjuste

CGUADRO ESTADI STI QO PCR EDADES | NDI VI DUALES

LR E R RS S E SR SRS EEEEEEEEEEEEEEEEEEEESEEE SRS

23 119. 30 33
24 285. 60 124.
25 469. 60 146
26 623. 90 231
27 761. 30 247
28 921. 60 341
29  1025. 40 350
30 1102.40 201
31 1124.30 369.
32 1047.10 311.
33 989. 30 304
34 944. 40 263.
35 861. 70 288
36 854. 30 272
37 878. 20 282
38 923.70 244
39 941. 40 283.
40 930. 60 249
41 924. 70 279
42 899. 60 223
43 958. 50 275
44  1011.50 263
45  1055. 20 282.
46  1109. 40 265.
47  1133.90 298.
48 1154.10 349.
49  1193.50 314.
50 1240. 80 339.
51 1256.50 362.
52  1218.40 279
53 1205.00 314.
54  1109.10 314.
55  1056. 50 267
56 960. 60 275
57 864. 70 186
58 861. 60 229
59 810. 00 223
60 741.10 258.
61 723.70 230
62 699. 20 208
63 650. 20 207.
64 477. 50 191

. 34431 41. 08
.36722 104.88
.34846  163.64
. 34617  215.97
.33841  257.63
. 33384  307.67
. 32463  332.87
. 31484  347.08
.31197  350. 74
.30775  322. 24
.30486  301.60
.30206  285. 27
.30116  259.51
.29836  254. 89
. 29457  258. 69
. 28952  267.43
. 28624  269. 47
.28241  262. 82
.27964  258. 58
.27600  248.29
. 27400  262. 63
274.72
.27001  284.92
. 26876  298. 16
. 26918  305. 22
.27003 311.64
.26947  321.61
.26938 334.24
. 26926  338. 32
. 26847  327.10
.26956  324.82
. 27123  300. 82
. 27265  288.05
. 27505 264.21
.27728  239.77
. 28201 242.98
. 28769  233.03
. 29420  218.03
.29919  216.52
.30375 212.38
.30869  200.71
. 31347  149.68
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

I.T. invalidacién

0,4
0,35
> _/v
0,25
0,2 T T T T
23 33 43 53 63

Edad

I.T. invalidacién

Completamos € estudio con la confeccion dd cuadro estadistico por edades y d cuadro
de resultados de los diferentes contrastes.

QUADRO ESTAD STI CO PCR GRUPCS DE EDADES

khkkkkhkkkhkkkhkhkhkhkhkkhkhkkhhkkhhkhkhhkhhhhhkhhkrhkrkdx*

X R(X) N(x) E(x) DEV(X) e(x) CAE(x)
23 119.3 33.0 41. 08 -8.076 -. 8309 80.3
24 285.6 124.5 104.88 19.621 1.2633 118.7
25 469.6 146.5 163.64 -17.138 -.8834 89.5
26 623.9 231.0 215.97 15. 027 . 6742 107.0
27 761.3 247.5 257.63 -10.129 -.4161 96.1
28 921.6 341.0 307.67 33.332 1. 2530 110. 8
29 1025.4 350.5 332.87 17. 627 . 6370 105. 3
30 1102.4 291.5 347.08 -55.580 -1.9672 84.0
31 1124.3 369.0 350.74 18. 256 . 6427 105. 2
32 1047.1 311.0 322.24 -11.240 -. 4129 96. 5
33 989.3 304.5 301.60 2.901 .1101 101.0
34 944.4 263.5 285.27 -21.770 -. 8499 92. 4
35 861.7 288.0 259.51 28. 493 1.1663 111.0
36 854.3 272.0 254.89 17. 112 . 7068 106. 7
37 878.2 282.0 258.69 23. 307 . 9555 109.0
38 923.7 244.5 267.43 -22.930 -. 9246 91.4
39 941.4 283.0 269. 47 13.535 . 5437 105.0
40 930.6 249.5 262.82 -13.315 -. 5416 94.9
41 924.7 279.0 258.58 20. 419 . 8373 107.9
42 899.6 223.0 248.29 -25.288 -1.0582 89.8
43 958.5 275.0 262.63 12. 370 . 5033 104.7
44 1011.5 263.0 274.72 -11.717 -. 4661 95.7
45 1055.2 282.5 284.92 -2.418 -. 0944 99. 2
46 1109.4 265.5 298.16 -32.662 -1.2472 89.0
47 1133.9 298.0 305.22 -7.219 -.2725 97.6
48 1154.1 349.0 311.64 37. 363 1. 3956 112.0
49 1193.5 314.0 321.61 -7.607 -. 2797 97.6
50 1240.8 339.5 334.24 5. 257 . 1896 101. 6
51 1256.5 362.5 338.32 24,176 . 8667 107.1
52 1218.4 279.5 327.10 -47.603 -1.7355 85.4



Métodos de gjuste

53 1205.0 314.0 324.82 -10.822 -. 3959 96.7
54 1109.1 314.0 300. 82 13.179 . 5010 104. 4
55 1056.5 267.5 288.05 -20.554 -. 7985 92.9
56 960.6 275.5 264.21 11. 290 . 4580 104. 3
57 864.7 186.0 239.77 -53.767 -2.2896 77.6
58 861.6 229.0 242.98 -13.979 -. 5913 94. 2
59 810.0 223.0 233.03 -10.028 -. 4332 95.7
60 741.1 258.5 218.03 40. 468 1.8071 118.6
61 723.7 230.5 216.52 13. 975 . 6262 106. 5
62 699.2 208.5 212.38 -3.884 -.1758 98.2
63 650.2 207.5 200.71 6. 787 . 3159 103. 4
64 477.5 191.0 149.68 41. 318 2.2269 127.6
Tot . 38119. 4 11068.0 11059.9 8. 088 . 0769 100.0

ESTIMMCCNDE LA I.T.

khkkhkkkkkhkkhkhkhkhkhkhkhhkkhhkhkkhkkhkkhhhkhhkkhhkkrkkdkkxx*%

L= -24705.72948

TEST DE LGS SI G\NGS

kkhkkhkhkhkkkhkkhkkhkhkhkkkkhhkhkkkk*%

Ng DE (+): 21
N§ DE (-): 21

PROB(+) = . 5612

TEST DE LAS RACHAS

khkkkkkhkhkkkhhkkhkkhkkhhkkhhkkk%x

N§ DE RACHAS: 30
PROB( RACHAS) = . 9965

TEST DE CH - CUADRADO

kkkhkkkhkkkkhkkkhkkkhkkkhkhkhkkhkkhkkxx

ESTAD STIOO  40. 6117
GRADCS DE LI BERTAD 40
PROB(X*2) = . 4433



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

0 T T T T
23 33 43 53 63

Edad

------- Inv. reelles ——— Inv.esperadas

Conclusiones

Los principdes comentarios que merecen los resultados numéricos dcanzados son los

sSguientes

Todas propuestas paraméricas desarolladas gudan bien la  expeiencia
porque verifican todos los tests no paraméricos planteedos. El  Unico
inconveniente que vemos €S un nimeo de rachas condderablemente dto
aunque no preocupante porque no decta d suavizado de la edimacion que
congderamos es tota mente satisfactorio.

A dferencia de lo que ocurria en la edimacion de la intensdad de
fdlecmiento, la goroximadon normd dd nimeo de invdidaciones es
igudmente satisfactoria que la aceptacion de una ley de Poisson. Ello puede
ser debido d mayor nlmero esperado de trangiciones por edades.

B guge mediatte d filtro de Kaman presenta una bondad de guste superior
a los mé&odos paraméricos. El suavizado muestra agunas irregularidades en
e tramo inferior de edades correspondientes a los 23-24 afios, lo cua creemos
es achacable d escaso volumen de informacion disponible en dichas edades.
El mayor nimero de rachas que en los méodos paraméricos confirma la

12



Métodos de gjuste

menor suavidad de la egdimacion. Un incremento dd factor de descuento

podria solucionar este problema, a costa de empeorar € guste.

Todas propuestas anteriores son aceptables porque verifican los contrastes no
paraméricos gplicados y no presentan irregularidedes muy Sgnificativas. No

obgtante, optamaos por una estimacion paramétrica por su mejor disamiento.
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ANEXO 3-3

Estimacion deunaintensidad dereactivacion
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

Para desarrollar un gemplo de edimacion de una intensdad de reectivacion hemos
tomado la informacion de la publicacion C.M.I.B. (1991) que abarca @ cuadrienio
1975 y 1978, Hemos necestado de numero de reactivaciones y de exposiciones
centraes expresadas en dias. La definicion de invaidez a la que hace referencia td

estudio contempla una carencia o diferimiento de una semana.

Congderamos la doble dependencia de la trangcion de reactivacion: respecto a la edad
(X) y la durecion de la invaidez (z). Edta circungancia va a dificultar consderablemente
e andissy puesta en préctica de los métodos de guste.

Debido a las caracteridicas de la informacion digponible, utilizaremos como variables
de esudio: la edad de invdidacion (/) y duracion de la invaidez ¢). Notese que la edad
actud, X, s obtendria como suma de la edad de invdidecion y la duracion de la
invaidez

X=y+z
Nomenclatura
X1 Edad inicid de un determinado intervalo de edades.
X2 Edad find de un determinado intervao de edades.
z: Duracion minimade lainvalidez de un determinado intervalo.
2! Duracion méxima de la invalidez de un determinado intervalo.

R(x,2): NUmero de exposiciones asociado a un intervao de edades (x3,X2)
y de duracion de lainvaidez de (Z3,2,).

N(x,2): NUmero de trandciones asociado a un intervao de edades (X3,Xo)
y de duracion de lainvaidez de (Z3,2,).

IT(x,2): Intensdad de trandcion edimada para la edad x y duracion de
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Métodos de gjuste

E(x,2):

DEV(x,2):

eX,2):

CAE(x,2)

invalidez z

NUmero de transciones asociado a un intervalo de edades (x,x2) Y
de duracion delainvdidez de (Z,2,).

Diferencia entre € nimero red y esperado de trangciones para €
intervdo de edades (X3,X;) y de la duracion de la invaidez de
(Z1,2,). Se obtiene como N(x,2 - E(x2).

Diferencia relativa para d intervdo de edades (X1,X2) y de la
duracion de la invdidez de (Z4,Z,). Se obtiene como
DEV(x,2)/DS(X,2).

Relacion porcentud del cociente N(x,2)/E(x,2).

Vaor de lafuncion objetivo.

Estimacion por méxima ver osimilitud con hipétesis de distribucién Poisson

Dadas las peculiares carecteridicas de la edimacion, adoptamos como moddo de

funcion de guste la expresion propuestapor € C.M.1.B. (1991).

m,=m.,,=(a+b-@+q-Max(4- 52.152,0)WZ - (¥ - 50))- e

donde,

N
Y_,
T

y

y+z-5 sz>5

) i z s z£1
Sz£5S i _
Z=il+s-(z-1) sil<z£5
1 1+4.s sz>5



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

L os resultados d canzados son los Siguientes:

a = 5105780 (1.1389)

b=-2.686334 (0.16%4)
¢ = 4914000 (0.0954)
§ = 141934 (0.13038)

§ =0.36235000 (0.02360)

A nivd individud los vdores de los paameros son edtadidicamente sgnificativos
porque sUs desviaciones esténdar son pequefies en relacion a los vaores etimados. A
continuacion, recogemos los vdores de las intensdades de trandcidon que en este cao
dependerdn tanto de la edad de invaidacion como de su duracion.

VALCRES DE LAS | NTENSI DADES DE TRANSI A ON DE REACTI VAO ON

IR EEE SRS EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEESEEEEEEEEEEEEEE]

z 20 30 40 50 60
semanas
1 55. 570 45. 667 35. 763 25. 860 15. 956
2 42. 652 34. 938 27. 224 19. 510 11.795
3 30. 107 25. 310 20.513 15.716 10. 919
4 18. 821 16. 913 15. 005 13. 097 11.189
5 16. 604 14. 788 12.971 11. 154 9. 338
6 14. 810 13. 089 11. 368 9. 647 7.926
7 13. 321 11. 695 10. 068 8.441 6. 815
8 12. 062 10. 526 8.991 7. 455 5.919
9 10. 982 9. 533 8. 083 6. 634 5.184
10 10. 045 8.677 7.308 5.940 4,572
11 9. 224 7.932 6. 640 5. 348 4, 056
12 8. 499 7.279 6. 058 4,838 3.617
13 7. 855 6. 702 5. 548 4,394 3. 240
14 7.280 6. 188 5. 097 4. 005 2.914
15 6. 763 5.730 4. 696 3.663 2.630
20 4,818 4,024 3.231 2.437 1. 643
25 3.561 2.941 2.321 1.702 1.082
30 2.702 2.211 1.721 1. 230 . 739
35 2.092 1. 699 1. 306 . 912 . 519
40 1. 646 1. 328 1. 009 . 691 . 373
afios
1 . 967 . 769 . 572 . 375 . 178
2 . 469 . 367 . 266 . 165 . 064
3 . 247 . 192 . 136 . 080 . 025
4 . 138 . 106 . 074 . 042 . 010
5 . 081 . 062 . 043 . 023 . 004



Métodos de gjuste

Dd anterior cuadro observamos que la intensdad de reactivacion decrece fuertemente
con respecto a la duracion de la invdidez. En rdacion a la edad, € decrecimiento

resultamenosintenso.

A dfectos de poder plantear los contrastes de la estimacion agrupamos la informacion
por grupos de edades e interva os de duracion de invdidez.

X\ X% Z Z, RX1z) AX,2z) E(x, z) DEV(X, z) e(x,2z) CAE( X, z)

20 29 1 2 3899 495 477.2 17.8 .8 103.7
30 34 1 2 3833 422 401.1 20.9 1.0 105. 2
35 39 1 2 3757 342 348.7 -6.7 -.4 98.1
40 44 1 2 4212 309 335.9 -26.9 -1.5 92.0
45 49 1 2 5003 327 339.8 -12.8 -7 96. 2
50 54 1 2 6240 313 346.9 -33.9 -1.8 90. 2
55 59 1 2 4905 215 212.2 2.8 .2 101. 3
60 64 1 2 4699 168 153.5 14.5 1.2 109.5
20 29 2 3 1820 157 165.0 -8.0 -.6 95.2
30 34 2 3 1860 149 145. 6 3.4 .3 102. 4
35 39 2 3 2128 150 149.0 1.0 .1 100. 7
40 44 2 3 2535 168 154. 4 13.6 1.1 108. 8
45 49 2 3 3239 166 170.6 -4.6 -.4 97.3
50 54 2 3 4303 203 189.6 13.4 1.0 107.0
55 59 2 3 3626 127 128.7 -1.7 -.1 98.7
60 64 2 3 3655 114 102.7 11.3 1.1 111.0
20 29 3 4 1038 57 64.3 -7.3 -.9 88.6
30 34 3 4 1161 71 64. 3 6.7 .8 110.4
35 39 3 4 1383 65 70.5 -5.5 -7 92.1
40 44 3 4 1716 73 79.2 -6.2 -7 92.1
45 49 3 4 2382 97 99. 6 -2.6 -.3 97.4
50 54 3 4 3292 107 122.6 -15.6 -1.4 87.3
55 59 3 4 2935 83 95.9 -12.9 -1.3 86.5
60 64 3 4 3007 75 86.5 -11.5 -1.2 86.7
20 29 4 5 695 37 31.8 5.2 .9 116.3
30 34 4 5 762 38 32.1 5.9 1.0 118.5
35 39 4 5 995 43 39.5 3.5 .6 109.0
40 44 4 5 1259 41 46.5 -5.5 -.8 88.1
45 49 4 5 1807 65 62. 3 2.7 .3 104.3
50 54 4 5 2611 70 83.4 -13.4 -1.5 83.9
55 59 4 5 2339 77 68. 8 8.2 1.0 112.0
60 64 4 5 2537 57 69.0 -12.0 -1.4 82.6
20 29 5 6 504 22 20.4 1.6 .4 107.9
30 34 5 6 525 26 19.4 6.6 1.5 133.9
35 39 5 6 783 19 27.1 -8.1 -1.6 70.0
40 44 5 6 1003 33 32.2 .8 .1 102. 6
45 49 5 6 1429 52 42.5 9.5 1.5 122. 3
50 54 5 6 2186 51 59. 8 -8.8 -1.1 85.3
55 59 5 6 1965 42 49.0 -7.0 -1.0 85.8
60 64 5 6 2219 41 50.7 -9.7 -1.4 80.9
20 29 6 7 389 12 14.1 -2.1 -.5 85.4
30 34 6 7 399 14 13.1 .9 .2 106.9
35 39 6 7 645 26 19.8 6.2 1.4 131.6
40 44 6 7 811 22 22.9 -.9 -.2 96. 2

B
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45
50
55
60
20
30
35
40
45
50
55
60
20
30
35
40
45
50
55
60
20
30
35
40
45
50
55
60
20
30
35
40
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50
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20
30
35
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20
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20
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35
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60

49
54
59
64
29
34
39
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49
54
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39
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Tot

1310
1790
2643
3319
4480
5056
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5033
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2590
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

Los tests correspondientes arrojan |os siguientes resultados.

ESTIMMCOON DE LA |.T.

R R o Sk R R R R R R R R o o ok R R R Rk

L= 10940. 42420

TEST DE LGS SI GNCB

kkkhkkkhkkkkhkkkhkkhkhkkhkkk%x

N§ DE (+): 80
Ng DE (-): 77

PRCB(+) = . 6252

TEST DE LAS RACHAS

khkkkkhkkhkkhkhkhhkkhhkkhkkx*k

N§ DE RACHAS. 75
PROB( RACHAS) = . 2622

TEST DE CH - CUADRADO

khkkkkhkkkhkkhkkhkkhkkdkkhkkhx*%

ESTAD STI GO 195. 6979
GRADCS DE LI BERTAD 152

PRCB(X"2) = . 0097

Estimacion por maxima verosmilitud con hipétesis de normalidad

Los resultados son sumamente Smilares.



Métodos de gjuste

ESTIMOCNDE LAI.T

khkkkkhkkkhkkhkhkhhkhkhhkkhhkkhhkkhkkhhkkhhhhhkhhkrhkrkdx*

L= -15427.92342

TEST DE LGS SI G\NCB

hhkkhkkhhkkhhkhkhhkkhhdhdhhkr*k

N§ DE (+): 80
Ng DE (-): 77

PRCB(+) = . 6252

TEST DE LAS RACHAS

kkkkhkkhkkhkhkhkkhkhkkkkhkhkhkhkxx

N§ DE RACHAS: 75
PROB( RACHAS) = . 2622

TEST DE CH - CUADRADO

khkkkkhkkhkkhkkkhkkhkkhkhkhkkhkkrk*x*x

ESTADI STICQ 196. 5832
GRADCS [E LI BERTAD 152
PROB(X"2) = . 0087

Estimacion por minimos cuadrados or dinarios

a = 5106123
b= -262121
¢ = 490101
§ = 142464
§= 035012



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

ESTIMMOCONDE LA I.T.

khkkkkhkkkhkkhkhkhhkhkhhkkhhkkhhkkhkkhhkkhhhhhkhhkrhkrkdx*

L= 201. 33460

TEST DE LGS Sl G\CB

khkkhkkkhhkhkkhkkhhkkdkhkhhkdkhk

N§ DE (+): 80
Ng DE (-): 77

PROB( +) = . 6252

TEST DE LAS RACHAS

khkkkkhkkhkhkkkhkkhkhkkkkhkhkkkkxkx

N§ DE RACHAS: 75
PROB( RACHAS) = . 2622

TEST DE CH - CUADRADO

khkkhkkkkhkkhkkhkkhkkhkkkdkhkkrkkkx

ESTADI STICQ  191. 7156
@RADCS DE LI BERTAD 152

PROB( X"2) = . 0161

Estimacion por maxima veroamilitud a través de polinomios fraccionados

En busca de una funcion de guse més sencilla y fédil de deducir, Renshaw, AE. y
Haberman, S. (1995) proponen la utilizacion de polinomios fraccionedos obteniendo
los Sguientes resultados.

m,=m, = @bty rh b Nz y ey (6)
b, = 6.0006 (0.015)

b, = -0.04076560 (0.003469)

b, = 0.05844790 (0.01050)

b, = -1.1544460 (0.1083)

~

b, = -0.00087408 (0.0002436)

b, = 0.0079660 (0.002261)



Métodos de gjuste

ESTIMMOONDE LA 1. T.

kkkhkkkkhkkhkkhkkkhkhhkkhhkhkkhkhhkkhhkdhkhkhhkhhkhhhkhhkkhkkkx*x

L= 10903. 77659

TEST DE LGS SI GNGB

kkhkkkhkkhkkhkhkhkkhkhkkkkhkhkhkhkxx

N§ DE (+): 78
Ng CE (-): 77

PROB(+)= .5638
TEST DE LAS RACHAS

R Rk S R S R kR

N§ DE RACHAS: 70
PROB( RACHAS) = . 0987

TEST DE CH - CUADRADO

khkkkkhkkkhkkhkhkkhkkkhkkkhkhkkkkhkkx%x

ESTAD STI QO 287. 4925
QRADCS [CE LI BERTAD 149
PROB( X*2) = . 0000

Nosotros hemos propuesto un polinomio fraccionado que tiene una forma disinta cuyos
paametros igudmente hemos obtenido por maximizacdon de la  veroamilitud.
Seguidamente, recogemos | os resultados.

rTl( :nl’ :eb0+tl'y+bg-2+b3-20'62+b4.y.z+b5_y_zo.62 (7)
b, = 541160900 (0.0964)
b, =-0.04076560 (0.0021)

b, = 005844790 (0.00739)

b, = -1.1544460 (0.0452)

b, = -0.00087408 (0.0002)

A

b, = 00079660 (0.0011)



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

Seguidamente, recogemos los vdores de las intensdades de transcion a que da lugar la

anterior estimacion.

Z 20 30 40 50 60
senanas
1 62. 226 45, 541 33. 330 24. 393 17. 852
2 46. 096 34. 039 25.135 18. 561 13. 706
3 36. 474 27.102 20. 138 14. 964 11. 119
4 29. 921 22.339 16. 678 12. 452 9. 296
5 25. 140 18. 840 14. 119 10. 581 7.929
6 21. 494 16. 157 12. 146 9.130 6. 863
7 18. 628 14. 038 10. 579 7.972 6. 007
8 16. 321 12. 324 9. 307 7.028 5. 307
9 14. 430 10. 915 8. 256 6. 245 4,723
10 12. 857 9.738 7.376 5. 587 4,231
11 11. 531 8. 744 6. 630 5.027 3.812
12 10. 403 7. 895 5.991 4,547 3.451
13 9.434 7.164 5. 440 4,131 3.137
14 8. 595 6. 530 4,961 3.769 2. 863
15 7.863 5.975 4. 541 3.451 2.622
20 5. 303 4. 027 3.058 2.322 1.764
25 3.817 2. 888 2.186 1. 654 1.252
30 2. 880 2.168 1.632 1. 229 . 925
35 2.254 1. 685 1. 260 . 942 . 704
40 1.818 1. 348 1. 000 . 742 . 550
afios
1 1.190 . 863 . 625 . 453 . 328
2 . 463 . 293 . 185 .117 .074
3 . 386 . 206 . 110 . 059 .031
4 . 490 . 217 . 097 . 043 . 019
5 . 820 . 299 . 109 . 040 .014

Para proceder a su pogerior contrestacion, agrupamos la informacion muesrd en €
sguiente cuadro de edades.

QUADRO ESTADI STI GO PR GRUPCS DE EDADES

LR EEE SRS EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE S

20 29 1 2 3899 495 484.6 10.4 .5 102.1
30 34 1 2 3833 422 381.9 40.1 2.1 110.5
35 39 1 2 3757 342 323.0 19.0 1.1 105.9
40 44 1 2 4212 309 307.7 1.3 .1 100. 4
45 49 1 2 5003 327 315.3 11.7 .7 103.7
50 54 1 2 6240 313 337.3 -24.3 -1.3 92.8
55 59 1 2 4905 215 227. 4 -12. 4 -.8 94.5



Métodos de gjuste
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados
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Métodos de gjuste

60 64 26 30 4233 14 11.6 2.4 7 120.9
2029 30 39 2062 14 11.3 2.7 .8 124. 3
30 34 30 39 2594 15 11.5 3.5 1.0 130.4
3539 30 39 4023 18 15.5 2.5 6 116.0
40 44 30 39 5965 20 19.7 .3 1 101. 4
45 49 30 39 8286 25 23.8 1.2 2 104. 8
50 54 30 39 10341 21 25.7 -4.7 -.9 81.6
5559 30 39 11843 17 25.5 -8.5 -1.7 66.7
60 64 30 39 10934 12 20.8 -8.8 -1.9 57.7
2029 39 52 2230 3 7.7 -4.7 -1.7 38.9
30 34 39 52 2814 9 7.8 1.2 .4 115.4
3539 39 52 4630 17 11.1 5.9 1.8 153.7
40 44 39 52 7763 10 15.7 -5.7 -1.4 63.5
45 49 39 52 8987 17 15.7 1.3 .3 108.1
50 54 39 52 12872 15 19.3 -4.3 -1.0 77.8
5559 39 52 16098 9 20.7 -11.7 -2.6 43.5
60 64 39 52 13969 7 15.7 -8.7 -2.2 44.6
20 29 52 126 5012 16 7.3 8.7 3.2 218.2
30 34 52 126 6518 13 7.2 5.8 2.1 179.8
3539 52 126 11016 24 10. 2 13.8 4.3 236. 3
40 44 52 126 21781 18 16. 4 1.6 .4 109.9
45 49 52 126 25294 28 15.8 12.2 3.1 177.1
50 54 52 126 38879 25 20.1 4.9 1.1 124.7
55 59 52 126 58823 12 25.0 -13.0 -2.6 47.9
60 64 52 126 40671 15 14.7 .3 .1 102.3
20 34 126 572 19117 8 14.5 -6.5 -1.7 55.1
35 44 126 572 25051 3 6.6 -3.6 -1.4 45.3
45 49 126 572 65216 7 9.7 -2.7 -.9 72.3
50 54 126 572 69165 12 6.8 5.2 2.0 175.5
55 59 126 572 120962 8 8.0 .0 0 100. 4
60 64 126 572 178390 11 8.3 2.7 9 132.7

Tot 1086614 7571  7557.1 13.9 100.0

A patir dd anterior cuadro efectuamos los contrastes de hipdtess que arrojan los

gguientes valores.

ESTIMOCNDE LA 1. T.

khkkkkhkkkhkkkhkhkhkhkhkkhkhkkhhkhhkkhkhhkhhkhkhhkhhkrhkrkdx*

L= 10912. 66285

TEST DE LG5 SIG\CB

R Rk R S R ok

Ng DE (+): 79
Ne DE (-): 79

PROB(+)= .5317



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

TEST DE LAS RACHAS

khkkkkkkhkkkhkkkhkkkhkhkkx*k

Ng DE RACHAS. 67
PROB( RACHAS) = . 0228

TEST DE CH - CUADRADO

khkkkkhkkhkkhhkkhhkhhkrhkrhkhhkx*x

ESTADI STI GO 254. 3912
GRADCS DE LI BERTAD 152
PROB( X2) = . 0001

Conclusiones

Los principaes comentarios aredlizar son los Sguientes.

En genead, todas esimaciones verifican los tests de rachas y de los signos. El
edadigico Chicuadrado proporciona un vdor badante dto con una
probabilidad de sgnificacion que no dcanza d 5%. Achacamos @ vdor tan
dto dcanzado por € esadisico de Chi-cuadrado a errores de la informacion
muestrd disponible.

Lo anterior no sgnifica que las edimaciones no sean aceptables, pues S e
verifica d reso de los teds y d coeficiente dd CAE(x,2) ostila principamente
entre d 75% y d 125%, podemos eceptar la egtimacion (Forfair, D.O.
(1988)).

La estimacion basada en la funcion de guste adoptada por € CM.I.B. es la
gue mayor bondad de guste. Su suavizado es muy aceptable pues Unicamente
presenta dgin compartamiento irregular en los tramos superiores de edades |,
coincidiendo con periodos cortos de invdidacion. Citamos como principa

inconveniente la dificultad de su expreson.

Con d objeto de encontrar una funcion de guse més senclla hemos
desarrollado una propuesta de edtimacion basada en un polinomio fraccionado.
Los resultados obtenidos megoran los dcanzados por Renshaw, AE. y
Haberman, S. (1995), td como reflgan d nivd de veosmilitud y d
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Métodos de gjuste

edadigtico de Chi-Cuadrado conseguidos. Como, ademds, d coeficiente
CAE(x,2 en la mayor parte de los casos toma vaores aceptables, podemos dar

esta estimacion como satisfactoria.

Resumiendo, la estimacion que mgor guste y suavidad presente es la basada
en la funcion propuesta por  C.M.I.B. Nuestra propuesta de guste basada en
una funcidn mé dmple come es un polinomio fraccionado, aroja unos
resultados razonablemente satisfactorios
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Capitulo4

Céalculodelasprobabilidadesdetransicion

Este capitulo tiene como finalidad explicar como obtener las probabilidades
de transicion asociadas a un proceso estocastico continuo a partir de la

estimacion de las correspondientes intensidades de transicion.

Las probabilidades temporales de transicion de un proceso estocastico
discreto no las trataremos puesto que pueden conocerse facilmente
sustituyendo iterativamente las probabilidades anuales estimadas en su

ecuacion general.

Dexcribiremos dos formas de obtener las probabilidades de transicion de
un proceso estocastico continuo: de forma exacta a partir de la aceptacion
de ciertas hipétesis y de forma aproximada por aplicacién de algoritmos

numéricos.



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con miltiples estados

1 Introduccion

La ecuacion generd de un procesd 0 semiprocesn etocastico continuo relaciona las
intenddades de trandcion con las probabilidades de transicion correspondientes. Por
tanto, su resolucion proporciona los vaores de las probabilidades de trandcion. Las
caacteriticas de la operacion con muitiples estados condicionan la complgidad de la
resolucion.

En ede capitulo describiremos dos formas de obtener las probabilidades de transcion

de generd aplicacion a cudquier operacion con maltiples estados:

Obtencion de forma exacta de las probabilidedes de transgcion a patir de la
aceptacion de unas determinadas hipdtesis restrictivas.

Obtencion  gproximada de las probabilidades de trandcion a patir de la

golicacion de dgoritmos numéricos.

Desarrollaremos ambos erfoque para € caso de un proceso estocagtico de Markov
continuo en € tiempo. En € caso de un semiproceso estocéastico de Markov continuo la
obtencion de un procedimiento generdizado sia condderablemente més complga
(Scott, W.F. (1995) y (1996)).

2 Métodosexactos
En este epigrafe desarrollaremos varias propuestas orientadas a la obtencion exacta de

las probabilidades de trandcion. Paa dlo, asumiremos deleminadas  hipltesis
concernientes alas funciones (probabilidades e intensidades) de trandicidn
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Cdculo de las probabilidades de transicion

2.1 Intensdad detransicion constante
Asumimos nf(t)=nj paa todo t y para toda transicion E ® E,. Edta hipdtess
conduce d conocido proceso estocédtico de Markov homogéneo:

PI‘(S(X + t) =j /S(X) - i) = p

Como resultado de la anterior definicion, las marices de probabilidades e intensdades
de transicion no dependen de laedad x.

L T "
P(t) _ Gt SR « O
=¢ N
é/t pnl i pb2 U pnnjﬂ
gm“ m' m”" &
L Gnf L i
= ¢ i
St nf? i

En los trabgos de Jones, B.L. (1993), Cox, D. et al. (1965), lamatriz P(t) Se obtiene,

previa diagondizacion de E, através delasiguiente expresion:

P(t)=A-&”-A"

Donde D es una matriz diagond que recoge los vadores propios y A una mariz que
recoge por columna los vectores propios de la matriz E. De esta forma, € cdculo de las
probabilidades de transicion se reduce a cacular los vaores y vectores propios de E. El
inconveniente que tiene este méodo es que la hipdtess de homogeneidad en que s basa
au gplicacion es actuarid mente incons stente.
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con miltiples estados

2.2 Intendgdad detranscion definida a tramos constantes

El trabgo de Jones, B.L. (1993) conserva la hipdtess de no-homogeneidad en d
tiempo d definir la intensided de trangcion como una funcion escdonada definida a
tramos de intenddad condante Como resultado, obtendremos una  propuesta
actuariamente mucho més coherente que la anterior.

Sea wn intevao tempord [0, t] dvidido en m subintervalos, [t ,,t ], sendo t,, <t,,
k=1--, m dondet,=0yt =t,

m

L, t] = Ut t]

k=1

La intensdad de transcion entre dos edtados cudesquiera E;, E; es condtante en cada

uno delosintervaos [t,. 4, ti ]

"t <t<te ol =

Representamos |a. correspondiente matriz de intensidades de transicion como E). Sea
P(t) la matriz que recoge las probabilidades de transicion de tempordidad t en d

intervelo  [t,,, t,]. Podemos deteminar sus vaores siguiendo €  procedimiento
descrito en d anterior subepigrafe.

A través de la ecuacion de ChapmanKolmogorov y poderior suditucion de la anterior

expresion, llegamos a una expresion recurrente que nos permite obtener P, (t).
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Sendo D™ |a matriz diagond correspondiente d intervao [tm_l, tm] = [tm_l, t] que
recoge en la diagond principad los vaores propios y A 13 correspondiente metriz de

vectores propios.

2.3 Intensdad detrandcion continua

Ege enfoque debido a Wolthuis, H. (1994) permite obtener las probabilidades de
trandcion, suponiendo las intenddades de trandcidn continuas en todo € intervao
condderado, a patir de las correspondientes probabilidades de transicion en n etapas,
L P S k=1, secumple:

t

B pi)g',(o) =d, _e'Q”](Z)dz

S k 3 1 sevaerifican las Sguientes relaciones recurrentes:

(P & Gl B, o
P= 8 j(‘élw Px M - Py - AW
siendo
R e-d e
It pE = e_dm(W)dW

Las probabilidedes de trandcion s pueden expresr como suma de las infinitas

probabilidades de transicion en n etgpas.

. +¥ L.
nPy = é It pg’(k)

k=0
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3 Mé&odos numéricos.

Exigen méodos dasicos de agoroximacion de ecuaciones diferencides que podemos
aplicar d dgema de ecuaciones diferencides de Chgpman-Kdmogorov: méodo de
Picard, desarrallo por serie de Taylor, método de Euler o d méodo de Runge-Kutta.

Alterndtivamente, disponemos de otros méodos numéricos cuyo ambito de gplicacion
s* limta d de una operacién actuaid con mlltiples estados.  Seguidamente
desarrollamos estos Ultimos.

3.1 Méodo numérico basado en € teorema del valor medio

Eda propueta desarrollada por Waters, H.R. (1984) esti basada en la agplicacion dd
teorema dd vador medio. Detacamos su golicdbilidad tanto a procesos como
semiprocesos estocadticos. Recordamos la formulacion del teoremadd vaor medio:

f(x+h) = f(x) + h xf'(x+c), OE£c£h

Para aplicar este méodo redizaremos una paticion de la tempordidad de las
probabilidedes de trangcdon en subintevaos de amplitud h. Iguadmente, supondremos
conocidos los vaores inicides de todas las probabilidedes de transcion. Por aplicacion
dd teorema dd vador medio, obtenemos la Sguiente expreson de cada una de las
probabilidades de transicion:

aj (/u pl)!)

i
mbPx = /op
du QI m

Como desconocemoas apriori € vaor de m redlizamos la Sguiente gproximacion.

OC v

) h € o)
nPy @p) + = g z
2 g G0
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Tomamos la ddfinicion de las probabilidedes de transcdon dada por las ecuaciones

diferencides de Chapman-Kolmogorov.
d i .
J/(;t&) a. It px >¢r!<+t - /tp;xn]ﬁt
ktj

Sudtituimos esta Ultima relacion en la expreson (1).

ij ij 4 h . i sem h X ij
Py @ P + 35 a P pl x5 e Xl - op) xmy

1 ktj

Repetimos @ anterior procedimiento con todas probabilidades de transcion, obteniendo
como resultado un sSdema lined compatible determinado. Iterdtivamente  iremos
cdculando d resto de las probabilidedes de trandgcidn de la misma forma

3.2 Método numérico basado en la integracién por producto

Ese méodo propone la obtencion agproximada de la mariz P (t) a partir de las
meatrices de intensdad de trangcion de cada uno de los subintervaos que resultan de
una paticion de la tempordidad [O, t]. Suponemos que la misma eda dividida en m
subintervalos, [t, ;, t ] t., <t k=1 -, mdondet, =0 y t, =

[0’ t] = U[tk-11 tk]
k=1
Representamos la amplitud maxima de |os subintervalos como sigue:

d = max{(tk - tk-l)}

1£KEm

Cuanto més pequeiia sea d meor resultard la goroximacion. Como hipdtesis adiciond,
condderamos que las intenddades de transicidn permanecen congtantes en cada uno de
los subintervalos, obteniéndose su vdor como semisuma de las intensdades de

trandcion de los extremos.

T [ ] o) = m (o) + " (6

2
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Podemos expresar P, (t) a través de la dguiente expresdn propuesta por |osifescu, et

al. (1973).

_ gt i .. (2)
Px(t)_ I +aQ QQ Ex+tk"'Ex+tldtk"'dtl

/e
’r—#
=
o

La expreson (2) resulta poco operdiva por la complgidad que representa € cdculo de
la anterior integra multiple. Unicamente podemos obtener su vaor bgo determinadas
hipdtess muy redrictivas como la de suponer que la intenddad de transcion se
mantiene congtante durante todo latemporaidad.

Dexde un punto de vida actuarid, esta hipdtess resulta més coherente, 9 relgamos su
aplicacion alos subintervalos resuitantes dela particion [t, ;, t, |-

2 n
Px+tk,1(tk -t 1) @l "Exm x(tk' tk—l) + Eiﬁk w Tt Egm w
| |

(tk - tk—l)k (3)

3 .
Px+tk,1(tk - 1:k—l) @l + a E>I<(+Tk ’ K
k=1

Por gplicacion genedizada de la ecuacion de Chgpoman-Komogorov, podemos
expresar mariciamente, P, (t), como productorio de las matrices de transicion de los

subintervalos indluidos en [0, ].

2 4

Sudituyendo la expresion (3) en la (4) podemos obtener una expreson que permite
cdcular lamatriz de transicion objeto de cdculo.

A 8 . - k 5
P,(1) @OaEI3 +a = - te)

k=1 1 k!

QO
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Johansen, S. obtiene por smplificacion y gproximacion de la expresidn (5) la sguiente

formulade cculo de P, (t) que facilita muy noteblemente su caculo.

R (1) @5 B (- 1) ©)

Alterndivamente, Moéller C.M. (1992) propone un desarollo de Taylor de segundo
orden de lamatriz (3).

. a?, +E, 0 )
Tx+tk_1(tk' tk—l) =1 + E::ﬂb1 '(tk - tk—1)+§ L > t“%-(’[k - tk,l)2

Moler C.M. (1992) sudituye la expreson (7) en la expreson (4) obteniendo la
siguiente expresion aproximadade P, (t) que mejoralaexpresion (6).

P(t) @O T.. (t - tes)

A
k=

iy

) @D 1 +ES, -, - t,)+

k=1
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Capitulo5

Aplicacion alavaloracion financier o-actuarial

En este capitulo explicaremos como valorar financiero-actuarialmente una
operacion con multiples estados, modelizada a través de alguno de los
procesos estocasticos tratados con anterioridad. La notacion vectorial de
las rentas y la notacion matricial de los seguros que aplicaremos, facilitara

y agilizara el célculo actuarial.

Valoraremos las operaciones actuariales de rentas y seguros mas comunes

en la préactica aseguradora. La valoraciéon del resto de operaciones sera
anéloga.

Definiremos reserva matematica y describiremos su dindmica mediante la
ecuacion diferencial de Thiele. Finalmente, valoraremos estocasticamente,
de acuerdo a sus probabilidades de transicion, una operacion aseguradora
cualquiera. Para dlo, definiremos y calcularemos las funciones de pérdida

agregada y anual.



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

1 Introduccion

En la teds adoptanos una edructura financiera determinista, asumiendo un régimen
exponencid de interés compuesto, caracterizado por una tasa indantanea de interés d
cuyo tanto efectivo anud de interés equivaente o representamos comol, . Indicamos €
factor financiero de descuento para un periodo de t afios de la Sguiente forma

Vi=(@+1)t =

Asumiremos las siguientes hipdtesis adiciondes:

Inicidmente, el asegurado tieneedad x y se encuentraen € estado E,

- Las rentas y los seguros son diferidos y tempordes, sendo d y m su
diferimiento y temporalidad correspondientes.

- Lasrentasdiscretastienen una periodicidad anudl.
- Lascuantias delas rentasy los seguros las suponemos variables en d tiempo.

- Las rentas discretas pueden ser vencidas o anticipadas. Los seguros discretos

resultan pagaderos d find del afo de ocurrenciadd evento asegurado.

2 Operacionesdiscretas

Las operaciones discretas pueden definirse mediante un proceso estocédtico discreto o
continuo en d tiempo. Para un asegurado, inicidmente de edad x y estado E,

definimos las S guientes funciones econdmicas:

- bj(t): Término delarentaen e estedo E; correspondiente a afio t-esmo.
c¢’(t): Cuantia del seguro asociada a la transicién E; ® E,,Sendo j k, dd

anot-ésmo.
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2.1 Valoracion derentasactuariales

Los vaores actudes actuarides de las rentas anticipadas y vencidas, con tempordidad
m y diferimiento d, asociados a la pemanencia en un determinado estado EJ.T E, s

obtienen de lasguiente forma:

. d+m-1 .
d/mva)l = g b'{t+1)- wpy -V
t=d
L dgm y
d/mva) =  b/(t) - ,,p) - V'
t=d+1

Recogemos en sendos vectores, los vaores actudes actuarides de las diferentes rentas

gue podemos definir.

d+m-
dmva, =(d/mva, ... d/mwa) = & m (1) Blt+1)-v
t=d
d+m
dimva, = (d/mval, ... d/mva")= § mi(t)- B(t) V'
t=d+1

Donde la mariz B(t) recoge en su diagond prindipd los términos de la renta

correspondientes a afio t-ésmo.
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2.2 Valoracion de seguros

La vdoracion de los seguros dependerd de la naturdeza del proceso estocéstico con €

gue modelicemos la operacion con multiples estados.

2.2.1 Valoracion de seguros en procesos estocasticos discr etos

Dada la naturdeza discreta del proceso estocadtico, Unicamente consderaremos una
posble trandcion por afio. El vaor actud actuarid de un seguro, con tempordidad m y
diferimiento d, pectado por un asegurado de edad X, inicdadmente en € edado E,,

pagadero d find de afio de ocurrenciade latransicion E; ® E, se define como siguer

d+m-1 B .
d/mVA = é. c(t+1) - ey - phi - VT

t=d

Agrupamos los seguros asociados a las didintas trandciones posbles en la matriz
d/m VA, . Eda se caracteriza porque los dementos de su diagond principa oman vaor

0 pues no indican ningln cambio de estado.

8
o

d/mVA™ o

d/mVA, =
d/mvA™ .. 0

MD+O O O

o
Podemos congiruir estametriz a partir de la Sguiente expresion.

& (1)

Donde la matriz C(t) recoge las cuantias de los seguros del afio t-ésimo. La makriz
M (t) es una matriz diagond cuyos dementos de la diagond principal coinciden con las
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componentes del vector de estado de la Cadena de Makov, m.(t). B smboo A
representa € producto de Kronecker o de demento a edemento de dos matrices ded

mismo orden.
@ 0 c"(t)s % pL 09
c(t)=¢ ... . * M. (t)=¢ .. T
ett) . 0 g &0 P
Demostracion de (1)
¥
amt) Ct+1)AP,) v*=
t=0
B 0 o C(t+2)- P PO
= é c 0 -. Vt+1 =
0 gCnl(Hl) ) /tplxn ’ p:it 0 ;;
é% 0 V,leng
=¢ .. 0 +=VA,
S

2.2.2 Valoracion de seguros en procesos estocasticos continuos

Dada la naturdeza continua del proceso estocagtico considerado, puede producirse mas
de una trandgcion por afio. Cada una de dlas, da lugar & pago de un cgpitd que se hace
efectivo d find dd afio.
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Para un asegurado de edad x y edado E;, hdlamos d vaor actud actuariad de un seguro

de estas caracterigticas, con tempordidad m y difeimiento d, asociado a la transicidn
E, ® E, apartir delasguiente expreson.

. d+m1 .
d/mVAK = § c*(t+1) v - gk

t=d

0 equivaentemente,

d+m1 1 B X
d/mVA = g c*(t+1) v ey Pl - My - du

t=d

La matriz d/m VA, recoge a patir de la sguiente expreson los diferentes seguros cue
podemos definir.

d*bm-l t+1 P .. (2)
dmVA, = @ V- Ct+1)A g M(t+u) E.py - du
t=d
Demostracién de (2):
d4gn-1 Lod ..
a v -Clt+1)A gM(t+u) En, -du=
t=d
n 4 A i 0
¥ ga 0 c' (t +1)'Vt l'Q/u px1+t ' m§<n+t+u dug
= ag 0 =
= n +1 X in n N
t Ogc l(t -'-:I-)'Vt 1Q/t+u Py 'mxit+u du - 0 5
ge 0 .. d/mVA}"o
=¢ ... +=d/mVA,
i:nl -
g/mvA™ 0 4
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En un semiproceso estocadtico de markov continuo en d tiempo, la obtencion dd vaor
actud actuarid correspondiente es Smilar.

d+m-1
armva = o) vt
t=d
d/mVAL = & cH(t+) v § Grrubl - M, dud
m A(,z - a. c v QQ/t+u px,v mx+t+u,z+v uav

t=d

3 Operaciones continuasen d tiempo

Las operaciones definidas de forma continua en € tiempo requieren de la aplicacion de

un proceso estocastico continuo. Para un asegurado, inicidmente de edad x y edado E;,

definimos las S guientes funciones econdmicas.

- bj(t): Intensided de cuantia de la renta relativa d estado E; correspondiente a

ingante .

c’(t): Cuantia del seguro asociada a la transicion E; ® E,,sendo jt k, en

d indante t.

3.1 Valoracion derentas actuariales.

Una renta continua en un determinado estado EJ.T E resulta pagadera mientras

asegurado ocupe dicho estado. Adl, € vaor actud actuarid de una renta pagadera en €
edado E;, con tempordidad m y diferimiento d, se determina mediante la siguiente

expresion:

d/mva; = Q" bit) - .pl - Vi dt
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Recogemos en un solo vector los vaores actudes actuarides de diferentes estados a
partir de la Sguiente expreson.

‘d+m

d/m vax = (d/m\E‘i,..., d/m E‘x”)= q mi(t) B(D) - v dt

Donde la matriz B(t)es una matriz diagond cuyos eementos no nulos recogen las
intensidades de cuantia de |as diferentes rentas.

En un semiproceso Makoviano la expreson dd vdor actud actuaid no cambia
sustanciamente.

Jd+m

d/mvax: = ) b/(t)- Pl - vt dt dv

3.2 Valoracion de seguros

Un seguro continuo se caracteriza porque se paga en @ mismo ingante en que acontece
e evento asegurado. Para un asegurado de edad x y edado E,, € vdor actud actuarid
de un seguro de edtas caracteridticas, con tempordidad my diferimiento d, asociado a la

trandcion E; ® E,, seobtiene como sigue:

") ol - m

X+t

—i:jk

d/ m VA :6 vt dt
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Matriciamente, recogemos los vaores actuaes actuariaes de los diferentes seguros.

UmVA =" M) - (CH)AE,,) v -t @

dondelamatriz C(t) recoge las diferentes cuantias de los seguros en @ instante t.

@0 c"(t)o
C(t): C ... . i
&« (t) . 0 ,
Demostracion de (3):
§T MO COAEL) v at=
® 0 o M(R)v g plt - M e
\d+m(} - t
:Q (s: vee 0 vee =V dt =
S () v B v - o
2 0 .. d/mVA{"®
=¢ . .. T=dmVA,
§o|/mv_';”l 0o =
(%]

Laintroduccion de un semiproceso estocagtico no ofrece diferencias destacables.

d/mVAL = Q) Pl - M, v dt dw
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4 Calculodelaresrva matematica

Una vez definida la operacion, debemos imponer un criterio en base d cud determinar
las primas, dades las predaciones o, viceversa, en base d cud deeminar las
presteciones, fijadas las primes. Adoptamos como criterio actuarid, € principio de
equilibrio individud segin d cud paa cada contrao de seguro, les primas deben
determinarse de modo td que su vaor actuarid actud sea igud d vdor actuarid actud

de las prestaciones.

A fin de evitar que € asegurador deba antticipar € cose de las prestaciones, éste
previamente debe cobrar las primas. Las primas por § solas resultan insuficientes para
cubrir las prestaciones futuras. Por tal razon, € asegurador deberd proceder a condituir
un fondo a partir de las primas cobradas la reserva matemética o provison matemédtica
La resarva matemdica entendida de esta forma, expresa la deuda contraida por €
asegurador con € asegurado (Pittaco, E. et al. (1997))

La resarva puede definirse progpectivamente como la diferencia entre d vaor actuarid
de las prestaciones futuras y € de las primes pendientes De forma smilar, la eserva
mateméatica, cdculada de forma retrospectiva, puede entenderse como € vdor actud
acumulado de las primas cobradas menos d vdor actud acumulado de las prestaciones
pasadas devengadas (Wolthuis, H. 1994).

En una operacion actuarid, la reserva no es un fondo generado necesariamente a través
de un proceso financiero Sino que eta afectado por la historia del riesgo asegurado y su
deatoriedad. Por dlo, s la higoria no es suficientemente representativa, € cdculo de la
ressrva  retrospectiva puede esar digordonado. Para  evitar esta problemédica,
optaremos por cacular la reserva prospectivamente.

Para cdcular la resarva de forma progpectiva vamos a utilizar un méodo recurrente
propuesto por Wolthuis, H. (1994) que condge en cdcular las reservas mateméticas
sucesvamente hacia arés comenzando por la resava dd Ultimo afio. La principd
ventga que ofrece ese dgoritmo de cdculo de la resarva matemdica es su fédl y

eficiente implementacion informética
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La reserva de cada aflo se cdculad de forma prospectiva a patir de las primes,
prestaciones y reservas mateméicas dd afio Sguiente. Para un asegurado, inicidmente
deedad x y edado E, lareserva matematicaen € estado E; d final del afio tesmo se
obtendra de la sguiente forma:

res'(t) = & res*(t+1) - plf -v)+

k

+ 8 (0K +1) - pli -v)+ & (CH+1)- plk -v)- plE+1)
"k "KL
Donde pj(t+1) representa la prima del ao (t+1)-edmo en € estado E;. S larentay ©

seguro de la operacion son continuas, la expreson de la reserva mateméica queda
modificada

1 .
+ & a o(tru) ypl mi, vt dut

" K E" IlTkE x
+ 8 B+ pEe+u)- uplh v -

Donde p (t) representa la intensidad de cuantia de la prima en € indante t y estado
E, .

5 Ecuacion diferencial de Thide

Formulamos paa un asegurado, inicidmente de edad x y edtado E;, la ecuacion
diferencid de Thide (Wolthuis, H. 1994) en d indante t y estado E;, suponiendo un

proceso etocégtico de Markov continuo en € tiempo.
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dres(t)=d-resit) dt- 4 [c(t) + res‘(t) - res (t)] -my¥, - dt +

k=1

+ () o' ) - ot

S excduimos, por poco probable € pago de una prestacion de renta y cobro de una
pima d migano tiempo, smplificaemos la anterior expresdn, prescindiendo de
témino b'(t) del segundo sumando. De esta forma, s p ! (t) - dt > O entenderemos que

e asegurador ingresaprima, s p (t) . dt < 0 éste debe pagar prestacion derenta.

dresi(t)=d-res'(t)- dt - & [c*(t) + res(t) - res'(t)] -m¥ - dt+p’) - dt

k=1

Observamos que en caso de que se produzca la trandcidn E; ® E, , € asegurador debe

satisfacer ¢/*(t) y dotar la nueva reserva matemética, res(t). Por otro lado, la sdida

dd edado E; permite le recuperacion de la reserva condituida con anterioridad,

res'(t).

La cantided c'*(t) + res(t) - res'(t) que denominamos capitd de riesgo de la
trandcion E; ® E, representa e coste neto de esta transicion. Segln la ecuacion

diferencid de Thidle, la variacion de la resava maemdica res!(t) en un intervalo

infinitesmal [t, t +dt) esimputable alas siguientes causas

Interés generado por la capitalizacion de lareservamatemética res’ (t).

d-res'(t) - dt

Ingreso de la prima (pago de larenta) por permanecer en € estado E; .
p'(t)- dt
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Codge ngto delasdidadd estado E:

& ") + resi(t) - res'(0)] -t - ot

k=1

Laecuacion diferencid de Thidle se puede expresar como Sgue:

pi(t)-dt= [dresi(t) - dresi(t) o + S§ [c*() + rest(t) - resi(t)] -y, - ot
ex=1 u

La prima cobrada (renta pageda) reldtiva d edado E; en d intervalo [t, t +dt) puede
dividirse en dos componentes:

La prima de aworro que corresponde con € primer paéntess y que
representamoscomo p(t).

pl(t) -dt=dres'(t)- d-res'(t)- dt

La prima de riesgo que corresponde con € segundo paréntesis y la indicamaos

como p i(t).

7

pi(t) -dt = &8 [o¥€) + res () - res (1] -y, - o
u

=1

D

®

o

De etaforma, podemos expresar la ecuacion diferencia de Thiele dd siguiente modo:

p'(t) - dt = p(t) - dt + py(t) - cit
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De su definicion, deducdmos que la prima de riego es la componente de la prima
destinada a cubrir los capitdes de riesgo del periodo [t t +dt) asociados a cada

transicion.

En cambio, la prima de aorro condituye la componente de la prima detinada a
dimentr la resarva matemdtica, excluyendo los interesados generados en @ periodo

[t, t +dt) por capitalizacion de la reserva matemética anterior.

Como bien gpuntan Pittaco, E. et al. (1997), s pj(t) <0 la prima de riesgo y de
ahorro representan con signo menos las fuentes de financiacion de la renta pagada por €
asegurador.

El edudio de la ecuacidon diferencid de Thide resulta especidmente importante en €
andiss dd bendfico actuarid asociado a una operecion  de vida En edta linea de
investigacion merecen destacarse los trabgos llevados a cabo por Waters, H.R. (1990),
Wolthuis, H. (1994), Linnemann, P. (1993), Mdller, M.C. (1993), Milbrodt, H.
(1997).

6 Funcon depérdida agregada

Sea una operacion con mlltiples estados moddizada a través de un proceso estocadtico

de Makov continuo en la que los edados son 0 bien trangtivos fuetes o bien
absorbentes. La funcion de pérdida, L'(t), viene definida como d sddo entre las
prestaciones y las primas futures. La funcion L' (t) registra @ velor actuarid en t de las
pérdidas futuras de la operacion de un asegurado que se encuentra en € edtado E; entd

ingante.

En la condruccion de la funcion L (t) aumimos como hipdtess que la primera
trandcion del edado E; se producira en € indante t, sendo E, € nuevo estado

dcanzado después de dicha transcidon. Obviamente, los vaores tanto de t como E, son
destorios
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Consecuentemente, definiremos para un asegurado, inicidmente de edad x y estado E,

lafuncién de pérdida teniendo en cuenta los Sguientes eementos de vaoracion :

Las primas y prestaciones de renta devengadas durante la permanencia de
asegurado en € edado E; .

La predacion derivada de la trandcion E; ® E,, asi omo las prestaciones y

primas posteriores, recogidas en la reserva matemética res ¢ ).
El resultado de la anterior definicion es estafuncion:

U =8 v b')- o) )aste v o) + res )]

Donde € primer sumando indica d vaor en t de las primas y prestaciones durante la
pemanencia en E;. El segundo sumando representa la predacion derivada de la

trandcion E; ® E, juntamente con las prestaciones y primas poderiores, recogidas en

resk(t ) La funcion L (t) también s denomina funcion de pérdida agregada porque

tiene en cuenta la duracion entera de la operacion apartir del instante de vaoracion t:

En primer lugar conddera € periodo comprendido entre los indante t y t end
que asegurado permaneceen E; .

Pogteriormente trata € periodo resdud de la operacion, desde d indante t
hesta d find de la operacion.

Dada la destoriedad de t y E, la funcionL’ (t) puede definirse como una vaigble
dedtoria Td como queda demodrado en d trabgo de Pittaco, E. et al. (1997), su

esperanza matemética coincide con lareservamatemética res’ (t).

E(Lj (t)) = res' (t)
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Por lo que aafie d cdculo de la varianza de L' (t), conviene, antes de nada, proceder a

una descomposicion anud de la pédida agregada Con td fin, definiremos en d
sguiente epigrafe lafuncion de pérdidaanud.

7 Funcidn de pérdida anua

La funcion de pérdida anud correspondiente d afio t-ésmo y estado E;, que indicamos

como W(t), expresa @ vaor actud actuarid de los desembolsos menos los ingresos
dd periodo (t -1 t], incluyendo los cambios de la reserva matemética

Por smplicidad, trataremos € caso de un seguro de fdlecimiento a vida enterg
recogido en d trabgo de Pittaco, E. et al. (1997).

0 t <t-1

ires(t) - vt - res(t- 1) vt - dlp ~vdu t 3t

i
:
I
W(t):':[c-v‘-dlp-v“du-res(t-l)v” t-1£t £t
:
!
|'
!
i

Donde c representa la cuantia dd seguro de fdlecimiento, p la prima pagada por d
asegurado, res(t) la reserva matemdica en t en caso de supervivencia del asegurado.
Cada uno delostramos de lafuncién W(t) recoge un escenario distinto.

En @ primer caso, d fdlecimiento tiene lugar antes de aio té&imo. Por dlo,

durante e &fo (t - 1, t] no tiene lugar ningdn pago.

En d segundo caso, d falecimiento tiene lugar durante e afio (t- 1, t]. En

consecuencia, @ asegurador debe pagar la suma asegurada. Para hacer frente a
ese pago, dispone de la resarva matemdica congtituida a principio de afio y
de las primas abonadas por d asegurado durante laparte del afio que vive.
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En d (ltimo caso, & asegurado fallece después del afio (t- 1, t]. Por dlo, d
asegurador dispone, ademas de la reserva condtituida a principio de afio, de las
primes devengadas durante todo @ afio Con tdes recursos, debe financiar la

reserva de find de afio.

Wolthuis, H. (1994) demuedtra las siguientes las Sguientes relaciones.

8 TeoremadeHattendorff

El teorema de Hattendorff establece que la varianza de la pérdida agregada puede ser

cdculada como suma de las varianzas de las funciones de pérdida anud.

Var (U (0) = & Var (W ()

t=0

La consecuencia mas importante del teorema de Hattendorff es que € estudio dd riesgo
de una operacion actuarid vida se puede edtudiar desglosadamente en afios En €
esudio y generdizacion de teorema de Hatendorff destacan, entre otros Ramlau-
Hansen, H. (1988) y Norberg, R. (1992).
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Introduccion

El objetivo de eda tema es dbordar d tratamiento actuarid del riesgo de invdidez, tanto
permanente como tempord. Para dlo, en una primera pate ded tema ofreceremos una
viSon generd, explicando los principdes méodos de invalidez utilizados en la practica
actuarid tradiciond: méodo désco (centrado en d clculo de probabilidades de
trangcion), méodo de Manchester-Unity (besado en la frecuenca de invdidez) y 4
méodo de las tablas de persgtencia (fundamentado en @ cdculo de probabilidades que

conjuntamente e refieren alainvaidacion y aladuracion de lainvadidez pogerior).

Pogteriormente, desarrollaremos variass moddos de invaidez estocégticos centrados en
la obtencion de las correspondientes probabilidades de trandcion (enfoque désico).
Cada uno de dlos dependiendo de su naurdeza y complgidad, s inspirad en dguno
delos procesos y semiprocesos estocasticos de Markov vistosen  temal.

El tema, asl planteado, consta de 4 capitulos

El capitulo 6 tiene un daro caracter introductorio. En una primera pate  dd
mismo definiremos qué entendemos por invdidez e introdudremos la
problemédtica que representa su  aseguramiento.  Pogteriormente  describiremaos
los méodos de edudio de la invdidez mé difundidos méodo désico,
método de Manchester-Unity y método de las teblas de persstencia

El cgitulo 7 desarolla un moddo egtocadico de invaidez tempord (con
rectivacion) basado en la gplicacion de un semiproceso estocadtico de
Markov continuo en € tiempo. Enfocaremos su estudio a partir de la ecuacion
genad dd proceso estocadtico, que td como demostraremos, responde a un

sstema de ecuaciones integrodiferencid.

En d cgoitulo 8 veremos un moddo edocadico de invaidez permanente
condruido a patir de la gplicacidon de un proceso estocasico de Markov
continuo en € tiempo. Su ecuacion generd condituye un Ssema de
ecuaciones diferencides cuya solucidn nos permitird conocer de forma exacta

los vaores de |as probabilidades de transicion.
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En d capitulo 9 andizaremos un moddo estocadico que combina la invalidez
tempord con la permanente. Basamos su congtruccion en la agplicacion de un
proceso estocastico de Markov discreto en d tiempo con un split dd estado de
invdidez. De eda forma, podremos contemplar diferentes estedos de invaidez

segUn laduracion de lamisma
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Capitulo 6

Tratamiento actuarial

del riesgo deinvalidez

En este capitulo explicaremos y discutiremos la probleméatica que conlleva
el aseguramiento del riesgo de invalidez Analizaremos las principales
variables socioecondmicas que intervienen en suvaloracion y citaremos las
dificultades, tanto técnicas como administrativas que plantea su gestion.

Seguidamente, describiremos como se gesté € desarrollo de la ciencia
actuarial de la invalidez en Inglaterra y Europa central durante los siglos

XVII'y XX, coincidiendo con €l desarrollo del mutualismo.

La técnica actuarial de invalidez se ha ido perfeccionando con € tiempo,
dando lugar a la aparicion de tres model os de invalidez que se han aplicado
con caracter general durante € siglo XX: Méodo dasico, Méodo de
Manchester-Unity y Mé&odo de las tablas de persistencia. Explicaremos
cada uno de ellos.

Finalmente, haremos una mencién especial al tratamiento de la invalidez
dado en Espafia, describiendo su marco legal y citando las aportaciones en

el terreno actuarial mas relevantes.
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1. Introduccion

Las opeaciones aseguradoras de invdidez cubren d asegurado de  posbles
disminuciones de ingresos provenientes de una inhebilitacion labord dd  asegurado,
motivada por un accidente o enfermedad. Td como sefida Courant, ST. (1984), las
prestaciones de invdidez benefician ademéds del asegurado a su entorno familiar més

proximo.

La cobertura de la invaidez puede llevarse a cabo publicamente a través de la Segurided
Socid 0 bien de forma privada Idedmente, corresponde a la Seguridad socid asumir la
principd carga de la cobertura y a la inidativa privada complementar las prestaciones

publicas.

El riesgo de invdlidez, a diferencia dd riesgo de fdlecimiento, es un riesgo con gran
carga ubjetiva dado que su evduacion etd ujeta a agpreciaciones persondes de los
agentes e indituciones que intervienen en su cudificacion.

Marco legidativo.

El asegurador.

Las evauaciones y dictdmenes médicos.

Las decisones judicides.

Laactitud mord y predisposicidn de los mismos asegurados (riesgo por azar

mord).

Con € objeto de poder describir y comparar bgo una misma dptica, los principaes
moddos actuarides de invdidez, adoptamos una definicion genérica dd concepto de
invaidez que seaiigua mente aplicable en cuaquier caso.

Ad, entendemos por invdidez agudla contingencia por la que un trabgador,
dependiente 0 autonomo, resulta impoghilitado para desarollar su actividad profesiond
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habitud o la que por su formacion e encuentra capacitado, a causa bien de una lesién
corporad producida 0 no por un accidente labord, 0 bien de una enfermedad comin o
profesond. Ambas circundancias deben preceder de una dictamen médico o una
resolucion judicia que reconozcea laincapacitacion labord de asegurado.

S la causa que provoca la invaidez revige un carécter definitivo e irreversble diremos
que la invaidez es pemanente. S por @ contrario, la lesdn o enfermedad que causa la
invaidacion es curable lainvaidez estempord.

2. Factores socioeconémicosinfluyentesen lainvalidez

La incdenca de la invdidez viene condicioneda por factores socioeconomicos. Al
respecto, los trabgos de Jackson P.H. (1980), y Hamilton, J. (1972) destacan los
sguientes factores,

Edad: La invdidez es un riesgo cuya incidencia aumenta de forma muy
gorecidble con la edad. Jackson, P.H. (1980) sefida que la tasa de invaidez

alos 65 afios podria ser 40 veces lade los 20 afios.

Sexo: La inddencia de la invdidez en las mujeres sude ser menor gue en los
hombres.

Coyuntura econdmica:  En épocas de receson econdmica y de dta tasa de
desampleo, € riesgo por azar mord es mayor y, por tanto, la incidencia de la

invdidez aumenta.

Legidacion sobre invdidez Cuanto més permisva sea la ddfinicidon  de

invaidez y menos exigente su reconocimiento, mayor sera su incidencia
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Cuantiss de las prestaciones de invdidez S d nivd de coberttura de la
invaidez es devado y las predaciones cuantiosas, € riexgo por azar mord

aumenta, lo mismo que las declaraciones de invdidez.

Legidacion sobre jubilacion: Dada la dta tasa de Sniedrdided de las
personas con edad avanzada, cuanto mayor sea la edad méxima de jubilacion
y cuanto menos accesble sea la jubilacion atticipada, mayor serd la
incidenciade invaidez.

Clae de trabgador: La experiencia demuestra que la incidencia de la
invaidez en los trabgadores autnomos es mayor que en los dependientes.
Kahane, Y. (1980) achaca este comportamiento a que d trabgo por cuenta
propia esta menos controlado que & dependiente.

Edado civil: Aqudlas personas que tienen adquirides mas responsabilidades
familiaoes (et casados y tienen hijos) poseen més necesdades
economicas. El riesgo de azar mord de edtas personas €S mayor pues su
invaidacion puede favorecerles, d permitirles digponer de més tiempo para
dender wus obligaciones familiaress, d mismo tiempo que reciben las

prestaciones econdmicas derivadas de su invaidez.

Locdizacion geogréfica En aqudlas zonas con menor nive de vida y més
desampleo laincidencia de lainvaidez es mayor debido d azar mord.

Ocupacion profesond: Obviamente, aguellas profesones con mayor indice
de peigrosdad y nivd de estrés emociond también sufren una incidencia de
invaidez mayor.

Fiscdidad: Cuanto més aractiva sea la fiscdidad de las prestaciones y

contraprestaciones de invaidez, € riesgo por azar mord sera mayor, a igud
gue lainddendia de invdidez.
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3. Problematica ddl aseguramiento de riesgo deinvalidez

Dada la complgidad de riesgo de invdidez, su aseguramiento comporta problemas. A
continuacion, sefidamos los més importantes a nuestro entender.

Traamiento ectuarid de la operacion: Una operacion de invdidez induye
como minimo tres estados Acdtividad, invdidez y fdlecimiento. Por dlo, su
vaoracion exige la gplicacion de un moddo actuarid con mlitiples estados, o
cud dificulta su tratamiento.

Los moddos que contemplen la invdidez tempord ain resultan més
complgos porque requieren de la incorporacion 'y traiamiento de una

trandcion adiciond: la reactivacion.

Empiricamente, se ha comprobado que la duracion de la invdidez influye de
forma dgnificativa sobre las probebilidades de fdlecimiento como invdido y
de reactivacion. Su indusion puede complica ain més la moddizacion del

riesgo de invaidez tempord.

Traamiento edadistico. La recogida de la informacion concerniente a la
esimacion de las probabilidades e intensdades de trangcion de una operacion

de invaidez, ofrece una dificultad condderable por los Sguientes motivos:

- Ladiversdad de informacion que debemos clasificar.

- Heterogeneidad ddl colectivo asegurado

- Inauficiencia dd ndmero obsarvado de invaidaciones, reaectivaciones y
fdlecimientos.

- Fdtade homogeneidad de lainformacidn que digponemos.

- Duplicidad de regisiros

Por su pate, d proceso de esimacion de las probabilidades e intensdades de

trandgcion es igudmente complicado porque exige la aplicacion de méodos
estadigticos de guste, de condderable dificultad.
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Subjetividad de la definicion de invdidezz La definicion legd de invdidez y
U interpretacion eda llena de prguicios y goreciaciones persondes que
influyen en su mayor 0 menor incidencia Egto dificulta la comparacion de
tablas y probabilidades de invdidez edimadas en paises y legidaciones
digintos. No asi, los moddos actuarides gplicados en la condruccion de estas
tablas, que se inspiran en principios actuariaes generdmente aceptados.

Redaccion de la pdliza Las pdlizas deben exponer con suma dclaridad las
condiciones y clausulas pactadas. Al respecto, merecen especid aencion los
Siguientes aspectos.

- Condiciones de vdidez de la pdliza Puede exigirse d asegurado pasr
por un examen médico previo o redizar una declaracion jurada sobre
U estado de sAlud.

- Egablecimiento 0 no de un periodo de carencia 0 periodo de epera,
transcurrido € cud seiniciad cobro dela prestacion deinvdidez.

Formade las prestaciones:

Td como remarca Courant, ST. (1984), € riesgo de invaidez tempord se
suele cubrir con rentas de invdidez. En cambio, la invdidez permanente sude

pactarse con un Seguro.

Courant, ST. (1984) destaca como principaes inconvenientes de los seguros
de invaidez permanente los Sguientes agpectos.

- S d sguro induye un periodo de espera o carencig, durante dicho
plazo & seguro no atiende la necesidad financiera surgida d asegurado.

- H seguro de invdidez carece de aractivo para @ asegurado porque las
circunstancias que propician su cobro resultan del todo indeseables.
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En contrgpatida, d mismo Courant, ST. (1984) reconoce como aspectos
més ventgosos de los seguros de invaidez su bgo precio y su tratamiento
fiscd. En definitiva Courant, ST. (1984) sugiere su induson como
pretacion complementaria de otros productos de vida (pendones de
supervivencia o segures de falecimiento).

En cuato d tipo de prestacion por invaidez, digponemos de un amplio
abanico de poshilidades, td como Alegre, A. (1990) pone de manifieto en
su obra

Riesgo por azar mord: El asegurador debe sdeccionar 10 meor posble su
catera asegurada para evitar en la medida de lo poshle la suscripcion de
pdlizas que presenten especid riesgo por azar mord, por la predisposicion que
pueda tener d asegurado a dedlararse invdido. Courant, ST. (1984) advierte
del riesgo por azar mord en las Sguientes circungtancias.

- Edados cuya legidacion socid prevea devadas prestaciones publicas
por invaidez.

- Matrimonios con abundantes obligaciones econdmiceas.

- Situaciones de recesOn economica

- efc

Hecha edta introduccion sobre la invdidez, a continuacion explicaremos los principaes
moddos de invaidez que vienen golicandose en la préctica actuarid.  Basandonos en €
trabgo de Segerer, G (1993), nos centraremos en tres modelos el moddo désco,
modelo de Manchester-Unity y d modelo de tablas de persgtencia
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4. Mé&odo clasco

El mé&odo de invdidez désco s basa en la obtencion de les probabilidades de las
trangciones objeto de edudio: invalidacion, reectivacion y falecmiento. Stuamos su
origen en los estados centroeuropeos de Alemania y Audria durante la segunda mitad
dd sglo XIX, momento en d que d proceso de indudridizacion era redmente intenso.
Esto propicid un crecimiento espectacular de la clase obrera que vivia en condiciones de
pobreza e inseguridad labord.

Como respuesta a ede crecimiento indudrid, se condituyeron  sociedades mutudistas
integradas por trabgadores entre las que destacamos las mutuas de los trabgadores de
las minas demanas (Knappschaftskassen) y  audriacas  (Bruderladen). Estas mutuas
proporcionaban a sus miembros cobertura frente a los riesgos de fdlecimiento e
invaidez pemanente, excluyendo € riesgo de invdidez tempord por consderar U
incidencia escasamente significativa.

Los gobiernos, primero de Prusa y después de resto de los estados demanes y
audriacos, tomaron conciencia del problema socid que representaba para la clase obrera
e incipiente desarollo indudgtrid. Edta actitud se tradujo en leyes, de marcado caracter
socid, que intentaban proteger |os derechos e intereses del trabajador:

En 1854, d gobierno de Prusa dabor6 un reglamento que reguldba la
actividad y funcionamiento de las mutuas A patir de e momento, las
mutues demanas y audriacas asumieon un gran protagonismo en la

investigacion actuarid de lainvaidez permanente.

A patir de 1871, d esado deman responsabiliza por ley a los propigtarios de
empresas de ferocariles, minas y féoricas de las lesones y muertes de sus
empleados ocurridas por accidentes laboraes.
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Pogeriormente, en 1889 d seguro de invdidez pemanente s dedard

obligatorio y las compafiias aseguradoras comenzaron a comercidizar pdlizas

que cubrian este riesgo.

Consecuencia dd crecimiento del fendmeno mutudista y de la concienciacion socid
por la precaiedad de vida dd proletariado, surgid en Alemania durante la segunda
mitad dd dglo XIX, una esxcuda actuarid que desarollo @ tratamiento actuarid de la
invalidez permanente.

De eda esxcudla actuarid, desacd inicidmente la figura Heym, K.F. quien en 1855
publicd un estudio sobre las mutuas demanas en las que sugeria una tabulacion de las
primas en funcidn de la edad de entrada dd asegurado, a través de la Sguiente expreson
de la probabilidad deinvaidacion.
i, =0.001 + 50,000 " *

Donde la probabilided de invaidacion, i,, definida para las edades comprendidas entre
los 20 y 79 afos, varia goroximadamente entre 0.001 y 1. En 1866 Heym, K.F. dedujo
esta formula, suponiendo que la evoludon de la probabilided de invdidadon era muy
dgmilar a la de fdlecimiento. Edta formula se utilizd pogeriormente en la preparacion de

las leyes demanas de seguridad socid sobre invadidez permanente.

Por la novedad de su aportacion, Heym, K.F. ha sdo consderado € precursor de la
cencia actuarid de invdidez por dedtacados actuarios de invdidez como Seal, H.
(1977) o Mattsson, P. (1977). Con poderiorided a Heym, K.F., se redizaron otras
propuestas sobre la forma que debia adoptar 1a funcion de probabilided de invaidacion:

Lewin (1872) modifico la formula de Heym, K.F., de modo que la
probabilidad de invaidacion permanente alos 75 afios vaiera exactamente 1.

49.950%

i, = 0001 +
50.000
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En 1873, Behm construyé una formula de la probabilided de invaidacion que
vaia 0.00019036 paralos 20 afios y que doblaba su vaor cada 5 afios.

Xx- 20

i, =25 x0.00019036

En 1897, Weber propuso una férmula con una condante, w, relacionada con
la profeson dd asegurado, més una progreson geométrica que dependia de la
edad y cuyos parametros, a y b, debian estimarse a partir de la experiencia
digponible

i, =w+a xb”
Wittstein, T. (1862) propuso esimar las probabilidades de invdidacion y fdlecimiento

a patir de la expeiencia obsarvada acumulada en un afio, mediante las dguientes
expresones gproximeadas.

A NUmero de personas activas de edad x d inicio dd afo de observacion.
B: NUmero de nuevas entradas de edad x durante € afio de observacion.

C: NUmero de sdidas voluntarias de personas activas de edad x durante d afio de
observacion.
D: Numero de falecimientos de personas de edad x durante € afio de

observacion

J: NUmero de invaidaciones de personas de edad x durante € afio de
observacion
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La expreson aproximeda de ¢, fue objeto de criticas porque estimaba la probabilided
de falecimiento, sin diferenciar € estado del asegurado.

Una vez publicado d trabgo de Makeham, W.M. (1875) en d que éste desarrollaba los
principios béscos de la teoria de los decrementos, d actuario demén Karup, J. (1893)
s adhirié inmediatamente a dla, proponiendo un moddo de invadidez permanente por
decrementos. En @ introdujo dos decrementos 0 <dides para personas  actives
fdlecimiento e invdidecion y un solo decremento para las pesones invdides €
fdledmiento.

B moddo de Karup, J. (1893) s apoyd en la edimecion de las probabilidades
independientes de falecimiento como activo, g,* y de invaidacion i, a patir de las

dguientes expresones goroximedas.

Karup, J. (1893) obtuvo los vadores de p2* por aplicacion de la ley multiplicativa de
|as probebilidades independientes ¢, * e i, estimadas anteriormente.

p=(1- g@)x@2- i)

La publicacion dd trabgo de Karup, J. (1893) suscitd gran polémica porque su
utilizacion de las probabilidedes independientes fue acogida con gran escepticiamo  por
la comunidad de actuarios. Afios més tarde, Richard, P.J. (1946) sefid6 en su obra que
las probabilidedes independientes o absolutas  utilizadas por Karup, J. (1893)
lamente tenian interés tedrico, pues la probabilidad de fdlecimiento independiente,

libre de invalidez, carecia de consstencia actuarid.

En 1900, d actuaio ruso Hamza, E. (1900), presentd en € Tercer Congreso
Internaciond de actuarios un trabgo sobre invaidez, basado en la expeiencia demana
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Ede trabgo tuvo una gran sSgnificacion porque logré dgtematizar toda la experiencia
anterior sobre técnicas actuarides de invaidez y sentd las bases modernas ded moddo
de inveidez dédico.

La propuesta de Hamza, E. (1900) s basdba en dividir d numero totd de persones
vivas |, en persones activas |® , e invdides 1! . A dferencia de la propuesta de
Karup, J., consderaba probabilidades dependientes, en d sentido déasco dd término.
En bae a dicha hipGtess, Hamza, E. (1900) definio las dguientes rdaciones de
probabilidades

P+ Pyl +ay =1 @
p. +q =1 @

pe = pf + &)

o7 = g +qf @)
P+ 0 =i, ®

donde:
i,.: probabilided de invaidacion entre las edades xy x +1.
p. : probebilidad de permanecer en invaidez entre las edadesx y x +1.

q.: probabilided de fdlecimiento de una persona invaida entre las edades x y
X +1

p2* :probabilided de permanecer en actividad entre las edades Xy X +1.

g% probabilidad de falecimiento en actividad de una persona activa entre las
edadesx y x+1

p? :probabilidad de gque una persona activa de edad x llegue invéida a la eded
X +1

.

. probebilided de fdledmiento como invdido de una persona iniddmente
activaentre las edades xy x+1
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p; :probebilided de supervivencia de una persona inicidmente activa entre las
edadesxy x +1.

g2 : probebilided de falecimiento de una persona inicidmente activa entre las
edades xy x +1.

Combinando las expresiones (1) y (5), Hamza, E. (1900) obtuvo la rdacion (6). De la
misma forma, asumiendo la hipbtess de que la invdidacion s didribuia
uniformemente alo largo dd afio, dedujo las expresiones gproximedas (7) y (8).

o g =1, ©
. e ()
s O
ai iy X0 8)
qx @T

Ademéas de las anteriores relaciones, Hamza, E. (1900) introdujo estas otras:

Las probabilidades multianudes se definen igud que las anudes, veificando sus

mismas relaciones. Su aplicacion permite vaorar rentas y seguros. Como  gemplo,
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definimos d vaor actud actuarid de una renta de invalidez de una persona inicidmente
activa, anud, vencida, unitaria, inmediatay tempord.

ai

— 6 ai
/tax - a/r px xv
r=1

r

donde ,, p? representa la probabilided de que una persona activa de edad x se encuentre
invdida en la edad x+r. Para introducir la vdoracion continua Hamza, E. (1900)
defini6 las tasas indantaness de invaidacion, m?, de fdledmiento como activo, m2" y

de fdlecimiento como invalido, m'" .

En d Noveno Congreso Internaciond de Actuarios de 1930, Mattsson, P. (1930)
desarrall6 € moddo de Hamza, E. (1900) parad campo continuo:

Invalidez 9n reactivacdn:

Mattsson, P. (1930) describio la variacion infinitesma de la funcion de
supervivendia de invdidos, |!', manteniendo la hipdtess asumida por Hamza,

E. (1900) de que la invdidez tenia caracter permanente y, por tanto, estaba
exenta de reactivacion.

dll
d x

— | aa ai ii im
_Ix xme - Ix xm,

dil _

ii ai ii im
dx (IX-IX)XmX _Ix xm,

dii ©

dx

—_ i im ai ii
_Ix XWE - (mx +mx)x|x

Adoptando las condiciones iniddes x, y I =0, soluciond la ecuacion
diferencid anterior.

. X ) - (mim + me ) d (10)
= gme e 9
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Invaidez con resctivacion univariante

En este moddo Mattsson, P. (1930) incorpor6 la poshilidad de reectivacion,
condderando que su  probabilidad dependia Unicamente de la edad. H
resultado fue la ecuacion diferencid (11).

9 =iy - 1 i - )
O~ - 1) - 12 o+ i)
9= 1 i i+ me) "
dx

Fijades unes determinades condiciones inicides x, y I =0, obwo la
sguiente solucion:

- Qx(m‘;’ +md" +md )ds (12)

i — 2 ai
I} = QM x|, xe xdt

De eda forma, se afiadia la reactivacion d moddo congruido por Hamza, E.
(1900).

Invaidez con resctivacion bivariante

Td como gounta Mattsson, P. (1930), las trangciones dd estado de invdidez:
reactivacion y fdlecimiento, dependen ademéas de la edad, de la duracion de la
invaidez. Para coptar esta doble dependencia, Mattsson, P. (1930), definio las

sguientes intenddades de transicion:

- m‘[“y"]H: Intenddad de trandcion por falecimiento de una persona de
que < invdida a la edad y, permaneciendo en td estado durante los t

anos sguientes.
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- m‘[é;]ﬂ: Intensdad de reectivacion de una persona de que < invdida a

laedad y, permaneciendo en td estado durante lost afios siguientes.

Mattsson, P. (1930) subgtituy6 las anteriores intensidades de trandgcion en la

ecuacion (11), obteniendo como resultado la siguiente ecuacion diferencid.

dly

ai X i a {m ai ji (13)
dX = mx ><Ix - Qo(nﬁx—t]ﬂ + n’#x—t]ﬂ + mx)xl[x—t]ﬂ dt

Donde If};,; representa @ nimero de personas que se invaidan con edad y que
durante los t afios dguientes permanecen invdidas. Para unas condiciones

inidales X, y I, = 0, Mattsson, P. (1930) obtuvo lasiguiente solucion.

(- g m)es o (14)

) xe 0
xlx xe

=g m;

La dficultad maeméica que presenta ete moddo es la misma que la dd
modelo de reactivacion univariante pues la ecuacion diferencid que describe
la variadon infinitesmd de | y su solucion son igudes. No obstante, su
complgidad edtadigtica S que es condderablemente superior debido a que la
etimecion de las intensdades de transdion mij, y mij,  requiere
desagregar la experiencia disponible, por edad de invdidacion y duracion de
lamisma

Los paises escandinavos han desarrollado variantes dd modelo de invaidez désico que
detacan por su dta sofidicacion, tanto actuarid como edadigicas Citamos las
Sguientes propuestas

Moddo noruego (Ore, T.K. et al. (1964)): Utilizan un ssema de vaoracion
actuarid centrado en la estimacion de la funcion ji,j. ., que representa la

probabilided condicionada de que una persona activa de edad x y viva en la
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edad x+, s hdle invdida en td edad. Una renta de invalidez de una persona
inicddmente activa, continua, unitaria, inmediaia y tempord y unitaia que
cesa con d fdlecimiento o la reectivacion dd asegurado s define ded
Sguiente modo:

—ai _ ‘tl N . r
n&x = Q >I<r ><J[><]+r xv' xdr
X

Modelo sueco Dillner, C.G. (1969)): La vaoracion actuarid que emplean se
centra en dos funciones a estimar: | (4, y mg,. La primera de dlas

representa la probabilided de que una persona que < invdida a la edad X,
permanezcaen ta estado durante los t afios Siguientes:

I [x] +t = n p;i,o

B vdor actud actuarid de una renta de invdidez de una persona inicamente
activa, continua, unitaria, tempora, con un periodo de carencia de f afios,
cobrable mientras @ asegurado permanece invdido, = cdcula dd Sguiente
modo:

—ai n-f | ) u |
— X+r al u+f hY [x+u]+t- u t-u- f
nnHax = Q XMy Xl ey XV XQ, ———— XV dt du

Iy al [x+u]+f

Ademés de los paises nordicos d moddo de invdidez désco ha tenido una amplia
aceptacion en otros paises europeos. Segerer, G. (1993) destaca las peculiaridades de
dgunosdedlos

Alemania Se define d vdor actud de un renta de invdidez de una persona
inicidmente activa, anud, vencda, unitaria, inmediata y tempord que cesa
con € falecimiento o lareactivacion dd asegurado, de lasguiente forma

1
ai _ & h+t aa 1 aa * 1 i i
ndx =aAV ® b XU 3 Oan)  hen © 20 Ut-n@xsh T s b 18xsha
h=0

189



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

donde i’

x+h

edades x+ y x+h+l Segin Haberman, S. et al. (1999), éda veifica la

representa la probabilidad independiente de invdidacion entre las
siguiente relacion:
ln = i;+h : (1' 3 qiih)

La expresion . ,&,, representa d vaor actud actuarid de una renta de
invdidez de una pesona inicddmente invdida, anud, atticipada, unitaria,
inmedigtay tempord.

e, _

1 —_ 1

tnden = AV ok Px
k=0

Audria Para d mismo tipo de renta anterior, con la Unica diferencia de que d
periodo maximo de cobro de la renta es de m afios, ¢ gilica la Sguiente
formula.

1
+=
h 2

t-1
a — aa g 1 ( i [ )
na =aVv P Xn 7 /m—hax+h *om h—lax+h+l

h=0
Se omite d fator (1-1-¢@,) poque s utlizan probabilidedes de
invalidacion dd tipo i

x+h *

Suiza En la vdoracion dd mismo tipo de renta, introduce un fector g,,, que
reflgad grado medio deinvdidez de laedad x+h.

t-1

o
/tax = a. \
h=0

h+d aa yi* 1. 5 4 5
/h+%px Ieth * Oxeh * 3 Ut n@eh T /o n-18ha
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5. Méodo deinvalidez de Manchester-Unity

B mé&odo de invaidez de Manchester-Unity es d méodo que tradiciondmente 2 ha
golicado en Inglaterra para vaorar financiero-actuaridmente € riesgo de invdidez hagta
précticamente la publicacion dd C.M.1.B (1991), td como recuerdan Haberman, S. et
al. (1999). Td como describe Haberman, S. (1988), la gplicacion de ete méodo se
basa en la edimacion de la tasa centrd de invdidez, cuantificada en nimero de semanas

en invaidez por personay ano.

El origen dd méodo de invdidez de Manchester-Unity se encuertra en las friendly
societies, mutuas de trabgjadores entre cuyas coberturas incluian la invdidez tempord.
Las primeras de dlas se congtituyeron durante los siglos X111 y XIV.

El objeto socid de las friendly socidties era proporcionar a sus miembros  cobertura para
hecer frente a los riesgos de invadidez y jubilacion asi como codtear otros gastos como
los derivados dd enteramiento. A diferencia de las mutuas continentdes, las friendly
ocieties trataban lainvaidez tempord, no la permanente.

Las friendly societies experimentaron un extraordinario auge durante los sglos XVIII y
egpecidmente X1X, coincidiendo con la consolidacion dd proceso de industridizacion
que sgue a la revolucidén indugtrid y con la exploson demogréfica de su poblacion.
Ambos factores explican d crecimiento de una clase obrera que vive en pésmes
condiciones. Las friendly societies desempefiaon una funcidn fundamenta como
indtitucion socid encargada de velar por la seguridad labord y estabilidad econdmica de
las familias trabajadoras con menos recursos.

Las prestaciones ofrecidas por las friendly societies se financidban con las gportaciones
pagadas por sus miembros, las cudes resultaban dd repato uniforme dd code totd
edimado de gniedrdidad. Por fdta de rigor actuarid, numerosas friendly societies
quebraron.

El primer intento sio de daborar unas tasas de invdidez que twieran en cuenta la
edad fue llevado a cabo por Price, R. (1792), quien dabord unas tablas que recogian las
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primas asociadas a determinadas coberturas de incapacidad tempord. Las hipGtess
tedricas en las que basaba tdes tablas contemplaban la exigencia de smilitud entre las
probabilidades de invalidacion y las de falecimiento.

La Highland Society of Scotland obtuvo a partir de una experiencia disponible, unas
tables que recogian por intervdos de edades d ndimero de semanas de invaidez por
persona y alo. Ede trabgo condituye € primer precedente rdevante dd méodo de
invalidez de Manchester -Unity.

En 1846 Neison, F.G.P. congruy6 una tabla con los diferentes vaores que toma la
funcion semanas de invdidez por afio y persona La gportacion de Neison, F.G.P fue
fundamentd porque edtablecié € rasgo diferenciador de tratamiento dd riego de
invaidez dado en Inglaterra

En Inglaterra, se edtudiaba @ riesgo de invadidez tempord a través de la tasa
central deinvaidez (semanas de invaidez por personay afio).

Europa Continental opta por vdorar d riesgo de invdidez permanente a través
del estudio de las correspondientes probabilidades de transicion.

De mé&ima importancia podemos caidogar la obra dd actuario inglés Watson, A.W.
(1903) en la que rediza un detdlado estudio de la tasa centrd de invdidez segln
diferentes factores como son la edad, ocupacion labord y region, a patir de la
expeiencia disponible, extraida de una friendy society: The independent Order of
Oddfdlows Mancheser Unity. Algunos de los vdores tabulados han  permanecido

vigentes hasta précticamente nuestros dias.

Lafuncion Z, recoge € estudio de la tasa centrd de invalidez entre las edades xy x+1.
Formamente, se define como sSgue:

Z, =52.18
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Sendo Z ., la proporcion de persones invaidas de edad x+ entre toda la poblacion. El

x+t
factor 52.18 representa @ nimero de semanas por aio. Waters, H.R. propone su

aproximacion mediante esta expreson:

pal
— Ix
ZX @ :axo . ai
+ p
IX- %y px0 /%=X %o

Donde x, indica la edad inicid que se toma como referencia Pittacco, E. (1995)

sugiere la vdoracion de una renta de invdidez de una persona inicidmente activa,
anud, vencida, de una unidad mongaia por semana de invdidez, inmediata y tempord
mediante |a Sguiente expresion gproximada

a.ai @é I><+h-1/2 >(Vh-llz XZ

1t X x+h-1
h=1 X

Podemos afiadir la influencia de la duracion de la invdidez a través de la funcion z™"

gue recoge d nimero esperado de semanas en invaidez con una duracion comprendida

entre my m#n afios entre las edades xy x+1. Anditicamente se obtiere como sigue:

A | XZJ0N xdt
zmn = 52,18 x3 T "
Q ., xdt

donde Z]"'" representa la proporcion de personas de edad x que llevan invéidas entre m

y mtn semanas. Obviamente, la suma de los posibles valores de Z" para una misma

edad x seguin |as diferentes duraciones de lainvaidez condderadas seraigud a Z, .

— 0/1 1/26 26/52 52/ ¥
Z, =270+ 7Y% 4 7B% 4 470

Waters, H.R. (1984) sugiere lagoroximacion de Z™" mediante la siguiente expresion:

1%- % pi; (m) T Ix-% p:,:l (m+n)

= m/n
ZX @ aa 4 ai
/%= X% px0 /%= X% pXo
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donde ., P2 (m) representa la probabilided de que una persona activa en la edad inicid
X, e encuentre invdida en la edad x con una duracion de la invelidez de menso de m

anos.

6. Mé&odo de lastablasde perssencia

El mé&odo de invdidez de las tablas de perssencia recoge Smulténeamente la
probabilidad de invdidacion y la de su duracion. Ete méodo de invdidez tiene su
origen en Edados Unidos y se caracteriza porque conddera tanto la incidencia de la
invaidez como la duracion de la misma lo que exige una amplia base edadidica y
largos cdculos numéricos (Prime, C.M. 1980). Las tablas generadas por dicho moddo
reciben é nombre de tablas de persgtencia El méodo de las tablas de persgtencia de la
invdidez, también llamado ‘Continuance tables, fue introducido en Egados Unidos a
inicios dd dglo XX, momento en d que la cobetura de riesgo de invdidez todavia
correspondia a compafiias aseguradoras de no vida.

B eaduario etadounidense Hunter, A. edtudié d trabgo que con aterioridad habia
publicado Hamza, E. (1900) y en base a @ dabord unas tablas de decrementos de
invaidez permanente. Parddamente, Hunter, A. congruyd unes tablas de primes y
reservas mateméticas referenciadas segiin € nivel de prestaciones. Su trabgo tuvo una
gran repercuson pogerior, 1o que le sSirvié para ser reconocido internacionamente como

un actuario de gran pregtigio.

En un inicio, en Edados Unidos las rentas de invdidez no s extinguian con la
jubilacion sno que s trandformaban en rentas de jubilacion que € asegurado cobraba
de forma vitdicia hesta su fdlecimiento. Por ea razon, Hunter, A. definié la renta de
invalidez como vitdica

—ai 1

¥ : —i
ax = Qi XM Xaxw xv' dt

aa
IX

(15)
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donde aim representa @ vaor actuarid de una renta de invdidez de una persona
iniddmente invdida, continua, unitaria, inmediatay vitdicia

Durante € periodo 1900-1930, la gedion dd riesgo de invdidez llevada a cabo por les
compafiias norteamericanas aroj0 muy maos resultados lo que llevd a que muches
compafiias de seguros se vieran en la obligacion de suspender su actividad por quiebra
técnica. Rhodes, E.E. (1932) y Hamilton, J. (1972) achacaron este hecho a factores

econdmicos y socides que confluyeron afindes de los afios 30.

La criss econdmica dd 29 colabor6 a que creciera € desempleo y se
contrgera la actividad economica lo que contribuyd a que muches personas

prefirieran declararse invdidas a buscar empleo.

La dta comptitividad dd sector asegurador impulsd a que las compafiies
asguradoras  adoptaran  precios  muy  competitivos, pero  técnicamente
insuficientes.

Resoluciones judicides excesvamente favorables a los intereses asegurados,
gue provocaron un - aumento no previsto de las prestaciones pagadas por parte

de los aseguradores, que se reflg 6 en sus resultados.

La duracion ilimitada de la cobetura de las pretaciones de invdidez que
comercidizaban las compafiias aseguradoras en una época con dtas tasas de

desempleo, provocd un aumento del riesgo de azar mord.

A raiz de edos pésmos resultados, a partir dd aio 1930 las compafiias aseguradoras
canbiaon de politica, imponiendo precios menos competitivos pero  técnica y
actuarid mente més gjustados.

En 1920, Philips, A.R. propuso goroximar la funcion de supervivencia de los activos,
[# por |,. En 1930, Hunter, A. et al. (1932) desardllaron definitivamente su modelo

de invalidez. La principa diferencia de su modelo con respecto € de Hamza, E. (1900)
fue que la propuesta de Hunter, A. et al. (1932) hacia mas hincapié en la vaoracion de

1%
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las presaciones por invdidez que la estimacion de las probebilidades en d. Este raggo
diferenciador condituye una de las caacteridicas principdes dd desarollo de la
cencia actuaid en Edados unidos. En 1952 Medin, K. incorporé d moddo inidd
propuedo por Hunter, A. et al. (1932) la poshilidad de reectivacion. Paa dlo

reformul 6 laexpresion (15) en los Siguientes términos.

XA XV xdlt

X+t X+t

ay :_Q' | 2a ><I,-nai

donde gli[y], gendo y=x+t, expresa  vador actud actuaia de una renta de
invdidez de una persona que s ha invdidado jusamente en y, pagadera mientras éste
permanezcainvaido.

-1 ¥ ¢
ajy] —EXQ iy e XV xdt

y
donde I[‘y]+t representa € nimero de personas que e invdidan en la edad y que todavia

permanecen en dicho estado transcurrido un periodo de u afios. La funcion I[‘y]+t asuvez

e puede deducir de la Sguiente expresion:

e OME i o
oo =y e ®
donde:
rq';‘]ﬂ: Tasa indanténea de trangcion por reactivacion de aquellas personas

gue < invdidaron a edad y y que durante los r afios Sguientes
permanecen en tal estado.

m‘[f;]H: Tesa indanténea por fdlecdmiento de agudlas persones que se
invaidaron aedad y y que han permanecido invdidasr afios més.

Destacamos las tablas de probabilidades de persgencia, en funcidn de la edad y de la

durecion de la invdidez, daborades por Minor, E.H. para d congreso de Munich en

1968 y recogidas posteriormente por Hamilton, J. (1972).
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7. Tratamiento dd riesgo deinvalidez en Espaiia

En Espafia € riesgo de invalidez viene definido por la ley generd de la seguridad socid
dd aho 1974. En virtud de dicha ley se disinguen tres tipos de invdidez: incapacidad
labord trandtoriag, invdidez provisond einvdidez permanente.

El aticuo 126 de la LGSS (1974), define la incgpacdidad labord trandtoria (ILT) como
e estado de invdidez de caracter no definitivo de duracion maxima de 18 meses.

Bl aticuo 1322 de la LGSS (1974) define invdidez provisond como € estado de
invaidez de carécter no ddfinitivo cuya duracion excede de los plazos establecidos para
la ILT. Su duracion maxima es 6 afos contabilizados desde la fecha de la declaracion de
lalLT.

La invdidez permanente esta regulada por d aticulo 135 de la LGSS(1974). Se accede
a dla uma vez trancurrido d plazo prevido paa la invdidez  provisond.
Alterndtivamente, se puede reconocer la invaidez permanente sn necesdad de que
transcurra € plazo legd de 6 afios, S previamente la leson o enfermedad que ha dado

lugar alainvaidez se cudifican como irreversibles.

La invdidez permanente, cudquiera que sea su causa determinante, se cladfica con

areglo alos sguientes grados

Incapacidad permanente parcid para la profesion hebitud (art. 1353 LGSS):
Es agqud edado de invdidez que, sn dcanzar € grado de totd, ocasona d
trabgador afectado, una disminucion no inferior d 33% en su rendimiento
paa su profeson hebitud, dn impedirle la redizacon de las taress
fundamentalesdelamisma

Incgpacidad permanente totd para la profeson habitual (at. 1354 LGSS): Es
aqud esado de invdidez que impide la redizacion de todes o de las
fundamentdes tareas de la profeson habitua de accidentado, Sempre y
cuando pueda dedicarse a otra didinta
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Incgpecidad permanente absoluta para todo trabgo (at. 1355 LGSS): Es
aque etado de invdidez que impide por completo d trabgador la redizacion
de cudquier profesion u dficio.

Gran invdidez (at. 1356 LGSS): Es aqud edado de invdidez en d que €
invaido precisa de la asgencia de una tercera persona para redizar los actos

més dementdes de la vida diaria tdes como vedtirse, desplazarse, comer o

andogos.

El moddo de invdidez con més aceptacion y més utilizado en la préctica aseguradora
es d moddo de invdidez désco. En eda linea cabe destacar la obra de Alegre, A.
(1990). En dla = induye un esudio pormenorizado de la vaoracion actuarid de los
diversos tipos de prestaciones por invdidacion, tanto rentas como seguros Mediante la
aolicacion dd dgebra de Boole, Alegre, A (1990) amplia € edudio de las operaciones
de invdidez de una cabeza a operaciones definidas sobre dos cabezas.

Parddamente a la definicion de dichas operaciones Alegre, A. (1990) rediza una

cladficacion de las rentas obteniendo las Sguientes categorias fundamentales.

- Rentas pagaderas hasta la disolucion del grupo.
- Rentas pagaderas hata la extincion del grupo.
- Rentas de supervivencia

Igudmente, destacamos la riguroddad y € extreordinaio efuerzo de sstematizacion
de las opeaciones definides sobre dos cabezas primero por  fdlecimiento vy
posteriormente por invalidacion.

B R.D. 2486/1998 y la O.M. del 23/12/98, con la dara intencion de adaptarse a la
normativa comunitaria, esablece que d find dd periodo de obsarvacion consderado en
las tablas tanto de mortdidad como de invaidez no podra ser anterior en mas de 20 afios
a la fecha de cdculo de la provison. Trandtoriamente podran utilizarse para los seguros
de supervivenda las tablas GR-80 con dos aflos menos de edad actuarid, y para los
seguros de falecimiento las tablas GKM80 y GKF80



Tratamiento actuarid ddl riesgo deinvdidez

La misma normativa contempla que se utilicen teblas basadas en la expeiencia de
propio colectivo § la informacion edadidica cumple los requistos de homogenedad y
representetivided dd riesgo, y s digpone de informecion suficiente que permita una
inferencia estadistica.

S = condaara la inadecuacion de las tablas d comportamiento red dd colectivo
asegurado, §  exige informacion suficiente para permitir una inferencia edtadidtica, se
efectuaras procede una sobredotacion delaprovision.



Capitulo 7

Modelo deinvalidez temporal

En este capitulo vamos a modelizar una operacion de invalidez temporal a
través de un semiproceso estocastico de Markov continuo en el tiempo, en €l
gue las probabilidades de transicion del estado de invalidez dependeran
ademds de la edad, de la duracion de la invalidez.

Desarrollaremos € estudio del semiproceso estocastico de Markov a través
de su ecuacion general que, tal como demostraremos, congtituye un sistema
de ecuaciones integro-diferenciales. SQu resolucion aproximada mediante
métodos numéricos permitird conocer las probabilidades de transicion de la

operacion.

Finalmente, realizaremos una pequefia aplicacion numérica del modelo
desarrollado. Los resultados obtenidos han sido publicados en & XXIV
Congreso Nacional de Estadigtica e Investigacion Operativa, (Pocidlo, E.
(1998)).
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1 Aproximacion al problema

Como primera goroximecion d problema que representa la moddizacion de una
operacion de invdidez tempord, vamos a aglicar un proceso estocastico de Markov
continuo en € tiempo. En € dguiente epigrafe, acometeremos la aplicacion de un

semiproceso estocagtico de Markov.

Sea un proceso estocddtico de Markov continuo en d tiempo, { S(x), xT R}, definido
sobre € eypacio de edados E = |a,i,n'q, donde ‘a, ‘i’ 'y ‘m representan
respectivamente los estados de actividad, invalidez y muerte y S(x) recoge d estado de
un asegurado de edad x. Consecuentemente, " t >0 y " d, £... £d, s cumple la

expresion (2).

Pr(S(x +t)= s, /S(x)=s, US(x- d,)= S.q U...U S(x-d,)= sx_dn)= @

= Pr(S(x +t) =5, /S(x) = 5,)

Donde s, Siy ...\ SetsSks S.1 E. A oontinuadion, definimos las probebilidedes de

trangcion que intervienen en la operacion.

Py = P(S(x+t)=a/ s(x) =a) @
Py =P(Six+t)=i/s(x)=a) ©)
P = P(S(x+t)=m/ S(x) =a) @
Py =P(S(x+t)=a/ s(x)=i) ©)
L Pm = P(S(x+t) = m/ S(x) =i) ©)
P =P(S(x+t) =i/ S(x)=i) 7
1P =P(S(x+t)=m/ 8(x) =i) ®
(P2 = P(S(x+u)=a " ul [0,t]/ S(x)=a) ©)
Py = P(S(x+u) =i * ul [0t/ six)=i) (10)

2
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Su matriz de probabilidades de trangcidn tiene lasiguiente forma:

gff't p;a It p;i It p?m'_(? (11)
Px(t)z(}/tplxa /tp'x' /tplxmf
o o 1,

Describimos gréficamente la operacion, através de su esquema de transiciones.
A < > |
\ . /

Td como explicamos en d cgitulo 2, por diferenciacion de las probabilidades de

trangcion, obtenemos las ecuaciones diferencides de Chapman-Kolmogorov  que

definen la ecuacion generd del proceso estocédtico.

dhpt)s e, - oo, +mi) )
d o aa ai ai ia im (13)

(/(;FX ) = 1 Px me+t 1t Px ><(rnx+t + mx+t)
d(/t pim) aa am i pii Xmim (14)

X+t X+t
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ia . 4 | (15)
d(gfx oot - o, + )

d{, p" . _ . : : (16)
% = B m P i, + mi)

d/t p| (17)

im
— i im ai am
_/tpx ><mx+t +/t px ><rnx+t

dt

Edimadas las intenddades de trandcion que intervienen en las anteriores ecuaciones,

sugerimos dos formas de hallar sus probabilidades de transcion:

Resolviendo numéricarente las ecuaciones de ChgpmanKomogorov. Td
como propone Pitacco, E. (1995), gorovechando que las ecuaciones (12) y
(13) son  ecuaciones  diferencides  dmultaness con  dos  funciones
desconocidess ,, p®® y . p¥, podemos obtener sus vdores de forma
goroximada, resolviendo la ecuacion diferencid de segundo grado que se

obtiene por subgtitucion y diferenciacion de las ecuaciones (12) y (13).

Andogamente, pueden hdlarse los velores de ,,p® y . p. a patir de las
ecuaciones (15) y (16).

Aplicendo d mé&odo numéico basado en la integracion por producto
introducido por M éller, C.M. (1992), yaexplicado en € capitulo 4.

Encontramos referencias a ete moddo de invdidez en los trabgos de Waters, H.R.
(1984), Haberman, S. (1984), Pittacco, E. (1995) y Haberman, S. et al. (1999). La
aplicacion de este moddo de invaidez presenta € inconveniente que no consdera la
dependencia de las trandciones dd edado de invadidez respecto la duracion de la
invaidez, factor cuyainfluencia, segin Starke, G.K. (1980), es determinante.
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2 Moddotedrico

Para incorporar € efecto de la duracion de la invdidez sobre las probabilidedes e
intenddades de trandcion dd edado de invalidez, aplicaemos un  semiproceso
estocastico de Markov continuo en d tiempo.

B C.M.I.B (1991) ha utilizado este moddo. Los trabgios de Sanson, R.J. et al. (1988)
y de Hertzman, E. (1993) recogen la metodologia seguida Nosotros desarrollaremos
u golicacion a partir de la obtencion y pogerior resolucion numérica de su ecuacion
generd.

Formamente, definimos un semiproceso estocasico de Makov continuo en d tiempo
oMo un proceso estocAdtico bidimensiond, { S(x), Z(x), x 2 0} definido sobre d
epacio de estados E = |a, i nﬂ donde a representa € estado de actividad, | d estado
de invdidez tempord y me fdlecimiento.

S(x) representa e estado del proceso paralaedad x y Z(x) la duracion de la invaidez
para dicha edad del asegurado S éste se encuentrainvdido.

La definicion genérica de las probebilidedes de transcion, " t, d, 3 0, asociadas d

semiproceso estocédtico de Markov continuo en d tiempo es lasiguiente:

PrOb(S(X+t)=sx+t u Z(X+t):zx+t /S(X)=Sx UZ(X)=ZX US(X' do ) =Sy d ,Z(X - do):zx-do"')z

Prob(S(x+t)=s,, UZ(x+t)=z,,/S(x)=s,UZ(x)=2)

Las probabilidades de transicion que definimos son las Sguientes:

P2 =P(S(x+t)=a/ S(x) =a) (18)
P2 = P(S(x+t) =i/ S(x)=a) (19)
PP = P(S(x+t)=m/ S(x) = a) (20)
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Pl = P(S(x+t)=ar/s(x)=i UZ(x) = 2) (21)
WP, = P(Sx+t) =i/ S(x)=i UZ(x) = 2) 22)
L PIm =P(S(x+t)=m/ S(x) =i UZ(x)= 2) 23)
W PE = P(S(x+t) =a UZ(x+t)? t / S(x)=a) (24)
(PL, = P(S(x+1) =i UZ(x+1)? z+t/ S(x)=a) (25)
rue P = P(S(x+t) =i UZ(x+t) £ w/ S(x) =a) (26)

Las expresones (18), (19), (20), (24) y (26) hacen referencia a las probabilidedes de
trangcion dd estado de activided y como tades Unicamente dependen de la edad inicid,
X. Las expresones (21), (22), (23) y (25) son las probabilidades de transicion del estado
de invaidez que, ademéas de la edad, dependen de la duracion de lainvdidez, z.

Las expresones (24) y (25) hacen referencia a las probebilidades de permanencia
ininterrumpida. en los edtados de actividad e invdidez respectivamente. La expresion
(26), a diferencia de la expresdn (19), afiade la duracion méxima de la invaidez en
anos, w como condicion adiciond a la invdidacion en d. Las tasas indantaneas de
trangicion derivadas de estas probabilidades de transicion son édtas:

mai - ||m /t pfl (27)
X @0t
am (28)
ma" = |im L= P
t® 0" t
mia - Ilm /t pixa,lz (29)
2 et
m™ = lim 1Pl (30)
%z t® 0" t

Las expresiones (27) y (29) representan las tasas indanténess de invdidacion 'y
rectivacion repectivamente. Las tasas indanténess de fdlecimiento como activo e

invaido vienen dadas por las expresones (28) y (30). Obsarvamos que las tasas

206



Modeo deinvalidez tempora

ingdantaneas dd edado de actividad solamente dependen de la edad, x. No ad las dd
estado de invdidez, que, ademés, dependen de laduracion delainvdidez, z.

Asumimos que los anteriores limites exisen y que las intenddades de trandcién son
funciones continues en X y en X y z sgin seen de actividad o de invdidez

repectivamente.  Representamos  gréficamente  las  trandciones de  semiproceso
estocadtico através dd siguiente esquema de trangiciones.

2.1 Propiedadesdelas probabilidades de trangcion

En ete subepigrafe deducimos una serie de propiedades de las probabilidedes de
trangcdion cuyo conocimiento resulta primordid para después poder condruir @ sSstema
de ecuaciones integro-diferencides que define la ecuacion generd dd  semiproceso
estocastico de Markov.

Edtas propiedades se desprenden de la escison dd periodo de su tempordidad s en dos
ubperiodos ry (s+),9endo r < s.

aa _ aa aa N aa i ii ia (31)
Is px ~Ir px x /s-r px+r + Q/r-u px x rrf+r-u x lu px+r-u,0 x /s-r px+r,u dU

(32)

) . r . = .
ai — aa ai Y aa i ii i
/s px _/rpx ></s—r px+r + er-u px X +r-u ></u px+r-u,0 ></s-r px+r,u dU
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JsPET = I, PR X PR+ (33)

X X Is-r Mx+r

N aa ai ii im
+ Q /r-u px Xn]<+r—u x u px+r—u,0 x Is-r px+r,u dU

(34)

ia — ia aa i ia
/spx,z ~Ir px,z ></s—r px+r + Ir px,z ></s—r px+r,z+r +

r . = .
N\ ia i ia
+Q/r-u px X +r-u ></u px+r—u,0 ></s—r px+r,u dU

i ia ai i ii 35
/pr,z ~ Ir px,z ></s—rpx+r + Ir px,z X Is-r px+r,z+r+ ( )
o 2 @i % i % ii du
Q/r-u px +r-u lu px+r- u,0 Is-r px+r,u
im — im ia am i im 36
Is px,z - /rpx,z + Ir px,z ></s—r px+r + Ir px,z ></s—r px+r,z,r ( )

N ia ii im
+er—u px X +r-u ></u px+r—u,0 >(/s—rpx+r,u dU

as (37)

aa _ aa aa
Is px I px ></s—r px+r

/s pgz = Ir pgz ><Is,-r pE+r,z+r (38)

a — ai aa ai i 39
/s, t px It px + /t-spx ' /s-r,s-rpx+t-s "y px+t-r,u ( )
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Demostracion de (31).

La expreson (31) se obtiene como resultado de descomponer su tempordidad, [0, §], en
dos subperiodos [0, r] y [s - 1, S, donde s > r y de definir ,, p2 como una expresion

integra que recoge laduracion delainvaidez, u,sendo O< u<r.

aa — aa aa ai ia
/s px I px ></s—r px+r + /rpx ></s—rp><+r,u

a _ N aa i
{/r Px = Q/r—upx XMy Xy px+r—u,0 dU}

r ’ = )
aa — aa aa Y aa i ii ia
Is px I px X Is-r px+r + Q/r-u px X +r-u X lu px+r-u,0 X Is-r px+r,u dU

Demostracion de (32)

La propiedad (32) s obtiene como resultado de descomponer la tempordidad de la
probabilidad de trandcidon en dos subperiodos [0, r] y [s - r, S| ¥ de repetir € proceso
anterior con laprobabilidad detransicion |, p2'.

ai — aa ai ai i
/'s px ~Ir px x/s—r px+r + Ir px X/s-r px+r,u
ai _ aa i X ii dU
Ir px _Q/r—u px +r-u u px+r—u,0

) ] r . = .
ai — aa ai hY aa i i i
Is px - /rpx x/s»rpx+r + Q/r—u px X +r-u x/u px+r—u,0 x/s—rpx+r,udl"I

Demostracion de (33)

Obtenemos la expresidon (33) después de descomponer su tempordided en  dos
Subperiodos [0, r] y [s - 1, ], donde s> r y de sudiituir |, p? de la misma forma que en

las demogtraciones (31) y (32).

am — am aa am ai im
/spx - /rpx + /rpx ></s—r px+r + Ir px >(/s—rp><+r,u
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ai _ N aa i i

{ /v Px _er—u Px x”ﬁﬂ—u X u px+r—u,0 dU}
am — am aa am

1sPx = 1 Py + i B X s Piar +

+d/r-upxaa L Aupl, Lo¥s- rplT  du

+r-u X+r-u,0

Demostracion de (34)

Obtenemos la expresdn (34) después de descomponer su  tempordidad en  dos
Subperiodos [0, r] y [s - r, §, donde s > r y sudituir ,, Py, por una expresion integral
gue recoja explictamente @ tratamiento de la durecidn de la invdidez, u, donde
ul (or) E {r+z.

ia — ia aa ii ia
/spx,z - /rpx,z ></s—rpx+r + Ir px,z ></s—rpx+r,u
i — N 2y i % i du + ii
Ir px,z_Q/r-u px,z +r-u lu px+r-u, 0 Ir px,z
ia — ia aa Ti ia
/s px,z ~Ir px,z ></s—r px+r + Ir px,z X /s-r px+r,z+r +
N ia i i ia
+er-u px x”ﬁﬂ-u x/u px+r-u,0 X/s-r px+r,u dU

Demostracion de (35)

Obtenemos la expresidn (35) tras descomponer su tempordidad en dos subperiodos: [0,
rly[s-r, s, donde s>ry suditur ,, Py, por una expresion integral que recoja la
duracion delainvaidez, u, donde ul (0,r) E {r +z}.

[T R— ia ai i ii
/s px,z I px,z ></:s- r px+r + Ir px,z ></s-r px+r,u
i = N ERNEY % i xdu + i
Ir px,z - Q/r-u px +r-u lu px+r-u,0 Ir px,z
i _ ia ai ii i
/s px,z ~ Ir px,z X Isr px+r + Ir px,z ></s—r px+r,z+r +
i

r . - -
N ia i ii
+Q/r-u P XMiru * uPxer-uo X s Preru du
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Demostracién de (36)

Repetimos € proceso anterior.
im — im ia am i im
/s px,z I px,z + Ir px,z ></s—r px+r + Ir px,z ></s—r px+r,u
i - N ERVICT < i du + i
It px,z - Q/r—u px,z +r-u /u px+r—u,0 Ir px

im — im ia am i im
/spx,z - /rpx,z + /rpx,z ></s—r px+r + Ir px,z >$s—rpX+r,z,r

N ia i ii im
+ Q/r—u px x”f&r—u X u px+r—u,0 x /s-r px+r,u dU

Demostracion de (39):

Deducimos la propiedad (39) a patir de la interpretacion de la diferencia de
probebilidedes ., pf y ,, P}, donde r £s£t, como la probabilided de llevar

invdidoenlaedad x+r entrery safios:
ai ai — aa ai ii
Is,t px Tt px ~ It-s px sy px+t-s S px+t-r,u

gendo O£u£s-r. A continuacion, reordenando la expreson, obtenemos la relacion
(39).

ai — ai aa ai i
/st px - /r,tpx + It-s px " s px+t-s "y px+t-r,u

Las formulas (37) y (38) se deducen directamente de la escindibilidad implicita en la

naturaleza de |as probabilidades de permanenciaininterrumpida | pj_a Y s pz :
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2.2 Ecuacion general del semiproceso estocastico de Markov

A patir de las anteriores propiedades, vamos a deducir € conjunto de ecuaciones
integro-diferencides que condituye la ecuacion generd dd semiproceso estocagtico de
Markov, que relaciona las probabilidades e intens dades de trangicion.

d(/ paa) . \I . = . (40)

;jtx = - Py x( Wt Jrrrt]) + Qitu P XMLy X plxl+t-u,0 X it,u du
d pai _ . \[ . - f H (41)
JT) = P - QP Py X(M, +iT, ) du
d am \t . = . (42)
iﬁ) = P X+ QP Xy Xy Py X1, du
d(, p2) | | . (43)

=, g+ ndn) -l <t

‘t . . - .
+ Q /t-u plxa X I+t—u x/uplxl+t—u,0 X alt,u dU
d(, i) . . - . (44)
% = plxz,iz X Lt Tt plxl,z x( it + I’Tf(Tt)
\t . . - . .
S Q) P XML Bl o (M3, + i) du
d(, pim | . (45)
(/tth'Z) = It plxa,lz X Jr: + /t plxlz X rjt,z+t +
\t . . - .
+ Q/t— u plx?z X +It—u X /u plxlﬂ— u,0 X rJTr]t,u dU

— - ‘(max'f,‘s +mé, ds (46)
kP =€ ¢

= - ‘lmlﬂ s,z+s T m‘: ++++++ ds (47)
It plxlx =€ 9

. \t . = 48

Iw,t pil = Q/u pia 'm?(l+u " It-u plxl+u,0 dU ( )
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Demostracion de (40)

Diferenciamos respecto d tiempo la probabilidad de transcion |, pf*, podeiormente

sudiituimos .., p2* por laexpresion (31). Findmente smplificamos.

aa aa
/ot Py = 1 Py -

t . = .
aa aa N\ aa i i ia aa
1t Px X /ot Pxst + Qlt—u Py X nﬁﬂ—u X1y px+t—u,0 X o px+t,u du - 1t Px

= lim

D® 0 Dt

aa aa aa N aa Xr‘r[ji X i X 1 d

. It px X D px+t - h px . Q/t— u px +-u lu px+t—u,0 /Dt px+t,u u
=lim + lim

D® 0 Dt D® 0 Dt

ia
1- ppa . o i i o P

— aa P /D M x+t \ aa i i H D Mx+tu
= - 1 Px ><|Dltg(l) Dt +Qlt-u Py XMy Xy px+t-u,0 X[ng‘(]) Dt du

. t . = .
aa ai m A aa ai ii a
Py X (rn<+t My ) + Q ieuPx XMy Xy Pyt uo X ni(ﬂ,u du

Demostracion de (41)

Diferenciamos respecto d tiempo la probabilidad de transicion |, pY', posteriormente

ituimos .., P2 por laexpresion (32).

ai ai
)_lim /Dt+tp)(_ /th —

dt D®0 Dt

. t . - L. .
aa ai hY aa ai ii ii ai
. 1tPx o P T Q/t—u Py XMy Xy px+t—u,0 X o px+t,u du - 1t Px
= lim =
DI®0 Dt
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Seguidamente  sudiituimos la probabilided de transiciéon |, p? por su expresion integra

equivaente, , py = c‘j/t.upi‘a XM, X 1y Plyo Uy procedemos a smplificar la

expresion resultante.

t = N
\ aa ii i
Qlt—u Py XMy Xy px+t—u,0 X(]_ T px+t,u)du

pai
= /tpfa IIm /Dt Mx+t IIm —
Deo Dt Dt®0 Dt
t - (1_ pi )
— aa ai by aa i i ; /D Mx+tu
= P My - Qlt»upx XMy x/upxﬂ_u’O x|lim ————=~ du

D®0 Dt

. t . - . .
aa ai N aa i i ia im
1Py My - Q/t—u P XMy X 1w Prst-uo ><(rnx+t,u +m ) du

x+t,u

Demostracion de (42)

Diferenciamos respecto @ tiempo la probabilided de trandcion |, pi", posteriormente

sudituimos .., pe™ por laexpresion (33). Findmente, smplificamos

am am
d(/t pfm! m e+t Py~ P _

praag 1) Dt

t . = .

am aa am \ aa i ii im am

I it Px T P X Pt Q/t—u Py x”fﬂ—u X1y Pyet-uo X0 Pret u du - 1t Px

=]lim =
De 0o Dt

t ) = )
by aa i ii im
Qlt—u px X +t-u ></u px+t—u,0 ></Dt p><+t,u dU

aa am
. X .
Ilm It px /Dt px+t + ||m

Dt®0 Dt D® 0 Dt
t _ pim
— aa am X\ aa i i . /Dt Mx+t,u —
- /tpx me+t + Q/t-u px xnfﬂ-u x/upx+t-u,0 xlljlt(g(]) Dt du =

t . = .
aa am hY aa i i im
/tpx meﬂ + Q/t—u px X +-u x/u px+t—u,0 >(rnx+t,u dU
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Demostracion de (43)
Diferenciamos respecto d tiempo la probabilided de transcion piXaJ, Seguidamente

WSItUIMOS o4 p‘f}z por laexpresidn (34). Findmente smplificamos.

d (It plxaz) /D +t pixa,z - /tpixjaz

=lim =
dt D®o Dt

ia aa i ia ia
It px,z X o Pyt + /tpx,z X o px+t,z+t - 1 Py +

=lim
Dt® 0 Dt
N ia x Qi x i x ia d
X Qlt-u px,z rT1<+t-u lu px+t-u,0 /Dt px+t,u u
+ lim =
D® 0 Dt

1 paa , pia
— ia ; T ID Mx+t i ; Dt Mxtt,z+t
- /tpx,z xlim * i px,z x|im +

Dt® 0 Dt D®0 Dt

t . . -
N\ ia i ii H
+ Q/t—u px,z X +t-u x/upx+t—u,0 xlljltg(])

ia
o px+t,u dU -

. . - . t . . bl .
— ia i m ii a \ ia i ii ia
- T n px,z ><nf+t + +t) + /tpx,z +t 7+ + Q/t-u px,z X +t-u ></u px+t-u,0 xm X+t,u du

Demostracion de (44)

Diferenciamos respecto d tiempo la probebilided de trandcion |, pﬂyz, posteriormente

SUSHItUIMos g, P, , Por laexpresion (35).

d (/t plxlz)

— ||m / Dt+t pIXIZ Tt pIXIZ
dt b®o0 Dt
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ia ai i ii i
ot px,z X o Pyt + It px,z X o px+t,z+t Tt px,z
= lim +

Dt® 0 Dt

t . . = .
N\ ia Qi i ii
X Qlt-u px,z er1<+t-u x /u px+t-u,0 x /1D px+t,u dU
+ lim =
D® 0 Dt

A continuecion sustituimos la probebilided de transicion |, py, por su expresion integral
equivaente, d,t_upij}z NPl L % Ph o Xdu y procedemos a simplificar y reordenar

la expresion resultante.

pa| pll

i . i . /1Dt Mx+t,z+t

AP xlim L2 4l x]im—— +
“ Do Dt 2 pbweo0 Dt

t . . e .

N ia i ii ii
. Qlt—u Pyz * rnxaﬂ»u X juPystouo X (1 T Ipt px+t,u) du
lim =
Dt®0 Dt

ia i Ti ia im
It px,z M = 1t px,z x( w T ”&ﬂ)"’

t . . = ..
2 ia i ii ; i —
- Qlt-u px,z XMiew X0 Pt u,0 X ||Jl(gg) (l T /Dt px+t,u)ju -

Demostracion de (45)

Diferenciamos respecto d tiempo la probabilided de transicion Py, posteriormente

sudituimos ., p.™ por laexpresion (36). Por Gltimo, smplificamos.
/Dt+t Mx,z

im im im
d (/t px,z) = lim /Dt +t px,z T px,z -
dt D® 0 Dt
im im ia am i im im
(d /t px,z) _ Im It px,z + It px,z X /1Dt px+t + /tpx,z x/a px+t,z+t ot px,z +
dt D® 0 Dt
N ia x ai x i x im d
|' Q/t-u px,z rn(+t-u lu px+t- u,0 /Dt px+t,u u
+ IIm =
Dt® 0 Dt
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am im
i . /D p +t, z+t
Jb Pyt + i p;(lz lim xH oz
Dt "~ Di®0 Dt

— ia I
= m
/t px,z Dt® 0

+

im
t . . brd p
\ ia n.El ii H /Dt Mx+t,u
Qlt-u px,z X +t- U X lu px+t-u,0 Xg& u dU

ia m i i L ia ai ii im
1tPxz - nﬁﬂ T Px,z - + T Q/t—u Px.z XMy Xy Px+t-u,0 XI’T‘Lﬂu du
Demostracion de (46)

Deducimos la ecuecion (46) por diferenciacion de pj_’" y poderior gplicacion en la

expresion resultante de la propiedad de escindibilided de |, p?

aa aa aa
it Px Xt Pxst = 7tPx

aa aa
o+t Px = 7t Px

d (/t pf_i)

= lim = lim =
dt D®0 Dt D®0 Dt
_ (_] o D) _
— aa H /Dt Mx+t) — aa am ai
=-a B g(g(]) Dt = - Py ><(rnx+t + mx+t)
aa _ 'ém:rgs‘fmi;s ds
It px -
Demostracion de (47)

Obtenemos (47) de la mismaforma que la expreson anterior.

i i i i i i

d (/t px,z) = lim /Dt+t px,z G px,z = lim It px,z X/IJ p><+t,z+t T px,z —

dt D@0 Dt D@0 Dt

- (l - pﬁ ) -
— ii H /Dt Mx+t,z+t ) ii im ia
B px,z ’ lljltgg Dt T px,z ><(rn><+t, m mx+t,z+t)
\l m 1a

i _ 'me+s, z+sr T Myis 245 ds

It px,z =€
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Demostracion de (48)

Diferenciamos la probabilided de trangcion ,W,tpj“ repecto a la vaiable w;
posteriormente sustituimos ., . P;  por la expresion (39). Findmente resolvemos y

smplificamos d limite resultante de la anterior operacion.

ai ai ai
d (/W,t Py ) = Iim wiow.t Px = 1wt Py —
dw Dw® 0 Dw
aa aa ai i ai
lim Jw,t P + it-w-owPx  ow Prt-w- ow /pr+t-w,u T wt Py _
Dw® 0 Dw

donde 0 <u < Dw® O.

- pal
— aa i H /Dw Mx+t-w- Dw
- /t—wpx ) /pr+t—w,0 ) DI/Jm

®0 Dw

Por integracion, obtenemos d valor de |, , pf’

\t i

ai — aa ai i
/W,tpx - Qw /upx 'mx+u '/t—upx+u,0 du

3 Edimaciony gusedelasintensdadesdetransicion

Una vez expuesto € moddo tedrico, necesitamos estimar las intensdades de transicion
paa poderiormente poder cacular las probabilidades de trandcion correspondientes.
Para dlo, aplicaremos € mismo proceso de egimacion explicado de forma generdizada
en d capitulo 3. Unicamente destacamos |as Sguientes singularidades:

Las exposciones centrdes y trandciones asociades d edado de activided se
dadficaran excdusvamente aendiendo a la edad. En cambio, las exposiciones

centrales y las trangciones dd edtado de invdidez s= ordenan por edad e
interva os de duracion de lainvdidez.
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En € caso que optemos por un guste paramérico de los vdores de las
intenddades de trangcion, recogemos las Sguientes propuestas de funciones

de gudte.

- Como funcion de gude d C.M.1.B. (1991) propone la utilizacion de
funciones de Gompertz-Makeham para las intenddades de transicion
univariantes de invdidacion y fdledmiento. En cambio, paa las
intenddades de trangcion de reactivacion y fdlecimieto como
invdido, d C.M.I.B. (1991) s decanta por las sguientes funciones
de guste:

m#, = (a + bz X(x- z- 50)) el (49)

- b/ (z+c)’ (50)
e +r - es(x+z)

i _ 2
mlxr,nz_(a0+a1XX'a2XX)' n+l
(z+¢)

- Paa las dos anteriores funciones de guste bivariante, Renshaw, A.E.
et al. (1995) seinclinanpor la utilizacion de polinomios fraccionados.

S recurrimos a méodos de gude no paramérico, para las intenddades de
transcion univariante nos parecen muy adecuados € método de Whitteker, la
moddizecion locd polinomica y d filtro de Kadman. En cambio, paa
funciones de gugte hivariante, escogemos |os dos primeros métodos.
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4 Obtencion numérica de las probabilidades detrangcion

Suponiendo conocidos los valores edimados de m?, m3™, ny, y ni", procedemos a

cdcular las correspondientes probabilidedes de transicion. Con td objeto, d C.M.I.B.
(1991) agilica un mé&odo numMérico, propuesto anteriormente por Waters, H.R. (1984),
ingpirado en la goroximacion de las probabilidades de trandcion mediante d teorema
dd vaor medio.

Nosotros desarrollamos un méodo dternativo basado en la resolucion numérica de las
ecuaciones integro-diferencides asociadas d  semiproceso  estocagtico de Markov
((Pocielo, E. 1998)).

Ege dtimo, s bien resulta numéicamente mé complgo, cuenta a su favor con que
permite goroximar todas las probabilidades de trandcidn que intervienen en d proceso
estocédtico, no solamente las derivadas dd edtado de actividad, como sucede en la
propuestadd C.M.1.B. (1991).

Ambas metodologias requieren dividir la tempordidad de la probabilided de trandcion
en subintevados de amplitud de h afios. Cuanto més pequefia sea h, mayor serd la

precision de laaproximacion.

Cada subintervalo de tiempo, t,, lo expressremos como t =i - h, de td forma que la

tempordidadtotd [0, f] puede representarse como sigue.

[01 t]zg[tk—ll tk]

Hjamos las siguientes condiciones inicides de las probabilidades de transicion:

P =1

Itg plxlz =1
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It, pfi =

Ity pez=0
It pixa,lz =0
Ity pIxn; =0

A patir de édas obtendremos recurrentemente las probabilidades de trangcion
asociadas a los sucesivos subintervaos.

4.1 Méodo basado en la aplicacion del teorema ddl valor medio.

B méodo de Waters, H.R., anpliamente explicado en d C.M.I.R. 12, induye las
sguientes expresiones recurrentes:

ai h ia im
ai @ ai /t,t, Py - (1' 5 (mx+mn+ mx+tmtm)) (51)
Mo tsn Py It t, Px 1+4h . (mia + mim
2 Xt tat XHp1s bnea
aa aa h aa ai am aa ai am
Itan Py @/trI P -3 It, Px x(mxﬂn + mx+tn)+ Itan Px - (mx+tn+1 + rn><+tn+1 )J + (52)
N
h 2 ai ia ai ia
+ 2 a [/tm,tn px xm X+, + Mtats thet px xmx+tn+1,tm]+
m=1
h ai ia ai ia
+ 2z Ity ot pX me+tnrtN + 1+ tha pX me+tn+1ltN)
h aa ai aa ai ai h ia im
2 x(ltn Px me+tn + Iter P xm x+tn+1) @/tl,tn,,l Py - (1+ 2 (m X+t ty + mx+tn+1, tl)) (53)
am aa h am m am m 54
It px @/tn px + 2 (/tn px X +Hp + Ith+1 px X +tn+l) ( )

donde N representa € nimero de periodos de duracion de la invdidez a patir de los

cudes Waters, H.R. condgdera que no se modifican las respectivas tasas ingantaness de
fdlecimiento y de reactivacion.

"m3 N, mia - mia rnim — mim

X+, Z X+ty,2! XHm,Z2 X+ty,Z *
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lguamente, definimos |, T p2 como la probebilided de que llegue invdlido d find del
periodo con més de N periodos en invdidez.

(55)

¥
a _ 2 ai
et px - a. Itysir th px
k=1

Combinando las ecuaciones iterdivas (51), (52), (53), (54) y (55) podemos obtener los
vaores goroximados de |as probabilidades de transicidn objeto de cdculo.

4.2 Método basado en la resolucion numérica de la ecuacion general

Paa goroximar las soluciones dd sgema integro-diferencid asociado d  semiproceso
estocagtico de Markov, recurrimos a goroximar numéricamente sus derivadas parcides e
integraes definidas, mediante su definicion (Aubandl, A. & al. (1991)) y la formula de
los trgpecios, respectivamente. El resultado es €@ dguiente conjunto de expresones

recurrentes,
5 P @(1- nxp, o+ i )) < pe e g Pl <z ¢ (50)
+ Bt aa g ol ii % @ ><hZ
A -t P XM ¢ 1t Pert -t 0 I’T‘l<+tn,t,

_‘
N

oo P @ PY +hx g PR X, - DXt - Pl x( ST 11 e )+ (57)

i-1 -

[o] i ii i i 2
-a -t pia Xﬁﬂtn_tr Tt p;<l+tn-tr,0 x(nﬁm + Ttn,tr)xh ]

r=1

am aa m am h? i i im 58
It Py @/tﬂ Py" % H, h + It, Pt 7 XI‘T‘f(‘ ></tn Pyo * b + ( )

b . = . 5
+ al It,-t, pia xnﬂtn-g ></tr plxl+g1-tr,0 X nLTtn,tr' h
r=
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ia i m ia i ia
Itos Px.z @(l - h- ( a T +t))' n Pzt o Pxz XM e T

n-1 -

5 . . _ . )
ta it Py xnﬂrtn-t, Xn, p|x|+tn-t,,o xnﬁtﬂ,t, -h ]

r=1

i i ia i i ia im
Mo px,z @/tn px,z + Ity px,z X +, h - /tpx,z x( +1,2+t + rrl<+t,z+t

n-1 -
o} ia ai i ja im

- a Ity px,z Xrn(ﬂn-t, ></tr px+tn-t,,0 x(rrLﬂn,t, + n1<+tn,t,)
r=1

im im ia m i im
Aoy px,z C@/tn px,z + It, px,z anﬂn Xh + It, px,z X +Hp, ZH, ) h +

W]

. ma

X+,

2 ia i ii im 2
+a It,-t, Pxz X -t ></tr p>?+tn-tr,0 X ot h ]
r=1
. Bl . -
al aa al {l
11t Px @ a [/t, P - mx+tr Tt px+tr,0 ) h] +
r=n-m+l
h aa ai i aa
t 3 (/tn_m Py - mx+tn_m "It px+tn_m,0 + Ity Px
Demostracion de (56)

)

)

(59)

(60)

(61)

(62)

Aproximamos numéicamente la derivada y la integrd definida de la ecuacion integro

diferencid (40).
éd(/t pia)@ @ Itne pia T, pia
§ dt g, h

N aa i ja
Q /t-u px X +t-u ></u px+t—u,0 X +H U dU @

n-1 -
2 aa i ii ja

@a -, Px X ﬁfﬂn.g T, px+tn-t,,o xn‘Lﬂn,g xh] +
r=1
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h aa i ia aa i ii ia
tz X(/tn P X 4, /Opx+tn,0 X +t,,0 * 0P an I, Pxo * +tn,tn)@
Bt aa ai ii ia h i Ti ia
@a -t Px Xmmn.t, Tt px+tn—tr,0 xn‘Lﬂﬂ,tr xh| + 2 xnﬁ T, Px.o Xmmn,tﬂ
a
Sudtituimos en la ecuacion y Smplificamos.

aa aa
1t Px - /tnpx

- @-(nfi, +nf ) x, P2 +

n-1 —
9 aa i ii ia
ta Ity t, P % -t It px+tn-;,0 X Ho, 1, xh| +
=1

+% xnﬁi ‘i, p>i<i,0 xniil;,‘,t"

aa i m aa h? i 7i ia
Tty Px @(1 - h x( +, + +H, )) x It, et T mj Ity pxnvo Xnt<+tn,tn+
n-1

e} aa i ii ia 2
+a [“n'tr px xnﬁﬂn-t, It, px+tn-t,,0 xrnﬁtn,t, Xh ]

r=1
Demostracion de (57)

Aproximamos numéricamente la derivada e integrd definida contenida en la ecuacion
(41) dd dgema de ecuaciones integrodiferencid dd  semiproceso estocastico de

Markov.

d(/t pii )E:I Ityar pii Tt pii
e——u @
dt gt:% h

M@ M D~

N aa ai i ( ia im )

Q /t-u px >(rn<+t—u x lu px+t—u,0 X rT1<+t,u + r‘r‘l<+t,u dU @
B aa i i ja im

@a. It -t Px % H -t x/t, px+tn—t, 0 X( I’T‘l<+tn,tr + n1<+tn,tr) ’ h] +
r=1

h . aa i i ia im

+ 2 (/tn px xnfﬂn ></O px+tn,0 ><( +t,,0 + +tn,0)+
aa i ii ia im

0P XN X Pyo x( o, T ”%tn,tn))
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1 . - . .

@a -t p)z(aa xrrﬂg-t, ></tr plxl+g1-t,,0 x(mﬁg,t, + n'LTg,tr)' h| +
r=1

N . = : .

+ g < o x(ia,, + i)

iyt

A ocontinuacion sudtituimos en la segunda ecuacion integro-diferencid y - posteriormente
la reordenamos.

pai _ pai
It,,1 Mx /t, Mx aa A
h @/tn px xrrlﬁt|1 +

n-1 -
o

aa ai i ja im
[/tn-tr Px xm<+tn-t, x/t, px+tn-tr,0 ><(r'1<+t;1,tr + rnx+tn t, ) ' h]"'

r=1
_h i i ia im
2 xnf ></tn px,O x( Hy oty + )

ool

ai ai aa i h? i i ia im
It px @/tn px + h ></trl px ><rnj‘+t" - TXnﬁ t, px,O x(nLHn,tn + rr!(+tﬂ,pj)+

|61

. = ' . 5
-a It,-t, p:a erfltn_tr Tt plxI x(mﬁtn-t, + mthn.g) xh ]
r=1

Demostracion de (58)

Aproximamos numéricamente la ecuacion (42)

sd(,. p3")

dt

g

|

) am am
u It Px - It, Px
u @ -

=,

™

t . = .
Q /t-u pia xnﬂrt-u ><Iu plx|+t-u,0 xrrLTt,u dU @

1 . - :
@a t,-t, pia x nﬁt"-tr ></tr plxl+tn-tr,0 X nLqu,g - hj+
r=1

aa i Ti im aa i i im
'(/tn Px xnfﬁn X0 px+tn,0 x”im,o * 0Px >mf >7:n Pxo % +tn,tn)@

n-1 - -
e aa i i im h ai i im
@a it -t Px x“Eﬂ-t Xt Pt -t 0 X My o h| + 2 XM Xy px,o XITL
l tI'l tI’ n r r n r HE' n
r=

H
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Sudtituimos en la ecuacion origind y smplificamos.

am am
I N
h

aa am
C@/tn px ><rTl(+tn +
n-1 — —
] aa i ii im h ai ii im
+a -t Px xnﬁm-t, ></tr px+tn-tr,0 xrdmﬂ,t, h] + 2 Xm, x/tn Px.0 Xrnx+tn,tn
r=1
am aa m am h2 i i im
Mo Py @/tn Py~ % H, h + It, P 7 xn‘f >(/tﬂ Pyo * +, +

n-1 -
2 aa ai ii im 2
ta It,-t, Px xmmn.; X/tr px+tn-tr,0 ><mx+tn,tr -h ]
r=1

Demostracién de (59)
Derivamos e integramos numéricamente la ecuacion integro-diferencid (43)

éd(/t plxaz)l:J Itper pixz,iz T, pixz,iz
e——u @
e dt g_ h

=t,

N ia i ja
Q/t—u px,z X +t-u ></u p><+t—u,0 X +t,u dU @

1

-

Qo7

oo P, XN %y Pl o xni% ]+

r=1

. . ) - . . . - .
t 3z (/tn Pz XM X,0P 0 XMy o + 0P XN %, Pl X itn,tn) @
b1 ia ai Ti ja
@a. -t Px.z X"Lﬂn.tr ></tr px+tn-t,,o XrT‘Lﬂn’tr ) h]
r=1
Sudtituimos, a continuacién, en la anterior ecuacion.

ia ia
Ityar Pyz - It, P2 @

ia ai m i ja
h T, px,z x(rn<+g1 + +tn) + It, px,z xnﬂL+l;1,z+tn +
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n-1 —
2 ia ai ii ia

ta It,-t, Pxz Xmmn-tr ></tr px+q1-tr,0 xmmn,; ' h]
r=1

ia i m ia i ia
Ithen px,z @(1_ h- ( +t + +t))' I, px,z + Ity px,z xn1<+tn,z+tn +

1

o7

ia i i ia 2
[/1;1-1, Px.z ><nfm-tr x/g px+tn-g,0 X L -h ]

JIN

r

Demostracién de (60)

Derivamos e integramos numéricamente la derivada e integrd definida de la ecuacion
integro-diferencid (44)

éd(/t p:z)l\:l Ity plxlz o, plxlz
—1 @
g dt 0. h

n

R

ia i i ja im
Q /t-u px X +-u ></u px+t-u,0 x( +t,u + +t,u) dU @

n-1 —
B Loopn xnt ool x(ma, + mn, ) n]
r=1

h . ia i ii ia im
+7 (/t,1 px,z X +, ></O px+tn,0 x(nlﬂtn,o + +,,0 ) +
ia i i ja im
+ /0 px,z Xﬁf ></tr px,O )érrlﬁtn,tn + ot ))
Bt ia ai i ia im
@a t,-t, Px.z ><I‘T‘1<+tn-t, ></tr px+tn-tr,0 X (nimn,g + H Lt ) ) h]
r=1

A continuecion, sudituimos las anteriores gproximaciones en las ecuaciones  integro-

diferencid correspondiente.

i i
Ityar Pyz - I, Px.z ia i ii ( ja im )
h @/t px,z XMy = 1 px,z X rd(+t,z+t + +,z+ +
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l .

- 1,-, pliz xrrﬂg-t, ></tr p>|(l+tn-tr,0 x(nﬁtn,g + mthn,t, ) ) h]

[

*
11
JLLY

ii ii ia i Wi ja im
Itper Px.z @/tn Px.z + It, Pxz xnﬁﬂﬂ h - 1t Pxz ><( +t,z+t + +t,z+t ) -h+

1
ia ai i ja im 2
- [/1;1-tr Pxz XMt ot X, Pyt -t 0 X(ITLHN,T + rTj<+tn,tr ) +h ]

r=1

[

Demostracién de (61)

Integramos 'y derivamos numéricamente la ecuacion (45)

éd (/t pi:;)l] Iy plxn; S plxn;
e———— @
é dt A~ h

\t/ ia x ai x ii x im du @
Q t-u px,z rn<+t-u /u px+t-u,0 rn<+t,u
NG . ) = .
ia ai i m

a [/L\-tr Px.z Xmmn-tr ></tr px+tn-tr,0 xnim,t, +h ] +
r=1

h ia i i im ia i i im
+ 2 (/tn px,z X +, ></O px+tn,0 X rT1<+tn,0 + /0 px,z X nf( ></u px,O X +t,,,tn) @

1 ) . - )

ia ai i m

@a -t Pxz Xm<+tn-tr ></tr px+tn-g,0 xn‘imﬂ,tr 'h]

r=1

Findmente, sudituimos las anteriores goroximeciones 'y amplificamos la expresidn
resultante

im im
Ity px,z o, px,z
h

ia am ii im
@/tn px,z Xrn(ﬂ“ + Ity px,z ><ITl(+t,,,z+’rn +
-1 -
+ 8 ia X ai X i x im h
A |-t Pxz XMt X Pt -t 0 +tt
r=1
im im ia m fi im
tney px,z @/tﬂ px,z + It, px,z xrnfﬂn xh + It, px,z X +, ,Z+H, ~h +

Bl . . - . )
+ al -t pfz xnﬂtn-tr ></tr plxl+t“-tr,0 xnt(T;],tr -h
r=

228
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Demostracion de (62)

Aproximamos numéricamente laintegra definida de la ecuacion (48)

. b 4 -
It t, pfl @ a It, p:a ) milﬂr tot-t, plx|+tr,0 h| +

r=n-m+l

ai

h aa ii aa ai i
*t 32 X(/tn,m P " Muwe ", Preg o o, P " Mgy, - /Opx+tﬂ,0) @

;1 , =
@ a It, p)?a ) milﬂr Tt -t plx|+t,,0 h| +

r=n ml

h . aa | yai . ii aa | yai
+ 2 (/tn_m px mx+tn_m Ity px+tn_m,0 + It, px mx+t,,) @

n-1 -
. % _ _
e b @ a [/tr Pe MY oy Pregoo h] +

r=n-m+1

h . aa | pnal . i aa | pai
+ 2 (/tn—m px rnx+tn,m Ity px+tn,m,0 + It, px mx+tn)

Las atteriores rdaciones son actuaridmente consgtentes porque las  goroximaciones de
las probabilidades de trandcdon dd etdado de activided (56), (57) y (58) suman la
unidad, lo mismo que sucede con los vadores goroximedos de las probabilidades de
trandcion dd edado de invdidez. Ello nos pemite cdcular las probabilidades de

transicion . P"y 4, Pl comosigue

pii T It pia (63)

am —
Ithea pX =1- Itha

e p;(mz =1- Ithn plxlz T Mw pi(?z (64)

Las expresiones (56) y (60) generan recurrentemente los valores aproximedos de ,, p3*
Y o, pl. Su sustitucion en las ecuaciones (57) y (59) permite obtener posteriormente de

formagproximeda ,, P{'y . Py, , respectivamente.
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5 Vaoraddn finandero-actuarial

En primer lugar, vamos a expresy los vdores actudes actuarides de las rentas que

consderamos més relevantes,

Renta de actividad de una persona inicidmente activa y de edad x, unitaria,
diferida d afios y tempord m afios, pagadera mientras & asegurado
permanezca activo. Las expresones (65) y (66) reflgan los vaores actudes
actuarides de las rentas de tdes caracteridticas, continuas y pagaderas de
forma anticipadak vecesa afio, respectivamente:

—aa _ Jd+m aa t 65
dimx = Q B Voo dt (€9
d+m-1 k1 n (66)
~aa(k) _— aa - (t+)
d/m8y =aa [t+L Py -V “
t=d n=0 X

Renta de actividad de una persona inicidmente activa y de edad X, unitaria
diferida d afios y tempord m afios interumpida tras d fdlecimiento o
invaidacion de asegurado. Las expresiones (67) y (68) incorporan los vaores
actudes actuarides de las rentas de tdes caracteridticas, continuas y pagaderas
deformaanticipadak vecesd afio, respectivamente:

—m  dm = 67
d/max :Qm/tp;ia,vt,dt ( )

d/m™x

I
Q_)o
i QJO;\-

7
~|=

o

X o

QO

<

Renta de invdidez de una persona inicddmente activa y de edad X, unitaria,
diferida d afios y tempord m afios, pagadera mientras @ asegurado se hdle
invdido. Las expresones (69) y (70) representan los vdores actudes
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actuarides de las rentas de tades caracteridticas, continuas y pagaderas de
formavencidak veces d afio, respectivamente:

—ai - \d+m pai Tt dt (69)

. dmel k , \ (70)
X)) _ 8 o - (t+2)
d/mail( ) - a a [t+D p:l ' V ‘
t=d n=1

Renta de invdidez de una persona inicidmente activa y de edad X, unitaria
diferida d afios y tempord m afos, pagadera cuando € asegurado lleve
invdido entre d, y d, +d, aflos Las Sguientes expresones reflgan los
vaores actudes actuarides de las rentas de taes caracteridticas, continuas y
pagaderas de forma vencida k veces d afio, respectivamente:;

—aid/d, _ d+m ’ ) ¢ (71)
d/max -Q (/d1+d,2,t Py - /dl,tpil) -V dt
) d+m-1 k (72)
aid/d, (k) — L 8 ( i ) - (t+D)
d/m - a a. /d,+d,, t+2 p:u /d,, t+ pil v
t=d n=1

Renta de invdidez de una persona iniddmente invdida y de edad X, unitaria,
diferida d afios y tempord m afios, que cesa con d fdledmiento o la
reectivacion del asegurado. Las expresones (73) y (74) reflgan los vaores
actudes actuarides de las rentas de taes caracterigticas, continuas y pagaderas
deformavencidak veces a afio, respectivamente;

—7i d+m = (73)
—_ = ) t
d/max.z —TQ = Pz -V - dt
d+m-1 k - (74)
i, (k) [ ) ii (t+2)
amdyxz = A a It Pyxz -V “
t=d n=1 K
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Renta de supervivencia de una persona inicidmente activa y de edad X,
unitaria, diferida d afios y tempord m afios Las dguientes expresones
cdculan los vdores actudes actuarides de las rentas de taes caracteridticas,
continuas y pagederas de formavencida k veces d afio, respectivamente:

(75)

—a \d+m

d/m@x = Q (/t pii *t pfa) -V dt

dgm-1 ‘ ; (76)
a,(k) — ai aa (t+)
d/m8y =aa (It+% pxI + It+2 Py ) Ve

t=d n=1

En rdacion a los seguros, Bull, O. (1980) consdera un seguro de invdidacion de una
persona inicidmente activa de edad x, continuo en d tiempo, de cuantia unitaria, con
una carencia de d afos y tempordidad de m afios, durante los cudes S @ asegurado se
invaida, poderiormente tiene derecho a cobrar d seguro 9§ permanece invdido €

tiempo minimo establecido en la carencia.

(77)

—aali ai

_am aa i t+d
maPx = Q /1P Myt - 7aPxseo *V - dt

Las expresones integrades anteriores pueden determinarse  numéricamente  por
golicacion de dgin  méodo de integracion numérica, como por gemplo la formula de
los trapecios o laférmula de Smpson.
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ANEXO 7-1
Calculonuméricodelas

probabilidadesdetransicion
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Patimos de una operacion de invdidez tempord, moddizada a través de un
semiproceso  estocddico de Makov continuo en d tiempo, de la cud suponemos
conocides unes determinadas intengdades de trandcion. Generaremos varias tablas de
probabilided como resultado de gplicar € dgoritmo de cdculo de probabilidedes de
trangcion propuesto en la tess, basado en la resolucion goroximada y recurrente de la

ecuacion generd del proceso estocadtico.

Intensidades detransicion

Paa genear las divarsss tablas de probabilidades, utilizaremos las intensdades de
trangcion estimadas por € C.M.1.B. (1991), parad cuadrienio 1975-78:

n.fi = e 1.798+0.080844 x - 0002686 x> +0.000025 x°
aX- 700 3985723 3185064:2
m™ = - 0.00465192 - 0.00452546 - 04 ¢ R
e %]

ny, = nf,, = (51.0578- 2686334 (1+141934- max (4- 5215- 7, 0)) -

JZ -(Y _ 50)) _e-4.9144-~IE

donce
ZES
y=1’
1y+z-5 z>5
4 z£1
Z={1+036235-(z- 1) 1<z£5
{1+4.0.36235 z>5

m™ = mT,, = (0.237884 - 0.0048 - Y + 0.00009 - Y?) -

+7,Z2

-0.8747
@ (Z0) 2613917

| (Z + 0.357384 )2.613917 +roel

Y+Z)
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donce
i s z£5
y=; 7
1y+z-5 z>5
iz z£ES
Z=ji
15 z>5

X [0
30 . 00926
35 . 01098
40 . 01314
45 . 01617
50 . 02087
55 . 02877
60 . 04311

Tablas de tasas anuales de invalidacion

Las tasas anudes de invaidacion, g*®, recogen € nimero esperado de invaidaciones
de un asegurado activo entre las edades x y x+1. Sus vaores, se obtienen a partir de la

sguiente expreson:

aai <

o = @/t - - dt

X q)a(ZaI
30 . 32266
35 . 29963
40 . 27782
45 . 26197
50 . 25582
55 . 26333
60 . 29050
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Tablas de probabilidades anuales de reactivacion

ia ia ia
X Px. oz, Pxz, Pxs,
30 . 83151 . 79534 . 72105
35 . 81053 . 76838 . 68835
40 . 78584 73711 . 65032
45 . 75617 . 70034 . 60567
50 . 71971 . 65647 . 55281
55 . 67381 . 60333 . 48967
60 . 61418 . 53783 . 41366
Conclusiones

Las conclusiones méas relevantes a que hemos llegado son las Sguientes:

El cuadro de vaores de p? recoge una tendencia claramente crecente de los
mismos, epecidmente, a partir de las Ultimas edades registrades.

La tasa anud de invaidacion, g**, sigue una evolucion muy similar a la de la

intenddad de trandcion de invdidacion, nf', cuya evolucién mostramos

gréficamente a continuacion.

1.T. invalidacion

04

0,35

0,25

02

23 33 43 53 63
Edad

—— |.T. invalidacién

Los valoresde g** decrecen hasta llegar a los 50 afios. A partir de esta edad,

X

coincidiendo con @ amento de la tasa de crecimiento p?, obsavamos un

cambio de tendencia, pueslosvaoresde g7* comienzan a crecer.



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con mlltiples estados

Las probabilidades de reectivacion, p,?, son claramente decrecientes, tanto
respecto la edad como respecto la duracion de la invaidez. A mayor edad

efecto de la duracion se intendfica, pues la probabilidad de reactivacion
disminuye méas rgpidamente con € aumento de la duracion de invdidez.

Los resultados dcanzados por gplicacion dd méodo desarrollado basado en la
resolucion numérica de la ecuacion generd dd semiproceso estocastico son
muy Smilares alos obtenidos por € C.M.1.B. (1991).



Capitulo 8

Modelo deinvalidez permanente

En e presente capitulo vamos a recoger un modelo de invalidez permanente
basado en la aplicacion de un proceso estocastico de markov continuo en e
tiempo. Obtendremos los valores exactos de sus probabilidades de
transicion a partir de la resolucion exacta de su ecuacion general, la cual
condglituye un dSstema de ecuaciones diferenciales de Chapman-
Kolmogorov.

Al final del capitulo, realizaremos una aplicacién practica consistente en
generar algunas tablas de probabilidad. Los resultados basicos alcanzados
en € capitulo han sido expuestos en e Congreso de Matemética de las

operaciones financieras’97 (Pocidllo, E. et al. (1997)).
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1 Moddotedrico

Sea un procesn estocédtico de Markov continuo en d tiempo, {S(x), x 2 O}, definido
sobre @ espacio de edados E = |a, i, rrq en d que S(x) recoge € estado del asegurado

en una edad cudquiera x. Las probabilidades de trangcidn que intervienen en @ proceso
estocastico son las Sguientes.

P2 = P(S(x+t) =a/ S(x) =a)
" = P(S(x+t)=m/ S(x) =a)
P = P(S(x+t) =i/ S(x)=i)

P =P(Sx+t) = m/ S(x) =i)

A continuacion representamos gréficamente € esquema de trangiciones de la operacion:

Nétee que, dada la natur deza de la invdidez permanente, exduimos la transcion por

reectivacion. Por consiguiente, hemos de entender , p® y , pl como probebilidades de

permanenciaininterrumpida. La matriz de transcion vendra dada de la Sguiente forma

PX wPX nP"O
0 WPy PYE
o i

o 1 4
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A continuacion, recogemos las ecuaciones diferencides de ChapmantKamogorov, que
d mismo tiempo condituyen la ecuacion generd dd proceso edtocadico utilizado. Su
obtencion se haredizado de acuerdo d procedimiento generd indicado en d capitulo 2.

aa . (]_)
Dhabi) (';,fx )=, b s, + )
d ( pfi) — aa ai ai im (2)
/(tjlt = P XMy = P XMy,
am ) . (3)
ﬂ/td%) = Py XM+ pgt xm il

i . . 4
depi) i @

- X+t

dt
d i><m i im (5)
J%) = /tpx me+t

2 Edgimaciony gjusedelasintensdadesdetransicion

El proceso de edimacion y gude dd moddo de invdidez pemanente que estamos
exponiendo en d presente capitulo no presenta ninguna novedad Sgnificativa  con
respecto a modelo generd expuesto en d capitulo 3.

Unicamente sefidar que las funciones de guste més utilizadas en los trabgjos que tratan

este moddo de Mdaller, C. M. (1992), Pittaco, E. et al. (1997)y Haberman, S. et al.
(1999), son funciones de GompertzMakeham.
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3 Obtencidn exacta de las probabilidades de trandcion

Podemos hdlar numéicamente las diferentes probabilidedes de trandcion. Entre los
diversos méodos gplicables, destacamos por su dfidencda y sencllez d méodo
numérico basado en laintegracion por producto, introducido por Méller, C.M. (1992).

Alternativamente, podemos hdlar las expresones exactas de las probabilidades de

trangcion, resolviendo d gSdema de ecuaciones diferencides de  Chapman-

Kolmaogorov.

Deducimos @ vdor de la probabilidad de trandcion /t pi* a través de la

ecuacion (1) eimponiendo lacondicidn inicid deque /0 p = 1.

9 b (’;O'Zfa) = - (2, +mm) ot
/t Fx
din, p=- (miiﬂ + mim) - dt

t t ]
hY aa — Y al am
Qd In,,p3=- QM M du

X+u

\t i
I p* =- @M, + mi, du

x — 7 X+u
it qai
—_ e' mel+u + m:Tu du

aa
It px

Obtenemos la expreson de , pl, por integracion de la ecuacion (4) y

golicando lacondicioninicia deque ,, pi =

dlin ltpii =- mi:lt - dt
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{d€

Qd I bl = - M, du

. t .
I — Y m
In ,,py = - Qm du

X+u

.o &€ m
i - @gmy, du
/t px =e€

La probabilidad de trandcion de invdidacion, , p?, puede deducirse
directamente de su misma definicidén, td como as muedtra Pitacco,E. et al.
(1997).

ai — N aa i aa
Py = Q Py wu " Jteu Pxru du
S imponemos la condicion de que la mortdidad de activos y de invdidos es la
misma y, por tanto, m2, = m'", obtendremos una expreson de ,, p? més
sendlla, sumando previamente las ecuaciones diferencides smultaness (1) y

Q.

d(/tpia + /tpj):_ (/tp;a + /tpj)' miTt - dt

d,(/t P+ p;‘i) =dln

aa | ai :-maT'dt
(/t pia + /tp?) (/t pX It px) X+t

\t . \t

Qdin (,p2= + ,,p2) = - gman, xdu
I ( aa ai)_ N am d
NP T 4Py _'qnxm xdu

. A am
aa ai — A @My xdu
It px + It px =e

. b qam R ]
ai _ - @mid, xdu - g M,y xdu
T L
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Obtenemos la expreson asociada a la probabilidad de trangcion |, p™,

sumando |as ecuaciones (1), (2) y (3) sabiendo, ademés, que ,, pd" = 0.
d (/t Py + p:i + /1p:m) =0

X

d(/t paa + /tp:i): - d(/t p;m)
Qdup + ,up2) = - d (., pi)
It pia + /tpii -1= Tt pfm

am — aa ai
1t Px =1- n P - Py

am
L xdu

]S
WP =1 @

Conseguimos una expresion  explicita de la probabilidad de fdlecimiento en
edado de invdidez, sumando las ecuaciones (4) y (5) junto con la gplicacion

delas condidonesiniddes ,p! =1y ,p" =1.
d(/t Py + 1 pixm) =0
d (It pixi): - d(/t me)

Qtd (/u plxl) =- éd (/u pixm)

im

ltp: -1=- 1t Px

£ nim
. x+u xdu

/tpixm:]-' /tpixi =1- egm
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4 Vaoradon finandero-actuarial

La vdoracion financiero-actuarid de las operaciones derivadas de este moddo no

presenta dificultad especid. A modo de g emplo, definimos un seguro y una renta:

Renta de invdidez de una persona inicidmente activa y de edad X, unitaria
diferida d afios y tempord m afios, pagadera mientras @ asegurado se hdle
invéido. Las expresiones (6) y (7) representan los vaores actudes actuarides
de las rentas de tdes caracteridticas, continuas y pagaderas de forma vencida k
veces ad ano, respectivamente:

—ai ‘d+m . 6
am@x = Q o~ § -Vt ©
d+m-1 k ) (7)
k) _ [o] [o) - (t+2)
d/mail( ) = a a /t+ pil v
t=d n=1

Seguro de invdidacion de una persona inidamente activa de edad x, continuo
en d tiempo, de cuantia unitaria, Sn carencia y tempordidad de m afios. La
expreson (8) recoge € vdor actud actuaria de dicho seguro s éste se paga d
find dd aio de la invdidacion. La expreson (9) representa € vdor actud
actuarid de un seguro pagadero en € mismo ingante de lainvaidacion

" d+m-1 1 i 8

/m Aa:.al = én. Qlu piit ' -I+t+u ' Vt+1 - du ( )
t=d

—aai Jdemo o i 9

1m Ax =Q P M -V - dt ®
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ANEXO 8-1
Célculonuméricodelas

probabilidades detransicion
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Partimos de una operacion de invaidez permanente moddizada a través de un proceso
estocadico de Markov continuo en € tiempo, de la cud asumimos que conocemos SUS
intenddades de trandcion. Cdculaemos varias tablas de probabilidad mediante la
aplicacion de las dos metodol ogias propuestas en latess

Resolviendo de forma exacta e sstema de chgpmankolmogorov.

Aproximando los vadores de las probabilidedes a través dd méodo de
producto-integracion.

Ambos méodos producen diferencias minimas inferiores a 0.0001. No obstante, por su

mayor facilidad de implementacion informética, utilizamos la primerade las.

Intensidadesdetransicion

Las intenddades de trangcion utilizadas provienen dd moddo danés G82 (Haberman,
S. et al. (1999)).

n,fj :Om +100.006-X- 5.46

nfm - n,Lm = oms + 100.038-X- 4.12

Tabla de probabilidades deinvalidacién anuales

x PX

30 0. 00063
35 0. 00087
40 0. 00133
45 0. 00225
50 0. 00408
55 0.00771
60 0. 01485
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Tabla de probabilidades de transicion del estado de actividad

t it Pie it Pl 1 P

0 1 0 0

1 0, 997774 0, 000633 0, 001593
2 0, 995418 0, 001299 0, 003283
3 0, 992920 0, 002001 0, 005079
4 0, 990264 0, 002745 0, 006991
5 0, 987436 0, 003537 0, 009027
6 0, 984416 0, 004385 0, 011200
7 0, 981185 0, 005295 0, 013521
8 0,977721 0, 006276 0, 016002
9 0, 974001 0, 007340 0, 018659
10 0, 969998 0, 008496 0, 021506
11 0, 965682 0, 009759 0, 024559
12 0, 961022 0,011142 0, 027836
13 0, 955982 0, 012662 0, 031356
14 0, 950523 0, 014338 0, 035139
15 0, 944602 0, 016191 0, 039207
16 0, 938173 0, 018243 0, 043584
17 0, 931184 0, 020521 0, 048294
18 0, 923580 0, 023054 0, 053366
19 0, 915299 0, 025873 0, 058828
20 0, 906275 0, 029015 0, 064710
21 0, 896436 0, 032518 0, 071046
22 0, 885706 0, 036424 0, 077870
23 0, 874001 0, 040780 0, 085219
24 0, 861234 0, 045634 0, 093131
25 0, 847312 0, 051040 0, 101648
26 0, 832137 0, 057051 0, 110812
27 0, 815608 0, 063725 0, 120667
28 0, 797622 0, 071119 0, 131259
29 0, 778077 0, 079289 0, 142634
30 0, 756871 0, 088288 0, 154841
31 0, 733908 0, 098164 0, 167928
32 0, 709103 0, 108954 0, 181943
33 0, 682384 0, 120682 0, 196934
34 0, 653699 0, 133355 0, 212946
35 0, 623025 0, 146952 0, 230023
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en actividad

Estudio compar ativo con lastablas utilizadas en Espafia

Efectuamos un andiss compaaivo de las probabilidedes anudes de invaidacion
derivadas dd moddo G82 con las utilizadas en Espafia (Williamm Mercer): Ix SS, Ix
Absy Ix Tot.

X G832 Ix S.'S I x Abs. Ix Tot.

20 0, 00046 0, 0001669 0, 000368 0, 00092000
21 0, 00047 0, 0001831 0, 000368 0, 00092000
22 0, 00048 0, 0002009 0, 000368 0, 00092000
23 0, 00049 0, 0002205 0, 000368 0, 00092000
24 0, 00050 0, 0002422 0, 000368 0, 00092000
25 0, 00052 0, 0002662 0, 000368 0, 00092000
26 0, 00053 0, 0002928 0, 000368 0, 00092000
27 0, 00055 0, 0003223 0, 000368 0, 00092000
28 0, 00058 0, 0003552 0, 000368 0, 00092000
29 0, 00060 0, 0003920 0, 000368 0, 00092000
30 0, 00063 0, 0004330 0, 000368 0, 00092000
31 0, 00067 0, 0004790 0, 000368 0, 00092000
32 0, 00071 0, 0005306 0, 000368 0, 00092000
33 0, 00075 0, 0005886 0, 000368 0, 00092000
34 0, 00081 0, 0006540 0, 000368 0, 00092000
35 0, 00087 0, 0007277 0, 000368 0, 00092000
36 0, 00093 0, 0008110 0, 000368 0, 00092000
37 0, 00101 0, 0009054 0, 000368 0, 00092000
38 0, 00110 0, 0010125 0, 000368 0, 00092000
39 0, 00121 0, 0011342 0, 000368 0, 00092000
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40 0, 00133 0, 0012728 0, 000368 0, 00092000
41 0, 00147 0, 0014309 0, 000368 0, 00092000
42 0, 00162 0, 0016115 0, 000368 0, 00092000
43 0, 00180 0, 0018184 0, 000368 0, 00092000
44 0, 00201 0, 0020556 0, 000368 0, 00092000
45 0, 00225 0, 0024360 0, 000736 0, 00184000
46 0, 00252 0, 0027980 0, 000736 0, 00184000
47 0, 00284 0, 0032060 0, 000736 0, 00184000
48 0, 00320 0, 0036660 0, 000736 0, 00184000
49 0, 00361 0, 0041820 0, 000736 0, 00184000
50 0, 00408 0, 0047590 0, 000736 0, 00184000
51 0, 00462 0, 0054050 0, 000736 0, 00184000
52 0, 00525 0, 0061230 0, 000736 0, 00184000
53 0, 00596 0, 0069220 0, 000736 0, 00184000
54 0, 00677 0, 0078080 0, 000736 0, 00184000
55 0, 00771 0, 0087880 0, 00184 0, 00460000
56 0, 00878 0, 0098690 0, 00184 0, 00460000
57 0, 01001 0, 0110590 0, 00184 0, 00460000
58 0, 01141 0, 0123650 0, 00184 0, 00460000
59 0, 01302 0, 0137970 0, 00184 0, 00460000
60 0, 01485 0, 0143220 0, 00184 0, 00460000
61 0, 01696 0, 0149470 0, 00184 0, 00460000
62 0, 01936 0, 0152210 0, 00184 0, 00460000
63 0, 02210 0, 0150560 0, 00184 0, 00460000
64 0, 02523 0, 0143670 0, 00184 0, 00460000
65 0, 02880 0, 0143670 0, 00184 0, 00460000

Las probabilidades Ix Abs y Ix Tot. se caacterizan porque estén definidas en tres
tramos de edades 20-44, 4554, 55-65 aos. No ad las probabilidades de Ix. SS, que a
igud que las dd moddo G82, son totamente variables con la edad. Paa ver mgor su

evolucion, procedemos a su representacion gréfica

20 25
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Conclusiones

Seguidamente recogemos las principaes condusiones acanzadas:

Ambos méodos producen diferencias minimes inferiores a 0.0001 por lo que
on igudmente efidentes. No obgante, optamos por € méodo basado en la
relucion exacta dd dgema de ecuaciones diferenciass de  Chapmant
Kamogorov, por su mayor comodidad de implementacion informética

En la anterior gréfica podemos goreciar que d moddo G82 s guda muy bien
a la tabla Ix SS. hada los Ultimos afios en los que sus probabilidades anuaes
dejan de crecer, adiferencia de lo que sucede en d moddo G82.

Las otras dos tablas de invdidacion quedan daramente por debgo dd modeo
G82, exidiendo entre dlas una evolucion pardda en los 3 tramos de edades
definidos.



Capitulo 9

Modelo deinvalidez mixta

En este capitulo trataremos un modelo estocastico de invalidez mixta que se
caracteriza por incluir prestaciones tanto para la invalidez temporal como
la permanente. Su modelizacion estara basada en la aplicacion de un

proceso estocastico de Markov discreto en e tiempo.

Introduciremos e efecto de la duracion de la invalidez sobre sus
probabilidades de transicion mediante un split de dicho estado que permita
incorporar varios estados de invalidez, cada uno de ellos con una duracion
de la misma distinta. Finalizaremos & capitulo con una aplicacion préctica

del modelo propuesto en la que generaremos varias tablas de probabilidad.



Modéelizacion y cobertura de operaciones actuariaes en colectivos con mltiples estados

1 Aproximacion al problema

Una primera propuesta de modeizacion de una operacion que combine prestaciones de
invaidez tempord y permanente podria ingoirarse en d moddo estocadico de invadidez
tempord desarollado en d capitulo 7. Paa llevala a cabo, definiriamos un
semiproceso  estocadico de Makov continuo en d tiempo, que condderaria que la
invdidez que excedierla de una deeminada duracion sia  permanente.

Consecuentemente, la intensdad de transgcion de reactivacion, m‘;’z, vddria 0, a partir
de un determinado vaor de z.

Dexde un punto de vida edadigtico y numérico, este planteamiento puede parecer
demedado ambicoso y complicado de llevar a la préctica pues d nimeo de
probabilidades de trandcion a cdcular, y € volumen de informecion a tratar parecen

excesvos.

Para digpone de un moddo mé sendllo que d migno tiempo contemple la
dependencia de las probabilidedes dd estado de invdidez respecto a su duracion,
podemos redizar un Slit de edtado de invaidez: proceso que consste en desdoblar €
edado inidd de invdidez en vaios edados aendiendo a la duracion de la misma
(Pittaco, E. et al. (1997)).

De eta fooma d en lugar de semiproceso edtocddtico de Makov inicidmente
propuesto, utilizanos un proceso de Markov con un Silit dd estado de invdidez, d
tratamiento dd modeo ganard en sencillez sin perder consdencia actuarid. S, ademés,
el proceso estocadtico es discreto, la dificultad todavia sera menor.

Por td razon, dada la complgidad de una operacion de invdidez mixta, hemos creido
conveniente moddizarla a través de un proceso estocagtico de Markov, discreto en €
tiempo con un it dd edado de invaidez. Con anteriorided, Urciuoli, V. (1975),
Amdgler, M.H. (1988), ASTIN Nederland (1990), Gregorius, F.K. (1993) y Walthuis,
H.(1994) han llevado a cabo la puesta en préctica de este modelo.
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2 Moddotedrico

Sea { S(x), xI N} un proceso estocéstico de Markov discreto en @ tiempo definido

sobre @ espacio de estados E =1{a, iy, i,, ..., i, i,,,, m}. Se cumple que " xT N y

" s 1 E, lasprobabilidedes de trandcion verifican laSguiente rdacion:

Pr(S(x+1)= s,,, /S(x) =s, US(x - 1)=s., U...U S0) =)=

= Pr(S(x + 1) = 5, /S(X) = 5,)

Con d objeto de introducir la dependencia de las probabilidedes de transcion dd estedo
de invdidez respecto la duracion de la misma, ademéds de condderar los estados de
actividad, ‘@’ y fdlecimiento, m definiremos una sucesidon de estados de invaidez,

ordenados seguin su duracion.

i, - El asegurado llevainvélido menos de 1 &fio.
i,: El asegurado llevainvdido entre 1y 2 afos.

i, - Bl asegurado llevainvdido entrej-1y j afios.

i;.,:El asegurado llevainvéido mésdej afios.

Condgderamos que s la duracion de la invdidez excede de | afios, ésta es permanente.
Consecuentemente {iy, i,, ..., i;} son edtados de invalidez tempord y i, de invalidez
permanente. En relacion a las trandciones a registrar, d modedo consdera las siguientes

hipétess.

S un asegurado se reectiva durante un determinado afio, éste no puede

invdidase dentro dd mismo afio. De eda forma, s evitan trandciones

anuelesdd tipo i, ® i, Sendo z=1,..., j+1.
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S durante un determinado afio, € asegurado e invdida pero poderiormente
fdlecdo dentro dd mismo afio, € modeo Unicamente reconocerd la trangcion

a® m.

De la migma forma S un asegurado e reactiva y fdlece durante d mismo afio,

d moddo Unicamente reconoce latranscion i ® m.

Una vez definidas las caracterigticas de los estados que forman € espacio de estados de
la cadena de Markov, procedemos a su caracterizacion, primero a través de su méariz de
trandcion y poderiormente de forma gréfica a través de su esquema de trangciones. La

matriz de transicién anud viene representada por la siguiente matriz estocadtica

i p 0 .. 0 0 pEo
chi 0 P 0 0 pi:
P 0 0 .. 0 0 pAI
Pa=C... .. .. oL o T
C ia 0 0 0 i iim =
(;px+t prt px+t =
¢0 0 0 0 pi™ P
g 0 O 0 0 0 1 5

Las probabilidades no nulas de la matriz de transicion reflgan los cambios de estados o
trangciones entre las edades x y x+1 permitidas por d moddo:

p: : Probabilidad de permanecer activo.
P2 : Probabilided de invaidarse temporamente.
p.*: Probabilided dereectivarse, sendo z={1,..., j }.
pi : Probabilidad de permanecer invalido tempordl, sendo z={1..., j }.
p'i**: Probebilidad de invalidarse de forma permanente.
1+ - Probabilidad de permanecer invéido permanente.
p.": Probabilidad de transicion de falecer como activo.

P Probebiliciad de transicion de fallecer como invélido, z = {1, ..., j +1}.
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A dfectos de favorecer la daridad de exposcion de la tess tomamos como periodo de
referencia  afio. No obgtante para operaciones de invaidez mixta de menor duracion

podriamos tomar un periodo menor (dia, semana, mes, semedre, etc), td como ad lo
confirma Urciuoli, V. (1975)
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3 Edimaciony gjuge

Gregorius, F.K. (1993) edima las probabilidades anudes de trandcidn  por
minimizaddn de la suma ponderada de errores cuadrados. Destacamos de su propuesta,
posteriormente adoptada por Wolthuis, H.(1994), la sencillez de sus planteamientos e
hiptesis.

Para no dispersar la informacion muestrd referente a la mortalidad, consdera
que la prdoabilidad anud de fdlecmiento Sdlo depende de la edad dd
asgurado. La edimacion as planteada no es problemética pues puede
aplicarse cudquiera de los métodos de gugte vistos en € capitulo 3.

La edimacion de las probabilidades anudes de invdidacion, a igud que las de
fdlecimiento, no es especidmente dificil. Al respecto Gregorius, F.K. (1993)
propone una funcidn de guste exponencid.

Las probabilidades anudes de reactivacion son decrecientes respecto la edad y
la duracion de la invaidez Ello impone a proceso de gude de p* las

gguientes condiciones:
n z £ J y n X p blxza > bixma (1)
'x>yy"z£jbr3;1a<f)iyza. @

Con d objeto de fadlitw d cumplimiento de las anteriores redtricciones
Gregorius, F.K. (1993) utiliza una funcion de gude lined didinta para cada
estado i,, no negativay con pendiente negetiva

P = Max4, - b, xx, 0} z=1 .., ]
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donde 4,3 0 y BZ 3 0. La linedidad de las funciones de gude permite que
la redtriccion (1) Unicamente deba verificarse para las edades extremas de la
invedtigacion: X, Y X, . La negativided de la pendiente de las funciones de
guste asegura que las probabilidades anudes de reectivacion  seen

decredentes respecto la edad. Consecuentemente las redriciones inicidmente
planteadas (1) y (2) quedan reducidas a

a,30, b330
éz' 62 ><)(03 é:z+l 6z+1 xXXo 2:1’ v - 1
és'E)sXX 3aA's+1‘As+1XXN "s=1..,]-1

Gregorius, F.K. (1993) plantea la optimizacion, de forma globd, a partir de la

sguiente funcion objetivo:

Lia )2
- B

Qo
Qo
1=
=
1
Rez)

donde u representa @ peso asignado a la probabilidad anud de resctivacion
del estedo i, y edad x y p®* e vaor observado correspondiente. Una funcion
de gugte més complga y con més pardmetros dificulta € proceso de gudte asi

planteedo.

Wolthuis, H. (1994) esima d resto de las probabilidades anudes  p22, pir=,
P como probabilidades complementarias de cada una de las filas de la
métriz detrandcion P, :

B =1- P - BT

B =1 B - B 2=l

Al =1- aljem
X X

201
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4 Vaoracon finandero-actuarial
Definimos dos tipos de renta de invdidez:

Renta de invdidez tempord de una persona inicidmente activa y de edad x,
anud, unitaria, diferida d aios y tempord m afos, pagadera por vencido
mientras @ asegurado e hdle invdido tempord. Su vdor actud actuarid

corresponde con lasguiente expresion.

ai d°+m °J ai t
am@ = a a by’ -V

t=d+l z=1

Renta de invaidez permanente de una persona inicidmente activa y de edad X,
anud, unitarig, difeida d aios y tempord m afos pagadera por vencido
mientres € asegurado s hdle invdido permanente.  Su vdor actud actuarid
gueda recogido en la Sguiente expreson.

d+m )
aljy

ai,, _ 2 t
am@ = a by -V
t=d+1

Seguidamente, definimos tres clases de seguros rd acionados con lainvaidez:

Seguro de invdidacion temporad de una persona inicidmente activa de edad X,
de cuantia unitaria, Sn carencia y tempordidad de m afios, cobrable d find
dd &io en que tiene lugar la invdidacion permanente  Seguidamente
expresamos su vaor actud actuarid.

m-1

aai _ 9 aa ai t+1
/mAx b _a/tpx ' pxit "V

t=0
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Seguro de una persona inicddmente activa de edad X, ,de cuantia unitaria, Sn
carencia y tempordidad de m afios, cobrable por permanecer invdido un afio
més d find dd afio, Sendo z <. Su vdor actud actuarid se corresponde con
la dguiente expreson.

m1l
Al — 2 ai [ t+1
/mAx = a i Py px+zt1 Y
=0

Seguro de invaidacion permanente de una persona inicidmente activa de edad
X, de cuantia unitaria, Sn carencia y tempordidad de m afios, cobrable & find
dd aio en que tiene lugar la invdidacion permanente.  Seguidamente,
caculamos su vaor actud actuarid.

m-1

aiing, _ 9 ai; i
/m’AxJJ _a/tpxl pxl+Jt Y
t=0

t+1

De la migma forma definimos los seguros de fdlecdmiento de personas inicidmente
activasy de edad x.

Seguro de fdlecimiento como activo de cuantia unitaria, Sn carencia y
tempordidad de m afios, cobrable d find dd aio en que tiene lugar la
invalidacion permanente. Recogemos su valor actud actuarid.

3
fil

Q)03

a'am — aa am t+1
- It px ' px+t "V

/m
t

0

Seguro de fdlecimiento cano invdido tempord de cuattia unitaia Sn
carencia y tempordidad de m afios, cobrable d find de afio en que tiene lugar
la invdidacion permanente. Su vaor actud actuarid se corresponde con la
sguiente expresion.

3
AN

Qo
Qo

ai i,m t+1
/t pxr ' pxz+t Y%

mA" =

—_
Il
o
N
1l
iy
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Seguro de fdlecdmiento como invdido permanente de cuantia unitaria, Sn
carencia y tempordidad de m afios, cobrable d find dd afio en que tiene lugar
lainvalidacion permanente. Su valor actud actuarid se cacula como sigue.

m-1
aij.m _ 2 aii,, iiym t+1
/m'AS<l _a/tpr 'pxj+t Y

=0

-

Podemos recoger todos los seguros en la siguiente matriz.

éa 0 _ dlm'ASiiil 0 N 0 O dImAS_?m 9
(;d/mALla 0 aim A 0 0 d/mA;zm N
gd/mAlfa 0 0 = 0 0 d/m Izm;
d/mAx =g e g :
gdlmpga 0 0 0 d/m i dlmp_;gm;
¢ 0 0 0 0 0 d/mASIg+1mj
) 0 0 0 0 0 4

Cada demento no nulo de la anterior matriz  representa @ vaor actud actuarid de un
seguro digtinto definido paralatranscion que represente su posicion.
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ANEXO 9-1
Célculonuméricodelas

probabilidadesdetransicion
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Congruimos una operacion de invdidez permanente moddizeda a través de un proceso
estocagico de Markov discreto en d que introducimos un split en d edado de invdidez,
condgderando de esta forma edtados de invdidez de diferente duracion. Patiendo de
unas probabilidades anuades supuetamente conocidas, generaremos varias tablas de
probabilidad.

Probabilidades anuales

Utilizaremos las probabilidades anudes recogides en d trabajo de Amsler, M.H.
(1988):

2 = 000002373 - €107

10,0106 s x<35
P = Lo 0oo0e0a - %5 § x3 35

10,013 - (50.6- 0.8 - x) sz=1
10006 (506-08-(x-1) s z=2
P _-:- 0.001-(50.6- 0.8 (x+1- z)) s 2<z<6
to sz30
10.0023 - (7+0.666 - ) §z=1

p:" =10.0015 - (7+0666 - (x- 1) s z=2
10.0010 - (7 +0.666 - (x+1- ) s z>?2

Calculo de probabilidades anuales de invalidacion y reactivacion

30 . 00068
35 . 00117
40 00200
45 00341
50 00584
55 00998
60 01707
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Célculo de probabilidades anuales de reactivacion

X ixla iXZa ix3a
30 . 34580 . 16440 . 02820
35 . 29380 . 14040 . 02420
40 . 24180 . 11640 . 02020
45 . 18980 . 09240 . 01620
50 . 13780 . 06840 . 01220
55 . 08580 . 04440 . 00820
60 . 03380 . 02040 . 00420

Tabla de probabilidadestemporales

5
] ai
a , Pz
z=1

t it Pso e P’ i Pso

0 1 0 0 0

1 0, 998257 0, 000683 0 0, 001060
2 0, 996670 0, 001169 0 0, 002162
3 0, 995080 0, 001636 0 0, 003284
4 0, 993431 0, 002145 0 0, 004424
5 0, 991715 0, 002702 0 0, 005583
6 0, 989921 0, 003036 0, 000280 0, 006763
7 0, 987994 0, 003410 0, 000589 0, 008008
8 0, 985853 0, 003830 0, 000931 0, 009386
9 0, 983477 0, 004300 0, 001312 0, 010911
10 0, 980839 0, 004827 0, 001734 0, 012599
11 0, 977912 0, 005418 0, 002204 0, 014467
12 0, 974662 0, 006079 0, 002727 0, 016532
13 0, 971057 0, 006818 0, 003310 0, 018815
14 0, 967056 0, 007644 0, 003960 0, 021339
15 0, 962620 0, 008567 0, 004686 0, 024127
16 0, 957700 0, 009597 0, 005496 0, 027207
17 0, 952247 0, 010745 0, 006401 0, 030606
18 0, 946206 0, 012023 0, 007413 0, 034358
19 0, 939515 0, 013448 0, 008542 0, 038496
20 0, 932110 0, 015030 0, 009804 0, 043056
21 0, 923919 0, 016785 0,011213 0, 048083
22 0, 914866 0, 018730 0, 012787 0, 053617
23 0, 904869 0, 020882 0, 014543 0, 059705
24 0, 893840 0, 023258 0, 016503 0, 066399
25 0, 881686 0, 025875 0, 018687 0, 073752
26 0, 868309 0, 028751 0, 021120 0, 081819
27 0, 853608 0, 031903 0, 023828 0, 090661
28 0, 837476 0, 035346 0, 026838 0, 100340
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29 0, 819807 0, 039093 0, 030179 0, 110920
30 0, 800495 0, 043156 0, 033883 0, 122465
31 0, 779437 0, 047540 0, 037982 0, 135041
32 0, 756533 0, 052246 0, 042509 0, 148713
33 0, 731696 0, 057265 0, 047497 0, 163541
34 0, 704854 0, 062582 0, 052981 0, 179584
35 0, 676087 0, 068031 0, 058991 0, 196890

0,8 4

0,6 4

0,4

0,24

[¢] 5 10 15 20 25 30 35

e—Permanencia en actividad --------------- Invalidacién temporal

Invalidacion permanente e |lecimiento

Conclusiones

Degacamos las conclusiones més rd evantes de |os resultados obtenidos en d anexo:

Las probabilidades anudes s ediman directamente de la informacion
dispanible. Td como vimos en d capitulo 2, las probabilidades tempordes dd
modeo se obtienen a partir dd sguiente productorio matricid.

A igud que sucedia en d moddo de invdidez tempord, la probabilided anud
de invaidacion aumenta con la edad. La probabilided anua de reactivacion
disminuye con laedad y especidmente con la duracion de lainvdidez.

La probcbilidad de invdidez tempord es superior a la de invdidez

permanente.



TEMA |11

REASEGURO
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Introduccion

Patimos de un colectivo de asegurados que autogesiona la cobertura de los riesgos
derivados de una operacion con mlltiples estados. Con d objeto de fadlitar la
explicacion, asumiremos que a nivel tedrico moddizamos dicha operacion mediante un
proceso estocadtico de Markov discreto en € tiempo, td como vimos en d tema |. A
nive préctico adoptaremos uno de los moddos de invdidez vidos en d tema IlI: d
moddo de invaidez mixta

Redizaemos un andids dd riesgo derivado de las desviaciones adversas de la
sniedrdidad a patir dd cud propondremos la gplicacion de un reaseguro que
congderando como Unica fuente de ingresos de colectivo las primas de sus miembros,

garantice totalmente su solvencia: d reaseguro de diferencia de Sniestralidad.

En primer lugar estudiaremos la aplicacion del reaseguro de diferencia de sniestrdidad
en un colectivo cerrado. Posteriormente, extenderemos @ andliss a un colectivo abierto
aentradas de asegurados alo largo de toda su exisencia

El tema se estructura en 3 capitulos:

En d capitulo 10 explicaremos las principades moddidades de reaseguro vida
utilizadas con mayor frecuencia en la préactica actuarid, tanto proporciondes

COmMo No proporcionaes.

Bl cgoitulo 11 desarolla la aplicacion dd resseguro de diferencia de
sniedrdidad en un colectivo cerrado. Explicaremos como cdcular la prima de
resseguro 'y findmente propondremos una edrategia Optima que minimice €
coge totd de la cobertura dd colectivo: primas de la operacion aseguradora

més las primas de reaseguro.

El capitulo 12 lleva a cabo la aplicacion dd reaseguro de diferencia de
gniedrdidad en un colectivo abieto en d que condderamos entradas de
asegurados.  Propondremos  edtrategia de actuecion que permitan imputar los
efectos beneficiosos generados por las entradas de los nuevos asegurados a las
primas de reaseguro o, dternaivamente, alas prestaciones de los asegurados.



Capitulo 10
Reaseguro devida: I ntroduccion y modalidades

En € presente capitulo realizaremos un estudio del reaseguro en € ramo de
vida con carécter general. Con tal fin, definiremos en primer lugar qué
entendemos por reaseguro y porqué la necesidad de su aplicacion en €
caso de una operacion de vida. Seguidamente, realizaremos una revision
histérica del reaseguro, haciendo especial hincapié en su utilizacion en €
ramo de vida.

Explicaremos las caracteristicas y funciones que cumple € reaseguro de
vida, las cuales vendran dadas por la peculiar naturaleza de las
operaciones aseguradoras de vida. Por Ultimo, estudiaremos las
modalidades mas importantes de reaseguro en este ramo, analizando sus

ventajas e inconvenientes.
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1 Introduccion

La principd funcion dd resseguro es hacer frente d riesgo actuarid derivado de los
aumentos  imprevistos en las indemnizaciones  Estos pueden venir dados por las
siguientes causas no excluyentes entre Si:

Concentracion de riesgos derivada de la ocurrencia de un miSmo SucesD que
afecte smultaneamente a varios asegurados alavez.

Fluctueciones dediorias en la dniedrdidad debides d reducido tamafio dd
colectivo asegurado (planes de pensiones, mutuas, etc).

Alteraciones en vaidbles externas, de carécter principdmente cuditetivo, no
contempladas en la edimacion de las probabilidades pero que indirectamente
pueden dectar a la incddencia de los riegos asegurados.  condiciones
climéticas, dteraciones del orden socid establecido, crisis econdmicas, ec.

Utilizacion de tablas de probabilidades no gudadas a las caracteridicas dd
colectivo.

El riesgo actuarid derivado de la utilizacion de unes tables de probabilidad inadecuades,
puede ser corregido de diferentes formas:

Afectando las probabilidades mediante la aplicacion de dgun tipo de
coeficiente corrector.

Ajustando las probabilidades dd colectivo a patir de una experiencia dd
mismo. S d tamafio dd colectivo es demesado peguefio para que la
edimacion produzca resultados eficientes, agregaremos vaios colectivos de
caracteristicas semg antes.
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En generd, € riesgo actuarid derivado de su aseguramiento puede ser contrarrestado
mediante aplicacion de dgun tipo de reaseguro. Podemos definir @ reaseguro como un
contrato o0 indrumento por € cud una entidad aseguradora (reasegurador), toma a su
cago totd o pacidmente un riesgo ya cubieto por otro asegurador (cedente), sSn
dterar lo convenido entre este y sus asegurados. El reasegurador desempefia una
funcion técnica fundamentd como es la de proteger a los aseguradores dd riesgo de
quicbra, d limitar la variabilidad de sus codes. Otras definiciones de reaseguro son las
sguientes

Dinsdale, W.A. (1963) define reaseguro como una operacion en la que un

asegurador, traspasa a otro asegurador (reasegurador) parte de un riesgo o
responsabilidad aceptada

Para Golding, C.E. (1965), € reaseguro congituye una operacion por la cud
un asegurador didribuye sus riesgos, cediendo pate de los mismos a otra u
otras entidades reaseguradores, con € objeto de reducr € volumen de las
pérdidas a unos limites soportables por la entidad aseguradora.

Carter, R.L. (1979) conddera € resseguro como una moddidad de seguro, en
la medida en que lo que interesa d reassgurador es lo mismo que a los
aseguradores, la cobertura de acontecimientos futuros e inciertos que producen
pérdidas.

Més formdmente, define resseguro como una moddidad de seguro de
responsabilidedes contractudes derivadas de los contratos de seguro directo o

en € caso de retroceson, de |os contratos de reaseguro.

Més recientemente, Nieto de Alba, U. et al. (1993) define @ reaseguro como
una componente de subsstema de edabilided de la empresa aseguradora que
s encuadra dentro de las medidas que pueden adoptarse para conseguir la
solvenciadd ente asegurador.
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2 Antecedenteshistoricos

La utilizacion dd reaseguro como ingrumento de cobertura es tan antigua como €
seguro - mismo.  Se desconoce  exactamente, cuando  los  suscriptores  de seguros
comenzaron a recurrir a la practica resseguradora. Es de suponer que los primeros
aseguradores limitasen los riesgos suscritos a niveles plenamente asumibles por  dlos

mMismos, Sin necesidad de tener que reasegurar.

Los primeros tratados de resseguro datan dd dglo XIV. En paticular cabe destacar
como fecha pionera conocida, d 12 de julio de 1370, fecha de la que s conservan
documentos sobre un contrato de reaseguro maritimo redactado en latin, que amparaba
a asegurador de un barco de la parte més peigrosa dd vigie entre Génovay Suys.

Los documentos demuestran que € resssguro en su sentido  verdadero, era un
procedimiento generdmente aceptado entre los suscriptores de seguros maritimos a
findes dd sglo XVIl.Los primeros reaseguros fueron todos elos de carécter facultetivo
(se reasegura cas0 a caso, previa emison de la pdliza, de td forma que la cedente
propone € reaseguro a la futura resseguradora y ésta decide tomarlo 0 no) y para casos
individuales

En d dgo XIX empezaon a desardlase los primeros traados de reaseguro
obligatorios (acuerdos Unicos para un periodo de uno 0 més afos en virtud de los cudes,
la cedente se obliga a ceder y la reaseguradora a aceptar en los términos dd contrato,
todos | os seguros que redice la compafia cedente).

El creciente desarrollo dd ssguro a findes dd sglo XIX y duratte todo € dglo XX,
hizo caer en desuso d méodo fecultativo, en benefico dd reaseguro obligatorio.
Inicddmente, los primeros resseguros  obligatorios estaban  negociados sobre  bases
proporciondes. En relacion a las moddidades de reaseguro no proporciondes  excess
loss y dop-loss Gerathewohl, K. (1993) dtla su origen en 1857 y 1861,
respectivamente.
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Locdizanos d origen dd resssguro vida en la primeaa mitad dd dgglo XIX,
coincidiendo con d aumento de la demanda de seguros de vida, que da lugar a la

goaricion de nuevas compahias de seguros de vida de cada vez mayor dimenson.

Hacia 1849 la préctica reaseguradora en vida empezé a extenderse entre compafiias
aseguradoras escocesas bgo la moddidad de reaseguro proporciond de prima de tarifa
Se consarvan tesimonios de tratados de reaseguros de vida de los afios 1858 y 1865
suscritos con las reaseguradoras “Frankfuter Reinsurance” 'y “Suiza de Reaseguro’
respectivamente.

En un prindpio, no exigia una reglamentacion Unica que regulase la actividad
reaseguradora |0 que generd problemas derivados de gplicacion de tarifas de reaseguro
diferentes, ocultacion de informacion por pate de los aseguradores, etc. En 1849, un
grupo de compafias escocesas de seguros de vida decidié poner fin a eda Stuacion,
firmando un convenio que regulaba las ectividades del resseguro y crear dgunos
procedimientos normaizados de generd aceptacion.

Hasta agud momento los reaseguros de vida eran contratados Unicamente de manera
fecultativa y @ pacto induia, entre otros aspectos, las tarifas de primas, retenciones y
rescates. En 1873 s card un acuerdo adiciond que regulaba las retenciones, primas
extreordinarias y escdas de comisiones a aplicar. El acuerdo fue revisado y ampliado en

1887 paratratar con mayor amplitud los rescates.

En 1900, 46 compafiias de seguros de vida britanicas firmaron un pacto semgante d
escocés. Este pacto, denominado “Acuerdo sobre d reaseguro facultaivo de vidd'
reguidba los procedimietos de los resseguros de vida contratados de maenera

facultativa

El &imo que perseguia € acuerdo era lograr que € reasegurador compartiera la fortuna
de la compafiia cedente, debiendo ser la poscion de ésta respecto d reasegurador,

andoga a la de un asegurado de vida con su entidad aseguredora. En este acuerdo se
contemplaba la circungancia de que € reaseguro pudiera contratarse en los términos y
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condiciones de la cedente o de reasegurador. Pardelamente, se acuerda conceder a la
cedente €l derecho arescindir € reaseguro, aunque la pdlizaorigind continle en vigor.

En Inglaera, @ reassguro de vida tomO un impuso definitivo con la compafia
“Mercantil and Generd” que en 1927 introdujo € Ssema de tarificacion de primas de

riesgo.

A lo lago dd dglo XX, s han utilizado en la practica assguradora de vida moddidades
de reaseguro no proporcionaes (excessloss y soploss) aunque no con tanto éxito
como en d negocio asegurador de no vida  Iniddmente, la findidad de su utilizacion

era amortiguar los efectos de los grandes siniestros.

Pogeriormente su  gplicacion fue extendiéndose a cudquiera catera de Sniestros,
convirtiéndose en una forma de assgurar la edabilidad futura del asegurador y por
congguiente de limitar sus pérdides.

Al aumentar d riesgo a que estan expuestos las aseguradoras, debido a la acumulacion
de posbles pédidas por accidentes o0 desastres naurdes, los reaseguros no
proporciondes han pasado a s cada vez més Slicitados con la findidad de evitar o
limiter tales pérdidas.

En la actudidad, la necesdad de reducir gastos adminidrativos ha motivado que los
resseguros  fecultetivos fueran sudituidos por  contratos automéaticos u - obligatorios, de
modo que la mayor pate de los resseguros de vida e redizan con compafias

especidizadas en reaseguro.

Td como recoge Nieto de Alba, U. et al. (1993), los resultados deficitarios de los
reaseguros han obligado no sdlo a tomar medidas severas de redtriccidon por parte de los
resseguradores  profesondes, sno también a adoptar en los mercados de reaseguros
nuevas férmulas contractuaes.
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3 Funcionesy caracterigicas del reaseguro vida

Las caeacterigticas dd reaseguro en vida  provienen de la naurdeza de las
correpondientes operaciones aseguradoras, a continuacion citamos las més resefiables a
nuestro entender

La duracion de la cobertura proporcionada por € reaseguro debe coincidir con
la duracion de la operacion asguradora de vida Normdmente, las
operaciones de vida se contratan a medio-lago plazo, lo que dgnifica que la

coberturadel reaseguro también tiene que ser a medio-argo plazo.

S la vigencia del reaseguro fuese menor que la de la operacion aseguradora, d
findizar la misma, d asegurador o hien perderia la misma o bien deberia
renegociar las condiciones del contrato de reaseguro a un nuevo precio: S la
gniedrdidad red respecto la egperada hubiera aumentado, €@ ressegurador
podria solicitar un incremento en @ precio de la renovacion dd  reaseguro.
Todo €dlo en su conjunto, crea una incetidumbre no desseda por €
asegurador.

Todas las operaciones de vida tienen una componente de ahorro
(capitdizacion de las primas de ahorro) y otra de riesgo (capitd en rieyo).
Por dlo, € capitd reasegurado no necesariamente debe coincidir can la suma
asegurada, Sno que también puede relacionarse con € capitd en riesgo.

Eda didincion entre capitd en riesgo y suma asegurada resulta epecidmente

importante en contratos de seguro a prima Unica, en los que € capitd de riesgo
es sustancialmente menor que la suma asegurada
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Las principaes funciones que cumple @ reaseguro vida son éstas.

Como en cudquier otra operacion reaseguradora y con € objetivo find de
conseguir la estabilizacion técnica de la empresa aseguradora, la gplicacion de
reeseguro busca limitr las fluctuaciones de dniedrdidad en la catera

retenida por € asegurador y mantener una cartera asegurada mas homogénea.

Proteger d asegurador de riesgos particulares, como la invaidez, que por sus
caacteridicas  dngulares e incidencia irregular, resultan  especidmente
dificiles de asegurar.

Aportar  financiacion d asegurador. El  reasegurador puede contribuir a
finandar € negocio de la empresa aseguradora via comisones o cdausulas que
£ edablezcan d respecto. En este sentido, la utilizacion dd  reaseguro
contribuye a extender € volumen de negocios del asegurachr.

Suminigtrar asesoramiento técnico y servicios de gestion d asegurador.

4 Modalidades de reaseguro proporcional

Las moddidades de resseguro proporciondes 0 de sumas s carecterizan porque €
reasegurador recibe una cieta proporcion acordeda de la prima origind, pegando la
misma proporcion de todas las pérdidas.

Eda moddidad de reaseguro es la més utilizada en d ramo de vida porque proporciona

una cobertura a medio-largo plazo que es la duracion més frecuente de las operaciones
de vida

Los reaseguros en vida redizados bgo moddidades proporciondes, se caracterizan por
s incanceables por las pates contratantes mientras los riesgos asegurados Sigan
vigentes. Es decir, la ceson de riesgo d reasegurador no puede cancdarse sno d
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término dd miamo por anulacion, rescate o vencdmiento de la pdliza Pueden
edtablecerse casos paticulares en los que exida la poshilidad de rescindir € reaseguro,

tdes como por gemplo modificaciones de lapdliza

El resseguro proporciond garattiza un completo repato de los resultados entre
asegurador y reasegurador a lo largo de la duracion de toda la operacidn, dado que la
distribucion de riesgos permanece condante hadta la findizacion de la vigencia de la
pdliza. Ello fadilitad acuerdo y la cooperacion entre ambos.

En € resto de epigrafe explicaremos las particularidades que presentan las principaes
moddlidades de reaseguro proporciondes gplicadas en operaciones de vida reaseguro
de prima tarifa 0 a condiciones originales, reaseguro a prima de riesgo.

4.1 Reaseguroaprimadetarifa

La moddidad de reaseguro a prima de tarifa o a condiciones origindes s caracteriza
porque d reasegurador, a cambio de aceptar la responsabilidad de la parte convenida de
un seguro, recibe una parte proporciond  de las primas originaes.

Esta modaidad de resseguro esta basada en un “coaseguro” de los riesgos contratados
por € asegurador dado que € reasegurador participa directamente en la cobertura y
gestion de dichos riesgo juntamente con € asegurador.

B reasegurador queda obligado a condtituir las provisones maeméicas y hacer frente a
todos los desembolsos derivados de los pagos de los Sniedtros, recates y vencimientos
de laspdlizas, enlas proporciones reaseguradas.

Dependiendo béscamente de las normaivas de cada pais, €@ reasegurador puede
consavar @ derecho de disponer libremente de la provison mateméica condituida para
cubrir la proporcion dd riesgo ressegurado 0 bien verse obligado a cederla d
asegurador para que sea éste Ultimo quien disponga de ella efectivamente.
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S d resssgurador dispone libremente de la provison maemdica, éde
paticipa en la cobetura dd riesgo de la mismes forma y en las mismes

condiciones que o hace € asegurador.

La ley puede limiter la libetad dd ressegurador, obligandole a invertir los
fondos dedtinados a cubrir la provisdon matemaica en depdsitos condderados
de poco riesgo y de fé&ail redizacion.

En caso de que d reasegurador eté obligado a ceder d asegurador la
provisén matemaica constituida por € reaseguro aceptado, d asegurador
dispondra de lajuntamente con la provision por é mismo establecida

Por norma generd, € asegurador retribuye d reasegurador por la ceson de su
provison maeméica, con pate de la rentebilidad gererada por éda,
consavando d mismo @ reto de rentabilided obtenida Particulamente en
épocas de inflacion, € asegurador utiliza ete exceso de rentabilidad para
cubrir los gestos de gestion y adminigracion en los que incurre. Ger athewohl,
K. (1993) < refiere a esta moddidad particular de reaseguro de prima de
tarifa.con é nombre de coaseguro modificado.

Resulta usud en d coaseguro modificado € pago a la cedente de comisones
otorgadas por € reasegurador, que Srven para financiar d esfuerzo comercid
del asegurador (pagar las comisiones de los agentes) . Por dlo, € coaseguro
modificado se utiliza muchas veces como formula para extender y desarrollar
e negocio asgurador de vida Las comisones pagadas por d reasegurador
suelen ser mucho més elevada durante @ primer afio que en los siguientes.

Los numerosos factores y los largos periodos que se tienen que consderar
exigen cdaulos actuaides muy complgos y  sumamente laboriosos  que
implican un gran nimero de varidles y magnitudes actuaides prima de
reeseguro, prestaciones de la operacion aseguradora, provisones matemdticas,
comisones, interés fijo a pagar d reasegurador y fijado por @ asegurador,
gastos de gedtion tanto del asegurador como del reasegurador, teblas de
probabilidedes, etc.
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La getion de esa moddidad de reaseguro resulta sumamente laboriosa dado
gue deben fijarse las comisones otorgadas cada aio por @ ressegurador a
favor dd asegurador. Asmismo, € asegurador debe mantener informado
periddicamente a reaseguradar obre todo lo concerniente a las pdlizas
individudes y d totd de la catera afectada por € reaseguro (describir €

riesgo, tener acceso alas primasy comisiones del reaseguro).

Los reaseguros a prima de tarifa se establecen mediante contratos de cuota parte o de
excedentes, Sendo ésta Ultima moddidad lamas usud.

4.1.1 Reaseguroaprimadetarifaacuotaparte

El reeseguro a cuota pate es la moddidad de reaseguro més sencilla En virtud de su
aplicacion, s trandfiere d reasegurador un codficiente preestablecido de la cartera ded
asegurador 0 bien de los riesgos asumidos por éte. Ede coeficiente srve asmismo paa
determinar la participacion dd reaseguro en las indemnizaciones, gastos y conditucion
de reservas.

S denotamos por k, Sendo O0< k <1, la cuota de retencion de la aseguradora y por
tanto (1-k) la cuota cedida en reaseguro, para una suma asegurada S tenemos.

k- S esasumido por la entidad aseguradora (cedente).
(k) - S irdacargo ded reasegurador.

Lasprincipales ventgas que presenta esta modalidad de reaseguro son las sguientes:

Sencillez de cdculo de la prima de reaseguro que redunda en unos bgos
gastos de gestion y administracion.

El ressegurador, d recibir una parte de todos los riegos, tendrd una cartera
equilibrada
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Los inconvenientes de |os contratos a cuota parte son los Sguientes:

No lograreducir las fluctuaciones de los resultados.

Priva d asgurador de una suma de primas nada desprecidble y de los

congguientes beneficios que podrian derivarse de lamisma

Presenta un riesgo grave en caso de primas insuficientes.

Los contratos cuota parte, en generd, son utilizados para reasegurar planes de seguros
colectivos de vida, porque en estos casos, d reasegurar una cucta parte de la totdidad
de seguro, la catera de riegos reasegurada es equilibrada y en consecuencia d
reasegurador evita una seleccion adversa de riesgos.

4.1.2 Reasegurodeprimadetarifapor excedentes

El reaseguro de excedentes es una moddidad de reaseguro proporciond en la que €
ressegurador ecepta cierta participacion en un riesgo, cobrando una proporcién
eguivaente de las primas e indemnizando |os siniestros en la misma proporcion.

Se diferencia ddl reaseguro cuota parte en que € cedente reasegura Unicamente aguella
parte de los riesgos asegurados que superen su pleno de retencion. S representamos la
suma asegurada de un determinedo riesgo ' como Sy d pleno de retencion como M.

La cuota de retencion de la cedente k parad riesgo ‘i’ viene dadapor:

il s SEM @
k =M
i .I._ Si $>M
tS
Sendo lacuota cedida a reasegurador:
| 0 s SEM @
Lk=ip. M g s>5m
t S
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Por tanto, € reaseguro de excedentes no es més que un reaseguro de cuota parte con
cuota variable La principd ventga que ofrece eta modalidad de reassguro es que
permite homogeneizar la cartera de pdlizas retenida por € asegurador. En su contra,
pesan estos inconvenientes:

La cartera de | os riesgos reasegurados puede hallarse desequilibrada

Los costes de adminidracion de los contratos de excedentes, tanto de la
compafiia cedente como del reasegurador, suden ser mayores que en €
reeseguro cuota parte, ya que la compafiia necesta comparar las sumas
asguradas de cada riesgo suscrito con su limite de retencidn, para cdcular
qué cantidad ceder.

La moddidad de excedentes a igud que la de cuota pate no suministran una
proteccion perfecta contrala acumulacion accidental de siniestros.

Por norma generd, los reaseguros de vida a condiciones origindes se establecen
mediante contratos de excedentes. Los seguros colectivos de vida no se reaseguran a
través de esta moddidad porque los riesgos cedidos d reasegurador tenderian a
concentrarse en los miembros més antiguos y 0 menos sdudables integrados en d
colectivo.

4.2 Reaseguro basado en la primaderiesgo

Esa moddidad ha sdo disefiada para cubrir € riesgo de muete anud d que eta
sometido la cedente en las operaciones de seguros. No obgante, su aplicacion puede
generdizarse acudquier otro seguro, como por gemplo un seguro por invalidacion.

Eda moddidad s caacteriza porque € ressegurador, a cambio de aceptar la
rejponssbilidad de la pate convenida dd  capitd en riesgo, recibe una pate
proporciond de las primas de riego. En caso de regidrarse la contingencia asegurada,
el ressegurador participa en laindemnizacion en esa misma proporcion.
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En esta moddidad de reaseguro @ capitd reasegurado en t, que representamos  Z, puede

definirse de diferentes formas.

donde M representa € pleno de retencion de la cedente, S la suma asegurada, R €
capita de riego en @ aio t y k la cuota de retencion de asegurador. La prima de
reaseguro en t, que desgnamos por P, asociada a un asegurado de edad X, suponiendo
digribucion  uniforme de la trandcion E; ® E,, se obtiene aplicando la dguiente

formula
P, = pl -2, (1+i) ®

donde i representa @ tipo de interés técnico, p) la probabilidad de transicion
E, ® E,. E méodo de la prima de riesgo presenta dos tipos de desventgas con

respecto d reaseguro de prima de tarifa

La continua vaiacion en d tiempo que expaimentan tanto los capitdes en
riesgo como las primas de riego exige que la prima de reaseguro s revise
periddicamente. Por otra parte, para que la gestion del reaseguro sea diciente,
e asegurador debe informar a reasegurador de la evolucion de cada una de las
pdlizas cedidas dexcribir € riesgo, tener acceso a las primes y a las
comisones dd reassguro. Todo dlo representa un encarecimiento de la
adminigtracion y gestiondel reaseguro.

Los reaseguradores no sudlen otorgar comisiones por los reaseguros sobre las
primas de riesgo, porque la comison pagada a los agentes sobre las primas
origindes no influye directamente sobre @ cdculo de las taifas de la prima de
resgo.
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El méodo de reaseguro de la prima de riesgo exige que cada afo se tenga que
cacular de nuevo la prima de reaseguro, para tener en cuenta las variaciones

en € riesgo que ha sdo reasegurado. Ello encarecey dificultala gestion.

5 Modalidades dereaseguro no proporcional

Las moddidades de reaseguro no proporciondes, también llamadas por Ammeter, H.
(1955) semicolectivas 0 completamente colectivas, segin e trate dd excessloss o
stop-loss respectivamente, se carecterizan porque la participacion del reasegurador en
las indemnizaciones no se rediza, tomando como referencia su participacion respectiva
en laprima, Sino sobre una base determinada por la cuantia de la reclamacion.

Td como recoge Sarrad, F.J. (1993), cabe hacer referencia a la nocion de reclamacion,
cuya interpretacion es didinta seglin consdderemos €@ reaseguro excess-loss 0 d stop-
loss:

En la moddidad de excessloss entendemos por reclamacion la cantided a

pagar como consecuenciade la ocurrencia de un siniestro asegurado.

En la moddidad de dop-loss la redamecion coincide @ importe totd de las
indemnizaciones correspondientes d totd de los Sniestros acaecidos en un
cierto periodo de tiempo parad conjunto de los riesyos reasegurados.

Los objetivos que se desean conseguir con las moddidades no proporciondes son, por
un lado evitar @ riesgo derivado de la acumulacion de sSniestros y por otro lado reducir
las cargas adminidrativas gue llevan consigo las modalidades proporcionaes.

Las moddidades de reaseguro no proporciond no ofrecen una cobertura a medio-largo
plazo, normamente exigida por las operaciones de vida, porque la prima de reaseguro
debe cdculase peiddicamente para ad refldar la vaiacion dd colectivo objeto de
cobertura cuya composicion condicdona la prima de resseguro. Ed0 provoca, a
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diferencia de las moddidades de reaseguro proporciondes, una incerteza en cuanto d
coste futuro del reaseguro.

Por todo dlo, a pesar de que la popularidad de las formas de reaseguro no proporciond
£ ha extendido condderablemente en los mecados de no vida, no ha sucedido lo
mismo en vida donde las moddidades proporciondes sguen Sendo las més utilizades.
Las moddidades de reaseguro no proporciond que edudiaremos en los Sguientes

subepigrafes son € excess-ossy € sop-oss.

5.1 Reaseguro de Excess-loss

El reaseguro de Excess-loss es una moddidad de reassguro no proporciond en virtud de
la cud d reasegurador cubre agudla parte dd sniestro que excede dd pleno fijado por
la cedente para cada sniestro.

A diferencia de la moddidad de excedentes, la cuantia dd excedente viene dada a

podteriori por referirse a la cantidad dd Sniestro que excede dd pleno por sniestro y no
alasumaasegurada.

S X £ M no hay reaseguro, todo va a cargo dd asegurador directo.
S X > M hayresseguroy (X - M) esasumida por el reaseguro.

sendo X la cuantia de un sniestro determinado. La prima pura de reaseguro se obtiene a
través de la funcion de digribucion del coste por siniestro de la entidad aseguradora que
representaremos como V(X).

P =, ¢ (X- M) dv(x) “)

X



Reaseguro de vida Introduccion y modalidades

donde N, es @ ndmero medio de Sniedros asociados a la ceson de excess-loss. Las

ventgas que presenta esta modaidad de reaseguro son:

La moddidad de resseguro de excessloss resulta reativamente fécil de
adminigrar, d s muy raas las reclamaciones que superan las cifras de
retencion norma mente utilizadas.

Como € reasegurador no indemniza los Sniestros pequeiios y més frecuentes,
cuyo code es infeior d limite més bgo edablecido por € reaseguro de
excessloss, la cedente retiene por cuenta una proporcion més devada de las

primas brutas suscritas.

Reduce la variabilidad dd coste de los sniestros para la cedente con respecto
alas moddidades proporcionaes.

L as desventgjas que presenta esta modaidad de reaseguro son:

El reaseguro de excessloss protege a la cedente principamente contra la
gravedad de los dniestros, pero no contra la frecuencia de los mismos. En
paticular 9§ étos se dan por debgo dd limite de propia retencion que ha
degido d cedente.

No cubre d riesgo de ruinade laempresa

El reassguro excessloss a igud que d doploss contribuye en menor medida
a financiar la actividad aseguradora de la cedente que las moddidades de
reaseguros proporciondes. Es mas, generdmente la cedente tendra que pagar
la prima de reaseguro en depdsito antes de cobrar las primas correspondientes
al afio o periodo de cobertura El reasegurador, para pdiar parcidmente eta
cdrcundancia, cobra una prima en depodto inferior a la prima definitiva

previsa
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El reaseguro Excess-loss resulta  especidmente recomendable en ciertas operaciones de
vidaen las que lasumaasegurada no esfija

Operaciones definidas sobre varias cabezas. En ede caso, € reasegurador
protege a la cedente de sniedros multiples derivados de un mismo evento. que
afecta amultaneamente a un minimo de vidas (usudmente tres 0 més de tres),
y excedan de un limite determinado previamente por @ asegurador. El
reasegurador pagarad exceso hagtallegar d limite maximo establecido.

En este caso, d reaseguro afecta conjuntamente a varios asegurados. Por td

motivo, € excess-loss también es conocido como reaseguro semicol ectivo.

En ede tipo de contraos suden fijase ciertas limitaciones referentes a la
concentracion de riesgos nUmero méximo de vidas aseguradas en € caso que
S reasegure planes de pensones 0 seguros colectivos, causas determinantes
dd sniestro (suden edar exduidos los riesgos originedos por guerra, motin 'y
riesgos nucleares, ademés de los que se establezcan en € contrato).

Rentas en las que d periodo de pago resultado indeterminado porque depende
de la supervivencia o duracion dd evento asegurado. Un gemplo de este tipo
de operacion seria una renta de invdidez. En ta caso € asegurador asume €
pago totd de la renta de invalidez hegta dcanzar un fecha limite o una cuantia
maxima; € resto se tragpasa d reasegurador.

5.2 Reaseguro de Stop-loss

El reaseguro de stop-loss s define como una moddidad de reaseguro no proporciond
en donde d reasegurador se obliga a cubrir totd o pacidmente d montante de las
indemnizaciones correspondientes a un periodo de tiempo dado, Sempre y cuando éste
upere un determinedo limite o bien, que la rdadon entre Sniedros y primes dd
periodo condderado supere un codficiente preestablecido. Por € hecho de referirse a

toda la cartera en su conjunto también se le llama reaseguro total mente colectivo.
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La prima pura de resseguro stop-loss, a diferencia dd excess-loss vendra dada por la
funcion de distribucion del cogtetotd F(Z).

P=E|z- M)+]=(‘i(Z-M)-dF(Z) ©)

gendo Z la variable asociach d montante total de las indemnizaciones. Un contrato de
dop-loss extiende su cobertura a todo la catera y a todo tipo de riesgo. Por dlo,
muchos austores coinciden en opinar que € resssguro de dop-loss proporciona la
coberturaéptimadesde @ punto de vista dd asegurador.

Gerathewohl, K. (1993) recomienda la gplicacion dd reaseguro doploss en los
sSguientes caos

En agudlas dases de negocios 0 mercados en los cudes resulte sumamente
complicado eaborar 0 aplicar tablas de probabilidad suficientemente figbles
por o que cabe esperar que existan fluctuaciones importantes.

Aseguradores que deseen incrementar su retencion de cartera hasta niveles tan
devados que pongan en pdigro su propia edtabilidad. En edta categoria
incluiriamos los aseguradores jovenes o recién ubicados en @ mercado.

Las ventgas que presenta esta modaidad de reaseguro son:
Cubre la entidad aseguradora de las fluctueciones provocadas, tanto por
grandes Sniestros como por un gran nimero de sSniestros peguefios, evitando

de estaformaladesventga dd excess-loss.

EslaUnicaformula de reaseguro que eiminad riesgo de ruina de la empresa.
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La gedion y gplicacion dd reaseguro doploss puede presentar los  siguientes
inconvenientes:

Dificultades técnicas derivadas dd gran nimeo de cdculos actuarides y
edadidico que comporta la aplicacion dd gop-loss. Al respecto, destacamos
la dificultad que entrafia esimar la funcion de didribucion de las pérdides
totales anuaes del asegurador.

En @ contrato de stoploss @ reasegurador puede limitar la cantidad méxima
de excen de pérdida que estd dispuesto a asumir, retornando a asegurador
toda la pérdida que supere esta cuantia.

Para que la cobertura mediante stop-loss sea efectiva este limite ha de ser
condderablemente dto, lo cud supone un encarecimiento de la operacion ded
reeseguro que muchas veces impedira que d reaseguro de la misma e redice
mediante un contrato sop-loss.

La cobertura stop-loss excluye dgunos riesgos agravados que no e prestan a
un tratamiento estadistico, tales como siniestros causados por actos de guerra.

El resseguro doploss, a igud que d excessloss rompe d equilibrio de
riquezes que exige en € reaseguro proporciond (asegurador y reasegurador
paticipan en la misma proporcion de los ingresos via primes y los gedos via
pago de sSniestros). ESto provoca problemas y tendones entre asegurador y
reasegurador.

6 Otrasmodalidadesdereaseguro

En ese epigrafe vamos a describir dos moddidades de reaseguro que no pueden
condderarse ni proporciondes ni no proporciondes reassguro de riesgo de ruina y
reeseguro de diferencia de sniedrdidad. Edas moddidades estén pensadas para ser
aplicadas en colectivos.
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6.1 Reaseguro deriesgo deruina

Ega moddidad de reaseguro s debe a Amsler, M.H. (1991) y tiene como objetivo
ressegurar € riesgo de ruina dd asegurador provocado por las fluctuaciones deetorias
de los sniestros. Esta moddidad de reaseguro esta pensada sobre todo para planes de
pensones, donde € riego de ruina es mayor S @ nimero de paticipes que lo forman
no es muy eevado.

Amsler, M.H.(1991) define las provisones de fluctuacion o de estabilizacion de afio t,
representades como R, , apartir dela Sguiente expresion:

t
R=R +t-R- QX

s=1

Coge anud de sniesros asociados d periodo t.

Volumen de primas anudes asociadas d periodo t.

~0

R, Provisiondefluctuacioninicid.

La moddidad de resssguro de riesgo de ruina tiene como objetivo cubrir las
contingencias originedas por las Sguientes Stuaciones.

Durante la duracion dd contrato, la entidad entra en Stuacion de ruina en d

periodo t, es decir R< 0. El reasegurador reembolsara, a la cedente, d afio

siguiente un préstamo de cuantia |R .
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Al findizar d contrato (d cabo de n periodos), la provison de fluctuacion es
inferior a la que habia inidamente. En td caso, € reasegurador dotara los

fondos necesriosparaque R, = R, .

La prima de reaseguro se obtendra a partir de la siguiente expresion:

n-1

=i Belr ) v - i R v

=0

©)

—

donde:

i": tipo deinterés dd prétamo
R’ : cantidad negativa de la provision de fluctuacion en t.

v': factor financiero de descuento d tipo deinterés técnico .

El primer sumando de la expreson (6) reflga en términos esperados la carga financiera
derivada de los prestamos otorgados por la entidad resseguradora a la cedente. E
segundo sumando expresa en términos eperados la dotacion de fondos llevada a cabo
por d reasegurador d find de la operacion.

6.2 Reaseguro de diferencia de sniestralidad

Eda moddidad de reeseguro ha sdo introducida por Sarrasi, F.J. (1993) y (1995). El
Reaseguro de diferencia de sniedrdidad es una moddided de reaseguro en la que d
reesegurador se compromete a cubrir periddicamente las provisones matematicas, los

capitaes de riesgo y los mérgenes de solvencia que pudieran establecerse.

En esta moddidad, d cdculo de la prima de reaseguro se fundamenta en @ egtudio de la
digtribucion de probabilidad de las siguientes varidbles dedorias
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La vaiable deatoria x que representa & vdor actud financiero de las
presaciones a sdisfacer por pate dd ressegurador dd colectivo C. Sus
redizaciones dependeran fundamentamente de la evolucion previda de estado
de las personas integrantes dd colectivo y dd tipo de interés técnico utilizado
por la entidad reaseguradora.

La varidble deatoria x? que representa @ vaor actud financiero de las primas
de ressguro que abona @ colectivo C. A igud que en la variable destoria
anterior dependerd de la evolucion previsa dd colectivo y dd tipo de interés
técnico gplicado por d reasegurador.

La variable destoria x| que representa € vaor actud financiero de la pérdida

del reasegurador. Se obtiene como diferencia de |as anteriores.

X = X2 - x? ®

C

En eda moddidad de reaseguro resulta primordid conocer la evolucion estocadtica dd
colectivo, no Unicamente en términos esperados Sno en términos de su didribucion de
probabilided. Como la obtencidn de la misma resulta tan sumamente complicada, por d
nimero tan eevado de convoluciones que exige condderar, @ problema se soluciona

por smulacion de Montecarlo.
La aplicacion dd reaseguro de diferencia de sniedtrdidad resulta ided en colectivos

gue gedionen de forma autosuficiente la cobertura de los riesgos que afectan a us

miembros
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Capitulo 11

Reaseguro de Diferencia de Siniestralidad
aplicado en Colectivos Cerrados

con Multiplesestados

En este capitulo, vamos a plantear la aplicacion de la modalidad de
reaseguro de diferencia de siniestralidad a un colectivo cerrado sobre €l

gue se definen mlltiples estados.

Para su estudio, asumiremos una serie de hipétesis que enunciaremos al
principio del capitulo. Seguidamente, explicaremos las peculiaridades
del proceso de smulacién que exige la aplicacion del reaseguro de

diferencia de siniestralidad a un colectivo con mdltiples estados.

Desarrollaremos las diferentes etapas por las cuales transcurre la
aplicacion del reaseguro de diferencia de siniestralidad en un colectivo
con multiples estados, hasta finalmente llegar a obtener la prima pura de
reaseguro. Completaremos € capitulo con un anexo, en € que
desarrollamos una aplicacion numérica en la que cuantificaremos
diferentes aspectos concernientes a la puesta en practica del reaseguro
de diferencia de siniestralidad.
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1 Hipdtessy caracterigicasdela operacion aseguradora

Sea un colectivo cerrado! C formedo por N, asegurados, sendo  Card(C) = n,, sobre d
cud definimos una operacion aseguradora con mlltiples estados en d egpacio de
etados E={E, E,,...,E}. A efectos de smplifica su tratamiento forma vy

estudio, supondremos las siguientes hipGtesis

La operacion con mlltiples estados estd moddizada como un proceso
estocédtico discreto en @ tiempo con periodos anudes. Trataremos cada uno
de los asegurados integrantes de C como una redizacion independiente del
proceso etocédtico. Supondremos que en € origen todos los asegurados se
encuentran en € estado inicid, E; .

Las tablas o funciones de probabilidad de trangicion utilizadas estan gustadas
a las caracteridicas dd colectivo. Su evolucion esperada e adepta a las
mismes

El tipo de interés técnico utilizado es conocido y |o representaremos como |+ .
Supondremos que € tipo de interés técnico es igud o ligeramente inferior a la
rentebilidad que generan los fondos propios dd colectivo que smbolizamos
por |- y cuyo vaor asumiremos que viene dedo por € tipo de interés de
mercado. El tipo de interés técnico utilizado por € reasegurador, |5, no
necesariamente debe coincidir con € utilizado por € colectivo C.

La operacion aseguradora seguird en vigor hesta la misma extincion dd

colectivo que tendra lugar mafios después de su constitucion.

La Unica via de financiacion de la cobertura de riesgos con que cuenta €
colectivo viene dada por |as primas satisfechas por sus asegurados.

1 Segin  Lecina, JM. (1990), colectivo carrado se define como un colectivo en @ que consideramos Unicamente los miembros
exisgentes en la fecha de vaoracion, teniendo en cuenta las posibles sdlidas pero asumiendo que no se produciran nuevas entradas a

mismo.
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Egablecemos como origen de tiempo, € momento en d que s condituye d
colectivo C. Cuando hablemos dd aio u-é9mo, nos estamos refiriendo a u

anos después de la condtitucion de C.

Las predeciones de los assgurados 2 pactan individudmente en € origen de la
operacion. Al respecto, contemplaremos dos tipos de prestaciones para un asegurado i-
ésmo cudquiera

Renta vencida y anud a cobrar por halarse en un determinado estado E 1T E.
Sus términos se expresen como bf(t), sendo t = 1, ..., m € afio a que hacen

referencia.

Sgguro anwd pagadero d find dd aio de producirse la transicion
correspondiente a la contingencia asegurada, E, ® E,. Dedgnamos a sus

cuantias por ¢ (t), sendo t =1,..., m d afio a que hace referencia @da una

dedlas.

La prima totd de un asegurado dd colectivo cudquiera 7', a pagar d inicio de un afio t
Se desglosa en 2 componentes: prima de la operacion aseguradora, y prima de reeseguro

P (t) = == (t) + p/=(t) t=1...h

p*(t): pimatotd
p " (t): prima de la operacion aseguradora

p/="*(t): prima de reaseguro
h, : tempordided de las primas

Supondremos que las primas de la operacion aseguradora incluyen un recargo de
seguridad | #%¢ 3 Q.

piaseg'rec(t):piaseg(t)'(l"'laseg) t=1,...,h,
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donde p>*® (t) representa la prima pura de la operacion aseguradora dd afio t. Las
primas puras dd asegurado ‘i’ se cdculan conjuntamente de forma que su vaor actud
actuarid coincida con d de las prestaciones. De forma similar, obtenemos las primas de

reaseguro aplicando ala prima pura de reaseguro un recargo de seguridad | '** 3 0.

prEe) =pr(t) L+ 1) t=1,..,h,

donde p;®(t) representa la prima pura de reaseguro correspondiente a afio t cuyo
cdculo abordaemos d find dd capitulo. Adicdondmente, impondremos a las primas

las sguientes condiciones:

Unicamente contemplaremos pago de primas en @ egtado inidd E, . Fuera de
édte, d asegurado no deberd abonar primadguna

Las primas totdes, las primas de la operacion aseguradora y las primas de
reeseguro individudes para un determinado asegurado  “i”, seguirdn  una

mismaley devariacion f, (t) con pardmetros conocidos.

- S las primas son congtantes f, () = 1

- S lasprimasvarian linelmente, f(t)=1+b - (t- 1)

- S las primas varian segin un polinomio de grado n,
f)=1+b, -(t-2)+...+Db, (-2

- S lasprimas siguen unavariacion exponendid, f,(t) = b'*

Consecuentemente, se verificaran las siguientes relaciones:

p(t+1)=p(t) - f,() t=L..h -1
piaﬁgwfec(tq.l):pia%g,rm(t). fi(t) t=14...,h, -1
pirea,rec(t+1) — pirea,rec(t) -, (t) t=1...,h; -1
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B odedivo C, adquiere d compromiso con sus integrantes de garantizarles d pago de
las prestaciones pactadas y de mantener las provisones matemdicas y margenes de
solvencia, edablecidos por ley o por la misma reglanentacion dd colectivo. Para
cumplir con td funcion, se condituye € fondo dd colectivo en d que las primas de la
operacion aseguradora? satisfechas por los asegurados se capitdizan anudmente y a
cargo ddl cud se efecttian |os pagos por prestaciones devengadas.

S d fondo de colectivo es incgpaz de aender los anteriores compromisos, diremos que
d colectivo C redlta insolvente El riesgo de insolvencia puede venir producido por
dos contingencias.

Deseqilibrios producidos porque € fondo de colectivo, no puede aender €
pago de las prestaciones pactadas con los asegurados devengadas en € afio en

CUrso.

Desaquilibrios derivado de que @ fondo no dcanza a cubrir d find dd &lo la

suma de la provison matemédtica més |os margenes de solvencia establecidos.

Por las hipdtess asumidas, supondremos que las causas que han originado ambos tipos
de desequilibrio han sSdo desviaciones de las tasas de Sniedtrdidad redes respecto a las
esperadas. Por td motivo, denominamos diferencias de sniestrdidad a las cuantias de
los anteriores desequilibrios  Su  aseguramiento  (resseguramiento) dara  lugar 4
reaseguro de diferencia de siniestralidad.

En los sguientes epigrafes explicaeemos las diferentes etgpas de que conda la
aplicacion dd reaseguro de diferencia de sniestrdidad que culminard con @ cdculo de
las primas de reaseguro.

21 componente de prima de reaseguro que compone la prima totd no se capitdiza en @ fondo sino que se abona directamente d

reasegurador.
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2 Smulaciéon estocastica dd colectivo

Para identificar las posbles diferencias de dniedtrdidad, resulta primordd conocer la
evolucion edocadica del colectivo C, no Unicamente en téminos eperados Sno en
términos de su didribucion de probabilidad. Como la obtencion de la misma resulta
sumamente complicada y laboriosa, por d devado nimero de convoluciones que exige
redizar, la generaremos por smulacion de Montecarlo Pitacco, E. (1986), Tomassetti,

A. (1986) y (1987))

Adoptaremos una técnica de Smulacion que e adgpte a una operacion con mdltiples
edados cudquiera, permitiendo as generar w trayectoriass de Smulacion de la
evolucion de estado de cada uno de los n. asegurados durante los m afios en que
efectuamos @ seguimiento dd mismo. Con td objeto, definiremos m varigbles
deatorias, para cada uno de los n, asegurados dd colectivo:

{Hi,l’ tee H Hi,r+11 """ ’ Hi,m} i :1, ..., N

ir?

donde H,

i,r+l

representa € estado del asegurado i en el afio (r+1)-ésmo. Su digtribucidn
de probabilided condicionada a su edado anterior, H,, =E;, viene dada por las
probabilidades recogida por la fila j-ésma de la mariz de trandcién entre las edades
X +ryx +r+1, gendo x laedadinicid dd asegurado ‘i’.

Prob(Hm1 =E)=p}k k=1..,n

X+

Paa smular la vaidble destoria H, ., definremos w variables destorias Hf$+l,

sendo g =1, ...w, como Sgue

k-1 k .
Hia=Ec s & P <U£& Pl K=L...n g=L.w
s=1 s=1
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donde U es un nimero pseudo-deatorio uniformemente didtribuido entre 0 y 1 obtenido

por smulacion. Obsérvese que H;},, sendo g =1, ...w srve paa smular la vaiadle

dedtoria H, ,; porque tienen lamisma distribucion de probabilided.

Prob(H ¥

ir+l

-1 K .
=Ek)=Prob€‘é pis, <U £ § p’® 9-
s=1 a

& X+ X+
s=1

= ) is 8! is — pik — =
=a px|+r -a p>g+r - p>g+r - I:)rOb(Hi,Hl - Ek)
s

s=1

Repetimos @ anterior proceso para cada uno de los asegurados, obteniendo de esta
forma w redizaciones dd estado ocupado por cada uno €dlos en d aio r+l S
agrupamos las redizaciones de todos los asegurados correspondientes a un mismo  afio,
obtendremos w redizaciones dd colectivo C proyectado r+1 afios.

6:31 =UHiS,?+1 g=1..w
i=1
donde (Effl representa la redizacion g-ésma dd colectivo C después de r+1 afios de su
conditucion. S generdizamos € anterior proceso a todo @ periodo de edudio dd
colectivo C , obtendremos w trayectorias de su  evolucidon que recogemos
matriciamente dd sguiente modo:

€ . G G 1)

G- o et

sM, =86 .. Cr . Grl

(;;. JETRRTPIT —

o Cv .. C¥g,

donde cada fila representa una trayectoria de la evolucion dd colectivo C generada por

dmulacion de Montecarlo.
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3 Moddizacion estocastica

En este subepigrafe definimos las variables deatorias fundamentaes que nos permitiran
cacular las primas de reaseguro:

x ' Vaor actud financiero de las prestaciones del reasegurador.

©

X! : Vdor actud financiero de las primas de reaseguro.

X< : Vaor actud financiero de la pérdida del reasegurador.
La caacterizacion de edtas tres variables deatorias pasya por la matriz SIM, que

contiene w redizaciones dd colectivo C.

3.1 Variablealeatoria“Valor actual financiero de las prestaciones’

B obeivo dd presnte subepigrafe es definir y moddizar estocagticamente la variable
degtoria “Vdor actud financie'o de las prestaciones dd  reasegurador”, que
representamos como x”, a patir dd seguimiento edocdgtico de la evolucion dd

c !

colectivo C, recogida en la matriz SIM_ . Estudiaremos las diferentes etapas por las que

transcurre ladefinicion de la variable deatoria X ' .

3.1.1 Provison matematica del colectivo

Definimos la provison matemédica dd colectivo d find de un deteminado afio como
uma de las correspondientes provisones individudes de los asegurados que lo
componen en dicho momento. Andizaremos su evolucion estocédtica a través de cada

unadelas w trayectorias del colectivo obtenidas por Smulaciony recogidasen SIM, .
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La mariz RES, expresa la evolucion estocastica de la provison o reserva matemética

para cada trayectoria de smulacion dd colectivo.

8@5531 - RES, - RES:,0 2
RESC=gRESf?l .- RESY - RESH,.
GRESH, - RESY - RESHg

donde RESf?r representa la reserva matematica calculada a fina dd afio Fésmo segin

la trayectoria de smulacion g-éama Su vaor se obtiene por suma de las reservas
matemaicasindividudes

S, 3
RES?, = & res’ () 9
i=1

donde res'x'"sv? (r) expresa € valor de la reserva ddl asegurado +ésmo d find del afio F

émo, sgln € estado generado por la smulacién g-ésma y cdculado de acuerdo a lo

explicado en e temal.

3.1.2 Definicion y obtencién del Valor minimo del fondo del colectivo

Para que d colectivo se encuentre técnicamente equilibrado, € fondo dd colectivo, tras
satifacer d pago de las prestaciones corrientes, debe dcanzar a cubrir las provisones
mateméticas mas |os margenes de solvencia establecidos.

Con td fin, definimos @ vaor minimo dd fondo dd colectivo en cada aio como la
suma de la provisén maemdica méas d magen de solvencia correspondientes.
Supondremos, para smplificar, que € magen de lvencia viene dado por una tasa

| ms @ O dela provison matemética
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Recogemos su vaiacion de acuerdo a la evolucion estocégtica del colectivo en la

Sguiente metriz.

(¢}
<
L0
i

=
0000 00
: zm :

<
4

o
iy

o
[

- VWM ¥

- WM, 0 4

cm@

donde Vl\/Ich’r representa € vaor minimo dd fondo dd colectivo d find dd afio Fésmo

segln la trayectoria de smulacion g-éma de la evolucion de C. Su vdor =

determinard como sigue;

VMCS,gr = RESZgr ' (1+ I ms) (5)

3.1.3 Definicion y obtencion del fondo del colectivo sin reasegurar

A efectos de poner de manifieto la necesdad de reaseguro,

redizaremos un

seguimiento del fondo ddl colectivo, de acuerdo a su evolucion estocéadtica, Sn induir la

intervencion del ressegurador. Expresamos su evolucion en la siguiente matriz.

y

T
o
]

MDA O O O OO

F3 0 ©)

donde F.*, representa e valor del fondo sin reesegurar del colectivo C & find del afio F

éEmo, después de satisfacer

las prestaciones devengadas. Su  vador

£ obtiene

capitdizando d tipo de interés de mercado |, € vaor dd fondo dd afio arterior,
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Fjgr_l, juntamente con las primas de la operacion aseguradora satisfechas y detrayendo
del mismo las prestaciones pagades.

B RS Gel)+ P aen ) ey O

donde P B

C,r

y Cf?, representan las primas de la operacion aseguradora, los
términos de la rentas y los seguros de pagados en d afio r, sendo F.Y igud a las

primeas inicia mente abonadas por |os asegurados.

Los vaores de fondo dd @lectivo Sn resssgurar ponen de manifieto @ riesgo de ruina
que dan lugar alas diferencias de sniestralidad que debemos asegurar (ressegurar):

SF» <0 d fondo de colectivo no es capaz de sdisfacer las prestaciones

devengadas en d afio en cursa

9 0E£F® <WMZ d fondo no dcanza a cubrir las provisones mateméicas

més los mérgenes de solvencia establecidas.
Edas posbles diferencias de sniedrdidad judifican la introduccion y gplicacion de la

modaidad de reaseguro de diferencia de Sniestrdidad.

3.1.4 Définiciény valoracion del fondo reasegurado del colectivo

En ege goatado incorporaremos d seguimiento dd fondo dd colectivo redizado en €
anterior apartado, la intervencion del reasegurador para cubrir las posbles diferencias
de sniegtrdidad que puedan surgir. Recogemos su evolucion en lasguiente matriz:

gg:Rgl o FR3, - FRZimQ' ®)
FRC:gFijl o FRY, - FRY T
SPRY - PR o FRE,
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donde FRf?r representa € vaor dd fondo reasegurado dd colectivo C tras r afios de su

conditucion, segin la trayectoria de smulacion g-ésma.  Determinamos su vaor como

sgue

FRY, = Max{F% , - 1+ 1)+ P™¥ S . (L+1.)- BY - C3, VM3 | ©)

c,r-1

S F3, [@+1)+PP¥ S .(1+1.)- B} - C>3VMZ el fondo dd oolectivo

es plenamente solvente y por |0 tanto no es necesario que intervenga € reasegurador.

S Fr,@Q+1.)+ PP (1+1.)- BY, - C <VM> d fondo dd colectivo
tiene una diferencia de sniestrdidad que € reasegurador debe cubrir para asi regtituir €
eqilibrio deformaque FRY®, =VM .

3.1.5 Prestaciones dd reasegurador

Para hdlar d vdor actud financiero de las prestaciones, antes necesitamos conocer las

prestaciones que debe satisfacer @ reasegurador cada afio, de acuerdo a la evolucidn
esocadtica del colectivo, recogida en la matriz SIM, . En edte apartado, efectuaremos

un seguimiento anud de edtas prestaciones que representaremaos en la Sguiente matriz.

BRI, 0 PRI PRI (9
g e “ee “ee e “ee T
PRC:gPRCSfl -+ PRY - PR¥ T
G e e e e e :
EPRE - PRY o PRI,

donde PRff’r representa la prestacion del reasegurador satisfecha d find del afio FéSmo
de acuerdo a la trayectoria estocadtica dd colectivo g-ésma. Su vaor se obtiene como

Sgue

PR, =Max{WM>®, + P95 . (1+]_)- BY, - C3 ,0} (11)

c,r C,r cr !
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S d fondo reaulta totdmente solvente, no existe necesdad de reaseguro y por tanto la
prestacion del reasegurador es 0. En caso contrario, intervendra € reasegurador para

redituir d equilibrio que se dcanzard con VMffr, satifaciendo una gportacion que se
correspondera con la diferencia entre @ vador dd fondo antes de intervenir €
reasegurador y € vaor minimo que deberiatener, VM fﬁ, :

VME, - FRY - (L+1.)+ P2% .(1+1.)- B - C¥ (12)

cr-1

3.1.6 Obtencibn de la variable aleatoria “Vaor actual financieco de las
prestaciones del reasegurador”

En este gpatado vamos a obtener w redizaciones de la variadle destoria “Vdor actud
financiero de las prestaciones del reasegurador” a patir de la matriz PR,. Paa dlo,

actudizaremos las prestaciones dd reasegurador regidrades en cada una de las w
trayectorias estocadticas dd  colectivo, generadas por smulacién y recogides en la
matriz PR, .

m
VACCpr'Sg :é_PR:?r.(]_+IR)_r g=1..w
r=1
B vdor de VAC!"% condituye la redizacion de la varidble dedtoria x " de acuerdo a la

trayectoria de smulacion g-ésma. Cada una de las w redlizaciones de x " obtenides de

este modo son equiprobables.

1
Prob(xcpr =VACC‘”‘39)= — g=1...,w
W

La didribucion de probabilided de x " se podra deducir a partir de las w redlizaciones
gue disponemos de la misma Su eperanza maemdica £ determina como media

aitméica de suswredizaciones

(13)
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eguivaentemente,

A4 e, &

1
w
Lavarianza se podré obtener a partir de su misma definicion:

werke)= ehe?)- e =
donde Efx ) se calcula como sgue

ce)-

En caso que todos asegurados pactasen prima Unicas, la prima pura de reaseguro se

Wig:l (PRzgr '(1+ lR)-r)z

i Qos

«

obtendria de acuerdo d criterio de la esperanza matemética de formainmediata.

P =Ek”) (16)

3.2 Definicion de la variable aleatoria “Valor actual financiero de las

primas puras de reaseguro”

El objetivo dd presente subepigrafe es definir la varigble deatoria “Vdor actud

financiero de las primas de reaseguro’ que representamos como X!, a patir de la

c 1

evolucion estocédticadd colectivo recogidaen lameatriz SIM, .

Para dlo, andizaremos para cada una de las w trayectorias dd colectivo, la evolucion
de las primas de reaseguro pagadas por € colectivo, que se obtendran para cada afio,
sumando las individuaes. Recogeremos su evolucion en lamatriz B ..

@2 Pl PO (17
(;-.. e oo .o —_—

Sw Sw ST
gpc,l Pc,r Pc,mg
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donde Pz?rrepremnta la prima de reaseguro de afio r-éamo pagada por € colectivo,

segln la trayectoria g-édma Su vdor se obtiene por agregecion de las primas de
reaseguro individudes, ta como reflgalasguiente formula

s _ 8 o (18)
ch,rza apiea(r)
=1 "itg.

H% ,=EUr£h

Definiremos la vaiable deatoria “Vdor actud financiero de las primas de resseguro” a

patir de la matriz B . ya que la actudizacion de los dementos que componen cada una

de susfilas condtituye unaredlizacion de x? .

VACE'S® =g P2 -1+ 1,)™ g=1..,w

r=1

donde VAC “represeta @ vaor actud de todes las primas puras de reaseguro
cobradas por € reasegurador segin la trayectoria estocastica g-ésma dd colectivo.
Cadaunadelas wredizaciones de x ” obtenidas de este modo son eguiprobables,

1

Prob(xf :VAcs’%)zw g=1...,w

A patir de las w redizaciones de x” podremos obtener su digtribucion de probabilided
y cdoular sus momentos principdes. Por gemplo, su egperanza matemdica e
determi nard del Sguiente modo:

ek?)= L 4vachs =
W oo
148 a
==aaPs [+ =
W og=1r=1
. 19
1 O U SEONIIRE >
w i=1 r=1 "it.q.‘
H% .1 =E Ur £h
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Lavarianza se podra obtener através de su propia definicion.

Var Ee< ) (20)

donde E@Ez) e cdculacomo sgue:

a (prea 1 + | r+1)2

"it.g.
H% ., =E, Ur £h;

B Qo3

3.3 Definicion y obtencion de la variable aleatoria “Valor actual
financiero dela pérdida de reasegurador”

El objetivo dd presente subepigrafe es definir la vaigble deatoria “Vdor actud

financiero de la pérdida de reasegurador” que representamos como x. como la
diferenciade las varidbles deatorias x " y xP .

L
c

=x” - x° (21)

c

Dada la definicion anterior, podremos deducir sus w redizaciones a partir de las de x”

y x?, yacaculadas con anteriorided.

P, @+15)™ g=1..,w

Qo

VAC! ® —a PR, -([L+15)" -

r=1

_‘
,ﬂ

sendo cada una de €las equiprobables.

Prob(xcL =VAC,'® ) =

S|~
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Su esparanza maematica se obtendra por diferencia de las esperanzas matemédticas de

chr y ch .

Efx) = Elr) - Eb2) @2

Bl reto de momentos de x. e obtendrd de la misma forma que en las vaidbles
deatorias X y xP. A patir de la digribucion de probabilided de x. podremos

cacular las primas de reaseguro.

4 Calculodelasprimaspurasdereaseguro

Para cdcular las primas puras de reaseguro, adoptaremos € criterio de la eperanza
maemdica. En virtud de su aplicacion, impondremos como condicion que la esperanza
matemética del vaor actud de la pérdida reaseguradora sea 0.

El:)=0

El”)=Ek?) (23)

Inicidmente la anterior ecuacion tiene h, + ... +h ~ incognites, tantas como primes de

resseguro puras individudes hayamos definido. En consecuencia su solucion  resulta
indeterminada

Resolvemos eta indeterminacion, introduciendo en la ecuacion (23) dgin tipo de

relacion que, responda a un determinado criterio actuarid de reparto del codte totd entre
los asegurados. Con td fin, definimos la prima de reaseguro como sigue:

p () =d, - p/=(r) i=1..,n r=1..h (29

P/ (r): Primade reaseguro bésica del asegurado ‘i’ y afio r-ésmo.
d. : Coeficiente de reaseguro.
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Las primas de reasseguro bésces asociadas a un determinado asegurado “i”, definides
con las mismas caracteridticas (tempordidad, estedos, frecuencia, ley de variacion, etc.)
gue las primas de resseguro origindes, se obtienen de cubrir las diferencias de
sniestrdidad generadas por un colectivo supuestamente formado por dicho asegurado.

Las primas de resseguro bésicas, cuyos vaores podran conocerse individuamente,
como después veremos, Srven para evduar d riesgo individud que representa cada
asegurado. Por tanto, @ criterio de reparto que define la ecuacion (23) supone imputar €
code totd de reaseguro de forma directamente proporciond d riesgo individud
representado por |as primas bésicas.

El codficiente de reaseguro resulta de comin gplicacion a todos los asegurados de
colectivo.  Su valor, comprendido entre O y 1, depende de la edructura de C. Por

gemplo, s @ colectivo es homogéneo, a mayor tamafio dd mismo, menor sera d, dado

que £ regisradn menos diferencias de dniestrdidad porque € comportamiento del
colectivo se adecuara en mayor medidaa previsto por |as tablas de probabilidad.

En los supuestos extremos, d. = 1 d colectivo estd formado Unicamente por un
assgurado. S d nimero de asegurados es muy eevado, d, tiende a 0. Tras obtener los

vaores las primas de reaseguro bésicas y sudituirlos en (23), dicha ecuacion pasa a
tener una Unica incognitaa d, cuyo vaor puede obtenerse td como describimos
seguidamente:

LA&PRy rr) =28 A B d ) L)
w g=1r=1 w i=1 r=1 "it.q.‘
HY . =E Ur£h
w m 25
SAPRY (e1,) )
dc - - mg:l r=1
a a ap=(r)-@+1 )™
i=1 r=1 "it.Qq.

H% ., =E Ur £h;

Conocidas las primas de reaseguro basicas y @ coeficiente de reaseguro, podremos

obtener las primas de reaseguro, tras sudtituir sus vaores en la expresion (24).
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5 Calculodelasprimasdereaseguro bascas

Las primas de reaseguro bésicas de un asegurado ' son aqudlas primas de reaseguro
de diferencia de gniedrdidad que se obtienen de condderar un colectivo formado
Unicamente por ese asegurado. Por dlo, definiremos las varidbles deatorias dd moddo
de formaindividud.

x;" : Vdor actud financiero de las prestaciones ddl reasegurador.
xP : Vdor actud financiero de las primas de reaseguro.

x": Vdor actud financiero de la pérdida del reasegurador.

A igud que hidmos con C, describiremos la evolucion de estado dd asegurado ‘T
generando por Smulecién w  trayectorias de su evolucion para cada uno de los m, afios
que congderamos hasta su sdida del colectivo. Recogeremos maricidmente y por filas

cada una de las trayectorias de Smulacion asi generadas.

Q ~|Sll HI51r HVISlm 9 (26)
Q . -
SIM; = gﬁfi Hi?? H uS?n :
G.. -
¢G5 .. A% .. A%
e il ir im @

donde la obtencion de cada uno de sus eementos ya explicamos en € epigrafe 2. El
criterio de cdculo de las primas de resseguro bésicas es d criterio de la esperanza
matemética, por |o que impondremos la Siguiente ecuacion:

El)=0 (27)

La anterior ecuacion inicidmente cuenta con w, incognites, tantas como primas de
resseguro tenganos. No obstante, puede reducirse a una ecuacion con una sola

incognita, p/*" (1), s consideramos laley de variacion de las primas de reaseguro

P () =p @ () (28)
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Por lo tanto la resolucion de la ecuacion es determinada, Sn necesdad de introducir

restricciones adicionaes.

1 18 o rea -+l
— —a a b (r)'(l"'IR)
w g=1r=1 w r=1 "it.q.

H% ., =E Ur£h;

1 re: -+
w A ) () 1)
lel,,lzlltEf'L‘JrEh‘

Q)os

g & o 1
aaF’ngr '(1+ IR) -
g=1r=1 W

=
1

(29)

Conocida las prima de reaseguro bésica inicid, podemos conocer d reto a partir de s
ley de variacion anua correspondiente.

6 Analissdd costetotal delacobertura

En ede epigrafe vamos a andizar d code totd que genera la cobertura dd colectivo C.
Diferenciaremos dos componentes del code: un code interno que viene dado por las
primes de la operacion aseguradora y un cogte externo derivado de las primas de

reaseguro.
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6.1 Definicion dd coste total de la operacion

Definimos d cogte totd de la operacion como @ cogte actuarid de la cobertura lleveda a
cabo por @ colectivo. Este se obtiene como suma de los vaores actuaides de las
primas pagadas por los asegurados, tanto de la operacion aseguradora como de

reaseguro:

CT = CE +Cl (30)
donde,

CT: Cogetotd.
CE: Code externo.
Cl: Code interno.

El coge interno viene dado por € vdor actud actuarid de las primas de la operacion
asegurada pactadas por cada uno de los asegurados dentro del colectivo. Obtendremos
e code exteno como € vdor actud actuarid de las primas de reaseguro.

Consecuentemente.
CT = fly, 1e, 1ay, 122, 1= 1, X, b, C) (31)

La funcion cogte totd de la operacidn es una funcion de varias varigbles, cada una de las

cudes se determina de digtintaforma

El interés técnico aplicado por @ coletivo, |, y la rentsbilided de su
fondo,l -, vienen dadas principdmente por las condiciones externas dd

ambiente financiero.

El reasegurador, en funcion de la rentabilidad de su politica de riesgos y dd
ambiente financiero, fijara los valores de su interés técnico, | 5, y de su recargo

desegurided, | ™.
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El magen de solvencia, | ., vendra dedo por la legidacion vigente y por la
reglamentacion interna del colectivo. Las caracterigticas de la operacién en
cuanto a edtructura de edades, x, prestaciones de renta, b, y seguros c viene

dada por laestructurade colectivo C.

La Unica varidble que puede controlar € gestor del colectivo es d recargo de

seguridad de las primas de la operacion aseguradora, | 259

A excepcion de | *%, d redo de vaiadbles dd coge totd son exdgenas porque vienen
dadaas por d ambiente financiero, la estructura del colectivo y por la politica de riesgos
del ressegurador. Consecuentemente, podemos expresar la funcion (34) dd Sguiente
modo:

CT = f(iy, Te, T, 1, 7=, T, X, B, €) (32)

ms?

donde I, Ig, Ip [ ™ 1 . X, b, C son vaicble determinadas de forma exégena y

Unicamente la varidble | *® tiene caracter endogeno y por tanto es susceptible de
vaiacion por parte dd gestor del colectivo.

Los incrementos de |29, provocardn un aumento en @ code interno soportado por las
primas de la operacion. No obstante, gercerd un efecto contrario sobre € coste externo,
dado que d aumentar las primas de la operacion de la operacion aseguradora y por tanto
e vdor dd fondo, las diferencias de dniedrdidad a ressegurar disminuyen. El resultado
find sobre d code totd de la operacion es incieto y en Ultima ingtancia dependera de

las caracterigticas de la operacion.

6.2 Definicion y obtencion de la estrategia ptima recar go-reaseguro

Hemos vido que € code totd actuarid de la operacion depende de una srie de

vaiables de las cudes d colectivo Unicamente puede controlar con libertad € recargo

de seguridad de las primas de la operacion aseguradora, | 259,
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Nuestro objetivo en este epigrafe es determinar qué estrategia recargo-reaseguro es la
adecuada para minimizar d coste de la operacion. Hdlaremos esta edtrategia calculando
aquel recargo de seguridad que minimiza d vaor actud ectuarid dd cogte totd. El

recargo de seguridad dptimo que oltengamos lo Smbolizaremos como | 259,

El recago de seguridad Optimo estd acotado inferiormente por un recargo de seguridad
minimo y superiormente por un recargo de seguridad méxima El recargo de seguridad
minimo, | esO.

min?

Bl recargo de segurided maximo, | es aqué cuya glicacion sobre las primas de la

max?

operacion convierte la cobertura de las prestaciones en financiera d tipo de interés
técnico gplicado.

Paa hdlar 1™ tendremos que resolver e siguiente programa de optimizacion

matemética:

Min CT = (T}, Te, T 1°9, (™=, T, X, b, )

sujetoa: |, £1° £1 .,

0 equivaentemente,

MincT( =)
sujetoa: |, £1% £1 .,

El vdor de |2 dependerd tatto de las vaiddles independientes de la funcién de
codtes totaes, tanto exdgenas como endogenas. Obtendremos su vaor dando vaores d
recargo de seguridad dentro de una banda de fluctuacion preestablecida.
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6.3 Andlissdela sensbilidad del coste total dela operacion

En ede epigrafe vamos a redizar un andiss de senshilidad de las principaes varigbles
ex0genas, dd moddo que previamente hemos desarollado. Para dlo, andizaremos los
principales efectos derivados de la variacion de sus vaores, permaneciendo constante €
resto de varigbles:

Un incremento del tipo de interés técnico de la operacion aseguradora, |,
produce un abaratamiento de las primas puras de la operacion aseguradora
respecto a las de reaseguro. Esto induce a recargar més con lo que € recargo
de seguridad Optimo aumenta. Parddamente, € coste totd de la operacion

experimentaunadisminucon.

Un aumento dd tipo de interés técnico del reasegurador, |, produce un

abaatamiento de las primas de reaseguro en rdacion con las primas
recargadas de la operacion aseguradora Ello maotiva que cubramos més riesgo
con € reasguro y, en consecuencia, recarguemos menos, con lo que €

recargo de seguridad ve disminuir su vaor optimo.

Parddamente, d coge totd de la operacion as como sus dos componentes
dismnuyen: d coge interno, por la disminucién dd recargo Optimo y 4
externo derivado del incremento del interés técnico reasegurador.

Un incremento dd margen de solvencia, |, repercute directamente en un

incremento sudancid de code totd de la operacion, dado que € nivd de
coberturaexigido también esmayor.

Una mayor rentsbilided financiera dd fondo, 1., provoca un descenso de las

diferencias de gsniedrdidad regidradas por d colectivo, con lo que d code
del reaseguro disminuye de lamismaformaque lo hace d codetotd.

Un incremento del recargo de seguridad dd reaseguro, | "*, encarece la

cobertura del reaseguro con relacion a la cobertura redizada con las primes de
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la operacion aseguradora recargades. Esta circundtancia induce a que

recarguemaos méas con |0 que d recargo Optimo también aumenta.

El coge totd de la operacion se incrementa, tanto por € lado asegurador d
golicar un recargo de seguridad a las primas de la operacion mayor, como por

el lado reasegurador, d aumentar € recargo de seguridad de sus primes.
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ANEXO 11-1

Cdélculodelaprimadereaseguro
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En este anexo, vamos a andizar varios aspectos referentes d cdculo de la prima de
resseguro de diferencia de dniedrdidad. Para elo, supondremos didintas operaciones
de vida que combinan prestaciones de invaidez tempord y permanente, Seguros por
fdlecimientos y rentas de jubilacion.

Hipotesis

Utilizaremos un moddo de invdidacion mixta basado en la aplicacion de un proceso de
makov discreto en € tiempo. Las probabilidades de invadidacion, reactivecion 'y
fdlecimiento aplicadas son las edimadas por Amsler, M.H. (1988), ya recogidas con
anterioridad en € capitulo 11 de la tess Inicidmente, asumiremos las dguientes

hipétess actuariaes.

Interéstécnico de colectivo: 3%
Rentabilided ddl fondo: 3%
Interés técnico del reasegurador: 3%

Recargo de seguridad de la operacion aseguradora 2%
Recargo del reasegurador. 0%
Margen de seguridad: 4%

A dectos de dmplificaa d andiss de los resultados, supondremos un  colectivo
homogéneo compuesto por asegurados con la misma edad y prestaciones. Las
prestaciones de renta son anudes y vencidas y los seguros pagaderos d find dd afio.

Las prestaciones de invaidez se cobrardn hastalajubilacion y las prestaciones de

Las prestaciones propuestas son inmediatas y discretas en @ tiempo, de forma que las
rentas que definamos seran anudes y vencidas y los seguros pagadercs d find dd afo.
Las presteciones de invdidez se cobraran hadta la jubilacion del asegurado. Los seguros
defalecimiento y las rentas de jubilacion tendran caracter vitdicio.
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En relacion a las primas, se establece para cada assgurado un periodo de pago en
actividad de 10 afios. El pago de las mismas s efectlia anudmente y de forma
anticipada d principio de cada afio. Las cuattias tanto de las prestaciones como de las
primas son constantes en € tiempo.

Los gemplos desarrollados han ddo obtenidos mediante gplicacion de 5 procesos de
smulacion con 10.000 smulaciones cada uno, digiendo como resultado € promedio de
los 5 procesos. Dada la complgided dd proceso de smulacion que requiere la
aplicacion dd resseguro de diferencia de dniegtrdidad, € tiempo de gecucidon de los
programas desarrollados es muy congderable.
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Influencia del tamario del colectivo sobrela prima dereaseguro

Para efectuar la comprobacion de como influye d tamafio dd colectivo sobre la prima
de reaseguro, definiremos varias operaciones de invdidez y para cada una de dlas
examinaemos la evolucion de la prima de reaseguro y dd factor de reaseguro

correspondiente.

Operacion |: Seguro por invaidacion permanente

Edad de los asegurados: ) anios.

Edad de jubilacion:65 afios
Cuantia del seguro de invaidacion permanente: 10 u.m.

Prina Prima de
Tanafio oper aci 6n reasegur o Coeficiente Prima
col ectivo asegur ador a béasi ca Reasegur o reasegur o Prina total
1 0. 04161 0. 04514 1. 00000 0. 04514 0. 08675
0. 04161 0. 04514 0.93281 0. 04211 0. 08371
0. 04161 0. 04514 0.81244 0. 03667 0. 07828
15 0. 04161 0. 04514 0. 54864 0. 02477 0. 06637
25 0. 04161 0. 04514 0. 43955 0. 01984 0. 06145
50 0. 04161 0. 04514 0.27761 0. 01253 0. 05414
75 0. 04161 0. 04514 0.22226 0. 01003 0. 05164
100 0. 04161 0. 04514 0.17127 0. 00773 0. 04934
150 0. 04161 0. 04514 0.13647 0. 00616 0.04777
200 0. 04161 0. 04514 0.13432 0. 00606 0. 04767
300 0. 04161 0. 04514 0.11653 0. 00526 0. 04687
1,00
0,80 1
s
g 0,60
@
% 0,40 4
0,20 1 .
0,00 T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Tamafio colectivo




Moddlizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

Operacion |1: Renta de invaidez tempora

Edad de los asegurados. 30 afios.
Edad de jubilacion:65 afios
Término de larenta de invaidez tempord: 1 um.

Prima Prima de
Tanafio oper aci 6n reasegur o Coeficiente Prina
col ectivo asegur ador a béasi ca Reasegur o reasegur o Prinma total
1 0. 03817 0. 03191 1. 00000 0. 03191 0. 07008
2 0. 03817 0. 03191 0. 88285 0. 02817 0. 06634
5 0. 03817 0. 03191 0. 66443 0. 02120 0. 05937
15 0. 03817 0.03191 0. 44943 0.01434 0. 05251
25 0. 03817 0.03191 0. 34009 0. 01085 0. 04902
50 0. 03817 0.03191 0. 22023 0. 00703 0. 04520
75 0. 03817 0. 03191 0.17670 0. 00564 0. 04381
100 0. 03817 0. 03191 0. 15475 0. 00494 0. 04311
150 0. 03817 0. 03191 0. 10601 0. 00338 0. 04155
200 0. 03817 0. 03191 0. 09648 0. 00308 0. 04125
300 0. 03817 0. 03191 0. 09182 0. 00293 0. 04110
1,00
0,80 1
s
g 0,60 1
o
5
% 0,40 T
0,20 1
0,00 T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Tamafio colectivo
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Operacidn 111: Seguro mixto de invaidacion permanentey fdlecimiento

Edad de los asegurados. 30 afios.

Edad de jubilacion:65 afios

Cuantiadd seguro de fdlecimiento; 10 um.

Cuantiadd seguro de invdidacion permanente: 10 um.

Prina Prima de
Tanafio oper aci 6n reasegur o Coeficiente Prina
col ectivo asegur ador a basi ca Reasegur o reasegur o Prina total
1 0. 36145 0. 07914 1. 00000 0. 07914 0. 44059
2 0. 36145 0. 07914 0. 83667 0. 06621 0. 42766
5 0. 36145 0. 07914 0.58018 0. 04592 0. 40736
15 0. 36145 0. 07914 0. 40011 0. 03166 0. 39311
25 0. 36145 0. 07914 0. 29694 0. 02350 0. 38495
50 0. 36145 0. 07914 0.16844 0. 01333 0.37478
75 0. 36145 0.07914 0.11127 0. 00881 0. 37025
100 0. 36145 0. 07914 0. 09716 0. 00769 0. 36914
150 0. 36145 0. 07914 0. 08134 0. 00644 0. 36788
200 0. 36145 0. 07914 0. 06081 0. 00481 0. 36626
300 0. 36145 0. 07914 0. 05636 0. 00446 0. 36591
1,00
0,80 1
S
g 0,60 1
8
‘s 0,40 1
g
O
0,20 T
0,00 T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Tamafio colectivo
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Operacion 1V: Renta de jubilacion junto seguro de invaidacion permanente

Edad de los asegurados. 30 afios.

Edad de jubilacion:65 afios.

Término de larenta de jubilacion: 1 um.

Cuantia dd seguro de invaidacion permanente: 10 um.

Prima Prima de
Tanafio oper aci 6n reasegur o Coeficiente Prina
col ectivo asegur ador a béasi ca Reasegur o reasegur o Prinma total
1 0. 46245 0. 25198 1. 00000 0. 25198 0.71443
2 0. 46245 0. 25198 0. 65238 0. 16439 0. 62683
5 0. 46245 0. 25198 0. 43231 0.10893 0.57138
15 0. 46245 0.25198 0. 24146 0. 06084 0. 52329
25 0. 46245 0. 25198 0.20478 0. 05160 0. 51405
50 0. 46245 0. 25198 0. 15685 0. 03952 0.50197
75 0. 46245 0. 25198 0.14135 0. 03562 0. 49806
100 0. 46245 0. 25198 0. 13699 0. 03452 0. 49697
150 0. 46245 0. 25198 0.13147 0. 03313 0. 49558
200 0. 46245 0. 25198 0. 12957 0. 03265 0. 49510
300 0. 46245 0. 25198 0.12251 0. 03087 0. 49332
1,00
0,80 1
g
g 0,60 1
)
5
% 0,40 1
0,20
0,00 T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Tamafio colectivo
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Operacion V: Rentade invaidez tempora junto con seguro de fadlecimiento

Edad de los asegurados. 30 afios.

Edad de jubilacion:65 afios

Témino de larentade invaidez tempord: 1 um.
Cuantia dd seguro de fdlecimiento: 10 um.

Prina Prima de
Tanafio oper aci 6n reasegur o Coeficiente Prina
col ectivo asegur ador a basi ca Reasegur o reasegur o Prina total
1 0. 35789 0. 05172 1. 00000 0. 05172 0. 40961
2 0. 35789 0. 05172 0. 81446 0. 04212 0. 40001
5 0. 35789 0. 05172 0.50312 0. 02602 0. 38391
15 0. 35789 0. 05172 0. 39415 0. 02039 0. 37827
25 0. 35789 0. 05172 0. 27441 0. 01419 0. 37208
50 0. 35789 0. 05172 0. 19566 0. 01012 0. 36801
75 0. 35789 0. 05172 0.11248 0. 00582 0. 36370
100 0. 35789 0. 05172 0. 09451 0. 00489 0. 36278
150 0. 35789 0. 05172 0. 07244 0. 00375 0. 36163
200 0. 35789 0. 05172 0.06818 0. 00353 0. 36141
300 0. 35789 0. 05172 0. 06574 0. 00340 0. 36129
1,00
0,80 1
s
g 0,60
o
% 0,40 4
0,20
0,00 T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Tamafio colectivo
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Operacion VI: Rentamixta de invaidez tempord y jubilacion

Edad de los asegurados. 30 afios.

Edad de jubilacion:65 afios

Término de larentade invaidez tempord: 1 um.
Témino de larentadejubilacion: 1 um.

Prima Prima de
Tanafio oper aci 6n reasegur o Coeficiente Prina
col ectivo asegur ador a béasi ca Reasegur o reasegur o Prinma total
1 0. 45889 0. 24313 1. 00000 0.24313 0. 70202
2 0. 45889 0. 24313 0.69745 0. 16957 0. 62846
5 0. 45889 0. 24313 0. 40856 0. 09933 0. 55822
15 0. 45889 0. 24313 0. 25167 0. 06119 0. 52008
25 0. 45889 0. 24313 0. 21966 0. 05341 0.51229
50 0. 45889 0. 24313 0. 14642 0. 03560 0. 49449
75 0. 45889 0. 24313 0. 14460 0. 03516 0. 49404
100 0. 45889 0.24313 0. 13640 0. 03316 0. 49205
150 0. 45889 0. 24313 0.13187 0. 03206 0. 49095
200 0. 45889 0. 24313 0.12978 0. 03155 0. 49044
300 0. 45889 0. 24313 0. 12935 0. 03145 0. 49034
1,00
0,80
s
g 0,60
i
5
% 0,40 1
0,20 1
0,00 T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Tamafio colectivo
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Operacion VII: Renta de invaidez tempord junto con ssguro de invaidacion
permanente

Edad de los asegurados. 30 afios.

Edad de jubilacion:65 afios

Término de larenta de invaidez tempord: 1 um.
Cuantia dd saguro de invaidacion permanente: 10 um.

Prima Prima de
Tanafio oper aci 6n reasegur o Coeficiente Prinma
col ectivo asegur ador a basi ca Reasegur o reasegur o Prima total
1 0. 07978 0. 07448 1. 00000 0. 07448 0. 15426
2 0. 07978 0. 07448 0. 90403 0. 06733 0.14712
5 0. 07978 0. 07448 0. 75481 0. 05622 0. 13600
15 0. 07978 0. 07448 0. 50558 0. 03766 0.11744
25 0. 07978 0. 07448 0. 41059 0. 03058 0.11037
50 0. 07978 0. 07448 0. 25324 0. 01886 0. 09865
75 0. 07978 0. 07448 0.20120 0. 01499 0. 09477
100 0. 07978 0. 07448 0. 18250 0. 01359 0. 09338
150 0. 07978 0. 07448 0.12228 0. 00911 0. 08889
200 0. 07978 0. 07448 0.11868 0. 00884 0. 08862
300 0. 07978 0. 07448 0. 10405 0. 00775 0. 08753
1,00
0,80 1
s
g 0,60
)
B
'S 0,40 1
8
0,20
0,00 T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Tamafio colectivo
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Operacion VIII: Renta de invdidez tempord junto con seguro mixto de
fdlecimiento e invdidacion permanente.

Edad de los asegurados: 30 afios.

Edad de jubilacion:65 afios

Término de larentade invaidez tempord: 1 um.
Cuantia dd seguro de fdlecimiento; 10 um.

Cuantiadd seguro de invdidacion permanente: 10 u.m.

Prima Prima de
Tamafio oper aci 6n reasegur o Coeficiente Prima
col ectivo  aseguradora bési ca Reasegur o r easegur o Prima total
1 0. 39962 0.09778 1. 00000 0.09778 0. 49740
2 0. 39962 0. 09778 0.85771 0. 08387 0. 48348
5 0. 39962 0. 09778 0. 61338 0. 05998 0. 45959
15 0. 39962 0.09778 0.41919 0. 04099 0. 44060
25 0. 39962 0.09778 0. 32952 0. 03222 0.43184
50 0. 39962 0.09778 0.17646 0.01725 0. 41687
75 0. 39962 0.09778 0.12173 0.01190 0. 41152
100 0. 39962 0.09778 0. 10893 0. 01065 0. 41027
150 0. 39962 0.09778 0.08473 0. 00828 0. 40790
200 0. 39962 0. 09778 0. 07334 0. 00717 0. 40679
300 0. 39962 0. 09778 0. 06484 0. 00634 0. 40596
1,00
0,80 1
s
g 0,60
)
5
% 0,40 1
0,20 1
0,00 T T T
0 50 100 150 200 250 300
Tamafio colectivo
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Operadion IX: Renta mixta de invaidez tempord y de jubilacion junto con
seguro de invaidacion permanente.

Edad de los asegurados. 30 afios.

Edad de jubilacion:65 afios

Término de larenta de invaidez tempord: 1 um.
Término de larentade jubilacion: 1 u.m.

Cuantia dd seguro de invaidacion permanente: 10 um.

Prima Prima de
Tanafio oper aci 6n reasegur o Coeficiente Prina
col ectivo asegur ador a béasi ca Reasegur o reaseguro Prina total
1 0. 50062 0. 25403 1. 00000 0. 25403 0.75465
2 0. 50062 0. 25403 0. 69089 0.17551 0. 67612
5 0. 50062 0. 25403 0. 43531 0.11058 0. 61120
15 0. 50062 0. 25403 0. 24935 0. 06334 0. 56396
25 0. 50062 0. 25403 0.21277 0. 05405 0. 55467
50 0. 50062 0. 25403 0. 15654 0. 03977 0. 54038
75 0. 50062 0. 25403 0. 14092 0. 03580 0. 53641
100 0. 50062 0. 25403 0.13159 0. 03343 0. 53404
150 0. 50062 0. 25403 0.12351 0. 03138 0. 53199
200 0. 50062 0. 25403 0.11025 0. 02801 0. 52862
300 0. 50062 0. 25403 0. 10904 0. 02770 0. 52832
1,00
0,80
g
g 0,60
Py
5
j% 0,40
0,20 4
0,00 T T T T T
0 50 100 150 200 250 300
Tamafio colectivo
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Influencia del tipo de operacion sobre la prima de reaseguro

Con d objeto de andizar la influencia dd tipo de operacion sobre € peso especifico de
la prima de reassguro sobre la tota, patimos de un colectivo homogéneo de 300
personas con edad inicid de 30 afios y edad de jubil acion 65 afios. Con un colectivo de
tdes caracteridicas, cdcularemos para cada una de las 9 operaciones definidas con
anterioridad, la proporcion de la prima totd que representa la prima de reaseguro de
diferencia de sniestraidad. A continuacion, S ntetizamos los resultados conseguidos.

(Prima op.
Pri ma operaci 6n Reaseguro /
Qper aci 6n asegur ador a Prima reaseguro Prina total prima total)
| 0, 04161 0, 00526 0, 04687 11,22 %
I 0, 03817 0, 00293 0, 0411 7,13 %
1 0, 36145 0, 00446 0, 36591 1,22 %
1V 0, 46245 0, 03087 0, 49332 6,26 %
Y 0, 35789 0, 0034 0, 36129 0,94 %
Vi 0, 45889 0, 03145 0, 49034 6,41 %
A 0, 07978 0, 00775 0, 08753 8,85 %
VI 0, 39962 0, 00634 0, 40596 1,56 %
I X 0, 50062 0, 0277 0, 52832 5,24
Conclusiones

Delosdatos recogidos en las anteriores tablas extraemos las sguientes conclusiones:

El factor de reaseguro disminuye conforme aumenta € tamafio ded colectivo.
Ede comportamiento queda plasmado en todes gréficas anteriores.
Obviamente, edta evolucion decreciente del factor de resseguro respecto d
tamafio de colectivo, se mantiene en las primas de reaseguro y en las primas
totales que paga cada asegurado dd colectivo.

Igudmente, podemos obsarvar que cuanto mayor es @ tamaio dd colectivo
menor es e decremento del factor de reaseguro.
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La evolucion dd factor de reaseguro se ve afectada por las caracterigticas de la
operacion aseguradora de invaidez asumidas.

En las operaciones que contienen seguros de fdlecimiento, € decrecimiento
en términos porcentudes dd factor de reeseguro, y por tanto también de la
prima de reaseguro, respecto d tamafio es mucho més intenso. Eda
cdrecundancia queda bien refldada en los cuadros de datos y gréficas
correspondientes a operaciones que contienen capitdes de fdlecimientos. De
este modo, en la operacion 11l d coeficiente de reaseguro disminuye hasta
0,05636, en la operacion V hasta 0,06574 y en la VIl hasta 0,06448.

En las operaciones restantes @ factor de resseguro decrece hasta vaores
comprendidos entre 0.09 y 0.125.

Las operaciones aseguradoras que contemplan presteciones de rentas de
jubilacion s caacterizan  porque d  coeficiente de reaseguro Y
congguientemente las primas de reaseguro, disminuyen fuertemente con los
primeros aumentos de tamafio de colectivo. Este hecho queda fidmente
refleado en las operaciones 1V, VI y IX en las cudes d factor de reaseguro
apcado a un colectivo de 2 peasonas vade 0.65238, 0.69745 y 0.69089
respectivamente.

En operaciones aseguradoras que contemplan exclusvamente prestaciones de
invelidez (operaciones |, 11 'y VII), la golicacion dd reaseguro de diferencia de
sniegrdidad resulta especidmente sgnificativa porque la prima de reaseguro
representa respectivamente un 11,22%, 7,13%y 8,85% delaprimatota.

Las anteriores tasas son devadas 9§ las comparamos con otras cases de
operaciones como, por gemplo, un seguro de fdlecimiento vitdicio® en d que
la rdacion prima de reaseguro/prima tota ni tan Squiera dcanza d 0,5%, td

Como anctamos a continuaci on:
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Prima de |a operaci 6n aseguradora: 0, 32124
Prina de reaseguro: 0, 0011

Prima total: 0, 32025

Prina de reaseguro/prina total: 0,34 %

Los devados vaores que toma € rdio prima de reassgura/prima totd en las
opereciones |, 1l 'y VII es indicador de que la presencia de diferencias de
sniedrdidad es importante en las operaciones de invdidez puras. Ello puede
deberse a diferentes circunganciass mayor fluctuacion de sniedtrdidad, bgo
cogte de las primas de la operacion aseguradora, en @ caso de las rentas de
invaidez tempord podiamos afiedir la dta variabilidad de su duracion, etc.

A la vida dd anterior cuadro, parece que las diferencias de sniedtrdidad que
£ pueden producir en un seguro de invdidecidn  permanente on
comparaivamente mayores que las regisdradas en una renta de invaidez
tempord dado que d peso de la prima de resseguro sobre d totd es
sonificativamente més devado en d primer caso: un 11,22 % frente a un
7,13%,

S aladimos a las anteriores prestaciones, coberturas de vida bien rentas de
jubilacion o seguros de falecimiento, & porcentge prima de reaseguro/prima
totd disminuye Este hecho resulta especidmente papable en las operaciones
mixtas con seguros por falecimiento (operaciones 11, V y VIII,) en las que la
prima de reaseguro de diferencia de sniestrdidad no llega dcanzar d 2% de
laprimatotd.

Ege curioso comportamiento explica que las diferencias de dniedrdidad en
diches operaciones sean comparativamente menores a las regisradas en

operaciones deinvaidez puras (operaciones 1,11 y VII).

3 Para @ cdculo de sus primas, hemos mantenido las mismas hiptesis y bases técnicas utilizadas con anterioridad, ya citedes d

principio del anexo.
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ANEXO 11-2

Estrategia recar go-r easegur o optima

A1
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En este gpatado vamos a centrarnos en la determinacion de la edtrategia Optima para
cada una de las 9 operaciones que hemos condderado anteriormente. En cada caso
supondremos un colectivo homogéneo de 300 personas con edad inicad de 30 aios y
edad de jubilacion 65 afios. Asumiremos las mismas hipitess que las utilizades en d
anexo precedente.

Para comprobar la edraegia recargo-reaseguro Optima, establecemos una banda de
fluctuacion del recargo de seguridad entre d 0% y @ 15% con una variacion de 0.5%.
Para cada vaor cdcularemos la prima de reaseguro y la prima tota. Conocidas éstas,
determinaremos € code totd de la cobertura desglosado en sus dos componentes: coste

interno y coste externo.
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Operacion |: Seguro por invdidacion permanente.

Prima
Recar go oper aci 6n Prima Cost e Cost e
seguridad aseguradora reaseguro Prina total i nterno externo Coste total
0. 000 0. 04079 0. 00575 0. 04654 107. 39679 15. 13929 122. 53608
0. 005 0. 04099 0. 00563 0. 04662 107. 93377 14. 82334 122. 75711
0.010 0. 04120 0. 00550 0. 04670 108. 47076 14. 48106 122. 95182
0.015 0. 04140 0. 00538 0. 04678 109. 00774 14. 16511 123.17285
0. 020 0. 04161 0. 00526 0. 04687 109. 54473 13. 84916 123. 39388
0. 025 0. 04181 0. 00507 0. 04688 110. 08171 13. 34890 123. 43061
0. 030 0. 04201 0. 00490 0. 04691 110. 61869 12. 90131 123. 52000
0. 035 0. 04222 0. 00475 0. 04697 111. 15568 12. 50637 123. 66205
0. 040 0. 04242 0. 00458 0. 04700 111. 69266 12. 05877 123. 75143
0. 045 0. 04263 0. 00442 0. 04705 112. 22965 11. 63750 123. 86715
0. 050 0. 04283 0. 00435 0. 04718 112. 76663 11. 45320 124. 21983
0. 055 0. 04303 0. 00421 0. 04724 113. 30361 11. 08459 124. 38820
0. 060 0.04324 0. 00407 0. 04731 113. 84060 10. 71598 124. 55658
0. 065 0.04344 0. 00387 0. 04731 114. 37758 10. 18940 124. 56698
0.070 0. 04365 0. 00379 0. 04744 114. 91456 9.97877 124. 89333
0.075 0. 04385 0. 00364 0. 04749 115. 45155 9. 58383 125. 03538
0. 080 0. 04405 0.00348 0. 04753 115. 98853 9. 16256 125. 15109
0. 085 0. 04426 0. 00329 0. 04755 116. 52552 8. 66231 125. 18782
0. 090 0. 04446 0. 00319 0. 04765 117. 06250 8. 39901 125. 46151
0. 095 0. 04467 0. 00305 0. 04772 117.59948 8. 03040 125. 62989
0. 100 0. 04487 0. 00297 0.04784 118. 13647 7.81977 125. 95624
0. 105 0. 04507 0. 00293 0. 04800 118. 67345 7.71445 126. 38791
0.110 0. 04528 0. 00282 0. 04810 119. 21044 7.42483 126. 63527
0.115 0. 04548 0. 00270 0. 04818 119. 74742 7.10888 126. 85630
0.120 0. 04568 0. 00258 0. 04826 120. 28440 6. 79293 127.07734
0.125 0. 04589 0. 00246 0. 04835 120. 82139 6.47698 127. 29837
0. 130 0. 04609 0. 00244 0. 04853 121. 35837 6. 42432 127.78270
0.135 0. 04630 0. 00235 0. 04865 121. 89536 6.18736 128. 08272
0. 140 0. 04650 0. 00230 0. 04880 122. 43234 6. 05572 128. 48806
0. 145 0. 04670 0. 00223 0. 04893 122. 96932 5.87141 128. 84073
0. 150 0. 04691 0.00211 0. 04902 123. 50631 5. 55546 129. 06177
130
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Reaseguro de diferencia de siniestraidad aplicado en colectivos abiertas con muiltiples estados

Operacion 11: Renta de invaidez tempord.

Prima
Recar go oper aci 6n Prina Prinma Cost e Cost e Cost e
seguridad aseguradora reaseguro total interno ext erno total
0. 000 0. 03742 0. 00340 0. 04082 98. 52385 8. 95193 107. 47578
0. 005 0. 03761 0. 00327 0. 04088 99. 01647 8. 60965 107. 62612
0. 010 0. 03779 0. 00317 0. 04096 99. 50909 8. 34636 107. 85544
0.015 0. 03798 0. 00305 0. 04103 100. 00171 8. 03040 108. 03211
0. 020 0. 03817 0. 00293 0. 04110 100. 49433 7.71445 108. 20878
0. 025 0. 03836 0. 00282 0. 04118 100. 98695 7.42483 108. 41178
0. 030 0. 03854 0. 00270 0. 04124 101. 47957 7.10888 108. 58845
0. 035 0. 03873 0. 00252 0. 04125 101. 97219 6. 63496 108. 60714
0. 040 0. 03892 0. 00235 0. 04127 102. 46480 6. 18736 108. 65217
0. 045 0. 03910 0. 00223 0.04133 102. 95742 5.87141 108. 82883
0. 050 0. 03929 0. 00218 0. 04147 103. 45004 5.73976 109. 18981
0. 055 0. 03948 0. 00211 0. 04159 103. 94266 5. 55546 109. 49812
0. 060 0. 03967 0. 00198 0. 04165 104. 43528 5.21318 109. 64846
0. 065 0. 03985 0.00188 0. 04173 104. 92790 4.94989 109. 87779
0.070 0. 04004 0. 00181 0. 04185 105. 42052 4. 76558 110. 18610
0.075 0. 04023 0. 00176 0. 04199 105.91314 4. 63394 110. 54708
0. 080 0. 04041 0. 00164 0. 04205 106. 40576 4.31799 110. 72375
0. 085 0. 04060 0. 00153 0. 04213 106. 89838 4.02837 110. 92674
0. 090 0. 04079 0. 00141 0. 04220 107. 39100 3.71242 111. 10341
0. 095 0. 04097 0. 00129 0. 04226 107. 88362 3. 39647 111. 28008
0. 100 0. 04116 0. 00120 0. 04236 108. 37624 3. 15950 111. 53574
0. 105 0. 04135 0. 00117 0. 04252 108. 86886 3. 08052 111. 94937
0. 110 0. 04154 0. 00113 0. 04267 109. 36147 2.97520 112. 33667
0. 115 0. 04172 0. 00106 0. 04278 109. 85409 2.79089 112. 64499
0.120 0. 04191 0. 00100 0. 04291 110. 34671 2.63292 112. 97963
0.125 0. 04210 0. 00094 0. 04304 110. 83933 2. 47494 113. 31428
0.130 0. 04228 0. 00087 0. 04315 111. 33195 2.29064 113. 62259
0. 135 0. 04247 0. 00082 0. 04329 111. 82457 2.15899 113. 98356
0. 140 0. 04266 0. 00078 0. 04344 112. 31719 2. 05368 114. 37087
0. 145 0. 04285 0. 00074 0. 04359 112. 80981 1.94836 114. 75817
0. 150 0. 04303 0. 00070 0. 04373 113. 30243 1.84304 115. 14547
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Moddlizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

Operacion 1V: Renta de jubilacion junto seguro de invaidacion permanente.

Prima
Recar go oper aci 6n Prima Prima Cost e Coste Coste total
seguridad aseguradora reaseguro total interno ext erno
0. 000 0. 45338 0. 04002 0. 49340 1193. 71308  105. 36944  1299. 08252
0. 005 0. 45565 0. 03791 0.49356  1199. 68164 99. 81398 1299. 49563
0.010 0. 45791 0. 03533 0.49324  1205. 65021 93. 02105 1298. 67126
0.015 0. 46018 0. 03321 0.49339  1211. 61878 87. 43926 1299. 05803
0. 020 0. 46245 0. 03087 0.49332  1217.58734 81. 27823 1298. 86557
0. 025 0. 46471 0. 02840 0.49311  1223.55591 74.77492 1298. 33082
0. 030 0. 46698 0. 02664 0.49362  1229. 52447 70. 14098 1299. 66545
0. 035 0. 46925 0.02476 0.49401  1235. 49304 65. 19109 1300. 68413
0. 040 0. 47152 0. 02300 0.49452  1241. 46160 60. 55715 1302. 01875
0. 045 0. 47378 0. 02030 0. 49408 1247. 43017 53. 44827 1300. 87844
0. 050 0. 47605 0. 01854 0.49459  1253. 39873 48. 81433 1302. 21306
0. 055 0.47832 0.01643 0.49475  1259. 36730 43. 25887 1302. 62617
0. 060 0. 48058 0.01479 0.49537  1265. 33586 38. 94088 1304. 27674
0. 065 0. 48285 0. 01350 0.49635  1271. 30443 35.54441 1306. 84884
0. 070 0. 48512 0.01174 0.49686  1277.27299 30. 91048 1308. 18347
0.075 0. 48738 0. 00998 0.49736  1283. 24156 26. 27654 1309. 51810
0. 080 0. 48965 0. 00845 0.49810  1289.21013 22. 24817 1311. 45830
0. 085 0. 49192 0. 00716 0.49908  1295. 17869 18. 85170 1314. 03040
0. 090 0.49418 0. 00622 0.50040  1301. 14726 16. 37676 1317. 52402
0. 095 0. 49645 0. 00516 0.50161  1307. 11582 13. 58587 1320. 70169
0. 100 0. 49872 0.00434 0.50306  1313. 08439 11. 42687 1324. 51126
0.105 0. 50098 0. 00364 0.50462  1319. 05295 9. 58383 1328. 63678
0. 110 0. 50325 0. 00270 0.50595  1325. 02152 7.10888 1332. 13040
0. 115 0. 50552 0. 00235 0.50787  1330. 99008 6. 18736 1337. 17744
0.120 0.50779 0.00176 0.50955  1336. 95865 4.63394 1341. 59259
0.125 0. 51005 0. 00141 0.51146  1342.92721 3.71242 1346. 63963
0. 13000 0.51232 0. 00106 0.51338  1348. 89578 2.79089 1351. 68667
0. 13500 0. 51459 0. 00082 0.51541  1354. 86434 2.15899 1357. 02334
0. 14000 0. 51685 0. 00059 0.51744  1360. 83291 1. 55342 1362. 38633
0. 14500 0.51912 0. 00047 0.51959  1366. 80148 1. 23747 1368. 03895
0. 15000 0. 52139 0. 00035 0.52174  1372.77004 0.92152 1373. 69156
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Reaseguro de diferencia de siniestraidad aplicado en colectivos abiertas con muiltiples estados

Operacion V: Rentade invaidez tempord junto con seguro de falecimiento.

Prima
Recar go oper aci 6n Prina Prinma Cost e Cost e
seguridad aseguradora reaseguro total interno ext erno
0. 000 0. 35087 0. 00692 0. 35779 923. 81249 18. 21980
0. 005 0. 35262 0. 00599 0. 35861 928. 43156 15. 77119
0.010 0. 35438 0. 00505 0.35943 933. 05062 13. 29624
0.015 0. 35613 0. 00411 0. 36024 937. 66968 10. 82130
0. 020 0. 35789 0. 00340 0.36129 942. 28874 8. 95193
0. 025 0. 35964 0. 00270 0. 36234 946. 90781 7.10888
0. 030 0. 36140 0. 00235 0. 36375 951. 52687 6. 18736
0. 035 0. 36315 0. 00164 0. 36479 956. 14593 4.31799
0. 040 0. 36490 0. 00129 0. 36619 960. 76499 3. 39647
0. 045 0. 36666 0. 00106 0.36772 965. 38406 2.79089
0. 050 0. 36841 0. 00082 0.36923 970. 00312 2.15899
0. 055 0.37017 0. 00070 0. 37087 974. 62218 1.84304
0. 060 0.37192 0. 00047 0. 37239 979. 24124 1. 23747
0. 065 0. 37368 0. 00040 0. 37408 983. 86031 1. 05317
0. 070 0. 37543 0. 00035 0.37578 988. 47937 0. 92152
0. 075 0.37719 0. 00023 0.37742 993. 09843 0. 60557
0. 080 0. 37894 0. 00020 0.37914 997. 71749 0. 52658
0. 085 0. 38069 0. 00018 0.38087  1002. 33655 0. 47393
0. 090 0. 38245 0. 00015 0.38260  1006. 95562 0. 39494
0. 095 0. 38420 0. 00014 0.38434  1011. 57468 0. 36861
0. 100 0. 38596 0. 00012 0.38608  1016. 19374 0. 31595
0. 105 0.38771 0. 00011 0.38782  1020. 81280 0. 28962
0.110 0. 38947 0. 00011 0.38958  1025. 43187 0. 28962
0.115 0.39122 0. 00010 0.39132  1030. 05093 0. 26329
0.120 0. 39297 0. 00010 0.39307 1034. 66999 0. 26329
0.125 0.39473 0. 00010 0.39483  1039. 28905 0. 26329
0.130 0. 39648 0. 00009 0.39657  1043.90812 0. 23696
0.135 0. 39824 0. 00008 0.39832  1048.52718 0. 21063
0. 140 0. 39999 0. 00008 0. 40007 1053. 14624 0. 21063
0.145 0. 40175 0. 00008 0.40183  1057. 76530 0. 21063
0. 150 0. 40350 0. 00007 0.40357  1062. 38437 0. 18430
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Moddlizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

Operacion VI: Rentamixta de invalidez tempord y jubilacion.

Prima
Recar go oper aci 6n Prima Prima Cost e Coste
seguridad aseguradora reaseguro total interno ext erno Coste total
0. 000 0. 44989 0. 04072 0.49061  1184.52419  107.21249 1291. 73668
0. 005 0. 45214 0. 03849 0.49063  1190.44681  101.34107 1291.78789
0.010 0. 45439 0. 03603 0.49042  1196. 36943 94. 86409 1291. 23352
0.015 0. 45664 0. 03403 0.49067  1202. 29205 89. 59825 1291. 89031
0. 020 0. 45889 0. 03145 0.49034  1208. 21467 82. 80532 1291. 01999
0. 025 0. 46114 0. 02922 0.49036  1214. 13729 76. 93391 1291. 07120
0. 030 0. 46339 0.02711 0.49050  1220. 05992 71. 37845 1291. 43837
0. 035 0. 46564 0. 02535 0.49099  1225. 98254 66. 74451 1292. 72705
0. 040 0. 46789 0. 02347 0.49136  1231. 90516 61. 79462 1293. 69978
0. 045 0. 47014 0. 02101 0. 49115 1237. 82778 55. 31764 1293. 14542
0. 050 0.47238 0. 01901 0.49139  1243. 75040 50. 05180 1293. 80220
0. 055 0. 47463 0.01713 0.49176  1249. 67302 45. 10191 1294. 77493
0. 060 0.47688 0. 01526 0.49214  1255. 59564 40. 17835 1295. 77399
0. 065 0.47913 0. 01373 0.49286  1261. 51826 36. 14999 1297. 66825
0. 070 0. 48138 0.01174 0.49312  1267.44088 30. 91048 1298. 35136
0. 075 0. 48363 0. 01009 0.49372  1273. 36350 26. 56616 1299. 92966
0. 080 0. 48588 0. 00845 0.49433  1279. 28613 22. 24817 1301. 53430
0. 085 0. 48813 0. 00716 0.49529  1285. 20875 18. 85170 1304. 06045
0. 090 0. 49038 0. 00622 0.49660  1291. 13137 16. 37676 1307. 50813
0. 095 0. 49263 0. 00516 0.49779  1297. 05399 13. 58587 1310. 63985
0. 100 0. 49488 0. 00422 0.49910  1302. 97661 11. 11092 1314. 08753
0. 105 0.49713 0. 00340 0.50053  1308. 89923 8. 95193 1317. 85116
0.110 0. 49938 0. 00258 0.50196  1314. 82185 6. 79293 1321. 61478
0.115 0.50163 0. 00211 0.50374  1320. 74447 5. 55546 1326. 29993
0.120 0.50388 0. 00153 0.50541  1326. 66709 4. 02837 1330. 69546
0.125 0.50613 0.00117 0.50730  1332.58971 3. 08052 1335. 67023
0. 130 0. 50838 0. 00082 0.50920  1338.51233 2.15899 1340. 67133
0.135 0.51063 0. 00070 0.51133  1344. 43496 1. 84304 1346. 27800
0. 140 0.51287 0. 00047 0.51334  1350. 35758 1. 23747 1351. 59505
0. 14500 0.51512 0. 00035 0.51547  1356. 28020 0. 92152 1357. 20172
0. 15000 0.51737 0. 00035 0.51772  1362. 20282 0. 92152 1363. 12434
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Reaseguro de diferencia de siniestraidad aplicado en colectivos abiertas con muiltiples estados

Operacidn VII: Renta de invdidez temporad junto con seguro de invdidacion

permanente
Prima
Recar go oper aci 6n Prina Prinma Cost e Cost e
seguridad aseguradora reaseguro total interno ext erno Coste total
0. 000 0. 07822 0. 00892 0.08714 205. 94697 23. 48564 229. 43261
0. 005 0. 07861 0. 00857 0. 08718 206. 97670 22.56412 229. 54083
0.010 0. 07900 0. 00833 0. 08733 208. 00644 21. 93222 229. 93866
0.015 0. 07939 0. 00798 0. 08737 209. 03617 21. 01070 230. 04687
0. 020 0. 07978 0. 00775 0. 08753 210. 06591 20. 40513 230. 47104
0. 025 0. 08018 0. 00739 0. 08757 211. 09564 19. 45728 230. 55292
0. 030 0. 08057 0. 00728 0. 08785 212. 12538 19. 16765 231. 29303
0. 035 0. 08096 0. 00691 0. 08787 213. 15511 18. 19347 231. 34859
0. 040 0. 08135 0. 00669 0. 08804 214. 18485 17. 61423 231. 79908
0. 045 0. 08174 0. 00632 0. 08806 215. 21458 16. 64005 231. 85463
0. 050 0. 08213 0. 00622 0. 08835 216. 24432 16. 37676 232. 62108
0. 055 0. 08252 0. 00589 0. 08841 217. 27405 15. 50790 232.78195
0. 060 0. 08291 0. 00559 0. 08850 218. 30379 14. 71802 233. 02181
0. 065 0. 08330 0. 00540 0. 08870 219. 33352 14. 21777 233. 55129
0. 070 0. 08370 0. 00532 0. 08902 220. 36326 14. 00713 234. 37039
0. 075 0. 08409 0. 00505 0. 08914 221. 39299 13. 29624 234. 68924
0. 080 0. 08448 0. 00493 0. 08941 222. 42273 12. 98029 235. 40302
0. 085 0. 08487 0. 00458 0. 08945 223. 45246 12. 05877 235.51123
0. 090 0. 08526 0. 00434 0. 08960 224. 48220 11. 42687 235. 90907
0. 095 0. 08565 0. 00411 0. 08976 225.51193 10. 82130 236. 33323
0. 100 0. 08604 0. 00400 0. 09004 226. 54167 10. 53168 237.07334
0. 105 0. 08643 0. 00376 0. 09019 227.57140 9. 89978 237.47118
0.110 0. 08682 0. 00364 0. 09046 228.60114 9. 58383 238. 18496
0.115 0. 08722 0. 00352 0. 09074 229. 63087 9. 26788 238. 89875
0.120 0. 08761 0. 00329 0. 09090 230. 66061 8. 66231 239. 32291
0.125 0. 08800 0. 00305 0. 09105 231. 69034 8. 03040 239. 72075
0.130 0. 08839 0. 00300 0. 09139 232. 72008 7.89876 240. 61883
0. 135 0. 08878 0. 00293 0.09171 233. 74981 7.71445 241. 46426
0. 140 0. 08917 0. 00285 0. 09202 234. 77955 7.50382 242. 28337
0.145 0. 08956 0. 00270 0. 09226 235. 80928 7.10888 242.91816
0. 150 0. 08995 0. 00246 0. 09241 236. 83901 6. 47698 243. 31600
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Moddlizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

Operacion VIII: Renta de invdidez tempord junto con seguro mixto de
fdlecimiento e invdidacion permanente.

Prima
Recar go oper aci 6n Prinma Prina Cost e Coste

seguridad aseguradora reaseguro total interno ext erno Coste total
0. 000 0.39178 0. 01068 0.40246  1031.52523 28. 11958 1059. 64481
0. 005 0.39374 0. 00962 0.40336  1036. 68286 25. 32869 1062. 01155
0.010 0. 39570 0. 00845 0.40415  1041. 84049 22. 24817 1064. 08866
0.015 0. 39766 0. 00728 0. 40494 1046. 99811 19. 16765 1066. 16577
0. 020 0. 39962 0. 00634 0.40596  1052. 15574 16. 69271 1068. 84845
0. 025 0. 40157 0. 00528 0.40685  1057. 31336 13. 90182 1071. 21518
0. 030 0. 40353 0. 00458 0.40811  1062. 47099 12. 05877 1074. 52976
0. 035 0. 40549 0. 00340 0.40889  1067. 62862 8.95193 1076. 58054
0. 040 0. 40745 0. 00305 0.41050 1072. 78624 8. 03040 1080. 81665
0. 045 0. 40941 0. 00246 0.41187  1077.94387 6. 47698 1084. 42085
0. 050 0. 41137 0. 00211 0.41348  1083. 10149 5. 55546 1088. 65696
0. 055 0. 41333 0. 00176 0.41509  1088. 25912 4. 63394 1092. 89306
0. 060 0. 41529 0. 00117 0.41646  1093. 41675 3. 08052 1096. 49726
0. 065 0.41725 0. 00106 0.41831  1098. 57437 2.79089 1101. 36527
0. 070 0. 41920 0. 00094 0.42014  1103. 73200 2. 47494 1106. 20694
0.075 0. 42116 0. 00082 0.42198  1108. 88963 2.15899 1111. 04862
0. 080 0. 42312 0. 00070 0. 42382 1114. 04725 1. 84304 1115. 89030
0. 085 0. 42508 0. 00060 0.42568  1119.20488 1. 57975 1120. 78463
0. 090 0. 42704 0. 00047 0.42751  1124. 36250 1. 23747 1125. 59998
0. 095 0. 42900 0. 00035 0.42935  1129.52013 0. 92152 1130. 44165
0. 100 0.43096 0. 00027 0.43123  1134. 67776 0. 71089 1135. 38864
0. 105 0. 43292 0. 00023 0.43315  1139. 83538 0. 60557 1140. 44095
0.110 0. 43488 0. 00020 0.43508  1144.99301 0. 52658 1145. 51959
0.115 0. 43683 0. 00019 0.43702  1150. 15063 0. 50025 1150. 65089
0.120 0. 43879 0. 00019 0.43898  1155. 30826 0. 50025 1155. 80852
0.125 0. 44075 0. 00017 0.44092  1160. 46589 0. 44760 1160. 91348
0.130 0. 44271 0. 00015 0.44286  1165. 62351 0. 39494 1166. 01845
0.135 0. 44467 0. 00013 0.44480 1170.78114 0. 34228 1171. 12342
0. 140 0. 44663 0. 00011 0.44674  1175. 93877 0. 28962 1176. 22839
0. 145 0. 44859 0. 00010 0.44869  1181. 09639 0. 26329 1181. 35968
0. 150 0. 45055 0. 00008 0.45063  1186. 25402 0. 21063 1186. 46465
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Reaseguro de diferencia de siniestraidad aplicado en colectivos abiertas con muiltiples estados

Operacion IX: Renta mixta de invdidez tempord y de jubilacion junto con
seguro de invaidacion permanente.

Prima
Recar go oper aci 6n Prina Prinma Cost e Cost e
seguridad aseguradora reaseguro total interno ext er no Coste total
0. 000 0. 49080 0. 03732 0.52812  1292. 23693 98. 26056 1390. 49749
0. 005 0. 49325 0. 03509 0.52834 1298 69811 92. 38915 1391. 08726
0.010 0. 49571 0. 03239 0.52810  1305. 15930 85. 28027 1390. 43956
0.015 0. 49816 0. 03016 0.52832  1311. 62048 79. 40885 1391. 02934
0. 020 0. 50062 0. 02770 0.52832  1318. 08167 72.93187 1391. 01354
0. 025 0. 50307 0. 02512 0.52819  1324.54285 66. 13894 1390. 68179
0. 030 0. 50552 0. 02347 0.52899  1331. 00404 61. 79462 1392. 79866
0. 035 0. 50798 0. 02136 0.52934  1337. 46522 56. 23916 1393. 70438
0. 040 0.51043 0.01972 0.53015  1343. 92641 51. 92117 1395. 84758
0. 045 0.51289 0.01713 0.53002  1350. 38759 45.10191 1395. 48950
0. 050 0.51534 0. 01537 0.53071  1356. 84878 40. 46797 1397. 31675
0. 055 0.51779 0.01338 0.53117  1363. 30996 35. 22846 1398. 53842
0. 060 0. 52025 0.01185 0.53210  1369. 77115 31. 20010 1400. 97124
0. 065 0. 52270 0. 01056 0.53326  1376. 23233 27. 80363 1404. 03596
0. 070 0. 52516 0. 00927 0.53443  1382. 69351 24. 40716 1407. 10068
0.075 0. 52761 0. 00763 0.53524  1389. 15470 20. 08918 1409. 24388
0. 080 0. 53006 0. 00645 0.53651  1395. 61588 16. 98233 1412. 59822
0. 085 0.53252 0. 00528 0.53780  1402. 07707 13. 90182 1415. 97888
0. 090 0. 53497 0. 00458 0.53955  1408. 53825 12. 05877 1420. 59703
0. 095 0. 53743 0. 00376 0.54119  1414. 99944 9. 89978 1424. 89922
0. 100 0. 53988 0.00317 0.54305  1421. 46062 8. 34636 1429. 80698
0. 105 0. 54233 0. 00258 0.54491  1427.92181 6.79293 1434. 71474
0. 110 0. 54479 0.00188 0.54667  1434. 38299 4.94989 1439. 33288
0. 115 0. 54724 0. 00153 0.54877  1440. 84418 4.02837 1444. 87254
0.120 0. 54970 0.00117 0.55087  1447. 30536 3. 08052 1450. 38588
0.125 0.55215 0. 00094 0.55309  1453. 76655 2.47494 1456. 24149
0. 130 0. 55460 0. 00082 0.55542  1460. 22773 2.15899 1462. 38672
0.135 0. 55706 0. 00059 0.55765  1466. 68892 1. 55342 1468. 24234
0. 140 0. 55951 0. 00047 0.55998  1473. 15010 1. 23747 1474. 38757
0. 145 0.56197 0. 00035 0.56232  1479. 61128 0.92152 1480. 53281
0. 150 0. 56442 0. 00023 0.56465  1486. 07247 0. 60557 1486. 67804

1500

14804

14604

14404

Coste total colectivc

14204

14004

1380 T T T T
0,00 0,03 0,06 0,09 0,12 0,15

Recargo seguridad
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Conclusiones

Transcribimos las observaciones 0 condusiones que creemos Son mas importantes:

El coge totd normamente es una funcion creciente. El tipo de crecimiento se
asamga consderablerente d de una funcion lined. Unicamente en las
operaciones que contienen prestaciones de jubilacion (operaciones 1V, VI y
IX) se dtera esta pauta de comportamiento.

En efecto, en las operaciones IV, VI y IX, en d intervdo comprendido entre €
0% y 36 de recargo de seguridad, € cogte totd presenta una ligera tendencia
decreciente. Pogteriormente, desde 5% hasta d 15%, € coge totd vueve a

mostrar una.evolucion creciente.

Por la misma naturdeza de la definicion de los cogtes interno, externo y totd
dd colectivo, su comportamiento es andogo d seguido por la prima de la
operacion aseguradora, prima de reaseguro y primatotal respectivamente.

El coste interno de la operacion es creciente repecto d recargo de seguridad.
A mayor recargo de seguridad de las primas de la operacion aseguradora, las
diferencias de sSniedtrdidad son menores y por tanto @ coste externo también
disminuye

En la mayoria de operaciones @ code totd s minimiza no recargando la
prima pura de la operacion aseguradora. Unicamente, aquellas operaciones en
las que d tramo inicid de la funcion de costes es ligeramente decreciente se
diferencia de la anterior tendencia generd.  Consecuentemente, los recargos
optimos  correspondientes a las operaciones 1V, VI y IX son dd 25%, 1% y
2% respectivamente.
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ANEXO 11-3

Estudio de sensbilidad
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La edtrategia recargo-reaseguro Optima no Unicamente depende de las caracteridticas de
la operacion Sno que eda sujeta a otres vaiables que intervienen en la vaoracion
actuarid de la prima de reaseguro. En este gpartado, vamos a andizar la sensbilidad del
reeseguro de diferencia de sniedraidad respecto a cada una de dichas vaiables. A lo
largo dd anexo mantendremos las hipites's asumidas anteriormente.

Para redizar td edudio de senshilidad, tomaremos la operacion VI y mantendremos
todas las caracteridticas e hipdtess actuarides anteriores, a excepcion de una varidble
cuyos vaores dteraremos, d objeto de comprobar @ efecto que produce td variacion
sobre € cose de la aplicacion ded reaseguro de diferencia de sniedrdidad y la
estrategia recargo-reaseguro optima.

A continuacidn, vamos a recoger los resultados que se desprenden ded andiss de
senshilided de cada una de las variables actuaridmente més significativas.

I nter és técnico de la operacion aseguradora

Recar go

Interés seguri dad Coste Cost e

t écni co opti no interno ext er no Coste total
0.010 0. 000 225. 600 23.634 249. 234
0. 020 0. 000 214. 800 25. 092 239. 892
0. 030 0. 000 205. 947 23. 486 229. 433
0. 040 0. 000 198. 900 23.712 222.612
0. 050 0. 000 190. 200 23.625 213. 825
0. 060 0. 000 183. 900 23.532 207. 432
0. 070 0. 005 177. 282 24. 075 201. 357
0. 080 0.010 173. 316 23.328 196. 644
0. 090 0.015 166. 562 23.152 189.714
0. 100 0.025 166. 665 19. 800 186. 465
0.110 0. 045 167. 409 16. 650 184. 059
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Tipo deinterés técnico reasegurador

Interés Recar go
t écni co seguri dad Cost e
r easegur ador opti mo Coste interno ext erno Coste total

0. 000 0. 025 211. 096 30. 900 241. 996
0.010 0.020 210. 066 29.176 239. 242
0. 020 0. 005 206. 977 28. 152 235.129
0. 030 0. 000 205. 947 23. 486 229. 433
0. 040 0. 000 205. 947 20. 904 226. 851
0. 050 0. 000 205. 947 18. 585 224.532
0. 060 0. 000 205. 947 17.172 223.119

Margen de solvencia

Recar go

Mar gen de seguri dad Coste interno Cost e

sol venci a opti nmo externo Coste total
0. 000 0. 000 205. 947 19. 800 225.747
0. 050 0. 000 205. 947 26. 775 232.722
0. 100 0. 000 205. 947 35. 310 241. 257
0. 150 0. 005 206. 977 44. 160 251. 137
0. 200 0. 005 206. 977 55. 800 262. 777
0. 250 0. 005 206. 977 68. 250 275. 227
0. 300 0. 020 210. 066 78. 000 288. 066
0. 350 0. 025 211. 096 91. 125 302. 221
0. 400 0. 035 213. 155 97. 860 311. 015
0. 450 0. 040 214,185 117. 885 332. 070
0. 500 0. 045 215. 215 134. 100 349. 315
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Rentabilidad financiera de fondo del colectivo

Rent abi | i dad

del

cooc o000 0000

fondo
000
010
020
030
040
050
060
070
080
090
100

Recar go
seguri dad
opti mo
000
000
000
000
000
000
000
000
000
000
000

© © 0 0 00 o0 0000

Coste interno

205.
205.
205.
205.
205.
2065.
205.
205.
205.
205.
205.

947
947
947
947
947
947
947
947
947
947
947

Variacon recargo de seguridad del reaseguro

Interés

t écni co

0
. 050
. 100

© oo o o000

000

150
200
250
300
350
400

Recar go
seguri dad
opti mo
000
000
000
005
005
010
020
055
065

© 00 0 00 o0 o0p@Q

Coste interno
205.
205.
205.
206.
206.
208.
210.
217.
219.

947
947
947
977
977
006
066
274
334

Cost e

externo
131. 400
88.
48.
23.

476
960
486

8.424
4.095
3.180
2.568
1.944
1.635
1.320

Cost e

ext erno
23.
26.
29.
30
33.
35.
39.
36.
35.

486
775
040
360
120
625
780
110
428

Cost e
337.
294.
254.
229.
214.
210.
209.
208.
207.
207.
207.

Coste

229.
232.
234.
237.
240.
243.
249.
253.
254,

tot al
347
423
907
433
371
042
127
515
891
582
267

tot al
433
722
987
337
097
631
846
384
762
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Conclusiones

He agui las conclusiones dcanzadas a nuestro entender més significaivas:

Un incremento dd tipo de interés técnico de la operacion aseguradora produce
un abaratamiento de las primas puras que repercute en una mayor eficiencia de
la cobertura aseguradora. Esto se traduce en que, a patir de ciertos vaores dd
tipo de interés técnico (7%), la edtrategia Optima se vea modificada d
incrementarse @ recargo de seguridad dptimo  aplicable. El  coste tota
disminuye de formaigua mente apreciable respecto d tipo de interés técnico.

Un incremento dd tipo de interés técnico del reasegurador produce un
abaratamiento dd reaseguro lo que favorece una disminucion de recargo de
seguridad correspondiente a la edrategia recargo-reaseguro Optima. El coste
totd de la operacion se ve igudmente favorecido por un incremento dd tipo
de interés técnico del reasegurador.

El code interno y externo de la operacidn sguen una tendencia iguadmente
decreciente  respecto €  interés  técnico dd  reasegurador.  El primer
decrecimiento  viene explicado por la digninucdn dd recago dptimo
aolicable. Por otra pate, @ decrecimiento dd cose externo viene producido
por d incremento ddl tipo de interés golicado por @ reasegurador.

Un incremento dd magen de seguridad repercute directamente en un
incremento muy sudancid dd cogte totd de la operacion dado que & nivel de
solvencia exigido también es mayor. Este incremento dd coste se mantiene
tanto en d coge interno como en d externo. El coge interno aumenta porgue
e recargo Optimo también lo hace. En reacion d coste externo, su incremento
viene judificado por @ incremento de diferencias de sniedrdidad que origina
e aumento dd margen de solvencia
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Una vaiadon de la rentabilided dd fondo que gestiona @ colectivo disminuye
las diferencias de dniedrdidad del colectivo con lo que @ coste dd reaseguro
también resultara menor. La edrategia recargo-reaseguro Optima se caracteriza
porque € recargo de seguridad no s dtera, Sgue sendo 0% con lo que €
code interno de la operacién se mantendra congtante. La disminucion de coste
que conlleva un incremento de la rentabilidad del fondo se explica a través dd
decremento que experimenta € coste exteno derivado dd reaseguro, ya
anteriormente judtificado.

Un incremento del recargo de seguridad del reaseguo encarece € reaseguro
con lo que su eficiencia disminuye. En contrgpartida, la cobertura aseguradora
resultar)d mas competitiva con lo que d recargo de seguridad Optimo también
srd mayor. El cogte totd de la operacion s vera aumentado, tanto por €
incremento dd lado asegurador (coste interno) como reesegurador  (coste
externo).



Capitulo 12

Reaseguro de Diferenciade
Siniestralidad aplicado en colectivos

abiertos con multiples estados

En este capitulo vamos a desarrollar la aplicacion del reaseguro de
diferencia de siniestralidad en un colectivo abierto. Para €llo, analizaremos

los efectos de las entradas al colectivo de nuevos asegurados.

Estas entradas inciden en la estructura del colectivo abierto, afectando a
los riesgos asegurados, a las primas de reaseguro cobradas y a las
diferencias de siniestralidad. Nuestro objetivo sera imputar los efectos
generados por las entradas de nuevos asegurados a las primas de reaseguro

0, alternativamente, a las prestaciones de |os asegurados.

Este nuevo contexto exige que modifiquemos el planteamiento original del
reaseguro de diferencia de siniestralidad y que introduzcamos nuevas

hip6tesis que adecuen su aplicacién a un colectivo abierto.
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1 Hipdtessdel modeo

Partimos de una operacién con multiples estados con las mismas caracteristicas que la
operacion definida en @ capitulo anterior. Dada la complgidad que supone € tratamiento del

colectivo abierto, introduciremos una serie de hipdtesis adiciondes.

El colectivo se condtituye a partir de un colectivo inicid d cua se van incorporando
d find de cada afio nuevos asegurados. Los asegurados que ingresan en €
colectivo a find de un mismo aho los trataremos en un mismo colectivo que
denominamos colectivo entrante de dicho afio. En & momento de ingreso, todos los

asegurados se encuentran en un mismo estado inicid, E, .

Al find de cada afio, coincidiendo con d ingreso a colectivo de los nuevos
asegurados, andizaremos y valoraremos los efectos derivados de taes entradas.

Como efectuamos la vaoracion del colectivo de forma anua, teniendo en cuenta las
entradas reales de asegurados que se producen, no resultara necesario introducir

hipétesis demogréficas sobre las incorporaciones de asegurados d colectivo.

Definimos como origen de tiempo, € momento en @ que se condtituye € colectivo
inicid. Como ademés definimos periodos anuaes, cuando nos refiramos a U,

estamos audiendo a U afios después de la constitucion del colectivo.

2 Planteamiento

La gplicacion del reaseguro de diferencia de siniestralidad en @ contexto de un  colectivo

abierto ofrece dos singularidades que merecen destacarse:

Las diferencias de siniestrdidad causadas por una evolucion red del colectivo no
prevista de acuerdo a sus probabilidades, no deben imputarse a los asegurados, ya
gue su aseguramiento es responsabilidad del reasegurador. Esta drcunstancia hace

gue en d momento de valorar la entrada de |os nuevos asegurados, tengamos en
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cuenta la composicion tedrica del colectivo que éste deberia mantener, de acuerdo

a sus probabilidades, no la que realmente posee.

Imputamos los efectos sobre las diferencias de sSniedtrdidad debidas a la
incorporacion de nuevos asegurados a las primas de reaseguro o dternativamente a

las prestaciones del colectivo.

Edta afectacion de las prestaciones o primas debe producirse sin que los intereses
de los asegurados del colectivo se vean perjudicados por |as nuevas entradas, bien
porque aumentasen las primas de reaseguro, 0 bien porque viesen disminuir sus

prestaciones.

Imputar los efectos de las entradas de los nuevos asegurados a las prestaciones de la

operacion o alas primas de reaseguro, requiere que introduzcamos la siguiente nomenclatura:
P i (r): Prima total prepageble del afio r-ésimo de un asegurado “i”, calculadat

afos después de su ingreso que se produjo en U. Estaprimaincorporalos efectos
generados por |os asegurados que ingresan en U+t*, La primatotal se obtiene como
suma de la prima de la operacion aseguradora y de la prima de reaseguro

correspondientes.

pifr) = p0) + pigEE() X

Paa t=0,..,m,, r=u+t+1.., u+hy, donde hy; representa la
temporalidad de primas del asegurado iy my,; € ndmero de afios hasta la extincion
del colectivo entrante Dy .

Ambas primas se oltendran, previa gplicacion de un recargo de seguridad sobre la

prima pura correspondiente:
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pEe(r) = pid () - {1+ 1°9)
P (r) =Pl () - (L +17%)

Donde p{i? (r) v p(f(r) smbolizan las primas puras de la operacion

ul+t,i
aseguradora y de reaseguro, respectivamente. Los vaores de | %% y |
representan los recargos de seguridad de las operaciones aseguradora y

reaseguradora.

... (r): Témino de la rerta vencida en e estado E; del affo r-ésimo de un
asegurado ‘1", corregida t afios después de su ingreso que se produjo en U, para
asl incorporar los efectos generados por los asegurados que ingresan en U+t, Se

cumplequet =0, ..., My, r =u+t+1 ..., u+my.

Consecuentemente, qj]’i(r) sendo r=u+1..,u+m,, reresenta los

u
términos de la renta pactada inicidmente por € asegurado “i”, en é momento de
entrada d colectivo abierto.

cff...; (r) : Cuantia del seguro asociado alatransicion E; ® E, del afor-éimoa
pagar d find dd mismo, corregidat afios después de su ingreso que tuvo lugar en
u, al objeto de incorporar los efectos generados por los asegurados que ingresan en
u+t. Se verfica que t=0, ..., m,, r=u+t+1..,u+my y

E, E E.

Por tanto, ¢/%.(r) sendo r =u+1,..., u+ m,, representa las cuantias del
Clu].i M

seguro derivado de latransicion E; ® E, pactadasiniciamente por € asegurado

wyn
|

1 Siendo u y t nimeros naturales.
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3 Evolucion real del Colectivo abierto

Para recoger laevolucion red ddl colectivo abierto, a medida que van incorporandose nuevos

asegurados, utilizaremos la Sgui ente nomenclatura:

N,: Colectivo en u, teniendo en cuenta todas las entradas de asegurados

registradas hasta entonces.

N, : Colectivo en u, sin incluir las entradas los asegurados aue ingresan en €

colectivoen u.

L os nuevos asegurados que ingresan en € colectivo d find de un mismo afio se recogen en €

colectivo entrante de dicho afio como sigue:

Dy, : Colectivo entrante en u, formado por np,; asegurados cuya extincion se
produce tras m,; afos. Los colectivos entrantes se pueden tratar como colectivos
cerrados. El colectivo entrante inicid, Dy, representa e colectivo inicid: Dy, =

N,.

Dy : Colectivo Dy, una vez transcurridos t afios de su ingreso en e colectivo

doierto,dendot =1, ..., M-

Loscolectivos N, y N, se pueden expresar a partir de los colectivos entrantes que los

integran del Sguiente modo:

Nu = D[0]+u E..E D[S]Jru_S E..E D[u] = tL_JOD[t]ﬂH

u-1
N, = Digsy E ...E Digu.s E ... E Dy = tL_JD“*“*
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4 Evolucion tedrica de colectivo

Para evitar imputar a los asegurados los efectos de la evolucion rea del colectivo, debemos
consderar la composicion tedrica del colectivo, es decir, aguella que debia derivarse de la
evolucion de colectivo de acuerdo a sus probabilidades. Con td fin introduciremos y

definiremos @ concepto de colectivo tedrico de la siguiente forma:

Nu: Colectivo tedrico en U, segin las probabilidades de transicion de sus

componentes.

N; : Colectivo tedrico en U, sin incluir los asegurados que ingresan en td ingtante,

recogidosen Dy .
De lamisma forma podemos definir la evolucion tedrica de los colectivos entrantes:

5[u]+t : Colectivo entrante tedrico t afios después de su ingreso que se produjo en

usdendo t =1 ..., my,. Seobtiene apartir delas probabilidades de transicion de

losintegrantes de Dy, .

Los colectivos ﬁu y N; se pueden obtener a partir de los correspondientes colectivos

integrantes que |os componen.

2z
|
i
K=
z
m
o
O
L
X
m/
O
1
ol
T
m/
i

Consecuentemente,
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Hemos propuesto dos metodol ogias aternativas de obtencion de N, y N; :

Método de ssimulacion de Montecarlo.

Méodo de Markov. Generamos € colectivo tedrico en términos esperados,
proyectando d afio U los diferentes subcol ectivos de asegurados que ingresan en
colectivo en un mismo aflo con las mismas prestaciones, primas 'y edades, a partir

de sus probabilidades de transicion respectivas.

4.1 Método de ssimulacion de Montecarlo

Smulamos N, o N mediante la técnica de Montecarlo. Para dlo, se smularf un mismo

ndmero de veces todos los colectivos entrantes que |o forman, desde su ingreso hasta u. Este
méodo presenta la gran ventga que puede aplicarse a cudquier tipo de colectivo,
independientemente de su estructura.

4.2 Método de Markov
En este subepigrafe vamos a explicar como obtener N, o N . En primer lugar, dividimos

todos los colectivos entrantes a considerar en grupos homogéneos en edad, prestaciones 'y

primas.

D[S] =(G[ls] E..E qzsj)ng[I;] s=0,...,u-1
Donde z, representa & nimero de subcolectivos homogeéneos de Dy . Por su parte, G[ks]
simboliza un subcolectivo de Dy, homogéneo en prestaciones, primas y misma eded X[ks],

formado por nf§j asegurados, paras = 0,...,u- 1y k =1, ..., z,.

2 Dada |a naturaleza cerrada de |0s colectivos entrantes, podremos utilizar para cada uno de ellos, la misma metodologia de

simulacion que la sugerida en el capitulo anterior.
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Definimos la evolucion estocédtica de cada subcolectivo homogéneo anterior G[ks] , sSendo

s=0,...,u-1y k=1 ..., z, mediante un proceso estocastico de Markov en & que su
vector de estado Esjw_s representa la composicion esperada de G[ks] en u, quesmbolizamos

como é'iks]+u- St
|[Sﬁ+u- s (l[sﬁi}- S I[SI](L’S'S’ T I[Sliﬂr: S)

Siendo Ek'h el nimero entero esperado de asegurados de Gf§j que ocupan € estado E,

sl+u-s

en U, tras U-safios de su ingreso. El vector I[S‘j+u_ s Seobtiene como sgue

'I\[‘sli+u-s1 = I[I;] ) P)([ks] (U - S)

Donde

g = (n[k,s], 0, ..., 0) representad vector de estado inicidl.

Px[k](u- s) lametriz de transicion entre las edades X y X + (u - s).

Hdlados los vectores Es'jw_s podremos determinar los  subcolectivos  tedricos
correspondientes, qks]w_s. Una vez conocidos éstos, obtendremos los colectivos entrantes

tedricos proyectados a u.
sj+u— s

~ ~ L Lo~ .
D[s]+u—s = (G[ls]+u—s E...E G[ ): E:J:LG[Z]M-S s=0,..,u-1

A patir de los vadores anteriores obtendremos N~u o] N~L; . Este méodo presenta €

inconveniente que no  podemos agplicarlo a cudquier colectivo, ya que necesita dividirse €

colectivo en subcolectivos homogéneos en edades, prestaciones, primas de un cierto tamafio.
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En cambio, presenta la ventgja con respecto a método de smulacion por Montecarlo que su

tiempo de computacion es menor.

5 Modeo estocastico

En este epigrafe vamos a desarrollar un modelo estocastico cuya findidad es vaorar los

efectos de las entradas de |os nuevos asegurados registradas en U, teniendo en cuenta N~u y

N".

u -

Con td fin, definiremos las variables degtorias “Vaor financiero de la pérdida tedrica del
reasegurador en U antes de laincorporacion dd colectivo entrante” y “Vaor financiero de la

pérdida tedrica del reasegurador en U después de laincorporacion ddl colectivo entrante”.

Notese, que hablamos de pérdida tedrica porque tomamos laevolucion tedrica, no lareal, por

los motivos ya anteriormente explicados.

5.1 Variable aleatoria “Valor financiero en u de la pérdida tedrica
del reasegurador antes de la incorporacion de colectivo

entrante’

Designamoas por xNE_ la variable aeatoria que representa d vaor financiero en U de la pérdida
tedrica del reasegurador antes de incluir la entrada de  Dy,. Para su estudio y andisis,

definiremos otras dos variables aleatorias,

X NET : Vdor financiero en U de las prestaciones del reasegurador asociadas a N'L', .

u

- L , .
g : Vdor financiero en U de las primas de reaseguro asociadas a la cobertura de

N_

u -
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El estudio de las anteriores variables destorias depende de la metodologia empleada en la

obtencién del colectivo tedrico:

S utilizamos € méodo de Markov, para estudiar x” y xF a partir de N;

emplearemos la misma metodologia que la utilizada en € capitulo anterior con las

vaiablesdeatoriasx ™ y x .

S utilizamos € enfoque de smulacién por Montecarlo, repetiremos € anterior

proceso para cada una de las redizaciones de N generadas. Findmente,

ponderaremos los resultados acanzados, teniendo en cuenta que todas las

redlizaci ones son equiprobables.

Por diferencia de las variables deatorias anteriores, obtendremos la varigble deatoria “Vaor
financiero en U de la pérdida tedrica del reasegurador, antes de laincorporacion del colectivo

entrante’:
L — pr P
Xe =xP - xP %)

Consecuentemente, se cumplir&

Eks) = ES) - EkG)

5.2 Variable aleatoria “Valor financiero en u de la pérdida tedrica

del reasegurador traslaincorporacion del colectivo entrante”

Designaremos por xNE la varidble deatoria que representa € vador financiero en U de la
pérdida tedrica del reasegurador, después de incorporar Dy, . Apoyaremos su andisis en

otras dos variables deatorias,

xg : Vdor financiero en U de las prestaciones del reasegurador asociadasa N, .

u

370



Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

x,g : Vdor financiero en U de las primas de reaseguro asociadas a la cobertura de

u

N, .

. - pr P H H pr p i i
Las variables deatorias X5, Y Xg, Se obtienen de igud forma que Xg. Y X§. - Por diferencia

de las mismas tendremos xg .

u

ToxP (€)

Por tanto

By, ) = EKS) - Bk

u

5.3 Analisisdd efecto de la entrada de nuevos asegur ados

Los €efectos de la entrada de nuevos asegur ados en U, los imputaremos a las prestaciones o
bien a las primas de reaseguro dd colectivo, de forma que, d vaor financiero en u de la

pérdida tedrica del reasegurador esperada, no se vea afectada por la entrada de Dy,;. Para

elo, igudareﬂoslaseﬂoermzasmetanéticasdexg_ y xg .

ekt )- ekt ) @

Donde xg incluye la correccion de las prestaciones o de las primas de reaseguro, debida a
la imputacion de los efectos generados por laentradade Dy, alos asegurados. La variable

deatoria xg, contemplalas prestaciones 'y primas de reaseguro anteriores ala correccion.

Nétese, que s se cumpliera EQ(& )< E(xg) las entradas de los nuevos asegurados

beneficiarian a reasegurador ya que € vaor actua esperado de su pérdida habria disminuido.
Contrariamente, S E§<,§ ) > E&(E ) la entrada de nuevos asegurados perjudica d

reasegurador porque e vaor esperado de las pérdidas tedricas es mayor.
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Dependiendo como imputemos los efectos derivados de las entradas de los nuevos
asegurados, propondremos las dos siguientes variantes del reaseguro de diferencia de
Sniedtraidad:

Reaseguro de diferencia de siniestraidad con prestaciones definidas: Los efectos de

las entradas de | os nuevos asegurados se tradadan alas primas de reaseguro.

Reaseguro de diferencia de siniestrdidad con contraprestaciones definidas. Las
prestaciones del colecivo van variando en € tiempo con & objeto de absorber los
efectos de las entradas de |os nuevos asegurados. Las primas de reaseguro, unavez

caculada, permanecen invariables.

6 Reaseguro de diferencia de siniestralidad con prestaciones
definidas

L os efectos sobre |as diferencias de siniestrdidad ddl colectivo debidos a la entrada de nuevos
asegurados son imputados a las primas de reaseguro, manteniéndose congtantes las
prestaciones pactadas inicidmente. Su aplicacion exige resolver anuamente la ecuacion (4) y

volver acdcular las primas de reaseguro en base a su resolucion.

6.1 Calculodelaprimadereaseguro

Imputaremos | os efectos generados por |a entrada de un colectivo entrante cuaquiera Dy, d

coeficiente de reaseguro. Para su obtencion, necesitamos considerar las siguientes primas 'y

prestaciones futuras.

p[aSTelg(r) r=u+l.., s+my s=0,...,u
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p[':s(]aaiu-s,i(r) r:U+1...,S+rTHS] s=0,...,u
P (r) r=u+l.., s+my $s=0,..,u

js],i(r) r=u+l..., s+my $s=0,..,u
cff (r) r=u+l..,s+my s=0,..,u

Notese que, dadas las hiptess asumidas, las prestaciones y primas de la operacion
aseguradora coinciden con las inicidmente pactadas. No asi las primas de reaseguro que se
caculan cuando vaoramos las nuevas entradas. Para calcular laimputacidn de los efectos de

la entrada de Dy, d coeficiente de reaseguro, propondremos diferentes criterios que a

continuacion desarrollaremos.

6.2 Métodos de calculo del coeficiente de reaseguro

Vamos a proponer dos criterios dternativos de como imputar |os efectos de las entradas d

coeficiente de reaseguro, que a continuacion procedemos a explicar:

Criterio |:
Edte criterio se caracteriza por cacular anudmente, coincidiendo con € ingreso d
colectivo de nuevos asegurados, un coeficiente de reaseguro de coman aplicacion a

todos los asegurados del colectivo, tanto antiguos como nuevos. En un afio
cudquiera u, denominaremos ta coeficiente de reaseguro como d,. Su vaor lo

obtendremos, resolviendo la siguiente ecuacion:

el )= ek, ) 0

Donde xg, incluye las primas de reaseguro anteriores. La variable destoria xg |
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incluye en sus redizaciones la incognita d,, a determinar. Una vez resudlta la
ecuacion (5) y conocido € valor de d,, hallaremos las nuevas primas de reaseguro

para un asegurado -ésimo cudquiera, sendoi =1, ..., ny:
p[rs‘]*iu—s,i(r):p[rs(ﬁ(r)'du rZU+1-~-1S+mS] s=0,...,u

S d, £d,,, las nuevas primas de reaseguro disminuyen de valor, con lo que los

antiguos asegurados resultan beneficiados por la entrada de |os nuevos asegurados.

En & caso poco probable de que d, >d,, ; , laentrada de los nuevos asegurados

perjudica a los antiguos. Para evitar este efecto negativo, dispondremos de varias

actuacionesposibles:

No dgjar entrar & colectivo Dy .
Dga entrar a Dy sn perjudicar a los asegurados antiguos. Para €lo,

mantendremos las primas de reaseguro de étos y aumentaremos €
coeficiente de reaseguro de |os asegurados nuevos, y con elo sus primas
de reaseguro. Este nuevo codficiente de reaseguro que designamos

pord , lo obtenemos resolviendo la siguiente ecuacion:

ek ) = ki) ©
Donde la varigble deatoria xg 4 conddera e factor de reaseguro
anterior, d , , , paralos antiguos asegurados y un cosficiente de reaseguro
mayor d, paralos nuevos. La variable aestoria xg_ se caculacomo en

la ecuacion (5).

La sucesion de valores no creciente do, ..., d, reflga la evolucion dd riesgo

asumido por @ colectivo, conforme se regisiran las nuevas incorporaciones a
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mismo. La principa ventga de este criterio viene dada por la sencillez de su

gplicacion.

Criterio

Coincidiendo cond ingreso de Dy, € coeficiente de reaseguro aplicado en u
disminuye para los antiguos asegurados en una proporcion k , . Delamismaforma,

€ coeficiente de reaseguro de los nuevos asegurados se obtiene como resultado de

disminuir & coeficiente que se obtiene de igudar la esperanza matemética de la

perdidareaseguradorade Dy, a0, enlamismaproporcion K, .

Consecuentemente, en U tendremos (U+1) coeficiente de reaseguro distintos, uno

por cada colectivo entrante componente de N,. Obtendremos € vdor de k|,

resolviendo la siguiente ecuacion:

Bk, )= Bk Y

Donde x"i, incluye las primas de reaseguro anteriores. La varigble destoria

L . . - . . 7
X, , incorpora las nuevas primas de reaseguro que contempla una disminucion del

coeficiente de reaseguro en una proporcion k,, de acuerdo a lo explicado

anteriormente.

S k, 3 0, las nuevas primas de reaseguro disminuyen de vaor, con lo que los
antiguos asegurados resultan beneficiados por la entrada de |os nuevos asegurados.
En € caso poco probable de que k, < 0, optariamos, aigud que en € criterio

anterior, 0 bien a no dgarles entrar, 0 bien a mantener & coeficiente de reaseguro
de los antiguos asegurados, imputando enteramente € efecto negeativo de la entrada
alos antiguos asegurados, incrementando su coeficiente de reaseguro.
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La suceson de vaores no creciente ko, ..., k, reflga la evolucion dd riesgo

u
derivado de las entradas sucesivas de los nuevos colectivos entrantes. La ventgjade
este método es que a proponer una misma variacion dd coeficiente de reaseguro,
todos asegurados del colectivo se benefician en la misma proporcidn de los efectos

derivados de la entrada de | os nuevos asegurados.

7 Reaseguro de diferencia de gniedtralidad con

contrapr estacionesdefinidas

Los efectos provocados por la entrada de nuevos asegurados se imputan a las prestaciones
de los antiguos asegurados dd colectivo. Las primas de reaseguro, una vez calculadas,
permanecen invariables en d tiempo. La gplicacion de esta moddidad obligar a replantear
anuadmente las prestaciones del colectivo, a partir de la ecuacion (4) y a determinar las primas

de reaseguro de |os nuevos asegurados.

7.1 Problematica del calculo de las nuevas prestaciones

Dada una determinada entrada de asegurados Dy, paraimputar |os efectos generados por la

entrada de dicho colectivo entrante cualquiera Dy, , asumiremos las siguientes hipotess:
En u, cdcularemos de nuevo las prestaciones de los antiguos asegurados, como

resultado de aplicar una determinada tasa de variacion g, a las inicidmente

pactadas.
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b[js]+u- S, i (r) = é],i ’ (1 + gu)
C[jsl](+u-s,i (r) = C[]sl](l(r) ’ (1 + gu)

Sendos=0,...,u,r=u+l ... my, y i=1.., ng.

Las primas de reaseguro de |os nuevos asegurados se obtienen por aplicacion alas

primes de reaseguro basicas, de un coeficiente de reaseguro, dp;, que

determinaremos en U.

Edta gplicacion dd reaseguro de diferencia de sniedtralidad presenta @ inconveniente de que
disponemos de una sola ecuacion cuya resolucion es inicid mente indeterminada porque cuenta

con dosincognitas: g, y di.
L | — L o) (8)
E@l\ju) - E?ngu,d[u]b

La variable deatoria x g debe contemplar la cobertura reaseguradora del posible
w I

Lo dy,

desequilibrio generado en € afio U por € aumento de la provison mateméticas del colectivo,

. I L - ’ .
causado por las nuevas prestaciones. La vaoracion de Xg realiza segun las prestaciones y

primas de reaseguro anteriores. La variable adeatoria x 5 g necesta condderar las
AL O

sguientes prestaciones'y primas.

PE(r) r=u+l..,s+my s=0,...,u
P (r) r=u+l.., s+my s=0,..,u
P () =pE() dg  r=u+l.., s+my $=0,..,u
b[js]+u-s,i(r): Js;l (1+gu) I’=u+l...,s+m[s] s=0,...,u
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C[js|]<+u-s,i(r):c[jsl]<,i(r)'(1+gu) r=u+l..,u+my s=0,...,u

Notese que las primas de reaseguro consideradas se calculan en € afio de ingreso del
colectivo entrante a que pertenece cada asegurado. Las prestaciones se calculan anuamente

coincidiendo con lavaloracion delaentradade Dy .

Resolveremos la indeterminacion de la ecuacion (8), introduciendo agun tipo de restriccion

que responda a algun criterio actuarid. En @ sguiente subepigrafe andizaremos & problema.

7.2 Méodos de calculo de nuevas prestaciones

En ede epigrafe desarrollaremos varios criterios que permitan obtener conjuntamente los

vaoresde | , y dj,; apartir delaecuacion (8).

Criterio I

El coeficiente de reaseguro aplicado a todos |os colectivos entrantes es € mismo e

igud aunvaor d .

d[S]:d s=0,...,u

Una vez determinado d y sustituido su valor en la ecuacion (8), ésta Unicamente

tendré una sola incognita, g, cuyo vaor podremos deducir. Como hipdtesis

adiciond, podriamos asumir que e vaor de d viene dado por e coeficiente de

reaseguro, que resulta de la siguiente ecuacion.

E§<'-l’_[o],d‘) =0 (9)
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Eta titima hipdtesis resulta técnicamente aceptable cuando € colectivo inicid Dy
tiene un peso muy considerable sobre € colectivo N ,. Por dlo su utilizacion sude
resultar mas acertada a corto plazo. Las primas de reaseguro obtenidas por

gplicacion de este criterio Unicamente tienen en cuenta la estructura del colectivo

inicid.
Criterio

El coeficiente de reaseguro tiene en cuenta exclusivamente la estructura y tamafio
del colectivo entrante, a determinarse su vaor solucionando la ecuacion que resulta
de igudar la esperanza matemética de la pé&dida reaseguradora asociada d

colectivo entrante a 0.

Eks, . )=0 s=0,..,u (10

Blol.afg

Por tanto, tendremos tantos coeficientes de reaseguro distintos como entradas haya
registrado € colectivo: d), ..., dp,. Su conocimiento y sustitucion en (8) nos

permitirahdlar g, .

Egte criterio resulta técnicamente aceptable cuando d tamafio de la entrada de
asegurados es importante con relacion d tamafio del wlectivo abierto. Cuando no
se dé esta circunstancia, su gplicacion resulta més discutible porque en td caso las
primas de reaseguro no se benefician del tamafio del colectivo en su conjunto. Esto

derivaen un encarecimiento de las primas de reaseguro de los nuevos asegurados

Las primas de reaseguro obtenidas a través de este método solamente tienen en

cuentala estructura ddl colectivo entrante.

Criterio I11
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En edte criterio gplicaremos a las primas de los nuevos asegurados € mismo
coeficiente de reaseguro dy, que € obtenido para el caso de las prestaciones
definidas segiin € criterio |. A los antiguos asegurados les imputaremos € mismo
excedente actuaria generado en ta caso, corrigiendo sus prestaciones originaes

por € coeficiente g,, .

El coeficiente de reaseguro dy,; |0 obtenemos de laecuacion (5) y g, lo deducimos
de la resolucion de la ecuacion (8), previa sutitucion en la misma de dj,. Las

primas de reaseguro de los asegurados asi obtenidas se benefician tanto por d
mayor tamaiio del colectivo entrante como por la estructura del colectivo abierto en

e momento de registrarse su ingreso.

Criterio IV

En este criterio gplicaremos a las primas de los nuevos asegurados € mismo
coeficiente de reaseguro d,; que € obtenido para & caso de las prestaciones
definidas segiin d criterio I1. A los antiguos asegurados les imputaremos € mismo
excedente actuariad generado en ta caso, corrigiendo sus prestaciones originales

por € coeficienteq,, .

El coeficiente de reaseguro dj,; lo obtenemos de la ecuecion (7) y g, lo
resolvemos de la ecuacion (8), previa sudlitucion en lamisma de dj,;. Este método
s basa en d criterio |l del reaseguro de diferencia de sniedradidad con
prestaciones definidas. Por elo, su aplicacién, no Unicamente tiene presente la
estructura & colectivo abierto, Sno que ademéas beneficia de la misma forma a

todos los asegurados, unos en forma de incremento de sus prestaciones

(asegurados antiguos), otros a través de la aplicacion del coeficiente de reaseguro
d(,) (asegurados nuevos).
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Suponiendo conocidos los valores de d, y g, por dgunos de los anteriores criterios,

procedemos a andizar sus repercusiones sobre € colectivo.

S 9,20, Yy dy £d.q paa los criterios Il y 1V, la incorporacion del
colectivo entrante Dy,; produce un efecto beneficioso o neutra sobre € colectivo

abierto en generd.

En caso contrario, los nuevos asegurados perjudican en su corjunto a colectivo. En

tal caso podemos no dgar entrar d colectivo entrante 0 bien dgarlo entrar sin
perjudicar los antiguos asegurados, caculando un coeficiente de reaseguro, d['u],

més ato para los nuevos asegurados y manteniendo las prestaciones y primas de

reaseguro de |os antiguos asegurados.
Elkg, ) = Eké o) (12)
En este caso se verificaraqueg, = g, Y djy = dj.q-

En los criterios | y 11, obtendremos una sucesion de vaores g, ..., g, , estrictamente no
decreciente, que reflgard la evolucion del riesgo del colectivo abierto a lo largo del tiempo,
paraelamente a las incorporaciones de nuevos asegurados que se producen. En los criterios

I11'y IV podremos efectuar ese mismo seguimiento con laevolucionde dig, ..., dy.
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ANEXO 12-1
Aplicacion numéricadel

Reaseguro dediferenciadesiniestralidad

con prestacionesdefinidas
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En € presente anexo vamos a plantear la gplicacion practica del reaseguro de diferencia de
sniestralidad con prestaciones definidas, para cada uno de los dos criterios enunciados y
desarrollados con anterioridad. Para ello, trataremos |as operaciones de vida estudiadas en €

anexo dd capitulo 14 con las mismas caracteristicas e hipétesis actuarides.

En cada una de |as aplicaciones numéricas que desarrollemos, andlizaremos € efecto sobre un
colectivo inicid de 100 asegurados producido por las entradas de nuevos asegurados a afio
de su condtitucion. Supondremos que € colectivo entrante es homogéneo y responde a las
mismas caracterigticas, en cuanto a edad y prestaciones, que € colectivo inicid, variando su
tamafio entre 20 y 200 asegurados. Dada la naturaleza homogénea de los colectivos,

utilizaremaos latécnica tedrica de Markov.

De acuerdo a Reaseguro de diferencia de siniestralidad con prestaciones definidas,
estudiaremos la variacion de las primas de reaseguro a través del seguimiento de la evolucion
de coeficiente de reaseguro, para cada operacion y para cada tamafio del colectivo entrante

sometido aestudio.

Lanomenclatura que vamos aemplear en & desarrollo dd anexo eslasiguiente:

n: Tamafio del colectivo entranteen 1.
a, : Coeficiente de reaseguro gplicado en € inicio.

a) : Coeficiente de reaseguro calculado en 1 segin € criterio |, paratodos los
asegurados del colectivo abierto.

41" Coficiente de reaseguro calculado en 1 segiin € criterio Il paralos
asegurados que entraron en € colectivo en € inicio.

4,"?: Coeficiente de reasegurado calculado en 1 seglin € criterio Il paralos
asegurados que entran en € colectivo en 1.

k, : Tasadevariacion del coeficiente de reaseguro en 1 aplicable atodo el
colectivo, segin € criterio 1.
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Aplicacién ddl Criteriol

Operacion |: Seguro por invadidacion permanente.

Edad de los asegurados: 30 afios.
Edad de jubilacion: 65 afios.
Cuantiadd seguro de invadidacion permanente: 10 u.m.

Ny a, a,

20 0.17127 0. 16039
40 0.17127 0.14199
60 0.17127 0.13297
80 0.17127 0.12263
100 0.17127 0.11374
120 0.17127 0. 10494
140 0.17127 0. 09889
160 0.17127 0. 09573
180 0.17127 0. 09147
200 0.17127 0. 09058

coeficiente reaseguro

0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamafio entrada
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Operacion |1: Renta de invaidez tempord.

Edad de los asegurados. 30 afios.
Edad de jubilacion:65 afios.
Témino delarentadeinvaidez tempord: 1 u.m.

n[l] éo al
20 0. 15475 0. 14062
40 0. 15475 0. 12477
60 0. 15475 0. 11229
80 0. 15475 0. 10316
100 0. 15475 0. 09406
120 0. 15475 0. 08690
140 0. 15475 0. 07898
160 0. 15475 0. 07826
180 0. 15475 0. 07272
200 0. 15475 0. 07259
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0,2
0,16
0,12

0,08

coeficiente reaseguro

0,04

O T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamafio entrada

Operacion 111: Seguro mixto de invaidacion permanente y falecimiento.

Edad de |os asegurados: 30 afios.

Edad de jubilacion:65 afios.

Cuantia dd seguro de fdlecimiento: 10 u.m.
Cuantia del seguro de invdidacion permanente: 10 u.m.

Ny a, a,
20 0.09716 0.07798
40 0.09716 0. 06129
60 0.09716 0. 04839
80 0.09716 0. 04460
100 0.09716 0. 04016
120 0. 09716 0. 02896
140 0. 09716 0. 02153
160 0. 09716 0.01870
180 0. 09716 0. 01852
200 0. 09716 0. 01502
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0,2
g 0,16 A
§ or-
L
& 0,081
2
g 0104 -\\\\—‘_\—‘
0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamafio entrada

Operacion IV: Renta de jubilacion junto seguro de invaidacion permanente,

Edad de los asegurados: 30 afios.

Edad de jubilacion:65 afios.

Término de larentade jubilacion: 1 u.m.

Cuantia ddl seguro de invalidaciénpermanente: 10 u.m.

Ny a, a,
20 0. 13699 0.12797
40 0. 13699 0.11798
60 0. 13699 0.11686
80 0. 13699 0.10768
100 0. 13699 0. 10415
120 0. 13699 0. 10241
140 0. 13699 0. 09891
160 0. 13699 0. 09827
180 0. 13699 0. 09306
200 0. 13699 0. 09132
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0,2
g 0,16
g 012 -\_\M
& _
& 0,081
B
2 0041

0 T T T T T T T T

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamafio entrada

Operacion V: Renta de invalidez tempora junto con seguro de falecimiento.

Edad de los asegurados. 30 afios.

Edad de jubilacion:65 afios.

Término de larentadeinvaidez tempord: 1 u.m.
Cuantiade seguro de fdlecimiento: 10 u.m.

Ny a, a
20 0. 09451 0. 08655
40 0. 09451 0. 07340
60 0. 09451 0. 06362
80 0. 09451 0. 05732

100 0. 09451 0. 05227

120 0. 09451 0. 04703

140 0. 09451 0. 04300

160 0. 09451 0. 04006

180 0. 09451 0. 03790
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200 0. 09451 0. 03565

0,2
g 0,16
g 0,12
o
& 008 '\\‘\\\g
k)
2 0041

0 T T T T T T T T

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamafio entrada

Operacion VI: Rentamixta de invaidez tempord y jubilacion.

Edad de los asegurados. 30 afios.

Edad de jubilacion:65 afios.

Término delarentadeinvaidez tempord: 1 u.m.
Témino delarentadejubilacion: 1 um.

n[l] éo a;
20 0. 13641 0.12623
40 0. 13641 0.11890
60 0. 13641 0.11750
80 0. 13641 0. 10933
100 0. 13641 0. 10638
120 0.13641 0.10451
140 0.13641 0. 10156
160 0. 13641 0. 10008
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180 0.13641 0. 09697
200 0.13641 0. 09522
0,2
g 0,16
g 0’12 -M
o l
& 0,081
B
B 0041
0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamafio entrada

Operacion VII: Renta de invaidez tempora junto con seguro de invaidacion
permanente

Edad de |os asegurados: 30 afios.

Edad de jubilacion:65 afios.

Término de larentadeinvaidez tempord: 1 u.m.
Cuantiadel seguro de invaldacion permanente: 10 u.m.

nh] a0 ai

20 0. 18252 0. 16637
40 0. 18252 0. 14626
60 0. 18252 0. 13368
80 0. 18252 0. 12297
100 0. 18252 0.11279
120 0. 18252 0.10327
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140

160

180

200

0.18252 0. 09644
0.18252 0. 09349
0.18252 0. 08838
0.18252 0. 08749

coeficiente reaseguro

100 120 140 160 180 200
Tamafio entrada

Operacion VIII: Rentade invaidez tempord junto con seguro mixto de falecimiento
einvdidacion permanente

Edad de los asegurados: 30 afios.
Edad de jubilacion:65 afios.
Término de larentade invdidez tempord: 1 u.m.
Cuantia dd seguro de fdlecimiento: 10 u.m.

Cuantia del seguro de invaidacion permanente: 10 u.m.

60

80

100

0. 10983

0.10983

0. 10983

0. 10983

0. 10983

0. 09020
0.07191
0. 05904
0. 05463

0. 04919
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120 0.10983 0. 03739
140 0. 10983 0. 02948
160 0.10983 0. 02707
180 0. 10983 0. 02571
200 0. 10983 0. 02299

o
N

o ©
RS
N (o]

: ;

coeficiente reaseguro

0,08
0,04

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamafio entrada

Operacion 1X: Renta mixta de invaidez tempord y de jubilacion junto con seguro
de invdidacion permanente

Edad de los asegurados. 30 afios.

Edad de jubilacion:65 afios.

Témino delarentadeinvaidez tempord: 1 u.m.
Témino delarentadejubilacion: 1 um.

Cuantiadd seguro de invadidacidn permanente: 10 u.m.

Ny a, a,
20 0. 13159 0. 12270
40 0.13159 0. 11100
60 0. 13159 0.10843
80 0. 13159 0. 09804

100 0. 13159 0. 09427
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120

140

160

180

200

0.13159

0. 13159

0.13159

0. 13159

0. 13159

0.09117

0. 08687

0. 08680

0. 08047

0. 07908

0,2
0,16

coeficiente reaseguro

012 -\\\‘\
0,08 r

004 1

20 40 60 8 100 120 140 160 180 200
Tamafio entrada
Aplicacién dd criteriol|
Operacion |: Seguro por invaidadon permanente
= 110 = 11 = |

Ny a; a; a; ky
20 0,12131 0, 33652 0, 16039 0,29172
40 0, 12076 0, 22033 0, 14199 0, 29489
60 0, 11436 0, 16775 0, 13297 0, 33229
80 0, 11363 0, 13269 0, 12263 0, 33657
100 0, 11374 0, 11374 0, 11374 0, 33690
120 0, 11125 0, 10019 0, 10494 0, 35042
140 0, 10890 0, 09235 0, 09889 0, 36414
160 0, 10723 0, 08540 0, 09573 0, 37393
180 0, 10637 0, 08385 0, 09147 0, 37892
200 0, 10580 0, 08298 0, 09058 0, 38224
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04

0,0 T T T T T T T T
20 40 60 8 100 120 140 160 180 200

=0 ——@ - @ |

Operacion |l: Renta de invalidez tempora

Ny a,° a," a, Ky

20 0, 11333 0, 27835 0, 14062 0, 26765
40 0, 10608 0, 16692 0, 12477 0, 31451
60 0, 09735 0, 13474 0, 11229 0, 37095
80 0, 09476 0, 11262 0, 10316 0, 38764
100 0, 09406 0, 09406 0, 09406 0, 39218
120 0, 09366 0, 07944 0, 08690 0, 39474
140 0, 09206 0, 07055 0, 07898 0, 40512
160 0, 09064 0, 06040 0, 07826 0, 41430
180 0, 09014 0, 05767 0, 07272 0, 41751
200 0, 08999 0, 05610 0, 07259 0, 41848
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0,3

0,2

0,1

0,0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
=0 ——@ - @3 |
1:4," @:a," @) 4,

Operacion I11: Seguro mixto de invaidacion permanente y falledmiento.

Ny a,"” a," a, ky

20 0, 05333 0, 18971 0, 07798 0, 45111
40 0, 04587 0, 09608 0, 06129 0, 52790
60 0, 04190 0, 06092 0, 04839 0, 56873
80 0, 04104 0, 04862 0, 04460 0, 57761
100 0, 04016 0, 04016 0, 04016 0, 58666
120 0, 02977 0, 02835 0, 02896 0, 69364
140 0, 02329 0, 02040 0, 02153 0, 76033
160 0, 02168 0, 01702 0, 01870 0, 77688
180 0, 02143 0, 01555 0, 01852 0, 77943
200 0, 02024 0, 01267 0,01502 0, 79168
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0,0 T T T T T T T T

| t coef2l -

Operacion IV: Renta de jubilacion junto seguro de invaidacion permanente,

Ny a,° a," a, Ky

20 0, 11615 0, 18736 0, 12797 0, 16150
40 0, 10974 0, 13930 0, 11798 0, 20774
60 0, 10911 0, 11745 0, 11686 0, 21230
80 0, 10669 0,10791 0, 10768 0, 22979
100 0, 10415 0, 10415 0, 10415 0, 24416
120 0, 10373 0, 10228 0, 10241 0, 25115
140 0, 10146 0, 09798 0, 09891 0, 26751
160 0, 10091 0, 09536 0, 09827 0, 27152
180 0, 09746 0, 09140 0, 09306 0, 29645
200 0, 09592 0, 08972 0, 09132 0, 30752
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0,0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

(@ @ |

l—

@: a;'° @:&a," @) &4l

Operacion V: Renta de invadidez tempora junto con seguro de falecimiento.

Ny a,” a," a, Ky

20 0, 06203 0, 19771 0, 08655 0, 34371
40 0, 05850 0, 13917 0, 07340 0, 38104
60 0, 05547 0, 09734 0, 06321 0, 41311
80 0, 05308 0, 06320 0, 05730 0, 43840
100 0, 05227 0, 05227 0, 05227 0, 44694
120 0, 04772 0, 04651 0, 04703 0, 49510
140 0, 04614 0, 04097 0, 04300 0, 51175
160 0, 04586 0, 03422 0, 04000 0, 51477
180 0, 04550 0, 03365 0, 03790 0, 51862
200 0, 04412 0, 03183 0, 03565 0, 53312
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0,3

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

et —. R @3 |

= 110

(1): & = 1Ll

@: 4, 3): &\

Operacion VI: Rentamixtade invalidez tempord y jubilacion.

Ny a,” a," a, K,

20 0, 11515 0, 19801 0, 12623 0, 15585
40 0, 11216 0, 13637 0, 11890 0, 17775
60 0, 11173 0, 11959 0, 11750 0, 18095
80 0, 10764 0, 11125 0, 10933 0, 21094
100 0, 10638 0, 10638 0, 10638 0, 22009
120 0, 10521 0, 10399 0, 10451 0, 22873
140 0, 10339 0, 10039 0, 10156 0, 24209
160 0, 10271 0, 09860 0, 10008 0, 24704
180 0, 10010 0, 09541 0, 09697 0, 26617
200 0, 09875 0, 09363 0, 09522 0, 27611
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0,2
0,11 y . wh
0,0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
[—— @------- 3 |

@&, @4 (3): &,

Operacion VII: Renta de invalidez tempord junto con seguro de invaidacion

permanente

Ny a,"” a," a, Ky

20 0, 13202 0, 32208 0, 16637 0, 27663
40 0, 12190 0, 20122 0, 14626 0, 33206
60 0, 11970 0, 15469 0, 13368 0, 34413
80 0, 11766 0, 12896 0, 12297 0, 35531
100 0, 11279 0, 11279 0, 11279 0, 38197
120 0, 11181 0, 10316 0, 10327 0, 38733
140 0, 11095 0, 08219 0, 09644 0, 39205
160 0, 11010 0, 07361 0, 09349 0, 39671
180 0, 10803 0, 07107 0, 08838 0, 40806
200 0, 10730 0, 06978 0, 08749 0, 41206
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0,4

0,0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

-4, @:a," -4,

Operacion VI Rentade invaidez tempord junto con seguro mixto de falecimiento

einvdidacion permanente

Ny a;" a," 8, K,

20 0, 06333 0, 21197 0, 09020 0, 41859
40 0, 05473 0, 12793 0, 07191 0, 49755
60 0, 05141 0, 07828 0, 05904 0, 52802
80 0, 05069 0, 05826 0, 05463 0, 53467
100 0, 04919 0, 04919 0, 04919 0, 54843
120 0, 03915 0, 03607 0, 03739 0, 64064
140 0, 03272 0, 02739 0, 02948 0, 69964
160 0, 03248 0, 02246 0, 02707 0, 70186
180 0, 03193 0, 02292 0, 02571 0, 70688
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200 0, 02967 0, 01998 0, 02299 0, 72759

03

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
@)

l—0

&, @:&," 3: &,

Operacion 1X: Renta mixta de invaidez tempora y de jubilacion junto con seguro
de invdidacion permanente

oAl Al Al kK

20 0, 10749 0, 19162 0, 12270 0, 18312
40 0, 10121 0, 13522 0, 11100 0, 23089
60 0, 10009 0, 11600 0, 10843 0, 23942
80 0, 09545 0, 10097 0, 09804 0, 27467
100 0, 09427 0, 09427 0, 09427 0, 28361
120 0, 09187 0, 09065 0, 09117 0, 30187
140 0, 08931 0, 08529 0, 08687 0, 32129
160 0, 08826 0, 08129 0, 08680 0, 32931
180 0, 08750 0, 07695 0, 08047 0, 33507
200 0, 08680 0, 07273 0, 07908 0, 34035
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0,3

0,0 . . . . . . . .
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

(: él”’o @:a;" (3):'&1'

Conclusiones

L os principaes resultados a que llegamos con este estudio son los siguientes:

Las primas totaes que pagan los asegurados son facilmente caculables a partir del
coeficiente de reassguro correspondiente, recogido en las anteriores tablas. Al
respecto, recogemos un sencillo gemplo extraido de la gplicacion dd criterio | enla

operacion |, que detalad cdculo de laprimatotd.

prina
reasegur o prina prina prina
n[l] basica en 1 al1 reaseguro en 1 aseguradora en 1 total en 1
20 0. 04514 0. 16039 0. 00724 0.04161 0. 04885
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40 0. 04514 0.14199 0. 00641 0. 04161 0. 04802
60 0. 04514 0.13297 0. 00600 0. 04161 0.04761
80 0. 04514 0.12263 0. 00554 0. 04161 0.04715
100 0. 04514 0.11374 0. 00513 0. 04161 0. 04674
120 0. 04514 0. 10494 0. 00474 0. 04161 0. 04635 140
0. 04514 0. 09889 0. 00446 0. 04161 0. 04607
160 0. 04514 0. 09573 0. 00432 0. 04161 0. 04593
180 0. 04514 0. 09147 0. 00419 0. 04161 0. 04580
200 0. 04514 0. 09058 0. 00409 0. 04161 0. 04570

Como las caracteristicas iniciales de los asegurados que componen Dy coinciden
con las de los integrantes de Dy, las primas de la operacion aseguradora y las

primas de reaseguro bésicas son iguales para todos |os asegurados.

Ademas, como € criterio | gplica un Unico coeficiente de reaseguro para todos los
asegurados, todas las primas de reaseguro resultantes son iguales, de igua modo

guelo son, las primas totales. Esto no sucede en d criterio 1.

Los coeficientes de reaseguro caculados por ambos criterios se benefician del

tamafio dd colectivo entrante. En efecto, en € criterio |, observamos claramente
que d, sgue una evolucidn decreciente en relacion a tamafio del colectivo
entrante. Por su parte, doservamos que la tasa de reduccion del coeficiente de
reaseguro, k,, caculada por € criterio I, decrece iguamente con € tamafio del

colectivo entrante. Las primas totales que pagan los asegurados se verdn afectadas

delamigma forma.

En la aplicacion del criterio |, vemos que se cumple que d, < d,, lo que confirma
que laincorporacion del colectivo entrante Dy, es positiva para el colectivo abierto.

En € criterio 11, la postividad de k, corrobora € efecto beneficioso de la entrada
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de Dy;.

En d criterio |, la evolucion de coeficiente de reaseguro tras la entrada de nuevos
asegurados se asemea considerablemente a su variacion en un colectivo cerrado.

Gréficamente, laforma de las funciones es muy smilar.

Con d criterio |, imputamos todo & efecto positivo generado por laentradade Dy

a las primas de reaseguro a través del coeficiente de reaseguro, d, , de comdin
aplicacion a todos los asegurados. El criterio 11 tiene en cuenta su coeficiente de
reaseguro anterior, disminuyendo éste en una misma proporcion.

Con € criterio |, a diferencia dd 11, los asegurados inicidmente con mayor
coeficiente de reaseguro se igudan con d resto porque se les golica d mismo
coeficiente de reaseguro.

Por elo, d criterio |, comparativamente con € |1, resulta més beneficioso para los
asegurados con un mayor coeficiente de reaseguro anterior (los nuevos

asegurados). Consecuentemente, se verifican las Sguientes relaciones:

N LLEY [
id," " <d;

S ql] <100 b ':‘dl“’l >d1|

b d'® <d! <d,"

S ng=100p d/'° =d/'* =d|

10)'0 > a!

Siny >100 b i < g

b d't<d! <d/®
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ANEXO 12-2

Aplicacion numéricadel
Reaseguro dediferenciadesiniestralidad

con contr apr estaciones definidas
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En este anexo, repetiremos € anterior andisis pero repercutiendo |os efectos de las entradas
sobre |as prestaciones de los antiguos asegurados en lugar de sobre las primas de reaseguro,
de acuerdo a cada uno de los 4 criterios propuestos. La nomenclatura que vamos a seguir en

el desarrollo del anexo eslasguiente:

ny: Tamario del colectivo entranteen 1.

apy : Coeficiente de reaseguro celculado en 0y aplicado desde entonces alos
asegurados que entran en € colectivo abierto en 0.

a'[l]: Cosficiente de reaseguro calculado en 1, con € criterio |, igua ad ) .

afy: Coeficiente de reaseguro calculado en 1, seglin e criterio 11 y aplicado desde
entonces a los asegurados que entran en € colectivo abierto en 1.

apy: Coeficiente de reaseguro calculado en 1, segun @ criterio 111y aplicado
desde entonces alos asegurados que entran en € colectivo abierto en 1.

. Coeficiente de reaseguro caculado en 1, segun @ criterio IV y aplicado
desde entonces a los asegurados que entranen € colectivo abierto en 1.

4, : Tasadevariacion delas prestaciones de los asegurados antiguos en 1,segln
e criteriol.

a, : Tasadevariacion de las prestaciones de los asegurados antiguos en 1,
segun d criterio 1.

4, : Tasadevariacion delas prestaciones de los asegurados antiguos en 1,
segun d criterio 1111,

. Tasade variacion de las prestaciones de los asegurados antiguos en 1,
segun d criterio 1V.
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Aplicacion dd criteriol

Operacion |: Seguro por invaidacion permanente

" . ~ |
Nyy o] ap) i
20 0.17127 0.17127 0.008
40 0.17127 0.17127 0.012
60 0.17127 0.17127 0.035
80 0.17127 0.17127 0.042
100 0.17127 0.17127 0.046
120 0.17127 0.17127 0. 054
140 0.17127 0.17127 0. 059
160 0.17127 0.17127 0.073
180 0.17127 0.17127 0.082
200 0.17127 0.17127 0.095

[

c

©

& 011

?_j 0,08 1

o

§ 0,06

8 0041

S 002 1

g 0 T T T T T T T T

= 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamafio entrada
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Operacion |l: Renta de invalidez tempora

N ap) ap &,
20 0. 15475 0. 15475 0. 004
40 0. 15475 0. 15475 0. 008
60 0. 15475 0. 15475 0.018
80 0. 15475 0. 15475 0. 025
100 0. 15475 0. 15475 0. 036
120 0. 15475 0. 15475 0.044
140 0. 15475 0. 15475 0. 047
160 0. 15475 0. 15475 0. 061
180 0. 15475 0. 15475 0.072
200 0. 15475 0. 15475 0. 081
0,1

g 0,08 1

% 0,06 1

5

& 004 1

g 0,02 1

L e —

= 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamafio entrada
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Operacion 11: Seguro mixto de invaidacion permanente y fallecimiento.

Ny A ap a,
20 0.09716 0.09716 0. 006
40 0.09716 0. 09716 0.012
60 0. 09716 0. 09716 0. 015
80 0. 09716 0. 09716 0.018
100 0.09716 0. 09716 0. 022
120 0. 09716 0. 09716 0.032
140 0. 09716 0. 09716 0. 036
160 0. 09716 0. 09716 0. 041
180 0. 09716 0. 09716 0. 042
200 0. 09716 0.09716 0. 046

g

g o1

% 008 1

g 0,06

3 004 ]

T o /—/_/

§ oF—/—7——F————

Y 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamario entrada
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Operacion 1V: Renta de jubilacion junto seguro de invaidacion permanente.

Ny ap ap Y
20 0. 13699 0. 13699 0. 001
40 0. 13699 0. 13699 0. 002
60 0. 13699 0. 13699 0.014
80 0. 13699 0. 13699 0.018
100 0. 13699 0. 13699 0. 025
120 0. 13699 0. 13699 0. 027
140 0. 13699 0. 13699 0.034
160 0. 13699 0. 13699 0. 048
180 0. 13699 0. 13699 0. 052
200 0. 13699 0. 13699 0. 065

5

g o1

% 008 -

? 0,06

3 004 1

T 0021

§ o—F———————

Y 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamafo entrada
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Operacion V: Renta deinvaidez tempora junto con seguro de fallecimiento.

N A ay a,

20 0. 09451 0. 09451 0. 005
40 0.09451 0. 09451 0.011
60 0. 09451 0. 09451 0.012
80 0. 09451 0. 09451 0. 015
100 0. 09451 0. 09451 0.019
120 0. 09451 0. 09451 0. 025
140 0. 09451 0. 09451 0. 027
160 0. 09451 0. 09451 0. 042
180 0. 09451 0. 09451 0. 044
200 0. 09451 0. 09451 0. 045

o
i

0,08 1

e 8

0,02 1
0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tasavariacion presaciones
o

Tamano entrada
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Operacion VI: Rentamixta de invaidez tempord 'y jubilacion.

.. s x|
] A afy a;
20 0. 13641 0. 13641 0.001
40 0. 13641 0. 13641 0.003
60 0. 13641 0. 13641 0.013
80 0. 13641 0. 13641 0.012
100 0. 13641 0. 13641 0.022
120 0. 13641 0. 13641 0.026
140 0. 13641 0. 13641 0.032
160 0. 13641 0. 13641 0.034
180 0. 13641 0. 13641 0. 041
200 0. 13641 0. 13641 0. 047

o]

S 01

g O

7 008

s i

S 006

©

g 0041

8 002 1

g 0 T T T T T T T T

'_

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamaiio entrada
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Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

Operacion VII: Renta de invaidez tempora junto con seguro de invaidacion

permanente
3 | x|

M) o] ap a,
20 0. 18252 0. 18252 0.010
40 0. 18252 0. 18252 0.014
60 0. 18252 0. 18252 0.023
80 0. 18252 0. 18252 0.039
100 0. 18252 0. 18252 0. 052
120 0. 18252 0. 18252 0. 064
140 0. 18252 0. 18252 0.079
160 0. 18252 0. 18252 0.085
180 0. 18252 0. 18252 0.097
200 0. 18252 0. 18252 0. 105

I

c

9

@ 011

g; 0,08 1

o

§ 006

8 0041

8 002 1

g 0 T T T T T T T T

'_

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamafio entrada
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

Operacion VIII: Rentade invalidez tempord junto con seguro mixto de falecimiento

einvdidacion permanente

Ny A ap a,
20 0. 10983 0. 10983 0. 006
40 0. 10983 0. 10983 0. 008
60 0. 10983 0.10983 0.016
80 0. 10983 0. 10983 0.018
100 0. 10983 0. 10983 0. 022
120 0. 10983 0. 10983 0. 032
140 0. 10983 0. 10983 0. 042
160 0. 10983 0.10983 0. 044
180 0. 10983 0. 10983 0. 048
200 0. 10983 0. 10983 0. 051

5 01

% 008 1

? 0,06

G 004

T 002

g o/

Y 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamaiio entrada
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Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

Operacion 1X: Renta mixta de invaidez tempora y de jubilacion junto con seguro
de invdidacion permanente

; x|
M) o] ay a;
20 0.13159 0. 13159 0. 002
40 0.13159 0. 13159 0. 003
60 0.13159 0.13159 0.014
80 0.13159 0.13159 0.021
100 0. 13159 0. 13159 0.027
120 0.13159 0.13159 0. 032
140 0.13159 0. 13159 0. 036
160 0.13159 0. 13159 0. 043
180 0.13159 0.13159 0. 056
200 0. 13159 0. 13159 0. 069

1]

5 0,1

g o

% 0,08 1

S _

= 006

©

3 004

8 002 1

g 0 T T T T T T T T

}_

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamafio entrada
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

Aplicacion del Criterioll

Operacion |: Seguro por invdidacion permanente

.. .l
M) A ap a,
20 0.17127 0. 47512 0.012
40 0.17127 0.31247 0.021
60 0.17127 0. 25123 0.039
80 0.17127 0. 20001 0.042
100 0.17127 0.17127 0. 046
120 0.17127 0. 15424 0.047
140 0.17127 0. 14523 0.052
160 0.17127 0. 13641 0. 065
180 0.17127 0. 13501 0.071
200 0.17127 0.13432 0.085

o]

S 01

g ©

7 008

s i

S 006

©

g 0041

8 0,02 7

g 0 T T T T T T T T

'_

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamaiio entrada
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Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

Operacion I1: Rentade invaidez tempord.

M) o] ap) a1
20 0. 15475 0. 36008 0. 005
40 0. 15475 0. 24351 0.012
60 0. 15475 0.21419 0.029
80 0. 15475 0. 18391 0.034
100 0. 15475 0. 15475 0.036
120 0. 15475 0.13125 0.038
140 0. 15475 0. 11859 0.045
160 0. 15475 0.10312 0.057
180 0. 15475 0. 09900 0. 062
200 0. 15475 0. 09648 0.073

o]

S 01

g ©

7 008

s i

S 006

©

g 0041

8 002 1

g 0 T T T T T T T T

'_

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamaio entrada
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

Operacion 11: Seguro mixto de invaidacion permanente y fallecimiento.

Ny Ao ap a;

20 0. 09716 0. 34562 0. 008
40 0. 09716 0. 20352 0.012
60 0. 09716 0. 14125 0.016
80 0.09716 0.11510 0.019
100 0. 09716 0. 09716 0.021
120 0. 09716 0. 09255 0. 030
140 0.09716 0. 08510 0. 032
160 0. 09716 0.07628 0. 035
180 0. 09716 0. 07049 0. 036
200 0. 09716 0.06081 0.038

0,1

o o
R 8 8

0,02 _/./___/_’/_/

0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tasavariacion presaciones
o

Tamafio entrada
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Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

Operacion 1V: Renta de jubilacion junto seguro de invaidacion permanente.

Npy) A ap) a,

20 0. 13699 0. 22345 0. 002
40 0. 13699 0.17582 0. 004
60 0. 13699 0. 14911 0.016
80 0. 13699 0. 14010 0.021
100 0. 13699 0. 13699 0. 025
120 0. 13699 0. 13658 0. 026
140 0. 13699 0. 13377 0. 027
160 0. 13699 0. 13091 0. 042
180 0. 13699 0.12991 0. 047
200 0. 13699 0. 12957 0. 061
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

o
i

0,08 1

E

0,02 1
O T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tasavariacion prestadiones

Tamano entrada

Operacion V: Renta de invaidez tempora junto con seguro de falecimiento.

Npy) Al ap) ay

20 0. 09451 0. 30125 0. 007
40 0. 09451 0. 22485 0.011
60 0. 09451 0. 16586 0.014
80 0. 09451 0.11254 0. 017
100 0. 09451 0. 09451 0.019
120 0. 09451 0.09212 0. 024
140 0. 09451 0. 08391 0. 025
160 0. 09451 0. 07052 0. 030
180 0. 09451 0. 06991 0. 032
200 0. 09451 0.06818 0. 034
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Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

o
i

0,08 1

0102 _//__/—/

O T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

E

Tasavariacion prestadiones

Tamano entrada

Operacion VI: Rentamixtade invaidez tempord y jubilacion.

Npy) ap ap a,

20 0. 13641 0. 23457 0. 001
40 0. 13641 0. 16585 0. 004
60 0. 13641 0. 14601 0.012
80 0. 13641 0. 14099 0.014
100 0. 13641 0. 13641 0. 022
120 0. 13641 0. 13483 0. 025
140 0. 13641 0. 13245 0. 031
160 0. 13641 0. 13095 0. 032
180 0. 13641 0. 13001 0. 039
200 0. 13641 0. 12935 0. 045
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

o
i

0,08 1

o

0,02 1
O T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tasavariacion prestadiones
o
R 8

Tamano entrada

Operacion VII: Renta de invaidez tempord junto con seguro de invaidacion

permanente
n[l] a[O] A 1 a 1
1] 1
20 0. 18252 0. 44525 0.012
40 0. 18252 0. 30125 0. 017
60 0. 18252 0. 23585 0. 032
80 0. 18252 0. 20004 0. 041
100 0. 18252 0.18252 0. 052
120 0. 18252 0. 16837 0. 062
140 0. 18252 0.13519 0. 075
160 0. 18252 0.12201 0. 081
180 0. 18252 0. 12006 0. 092
200 0. 18252 0. 11868 0. 099
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Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

o
i

0,08 1

o

0,02 7
O T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tasavariacion prestadiones
o
R 8

Tamano entrada

Operacion VIII: Rentade invaidez tempord junto con seguro mixto de falecimiento

einvdidacion permanente

N A ap a,

20 0. 10893 0. 36458 0.012
40 0.10893 0. 25462 0. 016
60 0.10893 0. 16585 0.019
80 0.10893 0. 12521 0. 021
100 0. 10893 0. 10893 0. 022
120 0.10893 0. 10037 0. 031
140 0.10893 0. 09119 0. 033
160 0.10893 0. 07532 0. 036
180 0. 10893 0.07482 0. 039
200 0. 10893 0. 07334 0. 043
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

0,1

o

Q

®
1

0,06 1

0’02 _/_///

0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tasavariacion prestaciones
o
K

Tamafio entrada

Operacion IX: Renta mixta de invaidez tempord y de jubilacion junto con seguro
de invdidacion permanente

Npy) &l ap) a,

20 0. 13159 0. 23458 0. 004
40 0. 13159 0.17582 0.012
60 0. 13159 0. 15252 0.018
80 0. 13159 0. 13920 0. 022
100 0. 13159 0. 13159 0. 027
120 0. 13159 0. 12984 0. 029
140 0. 13159 0. 12567 0. 032
160 0.13159 0.12121 0. 041
180 0. 13159 0.11573 0. 048
200 0. 13159 0.11025 0. 063
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Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

o

o

Tasa variacién prestaciones
o

[N

o
R 88

0,02 1

0

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamafio entrada

Aplicacion dd criterio 11

Operacion |: Seguro por invaidacion permanente

Npy]
20
40
60
80
100
120
140
160
180

200

Ay

0.17127
0.17127
0.17127
0.17127
0.17127
0.17127
0.17127
0.17127
0.17127

0.17127

429

Tl
a

. 16039

. 14199

. 13297

. 12263

. 11374

. 10494

. 09889

. 09573

. 09147

. 09058

0. 006
0. 008
0. 021
0. 029
0. 035
0. 037
0. 042
0. 050
0. 053

0. 062



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

S o
8 P
,

0,06 T
0,04 1
0,02 1
0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamano entrada

Tasavariacion presaciones

Operacion I1: Rentade invaidez tempord.

Ny A Ay a,

20 0. 15475 0. 14062 0. 002
40 0. 15475 0. 12477 0. 004
60 0. 15475 0.11229 0.011
80 0. 15475 0.10316 0.012
100 0. 15475 0. 09406 0. 021
120 0. 15475 0. 0869 0. 028
140 0. 15475 0. 07898 0. 035
160 0. 15475 0. 07826 0. 041
180 0. 15475 0.07272 0. 046
200 0. 15475 0. 07259 0. 055
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Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

Tasavariacion prestacione:

0,1
0,08
0,06
004
0,02

0

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamafio entrada

Operacion 111: Seguro mixto de invaidacion permanente y falecimiento.

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

|

0. 09716
0. 09716
0. 09716
0. 09716
0. 09716
0. 09716
0. 09716
0. 09716
0. 09716

0. 09716

0. 02153
0. 01870
0. 01852

0. 01502

431

0. 004

0. 006

0.011

0. 012

0.014

0.016

0.019

0. 022

0. 025

0. 026



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

o
i

0,08 1

e 8

0,02 f//—‘

0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tasavariacion presaciones
o

Tamano entrada

Operacion |V: Renta de jubilacion junto seguro de invaidacion permanente,

Npj A apy a,

20 0. 13699 0. 12797 0.001
40 0. 13699 0.11798 0. 002
60 0. 13699 0.11686 0. 008
80 0. 13699 0.10768 0.012
100 0. 13699 0. 10415 0.014
120 0. 13699 0. 10241 0. 017
140 0. 13699 0. 09891 0. 021
160 0. 13699 0. 09827 0. 022
180 0. 13699 0. 09306 0. 031
200 0. 13699 0.09132 0. 039
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Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

Tasavariacion presaciones

o
i

0,08 1

g5

0,02 1

0

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamano entrada

Operacion V: Renta deinvaidez tempora junto con seguro de falecimiento.

Ny
20
40
60
80
100
120
140
160
180

200

]

. 09451

. 09451

. 09451

. 09451

. 09451

. 09451

. 09451

. 09451

. 09451

. 09451

433

ay

0. 08655
0. 07340
0. 06362
0. 05732
0. 05227
0. 04703
0. 04300
0. 04006
0. 03790

0. 03565

0. 003

0. 005

0. 009

0.011

0.013

0. 015

0.019

0. 021

0. 022

0. 024



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

0,1
0,08 1
0,06 1
004 1

002 //——f—"‘*

0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamaiio entrada

Tasa variacién prestaciones

Operacion VI: Rentamixtade invaidez tempord y jubilacion.

Npj A apy a,

20 0. 13641 0.12623 0. 001
40 0. 13641 0.11890 0. 002
60 0. 13641 0.11750 0. 007
80 0. 13641 0. 10933 0.011
100 0. 13641 0.10638 0.012
120 0. 13641 0. 10451 0.015
140 0. 13641 0.10156 0.018
160 0. 13641 0.10168 0. 021
180 0. 13641 0. 09697 0. 023
200 0. 13641 0. 09522 0. 025



Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

o o
Qo g ©
[N

o 9
oc 8RR &8RS

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamano entrada

Tasavariacion presaciones

Operacion VII: Renta de invaidez tempora junto con seguro de invaidacion

permanente
n[l] a[O] alll é 11
(4 1

20 0. 18252 0. 16637 0. 006
40 0. 18252 0. 14626 0. 009
60 0. 18252 0. 13368 0.013
80 0. 18252 0. 12297 0. 015
100 0. 18252 0.11279 0. 020
120 0. 18252 0.10327 0.030
140 0. 18252 0. 09644 0. 042
160 0. 18252 0. 09349 0. 053
180 0. 18252 0. 08838 0. 065
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

200 0.18252 0. 08749 0. 077

01
0,08 1
0,06 1
004 1
0,02 1
0 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Tamafio entrada

Tasa variacion prestaciones

Operacion VIII: Rentade invalidez tempord junto con seguro mixto de falecimiento

einvdidacion permanente

11 =

Npy) Qo] ary a,

20 0. 10893 0. 09020 0. 004
40 0.10893 0. 07191 0. 006
60 0. 10893 0. 05904 0. 010
80 0. 10893 0. 05463 0.012
100 0. 10893 0. 04919 0.013
120 0. 10893 0. 03739 0.016
140 0. 10893 0. 02948 0. 020
160 0. 10893 0. 02707 0. 022
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Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

180 0. 10893 0. 02571 0. 025
200 0. 10893 0. 02299 0.028
0,1

g 0,08 1

% 0,06 1

&

5 0,04 -

B

T 002 1

@ 0 T T T T T T T T

'_

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamano entrada

Operacion IX: Renta mixta de invaidez tempord y de jubilacion junto con seguro
de invdidacion permanente

Npj &) apy a,

20 0. 13159 0. 12270 0. 001
40 0. 13159 0.11100 0. 002
60 0. 13159 0. 10843 0. 008
80 0. 13159 0. 09804 0.012
100 0. 13159 0. 09427 0. 016
120 0. 13159 0.09117 0. 022
140 0. 13159 0. 08687 0. 029
160 0. 13159 0. 08680 0.034
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

180 0. 13159 0. 08047 0.041
200 0. 13159 0. 07908 0. 047
0,1

g 0,08 1

% 0,06 1

ol

& 0,04 -

B8

= 0,02 1

g

@ O T T T T T T T T

= 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Tamafio entrada

Aplicacion dd criterio IV

Dada la smilitud de los criterios 111 y |V, describiremos gréficamente de forma conjunta, la

evoludo n de las tasas de variacion de las prestaciones correspondientes.

Operacion |: Seguro por invaidacion permanente

" |V Y
Npy afo] ar] a,
20 0, 17127 0, 33652 0, 018
40 0, 17127 0, 22033 0, 020
60 0, 17127 0, 16775 0, 029
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Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

80 0, 17127 0, 13269 0, 032
100 0, 17127 0, 11374 0, 035
120 0, 17127 0, 10019 0, 036
140 0, 17127 0, 09235 0, 040
160 0, 17127 0, 08540 0, 048
180 0, 17127 0, 08385 0, 050
200 0, 17127 0, 08298 0, 059

0, 08

0, 06

0, 04

0, 00 T T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

---e--criterio Il —s—QCriterio IV

Operacion |I: Rentade invaidez tempord.

Ny Ay afy &’

20 0, 15475 0, 27835 0,011
40 0, 15475 0, 16692 0,012
60 0, 15475 0, 13474 0, 013
80 0, 15475 0, 11262 0, 013
100 0, 15475 0, 09406 0, 021
120 0, 15475 0, 07944 0, 026
140 0, 15475 0, 07055 0, 032
160 0, 15475 0, 06040 0, 038
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

180 0, 15475 0, 05767 0, 042
200 0, 15475 0, 05610 0, 051
0, 08

0,00 +—"", . . . . . . .

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

---¢--criterio Ill —s—-criterio IV

Operacion |11: Seguro mixto de invalidacion permanente y falecimiento.

N A apy a,

20 0, 09716 0, 18971 0, 012
40 0, 09716 0, 09608 0,013
60 0, 09716 0, 06092 0,014
80 0, 09716 0, 04862 0,014
100 0, 09716 0, 04016 0,014
120 0, 09716 0, 02835 0, 015
140 0, 09716 0, 02040 0, 017
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Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

160 0, 09716 0, 01702 0, 020
180 0, 09716 0, 01555 0,023
200 0, 09716 0, 01267 0, 025

0, 08

0, 06

0, 04

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

---~--Criterio |Ill —=—Criterio IV

Operacion 1V: Rentade jubilacion junto seguro de invaidacion permanente.

Ny 4 afy a,

20 0, 13699 0, 18736 0, 008
40 0, 13699 0, 13930 0, 009
60 0, 13699 0, 11745 0, 010
80 0, 13699 0, 10791 0,013
100 0, 13699 0, 10415 0,014
120 0, 13699 0, 10228 0, 016
140 0, 13699 0, 09798 0, 019
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

160 0, 13699 0, 09536 0, 020
180 0, 13699 0, 09140 0, 029
200 0, 13699 0, 08972 0, 038

0, 08

0, 06

0, 04

0, 02

0, 00 +——= T T T T T T T T

-----criterio lll —s—criterio IV

Operacion V: Renta de invaidez tempord junto con seguro de falecimiento.

Ny A agy a,’
20 0, 09451 0, 19771 0,011
40 0, 09451 0, 13917 0,011
60 0, 09451 0, 09734 0,013
80 0,09451 0, 06320 0, 013
100 0, 09451 0, 05227 0, 013
120 0, 09451 0, 04651 0,014
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Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

140 0, 09451 0, 04097 0, 017
160 0, 09451 0, 03422 0,019
180 0, 09451 0, 03365 0,021
200 0, 09451 0, 03183 0, 023

0, 08

0, 06

0, 04

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

---«--criterio Ill —s—criterio |V

Operacion VI: Renta mixta de invaidez temporad y jubilacion.

Ny é{o] éiﬂX é.;v

20 0, 13641 0, 19801 0, 004
40 0, 13641 0, 13637 0, 005
60 0, 13641 0, 11959 0, 009
80 0, 13641 0,11125 0,012
100 0, 13641 0, 10638 0,012
120 0, 13641 0, 10399 0,014



Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

140 0, 13641 0, 10039 0, 016
160 0, 13641 0, 09860 0,019
180 0, 13641 0, 09541 0,021
200 0, 13641 0, 09363 0, 023

0, 08

0, 06

0, 04

0, 02

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

---~--criterio Ill —s—criterio |V

Operacion VII: Renta de invdidez tempord junto con seguro de invaidacion

permanente
y |V 5 IV
Ny afo] ar] a;
20 0, 18252 0, 32208 0,018
40 0, 18252 0, 20122 0, 019
60 0, 18252 0, 15469 0, 019
80 0, 18252 0, 12896 0, 020
100 0, 18252 0, 11279 0, 020



Reaseguro de diferencia de siniestralidad aplicado en colectivos abiertos con mdltiples estados

120 0, 18252 0, 10316 0, 026
140 0, 18252 0, 08219 0, 037
160 0, 18252 0, 07361 0, 045
180 0, 18252 0, 07107 0, 057
200 0, 18252 0, 06978 0, 070

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

---~--criterio Ill —s—criterio |V

Operacion VIII: Renta de invdidez tempord junto con seguro mixto de falecimiento

einvdidacion permanente

2 51V x IV
My a[o] ay )
20 0, 10893 0, 21197 0, 009
40 0, 10893 0, 12793 0, 010
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Modelizacion y cobertura de operaciones actuariales en colectivos con multiples estados

60 0, 10893 0, 07828 0,012
80 0, 10893 0, 05826 0,013
100 0, 10893 0, 04919 0,013
120 0, 10893 0, 03607 0, 015
140 0, 10893 0, 02739 0, 018
160 0, 10893 0, 02246 0, 020
180 0, 10893 0, 02292 0, 023
200 0, 10893 0, 01998 0, 027

0, 08

0, 06 ~

0, 04 A

---¢--criterio Il —=—criterio IV

Operacion IX: Renta mixta de invaidez tempora y de jubilacion junto con seguro
de invalidacion permanente

A 5 1V x IV
Npy] a[o] a[y d;
20 0, 13159 0, 19162 0, 005
40 0, 13159 0, 13522 0, 006
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60 0, 13159 0, 11600 0,011
80 0, 13159 0, 10097 0,014
100 0, 13159 0, 09427 0,016
120 0, 13159 0, 09065 0, 020
140 0, 13159 0, 08529 0, 025
160 0, 13159 0, 08129 0, 031
180 0, 13159 0, 07695 0, 038
200 0, 13159 0, 07273 0, 044

0,08

0, 06 ~

0, 04 A

0, 02 ~

0,00 $e====%"" . . . . . .
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

---e--criterio Il —s—criterio IV

Conclusiones

A continuacion, sintetizamos los principaes conclusiones dcanzadas.

Como las caracterigticas iniciaes de los asegurados que componen Dy, coinciden

con las de los integrantes de Dy, las primes de la operacion aseguradora y las

primas bési cas coinciden.
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El coeficiente de reaseguro aplicable a los nuevos asegurados depende del criterio

que utilicemos:

- En d criterio |, € codficiente de reaseguro de los nuevos asegurados
depende del colectivo inicid porque su vaor se obtiene de la resolucion
de la ecuacion que iguda la esperanza matemética de la pérdida

reaseguradorade Dy, aO0.

- En d criterio 11, € coficiente de reaseguro de los nuevos asegurados
depende de la estructuray caracteristicas del colectivo entrante. Por dllo,

a mayor tamafio de la entrada, mas reducido serd d coeficiente de

reaseguro.

- Enloscriterios Il y IV, € coeficiente de reaseguro depende tanto de la
edructura del colectivo entrante como de la propia estructura de
colectivo abierto.

Las primas de reaseguro reflgardn las caracteristicas de los coeficientes de

reaseguro, de acuerdo a cada uno de los criterios aplicados.

Conforme aumenta € tamaiio del colectivo entrante, como resultado dela mayor
compensacion de riesgos que tiene lugar, la tasa de variacion de las prestaciones
gue aplicamos también es mayor. El incremento de las prestaciones es més
significativo en aguellas operaciones con seguros o rentas de invaidez, que, ta
como vimos en |os anexos dd capitulo anterior, son las que més diferencias de

sniedrdidad importantes suelen regidrar.

Para colectivos entrantes inferiores a 100 asegurados, |as tasas de variacion de las
prestaciones obtenidas por aplicacion del criterio 11 son mayores que las generadas
por d criterio . En cambio, aquéllas son menores para los colectivos entrantes de

tamafio superior a 100 asegurados.
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- El coeficiente de reaseguro del criterio 11, & ;) se determina solucionando
la ecuacion que resulta de iguaar la esperanza matemética de la pérdida
reaseguradora asociada a colectivo entrante Dy, a 0. Por su parte, éh],
se obtiene de igud forma para € colectivo inicid de 100 asegurados. S
Ny < 100, por & menor tamafio de éste, se cumple queé[”ll > ‘ci['ll . Asi,

el excedente a imputar en las prestaciones de los antiguos asegurados, es

mayor en € criterio Il y también, por tanto, sus tasas de variacion de

prestaciones. &, >4, .

- S ng >100, s invierte la stuacion ya que e tamafio del colectivo

entrante es superior d inicia. En tal caso, se verificara que &j; <&y y

x 1l x|
qued, <&,

- S ny =100, e tamafio del colectivo entrante coincide con € inicial. Por
secumplequed |y =4[ yqued) =4,.

La aplicacion de los criterios 111 y 1V se caracteriza porque d coeficiente de

reaseguro de |os nuevos asegurados es significativamente inferior alos derivados de

la aplicacion de los dos criterios anteriores. Ello es debido aque en los criterios 1

y IV, hacemos d coeficiente de reaseguro participe del efecto beneficioso derivado
de la estructura globa del colectivo abierto.

Consecuentemente, en los criterios 11l y 1V, @ excedente actuarid restante a
imputar en forma de incrementos de las prestaciones de |os antiguos asegurados es
menor, con lo que las tasas de variacion de las prestaciones por los criterios 1 'y

IV son més bajas que las obtenidas por |os otros dos criterios.

La aplicacion de los criterios 111 'y 1V, en comparacion con los dos anteriores,
beneficia, por tanto, a los nuevos asegurados porque abarata considerablemente &

precio de sus primas de reaseguro. En cambio, perjudica a los antiguos
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aseguradores porque sus prestaciones aumentan en menor medida que en los

criterios | y 1.

En d criterio 11, las primas de reaseguro de los nuevos asegurados coinciden con las
obtenidas por € criterio | del reaseguro de diferencia de sniestrdidad con
prestaciones definidas. Las primas de reaseguro caculadas dd criterio 1V, resultan
de las obtenidas por d criterio |1 dd reaseguro de diferencia de siniestralidad wn

prestaciones definidas.

Dadas las caracterigticas de ambos criterios, anteriormente ya explicadas, la
gplicacion del criterio 111, comparativamente con d |V, favorece a los asegurados
iniciamente con mayor coeficiente de reaseguro, por su menor tamafio. Por dllo, se

verifican las Sguientes relaciones:
S n[1] <100 b gllll < glIV
S n[1] =100pb gllll = glIV

S ny > 100 b 9" >g,v



TEMA IV

CONCLUSIONES
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Capitulo 13

Conclusiones

En este capitulo, € Ultimo de la Tesis, recogemos de forma sistemética las
principales ideas que se han venido desarrollando a lo largo de la misma.
Asmismo, contrastaremos & cumplimiento de los objetivos de la Tesis que

seexpusieron al principio.

Estudiaremos las conclusiones divididas en 3 epigrafes. Finalmente,
expondremos las futuras lineas de investigacion que se derivan del trabajo
[levado a cabo.
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1. Conclusonesrdativasal tema |

En ete epigrafe presentamos las conclusones mas relevantes a que hemos llegado con
relacion a la consecucion dd primer objetivo de la tess moddizacion de una operacion
con multiples estados.

1. Veastilidad de la maemédica de Makov como heramienta de moddizacion de

operaciones con multiples estados

En d trabgo desarollado, hemos demodrado que la matemdica basada en
procesos y semiprocesos etocagticos de Markov aporta a la matemética actuarid
una heramienta de moddizacion sumamente potente que permite plantear bgo un
mismo enfoque, d edudio de cudquier operacion con multiples etados
operaciones de invdidez, “Critica lllness insurance’, “Longterm care insurance’,
SI.D.A, etc.

En las operaciones con milltiples estados, @ seguimiento estoc&dtico de cada
asegurado  resulta précticamente  irredizable, S condderamos toda su  higtoria
anterior. La introduccién de un proceso estocastico de Markov permite llevar a
cabo ede seguimiento a patir de la hipdtess fundamentd de que € estado futuro
del asegurado Unicamente depende del estado y edad actudes. De eta forma,
prescindimos dd andiss de la historia anterior.

S dicha hipbtess nos parece excesvamente smpligta y poco redisa, podemos
incorporar d egtudio dd proceso estocadtico, € seguimiento de otras variables.
Como resultado, hemos obtenido un semiproceso edocadico de Makov cuyo
tratamiento es més complgjo que € dd proceso estocadtico de Markov origind.

La utilizacion de los procesos estocédticos propios de la matemética de Markov
ofrece daras ventgas sobre € moddo de mlitiples decrementos No necesita de
cdculo tedrico de las probabilidades independientes ya que las probabilidades de
trandcion hdladas por ete méodo ya incorporan la dependencig; fadlita la
poshilidad de incuir en d edudio ademés de la edad, otras vaiables rdevantes
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como puede ser la permanencia en d estado actud; permite caracterizar las didintas
probabilidades de trandcion y generar tablas de decrementos a través de sus

vaores, trata de forma uniforme cuaquier operacion con mltiples estados, etc.

En la Tess hemos desarrollado la aplicacion de tres procesos estocésticos proceso
esocédtico de Markov continuo en € tiempo, proceso edocadico de Markov
discreto en d tiempo y semiproceso estocadtico de Markov continuo en € tiempo.

2. Una operacidn de vida con muiltiples estados moddizada mediante un proceso
estocagtico de Markov discreto en d tiempo, { S(x), xI N}, sendo S(x) d
estadb de un asegurado de edad X, €fectla un seguimiento de la evolucidon de estado
de forma periddica en d tiempo (cada afio, mes, etc.).

Este moddo edocddtico resulta golicable cuando, a patir de la expeiencia
digponible, conocemos d estado de los asegurados de forma periddica (cada afio,
mes, etc.). Como principa ventga, destacamos su sencillez de aplicacion.

3. La gplicacidn de un proceso edtocddico de Makov continuo en d tiempo,
{s(x) xI R}, donde S(x) representa e estado de un asegurado de edad x, resuilta
mé complga que la de un proceso estocddico discreto puesto que amplia €
andiss de la evolucion del asegurado a intervalos de tiempo (durante todo € afio,

mes, etc.). Adl o ponen de manifiesto |as correspondientes ecuaciones generdes.
m. (t+1)=m.(t)- P, @

2

Donde mi(t) es @ vector de estado en t de la cadena de Markov, P, la matriz de

trandcion y E. ., la mariz de intenddades de trandcion. La ecuacion generd de un

X+t

proceso de Markov discreto, recogida en la expresion (1), responde a un sstema de
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ecuaciones linedes mientras que la expreson (2), ecuacion generd de un proceso
edocagico continuo, comdituye un dgema de ecueciones diferencides de
coeficientesvariables.

La gplicacion de un proceso estocddtico de Makov continuo en € tiempo exige
disponer informacion sobre la experiencia observada més detdlada, que establezca
por edades, d tiempo obsarvado en que los asegurados permanecen en cada estado

y € nimero de transiciones registradas.

S d nimero de trandciones anudes por asegurado es devado y queremos estudiar
u frecuencia, resulta especidmente indicada la gplicacion de un proceso continuo
dado que un procen discreto no dga condancia dd ndmero de transiciones
registradas durante € periodo de observacion fijado.

Podemos daborar moddos més redisas que los anteriores, incorporando d estudio
dd proceso estocadico continuo, otros aspectos de interés como pueden ser los

sgguientes

Dependencia de dgunas intenddades (probabilidedes) de transicidn
respecto la edad de suscripcion de la pdliza

Dependencia de dgunas intensdades (probabilidades) de trandcion de la
permarenciaen d estado presente desde la Ultima transicion.

Dependencia de dgunas intensdades (probabilidades) de transcion de
tiempo tota en d estado presente, desde la suscripcion de lapdliza

El resltado de induir dguna de las anteriores hipdtess es un semiproceso
estocagtico de Markov continuo en d tiempo, {S(x), Z(x), xI R}, donde S(x)
representa € estado de un asegurado de edad x y Z(x) recoge para x @ vaor de la
vaidble adiciond a edudar, z En los supuestos anteriores, z representa
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respectivamente, la edad de suscripcion de la pdliza, la pemanencia en d mismo
edado y la permanenciatotd en d estado actud.

La utilizacion de edte tipo de proceso estocastico reguiere que dispongamos de una
expeiencia edadidica dd colectivo observado muy detdlada en la que podamos
conocer la permanencia de los asegurados en cada uno de estados, atendiendo tanto

asuedad como alosvdoresde z

El gude redizado por un semiproceso estocdgtico de Markov es més  potente que
e de un proceso de Makov porque induye mas vaiables No obgdaite, su
tratamiento matemdtico es congderablemente mé complgo que € de un proceso
estocégtico de Markov.

Por td motivo, en muchos casos, es preferible recoger la influencia de la variadble z
a través de un procesn estocasico de Markov, recurriendo d ‘Splitting' de los
edados afectados por td vaiable, descomponiendo dichos edados en  otros
digtintos atendiendo a diferentesintervalos de z.

5. Paa edimar tanto las intenddades de trangcion como las probabilidades de
trandcidon anudes, hemos fijado un periodo de observacion de varios afios y hemos
aumido que cada asegurado representa una redizacion independiente ddl proceso
estocadtico definido.

Basamos la edimacion de las intensdades de trangicion en la hipdtesis tedrica de
gue la intensddad de trangcion es condante en un intervado de edades anud,
(x, x+1). Como resultado de asumir td hipdtess recogemos por intervaos de
edades anudes, d nlmero de trandciones regidradas y la expodcion centrd
(tiempo de espera o permanencia).

De dmila modo, en un procen estocadtico discreto clasficaremos la informacion
obsarvada en intervdos anudes, conteniendo cada uno de dlos la expodcion inicid

(nimero de obsarvaciones) y las trandciones correspondientes.
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S la informacion recogida por un determinedo intervdo no es suficdentemente
dgnificativa porque contiene pocas trandciones, tradadamos su  contenido d
intervdo inmediatlamente anterior, de forma que todos intervdos as  obtenidos
contengan un nmero de trangciones minimo, estadigticamente sgnificativo.

Pogeriormente, cdculamos para cada intervdo de edades resultante dd  anterior
proceso de agregacion, la probebilidad o intensdad de transcion anud observada,

segUn se corresponda de un proceso discreto o continuo.

La probabilidad de trandcion anud observada se obtiene por cociente de ndmero
de trandciones y la exposcion inicd. Caculamos la intensdad de trandcion anud
observada como cociente entre d nimero de trandciones y la exposicion centrd. A
patir de la inferencia edadidica de los vaores obsarvados edimamos las
intenddades de trangdon y las probabilidades de trangcion  anudes

correspondientes.

Para un semiproceso estocddtico de Markov, seguimos la misma metodologia, con
la Unica diferencia que dadficamos y traamos la experiencia disponible, ademés
de por edades, por intervaosde z

Patiendo de los trabgos de Sverdrup, E. (1965) y Forfair, D.O. e al. (1988),

hemos asumido las dguientes digribuciones tedricas de nimero de trangciones

entre dos estados cuaquiera E; y E, .

N/ » Binomial (R, p()) (©)
NJ* » Poisson(R} - m*, (&) 4
NJ, » Poisson(R!, - m%, (&) )

Sendo Rl y R las exposiciones inidides y centrdles en € estado E; y edad x;

R!, representa la exposicion centrd en @ estado E;, edad x y duracion z

Utilizamos la didribucidon tedrica (3) en la edimacion de las probabilidedes de
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transicion anudles, p/¥(a), asodiadas a un proceso estocatico discreto. Para
etimar las intensdades de transcion de un proceso de Makov continuo en €
tiempo, m*, (&), seguimos la disribudién tedrica (4). Empleamos la digtribucion
tedrica (5) en la edimacién de una intensdad de transicion bivariante de un

semiprocesn estocstico continuo, 1Y, (&) .

La aceptacion de una didribucion tedrica resulta determinante para poder estimar
las intensdades de trandcidon y las probabilidades de transcion anudes. Ademés,
permite comprobar poderiormente la bondad de gude a través de los méodos
cléscos de contrastacion no paramétrica (tet de los sgnos tet de Wad-

Wolfowitz, test de correlacion, test de X ? 'y test de Kolmogorov-Smirnov).

Los méodos utilizados en la esimacion de las tasas de intensdad o de probabilided
anud de trandcidn, a patir de los correspondientes vaores observados pueden
dividirse en dos grandes blogues méodos paramétricos basados en d gugte a una
funcidbn matemdtica cuyos paametros se obtienen a través de un proceso de
optimizacion y méodos no paramétricos que £ gooyan en € edudio locd de la
experiencia digponible.

En la Teds doctord hemos abordado @ andiss de ambos méodos de edimacion
desde una dptica globd, circungancia que nos ha permitido comparar los resultados
dcanzados.

- Las edimaciones paramétricas suden ofrecer un mayor nivel de disamiento
que las no paramétrices. En contrapartida, las estimaciones no paramétricas
uelen tener una bondad de guste superior.

- Los méados de etimacion no paamérica  son  especidmente
recomendables cuando la funcion matemdtica de guste no es conocida a
prioi 0 resta extreordinaiamente complga Paa que los méodos
paramétricos produzcan resultados consgentes, se requiere un volumen de
informacidn superior d requerido por un método No paramétrico.
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La golicacion de un méodo de edimecion paramérica conda de dos etgpas
eeccion de una funcion de guge y aplicacion de un méodo de optimizacion que
permita gudar los paametros de la funcion de guge a los vaores observados.
Como funciones de guste hemaos creido conveniente destecar, por encima dd resto,
lasSguientes:

EXS ©)

iy =GMx(r,S)=r§lléi X+ e

i=0

Ak — = oMo ’
j _LGMX(V’S)‘W

Sugeimos la utilizacidn de la expresdon (6), también denominada funcion de
GompertzMakeham, en la edimacidn de las intenddades de transicion

univariantes, porque su recorrido, (0, ¥ ), coincide con @ de aguélas.

En d cao de la edimacion de las probabilidades de transicion anudes, creemos
gue la expreson (7), conocida como funcion Logit, resulta més adecuada, dado que
toma vadores entre 0 y 1. La introduccion de polinomios ortogondes (Chebycheff,
Legendre) y la ponderacion de las edades por su vador medio, pueden fadlitar €
guste de ambas funciones.

Respecto las funciones de gude bivariante, € abanico de pogbilidades es muy
amplio. Destacamos d repecto, la aplicacion de funciones compuestas de
polinomios fraccionados (combinecion lined de potenciass con  exporentes  no

enteros).

En la Teds doctord hemos utilizado los méodos de optimizecion dascos

maximizacion de la verosmilitud y minimizacion de los errores cuadrados

En principio, d méodo basado en la maximizacion de la verosmilitud goza de una
saie de ventgas los edimeadores de mé&xima verodmilitud son conddentes 'y
adntéticamente normaes, su gplicacion facilita la congtruccion de la matriz de

vaianzasy covarianzas que permite andizar lasgnificacion individud de guste.
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8.

10.

Los resultados de la edimacion paramérica, no se ven dterados de forma
dgnificativa por d méodo de optimizacion utilizado, no as por la funcion de
gudte utilizada cuyaformay parametros resultan determinantes.

En la etimacion de la intenddad de fdlecimiento, hemos probado la siguiente
hipétesis tedrica sobre la exposicion centrd de cada edad. Los resultados son muy
dmilares a los dcanzados por gplicacion de la digtribucion tedrica (4), inicidmente
propuesta

R, » Gamma (NX, mX%) (8)

S d nimeo de trandciones observadas es devado, la gplicacion de la sguiente
digtribucion tedrica de la intenddad de trangcion produce los mismos resultados
que larecogida por la expresion (4).

N » Normal (R} - m¥ (&), R} - m*, @)) ©)
En d caso de una intensdad de transicion bivariante asociada a un semiproceso de

Markov continuo en @ tiempo, es dificl precisy la forma de la funcidén de guge.

Por dlo, puede recurrirse ala utilizacion de polinomios fraccionados.

S bien los mé&odos de optimizacion empleados en un semiproceso de Markov son
en esencia los mismos que en un proceso de Markov, su tiempo de computacion es

mayor, a precisar de una doble particion de la experiencia observadarespecto Xy z.

Los métodos de estimacion no paramétrica se caracterizan por cambinar € nive de
gude con la cantidad de disamiento. En la tess hemos destritos tanto los métodos

més tradiciondes como agquellos més sofiticados.

Entre los méodos més tradiciondes destacamos € méodo de las medias méviles y
e basado en nlcdless. Su agplicacion produce edimaciones puntudes por lo que su
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utilizacion parece més indicada paa gudar probabilidades que intenddades de
trangicion, donde es preferible estimar funciones continuas.

Por otro lado, hemos descrito méodos mas sofidicedos que combinen d andiss
locd de las obsarvaciones con d gude a una funcion maeméica modeo de
Whitteker, regresén dindmica y moddizacion locd polindmica Estos modelos
gudan la experiencia disponible a una funcién cuyos parametros van variando con
laedad dd asegurado.

En d cao dd gude de una intenddad de trandcion bivariante, dada la dificultad
que entrafia encontrar una funcion de guste adecuada, puede ser Util recurrir a la
edimacion no paramérica Al respecto, sugerimos una  moddizecion  locd
polinbnica en que las observaciones estén locamente ponderadas por un nicleo
bivariante como puede sx la funcdon de densdad de una digribucon normd
bivariante.

. Como méodo de edimacion no paramérica, hemos puesto en practica la regresiéon
dinamica, basada en la golicacion dd filtro de Kdmen. Para los gemplos
desarrollados, las edimeciones asi obtenidas son sdtidfactorias tanto desde d punto
de viga de la bondad de guste como dd nive de su disamiento.

En dgunos casos la edimacion ad redizada incluso proporciona mejor bondad de
guge que la correspondiente edtimacion paramérica Los métodos paramétricos
pueden presentar desgustes importantes en las edades extremas, donde € numero
de trandciones observadas sude ser peguelio. La regreson dinamica puede

Suavizar estos desgjustes.

. En los moddos edocddicos continuos, la obtencion de las intenddades de
trandcion que intervienen en la opeacidn con mlltiples estados resulta
determinante porque su conocimiento permite describir la evolucion estocadtica del
asegurado en d tiempo. Por td motivo, las intenddades de trandcion condtituyen €
objeto de estimacion de un mode o continuo.
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14.

La obtencion poderior de las probabilidedes de transcion es maeméticamente
complga puesto que la ecuacion generd del proceso estocadstico responde a un
gdema de ecuaciones de ChapmanKolmogorov (proceso de Makov) o a un
sdema de ecuaciones integrodiferencides (semiproceso de Makov). En dgunos
cans podemos obtener las probabilidedes de transicidn de forma exacta pero
normamente debemos conformarnos con  conocer vaores goroximados de las

mismnas.

En un proceso edocasico de Markov discreto, S sudituimos reiteradamente las
probabilidades de trandcion anudes edimadas en la ecuacion generd, generamos

las probabilidades de transicion de una tempordidad cuaguiera

La solucion exacta de la ecuacion generd asociada a un procesd O Semiproceso
estocadtico de Markov continuo, depende de la estructura de cada operacion.

En d cao de la moddizacion mediante un proceso continuo de Markov, tenemaos
gue solucionar un Ssema de ecuaciones diferencides de ChgpmartKolmogorov.
Ello resulta posible en operaciones sencillas con pocos estedos. En d resto de las
operaciones debemos recurrir a introducir hipdtesis adiciondes como las sguientes:
suponer la intenddad de trandcidn condante durante toda la operacion
(actuaridmente inconsgtente),  suponerla congtante por tramos (Mmés redisa) o
limitar é nimero méximo de trangiciones por periodo.

S = trda de un semiproceso estocastico de Markov, la solucion dd sstema de
ecuaciones  integrodiferencides, es  extreordinariamente  complga por 1o que
recomendamaos su resolucion por métodos de aproximacion.

Alternativamente, diponemos de la poghilided de utilizar méodos numéicos que
permitan obtener soluciones goroximadas, actuaridmente consgtentes.  Agrupamos
estos métodos en dos categorias. dgoritmos numéricos generdmente aceptados no
especificos dd ambito actuarid y méodos numéricos pensados especidmente para

una operacion con multiples estados. En la segunda caegoria destacamos dos
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méodos uno basado en d teorema dd vaor medio y otro basado en la integracion
por producto.

Las probabilidades de trandcion de un semiproceso de Markov pueden obtenerse a
patir de la gplicacion de méodos numéricos basados en la derivacion e integracion
numéricas. Alternativamente,  méodo bassdo en d Teorema dd Vdor Medio
también resulta gplicdble En cudquier caso, la dificultad numérica de la obtencidn

de estas probabilidades de transicion es verdaderamente dta.

15. Hemos propuesto un moddo de vaoracion finendercactuarid que admite notacion
matricid y vectorid. Eda drcundancia permite agilizar  conddereblemente  los

cdculos actuarides de las operaciones con multiples estados.

16. Hemos estudiado la ecuacion de Thide y la condruccion de las funciones agregada
y anud de pédidas. Su aplicacion permite describir estocagticamente la evolucion

de la reserva matemética de una operacion con multiples estados.

2. Conclusonesrdativasal Temall.

En d tema Il aordamos la gplicacion de los modelos tedricos expuestos en € tema |, d
objeto de moddizar un riesgo muy paticula: La invdidez. Seguidamente expondremas
las concdlusones y resultados fundamentales alos que hemos llegado.

17. H riesgo de invdidez es sumamente dificil de vdorar porque en @ intervienen
infinided de vaidbles socioecondmicas (edad, sexo, coyuntura econdmica,
legidacion, estado civil, ocupacion profesond, fiscdidad, ec) cuya incidencia es
muy dificil de determinar y cuantificar actuarid mente.

A eda complgidad que ofrece @ traamiento dd riesgo de invadidez, conviene
ahadir problemas adiciondes derivados de la sngularidad de su aseguramiento:
preencia de rieggo por azar mord, vaoracion subjetiva, complgidad maemética
de los moddos actuarides, dificultad dd tratamiento estadidico de la experiencia
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19.

disponible, esablecimiento de carencias 0 periodos de espera Sobreassguramiento,
etc.

Todo lo anterior recomienda suma prudencia en la vadoracion y gesion dd riego
de invdidez, Sendo conveniente utilizar teblas de probabilidad de invdidez
gudtadas a las caracteridticas dd colectivo asegurado y recurrir d reaseguro como
instrumento que garantice la solvencia

Exiden tres tralamientos del riesgo de invdidez. uno centrado en la probabilided de
invdidacion (enfoque désico), otro basado en la frecuencia de invaidacion
(enfoque Manchester-Unity) y otro ingpirado en la probabilided de invdidacion y
posterior persstencia de lamisma (méodo de las tablas de persstencia).

A lo largo dd tema hemos desarollado estocagticamente d enfoque désico,
planteendo diferentes moddos de invdidez, todos dlos inspirados en pracesos
estocagticos tratados en  temal.

Para moddizar una operacion de invdidez tempord hemos recurrido a un
semiprocesd  estocddico de Markov continuo en € tiempo, {S(x) Z(x), X3 O},
donde S(x) y Z(x) expresan respectivamente @ estado y la duracion de la
invdidez de un asegurado de edad x. Judificamos esta eeccion por las sguientes

razones

La eevada frecuencia anud de la invdidacion aconsga que optemos por un
moddo edocddico continuo en d tiempo que permita tratar € ndmero de
invalidaciones anudes.

Las probabilidades e intenddades de trandcidn dd esado de invdidez
reactivacion y fdlecimiento, dependen ademés de la edad, de la duracidn de la
invaidez.
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Hemos desarrdllado la aplicacion ddl semiproceso  estocagtico a patir de la
obtencion de su ecuacion generd.  Para dlo, previamente hemos necestado deducir
una serie de propiedades que verifican las probabilidades de trangicion, obtenidas
de la divison de su tempordidad en dos subperiodos.

La gplicacion de edas propiedades ha permitido obtener por diferenciacion d
Sguiente conjunto de ecuaciones integrodiferencides que condituyen la ecuacion

generd del proceso estocadtico.

d( pia) aa ai am N aa ai i ia (10)
/tdt = - Py x(rn(ﬂ +rn<+t) + Qlt—u Py XMy Xy px+t—u,0 X +,U du

d pxI aa aj N aa ai i ia im (11)

% = It px ' rr1<+t - Q/t—u px xnl(ﬂ- u>$u px+t—u,0 ><(rn><+t,u+rrl<+t,u) dU

d pim aa m N aa ai i im (12)

% = P XM, + Q/t-u Py XMy X0 px+t-u,0 xni(+t,u du

d( pixaz) ia ai m fi ja (13)
/:jt ’ = Tt px,z x(nlut + +t) + /t px,z ><n1<+t,z+t +
! ia ai i ia

+ Q /t-u px ><rT1<+t-u x/u px+t—u,0 XnLH,u du

d pIXIZ ia i ii ja im (14)
(/:jt ' ) = It px,z X # Tt px,z X( + + ni+t)
N ia i i ia im

- Q r-uPx XMy Xy px+t—u,0x( at TTLH) du

d plxn; ia am ii im (15)

% = px,z XM + /tpx,z ><rrL+t,z+t +

N ia ai ii im
+Qlt—upx,z ><rn<+t—u ></u px+t—u,0 ><rr1<+t,u dU
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(pR=e g+ .o (16)
t X
pﬁ —e . M, zes + ms, z+s) ds (17)
/It Mxx
(18)

) t )
a — N aa ai i
fw,t px - Q/u px ’ rn><+u " It-u px+u,0 du

U integracion y derivacion numéica han pemitido cacular de forma agoroximada
las probabilidades de transcion asociades tanto a los estados actividad como de
invdidez, a diferencia dd méodo planteedo en d C.M.I.B. (1991), Unicamente
pensado para las trandciones dd edado de actividad. Las probabilidades asi
obtenidas, veifican las dguiente propiedades Crecimiento de la probabilidad de
invalidacion respecto la edad y decrecimiento de la probabilided de reectivacion
respecto laedad y la duracion de lainvdidez.

20. Hemos moddizado una operacion de invdidez permanente a través de un proceso
de Makov continuo en d tiempo, {S(x), x3 0}. Destacamos de este modelo las
gqguientes virtudes:

La frecuencia de ocurrencia de invaidacion permanente es dgnificativamente
menor que lade invaidez tempord.

La reaiva sendllez formd de las ecuaciones diferencides de Chgpman
Kolmogorov que componen su  ecuacion generd permite cdcular de forma

exacta las probabilidades de transicion.

La Genegrdidad de su planteamiento permite tratar cudquier tipo de
invaidacion permanente, tanto con periodo de epera (carencia) oSn é.

La aplicacion préctica llevada a cabo pone de manifiesto la creciente probabilidad
de invalidacion con respecto la edad.
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21. Dada la complgidad que representa una operacion de invdidez mixta, que
contemple amulténeamente la invdidacion tempord y U reectivacion con la
invdidacion permanente, hemos optado por una moddizacion a través de un
proceso estocadtico de Markov discreto en € tiempo.

Para recoger la influencia de la duracion de la invalidez sobre las trandciones de
reactivacion y fdlecmiento como invdido, hemos decidido redizar un ‘split dd
estado de invdidez. De eda forma, € edado origind de invdidez se desdobla en
tantos edados didintos como duraciones didintas de invdidez consderemos
Degtacamos positivamente la sencillez del enfoque.

De la agplicacion practica desarollada, deducimos las dguientes  propiedades
Decrecimiento de la probabilidad de reectivacion tanto respecto la edad como la
duracion de la invdidez, crecimiento de la probabilided de invdidacion, tanto
temporad como de carécter permanente, con la edad.

3. Conclugonesrdativasal temalll

En d tema Ill, patiendo de la hipdtess de que utilizamos unas tablas de probabilidad
gudadas a las caracteridticas del colectivo, planteamos la cobertura del colectivo a
travées dd resseguro de diferencia de gniedrdidad. Al respecto, recogemos las
principales gportaciones redizadas.

2. El moddo de Resseguro de diferenca de dgniedrdidad cuya aplicacion
desarrollamnos en € marco generd de una operacion con mlltiples estados es una
moddidad que tiene como objeto cubrir las diferencias de siniestrdidad que puedan
originarse en d seno de un colectivo, alo largo de toda su exigencia
Las diferencias de dniedrdidad pueden originarse, bien por no poder aender d
pago de las prestaciones aseguradas, devengadas en @ aio en curso, o bien por no
cubrir a find dd afio la provison maemaica mé los magenes de solvencia
establecidos.
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El pago de la prima dd reaseguro se plantea de forma conjunta d de la prima de la
operacion aseguradora. De edta forma la prima totd que pega cada asegurado se
descompone en 2 pates prima de la operacion aseguradora (resultante de
equilibrar las prestaciones definidas) y prima de reaseguro.

- (t) =p (t) + pirea’rec(t) t=1...h

Donde

p,* (t): primatotal prepagable del afio t-ésimo del asegurado “i” .

p 2" (t): primade la operacion aseguradoradel afio t-ésmo y asegurado “i” .
p /=" (t): primade reaseguro del afio t-ésmoy asegurado “i”.

h, : temporalidad delas primas del asegurado “i”

El planteamiento de reaseguro de diferencia de gniedrdidad sgue la linea dd
reessguro de riesgo de ruina propuesto por Amsler, M.H. (1991), pensada sobre
todo para planes de pendones, donde d riesgo de ruina es mayor § @ nimero de
participes que lo componen es pequefio.

23. El objetivo dd reaseguro de diferencia de sSniedrdidad es garantizar la solvencia
dd colectivo para lo cud resulta primordid conocer la evolucion estocagtica de
mismo. Su obtencion por convolucidn es extreordinariamente complgia por 1o que
hemos recurrido ala smulacion por d método de Montecarlo.

Dado d contexto de una operacién con multiples estados que estamos tratando, €
méodo de smulacion que hemos aplicado etd basado en la smulacidon dd estado
de asegurado, de afio en afo, hasa su fdlecimiento mediante su matriz de
trangcion. Se trata de un mé&odo de smulacion individud porgue su gplicacion s

repite para cada uno de |os assgurados que componen @ colectivo.

A patir de la evolucion estocédtica del colectivo, definimos las variables degtorias
gue representan respectivamente @ vaor actuad de las prestaciones del reasegurador
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24,

y @ vdor actud de las primas de reaseguro. El cdculo de las primas de reaseguro
e rige por @ criterio basado en igudar las esperanzas mateméticas de las anteriores
vaidbles dedtorias. La ecuacion resultante es inicadmente indeterminada porque
contiene tantas incognitas como primas de reaseguro se pacten.

El” )=Ek®) (19)

Sendo x” d vdor actud financiero de las prestaciones del reasegurador y x!? d

vador actud financdero de las primas de reaseguro. La obtencion de las primas de
reeseguro exige resolver la indeterminacion de la ecuacion (19). Para dlo, hemos
utilizado un criterio actuarid de reparto dd codte totd entre los asegurados basado
en expresx la prima de reaseguro de cada asegurado proporcionamente a su prima
de reaseguro basica (prima de reaseguro de diferencia de sniestrdidad suponiendo
que d colectivo esté integrado por un solo asegurado).

pirea(r)zdc'pirea*(r) i=L..,n, r=1..,h, (20)

Donde p,*(r) representa la prima de reaseguro del afio r-ésmo y asegurado .

rea*

P/ (r) es la prima de reaseguro bésica correspondiente. Su vaor puede ser
determinado apriori. d . esd factor de reasegur o que puede variar entre Oy 1.

El codficiente de reaseguro depende de la edtructura dd colectivo. A mayor tamaio
de colectivo asegurado, més compensacion de riesgos e produce entre SUS
componentes 'y, por tato, las diferencias de dniestrdidad  imputadas
individudmente son menores con lo que d colectivo en su conjunto resulta més
solvente.

Como resultado de lo anterior, se producird un abaratamiento del reaseguro, que en
nuestro moddo propuesto, s manifieta en una disminucion dd coeficiente de
reaseguro.

En los gemplos desarrollados en la Tess, eda tendencia decreciente dd coeficiente
de reaseguro con respecto d tamafio dd colectivo se pone especidmente de
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manifiedo en las cobeturas dd fdlecimiento. En las operaciones de invdidez
condderadas, @ coeficiente de reaseguro describe un decrecimiento mucho mas
atenuado o que pone de manifiesto su mayor riesgo.

En las operaciones de invdidez desarrolladas, la prima de reaseguro representa una
proporcion de la prima totd mayor que la dd reso de las operaciones, 1o que
vudve a poner de manifieto € mayor riesgo de las mismes. Ello puede deberse a
diferentes factores mayor vaidbilidad de la gniedrdidad, prima aseguradora
excesvamente bgja, menor duracion de la operacion, etc.

25. Hemos definido € code totd de la operacion como la suma de los vaores actudes
actuarides de las primes totdes que pagan los asegurados dd colectivo. Atendiendo
a la naurdeza de las componentes que integran la prima hemos didinguido entre d
code externo, que viene dado por las primes de reessguro y d code interno
derivado de las primas de |a operacion aseguradora.

Sus vadores dependen de vaias vaiables interés técnico, rentabilidad dd fondo,
interés técnico de reaseguro, recargo de seguridad de la operacidn aseguradora,
recargo de seguridad del reaseguro, margen de solvencia, edtructura de edades y de

prestaciones.

Todas las varidbles anteriores, a excepcion de recargo de seguridad de las primas
de la operacion aseguradora, son exogenas porque estén fijadas por d ambiente
finendero, la edructura y la composcon dd colectivo y, por taito, son
independientes de la gestion del colectivo. Unicamente, € recargo de seguridad de
las primas de la operacién aseguradora condituye una variable enddgena cuyo vaor
puede ser determinado por € mismo colectivo.

A mayor recargo de seguridad, € cogte interno de la operacidon crece y € coge

externo disminuye (como las primas de la operacidn aseguradoras son mayores

disminuyen las diferencias de Sniestrdidad y con €lo las primas de reaseguro).
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Planteamos una edrategia Optima basada en la obtencion de un recago de
seguridad de las primas de la operacion aseguradora Optimo, que en combinacion
con la gplicacion dd reaseguro de diferencia de dniedrdided, minimice d coge
totd.

La edrategia recargo-reeseguro Optima viene condicionada por la forma de la
funcion de coge. Los gemplos desarollados en la tess muedran que normamente
éda es creciente respecto @ recargo de seguridad de la operacion aseguradora
Unicamente en agunos casos excepciondes (operaciones con rentas de jubilacion)
la funcibn de cose presenta un tramo inicid, ligeramente decreciente.
Consecuentemente, en las rentas de jubilacion se recargara més que en d resto de

las operaciones.

. Apoyandonos en los resultados numéricos obtenidos, hemos redizado un estudio de
senghbilidad de las principdes varigbles exdgenas del coste totd. Las principaes
condusiones alas que hemos llegado son las Sguientes.

Un increnento dd tipo de interés técnico de la operacion aseguradora produce
un abaratamiento de las primas puras de la operacion aseguradora respecto a
las de reaseguro. Esto induce a recargar més con lo que € recargo de
seguridad  Optimo  aumenta. Parddlamente, € code totd de la operacion

experimentauna disminucion.

Un amento dd tipo de interés técnico de  reasegurador produce un
abaratamiento de las primas de reaseguro en relacion con las primas
recargadas de la operacion aseguradora Ello motiva que cubramos més riesgo
con € reaseguro y, en consecuencia, recarguemos menos, con lo que €

recargo de seguridad ve disminuir su vaor éptimo.
Parddamente, d cogte totd de la operacion asi como sus dos componentes

dismnuyen: d code intemno, por la disminucion de recargo Optimo y €
externo derivado del incremento del interés técnico reasegurador.
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Un incremento dd magen de solvencia repercute directamente en un
incremento susancid del cogte totd de la operacidn, dado que @ nivd de

coberturaexigido también es mayor.

Una mayor rentabilidad finenciera de fondo provoca un descenso de las
diferencias de dniedrdidad regisradas por @ colectivo, con lo que € code
del reaseguro disminuye de lamismaformaque lo hace d costetotd.

Un incremento dd recargo de seguridad dd reaseguro encarece la cobertura
del reaseguro con relacion a la cobertura redizada con las primas de la
operacion aseguradora  recargadas.  Esta  circungtancia  induce a que

recarguemos mas con o que @ recargo Gptimo también aumenta.

El coge totd de la operacion se incrementa, tanto por € lado asegurador d
golicar un recargo de seguridad a las primas de la operacion mayor, como por

el lado reasegurador, d aumentar € recargo de seguridad de sus primeas.

27. Paa andizar la aplicacion dd resseguro de diferencia de dniedrdidad en un
colectivo abierto hemos supuesto que las entradas de los nuevos asegurados se
produzcan d find de cada aflo. Con la aceptacion de ta hipdtess, la aplicacion dd
reaseguro de diferencia ce siniestralidad ofrece dos singularidades fundamentaes:

Las diferencias de sniestrdidad causadas por una evolucion red de colectivo
desfavorable, no previsga de acuerdo a sus probabilidades, no deben imputarse
a los asegurados ya que su aseguramiento condituye responssbilided dd
reasegurador. Edta circungtancia hace que en  momento de vdorar la entrada
de los nuevos asegurados, tengamos en cuenta la composicidon tedrica de
colectivo que éste deberia presentar, de acuerdo a sus probabilidades, no la

que redmente tiene.

Los efectos pogtivos sobre las diferencias de sniestrdidad provocados por la

incorporacion de nuevos asegurados, los imputamos o bien a las primas de
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resssguro 0 bien a las prestaciones dd colectivo. S no se producen efectos
postivos, las primas y predaciones de los antiguos asegurados no variarian.
En td caso, Unicamente los nuevos asegurados, a su vez responsables de estos
efectos negativos, sddrian perjudicados.

28. Para obtener la composicion tedrica dd colectivo en cada momento en que =
producen entradas de nuevos asegurados, hemos propueso las dos Sguientes
metodologias

Smulacién de Montecaro.

Méodo de Makov. Gengramos la evolucion dd colectivo en términos
eperados, proyectando los diferentes  subcolectivos de  asegurados  que
ingresan en @ colectivo en un mismo afo, homogéneos en prestaciones,
primas y edades, a partir de sus probabilidades de transicion respectivas.

El méodo basado en la smulacion por Montecarlo presenta la ventga de que puede
golicarse a cudquier tipo de colectivo, independientemente de su estructura No adi,
e méodo de Markov en @ que precisamos disponer de subcolectivos homogéneos
en edades, prestaciones y primas con un cierto nimero de asegurados. En cambio,
la implementacion informdica dd méodo de dmulacion de Montecarlo resulta
cons derablemente més complga que la dd méodo de Markov.

29. Con la findidad de vdorar los efectos de las entradas de los nuevos asegurados que
ingresan en U, es decir, u afios después de h conditucion dd colectivo, definimos
las varigbles deatorias XNLQ y xgu que representan respectivamente € valor actua
de la pédida dd reasegurador en u, antes y después de induir la entrada de
colectivo Dy;.
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Imputamos los efectos de la entrada de Dy, totamente sobre las primas de

reeseguro O predaciones dd colectivo, de forma que d vdor financiero de la

pérdida tedrica del reesegurador en u, no se vea aterado por la entrada de Dy .

Consecuentemente, se cumple:

el )= ekt @

La vaiable dedtoria xg, contempla las prestaciones y primas de reaseguro
anteriores a la entrada de Dy, . La variable degtoria XNE incluye las prestaciones o

aternativamente las primas de reeseguro corregidas con laentradade Dy -

30. Dependiendo de cdmo imputemos los efectos derivedos de las entradas de los
nuevos asegurados, propondremos las dos Sguientes variantes del resssguro de
diferencia de sniedtrdidad:

Reaseguro de diferencia de gniedrdidad con prestaciones definidas; Los
efectos de las entradas de los nuevos asegurados se tradadan a las primes de

reaseguro.

Reaseguro de diferencia de dniedtrdidad con contrgprestaciones  definidas:
Las prestaciones dd colectivo ven variando en d tiempo con € objeto de
absorber los efectos de las entradas de los nuevos asegurados. Las primas de

reaseguro, unavez caculada, permanecen invariables.

3L En d resssguro de diferencia de dniedrdidad con prestaciones definidas, los
efectos sobre las diferencias de sniestrdidad del colectivo debidos a la entrada en u

de los nuevos asegurados, Dy, son imputados a las primas de reaseguro a traves

de coeficiente de resseguro, manteniéndose condantes las prestaciones pactadas
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inicidmente. Su gplicacion exige resolver anudmente la ecuecion (21) en bae a
aguno de los Sguientes criterios:
Criterio I: El nuevo codficiente de reaseguro aplicado a todos los asegurados
esd mismo.

Criterio 1I: En u, d codficiente de reaseguro de los antiguos asegurados
disminuye en una proporcion k, igud a la disminucion que expeimenta €
tedrico coeficiente de reaseguro de los nuevos asegurados, Dy, resultante de

igudar a0 la esperanza matematica de la pérdida reaseguradorade Dy .

La ventga dd criterio |l es que d propone una misma vaiadon de
coeficiente de reaseguro, todos asegurados del colectivo se benefician en la
misma proporcion de los efectos postivos de las entradas de los nuevos
asegurados.

Los gemplos précticos desarrollados congtatan lossguientes resultados:

Para ambos criterios, s2 cumple que a mayor tamafio del colectivo entrante,
menor es d coeficente de reaseguro tanto de los nuevos como de los antiguos
asegurados.

El citerio | benefida a los nuevos asegurados que forman Dy, cuando su
tamaio en relacion a N, es reducido ya que, a diferencia dd criterio Il, €

coeficiente de reaseguro aplicable a todos asegurados es € mismo, sin tener en
cuentala estructura dd colectivo entrante del cua proceden.

En cambio, € criterio Il como tiene en cuenta la edtructura dd colectivo de

entrada dd que procede € asegurado beneficiara a agudlos asegurados que

provienen de colectivos entrantes grandes.
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32. El resseguro de diferencia de dniedrdidad con contrgpretaciones definides s
caacteriza porque los efectos provocados por la entrada de nuevos asegurados se
tradadan a las prestaciones de los antiguos asegurados dd colectivo. Las primas de
reeseguro, una vez cdculadas, permanecen invaridbles en d tiempo. La golicacion
de esta moddidad obligar a replantear anudmente las prestaciones del colectivo y a
determinar las primas de reaseguro de los nuevos asegurados a partir de la ecuacion
(21).

Eda variante dd reaseguro de diferencia de sniestrdidad presenta € inconveniente
de que la ecuacion (21) es inicidmente indeterminada pueto que tiene dos
incognites. la tasa de variacion de las prestacionesy, y € coeficiente de resseguro

de los nuevos asegurados dp,. Para resolver esta indeterminacion acudiremos a

u

aguno de los siguientes criterios:

Criterio I: El coeficiente de reaseguro gplicado a todos los asegurados es d
mismo e igud a un vdor d que podrfa coincidir con d codficente de

resseguro del colectivoinicia Dy -

El criterio | resulta técnicamente més aceptable cuando € peso dd colectivo
indd Dy, tiene un peso condderable sobre N, porque la estructura de

ambos colectivos 2 asemgan razonablemente. Las primas de reaseguro asi

obtenidas Unicamente tienen en cuentala estructuradd colectivo inicid.

Criterio II: El coeficiente de resseguro dj,; se obtiene resolviendo la ecuacion

gue resulta de igudar a O la esperanza matemética de la pérdida reaseguradora
asociadad colectivo entrante, Dy

B criterio 1l es recomendeble cuando e tamafio de Dy, es importante con

relacion a N,. Cuando no se produzca eta circunstancia, su gplicacion es més
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discutible porque € codficiente de reaseguro de los nuevos asegurados no
beneficia suficientemente de la estructura dd colectivo abierto. Las primas de
reeseguro asl caculadas solamente tienen en cuenta la estructura del colectivo
entrante.  Consecuentemente, a mayor tamafio de la entrada de nuevos
asegurados, menor serad coeficiente de reaseguro.

Criterio [1l: Tomamos como vaor de dy,, € coeficiente de reaseguro obtenido

ul

de la aplicacion dd criterio | dd reaseguro de diferencia de sniestrdidad con
prestaciones definidas.

Las primas de reaseguro caculadas en base d criterio 11l tienen en cuenta
tanto la edructura dd colectivo abierto como la dd colectivo entrante ya que
en @ cdculo de dp, e tiene en cuenta todo € colectivo. El incremento de las

presaciones de los antiguos asegurados resulta actuaridmente equivdente d
descenso que experimentarian sus primas de resseguro en la gplicacion del
citerio | dd resseguro de diferencia de dniedrdidad con  prestaciones
definidas.

Criterio IV: Tomamos como velor de dj,, € coeficiente de reaseguro ralos

u »

nuevos asegurados, obtenido de la aplicacion dd criterio 11 dd reaseguro de
diferencia de sniestradidad con prestaciones definides.

El criterio IV se caracteriza porque su gplicacion no Unicamente tiene presente
la edructura dd colectivo abierto, Sno que busca beneficiar de la misma
fooma a todos los asegurados unos en forma de incremento de sus
prestaciones (antiguos asegurados), otros en unas primas de reaseguro mas
g ustadas (nuevos asegurados).
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Condlusiones

Halamos g, sducionando la ecuacion (21), previa suditucion en la misma dd

vdor de dy,, cdculado de acuerdo a aguno de los criterios anteriores La

ul

gplicacidn de los anteriores criterios eta sujeta a las Sguientes apreciaciones.

3B. La puesta en pr&tica dd resseguro de diferencia de dniedrdidad  con
contrgprestaciones definidas en un colectivo abieto nos ha permitido llegar a las
siguientes conclusiones fundamentaes.

Conforme aumenta € tamafio dd colectivo entrante, como resultado de la
mayor compensacion de riesgos que tiene lugar, la tasa de vaiacion de las
prestaciones g, también es mayor. El incremento de las prestaciones es mas
sgnificativo en agudlas operaciones con seguros o rentas de invdidez, que,
td como vimos en los anexos dd capitulo anterior, on las que més diferencias

de siniedtralidad importantes suelen regidtrar.

Para colectivos entrantes pequefios, las tasas de variacion de las prestaciones
obtenidas por gplicacion dd criterio Il son mayores que las generadas por

criterio|.

La aplicacion de los criterios |11 y IV se caracteriza porque d[u] €s menor que
en los dos criterios anteriores. Ello es debido a que los criterios 1l y 1V,

incorporan d coeficiente de reeseguro de los nuevos asegurados, @ beneficio
globa derivado de laestructuraded colectivo abierto.

Consecuentemente, en los criterios 1l y 1V, € excedente actuarid restante a
imputar en forma de incrementos de las predaciones de los antiguos
asegurados es menor, con lo  que las tasas de variacion de las prestaciones por
los criterios 1l y IV son més bgas que las obtenides por los otros dos

criterios.

La gplicacion de los criterios 11l y 1V, en comparacion con los dos anteriores,

beneficia, por tanto, a los nuevos asgurados porque  abaraa
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congderablemente & precio de sus primas de reaseguro. En cambio, perjudica
a los antiguos aseguradores porque SUS prestaciones aumentan en  menor
medida que en los criterios | y 1.

A igud que sucedia con los criterios | y Il de las prestaciones definides, la
golicacion dd  criterio 111 con contrgprestaciones  definidas, comparativamente
con € 1V, favorece a los asegurados pertenecientes a colectivos entrantes més

pequefios.

4. Lineasdeinvestigacion abiertas

Entre las muchas vias de andiss y ampliaciones que sustita la Tess doctord,
congderamos fundamentaes las Sguientes

Aplicacion de los moddos Makovianos en la tabulacion de probabilidades
aciadas a rentas de supervivencia, seguros de fdlecimieto y  otras
opereciones  complementarias  (invdidez  pamanente,  invdidez  tempord,
riesgo de dependencia, cobertura de enfermedades graves, SI.D.A, eic.).

Utilizacion de nuevas haramientas de moddizacion que facilite la tabulacion
de las probabilidades de trandcidn: ‘Splitting de estados cuyas probabilidades
no dependan Unicamente de la edad, utilizacion de méodos de edimacion no
paraméricos (regresdn dindmica, moddizacion locd polindmica), desarollo
de tests que permitan evaduar la cantided de disamiento.

Aplicacion de la ecuacion diferencid de Thide en d seguimiento estocadtico
de la resarva matemdtica y en d andiss de su vaiacion ante modificaciones
de las bases técnicas. En una linea de investigacion muy proxima a la anterior,
proporemos d desarollo de moddos de vdoracion financieroactuarides
Markovianos, ingpirados en d edudio de la fundon de pédida y de la

gplicacion ddl teorema de Hattendorff.



Condlusiones

La estructura estocagtica de una operacion con multiples estados puede tener
en cuenta ademés de la deatoriedad de los riesgos asegurados, la financiera
Por dlo, creemos interesante amplir € resssguro de diferencia de
sniedrdidad en la utilizacion de tipo de interés edocagtico que recoa
perturbeciones deetorias dd tipo de interés en @ plazo de la operacion
haciendo depender la prima de resseguro de la volatilided del tipo de interés y
averson d riesgo del reasegurador.

En rdacion con su gplicacion en los colectivos abiertos, proponemos vaias
ampliadones futuras del modelo presentado: entradas de asegurados continuas
en e tiempo, nuevas propuestas de cdmo repercutir los efectos de las entradas
de nuevos asegurados tanto en € reaseguro de diferencia de sniedrdidad con

prestaciones definidas como con contrgprestaciones definidas.
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